
Zweiter Absehnitt.

Dynamik.

Von der sleiehfürmig beschleunigten oder verzögerten

Bewegung.

($- 176.)
120. Beschreibt ein Punct bei irgend einer veränder-

lichen Bewegung während der Zeit t den Bogen MN = s

(Fig. 22), so stellt der Quotient 5 die mittlere Geschwindigkeit

vor, mit welcher dieser Bogen ebenfalls, und zwar gleichförmig
. zurückgelegt würde; auch bezeichnet derselbe Quotient den Weg
in der Zeiteinheit für den Fall, in welchem der Bogen s während
der Zeit t mit gleichförmiger Bewegung beschrieben würde.

Lässt man nun iz ohne Ende abnehmen, so nimmt auch s

ebenso ab und es nähert sich dabei dieser Quotient einer Grenze,

welche nichts anders ist, als die Geschwindigkeit des Beweglichen
im Puncte M, so Penwenn man diese Geschwindigkeit mit v

bezeichnet, sofort v» = — “.(@) ist:

Anmerkung 1. Diese BeMikaMiete ist zugleich diejenige, mit welcher

das Bewegliche der Erfahrung zufolge von dem Puncte M aus gleichförmig

(und nach der Tangente) fortgehen würde, wenn von diesem Puncte an

jede Einwirkung auf das Bewegliche aufhörte. Zugleich folgt aus dieser

Relation wegen ds — vdi (vergleiche $. 171, Gleich. 1), dass man jede wie

immer geartete Bewegung während eines Zeitelementes als eine gleich-

förmige ansehen kann.

Anmerkung 2. Von der Richtigkeit der Relation («) kann man sich auch

auf folgende Weise überzeugen.

Hat der bewegliche Punct nach Verlauf der Zeit i den Weg s zurück-

gelegt und dabei die Geschwindigkeit v erlangt, so würde er, wenn von

nun an jede Einwirkung auf ihn aufhörte, mit der Geschwindigkeit v gleich-

nn fortgehen und also im nächstfolgenden Zeitelement dt den Weg
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4s — vdt zurücklegen; da jedoch diese Einwirkung nicht aufhört, so wird

streng genommen dieser Weg ds=vdt-+z...(m) sein, wobei 2 jenen

Antheil bezeichnet, welcher durch diese fortwährende Einwirkung der vor-

handenen Kraft während der Zeit di entsteht. Da aber keine wie immer

geartete Kraft die Geschwindigkeit des Beweglichen in einer unendlich

kleinen Zeit um eine endliche Grösse verändern kann (indem dazu immer

auch eine gewisse endliche Zeit erforderlich ist), so ist diese Aenderung

von » am Ende der Zeit di sofort do, und es ist offenbar z<dvdt, weil

selbst wenn diese Aenderung dv schon am Anfange des Zeitintervalles d&

und nicht erst am Ende desselben eingetreten und durch diese Zeit d&

constant geblieben wäre, 2 —= dvdi sein würde. Da nun aber auf diese

Weise z in jedem Falle unendlich klein der 2ten Ordnung ist und daher

gegen vd verschwindet, so ist in der That ds = vdi*).

121. Die in $. 176 aufgestellte Gleichung v = et bezieht

sich auf den Fall, in welchem eine constante Kraft auf den ruhen-

den Körper einwirkt; nimmt man dagegen den allgemeineren Fall

an, in welchem sich der Körper oder materielle Punet bereits mit

der Geschwindigkeit k gleichförmig und geradlinig fortbewegt,

bevor die constante Kraft auf denselben einwirkt, so ist diese

Geschwindigkeit am Ende der Zeit t (diese von dem Augenblicke

der Einwirkung der Kraft an gezählt), je nachdem die Kraft in

derselben oder entgegengesetzten Richtung der ursprüng-

lichen Bewegung wirkt, beziehungsweise:

v=k-+et...(l),

oder: v=k—st..-(l)

wobei der letztere Fall, in welchem auch v negativ werden kann

(sobald nämlich et>k wird), in dem ersteren begriffen ist, wenn

man dafür e negativ nimmt. Die Bewegung ist nämlich im ersteren

Falle gleichförmig beschleunigt, im letzteren gleich-

förmig verzögert.

122. Um nun aber auch den zurückgelegten Weg oder die

Position zu bestimmen, welche ein mit gleichförmig veränderter

 

*) Um den Werth von z genauer kennen zu lernen, hat man wegen s — f(t)

sofort s+ ds =f(t+ di) oder nach dem Taylor’schen Theorem (Comp.
2 t?

8.662)s +ds—=s+ za + a5 15 +... oder mit Rücksicht auf die

d

obige Gleichung ds = vdi auch: ds = vdi+Idi? +... und mit Aus-

lassung der unendlich kleinen Glieder höherer Ordnung: ds = vdt + 3 dvdt,

so dass also, diese Gleichung mit der obigen (m) verglichen, z = }dvdt gibt.
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Bewegung geradlinig fortgehender materieller Punct in einem ge-
wissen Augenblicke besitzt, zähle man seinen Abstand auf der
geraden Linie seines Weges von einem bestimmten Puncte A aus
und bezeichne diesen am Ende der Zeit i mit x; so ist vr

Geschwindigkeit in diesem Augenblicke (Gleich. & in 120.) = r :

folglich nach den beiden Gleichungen (1), (1) der vorigen Nummer

r —=k=#.ct oder de =kdti + ctdt, woraus man durch Integra-

tion erhält: «= C+kttter...(2),

dabei gilt von den doppelten Zeichen das obere für die gleich-
förmig beschleunigte, das untere für die gleichförmig ver-
zögerte Bewegung.

Wird die Zeit von dem Augenblicke an gezählt, in welchem
sich das Bewegliche im Puncte A befindet, so wird für t=0
auch x = 0, folglich die Constante C der Integration ebenfalls
Null, und auder:

x = kt = }ct2 (vergleiche N 177):

Beginnt die Bewegung von dem festen Puncte A ohne alle
Geschwindigkeit, d. i. von der Ruhe aus, so istnD)k=0
und da für =0 auch2=0 sein muss, so ist auch die Constante
C=0 und sofort:

m = olse.. 0),

welches sofort die Gleichung (2) in $. 176 ist.

Anmerkung. Man nennt hier die Endgeschwindigkeit ce nach der ersten

Secunde, oder allgemeiner diese Zunahme der Geschwindigkeit in der Zeit-

einheit, die constante Beschleunigung, welche (wie aus den Gleichun- _

gen (1), (1) und (2) zu ersehen) sowohl positiv als negativ sein kann (be-

schleunigte und verzögerte Bewegung) und die wir in der Regel durch den

Buchstaben @ bezeichnen werden.

Setzt man ferner, da die Anfangsgeschwindigkeit häufig mit v, bezeichnet

wird, v, statt k, &, für die Entfernung des materiellen Punctes im Anfangs-

augenblicke (in welchem also seine Geschwindigkeit noch = v, ist) von

einem festen Puncte seines geradlinigen Weges, und sind v und ® die ana-

logen Grössen am Ende der Zeit it; so nehmen die obigen Gleichungen (1)

und (2) auch die Form an:

v=v+ Gt

entry (4)
dv

woraus nochfolgt: _—
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Mass der eonstanten Kräfte.

(8. 173.)
123. Wirkt die constante Kraft ? auf einen Körper von der

Masse M, so kommt auf die Einheit der Masse die wirkende

Kraft 3 Ist ebenso P’ eine in die Masse M’ wirkende constante

Kraft, so entfällt davon auf die Einheit der Masse die Kraft En

Da sich nun diese beiden Körper oder Massen genau so, wie jeder
ihrer einzelnen Theile bewegen, und die Geschwindigkeiten, welche
gleiche Massen am Ende einer bestimmten Zeit erlangen, den
Kräften proportional sind, welche sie erzeugen; so hat man, wenn
diese Geschwindigkeiten mit » und v bezeichnet werden, sofort: ,

vw = => oder P:P'= Mv:M’v,
d.h. zwei constante Kräfte verhalten sich wie die
Grössen der Bewegungen oder Bewegungsmomente,
welche sie in einerlei Zeit hervorbringen. Nimmt man
P’ zur Einheit der constanten Kräfte, M’ als Einheit der Massen
und v’ zur Einheit der Geschwindigkeit; so ist auch P:l= Mv:l

oder P= Mv...(ß) (was auch aus e — er folgt), d. h. jede

constante Kraft wird gemessen durch die Grösse der
Bewegung oder durch das Bewegungsmoment,welches
sie in der Zeiteinheit hervorbringt.
Anmerkung 1. Setzt man gleiche Massen oder die Masse — 1 voraus,

so kann die Kraft P auch bloss durch die Endgeschwindigkeit » gemessen
werden, welche in der Masse während der Zeiteinheit erzeugt wird.

Anmerkung 2. Wie aus der Vergleichung mit $. 173 hervorgeht, so wird
eine constante Kraft durch dieselbe Grösse wie eine sogenannte momentan
wirkende Kraft gemessen. Es muss übrigens hier bemerkt werden, dass
momentan wirkende oder sogenannte Stoss-Kräfte mehr in der Idee als in
der Wirklichkeit bestehen, weil keine auch noch so grosse Kraft in einem
untheilbaren Augenblicke oder einer unendlich kleinen Zeit eine endliche
Geschwindigkeit zu erzeugen im Stande ist; aus diesem Grunde werden
auch in der neueren Zeit von den meisten Gelehrten mit Recht (da in der
Natur alle Wirkungen stetig sind) keine Momentankräfte mehr zugelassen,
sondern nur beschleunigende Kräfte vorausgesetzt.

Da wir unter Kraft (als nothwendige, aber auch hinreichende Ursache
zur Abänderung der Geschwindigkeit eines materiellen Punctes der Grösse
oder Richtung nach) immer etwas dem Drucke Analoges verstehen, den
wir auf einen Körper ausüben, um seine Bewegung zu veranlassen oder
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zu modifieiren; so hat diese, wenn sie auf einen Körper einwirkt, noth-

wendiger Weise eine gewisse Dauer, während welcher sie jedoch ihre In-
tensität auch ändern kann.

Belanger nennt, wenn eine Kraft F von constanter Intensität

während einer gewissen Zeit £ wirkt, das Product Ft aus der Intensität

der Kraft in ihre Wirkungsdauer die Impulsion dieser Kraft F in der Zeit &.

Hat die Kraft eine veränderliche Intensität, so ist ihre Impulsion wäh-

rend eines bestimmten Zeitraumes das Integral [ F’di des Productes aus der

Kraft in das Differenzial der Zeit, zwischen den Grenzen jenes ‚Zeitraumes

genommen.

Diese Grösse ist übrigens unabhängig von der Geschwindigkeit des
Angriffspunctes der Kraft.

Um den Nutzen von der Einführung dieser Grösse, welche man kurz

den Impuls der Kraft F nennen kann, zu zeigen, so wirke eine constante

Kraft F in eine dem Gewichte nach ausgedrückte Masse M; dann ist

(8. 186) die constante Beschleunigung @ — z9, wobei g=31 Fuss die

Beschleunigung der Schwere ist. Wird dieser Werth in der ersten der

Gleichungen (4) in Nr. 122. Anmerk. substituirt, so erhält man:
F M M

v=u+r m" woraus =Rp = Ft folgt.

Da nun nach der neueren Art die Massen auszudrücken(8. 35 und die darauf

M
folgende Anmerk.) der Quotient = —= m nichts anderes als die träge Masse

(vom Gewichte dabei abstrahirt) bezeichnet, so kann man sagen, dass wenn

sich ein materieller Punet von der Masse m durch die Einwirkung einer
constanten Kraft geradlinig fortbewegt und man berechnet für zwei be-

liebige Augenblicke das Product aus seiner Masse in seine Geschwindigkeit

(d. i. die Grösse der Bewegung), so hat die Grösse, um welche sich dieses

Product während dieser Zeit ändert, erstlich dasselbe Zeichen wie die Kraft

und dann denselben numerischen Werth wie das Product aus der Kraft in

die zwischen diesen beiden Augenblicken liegende Zeit, d.i. wie der vorhin

sogenannte Impuls oder die Einwirkung der Kraft.

Hat z. B. eine 2pfündige Kanonenkugel durch die Einwirkung einer

constanten Kraft während einer unbestimmten (allenfalls ausserordentlich

kleinen) Zeit eine Geschwindigkeit von 1200 Fuss erlangt, so hat man

nach der vorigen Gleichung, wegen v,— 0 (indem die Kraft F' auf die

ruhende Kugel wirken soll), v = 1200 und .- = sofort Ft = 7742.

Je nachdem also die Wirkung oder der Impuls der Kraft 1, „, 10v

oder nur 757 Secunde gedauert hat, musste die Intensität derselben

77:42, 7742, 7742 oder 77420 Pfund gewesen sein u. s. w.

Trifft diese Kugel mit der erlangten Geschwindigkeit auf einen anderen

Körper, welcher diese Geschwindigkeit vernichtet, indem er ihr eine con-

stante Kraft entgegensetzt, so gibt dieselbe Gleichung die Widerstands-
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erhält man Ft = — 77'42. Dieses Product ist negativ, weil die Richtung

der Kraft im entgegengesetzten Sinne der zu vernichtenden Geschwindig-

keit vo, ist.

Wirkung, wein man v = 0, ®, = 1200 und 2- = setzt, und zwar

Anmerkung 3. Es ist hier der Ort, um noch einmal auf den Begriff der

Masse eines Körpers und die Art, diese in Rechnung zu bringen, oder in

den Caleül einzuführen, zurückzukommen; wir bemerken daher hierüber

Folgendes:

Zwei Körper oder materielle Puncte haben einerlei oder gleiche Massen,

wenn sie durch die Einwirkung von zwei ganz gleichen constanten Kräften

eine vollkommen gleiche Bewegung annehmen, d. h. nach einer gewissen

Zeit, nach einerlei Riehtung die nämliche Geschwindigkeit erhalten. Er-

fordern sie aber zur Erlangung derselben Geschwindigkeit und zwar in

einerlei Zeit constante Kräfte von verschiedener Grösse, so sind die

Massen diesen Kräften proportional, ein Satz, dessen Richtigkeit

sich sogleich ergibt, wenn man bedenkt, dass ein aus n Masseneinheiten

bestehender Körper durch die Einwirkung einer nfachen Kraft genau ebenso

bewegt wird, wie die Masseneinheit durch die gleiche Einwirkung der ein-

fachen Kraft, indem sich die nfache Kraft auf die nfache Masse so ver-

theilt, dass auf die Masse = 1 auch die Kraft = 1 entfällt und es offenbar

ganz dasselbe ist, ob die n Masseneinheiten als von einander getrennt, oder

als eine einzige Masse vereint angenommen werden.

Kann nun irgend eine constante Kraft in einer beliebigen Masse in der

Zeiteinheit eine gewisse Geschwindigkeit, also eine bestimmte Beschleu-

nigung erzeugen; so ist die Beschleunigung, welche dieselbe Kraft in

einer nMal grösseren Masse (natürlich wieder in der Zeiteinheit) hervor-

bringt, nMal kleiner, und zwar nicht, wie man sich öfter ausdrückt, weil

die grössere Masse einen grösseren Widerstand entgegensetzt, sondern

weil jetzt auf eine der ersteren ganz gleiehe Masse nur der nte Theil der

Kraft entfällt, deren Wirkung daher auch n Mal kleiner sein muss.

Hieraus folgt aber auch wieder umgekehrt, dass die Wirkung einer

constanten Kraft nicht bloss aus der Geschwindigkeit, die sie in einem

Körper von gegebener Masse in einer gewissen Zeit hervorbringen kann,

sondern nach dem Producte dieser Geschwindigkeit in die betreffende Masse

des Körpers, nämlich wie bereits oben angeführt, nach der Grösse der Be-

wegung (oder dem Bewegungsmoment) beurtheilt werden darf.

Um nun die Massen (oder Stoffmengen, wovon wir jedoch nur eine

unklare Vorstellung haben) als Rechnungsgrössen behandeln zu können,

muss man irgend eine Masse zur Einheit annehmen und bei jeder anderen

Masse angeben, wie oft diese Masseneinheit in dieser letzteren enthalten ist.

Eine nfache Masse ist dann jene, welche sich in n gleiche Theile, wovon

jeder der Masseneinheit gleich ist, zerlegen lässt. Anstatt jedoch diese nur

selten ausführbare Zerlegung vorzunehmen, kann man einfacher die Kraft

suchen, welche in dieser Masse dieselbe Beschleunigung, wie etwa die

Krafteinheit in der Masseneinheit hervorbringt; die Vergleichung der nu-

Burg’s Mechanik. Suppl. 7
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zwischen diesen beiden Massen; auf diese Weise wird also die Vergleichung

der Massen auf jene der Kräfte zurückgefühıt.

Manist jetzt so ziemlich allgemein darin überein gekommen, als Einheit

jene Masse zu nehmen, welche bei der Einwirkung der Krafteinheit während

der Zeiteinheit die durch die Längeneinheit dargestellte Geschwindigkeit

erlangt. Bei unserem Mass- und Gewicht-System wird man also jene Masse

zur Einheit wählen, welche durch das Einwirken einer constanten Kraft

von 1 Pfund nach unveränderlicher Richtung, während 1 Secunde die Ge-

schwindigkeit von 1 Fuss erlangt, eine Masse, die natürlich nur durch

Versuche gefunden werden kann.

Betrachtet man die Schwere innerhalb der für unsere Rechnungen zu-

lässigen Grenzen als eine constante, d. i. ene unveränderliche

Intensität besitzende Kraft, so folgt, da die Versuche für alle uns bekannten

Körper die nämliche Beschleunigung nachweisen, dass die Gewichte der

Körper (als die einwirkenden Kräfte) den Massen derselben also auch um-

gekehrt die Massen den Gewichten der Körper proportional sind.

Ist nun g die Beschleunigung frei fallender Körper im leeren Raume

(auch Action der Schwerkraft genannt), P das Gewicht und M die Masse

eines Körpers, so ist nach dem obigen Satze über das Mass constanter

Kräfte [Gleichung (P)]:
P=MI.

Hieraus folgt aber, dass für M=1 sofort P = g ist, mithin jene Masse

zur Einheit genommenwird, deren Gewicht — g (für Wien also — 31:03 Pfund,

für Paris = 98088 Kilogrammu. s. w.) ist. Und in der That, lässt man

in der Breite von Wien einen Körper von 31 Wr. Pfund im Gewichte im

luftleeren Raume frei fallen, so erlangt derselbe am Ende der 1sten Secunde

(wie den Versuchen zufolge jeder andere Körper auch) eine Geschwindigkeit

von 31 Wr. Fuss. Da nun aber dabei die constante oder bewegende Kraft

31 Pfund beträgt, so wird eine 31 Mal kleinere Kraft, d. i. jene von 1 Pfund,

in derselben Masse (da sich die Geschwindigkeiten umgekehrt wie die Massen

verhalten) auch eine 31 Mal kleinere Geschwindigkeit, d. i. jene von 1 Fuss

während dieser Zeit von 1 Secunde hervorbringen; Alles der vorigen De-

finition gemäss.

3

Ausdruck für die veränderliche Kraft bei irgend einer

geradlinigen Bewegung.

($. 174.)
124. Wie aus der vorigen Nummer folgt, so kann eine con-

stante Kraft durch die Grösse der Bewegung gemessen werden,
welche sie in der Zeiteinheit hervorbringt, wenn man dabei jene
Kraft zur Einheit nimmt, welche in der Masseneinheit während
der Zeiteinheit die Geschwindigkeit gleich Eins erzeugt. Um nun
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auch das Mass einer variablen Kraft auf diesen Fall zurückzu-

führen, kommt es darauf an, die Geschwindigkeit zu bestimmen,

welche sie in der Masse gleich Eins in der Zeiteinheit erzeugen

würde, wenn sie jene Intensität constant beibehielte, welche sie in

dem Augenblicke, den man eben betrachtet, besitzt.

Es sei nun bei irgend einer geradlinigen Bewegung eines mit

der Masse gleich Eins behafteten Punctes, am Ende der von irgend

einer Periode aus gezählten Zeit t der Abstand dieses Punctes

vom Ursprung = x, die Geschwindigkeit — v und die Intensität

der variablen Kraft in diesem Augenblicke = p. Wäre p constant,

so würde der Quotient : die von p in der Zeiteinheit erzeugte

Geschwindigkeit, folglich auch (123. Anmerkung 1) das Mass der

Kraft p sein. Im gegenwärtigen Falle nimmt jedoch die Kraft p

während der Zeit At um Ap und die Geschwindigkeit um Jv

zu (oder ab, was hier ganz gleichgiltig ist) und diese Zunahme

der Geschwindigkeit kann so angesehen werden, als wäre sie durch

eine zwischen p und p-+ Ip liegende Kraft hervorgebracht wor-

den, welche während der Zeit 41 mit constanter Stärke gewirkt

hat. Bezeichnet man diese Kraft durch p', so ist sofort p= &

und zwar für jeden auch noch so kleinen Werth der Zeit Lt.

Da sich aber p’ ohne Ende der Intensität der Kraft p, welche

sie am Ende der Zeit t besitzt, nähert, wenn It ohne Ende ab-

nimmt, indem sich dabei auch ebenso Ap der Nulle nähert, so

hat man, auf die Grenzen übergehend:

P=i
dabei hat p dasselbe Zeichen wie dv, so dass man diese Kraft

als positiv oder negativ ansieht, je nachdemdieselbe die Geschwin-

digkeit v zu vermehren oder zu vermindern strebt; da ferner diese

Geschwindigkeit (Gleich. «, Nr. 120.) » = = zu- oder abnimmt, je

nachdem die Bewegung im positiven oder negativen Sinne von &

stattfindet, so ist auch die Kraft p positiv oder negativ, je nach-

dem sie im ersteren oder letzteren Sinne, d.i, beschleunigend oder

verzögernd wirkt.
Setzt man in der obigen Gleichung (1) für ® den vorigen

Werth, so erhält man auch:
1?

p= a. 2)-

y*
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125. Besitzt der bewegliche Punct statt der Masse 1 jene m,
so wird, wenn die Bewegung ar der vorigen identisch ist, die

entsprechende Kraft P durch mi7 gemessen, weil sich in diesem

Falle die Kräfte wie die Massenee also

p:P=1:m stattfindet, oder P= mp ist.

Man nennt gewöhnlich diese letztere Kraft P, welche auf
2d

eine beliebige Masse m wirkt und sofort durch m E oder mar

gemessen wird, bewegende Kraft, während man die auf die

Einheit der Masse wirkende Kraft p, welche nämlich durch a
2d’«

oder -ip gemessen wird, beschleunigende Kraft zu nennenpflegt.

So ist z. B. für einen frei fallenden Körper im luftleeren Raume die beschleu-

nigende Kraft p=g = 2 1128. Anmerkung 1, und 124. Gleichung (1)],

da
% auch de = gtdi und

daher & = 4;gt? (2) folgt; welche Formeln (1) und (2) sofort mit jenen in

$. 182 übereinstimmen. Zugleich folgt aus der letzten Gleichung (2)

woraus do—= gdi oder v=gt(l) und wegen v =

= a ...(n) so, dass also bei der gleichförmig beschleunigten Bewegung

die SeaKraft auch dem doppelten Weg, dividirt

durch das Quadrat der Zeit gleich ist.

Fällt ein Körper von der Masse M frei herab, so ist Mg = P (gleich

dem Gewichte des Körpers) die bewegende Kıraft.

Schief aufwärts geworfene Körper.

($. 184.)
126. Wird ein schwerer Punct in der Richtung A (Fig. 23)

mit der Geschwindigkeit ce aufwärts geworfen, so bleibt er, durch
die Einwirkung der Schwere abwärts getrieben, fortwährend in der
durch AT’ gelegten verticalen Ebene. Nimmt man daher eine in
dieser Ebene durch den Punct A horizontale Gerade AX zur
Abseissen- und die darauf perpendikuläre der Schwere entgegen-
gesetzte Gerade AY zur ÖOrdinatenachse, so wird die Lage des
beweglichen Punctes durch die Coordinaten x, y bestimmt.

Die allgemeinen Gleichungen dieser Bewegung sind (ver-

gleiche das Beispiel in der vorigen Nummer)



10

d’x d’y
Fee 0 und au m 05

woraus sofort folgt: - = (und >— gt +6".

Um die beiden Constanten C und (C’ zu bestimmen, setze

man den Winkel TAX = «, so sind die Seitengeschwindigkeiten

von e für = 0 ($. 178) d = eCosa nach AX und de= cSina

: 2 & d d a

nach AY, und da die vorigen Quotienten en und = nichts anderes

als eben diese Seitengeschwindigkeiten nach einer beliebigen Zeit t

sind (120. Gleichung «), so folgt im Puncte A, d.i frri=0

C= cd= eCoa und. C=c—.eSine,

also ist: = eC au — Si 1also ist: 7; = c0Cosa un yarırte in. ..(h)

oder auch de—=cCosedt und dy=— gtdi + e Sin adt,

und wenn man neuerdings integrirt:

2—=ct(Cosa und y= etSin« — 491°...)

wozu keine Constanten beizufügen oder diese gleich Null sind,

weil für = 0 sowohl «= 0 als auch y = 0 sein muss.

Eliminirt man endlich aus diesen beiden Gleichungen die

Grösse t, so erhält man als gesuchte Gleichung der Wurf-

linie oder Trajectorie:
Ai g 2
yetnt"4);

und zwar ist diess die Gleichung einer gemeinen Parabel, bei

welcher die Achse mit AYparallel, also vertical ist, die Gerade

ATim Anfangspuncte A eine Tangente bildet (wegen DE=2D(),

der Parameter den Werth =.Cos «?, und der Scheitel C die Coor-

dinaten: (w)...AD=«= 5, Sin2a und DC=y= 5, Sina®

besitzt; dabei ist nch AB=m: Sin2«a die Wurfweite,

welchen Werth man auch aus der obigen Gleichung (1) als zweite

Wurzel von x für y= 0 erhält.

Der Abstand der Directrix von der Absecissenachse AX ist

— DC +! Parameter = 5 Sin a? + 5 Cosa? = e‚ folglich ist die

Gleichung dieser Geraden:

Ur a ..(m),

und zwar ist diess ($. 183) zugleich die Höhe, welche der schwere
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Punct erreichen würde, wenn er mit der anfänglichen Geschwin-

digkeit ce vertical aufwärts geworfen würde.

127. Die Geschwindigkeit des Beweglichen ist am Ende der

Zeit t sofort v — 5 , woraus v’=oo oder wenn man für

dx und dy die durch Differenziation der Gleichungen (i) folgen-

den Werthe setzt und reducirt, oder die Werthe de, dy aus den

Gleich. (h) setzt, auch
v?—= 0? — 2egtSin« + g*1?...(k).

Für die Zeit, welche der bewegliche Punct braucht, um in

seiner Bahn bis zu einem Puncte M zu gelangen, dessen Abscisse

AP= « ist, folgt aus der ersten der Gleichungen (i) t= az?

folglich ist die Zeit, nach welcher er im Puncte B anlangt, wegen
ee Zee er:

e=AB= Sm2u= 7, Sina (bse,
2 e

sofort: = Y Sin a;

daraus folgt gt=2eSin«, und wenn man diese Gleichung mit

der vorigen (k) verbindet, auch v* = 0°, zum Beweis, dass die

Geschwindigkeit des Mobilen im Puncte B wieder ebenso gross

ist, als sie in dem Puncte A war. Im Scheitel ist die Geschwin-

digkeit — ce Cos«, gleich der horizontalen Geschwindigkeit.

Hat man es, anstatt mit einem beweglichen Punct, mit einem

Körper zu thun, so muss man die Gleichungen der Bewegung

auf dessen Schwerpunct beziehen.

Anmerkung. Das hier behandelte Problem eines im luftleeren Raume schief

aufwärts geworfenen schweren Punctes oder Körpers gibt noch zu einigen

anderen interessanten Untersuchungen Anlass, welche wir hier kurz an-

deuten wollen.

1. Wird der Körper mit derselben Geschwindigkeit c jedoch

nach und nach unter verschiedenen Neigungswinkeln « aufwärts geworfen,

so entstehen als Wurflinien eben so viele verschiedene Parabeln, welche

die nämliche Directrix besitzen (weil ihre Gleichung (m) vom Winkel «

unabhängig ist). Die Scheitelpuncte dieser Parabeln werden durch die

vorigen Gleichungen «', 3’ bestimmt, wenn man darin für & nach und nach

die entsprechenden Werthe setzt. Eliminirt man daher aus diesen beiden

genannten Gleichungen den Winkel &, so erhält man den geometrischen

Ort (Lehrb. Bd. II. 8. 69, Comp. $. 411) aller dieser Scheitelpuncte. Durch

diese Elimination entsteht aber die Gleichung:
2

+y-0,
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welche sofort (Comp. $. 486) einer Ellipse angehört, deren kleine Achse

in die Achse der y. (d. i. in AY) und unterer Endpunct dieser Achse in

2

den Ursprung 4 fällt. Die kleine Achse ist = ay und die grosse, ist

2a

doppelt so gross, d. = >

2, Um die Curve zu finden, welehe die vorhin genannten sämmtlichen

Parabeln einhüllt, darf man nur aus der obigen Gleichung (1) UV

und ihrer nach « abgeleiteten oder derivirten () —0 den Winkel «
de

eliminiren. Man erhält zuerst aus der nach «& differenzüirten Gleichung @»

al 2
d. i. aus 4) — 0 sofort fange = und damit aus (1) oder U=0

de g%
ER GRE,

selbst: y= br? ange (n),

welches sofort die Gleichung der einhüllenden Curve ist. Bezeichnet

man die zu c gehörige Geschwindigkeitshöhe durch h, so nimmt diese

2

Gleichung wegen h = = auch die Form an:

x: = 4h(h — y)

und in dieser Form erkennt man sogleich die Gleichungeiner Parabel,

deren Achse in jene AY und Scheitel nach der positiven Seite von Y in

den Abstand A} vom Ursprung fällt. Der Parameter dieser Parabel hat den

Werth 4h und die Abseissenachse wird in zwei Puncten geschnitten, wo-

fürım es. ='2ahrist, woraus noch folgt, dass der Brennpunet dieser

Curve mit dem Ursprung A zusammenfällt.

3. Soll der Neigungswinkel & so bestimmt werden, dass der mit der

Geschwindigkeit c geworfene Körper durch einen bestimmten Punet «', y'

I
1

‚2
—- x? nach & auf-
30? Cos«?
 

geht, so muss man die Gleichung y’ = x tang a —

lösen, wodurch man erhält:

c2+V (e* 20294— I’
)

tang a = ga ’

ist nun e>2egyta

so gibt es zwei Werthe von «, welche die Bedingung erfüllen;

ist et = 2e’gy Hg’, so gibt es für & nur einen solchen Werth;

ist endlich e <2c’gy’ + g’x’, 80 existirt für & gar kein solcher Werth.

Aus der vorletzten dieser Bedingungen folgt:

e ak
2: 29on

welche Gleichung mit der obigen (n) verglichen, sofort zeigt, dass der ge-

gebene Punct in der alle oben erwähnten Parabeln einhüllenden Curve oder

Parabel liegen muss, wenn die Aufgabe möglich sein soll. Liegt der Punet

innerhalb dieser Curve, SO gibt es zwei, liegt er ausserhalb, so gibt

es gar keine Auflösung dieses Problems.

Da für den ersten Fall, in welchem nümlich ce‘ = 209y + g’x”, also
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nur eine Auflösung stattfindet, sofort Zange = a wird, so folgt, wenn
man diesen Werth in der obigen Gleichung (1) und zugleich auch x’, y'
statt ©, y setzt, für die entsprechende Parabel oder Wurflinie dieselbe
Gleichung, welche man auch aus der Gleichung (n) erhält, wenn man darin
a, ystatt ©, y setzt; diess beweist, was sich auch von selbst versteht,
dass der Körper in diesem Falle so geworfen werden müsse, dass er eine
Parabel besbreibt, welche die oben gefundene einhüllende Curve in dem
betreffenden Puncte &', y' berührt.

4. Endlich mag bei dieser Gelegenheit auch noch bemerkt werden, dass,
wennüberhaupt eine constante Kraft auf einen materiellen Punct, welcher
bereits durch was immer für eine Kraft eine Geschwindigkeit c nach einer
anderen Richtung erlangt hat einwirkt, die Bewegung immer eine krumm-
linigte ist und nach einer gewissen Zeit einen Bogen AM beschrieben
hat, welcher von der Diagonale AM des Parallelogrammes dc verschieden
ist, welche die Resultante sein würde, wenn die Geschwindigkeit ce eben-
falls eine constante Kraft wäre. Es folgt also hieraus, dass die Bewegung
des materiellen Punetes von A nach M keineswegs durch eine Resul-
tirende aus der wirklichen (hier die Schwer-) und der früher dagewesenen
Kraft, welche die Geschwindigkeit c hervorgebracht oder hinterlassen hat,
stattfindet; denn nur dann kann man mehrere Kräfte in eine einzige Re-
sultirende vereinigen, wenn diese Kräfte gleich zeitig wirken und gleich-
artig sind.

Bestimmung der Geschwindigkeit, welche ein in einer
krummen Linie herabgehender schwerer Punet oder

Körper erlangt.

($. 189.)
128. Ist AMB (Fig. 24) eine in einer verticalen Ebene

liegende Curve, über welche ein bloss von der Schwere getriebener
materieller Punct herabfällt, und nimmt man A als Ursprung des
rechtwinkeligen Coordinaten -Systemes, in welchen die Verticale
AC die Abscissenachse sein soll, setzt für einen beliebigen Punct
M der Curve AP=x, PM=y, Bog. AM—= s, sowie Pp — de,
mn = dy, Mm = ds und zieht endlich in diesem Puncte an die
Curve die Tangente MT, wofür der Neigungswinkel mit der Or-
dinatenachse durch & bezeichnet werden soll ; so hat man, wenn
der schwere Punct, indem er von A bis M gekommen, die Ge-
schwindigkeit v erlangt, und dazu die Zeit t gebraucht hat (120,
Gleichung «) sofort v = Er

Da aber diese Geschwindigkeit bei dem weiteren Fallen des
Körpers durch den Bogen Mm = ds, wozu er die Zeit dt braucht,
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um dv zunimmt, und diese Zunahme durch das Herabgleiten des

schweren Punctes über die schiefe Ebene MT während der Zeit dt

entstanden ist; so hat man dv = @dt oder wegen (8.187, Gleich. 3):

G=gySina=mge auch dv = eds, oder “dv = sr,

d. i. vdv = gdm.

Wird diese letztere Gleichung integrirt, so erhält man :

40? — ga oder "25T, d.i.v=V2ge...(),

wozu keine Constante kommt, weil (indem die Bewegung von A

ausgeht) für 2 = 0 auch v—0 sein soll.

Aus dieser Gleichung folgt (vergl. $. 182, Form 3), dass

der über die Öurve AMB herabfallende schwere Punct

oder Körper in was immer für einen Punet M der

Curve dieselbe Geschwindigkeit erlangt, als wenn

er durch die entsprechende Höhe AP (als Höhenunter-

schied zwischen den beiden Puncten A und M) frei gefallen

wäre It AC=h und die Geschwindigkeit in B, so ist

GE Vogh.
Anmerkung. Einfacher gelangt man zu diesem Resultate nach dem in den

Nrn. 124. und 125. Gesagten. Denn die beschleunigende Kraft nach Mmist

gdin a = 0, folglich (124., Gleichung 1) 9 E = = oder Tao = yde,

d. i. vdv= yde, woraus wieder v? = 29% folgt.

Schwingungsdauer des einfachen Pendels.

($. 191.)

129. Um die Schwingungszeit eines einfachen Pendels im

leeren Raume, welches nur kleine Schwingungsbögen beschreibt,

zu bestimmen, sei die Länge des Pendels CA=r (Fig. 25),

ABA' der dem Halbmesser r entsprechende, in einer verticalen

Ebene liegende Kreisbogen, in welchem der schwere Punct A

schwingt, € der Aufhängpunct des Pendels als Mittelpunet des.

Kreisbogens und BD=a der dem Schwingungsbogen A BA’ent-

sprechende Sinusversus. Nimmt man nun an, dass der schwere

Punct, welcher seine Bewegung in A beginnt, während der Zeit &

bis M gekommen sei und hier die Geschwindigkeit v erlangt habe,

so ist [128. Gleich. (s)] v —=Y(29.DP), oder wenn man die

Abscissen auf dem verticalen Durchmesser CB von B aus zählt,



 

und für diesen Punct M die Abseisse BP=« setzt, sofort:

v=Vl29@-2)l.
Da aber auch [120. Gleich. («)] v= 4 oder di = e und

dt

e . Ar 2) rbNrdR ® " ;
für den Kreis ds = day{1 +2) > Vers- ist (wozu man

dy
7, aus der Gleichung des Kreises y = V(2ra — x?) zu bestimmen

hat); so hat man mit Rücksicht darauf, dass wenn ti zunimmt,
sofort x abnimmt, folglich dt und dx entgegengesetzte Zeichen
erhalten müssen, auch:

di =orVer Wra' Vür-a)v3
diese Gleichung von=BD= bis « = 0 integrirt, gibt die
halbe, d. i. die Schwingungszeit für den Bogen AMB und es

ist, wenn man die Grenzen der Integration umkehrt, dagegen das
Zeichen ändert:

ad da ni

nn ER/2)

oder wenn man, da sich die Integration nur durch eine unendliche
Reihe iz lässt, den letzten Bruchin eine Reihe auflöst und

ET
setzt, auch:

1'3°5

— 3Vrsv|+3+).7.]

durch Ausführung dieser Integration erhält man (Comp. $. 876, 6.):

ERnen
wobei diese unendliche Reihe leicht fortzusetzen ist. Diese nach

 

steigenden Potenzen von ern fortlaufende Reihe convergirt aber um

so mehr, je kleiner dieser Bruch, d.h. je kleiner bei einer bestimm-

ten Länge des Pendels der Schwingungsbogen ABA’ist. Beträgt

der diesen Bogen messende Winkel ACA’ (die Amplitude der

Oscillationen) nur einige Grade, so kann man sich für gewöhnlich

schon mit dem ersten Gliede dieser Reihe begnügen, so dass,

wenn man die gesuchte Schwingungsdauer mit 7’ bezeichnet, wegen
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7 it sofort ZI ae

oder wenn man I! statt r setzt und reducirt auch:

a =V; .. (m)

wird, welche Schwingungsdauer sofort von der Höhe B.D oder «a

unabhängig ist. Behält man dagegen von der unendlichen Reihe

auch noch das zweite Glied bei, so wird diese Dauer von der

Höhe a abhängig und man erhält:

Fe aV:-(! +5).

Da der Quotient 7 nichts anderes als der Sinusversus des

Elongationswinkels ACB = a für den Halbmesser = 1, nämlich

= 1— Cosa — 2 Sin?4e ist, so lässt sich der Fehler, welchen

man begeht, wenn man bei irgend einem Gliede der obigen Reihe

stehen bleibt, sehr leicht berechnen. ($. 191, Anmerkung.)

Anmerkung. Einfacher nochlässt sich die Schwingungszeit des Kreispendels

auf folgende Weise ableiten:

Es sei wieder BOA= « (Fig. 25) der Elongationswinkel des Pendels

und für einen beliebigen Punct M des Kreisbogens vom Halbmesser

cA= CB=a der variable Winkel BCM= wo. Hat der der Schwere

unterworfene Punct, dessen Masse — 1 sein soll, seine Bewegung in A

begonnen, ist er in der Zeit t durch den Kreisbogen AM=s herabgegangen

und hat er in M die Geschwindigkeit v erlangt; so ist [Nr. 120. Re-

lation (@)] © = = == und die beschleunigende Kraft [Fr. 124., Re-

5 dv _ ad’o
lation (d] Pe u = en

Stellt man sich aber vor, dass der schwere Punet von M durch das

Curvenelement Mm — ds wie über die in M an den Kreisbogen gezogene

Tangente als eine schiefe Ebene (deren Winkel mit dem Horizont — @ ist)

herabgleitet; so ist die Beschleunigung [$. 187, (3))] g als Mass dieser Kraft

p auch gleich gSino, folglich wenn man zugleich berücksichtiget, dass @

abnimmt, wenn t zunimmt, also do und dt entgegengesetzte Zeichen haben

=
do eh

müssen sofort: eaSin a.

Multiplieirt man diese Gleichung mit 2de und integrirt dann, so erhält

do\?2 29
s —ı = — (os C

man (E) = (os o +

und da für @ = « der Quotient e —v= 0 ist, so erhält die Constante C/

den Werth: — = (Cosa, und es ist allgemein:
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2 2 5
(%) = 2 (Cos@ — (os). ..(m),

do 29 1a———
oder: ——V* . V Cos@ — Cosa.

di « .

Sind nun, wie hier immer vorausgesetzt wird, die Winkel © und «
2ai £ ; o*klein, so kann man näherungsweise C(oso =1 — = und Cose = 1— zZ

setzen (nämlich die höheren Potenzen von @ und «& auslassen), wodurch

die vorige Gleichung in folgende:

ZA % 5 X

dt F3 et

übergeht und woraus, mit Rücksicht darauf, dass wie bemerkt, do und dt

entgegengesetzte Zeichen haben sollen, sofort:

Kasb V: do

I Ve—un:
2 : a o :

und daraus durch Integration £ = —.arc Cos— folgt, wozu keine Con-
@

stante kommt, weil für @ = « die Zeit 2 und auch are Cosl — 0 ist.

Für den tiefsten Punet BD wird @=0 und £ geht in die halbe Schwin-

, @ m " : .
gungszeit 17’ = ea C0os0 = 3 Vv; über, so dass wieder, wie oben,

T= 17 © wird.
I

Bestimmung der Centrifugalkraft eines

materiellen Punctes.

($. 195.)
130. Ist ein materieller Punct, dessen Masse gleich 1 sein

soll, bei seiner Bewegunggezwungen, den Kreis AM.B vom Halb-
messer CA=r (Fig. 26) zu beschreiben, so lässt sich der Druck,
welchen derselbe durch diese Bewegung auf die Curve ausübt
(gleich der Oentrifugalkraft) auf folgende Weise bestimmen.

Zerlegt man die auf den Punct A wirkende beschleunigende
Kraft in zwei Seitenkräfte, die eine nach der Tangente AT, die
andere nach der Normale AC des Kreises, so rührt die Bewegung
des materiellen Punctes in der Richtung der Projection auf diese
Normale lediglich von dieser letztgenannten Seitenkraft her. Sieht
man aber diese Seitenkraft während einer unendlich kleinen Zeit di
(wie diess immer erlaubt ist) sowohl in ihrer Grösse als Richtung
als constant an und ist während dieser Zeit AM=ds der Weg
des beweglichen Punctes und AP= dx der Weg der Projection
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dieses Punctes auf die Normale; so ist nach der Theorie der

gleichförmig beschleunigten Bewegung diese nach der Normale

wirkende Kraft [125. Beispiel, Relation (n)] f= or oder da der

Bogen AM= ds mit dessen Sehne verwechselt werden darf und

: . ds’.

nach einem bekannten geometrischen Satze dann d« = > ist,
2r

1 ds? d , . we :

auch f = — oder wegen u — v, wo v die Geschwindigkeit des
r An

Beweglichen im Puncte A bezeichnet , = Er ..(n), welche Kraft

(Centripedalkraft genannt) sofort der Centrifugalkraft oder

dem Drucke gegen die Curve gleich aber entgegengesetzt ist.

Besitzt der bewegliche Punct die Masse m, so ist (125.) diese
mv?

Kraft: F=nmf= E
7

Bezeichnet M das Gewicht der Masse m, so ist ($. 123,

 

Anmerkung 3.) M= mg oder m = , folglich:

Mo: :Zu BE (vergl. $. 196, Gleich. D.

Anmerkung. Ist w die Winkelges chwindigkeit des beweglichen Punctes,

folglich v= rw, so erhält die Gleichung (n) auch die Form f=rw?...(m).

131. Beschreibt der materielle Punct überhaupt eine gegebene

Curve im Raume, so seien, um die Oentrifugalkraft für diesen

allgemeinen Fall zu bestimmen , M,M und MM' (Fig. 27) zwei

aufeinander folgende Elemente dieser Ourve, D und D’ ihre Hal-

birungspuncte und MT und M’T’ ihre Verlängerungen, so ist be-

kanntlich (Lehrbuch IH. $. 97, Comp.$- 763) TMT’ die Krüm-

mungsebene, sowie der Winkel TMT' der Winkel der Öon-

tingenz der Curve im Puncte M, und eine in dieser Ebene

gezogene Gerade MO, welche den Winkel M,MM’ halbirt, fällt

sofort mit dem entsprechenden Krümmungshalbmesser zusammen,

so dass der Punet O den Mittelpunct der Krümmung dieser Öurve

im Puncte M darstellen kann. Setzt man das Curvenelement

MM=DD=ds, den unendlich kleinen Winkl TMT=8,

sowie den Krümmungshalbmesser OM = 0; 80 ist, wie bekannt,

ds = oö (weil nämlich das Curvenelement DM.D’ als ein Kreis-

bogen von Halbmesser O.M angesehen werden kann, welchem der

MittelpunctswinkelDOD’= TM T' entspricht) oder d = =. .(a):
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Diess vorausgesetzt, komme der materielle Punct nach Ver-
lauf der Zeit © im Puncte M mit der Geschwindigkeit v an, so
dass er also, wenn er ganz frei wäre, in der Richtung MT mit
derselben Geschwindigkeit fortginge (indem wir vor der Hand

von allen Kräften, die auf diesen Punct einwirken können , ab-
strabiren); da dieser Punct jedoch nach der gemachten Voraus-
setzung die Curve MMM’E zu beschreiben gezwungen ist, so
ändert er im Puncte M seine Richtung von M Tin MT’. Errichtet
man in der genannten Krümmungsebene auf M 7’ das Perpendikel

MN’, so kann man die nach MZ' gerichtete Geschwindigkeit v
in zwei aufeinander senkrechte Seitengeschwindigkeiten nach M T’
und MN’ zerlegen, wovon sofort die erstere = vCosd und die
letztere = v Sind sein wird, und die Wirkung der Centripedal-
kraft / oder wenn man will der Curve, wird darin bestehen, diese
letztere Geschwindigkeit aufzuheben, damit nur die erstere allein
bestehen bleibt, oder mit andern Worten, die genannte, der Cen-
trifugalkraft gleiche und entgegengesetzte Kraft f muss in dem
materiellen Puncte oder dem Beweglichen eine gleiche Geschwin-
digkeit v Sind und zwar nach entgegengesetzter Richtung von
MN’ erzeugen. Nimmt man nun an, dass die Kraft f diese Ge-
schwindigkeit v Sind in dem Beweglichen oder materiellen Punct,
dessen Masse = 1 sein soll, während der Zeit dt, als derselbe
das Bogenelement DM.D’ zurücklegt, hervorbringt; so wird diese
beschleunigende Kraft (125.) durch diese während der unendlich
kleinen Zeit di erzeugten Geschwindigkeit v Sind, dividirt durch die

E , 5 Sin
Zeit dt gemessen oder ausgedrückt, so dass man hat f=* Zr \

Setzt man Ö statt Sind (weil ö unendlich klein) und für ö den
obigen Werth aus (a), so erhält man mit Rücksicht darauf, dass

(120.) ds = vdt ist, auch f—= a oder wenn der bewegliche Punct

die Masse m besitzt, für die Centrifugalkraft im Puncte M, welche
sofort nach der Richtung MNwirksam ist:

 

Ya== = mow*. ..(l),

wenn nämlich ww die Winkel-Geschwindigkeit des Beweglichen im
Puncte M ist.

Was die Geschwindigkeit v Cos ö betrifft, mit welcher das
Bewegliche von M aus nach MM’ in der Curve weiter geht, so
bleibt diese wegen Cosd = 1, ungeändert — v.
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Wirken auf das Bewegliche eine oder mehrere Kräfte, so

ändert sich die Gesehwindigkeit v je nach der Grösse der nach

der Tangente der Curve zerlegten Seitenkraft; ebenso bringt die

in der Richtung der Normale wirksame Seitenkraft einen weiteren

Druck auf die Curve (welcher auch stattfände, wenn der beweg-

liche Punct ruhte) hervor, den man zur Centrifugalkraft noch

hinzufügen muss.

Zur Ueburg und um dem Anfänger überhaupt mehr Uebersicht und Gewandtheit

in der Bewegungslehre zu verschaffen, geben wir hier nebst mehreren voraus-

geschickten allgemeinen Betrachtungen und Sätzen, auch noch eine weitere

Entwickelungsart der Centrifugalkraft.

1. Bei der gleichförmigen Bewegung sind die Geschwindigkeiten

den in gleichen Zeittheilchen zurückgelegten Räumen, diese letzteren aber

den bewegenden Kräften, folglich auch die Goschwindigkeiten diesen Kräften

und umgekehrt proportional, so dass also bei dieser Bewegung Kraft und

Geschwindigkeit eines für das andere als Mass dienen kann. Aus diesem

Grunde lassen sich auch alle für die Zusammensetzung und Zerlegung der

Kräfte aufgestellten Regeln zugleich für die Zusammensetzung und Zer-

legung der Geschwindigkeiten anwenden.

2. Um die Gesetze der un gleichförmigen Bewegung auf jene der

gleichförmigen zurückzuführen, kann man sich vorstellen, dass bei der Be-

wegung eines Punctes, welcher von einer continuirlich fortwirkenden Kraft,

wie es z. B. bei der Schwerkraft der Fall, getrieben wird, diese Kraft nicht

ohne Unterbrechung oder eontinuirlich wirkt, sondern ihre Wirkungen

durch unmerklich kleine Zeiten von einander getrennt sind. Diese Vor-

stellungsart, welche mit den Prineipien der Differenzial- Rechnung besser

übereinstimmt, führt zu demselben Resultate wie die Annahme von dem

Wirken ohne Unterbrechung; denn stellt man die Geschwindigkeiten eines

von einer eontinuirlich wirkenden Kraft getriebenen Körpers durch. die

Ordinaten einer Curve vor, 80 verwandelt sich diese Curve im ersteren

Falle in ein Polygon von unendlich vielen, unendlich kleinen Seiten, wel-

ches sofort als mit der Curve zusammenfallend angesehen werden kann.

Bezeichnet man daher mit di die Dauer des unendlich kleinen Zeittheilchens,

welehe die suceessiven Wirkungen einer beliebigen bewegenden Kraft von

einander trennt, so kann die Bewegung während dieser unendlich kleinen

Zeit als gleichförmig angesehen werden, so dass, wenn ds den in dieser

d

Zeit zurückgelegten unendlich kleinen Raum bezeichnet, sofort T die ent-

sprechende Geschwindigkeit ist. Denkt man sich also die Zeit t, während

welcher die bewegende Kraft bei der ungleichförmigen Bewegung auf den

beweglichen Körper wirkt, in unendlich viele, unendlich kleine 'Theile ge-

theilt, so zerfällt diese Bewegung in unendlich viele gleichförmige Be-

wegungen, deren Geschwindigkeiten in den einzelnen Intervallen constant

sind und nur von einem Intervalle zum andern variren.



3. Was die sogenannte beschleunigende Kraft betrifft, welche
diese eben betrachtete Bewegung erzeugt, so müssen, da ihre Wirkung
die Bewegung continuirlich zu ändern strebt, ihr auch diese augenblick-
lichen Aenderungen zum Masse dienen.

Da man nun während des Zeitelementes di die Wirkung der beschleu-
nigenden Kraft P als constant ansehen kann, so wird, wenn dv die Zu-
nahme der Geschwindigkeit am Ende der Zeit di bezeichnet, sofort:

2

dv — Pd, also P= = und wegen v=-—, auch P= 5
ds

1 dt das
Bei der ungleichförmigen Bewegung wird daher die beschleuni-

gende Kraft durch den Quotienten aus dem Quadrate des als eonstant an-
genommenen Zeitelementes in das zweite Differenziale des Raumes gemessen.
Zugleich lässt sich auf diese Kraft auch alles das anwenden, was bei der
gleichförmigen Bewegung über die Zusammensetzung der Geschwindigkeiten
gesagt wurde. i

4. Auf die sogenannten bewegenden Kräfte übergehend, so ist, wenn
die beschleunigende Kraft p in den materiellen Punct von der Masse m

dveinwirkt, die entsprechende bewegende Kraft P—= pm, oder wegen p — 7

auch P=m2‚ wobei der Quotient n = p die durch die Kraft p in der

Masse m hervorgebrachte Beschleunigung bezeichnet.

Ist P eine constante Kraft, und bringt diese in der Masse m nach
Verlauf der Zeit t die Geschwindigkeit ® hervor, so ist die Beschleunigung

De z und daher P= =. Man hat daher als Mass:

MU
der constanten Kräfte P= mp— Ei

der variablen Käfe P=mp— mi,

oder es wird jede Kraft durch das Product aus der Masse, in welche sie
wirkt, in die Beschleunigung der Masse gemessen oder ausgedrückt; dabei
ist jene Masse zur Einheit genommen, welche durch die Einwirkung der
Krafteinheit während der Zeiteinheit eine durch die Längeneinheit dar-
gestellte Geschwindigkeit erlangt.

Aus den vorigen Relationen folgen jene (in Nr. 54. erwähnten) Pt—= m»
und /Pat —/mdv, in Folge welcher der Impuls einer Kraft nach einer
bestimmten Zeit, der dieser Zeit entsprechenden Grösse der Bewegung
des materiellen Punctes gleich ist.

5. Wirken auf einen freien materiellen Punet von der Masse m, welcher
bereits irgend eine Anfangs - Geschwindigkeit besitzen mag, beliebig viele
Kräfte, so kann man durch den Punet A, in welchem die Einwirkung
dieser Kräfte beginnt, ein rechtwinkeliges Coordinaten - System legen, jede
dieser Kräfte in 3 aufeinauder senkrechte Componenten nach den Richtungen
dieser Achsen zerlegen und (Nr. 14.) die Resultirende aus allen diesen
Kräften bestimmen. Die Aufgabe der Bewegung des materiellen Punctes

 



im Raume besteht dann allgemein darin, Istens nach Verlauf einer bestimm-

ten Zeit die Lage oder Position dieses Punctes, 2. seine Geschwindigkeit

und 3. die Gleichungen der von diesem Puncte beschriebenen Curve oder

Trajectorie zu bestimmen.

Ist P die Resultirende aller auf den Punct einwirkenden Kräfte und

bildet diese mit den 3 Achsen in der genannten’ Ordnung die Winkel

a, ß,y; so sind P, eo, ß, y bekannte Functionen der Zeit t. Ist ferner

V die Geschwindigkeit und sind a, b, ce die Winkel, welche ihre Richtung

mit denselben Achsen bildet; so sind POos«, PCosß, PCosy die Com-

ponenten der Kraft P und zugleich auch die Projectionen derselben auf

die Coordinatenachsen, sowie 7 Cosa, V Cosb, VCos c die Projectionen der

Geschwindigkeit V auf die nämlichen Achsen.

Nun lässt sich aber leicht zeigen, dass zwischen den Projectionen p

und . der Kraft P und Beschleunigung = (wenn man nämlich P und V’

anf ein und dieselbe Gerade projieirt [m. s. Zusatz 1.]), dieselben Beziehun-

gen wie zwischen der Kraft P und der auf den materiellen Punct m her-

vorgebrachten Beschleunigung bestehen; es ist daher, wenn man diesen Satz

nach und nach auf die 3 Achsen bezieht, sofort:

POmen, PCosß zieh, Pony mon),

oder wenn man, wie es üblich, die 3 nach den Achsen der ®, y, 2 gerich-

teten Componenten der Kraft P durch X, Y, Z, sowie jene der Geschwin-

“digkeit V durch v, u, w bezeichnet, auch:

dv du dw
a r-nz 2m . PERUD):

wobei noch überdiess (120.) die 3 Relationen bestehen:
de dy dz

De ae un w-n..:.().

Z=m

Auch kann man diese Werthe iw (1) substituiren und setzen:
d’ d? ’am Yan, Z= men. ..@).

Diese 3 Gleichungen (3) oder 6 Gleichungen (1) und (2) lösen das

genannte Problem vollständig auf, indem sich daraus die Grössen x, %, %

v, u, w als Functionen bekannter Grössen bestimmen oder ausdrücken

lassen. Man nennt desshalb auch die drei Gleichungen (3) die allge-

meinen oder Fundamental-Gleichungen der Bewegung eines

materiellen Punctes im Raume.

Wie man sieht, ist auf diese Weise das Problem der krummlinigen

Bewegung auf jenes von drei geradlinigen Bewegungen nach den Achsen

der x, y, z zurückgeführt.

Ist der bewegliche Punct frei, so geben die ersten Integrale dieser

Gleichungen (3) die Geschwindigkeiten, welche er nach einer bestimmten

Zeit nach den Richtungen der Achsen besitzt, sowie die zweiten oder end-

lichen Integrale die Coordinaten x, y, z in Functionen der Zeit &, welche

die Lage desselben in diesem Augenblicke angeben. Eliminirt man i aus

diesen Gleichungen, so. bleiben zwischen diesen 3 Variablen &, y, z noch

Burg’s Mechanik. Suppl. 8

Xm
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2 Gleichungen als Gleichungen der Trajectorie, welche von dem

Punete m im Raume beschrieben wird, und welche im Allgemeinen eine

Curve von doppelter Krümmungist.

Ist der bewegliche Punct nicht frei, sondern ist er z.B. gezwungen,

bei seiner Bewegung beständig auf einer gegebenen Fläche oder Curve zu

bleiben; so eliminirt man mit Hilfe der Gleichung der Fläche oder der

Gleichungen der Curve aus den durch Integration der obigen Relationen (3)

für ©, y, 2 entstehenden Gleichungen so viele Veränderliche als Gleichun-

gen gegeben sind und erhält so für X, Y, Z die Bedingungs-Gleichungen,

welche erfüllt werden müssen, wenn der gegebene Punct den gegebenen

Anforderungen entsprechen soll.

6. Ist der bewegliche Punct gezwungen, auf einer gegebenen krummen

Fläche zu bleiben, so werden alle auf diesen Punct gegen die Fläche

normal wirkenden Kräfte durch den Widerstand der Fläche aufgehoben.

Da man aber diesen Widerstand durch eine normale Kraft von unbestimm-

ter Grösse ersetzen kann, so kann man sich auch diesen Punct als einen

vollkommen freien vorstellen, wenn man nur zu den vorhandenen auf den

materiellen Punct wirkenden äusseren Kräften noch eine Kraft von unbe-

stimmter Grösse hinzufügt, welche in jeder Position des Punctes gegen

die krumme Fläche normal ist. Obschon nun durch Einführung dieser

Kraft eine neue Unbekannte, nämlich ihre Grösse (ihre Lage ist aus der

Bedingung, dass sie auf die Fläche normal sein muss, bestimmt) hinzu-

kommt, so fällt doch wieder Eine hinaus, indem die Coordinaten des mate-

riellen Punctes fortwährend untereinander durch die Gleichung der krummen

Fläche verbunden oder der letzteren Genüge leisten müssen. Es treten

daher hier genau wieder eben so viele Unbekannte auf, als in jenem Falle,

in welchem der bewegliche Punct vollkommen frei ist.

Es seien nun wieder, wie vorhin X, Y, Z die nach den drei Coor-

dinatenachsen gerichteten Seitenkräfte der Resultirenden aus allen gegebenen

äusseren Kräften und F die der Grösse nach unbekannte Kraft, welche den

Widerstand der krummen Fläche repräsentirt, sowie A, u, » die Winkel

ihrer Richtung mit den 3 Achsen, welche, wie bemerkt, bekannte Functionen

der Coordinaten &, y, z sind.

Diess vorausgesetzt sind die drei allgemeinen oder Fundamental-

Gleichungen der Bewegung:

n Y+ F(ou= m&, Z+ F(ov= mr. ..(4),

zu welchen noch wie gewöhnlich die 3 folgenden, auf die Geschwindigkeiten

sich beziehenden:

X+F(oeoi=m

m W— = ©=...0)

hinzukommen und wohl auch, wie es oben geschehen, mit den vorigen (4)

verbunden werden könnten.

Mit Hilfe dieser 6 Gleichungen ist das hier gegebene Problem voll-

kommen gelöst, indem, wenn die äusseren Kräfte gegeben sind, die Be-

wegung bestimmt werden kann und umgekehrt, wenn die Bewegung be-

kannt ist, die äusseren Kräfte gefunden werden können.

v—
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Ist f(®,y,2)=0 die Gleichung der krummen Fläche, so sind, wie

bekannt, die Cosinus der Winkel, welche die Normale mit den Achsen der

©, y, z bilden, beziehungsweise (Comp. $. 757, Anmerkung):
d d d

Cosi = 4): Cosu = 42): Cosv = 4).

wenn man nämlich Kürze halber

1

VO
Setzt man diese Werthe für Cosi, Cosw, Cosv in die obigen Gleichun-

gen (4) und eliminirt dann aus den 3 entstehenden das Product AF', so

erhält man die 3 folgenden Relationen:

(We)Te]
:()-2()-"lawe)]

Diese Gleichungen enthalten die Kraft F nicht mehr und wenn man

denselben noch die gegebene Gleichung der Fläche f(x, y,2) = 0 hinzu-

fügt, erhält man 3 Relationen zwischen den Coordinaten ®, Y, &, welche

sich sonach als Functionen der Zeit ? ausdrücken lassen.

— A_ setzt.

2.0

7. Ist der bewegliche Punct genöthigt, auf einer gegebenen Curve zu

bleiben, so wird man wieder, wie im vorigen Falle, den materiellen Punct

als einen freien betrachten können, wenn man zu den gegebenen äusseren

Kräften noch eine von unbestimmter Grösse hinzufügt, welche auf der

Curve perpendieulär steht, d. h. (weil jetzt die Richtung nicht wie vorhin

bestimmt, sondern unbestimmt ist) welche in der auf der Curve im betreffen-

den Puncte normalen Ebene liegt.
Obschon wir dadurch 2 neue Unbekannte erhalten, nämlich die Grösse

dieser Kraft und einen ihrer Winkel (indem aus einem Winkel und der Be-

dingung, dass die Kraft auf der Curve, d.i. auf der Tangente, deren Rich-

tung bekannt, normal steht, ihre Richtung vollkommen gegeben ist); so

entfallen doch wieder andererseits 2 unbekannte Grössen, indem die Coor-

dinaten des beweglichen Punctes fortwährend in einer bestimmten Beziehung

zu den beiden gegebenen Gleichungen der Curve stehen und damit ver-

bunden sind.

Mit Beibehaltung der vorigen Bezeichnungen hat man hier als allge-

meineenGleichungen:

X + FO-m‚X + Flosu “mair"(M),

a de dy
und wieder: Yaehe= 28)

zu welchen man noch die Bedingungs-Gleichung hinzufügen muss, welche

ausdrückt, dass die Kraft F’ perpendiculär auf der betreffenden Tangente

der Curve steht; diese Bedingungs-Gleichung ist bekanntlich:
da, dy de, 5
% CosA + ds Cosutz, Cosv = 07..(9).

8*



116

Mittelst dieser undder beiden Gleichungen der gegebenen Curve ist

das Problem der Bewegung wieder vollkommen gelöst.

Eliminirt man auch hier aus diesen Gleichungen die Kraft F' und die

Cosinus Cos?, Cosw, Cosv (am einfachsten,‘ wenn man die Gleich. (7)

de \dy de

ds’ ds’ ds
Factor von F' wegen (9) Null und jener von m das nach s genommene

2

Differentiale vonee=1 d. i. von +V? ist) so erhält

man statt der 3 Gleichungen (7) die einzige:

Xdx 4- Ydy + Zd2e=d +mV’...(10),

welche mit den 2 Gleichungen der gegebenen Curve verbunden, sofort

3 Relationen für die Coordinaten x, y, z, und zwar in Functionen der

Zeit i liefern, wodurch alle bezüglichen Probleme der Bewegung aufgelöst

werden können.

beziehungsweise mit multiplieirt und dann addirt, wobei der

8. Nach der allgemeinen Definition sind Kräfte auf einen Körper oder

ein System von Körpern oder materiellen Puncten im Gleichgewichte,

wenn sie absolut ohne Einfluss auf die Bewegung desselben sind, mithin

ohne dass dadurch die Bewegung im geringsten modifieirt wird, diese Kräfte

nach Belieben hinzugefügt oder weggelassen werden können.

Da nun für das Gleichgewicht der vorhin betrachteten auf den mate-

riellen Punct m wirksamen Kräfte die ersten Glieder der vorigen Gleich.(3)

der Bewegung Null sein oder verschwinden müssen, weil sonst die (durch

doppelte Integration erhaltenen) Coordinaten ®, y, z nicht dieselben

oder ungeändert bleiben könnten, wenn man jene Kräfte (P,, P,.... in

X— Z(P,Cosa,) u. s. w.), welche sich das Gleichgewicht halten sollen,

hinzufügen oder wegnehmen wollte. Man kommt also durch diese Betrach-

tungen aus den Gleichungen der Bewegung genau wieder auf dieselben

Bedingungs-Gleichungen für das Gleichgewicht X—=0, Y=0, Z=0,

wie in Nr. 14. der Statik.
Da übrigens diese Bedingungs-Gleichungen, wie die obigen Relationen

(1) zeigen, jene v — const., u = const., w — const. mit involviren, so folgt,

dass für das Gleichgewicht dieser Kräfte der Punct m eine geradlinige,

gleichförmige Bewegung annimmt oder besitzt, was nach dem soge-

nannten Trägheitsgesetz (15.) auch nicht anders sein kann.

9. Für das Gleichgewicht eines materiellen Punctes, welcher ge-

zwungen ist, fortwährend auf einer gegebenen krummen Fläche zu

bleiben, ist es nicht mehr nothwendig, dass die Resultante aus den ein-

wirkenden Kräften Null sei, sondern es genügt, dass dieselbe stets mit der

Normale der Fläche in dem betreffenden Puncte zusammenfalle und gegen

die Fläche gerichtet sei, indem der Widerstand der Fläche einer normalen

Kraft von unbestimmter Grösse gleich gesetzt werden kann, die jedenfalls

die genannte Resultirende aufhebt oder mit ihr im Gleichgewichte steht.

Bildet die Normale irgend eines Punctes &, y, 2 der gegebenen krummen

Fläche mit den 3 Coordinatenachsen die Winkel A, u, v, so hat man

bekanntlich [Nr. 13., Relat. (2)]:
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Eu A .. (aD),Cosa Cosw’ Cosi m:

oder da, wenn f(®,y,2) = 0 die Gleichung der Fläche ist, sofort:

dr _ 449% zul)(os A - 42). Co— Az); Cosv -4(},)

ist, wobei A den oben in (k) angegebenen Werth besitzt, auch:

x(%) — r(£)- 0 und x($) 2 2(£) = 0...(12).

Uebrigens erhält man diese beiden Bedingungs- Gleichungen auch un-

mittelbar aus den obigen Gleichungen (6) der Bewegung, wenn man die

ersten Theile derselben gleich Null setzt, um nämlich wieder auszudrücken,

dass die Kräfte ohne Einfluss auf die Bewegung des materiellen Punctes

weggenommen werden können.

 

10. Sollen in dem in 7. behandelten Falle die Kräfte auf den materiellen

Punct im Gleichgewichte sein, so genügt es wieder, dass ihre Resul-

tirende P auf der gegebenen Curve im betreffenden Puncte normal stehe,

ihre Grösse und Lage mag übrigens in der bezüglichen Normalebene wie

immer sein, indem diese Kraft in allen Fällen von dem Widerstande der

Curve aufgehoben wird.

Diese hier ausgesprochene Bedingung wird aber ausgedrückt durch

die Gleichung:
Ah ‚des Yirıdysip Zoildß;

Past piPu
oder, was dasselbe ist, durch jene:

Xde +Ydy+Zie=0... (13).

11. Um jetzt gleich auf die Eingangs erwähnte Centrifugalkraf:

eines in einer Curve sich bewegenden materiellen Punctes zu kommen,

gehen wir auf die Gleichungen (7) und (8) zurück, nehmen aber an, dass

nach Verlauf der Zeit t die auf den Punct wirkenden äusseren Kräfte ent-

fernt werden oder zu wirken aufhören, und sonach von diesem Momente

an die Bewegung des materiellen Punctes gleichförmig geworden; so

hat man wegen X =0, Y=0, Z=0 sofort:

za)

d?. d? 2
FCosA=mIp FCou = m Ta FC(osv = min

ds
oder wegen d=-— auch:

v

FCos A Be FCos u mv:‚FCosv—= mvZ:
in20)

Werden diese letztern Gleichungen Ga und addirt, so erhält man

mit Rücksicht auf die Relation von Cost? -+ Cosw? + Cos»’ —= 1, sofort

für den normalen Druck auf die krummeLinie:

recEN,

Ist aber ge der Krümmungshalbmesser dieser Curve für irgend einen

Punct &, y, z derselben, so ist unter der Voraussetzung, dass ds constant:
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ds?

VaFar
mithin mit Rücksicht auf die vorhergehende Gleichung der Druck oder die
Centrifugalkraft:

2.0
[u

Muss der bewegliche materielle Punct anstatt auf einer Curve, auf einer

gegebenen krummen Fläche bleiben, so ist die Centrifugalkraft, wie

aus der vorigen Relation erhellt, gleich dem Quadrate der Geschwindigkeit
des materiellen Punctes, dividirt durch den Krümmungshalbmesser der Tra-
jJeetorie. Da aber die Ebene, in welcher der Krümmungskreis liegt, d. h.

die Krümmungsebene, beständig oder überall auf der gegebenen Fläche

perpendiculär oder normal steht, welche Eigenschaft im Allgemeinen der

zwischen 2 Puncten der Oberfläche möglichen kürzesten Linie zukommt,

so beschreibt dieser Punct oder das Mobile zugleich diese kürzeste Linie,

eine Eigenschaft, welche dem sogenannten Principe der kleinsten
Wirkung entspricht.

12. Eliminirt man aus den beiden Fundamental-Gleichungen der gerad-
linigen Bewegung:

rem ie und v= &

die Zeit i, dividirt nämlich die erste durch die zweite Gleichung, so erhält

man: a„
v ds’

wobei, wie bekannt, da v und s explieite Functionen von { sind, in den

d d ds... ea
Quotienten 2 aus den Differential-Quotienten % und 2 diese Grössen ®

und s nunmehrals implicite Functionen von ? erscheinen.

Die vorige Gleichung ist in einer andern Form:

Pds = mod,

und wenn man integrirt:
Ss

[r% —= tmv2....(14),
0

in welcher Gleichung die Zeit nicht mehr explieit erscheint und überall

dort von Wichtigkeit ist, wo sich die Kraft P als Function (anstatt wie

gewöhnlich der Zeit) des Weges s ausdrücken lässt. Man nennt das nach

s genommene Integrale /Pds die Arbeit der Kraft P, und da wir mv*

die lebendige Kraft des materiellen Punctes nennen, so folgt, dass die

Arbeit der halben lebendigen Kraft gleich ist.

Ist P_ constant, so ist /Pds = Ps. Ist P veränderlich, so ist /Pds die

Summe aller Producte, die entstehen, wenn man die einzelnen Werthe der

Kraft mit den betreffenden unendlich kleinen Wegen multiplieirt. Ueberall

erscheint die Arbeit unabhängig von der Zeit.

Da die sogenannte lebendige Kraft nichts anderes als eine Arbeit, welche

nothwendig ist, um in der Masse m die Geschwindigkeit v» zu erzeugen,

so wäre es zufolge der Relation (14) wohl folgerichtiger und logischer,
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unter der lebendigen Kraft (Arbeit in Bewegung) nicht mv, sondern mv?

zu verstehen.

Diese Relation (14) besitzt eine gewisse Analogie mit jener YaPdfmdv

(oben in 4. entwickelt), nach welcher der Impuls einer Kraft auf einen

materiellen Punct gleich ist der Grösse der Bewegung, so dass also die

Arbeit zur lebendigen Kraft dieselbe Beziehung wie der Impuls zur Grösse

der Bewegung hat, oder mit anderen Worten, es misst von deu beiden

Grössen mv und 4mv? die erstere die Wirkung der Kraft in der Zeit und

die letztere im Raume. }

Sind s, und s, zwei Wege, vom Momente der Bewegung an gezählt,

und dabei 3, >s,; so ist nach der obigen Relation:
5, 31

[ra = ins; und [r#- Imvr,
0 0

mithin auch, wenn man subtrahirt:

Sı

|[?« — Imvi — Imvn...(1d).
s

Würde die lebendige Kraft, anstatt zu wachsen, abnehmen, so würde

der 2te, folglich auch der Iste Theil dieser Gleichung negativ, zum Beweis,

dass die Kraft P der ursprünglichen Richtung der Bewegung entgegenwirken

und dadurch eine Verzögerung hervorbringen würde,

Die vorige Gleichung (15) zeigt, dass die Arbeit einer Kraft zwi-

schen zwei beliebigen Positionen gleich ist der Veränderung

der lebendigen Kraft zwischen denselben beiden Positionen.

Ist daher die Geschwindigkeit des Mobilen in zwei verschiedenen Puncten

dieselbe, so ist die Aenderung der lebendigen Kraft zwischen diesen

beiden Puncten gleich Null. Diess bedingt aber, dass die Kraft P in

irgend einem zwischen liegenden Puncte ihr Zeichen geändert habe, weil

sonst das Integrale, welches die Arbeit ausdrückt, nicht Null werden könnte.

Hieraus folgt ferner, dass die Arbeit der Kraft während der zweiten Periode

ihres Weges gleich und entgegengesetzt der Arbeit der ersten Periode ist;

dass daher, um irgend eine lebendige Kraft zu zerstören, genau dieselbe

Arbeit erforderlich ist, als um dieselbe zu erzeugen.

13. Unter einem Systeme von materiellen Puncten versteht man

eine Verbindung derselben in solcher Weise, dass keiner derselben für sich

eine Bewegung annehmen kann, ohne dadurch auch die Bewegung der

übrigen Puncte mit zu afficiren. Jenachdem diese gegenseitige Abhängig-

keit durch sogenannte innere Kräfte bedingt, oder mittelst sogenannter

geometrischer Verbindungen (wie durch vollkommen biegsame Fäden,

steife Drähte u. s. w.) bewirkt wird, heisst das System ein dynamisches

oder geometrisches. In beiden Fällen kann aber das System wenigstens

insoweit ein freies sein, als wohl die Puncte untereinander nach gewissen

Beziehungen verbunden sind, dabei aber keiner derselben noch ausserdem

gezwungen ist, auf einer gegebenen krummen Fläche oder Linie zu bleiben.

Offenbar mussim dynamischen Systeme jeder materielle Punet durch

irgend eine innere Kraft affieirt werden, welche als Function der Coor-
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‘ dinaten der übrigen Punete erscheint und schon «a priori gegeben ist,
d. h. es muss für jeden Punet wenigstens Eine Gleichung von der Form
F=gp(@,y,2, %,y'...) bestehen, wo F eine der Kräfte darstellt, welche
von den Coordinaten der verschiedenen materiellen Puncte abhängig ist.
Ein solches System von n Puncten bedingt daher zum wenigsten n solcher
Gleichungen.

Alle dieser Kraft F analoge Kräfte kann man mit Freycinet sehr
passend innere Kräfte nennen, zum Unterschiede aller übrigen äusseren
auf die Puncte wirkenden Kräfte, welche zu ihrer gegenseitigen Verbindung
nichts beitragen.

Es kann bemerkt werden, dass in einem freien (d. i. unabhängig von
der Bedingung, dass ein oder mehrere Puncte auf einer krummen Fliche
oder Linie zu bleiben gezwungen sind) dynamischen Systeme demselben
durch Anbringung von passenden äusseren Kräften Jede beliebige Bewegung
ertheilt werden kann. Denn es lässt sich jeder Punct als ein freier an-
sehen, auf welchen äussere und innere Kräfte wirken, die zusammen eine
einzige Resultirende haben; verbindet man nun mit dieser Resultirenden
eine neue passende äussere Kraft, so kann man eine neue Mittelkraft er-
halten, welche sofort im Stande ist, die beabsichtigte Bewegung hervor-
zubringen.

In der Natur oder Wirklichkeit kommt jedoch dieser ganz allgemeine
Fall nicht vor, wie aus der folgenden Betrachtung hervorgeht.

Man kann nämlich alle Körper als Aggregate von materiellen Puncten
ansehen, auf welche fortwährend zwei Arten von Kräften in Thätigkeit
sind, und zwar sind diese entweder äussere (wie z. B. die Schwere),
oder innere, und diese letzteren bestehen in den wechselseitigen Wir-
kungen, welche die materiellen Puncte des Körpers oder Systemes selbst
aufeinander ausüben. Empfängt nämlich eines dieser Elemente, dessen
Masse wir mit m bezeichnen wollen, eine Kraftäusserung von Seite eines
anderen Elementes von der Masse m’, und bezeichnen wir diese Kraft durch
P, so empfängt ebenso das Element m’ won jenem m eine Kraft p’ und
das Prineip der Gleichheit zwischen ‚Wirkung und Gegenwirkung besteht
nun in Folgendem:

1. Die Richtungen dieser beiden Kräfte liegen in der Gera-
den, welche die beiden Elemente verbindet.

2. Beide Kräfte haben numerisch die nämliche Intensität,
und

3. sie sinddem Sinne nach einander entgegengesetzt, wir-
ken also beide anziehend oder beide abstossend.

Obschon von den Gesetzen dieser inneren Kräfte nichts weiter bekannt
ist als die erwähnte Gleichheit der wechselseitigen Wirkungen, so kann
man sich über die Art, wie die Elemente der Körper auf einander wirken,
gleichwohl eine ziemlich klare Vorstellung machen, wenn man die von
mehreren Gelehrten aufgestellte Hypothese zu Hilfe nimmt. Nach dieser
erstreckt sich das Gesetz der allgemeinen Gravitation auch auf die kleinsten
Theile der Materie, so dass sich diese um so stärker anziehen, je näher
sie sich kommen; ausserdem aber besteht (nach dieser Hypothese) zwischen



zwei benachbarten Massentheilchen eine abstossende Kraft, welche von der

Wärme oder von ähnlichen Ursachen abhängt und welche sich mit der

Entfernung ändert, jedoch nach einem anderen Gesetze als die Gravitation.

Demnach wäre jede von den beiden genannten Kräften p und p' die

Differenz oder Resultante zweier Kräfte, nämlich 1. der wechselseitigen

Gravitation zwischen den beiden Elementen m und m‘, dann 2. der wechsel-

seitigen Abstossung in Folge von Ursachen, welche der Wärme analog sind.

Diese Resultante würde anziehend, abstossend oder null sein, je nach-

dem die Intensität der ersteren Kraft grösser, kleiner, oder gleich der

Intensität der letzteren wäre.

Was das geometrische System betrifft, so kann die Verbindung der

materiellen Punete entweder 1. durch biegsame, unausdehnsame Fäden,

2. durch steife Drähte von unveränderlicher Länge und 3. mittelst bieg-

samer Fäden, an denen die materiellen Puncte (wie in Ringen) hin- und

hergleiten können, hergestellt sein; dabei muss aber im letzteren Falle

jeder Faden zugleich an zwei materiellen Puncten befestigt sein, weil sonst

der hin- und hergleitende Punct in dem Faden keinerlei Widerstand her-

vorrufen würde.

Auch für dieses System gelten in Beziehung auf die algebraische Dar-

stellung die vorigen Bemerkungen und es muss für ein geometrisches System

wenigstens Eine Gleichung von der Form 6=9Y(m,Yy,2, %,y..) existiren,

wobei ö eine constante Grösse und nach Umständen die Länge des Fadens

oder Drahtes zwischen den beiden materiellen Puneten bezeichnet; zugleich

müssen in dieser Gleichung sämmtliche Puncte des Systemes durch ihre

Coordinaten vertreten sein, weil ohne dieses der nicht vertretene Punct

auch kein Punct des Systemes sein könnte.

Dynamisches System.

Bilden die materiellen Puncte von den Massen m, m, m"... ein solches

System, so seien P die Resultirende aller auf den Punet m einwirkenden

äusseren Kräfte und X, Y, Z die 3 Componenten (oder Projectionen)

derselben nach den Achsen des willkürlich gewählten rechtwinkeligen Coor-

dinaten-Systemes; ferner seien ebenso $ die Resultante aller inneren auf

diesen materiellen Punet m wirkenden Kräfte, so wie K, L, M'die Com-

ponenten derselben nach. denselben Achsen, wobei in $ zugleich auch jene

Kraft enthalten sein soll, welche den Widerstand der krummen Flächen

oder Linien repräsentirt, auf denen dieser Punet etwa zu bleiben genöthigt

sein kann.

Offenbar kann man sich aber diesen Punct m als vollkommen frei und

vom Systeme losgetrennt vorstellen, sobald man zu der äusseren bewegen-

den Kraft P die innere Kraft $ hinzufügt, denn es verhält sich dann dieser

Punct genau so, wie ein vollkommen freier, auf welchen die Kräfte P und

$ wirken. Mit Rücksicht darauf kann man daher auch auf diesen Punct m

die allgemeinen Bewegungs-Gleichungen anwenden und diese: sind:

dv du dw

dX+K=-mz Y+ıl-ması Z+M-=m io
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wozu noch jene kommen, die sich auf die Geschwindigkeiten beziehen, d.i.:
da dy dz
ren v-n:..).

Genau ebenso erhält man für den 2. Pünet m’ die analogen Gleichungen:
’ ‚ ee ‚ . ‚ bi rx +&-mT Y+L=...(a) und .-7, “—...(b),

und so auch für die noch tibrigen Puncte m”, m”... des Systemes die
ähnlichen Gleichungen (a”), (b”) etc.

Ist nun das System ein gegebenes, so kennt man X, L,M... in Func-
tionen der Coordinaten des Systemes und man kann, wenn auch die äusseren
Kräfte bekannt sind, die Bewegung jedes einzelnen Punctes mit Hilfe der
vorigen Gleichungen (a), (@’)..., sowie umgekehrt, wenn die Bewegung
bekannt, d. i. die Coordinaten der einzelnen Puncte gegeben sind, die
äusseren Kräfte bestimmen. Hier ist übrigens nur von der theoretischen
Möglichkeit die Rede, da sich der wirklichen Ausführung oft unübersteig-
liche Schwierigkeiten entgegensetzen.

Geometrisches System.

Mit Beibehaltung. der vorigen Bezeichnung und mit Rücksicht, dass hier
unter $ die Resultante aus den sogenannten Verbindungskräften (wie-
der eventuell jene inbegriffen, welche von dem Widerstande der krummen
Flächen oder Linien herrühren) zu verstehen ist, gelten auch hier wieder
die obigen allgemeinen Gleichungen der Bewegung (a), (b), (a), (B')...

Ist nun das System ein bestimmtes oder gegebenes, so ist die Anzahl
der Verbindungs- Gleichungen ebenso gross, als die Anzahl der wirklich
Unbekannten und man kann, wie eine einfache Betrachtung zeigt, in den
genannten Gleichungen die Verbindungskräfte X, L,M, K’... als bekannte
Grössen ansehen; denn obschon durch die Verbindung eines Punctes mit
einem anderen in diese Grössen K, _L... eine neue Unbekannte, nämlich
die Intensität der betreffenden Verbindungskraft gebracht wird, so liefert
doch auch wieder dieselbe Verbindung andererseits eine neue Verbindungs-
Gleichung zwischen denselben unbekannten Coordinaten, wodurch schliess-
lich die ursprüngliche Anzahl von Gleichungen, folglich auch die Anzahl
der Unbekannten, ungeändert bleibt, geradeso, als ob in den erwähnten
Bewegungs- Gleichungen alle inneren, d. i. Verbindungskräfte unmittelbar
gegeben wären.

Auf solche Weise hat man immer so viele Gleichungen als nothwendig
sind, um entweder, wenn die äusseren Kräfte (und die Verbindungen)
gegeben sind, die Coordinaten der materiellen Punete in Functionen dieser
äusseren Kräfte, oder umgekehrt, wenn die Bewegung, d.i. die Coordinaten
gegeben sind, die äusseren Kräfte als Functionen dieser Coordinaten aus-
zudrücken.

Ist auf diese Weise die Aufgabe gelöst, d. h. sind sowohl die Coor-
dinaten der materiellen Puncte, als auch die äusseren Kräfte bekannt; so
unterliegt es auch keinem Anstande, die Intensität der Verbindungskräfte
DD. (Spannungen der Fäden, Normaldrücke gegen die Flächen
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oder Linien u. 8. w.) zu finden; denn man darf dazu nur für P,®,y, 2...

die Werthe in Funetionen der Zeit ausgedrückt, in die ursprünglichen

Gleichungen (a)... setzen.

Um dieses Verfahren durch ein einfaches Beispiel zu erläutern, nehmen

wir den in $. 115, Beisp. 2 (Fig. 113) bebandelten Fall, in welchem auf

einer doppelten schiefen Ebene zwei durch einen Faden mit einander

verbundenen Körper oder materiellen Puncte m, m vom Gewichte P= mg

und P’= m’g liegen oder sich bewegen, wobei die Flächen als absolut

glatt angenommen werden (d.i. von jedem Widerstande wie Reibung u. 5. w.

abstrahirt wird). ;

Bilden die beiden Ebenen AC, BC mit der Horizontalen AB die Win-

kel «, «' und legt man durch A in der verticalen Ebene ACB das recht-

winkelige Achsensystem, bei welchem die Abseissenachse mit AB zusam-

menfällt, und die positiven Ordinaten nach aufwärts, also der Schwerkraft

entgegen gezählt werden; bezeichnet bei irgend einer Position der beiden

Punete m, m’, nämlich nach Verlauf der Zeit i, vom Beginn der Bewegung

an gezählt, die Coordinaten derselben beziehungsweise durch x, y, =, Y,

ferner durch p, p’ die Spannungen der an m und m’ befestigten Faden-

stücke, sowie durch g,.g’ die Normaldrücke dieser Puncte gegen die Ebenen

AC und BC; so ist, wie leicht zu sehen:

— — qßina + p(ose, K' = gSin «' — p’Cos «‘,

L=g(Cosa +pßSin«, L = gCosa + pSin «.

Da ferner die auf diese Körper oder materiellen Puncte m, m einwir-

kenden äusseren Kräfte keine anderen sind als die aus der Schwerkraft

herrührenden Kräfte gm = P und gm’= P’ und diese parallel mit der

Ordinatenachse wirken; so ist dafür: e

xe20VYelP'wmd.xX=0, !=-—P".

Für den vorliegenden Fall gehen daher die obigen Bewegungs-Gleichun-

gen, wenn man gleich (a) mit (2), (a) mit (b') verbindet, über in:

d!x dir
— qSin« + p(osa = ma g’Sina’ —pCosa’ = m2»

day"

de’y,

Wegen der unveränderlichen Länge des Fadens zwischen den beiden

Befestigungspuncten und der Bedingung, dass die Punete m, m’ die Ebenen

4AC, BC nicht verlassen können, hat man zuerst ds’ —=ds, d.i. V de’+ dy’—

Väx’+dy’, oder wenn man Kürze halber tange = a, lange =d),

— — a — — 4’ setzt und berücksichtiget, dass y' zunimmt, wenn

y abnimmt und umgekehrt, auch: .

dx’ — Ade...(), dy—=— Aly...(@) und y= ar. (8)

als die 3 gegebenen Verbindungs-Gleichungen, während diede y-—-ar.,

nur eine Folge der beiden ersteren ist. 2

Setzt man auch noch Kürze halber:
d? aa 2 ar a =

——B, wodurch dr Y=aB und Y=-aiB, und
ds? ds”

 
— P+g00osa+pSin« = mil, — P'+ g’0osa’ + p’Sin«’ = m’

 



124

berücksichtiget endlich, dass p =p ist, so nehmen die vorigen 4 Be-
wegungs-Gleichungen die einfachere Form an:

(1) —qSine+pCos«=mB, (3) g’Sin «—p Oos@—=m'AB,
2) g0osa+pSin«e= P-+maB, (4) g’Cos«'+pSin®— P—maldB,.
Eliminirt man nun aus diesen 4 Gleichungen p, so erhält man 3 Gleichun-

gen mit den 2 Unbekannten g, g’; wird aus diesen Gleichungenq eliminirt,
so bleiben noch 2 Gleichungen mit der Unbekannten q', und wenn man
endlich aus diesen Gleichungen auch noch d' eliminirt, so entsteht eine
von ?, 9, d' befreite Gleichung, welche mit den gegebenen 3 Verbindungs-
Gleichungen (1'), (2); (3) combinirt die zur Bestimmung der Coordinaten
®, 9, x, y' nöthigen 4 Gleichungen liefert.

Ohne uns übrigens an diese Ordnung zu halten, eliminiren wir zuerst
aus den Gleichungen (1) und (2) die Unbekannte p und erhalten nach
Herstellung der Werthe von a, A, A’ und einer einfachen Reduction:

q—=PCos«, und ebenso aus (3) und (4) = P'Oos «.
Diese Werthe für ‘'g und g’ in die Gleichungen (1) und (3) gesetzt und

dann daraus mB und m’AB eliminirt, erhält man nach Herstellung des
Werthes von A und gehöriger Reduction:

Pm'Sina + P’mSin «

BTTE
r

oder wegen m -7 und m = z auch:

PR
p= PHP (Sina + Sin «’)...(b).

Aus den Verbindungs-Gleichungen (1'), (2'), (3) folgen die Beziehungen:

003.0! 7 Sin «' s aae x, Y=- Snadı y= tanga.x, Y= — tang a'.x.

Haben also die Coordinaten des materiellen Punctes m in irgend einem
Momente die Coordinaten = a und y=b, so sind jene des Punctes m’:

r (Cosa n Sin « s
gt und VE .

Die Gleichungen (b) geben, wenn man integrirt: ©—=vt, y = ut jene
(8) ebenso: «= vt, y’— wt; also ist auch:

G %

ERee sw.
o

Cos & Cos &
Die Gleichungen (a) geben, wenn man für q und p die gefundenen

 

 
 vt=

Werthe substituirt und berücksichtiget, dass (Nr. 122., Relat. 4 2 =@

und re @” die Beschleunigungen nach den Achsen der x und’y bezeichnen,di :

und wern man für m den Werth = setzt und gehörig abkürzt:

‚_ P'Sin a’ — PSin o
Grprmale a

„_PSin®—PSina ..
EZ PrP' une;
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folglich ist die Beschleunigung des Körpers auf der schiefen Ebene AC,

ae Ver+a”, wegen Sin a’+ Cosa? = 1 sofort:
awa

wie diess Alles ohnehin bekanntist.

Auf ähnliche Weise könnte man auch die Beschleunigung des materiellen

Punctes m’ finden.
Für das Gleichgewicht it @=0, daher PSin« = P’Sin«’ und

die Spannung des Fadens (aus b) p = PSin« — P'Sin.«.

Geht der Faden, an dessen Enden die Gewichte P und P’ befestigt

sind, über eine feste Rolle und haben die Fadenstücke die lothrechte Rich-

tung, so folgt wegen « = «== 90° aus (b) und (c) beziehungsweise:
Ar P'—P

De pi primnd 6-57P9 u.8.W.

14. Betrachtet man endlich die Körper, deren Bewegung untersucht

wird, als materielle Puncte, so bildet ganz einfach der Quotient aus der in

‚einer gegebenen Zeit erzeugten Geschwindigkeit dividirt durch diese Zeit

‘das Mass der bewegenden Kraft. Um aber Kräfte mit einander zu ver-

gleichen, die auf verschiedene Körper wirken, muss man auch auf die

Massen dieser Körper Rücksicht nehmen, und in diesem Falle dient bei

der gleichförmigen Bewegung ($. 173) das Product aus der Masse des

Körpers in seine Geschwindigkeit, d. i. die Grösse der Bewegung,

dagegen bei der ungleichförmigen Bewegung, das Product aus der

Masse in den Quotienten, welcher entsteht, wenn man die in dem Elemente

der Zeit erlangte unendlich kleine Geschwindigkeit durch dieses Zeitelement

dividirt, als Mass der bewegenden Kraft (Nr. 124).
Betrachtet man ein System von Körpern oder materiellen Puncten, welche

auf irgend eine Weise mit einander verbunden sind, im Zustande der Be-

wegung, so ist klar, dass die Bewegung jedes einzelnen Körpers das Re-

sultat sein muss aus der auf ihn einwirkenden Kraft und der Reaction der

übrigen Körper des Systemes, welche auf ihn stattfindet. Daraus folgt

aber, dass keiner dieser Körper im Allgemeinen jene Bewegung annehmen

wird, die er vermöge des ursprünglich erhaltenen Impulses und der ihn

treibenden beschleunigenden Kräfte angenommen hätte, wenn er frei wäre.

Um nun diese von dem Systeme, wovon er einen Theil ausmacht, herrüh-

rende Veränderung in der Bewegung zu bestimmen, und die wirklich statt-

findende Bewegung zu erhalten, hat D’Alembert ein allgemeines Be-

wegungsprineip aufgestellt, mittelst welchem man im Stande sein sollte,

alle auf die Bewegung sich beziehenden Aufgaben in Gleichungen zu brin-

gen oder auf Aufgaben der Statik zurückzuführen. Dieses Prineip ist

folgendes:
„Theilt man den Körpern eines Systemes Bewegungen nit welche durch

„ihre gegenseitigen Verbindungen modificirt werden, so kann. man diese

„Bewegungen so ansehen, als beständen sie aus denjenigen, welche die

„Körper wirklich annehmen und aus anderen Bewegungen, welche ver-

„nichtet werden; diese letzteren Bewegungen müssen daher so beschaffen
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„sein, dass wenn die Körper des Systemes von diesen allein affleirt wür-

„den, diese sofort im Gleichgewichte wären.“

Dieses D’Alembert’sche Prineip gilt sowohl für die nach der älteren

Annahme (jedoch nicht existirenden) momentan, als continuirlich wirkenden

Kräfte; da jedoch die Bestimmung der Kräfte, welche vernichtet werden

und für sich im Gleichgewicht stehen müssen, oft sehr weitläufig und

schwierig wird; so wurde dieses Princip später modifieirt und in folgender
Weise ausgesprochen :

„Gibt man jedem Körper eines Systemes eine Bewegung, die derjenigen,

„welche er annehmen muss, gleich, aber direct entgegengesetzt ist, so wird

„das ganze System ruhen; diese Bewegungen vernichten daher diejenigen,

„welche die Körper angenommen hätten, wenn sie frei gewesen wären, folg-

„lich muss zwischen diesen verschiedenen Bewegungen oder den sie erzeu-

„genden Kräften Gleichgewicht vorhanden sein.“

Es seien nun m, m’, m”... die Massen der verschiedenen Körper eines

solchen Systemes, x, %, 2, x, y z... die rechtwinkeligen Coordinaten

ihrer Schwerpuncte nach Verlauf der Zeit £, und X, Y,Z, X, Y, Z...
die auf die Masseneinheit der Körper.m, m’... nach den Richtungen der

Coordinatenachsen (d. i. mit diesen parallel) wirkenden beschleunigen-

den Kräfte, folglich mX, mY, mZ, m’X', m'Y', m’Z' u. s. w. die bewe-

genden Kräfte, welche beziehungsweise die Körper m, m’ u. s. w. nach

den genannten Richtungen treiben; endlich soll das Element der Zeit dt

als constant angesehen werden. Diess vorausgesetzt sind die den Körper m

am Ende des folgenden Zeitelementes nach den Richtungen der Coordinaten-

Er an Fi Telglieh (8r.125.)

die ihn nach diesen Birke treibenden bewegenden Kräfte — ne
dt’

mV, m

achsen afficirenden Aanehniuäigkeisen =

. = Diese Kräfte gehen im nächstfolgenden Zeitelemente wegen

der Wirkung derDene, Kräfte über in

ahd muy+ mYdt, me +mzar

(weil weon X —= —2 gesetzt wird, Xdt — dv’ die Zunahme der Geschwin-

digkeit während “ Zeit dt bezeichnet, daher die beschleunigende Kraft

da:
iü ın

Geschwindigkeiten des Körpers m parallel zu den Coordinatenachsen zufolge

seiner Verbindung mit den übrigen Körpern des Systemes erhalten und auf
deren Bestimmung es hier eigentlich ankommt, sind:

3) ade du de

+ Xdt übergeht). Die wirklichen Zunahmen aber, welche die

ds-);a db inderdii!
folglich die wirklichen bewegenden Kräfte, welche den Körper m am Ende
der Zeit d& nach den genannten.n treiben :

dx d2x d’y dz d’z

aunse tner
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Bringt man also diese mit den drei vorigen Kräften auf den Körper m

in direct entgegengesetzter Richtung an, so bleiben für die auf diesen

Körper oder materiellen Punct wirkenden bewegenden Kräfte:

(xt); (rau — Z) mn(z&-7)-- (a).

Um die ähnlichen Ausdrücke für die übrigen Körper m’, m”... des Syste-

mes zu erhalten, darf man die Buchstaben m, x, Y, 2, X, Y, Z dieses

Ausdruckes (a) nur mit einem, zwei u. s. w. Accente versehen.
Da nun aber dem D’Alembert’schen Principe zufolge das System

unter der vereinten Wirkung dieser Kräfte im Gleichgewichte sein muss,

so braucht man in den allgemeinen Gleichungen (s) von Nr. 20. (Anmer-

kung 2) nur statt der Seitenkräfte PCos«a, PCosß, PCosy beziehungs-

weise die vorigen Kräfte (a) zu substituiren. Man erhält dadurch:

d’x2m (Xaı 2 =) — 0,.oder

f d’x
Z(mX) = 2 MT und ebenso

 zen -2(eit)
Z(mZ) _ (mz)

ferner

© Z(m[Xy — Ya]) = Z(n)

Z(m[Xz —Zae]) - 2(.[
°])

Fa TR 2,

Emire 20 - ErF])
diess sind sonach dieNE der Bewegung für ein beliebiges

freies System vona m, m', m"..., von welchen sich wieder die 3

ersten auf die progressive Berisgunii des Systemes oder dessen Schwer-

punct, und die 3 letzten auf die Rotation desselben um dessen Schwer-

punct, oder um eine durch ‚den Schwerpunct gehende Axe beziehen. Wäre

einer dieser Körper gezwungon, auf einer gegebenen Fläche oder Curve zu

bleiben, so müsste man den auf ihn wirkenden Kräften noch den Wider-

stand (als neue Kraft) hinzufügen, welchen der Körper von der Fläche oder

Curve erleidet, um dann auch diesen Körper wieder als völlig frei betrach-

ten zu können. (Eine specielle Anwendung des D’Alembert’schen Prin-

eipes oder Lehrsatzes kommt weiter unten beim Ausfluss aus einem Gefässe,

welches irgend eine geradlinige, veränderliche Bewegung besitzt, in der

Anmerkung mit weiteren Erläuterungen vor.)

Diese 6 Gleichungen enthalten mehrere allgemeine Bewegungsgesetze

oder Lehrsätze, wovon wir hier jedoch nur einen der wichtigsten an-

führen wollen.

15. Sind nämlich nach Verlauf der Zeit £ diese von dem Augenblicke

an gezählt, als die Bewegung beginnt, x, , Y, , 2, die Coordinaten des Schwer-

punctes des Systemes der Körper oder materiellen Punete m, m'..., so ist
N
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(Nr. 16, [3])), wenn man Kürze halber die Gesammtmasse des Systemes
&(m) = setzt:

Mz, = Z(mx), My, —= Z(my), Mz, = Z(m2),

und wenn man diese Gleichungen zweimal nach £ differentürt:

d?x d’x niY nt: d’za ze) En _ 7
de? Z(m a) oa Z(na) de 2(m m)

Setzt man diese Werthe in die 3 ersten der vorigen Gleichungen (t), so
erhält man:

 

  

d’x d? d$7,
MR =EmX), MT = EmY), Mr = Zm2)...(e);

diese Gleichungen zeigen, dass die Bewegung des Schwerpunctes

eines freien Systemes von materiellen Puneten oder Körpern

im Raume genau so stattfindet, als wenn die sämmtlichen

Massen m, m... in diesem Puncte vereinigt und alle ihre

bewegenden Kräfte durch parallele Verschiebungen ihrer

Richtungen auf diesen Punct angebracht wären.

Da nun auf diese Weise alle jene Kräfte, deren Componenten oder

Seitenkräfte (parallel mit den Achsen) einander gleich und entgegengesetzt

sind, aus den Differenzial-Gleichungen dieser Bewegung hinausfallen, dieser

Fall aber dann eintritt. wenn die bewegenden Kräfte keine äusseren sind,

sondern aus den wechselseitigen Wirkungen entstehen, welche die mate-

riellen Puncte des Systemes auf einander ausüben, indem sich diese nach

dem allgemeinen Princip der Gleichheit zwischen Wir-

kung und Gegenwirkung, wenn diese Kräfte auf den Schwerpunct

des Systemes übertragen werden, zu zwei und zwei aufheben ; so bewegt

sich, sobald auf die materiellen Puncte des gänzlich freien Systemes ausser

ihrer eigenen gegenseitigen Einwirkung (durch Anziehung oder Abstossung)

keine anderen Kräfte wirken, der Schwerpunct desselben gleichförmig

und geradlinig und behält beständig die anfängliche Richtung und

Geschwindigkeit bei, weshalb man diesen Lehrsatz das Prineip von

der Erhaltung der Schwerpuncts-Bewegung genannt hat.

Denn zufolge der Annahme von Z(mX) =0, Z(mY) =0, Z(mZ) =0

geben die vorigen Gleichungen («) nach der. ersten Integrätion:

M= = const., M._ = .const, M= = const.,

sowie, wenn man noch einmal integrirt, die Gleichungen:

=He ya +oy aeOFIOR,

Die 3 ersten dieser 6 Gleichungen zeigen nun deutlich, dass die Geschwin-

digkeit des Schwerpunctes constant sei, während die 3 letzten Gleichun-

gen, in welchen c, c'.. €, C’.. lauter constante Grössen sind, offenbar

die Gleichungen einer geraden Linie im Raume sind.

Insofern dieses Princip, oder wenn man will, Axiom der Gleichheit

zwischen Action und Reaction, nichts anderes als die Art und Weise

ausdrücken soll, in welcher wir uns die Fortpflanzung oder Uebertragung

irgend einer Action (Kraft oder Anstrengung) auf ein Object vorstellen, ist

wohl die von Professor Decher gerügte Begriffs - Verwirrung oder die
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Meinung, als ob ein Körper gleichsam in sich selbst einen Widerwillen

gegen jede Veränderung empfände und desshalb sich der Bewegung oder
Aenderung derselben widersetze und dagegen eine Reaction ausübe, nicht

zu besorgen.

Wirkt z. B. eine Kraft gegen einen festen, unbeweglichen Punct, so

wird dieselbe zerstört oder aufgehoben, und der Erfolg ist genau so, oder

es hat den Anschein, als ob dieser feste Punct eine Kraft entwickele, welche

der ersteren gleich und entgegengesetzt wäre. Sind ebenso zwei Körper
4 und B miteinander (wie z. B. durch eine steife Linie) unveränderlich

verbunden und übt der erstere A, durch die Einwirkung einer Kraft p in.

Bewegung gesetzt, auf den zweiten B einen Druck oder Zug aus, so erhält

dadurch auch dieser eine Bewegung und es hat dabei für den ersten Kör-

per A den Anschein, oder es befindet sich dieser in derselben Lage, als

ob der zweite Körper B gar nicht existirte, dafür aber gegen A unmittelbar
eine Kraft thätig oder wirksam wäre, welcher jener p gleich, ihr aber gerade

entgegengesetzt ist.

Prof. Decher bemerkt hierüber (in einer Abhandlung über Trägheit,

Reaction und Kraft): „dass man bei den durch materielle Verbindungen

„übertragenen Kräften jede Kraft wie eine durch Zug oder Druck gespannte

„Feder betrachten könne, die mit ihren beiden Enden an die betreffenden

„materiellen Puncte befestigt ist, und diese entweder einander zu nähern,

„oder von einander zu entfernen strebt, dabei aber beide in Bewegung

„setzt; dass ferner die Spannung der Feder nur eine und dieselbeKraft

„bilde, welche auf beide Puncte gleichzeitig und in gleicher Weise wirke

„und ihnen Geschwindigkeiten ertheile, die ihren Massen umgekehrt propor-

„tional sind. Es gibt also in allen Fällen zwischen zwei materiellen Punc-

„ten nur eine einzige Wirkung und nicht für den einen eine Action und
„für den anderen eine Reaction.“

Es muss hier übrigens bemerkt werden, dass das oben ausgesprochene
Axiom, nach welchem jede Kraftäusserung oder Anstrengung (so oft wir
nämlich einen Körper in Bewegung setzen, kommt in uns eine gewisse

Kraftanstrengung, die wir eine Zeitlang gegen denselben ausüben, zum

Bewusstsein) dem Widerstand gleich und entgegengesetzt ist, ein logischer

Begriff, und mit dem von Newton entdeckten Naturgesetze, nach welchem

sich zwei Körper oder materielle Puncte gegen einander so verhalten, als
ob zwischen ihnen eine gleiche, entgegengesetzte Action und Reaction
stattfände, nicht zu verwechseln ist. Ersteres beruht auf einem logischen

Schluss und gilt selbst für ideelle Körper, während letzteres ein auf That-

sachen beruhendes Gesetz für wirklich bestehende Körper ist.

Das Gesetz der Reaction besteht nämlich allgemein in der Thatsache,

dass so oft in der Natur irgend wo ein Bewegungsact stattfindet, sich

immer auch gleichzeitig an einem anderen Orte ein dem ersteren gleicher

und entgegengesetzter Act der Bewegung geltend macht, welcher nur oft

durch Reibung, feste Widerstände u. s. w. aufgehoben, jedoch sogleich be-

merkbar wird, sobald diese Hindernisse beseitigt werden.

Tausend Thatsachen beweisen, dass wenn sich ein Körper einem 2ten

nähert oder von diesem entfernt, sich auch dieser 2te Körper dem 1sten
Burg’s Mechanik. Suppl. 9
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gerade so nähert oder von ihm entfernt, als ob in diesem eine anziehende
oder abstossende Kraft thätig wäre, und dass man mit Recht sagen kann:
es verhalten sich beide Körper gegen einander gerade so, als ob zwischen
beiden eine Action und Reaction gleich und entgegengesetzt stattfände.
Der Umstand, dass man sich später erlaubt hat, diese Erklärung abzukürzen
und einfach zu sagen, dass zwischen zwei Körpern die Reaction immer
gleich und entgegengesetzt der Action sei, mag allerdings bei Einigen zu
der von Prof. Decher gerügten Begriffsverwirrung Anlass gegeben haben.

Offenbar hängt der unrichtige Begriff, welchen man öfter mit der Be-
nennung Reaction der Körper verbindet, mit dem eben so falschen Aus-
drucke der Trägheitskraft („force dinertie“) zusammen. Es dürfte
hier nicht am unrechten Orte sein, das Gesetz der Trägheit kurz zu
wiederholen; es besteht dasselbe nämlich darin, dass von dem Augenblicke
an, als die auf einen beweglichen Körper einwirkenden Kräfte zu wirken
aufhören, dieser (natürlich bei Abwesenheit jedes äusseren Widerstandes)
eine gleichförmige Bewegung nach gerader Linie, nämlich (wenn derselbe
in einen einzigen Punct concentrirt gedacht wird) nach der Tangente der
von ihm bis dahin beschriebenen Curve mit Beibehaltung jener Geschwin-
digkeit, welche er im Augenblicke des Verschwindens dieser Kräfte erlangt
hat, annimmt.

Dieses von Keppler entdeckte Naturgesetz (welches sich keineswegs,
wie man gewöhnlich annimmt, @ priori beweisen lässt) erweist sich in allen
Fällen als vollkommen richtig und berechtigt uns zugleich zu der Annahme,
dass überall, wo wir eine gleichförmige Bewegung wahrnehmen, diese ohne
Einwirkung irgend einer Kraft (wie wir diese in der Mechanik verstehen)
stattfinde, oder dass für unseren Caleül diese Kraft gleich Null sei.

Die Körper, welche wir in Bewegung setzen und wobei wir einer gewissen
Anstrengung bedürfen, widerstehen dieser letzteren keineswegs in der Art,
wie diess ein festes Hinderniss thut; denn die Körper weichen, wenn
keine äusseren Hindernisse vorhanden sind, selbst der allerkleinsten Kraft-
anstrengung.

Bekanntlich werden in der Mechanik diese Kraftanstrengungen durch
abstracte Zahlen oder Kräfte ersetzt, deren Einheit die Kraftanstrengung
ausdrückt, um ein Gewicht von 1 Pfund, 1 Kilogramm u. s. w. schwebend
zu erhalten.

Alle in der Natur vorkommenden Bewegungen, deren Ursachen uns im
Allgemeinen unbekannt sind, könnten immer auch durch solche Kräfte her-
vorgebracht werden, welche wir in der Mechanik zu Grunde legen, und es
ist eben mit die Aufgabe der Mechanik, die Grösse der Kraft zu bestimmen,
welche im Stande ist, irgend eine vor Augen habende Erscheinung oder
Bewegung in der Natur genau ebenso hervorzubringen.

Um auf den hier entwickelten Satz der sogenannten Erhaltung des

Schwerpunctes zurückzukommen, so folgt daraus Istens, dass alle für

den materiellen Punct geltenden und entwickelten Gesetze, welche aus der

Einwirkung beliebiger Kräfte hervorgehen, auch ohne Ausnahme für den
Schwerpunet eines jeden materiellen Systemes gelten, wenn man sich nur

die Gesammtmasse des Systemes in diesem Schwerpuncte concentrirt, und
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alle äusseren Kräfte nach ihrer Grösse und Richtung in diesen Punct

verlegt denkt; und dass 2tens die inneren Kräfte, welche höchstens die

Gestalt oder Form des Systemes ändern können, im Falle dasselbe nicht

starr ist, auf diese Bewegung des Schwerpunctes nicht den geringsten

Einfluss haben.

So können z. B. die Muskelkräfte der Menschen und Thiere, als innere

Kräfte, durchaus keine Fortbewegung ihres Schwerpunctes hervorbringen,

wenn sie nicht nach dem vorhin erwähnten Gesetze der Reaction äussere

Kräfte in der Art hervorrufen, dass wenn sie den Schwerpunct oder sich

selbst nach irgend einer Richtung hin bewegen wollen, sie einen Stützpunet

finden, welcher eine Reaction nach entgegengesetzter Richtung erzeugt.

Steht ein Mensch z. B. auf einem festen Boden, so kann er sich, wobei

die horizontale Ebene eine verticale Reaction entwickelt, erheben oder

niederlassen. Ebenso kann er sich vor- oder rückwärts bewegen, so lange

der Boden durch seine Rauhigkeit auch eine Reaction in horizontaler Rich-

tung darbietet. (Auf einer absolut glatten horizontalen Ebene wäre jede

seitliche Fortbewegung unmöglich.) _

Springt ein Mensch in die Höhe, so nimmt der Druck gegen den Stütz-

punct (also auch dessen Reaction) momentan und zwar insolange zu, als
der Schwerpunet mit Beschleunigung aufwärts steigt; das Gegentheil findet.

statt, wenn er sich niederlässt.

Bei einem in Bewegung befindlichen Eisenbahnzuge bilden die Schienen

die Stützpuncte für die Locomotiv-Räder und es entwickelt sich in diesen

in jedem Augenblicke die nöthige Reaction zur Fortbewegung des Zuges,

so dass also hier die Schienen dieselbe Rolle spielen, wie der Boden

beim Gehen oder Laufen der Menschen und Thiere.

Bei einem sich gleichförmig fortbewegenden Dampfschiffe würden sich

die Pressungen, welche einerseits auf den Kiel und die Schiffsschale und

andererseits gegen die Radschaufeln stattfinden, vollkommen aufheben,

wenn sie durch parallele Verschiebungen in den Schwerpunct (oder über-

haupt in irgend einen Punct) angebracht oder verlegt würden.

Hängt am Deckel eines mit einer Flüssigkeit gefüllten Gefässes, welches

auf einer Wagschale im Gleichgewicht steht, ein dichterer Körper, z. B.

eine Stahlkugel an einem Faden, so wird in dem Augenblicke, als der

Faden reisst, also die Kugel mit beschleunigter Bewegung in der Flüssigkeit

herabsinkt, diese Schale leichter oder gehoben und erst wenn die Bewegung

der Kugel (durch den Widerstand der Flüssigkeit) etwa gleichförmig ge-

worden, würde sich das Gleigewicht wieder herstellen. Fällt die Kugel

auf den Boden des Gefässes und prallt sie von diesem zurück, so wird in

diesem Momente die Schale schwerer oder zum Sinken gebracht.

Zerspringt eine in die Luft geworfene Bombe, so verfolgt der Schwer-

punct derselben, so lange die 'Trümmer nicht auf andere Körper treffen,

seinen Weg gerade so, als ob die Bombe ganz geblieben wäre; nur werden

in der Bewegung Modificationen durch den Widerstand der Luft herbeigeführt,

Und so liessen sich über die Reaction und Bewegung des Schwerpunctes

eines Systemes noch sehr viele Beispiele anführen.
9



16. Um von diesem wichtigen Satze ein einfaches Beispiel zu geben,
wollen wir die Bewegung des gemeinschaftlichen Schwerpunctes
zweier Kugeln betrachten, welche aufeinander stossen.

Es seien am Ende der Zeit { x und x’ die Abstände ihrer Mittelpuncte
von einem festen Punct der Geraden, auf welcher sich die Kugeln m und
nı bewegen, sowie &, (in demselben Augenblicke) der Abstand des ge-
meinschaftlichen Schwerpunctes dieser Körper von demselben Puncte; so
hat man (Nr. 32):

(m + m')x, = mx -+ m'x’

oder wenn man nach £ differenzürt:

mnnet...)
da’wodurch die den Geschwindigkeiten e und Tr der beiden Kugeln ent-

sprechende Geschwindigkeit = des Schwerpunctes gegeben ist. Nun hat

d . niman aber vor dem Stoss T =v, = = v, und nach dem Stoss, wenn
de’

die Kugeln unelastisch sind ($. 241) = — Tr = YV, und wenn sie voll-

kommen elastisch sind (8. 244): = =2V/—v, = =2V/—v. Es is

also die Geschwindigkeit des Schwerpunctes vor dem Stoss, wenn man in
die Gleichung («&) substituirt:

de, mo—tmv
da en :

und nach dem Stoss, mit Rücksicht auf die Relation von V — mans
m +m

für beide Fälle (wenn man wieder in («) gehörig substituirt) :
de, mo + mvatad
dt m-+ m

welches genau derselbe Werth wie vor dem Stosse ist; der Stoss dieser
beiden Körper ändert also durchaus nichts in der Bewegung ihres gemein-
schaftlichen Schwerpunctes (da er sich überdiess auch auf der ursprüng-
lichen Geraden gleichförmig fortbewegt).

17. Sind die mit den Massen m, m’, m”... behafteten materiellen Puncte
in Bewegung, so seien für einen bestimmten Augenblick x, x, x’... ihre
Abseissen auf eine beliebige Achse bezogen und X die Abscisse des
Schwerpunctes dieses Systemes für denselben Augenblick; so ist (Nr. 32.)
m+m+..)X=-mzı+mr+..., dh XZ(m) = &(mx). "Während
des folgenden Zeitelementes dt nehmen die Abseissen um de, de... dX zu

und man hat =Em) — 2(n}) ...(%), d. h. die auf eine Achse

projicirte Grösse der Bewegung der Gesammtmasse des
Systemes, dieseimSchwerpunct desselben vereinigtgedacht,
ist gleich der Summe der Bewegungsgrössen sämmtlicher
einzelner Massen projieirt auf die nämliche Achse. Zwei ähn-
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liche Gleichungen mit (w) erhält man auch für die beiden übrigen Coor-

dinatenachsen. Ist V die Geschwindigkeit des Schwerpunctes und sind

v,v... jene der Puncte m, m’..., so kann man, wenn Vdie Projection

der Geschwindigkeit auf die Achse der x bezeichnet und damit analog auch

die ührigen Projecetionen bezeichnet werden, diese Gleichungen so schreiben:

V.&(m) = Z(mv), VyZ(m) = Z(mv,), V»2(m) = Z(mv.).

18. Um schliesslich noch das Problem der Rotation um eine feste

Achse zu behandeln, drehe sich das Element dm irgend eines Körpers um

die feste Achse AZ (Fig. 28), welche zugleich von den 3 rechtwinkeligen

Achsen AX, AY, AZ, worauf dieser Körper bezogen wird, die Achse deı

» bilden soll. Sei N die Projection dieses Elementes dm auf die Ebene

der xy, dann ist AN = rder Halbmesser jenes Kreises, welchen das Ele-

ment bei der Rotation des Körpers um die Achse AZ beschreibt; ferner

ziehe man in der Ebene der xy durch diesen Punet N die Gerade DE

senkrecht auf AN. Diess vorausgesetzt denke man sich wieder die auf

das Körperelement dm wirkenden beschleunigenden Kräfte in 3 Componen-

ten X, Y, Z, beziehungsweise mit den Achsen der x, y, 2 parallel zerlegt,

so verschwinden, da die Rotation bloss um die Achse der 2 stattfinden soll,

von den 3 letzten auf Rotation sich beziehenden Gleichungen in (&) sofort

die beiden letzten von selbst und es bleibt, wenn man gleich statt der

Summenzeichen die Integralzeichen setzt, bloss die Gleichung:

2 q,je: oo2) im [Xu —Ye)dm. »,(),

wobei sich die Integration auf die ganze Masse des rotirenden Körpers bezieht.

Ist u die Winkelgeschwindigkeit jedes Elementes des Körpers am Ende

der Zeit i, also v = ru die absolute Geschwindigkeit des genannten Ele-

inentes dm, und nimmt man « positiv oder negativ, je nachdem die Rotation

in der Richtung DNE oder in der entgegengesetzten END statt hat; so

sind, wenn man noch den W. XDE= . setzt, die Seitengeschwindigkeiten

nach AX und AY beziehungsweise:

dr en = Yy de N T
rtnr und N:ee,

de dy
oder wegen v=ru auch ErreUr,

woraus sofort u? + y’)di = xdy — yde,

oder wegen @?+y?’=r? auch:

r’udt = ady — ydx...(2)

folgt.

Diese Gleichung differenzürt gibt, da r und di constant sind:

xzd’y — yd’x = r’dudt.

Mit Rücksicht auf diese letzte Gleichung, sowie darauf, dass dw für alle

Punete des rotirenden Körpers denselben Werth besitzt, also bei allen in

Bezug auf dm vorzunehmenden Integrationen dw als constant zu betrachten

ist, erhält die obige Gleichung (1) auch die Form:

pram — )(Yx — Xy)dm...(8).



19. Um von dieser letzteren Gleichung schliesslich eine Anwendung zu
zeigen, wollen wir noch die Rotation eines physischen Pendels be-
trachten. *

Zu diesem Ende gebe man der Ebene der xy (Fig. 25) eine verticale
Lage und lasse die Achse der y in die Richtung der Schwere fallen, so
werden die Achsen der x und %, welche letztere als Rotationsachse in Cauf der Ebene der xy senkrecht steht, horizontal, jene der y dagegen ver-
tical sein. Da nun hier von den 3 Componenten X, Y, Z die erste undletzte Null, die 2te dagegen Y— 9 ist, so verwandelt sich die vorige
Gleichung (3) in die folgende: n/r’dm = gfxdm, oder wenn x’ und y

die Coordinaten des Schwerpunctes und M die Masse des Körpers bezeichnen,wodurch (Nr. 32) fzdın = Mx' wird, auch:
du  gM«
Enokndir:‘; 2:

Beschreibt nun der Schwerpunct des an einen gewichts- und massen-
losen undehnbaren Faden befestigten Körpers bei seiner Rotation um diegenannte durch CO auf XCY perpendikuläre Achse (an welcher das andereEnde des Fadens befestigt ist) in der Ebene der xy den Kreisbogen A BA’,
wobei wieder, wie beim einfachen Pendel, wenn der Schwerpunct beimBeginn der Oscillation in A und nach Verlauf der Zeit & in M ist, dieWinkel BCA und BCM durch & und o bezeichnet werden sollen; sosind, won CA=(0B=a gesetzt wird, die Coordinaten des Schwer-punctes des betreffenden Körpers am Ende der Zeit t:

"—=aSino und y— aCos @,
so dass also de’ —= a (os wdwo und dy = — asinodo wird.

Die obige Gleichung (2) der vorigen Nummer erhält für den vorliegendenFall, in welchem «a statt r zu setzen ist, die Form: ady’— y’da' = a’udt,und wenn man in dieser für «', y', dx’, dy' die vorigen Werthe substituirt
und reducirt, so wird — a2do — a?udt und daraus vw — a

Ist ferner Mk? das Moment der Trägheit des Körpers in Beziehung aufeine durch dessen Schwerpunct gehende, mit der Rotationsachse OZ paralleleAchse, so ist (Nr. 136) M(a’+%:) — Sr’dm das Moment der Trägheit diesesselben Körpers in Beziehung auf die Rotationsachse OZ selbst.
Substituirt man endlich in die obige Gleichung (A) die hier gefundenen

Werthe von «, und fr’dm; so erhält man für den vorliegenden Fall
die Gleichung:

do agSinw

Ta
und wenn man sie mit 2do multiplieirt und integrirt:

do\ 2 2ag
(%) Da0+ @

Zur Bestimmung der Constanten © hat man für den Anfang der Be-
dwegung im Puncte A, d. i. für ©—« die Geschwindigkeit 7 =(, daher
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Cos& und sonach allgemein:

do\ 2 2ag
(%) on r7, (008 @ — (Cosa),

eine Gleichung, welche mit jener (m) in Nr. 129, Anmerkung, für das

2 2ag

a? k?

einfache Pendel bis auf den constanten Factor man (welcher für k = 0

dem dortigen gleich wird) vollkommen übereinstimmt.

Bestimmung der Centrifugalkraft eines Körpers.

(8 197.)

132. Handelt es sich nicht bloss um einen materiellen Punct,
sondern um einen Körper von endlicher Ausdehnung, so sei zuerst
NS (Fig. 29) irgend eine ebene Fläche von der Grösse F', über
welche die Masse M gleichförmig vertheilt ist und welche sich
um einen in derselben Ebene liegenden Punct A oder um eine
auf dieser Ebene in A perpendikuläre Achse mit der Winkel-

geschwindigkeit w umdreht.

Betrachtet man bei dieser Umdrehung einen Punct M dieser
Fläche, wofür die in derselben Ebene angenommenen rechtwinke-
ligen Coordinaten AP=x, AQ=y sind und die entsprechende
Fläche d7' für die Masse dM und umgekehrt gesetzt werden kann;
so erhält man für die Centrifugalkraft d% des materiellen Punctes
dM (wenn man nämlich diese Kraft für die ganze Fläche oder

Masse mit R bezeichnet) nach Nr. 130: dk = Fozw?dF,

wenn man nämlich den Abstand AM = z setzt.

 

Zerlegt man diese nach AM wirksame Kraft in zwei nach

den rechtwinkeligen Achsen AA, AY wirkende Seitenkräfte dP

und dQ, so wird dP= dR.Z und do — dR.?, oder:

dr — oprUr und IV —WwUYUr,

diese Gleichungen integrirt geben:

P=w’/edF wd Q=uw?/ydF,

oder wenn X und Y die Coordinaten des Schwerpunctes dieser
Fläche 7 sind (man sehe die Relationen I. in Nr. 25):

P=w?AÄF und Q= w2YF.

Da nun R die Mittelkraft aus diesen beiden Seitenkräften
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sein soll, so folgt, wenn man auch gleich die Masse M statt der
Fläche 7setzt:

RI—re
wenn man nämlich den Abstand des Schwerpunctes O dieser Flächeoder Masse von Ad.i. AO=r setzt; es ist also die gesuchteCentrifugalkraft für diese Fläche, über welche die Masse M gleich-
förmig vertheilt ist:

Mv:
r

Re Lean
’

wenn man nämlich die Geschwindigkeit des Schwerpunctes rw = vsetzt. Diese nach AO wirksame Centrifugalkraft ist
also ebenso gross, als ob die gesammte Masse M im
Schwerpuncte dieser Fläche NS vereinirt und die
Kraft selbst in diesem Puncte O wirksam wäre.

133. Dreht sich ein Körper MN (Fig. 30) um die Gerade
AB als Achse, so theile man denselben in unendlich dünne pa-
rallele Schichten, welche auf der Achse A B perpendikulär stehen;
dann erhält man nach der vorigen Nr. ebenso viele, in den Schwer-
puncten o, 0, 0”... dieser Schichten perpendikulär auf die Um-
drehungsachse AB wirksame Centrifugalkräfte, wovon jede (Glei-
chung «&) dem Producte aus der Masse der betreffenden Schichte
in den Abstand ao ihres Schwerpunctes o von AB und das Qua-
drat der Winkelgeschwindigkeit gleich ist. Da aber diese Kräfte
im Allgemeinen nicht zu einander parallel sein (d.i. nicht in einer
einzigen durch AB gehenden Ebene liegen) werden, so können
diese nach Umständen eine einzige Resultirende haben, oder
sich auf ein Kräftepaar ($. 21) oder auf eine Resultirende gleich
Null reduciren, in welchletzterem Falle diese Kräfte auf die Um-
drehungsachse AB keinerlei Druck oder Zug ausüben.

134. Liegen dagegen die sämmtlichen Schwerpuncte o, 0’...
dieser dünnen Schichten in einer einzigen Geraden DE, welche
mit der Umdrehungsachse AB parallel läuft, und von ihr den
Abstand r besitzt; so haben auch alle die einzelnen Schwerpuncte
einerlei Abstände von dieser Achse und zwar ebenfalls — r. Die
einzelnen Oentrifugalkräfte werden untereinander parallel und liegen
sämmtlich in der durch DE und AB gedachten Ebene, so dass
demnach ihre Resultirende, indem die einzelnen Kräfte den Massen,



also auch den Gewichten der betreffenden Schichten proportional
sind, durch den Schwerpunct des ganzen Körpers MN geht und
ihre Grösse gleich der Summe dieser parallelen Kräfte, d. i.
R=mrw?’ + mrw’+...= (m+m-+...)rw? ist, wenn nämlich
m, m’, m” .. die Massen der einzelnen Schichten und w die Winkel-
geschwindigkeit des Körpers um die Achse A B bezeichnen; setzt
man daher m + m’+m’+...=M als Masse des ganzen Körpers,
so ist dessen Üentrifugalkraft:

=Mt (für v=rw)

genau ebenso gross und wirkt auf dieselbe Weise, als
ob die gesammte Masse desKörpers in dessen Schwer-
punct vereinigt wäre.

 

Anmerkung 1. Dieser hier erwähnte einfache Fall findet namentlich bei

der Kugel, dem Cylinder, geraden Prisma, Kegel und überhaupt allen Ro-

tationskörpern statt, bei welchen die Achse mit der Umdrehungsachse

parallel ist. Da für r=0 auch R=0 wird, so folgt, dass wenn in diesen

genannten Fällen die Achse des Körpers zugleich die Rotationsachse ist,

diese letztere keinen Druck oder Zug durch die Centrifugalkraft erleide.

Ist bei einer Kugel, welche sich während der Zeit £ einmal um ihre

Achse dreht, r der Abstand irgend eines Punctes, dessen Masse — ist,

2 :
von dieser Achse, so ist dessen Geschwindigkeit = 2 und Centrifugal-

Ar?2 Arm?

Den

portional.

 kraft = ‚ nämlich seinem Abstande von der Achse pro-

Da unterm Aequator unserer Erde die Schwere und Centrifugalkraft

einander gerade entgegen wirken, so hat dort die Schwere einen Werth,

welcher jenem gleich wäre, wenn die Rotation der Erde nicht bestünde,

vermindert um die Centrifugalkraft. Abstrahirt man von den geringen

Veränderungen der Schwere in den verschiedenen Breiten, so kann man

diese unterm Aequator = g setzen, und wenn man ihre Intensität, in der

Voraussetzung, dass keine Achsendrehung der Erde stattfände, durch @

bezeichnet, so ist nach dem Vorigen:

4rn’
ta

Da nun aber für den Aequator in runder Zahl 2rr = 40000000 Meter

und i= 86164 Secunden beträgt*), so ist wegen g = 9'808 M. sehr nahe

 g=4—

*) Der Sterntag ist nämlich in Sonnenzeit ausgedrückt um 236 (genauer

235°90867) Sec. kürzer als der mittlere Sonnentag. Ferner ist nach Bessel

der Aequatorradius = 6377399, sowie der Polarradius — 6356080 Meter,

der mittlere Erdhalbmesser kann zu 6366739 Meter angenommen werden.
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folglich :

so dass also die Schwerkraft dort um den 289sten Theil ihres Werthes
vermindert wird. Da aber 289 das Quadrat von 17 und die Centrifugal-kraft dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional ist, so folgt, dass
wenn die Rotationsgeschwindigkeit unserer Erde beiläufig 17 Mal grösserwäre, die Schwere unterm Aequator gleich Null sein würde.

Anmerkung 2. Nimmt man auf die allmähliche Abnahme der Centrifugal-
kraft vom Aequator gegen die Pole hin, sowie auch auf die Abplattung.
der Erde selbst Rücksicht, so kann man, wenn g’ die Intensität oder Be-schleunigung der Schwere in dem Parallelkreis von der Breite von 45" be-
zeichnet, sofort für jeden Ort der Erde, für welchen die geographischeBreite = 9° ist, sehr nahe

9 = 9’ (1--002588 Cos2p)
setzen. So ist z. B. im Metermass g’= 980558, folglich für Paris wegen9 = 48°50’14” nach dieser Formel:

9 = 980558 X 10003456 = 9-80896 Meter.
Auf den Wiener Fuss bezogen, kann man y’—= 31-0203 setzen; folglichist für Wien, wegen = 48° 12’ 36” die Beschleunigung der Schwere:

9 — 31'0203 X 100023938 = 31:02927 Fuss.
Nach den von Pouillet im J. 1854 aus den Gesammt-Beobachtungen

zusammengestellten wahrscheinlichsten Werthen wäre für das Metermass:
9 = 9806055 (1—00255237 Cos 2 p).

Von dem Momente der Trägheit.

($. 200.)
135. Schwingt oder rotirt ein materieller Punct von der

Masse m in Folge der Einwirkungeiner Kraft mit einer gewissen
Winkelgeschwindigkeit um irgend eine Achse, von welcher er die
Entfernung r besitzt, so wird ($. 200) das Product mr?, aus der
Masse in das Quadrat des Abstandes derselben von der Drehungs-
achse das Moment der Trägheit dieser Masse genannt. Soll
eine andere Masse M, welche in der Entfernung = 1 von der
Drehungsachse angebracht ist, durch dieselbe oder eine gleich
grosse Kraft ebenso bewegt werden, d. i. die nämliche Winkel-
geschwindigkeit wie die erstere Masse m im Abstande r erhalten,
so muss [$. 200, Gleich. (1)] diese Masse M xl’=mr>, d.i.
M= mr” sein, so dass also auch diese letztere Masse M als Mass
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für das Moment der Trägheit der im Abstande r befindlichen

Masse m gelten kann *).
Dehnt man diese in Beziehung auf einen materiellen Punct

gegebene Definition auf einen Körper von was immer für Di-

mensionen aus, so versteht man unter dem Moment der Trägheit

eines Körpers in Beziehungauf irgend eine Gerade als Umdrehungs-

achse, die Summe der Producte der Massen aller einzelnen Ele-

mente des Körpers in die Quadrate ihrer Abstände von dieser
Geraden. Bezieht man die Lage des Körpers, dessen Masse = M

 

*) Nach der gewöhnlichen Ausdrucksweise setzt jede Masse der bewegenden

Kraft einen Widerstand entgegen, der um so grösser ist, je grösser die

Masse, oder je grösser die Geschwindigkeit ist, welche die Masse erlangen

soll, und in diesem Sinne sagt man auch, dass die im Abstande 1 von der

Drehachse angebrachte Masse M= mr” der drehenden Bewegung den-

selben Widerstand wie die Masse m im Abstande r entgegensetze. Allein

wir wiederholen hier, dass diese Art sich kurz auszudrücken, wobei man

sich offenbar von dem Gefühle, welches mit jeder Kraftanstrengung ver-

bunden ist und nur zu leicht mit der Empfindung eines dadurch hervor-

gerufenen Widerstandes von Seite der zu bewegenden Masse verwechselt

wird, keinesweges zu dem falschen Begriff verleiten lassen darf, als ob

sich die Masse als etwas Selbstthätiges der Bewegung nur mit einem ge-

wissen Widerstreben füge und sonach in der That einen gewissen Wider-

stand leiste. Decher gebraucht aus diesem Grunde anstatt der Benennung:

Moment der Trägheit, weit zweckmässiger jene: Moment der Massen.

Wir behalten die erstere als die allgemein übliche bei, ohne nach den ge-

gebenen Erklärungen und Bemerkungen eine Begriffsverwirrung zu besorgen.

(M. s. 15. in Nr. 131.)
Mit Benützung der lebendigen Kräfte oder Arbeitsgrössen ($. 227) lässt

sich die hier erwähnte Fundamentalgleichung (1) in $. 200 auch von einem

anderen Gesichtspuncte aus, und zwar in folgender Weise entwickeln.

Schwingen zwei in den Puncten B, B’ einer Geraden AD befindlichen

materiellen Punete von den Massen M und M’ um einen Punct A dieser

Geraden und erlangen sie, während diese Gerade den Winkel DAD!'be-

schreibt, die Geschwindigkeiten v und v’, so sind die zur Erzeugung dieser

Geschwindigkeiten nöthigen Arbeitsgrössen , wenn nämlich diese Massen

nicht gleichzeitig, sondern jede für sich schwingt, beziehungsweise 4+Mv”

und 4M’v’*. Sollen nun diese Arbeitsgrössen einander gleich, d. i. sollen

in dieser Beziehung diese beiden Massen M und M’ in den Entfernungen

vom Drehungspunet AB=« und AB'=a einander gleichgeltend oder

äquivalent sein, so muss die Gleichung Mv'— M’v'? oder wegen vv—a:a
r

©

(da die beiden Massen einerlei Winkelgeschwindigkeiten haben, d.i. - 7

sein soll) jene Ma®—= M’a’* stattfinden, welches eben die erwähnte Funda-

mentalgleichung (1) in $. 200 ist.
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sein soll, auf drei rechtwinkelige Achsen und nimmt die Um-
drehungsachse für die Achse der 2, so ist das Moment der Träg-
heit in Bezug auf diese Achse:

MN =(a?+ y®)dM,
wobei dM die Masse des Elementes oder materiellen Punctes be-
zeichnet, dessen Coordinaten & » 4, z sind, und wobei sich das
Integrale auf die gesammte Masse M erstreckt (es steht nämlich
hier dM statt d®M und / statt //f). Auf gleiche Weise bezeichnen
die Ausdrücke:

[@®+ YAM und [(y>+ dd
die Trägheitsmomente dieses Körpers in Beziehung auf die Achsen
der y und «.

136. Kennt man das Moment der Trägheit eines Körpers
in Bezug auf irgend eine Achse, so kann man dasselbe leicht
auch für jede andere, mit der ersteren parallele Achse finden.

Denn nimmt man die erstere Achse oder Gerade zur Achse
der z und legt durch diese und die mit ihr parallele Gerade oder
neue Achse die Ebene der #2, setzt den Abstand dieser beiden
Geraden =a, die Masse des Körpers = M und bezeichnet das
Moment der Trägheit desselben in Bezug auf die Achse der z
durch M, sowie in Beziehung auf die neue, mit dieser parallelen
Achse durch M'; so ist, wie leicht zu sehen:

M_/a?+y)dm =/[@=a)’+y?]dM
=/(e’ + y)dM + a/dAM+ 2a/zdM,

dia. W=M+ Mat 2a/adM,
oder wenn X die Abseisse des Schwerpunctes des Körpers
bezeichnet, also (Nr. 32) XM =/xdM ist, auch

M=-M+Mat2aXM.
Liegt der Schwerpunct in der Achse der z selbt, so it X—=0

und M=M+ Ma:.. ACID):
oder, wenn man, da das Moment der Trägheit immer diese Form
annimmt, M— Mk? setzt, auch:

MW= M(k?+a).. >@)
(vergleiche $. 202, Gleich. ID»
Anmerkung. Hieraus folgt, dass das Trägheitsmoment in Beziehung auf einedurch den Schwerpunet gehende Achse kleiner, als in Beziehung auf jedeandere mit ihr parallele Achseist,



137. Um das Moment der Trägheit einer materiellen gera

den Linie AB (Fig. 32) zu finden, welche sich um den End-

punct A dreht, sei ihre Länge AB=1, die auf die Längeneinheit

entfallende träge Masse = m, sowie die über die ganze Länge

gleichförmig vertheilte Masse m! = M. Nimmt man nun in dieser

Geraden in dem Abstande AM= x ein Elementderselben Mm =dır,

so kann man das dieser Länge entsprechende Massenelement

mdx = dM als materiellen Punct betrachten und darauf die Grund-

gleichung (2) in $. 200 anwenden, so dass, wenn das Moment

der Trägheit dieses Elementes durch d®t bezeichnet wird, sofort
1

AM — dM.x’— ma?de, folglich M = m| v?de = ml? ist. Da

man jedoch in alle Ausdrücke des Trägheitsmomentes die sich

drehenden Massen hineinzubringen pflegt, und hier M= ml ist,

so hat man auch für das gesuchte Trägheitsmoment den Ausdruck:

M=4MV. &

138. Um das Moment der Trägheit eines Rechteckes AD

(Fig. 33) zu finden, welches sich um ihren Mittel- oder Schwer-

punct O oder eine durch O gehende auf der Ebene des Rechteckes

perpendikuläre Achse dreht und dessen Masse = M sein soll,

setze man die beiden Seiten AB=a, BD=b und ziehe damit

parallel durch den Punct O die Coordinatenachsen der « und y.

Zieht man mit dieser letzteren parallel in den Abständen OP=«x

und Pp=d« die beiden Geraden von der Länge B.D, so schliessen

diese ein Rechteck bd. ein, welches ein Element des Rechteckes,

also auch dessen Masse M bildet, so dass, wenn die auf die Flächen-

einheit dieses Rechteckes entfallende Masse wieder durch m be-

zeichnet wird, sofort dM = mbdx ist. Schneidet man aber auf

diesem unendlich schmalen Streifen, indem man in den Abständen

PM= y und Mm = dy mit der Achse der x zwei Parallele zieht,

selbst wieder ein Element ab, so bildet dieses neue Rechteck dedy

das Differenzial der vorigen Fläche, also mdady das Differenzial

der vorigen Masse dM, oder es ist d’M = mdr dy. Da nun aber

dieses Element als ein materieller Punct zu betrachtenist, welcher

vom Drehungspuncte den Abstand OM hat, wofür OM=5°’+y?

ist; so hat man nach dem ersten Satze [$. 200, Gleich. (2)] für

dessen Moment der Trägheit, welches, wenn man jenes des Recht-

eckes AD mit M, folglich jenes des Rechteckes EF mit dM



bezeichnet, durch d(IM) = d?M ausgedrückt werden muss, sofortIM = (@’+y*)mdady. Wird dieser Ausdruck zweimal, undzwar, da x und y von einander unabhängig sind, einmal nach Y(wobei x als constant) und einmal nach « (wobei y als constantzu nehmen ist) beziehungsweise innerhalb der Grenzen von —4Dbis +45 und — 4a bis + 3a, oder einfacher von 0 bis 4b und0 bis 3a integrirt und im letzteren Falle jedes Integrale 2 malgenommen, so erhält man, da die Ordnung der Integration (Comp.$. 852) willkürlich ist:
Ja 4b

mM 4m[de (2° + y?)dy,

durch die Ausführung dieser Integration erhält man zuerst:
M— em[de aba"44.109 20mfde (et 00),

0ferner M = 2bm G-3a°+4a.., 02) =mab(za?+ 1,52),
oder da mab = Mist, auch:

M =, M(a?-+ 0?)
[vergl. $. 204, Gleich. (1)].
Anmerkung 1. Dass dieselbe Formel zugleich auch für das Moment derTrägheit eines senkrechten Parallelopipedes gilt, das sich um seinegeometrische Achse dreht und für welches das vorige Rechteck AD einenauf dieser durch O gehenden Achse senkrechten Querschnitt bezeichnet,wenn man dabei nur unter dem Factor M die Masse des Parallelopipedesversteht, ist bereits in der Anmerkung zu $. 204 erwähnt. Ist nämlich 2die Länge oder Höhe des Parallelopipedes und nimmt man die Umdrehungs-achse zur Achse der z, so ist, wenn man ausser den vorigen mit denAchsen der & und y parallel geführten Schnitten (hier Ebenen, welche mitjenen der xz und yz parallel sind), auch noch mit der Ebene der xy(wofür man die untere Grundfläche AD des Körpers nehmen kann) in denAbständen z und 2 + dz parallele Schnitte führt und dadurch das Körper-element d’M = ddydz, ferner damit

UM — (2? -+ y2)mda dydz, also nach Obigem:
ı +4a „+15 Mat I 1M=midz| dx (@’+y)dy—= — (+5°)de— -;mabl(a’+ 23),fi j% u) fi 2

oder wegen mabl — M sofort wieder M — 1rM(a? + 2°).
Noch einfacher ist die Ableitung für den Fall, dass sich das recht-winkelige Parallelopiped, dessen drei zusammenstossende Seiten a, 5, c undMasse der cubischen Einheit — m sein soll, um die eine Seite oder Kante2. B. um jene c dreht.
Nimmt man nämlich diese drei genannten Seiten für die Achsen der%, Y, 2, theilt jede dieser Seiten in unendlich viele unendlich kleine Theileund legt durch alle Theilungspunete Ebenen, welche mit den Seitenflächen



des Parallelopipedes parallel laufen (jene durch die in der Kante c liegen-

den Puncte gelegten Ebenen nämlich parallel mit der Seitenfläche ad oder

Ebene der =y u. s. w.), so theilen diese drei Reihen von Ebenen das

Parallelopiped in lauter unendlich kleine Theile, wovon jener, welcher den

Coordinaten &, y, z entspricht, das Volumen d®dydz, also die Masse

mdadydz hat, so dass, wenn M die Masse des Parallelopipedes bezeichnet,

sofort d’?M — md®dydz ist. Das Moment der Trägheit dieses Körpers

ist daher in Beziehung auf jene Kante, welche man zur Achse der 2 ge-

nommen hat:
a b c

M—2) (xy?) de dy de = m|üz[3% («’+y’)de=4mabc(a’+b2),
0 0) 0

oder wegen mabe=M, auch M = 4 M(a?+bP).

Anmerkung 2. Nimmt man den Umdrehungspunct A für das Rechteck BE

(Fig. 34) oder Umdrehungsachse für das rechtwinkelige Parallelopiped von

den Grundflächen BH ausserhalb an, und setzt auf zwei mit BC und

BD parallele Achsen AX, AY bezogen, die Abseissen AP—=a, AP—=a

und Ordinaten AQ =b, AQ=b', wodurch die beiden Seiten BO=«— a

BD=b'—-b werden; so erhält man nach dem Satze in Nr. 136. [Gleich. (1)]

für das Moment der Trägheit auf diesen Punct A, d.i. einer mit der durch

den Schwerpunet O gehenden parallelen Achse bezogen, wegen

40’—= ( 5 *) 2a +) sofort:

= 75 M[(—a)2+ (d#— 5)’ +4 M[(a+ a)’ + &+P)))
oder wenn man entwickelt und redueirt:

M — 4M(a?+b’+a?+b?+aa+bb).

 

139. Um das Moment der Trägheit eines rechtwinkeligen

Dreieckes ABC (Fig. 35) zu finden, welches sich um eine

durch den Winkelpunet A (des rechten Winkels) auf der Ebene

ABC perpendikulären Achse umdreht, seien die beiden Catheten

AB=a und AC=b. Zieht man in dem Abstande AP=x

mit AC parallel die Ordinate PN = y’ und nimmt darauf in den

Abstand PM = y den Punct M, lässt x um de und y um dy

zunehmen, um das Flächenelement dedy oder Massenelement

mdady zu erhalten, welches vom Punct A den Abstand AM

besitzt, wofür AM?= x” y?; so hat man wieder wie vorhin:

AM — (12+y?)mdady, oder M= m|de(@®+,%) dy,
0 0

wobei jedoch y’ von x abhängig und zwar wegen a:b=(a—®): Yy

sofort y = °(a—2) ist. Führt man die Integration aus, so erhält

man zuerst: M —m[daley+ 4y®)
0
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und wenn man für y’ den Werth setzt, integrirt und reducirt:
ML(a2 + 5°), oder wegen M—=4mab auch:

M— 4M(a24 32)
(vergl. $. 205, Gleich. 1).

 

140. Zur Bestimmung des Momentes der Trägheit eines
gleichschenkeligen Dreieckes ABC (Fig. 36), welches
sich um eine durch den der Basis gegenüberliegenden Winkel-
punct C gehende, auf der Dreieckebene perpendikuläre Achse dreht(oder eines senkrechten Prisma, welches dieses Dreieck zur Grund-
fläche hat), sei die Basis AB= 2a und das auf dieselbe aus C
gefällte Perpendikel CD= h. Nimmt man auf diesem CP=xund zieht durch den Punct P mit AB die Parallele NN’— 2y,ferner auf dieser PM=y und lässt wieder x um dx und y um dyzunehmen, um durch die diesen Puncten entsprechenden, mit AB
und C.D Parallelen, das Massenelement mdr dy zu erhalten, welches
dem d?M entspricht; so hat man wieder genau wie vorhin:

+ ‘UM<a’ +ydmdedy, oder M=mfde (24,%)dy
RAny n

— 2m|de (0242) dy= 2m(de (ey+4y9),

oder wegen y— g% (aus @:y'= h:a) auch:
»h

4 273N-2m| zirka’u)=-=)=4mah(a?+3%?),
0

oder endlich wegen mak—= Mauch:
M—= 1M(a2+ 31%.

Will man die Seite AO=BCO=dq hineinbringen, so ist wegen a?=d’— h?
2auch M— 1 M(a+ 279) u(£

gleichseitiges Dreieck von den Seiten 2« um dessen Schwerpunct, so findetman M= 1Ma”,

2

Fe vergl. $. 206.) Dreht sich ein3 8

141. Um das Moment der Trägheit eines geraden Cylindersvon kreisförmiger Basis zu bestimmen, welcher sich um seinegeometrische Achse umdreht, sei AB (Fig. 37) eine unendlichdünne, auf der Achse senkrechte Schichte des Cylinders, dabeidessen Halbmesser CA — r, Länge = I und Masse = M. Ziehtman in dieser Kreisfläche (oder eigentlich unendlich dünnen Kreis-scheibe) von der Masse m’ —= dM mit den Halbmessen CP = x
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und C(p=x-+-.dae aus dem Mittelpuncte C die concentrischen
Kreise, so schliessen diese ein unendlich schmales Kreisband ein,
dessen Fläche = (#« + de)?x — 2?z = 2undı + nde’—= 2rndı
(also ebenso gross wie das Rechteck von der Basis des Umfanges

2x und der Höhe dx) und Masse dm’ = 2rmada ist. Ist u

das Moment der Trägheit dieser Schichte AB, also du jenes des

schmalen Kreisbandes, so ist nach der dal

du — 2rmada.2?= 2 rmede,

: x r*
folglich: u = 2um|1°dz =2mm.;

0

die Masse m’= mr?x ist. Besteht nun aber der Oylinder aus

n solchen Schichten (wobei n unendlich gross), so ist auch wegen

nu = 4nm’r2, und nu = M, sowie nm= M sofort das Moment

der Trägheit ad Cylinders:: m —— 1Mr? (welcher Ausdruck sich

nämlich wieder in nichts von jenem u = 3m'r® der Kreisfläche,

als in der Bedeutung der Factoren M und m’ unterscheidet).

Oder es ist, wenn de die Dicke dieser Schichte oder des

Cylinderelementes bezeichnet, auf den Nen bezogen u — dM

und m = mr?ndz = dM, folglich AM = 4mr!ndz und daraus:

= imrtz[de == 1Imr?zlı?=4Mr®.

Oder noch einfacher für m’= dM sofort dAIM—=4r?dM, also

M— 4Mr?. [Vergl. $. 208, Gleich. (1).]

! .

—=1imr’s.r’—=4imr?, weil

142. Ist der Cylinder hohl und sind R und r der äussere

und innere Halbmesser desselben, so darf man das obige Integral

nur anstatt von 0 bis r hier von r bis R nehmen; dadurch erhält

Ei 2m at 7 2 ayrza2E 2
man: = 2um|? de=Tm(R'—r)=zm(h’—r )(R?+r?),

oder da man m(R’—r?)x für die Masse m’ der unendlich dünnen

Schichte nehmen kann, auch u = 4m‘(R?-+-r?). Ist wieder M das

Moment der Trägheit des Cylinders, sowie M dessen Masse, so

ist nach dem Vorigen ebenso:
M—4M(R’r).

[$. 209, Gleich. (2)].

Anmerkung. Setzt man für einen Radkranz die Breite des Kranzes (in der

Richtung des Radhalbmessers — a und dessen Dicke (in der Richtung der

Achse) — b, sowie den mittleren Radhalbmesser = R,soit R=R+ s

Burg’s Mechanik. Suppl. 10
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2undr=R-— S, mithin R?-+- r?—=2 (r+z) und R’—r’=2aR'. Sub-

stituirt man diese Werthe in der obigen Formel M —ar?)(R’+r2),

so erhält man nach einer einfachen Reduction für das Momentder Trägheit
des Radkranzes:

I M —2Raba(R+f),

oder wenn, wie es z. B. bei allen Schwu ngrädern der Fall, «<#R',

also“ z = ©. ist, für die Anwendung hinreichend genau:

M—=2nabR?= MR'.,.(e),
wenn nämlich _M die Masse des Radkranzes bezeichnet.

143. Um sogleich allgemein das Moment der Trägheit für
alle durch Rotation erzeugte Körper zu bestimmen, °
drehe sich die von der Curve NN’ (Fig. 38) den beiden recht-
winkeligen Ordinaten QN, Q’N’ und der Abseisse QQ begrenzte
Ebene QN’ um die Abscissenachse AX; so entsteht ein Körper,
dessen Masse wir mit M bezeichnen, und für welchen wir das
Moment der Trägheit M in Beziehung auf diese Achse AX be-
stimmen wollen. |

Setzt man AQ=a, AQ'=aund zieht zu den Abscissen
AP=xz und Ap=x+.dx die Ordinaten PM und pm, nimmt
auf diesen Pn=y,nn—=dy und zieht durch n und n’ mit der
Abscissenachse die Parallelen, so erhält man das Flächenelement
nr —=daxdy, welches bei seiner Umdrehung um AX einen Körper,
d. i. einen Kreisring erzeugt, welcher — 2yrdyda ist und sofort
das zweite Differenzial des Volumens, also, wenn man diesen Aus-
druck mit der Masseneinheit m multiplicirt, das zweite Differen-
ziale der Masse des Körpers bildet, so dass also d2M7.—=2rmydedy
ist. Für dieses Massenelement ist aber das Moment der Trägheit
PM —y’d?M = 2zmy°dady, und wenn man zweimal integrirt
und die von x abhängige Ordinate PM — y setzt:

M— 2um(da yedy—2cm Iyade, d.i.
a o a

a — tum|yide. ..(@),

wobei diese zweite Integration erst dann ausgeführt werden kann,
wenn die Natur der Curve NN’, d. i. ihre Gleichung y’= f(x)
bekanntist. ’ 4
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Beispiele.

144. Dreht sich anstatt der Curve eine mit AX parallele

Gerade, welche von AX den Abstand r hat, um diese Achse,

und setzt man a=0, d—=]/ gleich der Länge des dadurch er-

zeugten Üylinders, so wird wegen yY= r sofort:

M = }rm ride = Imr®nl.ır?= 1Mr?

(vergl. Nr. 141).

145. Geht die Gerade AB (Fig. 39) durch den Ursprung

und ist CB=r der Halbmesser und AC=h die Höhe des

erzeugten geraden Kegels, so ist wegen xzıy=h:r sofort

’ T .
y= 7%, folglich:

1 an | 1 veM—=ırm| „ard=inma.- =
0

oder wegen M=4mr?’zh auch WM = 75 Mr?.

146. Ist die Curve eine Ellipse von den Halbachsen a

und 5, welche sich um die grosse Achse 2a umdreht, so erhält
2

man wegen y?= 2(e— x?) (die Abscissen vom Mittelpunct aus

gezählt, Comp. $. 465) für das Moment der Trägheit des ellip-

tischen Sphäroides (nach der obigen Formel («) in 143.):
—+azı up“

M= jam| "de (a—a)?’— 2 dam|de(@—202024 x*)
e Beh u

d* es
—=mz alaz+ =) = zmaabt.

Nun ist aber das Volumen dieses Körpers (Comp.$. 889, 2.)

gleich $ab?m, folglich dessen Masse M—=$mab’rx, also auch:

M—= 2MP?.

147. Bei derUmdrehung der Ellipse um die kleine Achse

wird ebenso, wenn wieder M die Masse des dadurch entstehen-

den Ellipsoides bezeichnet:
M—=2Mar.

148. Geht die Ellipse in einen Kreis vom Halbmesser

a=b=r über, so hat man für die Kugel, welche sich um

einen Durchmesser dreht, aus beiden vorigen Formeln:

M— 3Mr?

[vergl. $. 210, Gleich. (2)]. A
0
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Ist die Curve eine Parabel und dreht sich diese um ihre geometrische Achse
AC (Fig. 40), so wird, wenn man AC—=h und CB r setzt, wegen
Y?=px und (Comp.$.889,1.) M= zmr’anh=$mnph? (wegen r* =ph),
wenn 7 die Höhe des entstehenden Paraboloidesist:

h 13
AR —aee

0
oder auch: MR—=4Mph= 1Mr:.,

149. Dreht sich die von dem Kreisbogen AN (Fig. 41)
begrenzte Fläche ANB um die (in der Richtung des Durchmessers
liegende) Achse AB, so entsteht ein Kugelsegment mit einer
Grundfläche NAN’B von der Höhe AB. Setzt man den Halb-
messer des Kreises (gleich dem Kugelhalbmesser) = r, und AB —
(gleich der Höhe des Kugelsegmentes), so folgt aus der Formel
(e) in 143. wegen „= 2rx — a2:

2) — tum|de (er. — 09): = 3ma’n ($r’—ar+ 4a?)
2 = zoma°n (20r’—15ar + 302),

oder wenn Mdie Masse des Segmentes, also:
M=(43BN’z.a+ta°r)m—= [Ham (2ra—a’)+}a’2]m=mS"(3r-a)
ist, auch:

NM5.(20r’— 15ar-+3a2)...(o)
[vergl. $. 210, Gleich. (BI:

150. Besteht eine Pendellinse aus zwei solchen Kugel-
segmenten, deren Grundflächen aufeinander liegen und sich decken,so ist ihr Moment der Trägheit in Bezug auf ihre geometrischeAchse AB (Fig. 42) genau durch die vorige Formel (c) aus-gedrückt, wenn M die Masse der Linse bedeutet. Bringt manstatt dem Kugelhalbmesser r» den Halbmesser CN— o der Grund-flächen der beiden Segmente in diese Formel (ec), so erhält man

a +0?
a

2. und damit nach gehöriger 

wegen 09=2ra— a? sofort r—
Substitution und Reduction:

__ M fat +5a?29°-F- 100°
M— 10er)... (0):

Anmerkung. Ist die Linse, wie gewöhnlich nach der Richtung NN’ durch-bohrt, um die eylindrische Pendelstange, welche in der Regel aus einem
anderen Materiale als die Linse besteht, durchschieben zu können, so mussman von dem vorigen Werthe noch das Moment der Trägheit dieserBohrung (den hohlen Cylinder als massiv gedacht) abziehen. (Man sche
Nr. 152., Anmerkung.)



151. Um endlich noch das Moment der Trägheit eines ge-
wöhnlichen Cylinders zu finden, welcher sich um eine Achse

dreht, die durch den Schwerpunct des Cylinders geht und auf

dessen geometrischer Achse perpendikulär steht, nehme

man die Achse des Cylinders für die Achse der z, den Ursprung

A der drei rechtwinkeligen Coordinatenachsen im Schwerpunct

des Cylinders, sowie die Umdrehungsachse für die Achse der y,

so ist, wenn manden Cylinder in den Entfernungen von AC=z

(Fig. 43) und z2+dz durch zwei Ebenen parallel mit der Ebene

der xy durchschneidet, die unendlich dünne Kreisscheibe, welche

dadurch entsteht, ein Element des Cylinders und = dM, wenn

M wieder die Masse des Cylinders, dessen Halbmesser = r

und Länge = I sein soll, bezeichnet. Sind BB’ und DD’ die

Durchschnitte der Ebenen der xz und yz mit dieser Kreisscheibe

von der Dicke dz und legt man in den Entfernungen CP=#

und & + dx wieder zwei Ebenen und zwar parallel mit der Ebene

der yz, so erhält man aus dieser Kreisscheibe als Element der-

selben das Parallelopiped von der Grundfläche dxdz und Länge

mm —=2y, wenn man nämlich die der Abseisse CP=« ent-

sprechende Ordinate des Kreises Pm= Pm=y setzt. Da nun

dieses Körperelement (gleichsam eine materielle gerade Linie)

d?M = 2mydxdz von der Umdrehungsachse YY" den Abstand u

hat, wofür „= x?+z° ist, so hat man, wenn Pt das Moment

der Trägheit des Cylinders, folglich dM jenes der Kreisscheibe

und endlich d?M jenes des unendlich dünnen Prisma bezeichnet,

nach der Grundformel sofort: d’M = 2 mydaxdz («?-+2°), folglich

wenn man zweimal innerhalb der gehörigen Grenzen integrirt:

MN= 2m[de(y(a’ +z’)de = 8m[de E (x? + 22) de.

Wegen y=Ver wird nr

fr (02 + 2”)de -[.deV(r?— 2) + [deV(r"—.«P),

und da (Lehrb. Bd. IH S. 336, Beispiel 4
adeV(rr— a2) = 4 (® —4r?a)V?— a2) +3 r* arc Sin”,

ferner (S. 339) [ave*— 22) = 4a)(r?— 2?) + $r? arc Sin”,

so ist innerhalb der angezeigten Grenzen:
v2 4 2IB 7 2 an rn ns
pe+dattstrntTe
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folglich wenn man diesen Werth für das zweite Integral substituirt:
Y2g (r? Br?M— Em| Hr \ +2?) — zmrz[ (E+7)%

r?l ı°
. = 2nr®a(' +5);

oder wegen M=mr®zl endlich:

M=HBr+P)...o).

152. Schwingt eine eylindrische Pendelstange vom Halb-
messer » und der Länge Z um ihr oberes Ende, so ist ihr Moment
der Trägheit [Nr. 136., Gleich. IE

M—- 4342) +M4P=3(37° +41),
oder auch: M—= u(S-+3).

Anmerkung. Das in Nr. 150. bemerkte Moment der Trägheit der Bohrung
der Pendellinse, welches von dem dortigen Ausdrucke (d) abzuziehen kommt,
wäre also nach der vorigen Formel (e) wegen = NN’=29 (Fig. 42)

aM. Miro: . :sofort M = 2@r’+ 40) =M 5 Eu $). so dass also das eigentliche

Moment der Trägheit der in 150. betrachteten Pendellinse auf ihre geome-
trische Achse bezogen M’—-M — M' wäre, wobei M den genannten Werth
in (d) besitzt. Steht endlich der Mittelpunet oder die geometrische Achse
der Linse von der mit ihr parallelen Schwingungsachse um die Grösse &
ab, so muss man statt M” setzen:

MHM-M)E- MLM"92,
wobei M die Masse der massiven, nicht durchbohrten Linse und M’ die
durch das Ausbohren wegfallende Masse, also M” die wirkliche Masse der
Linse bezeichnet.

Theorie der Kurbelin Verbindung mit dem Schwungrade.

(8$. 230—234.)

153. It CA=r (Fig.44) die Höhe des Kurbelkniees, also
ABA’B' jener Kreis, welchen die Kurbelwarze beschreibt, d. i.
der Kurbelkreis, M die nach dem Moment der Trägheit [$. 200,
Gleich. (3)] auf den Kurbelkreis reducirte Masse, Q jene Last,
welche auf den Kurbelkreis aufgewunden, den Widerstand vor-
stellt, welcher durch die Umdrehung der Kurbel überwunden wer-
den soll, sowie endlich ? die constante Kraft, welche, indem sie
dabei beständig mit dem Durchmesser A4’ parallel wirkt, die
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Kurbelwarze M hin- und herschiebt, um die Kurbel umzudrehen,

so ist, wenn die Kurbelwarze nach M gekommen und dafür der

Winkel ACM= « ist, die aus der Zerlegung der Kraft P in

zwei aufeinander senkrechte Seitenkräfte abgeleitete Tangentialkraft

— PSina. Da aber diese veränderliche Kraft p, während die

Warze um einen unendlich kleinen Bogen fortschreitet, d. i. « um

de zunimmt, als constant angesehen werden kann, so ist ihre

Wirkung dwoder Arbeit während ihres Fortschreitens um rde,

nach $. 213:
dv = prde —= Pr Sina da.

Da aber während dieser Zeit die Last Q um den Weg rd«

gehoben wird, so ist gleichzeitig ihre Wirkung, oder wenn man

will die geleistete Arbeit:
dw = Qrde,

und da der Ueberschuss dieser beiden Wirkungen dw — dw auf

Beschleunigung oder Verzögerung der Masse M verwen-

det wird, je nachdem dw Z dw’, der letztere Fall aber immer in

dem ersteren begriffen ist (und durch das Zeichen dieser Differenz

ausgedrückt wird); so ist also, während die Kurbelwarze von dem

Puncte M um einen unendlich kleinen Bogen fortgeht, die auf

Beschleunigung der Masse M verwendete Arbeit:

dW— dw — dw — Pr Sinade — Qrda.

Aus dieser Differenzialgleichung folgt durch Integration ganz

einfach: W=r(PSinv.a — Qa)....(a),

wozu keine Constante kommt, weil für « = 0 auch noch W=

0

ist.

154. Soll die Kurbel bei ihrer Bewegungin den Beharrungs-

stand kommen, d. h. eine gewisse Gleichförmigkeit erlangen,

wodurch ihre mittlere Geschwindigkeit endlich constant wird, so

muss zwischen der Kraft P und der Last Q ein bestimmtes Ver-

hältniss stattfinden, welches wir ganz einfach aus der Betrachtung

finden, dass die Warze im Beharrungsstande an den beiden End-

puncten irgend eines, z. B. des Durchmessers AA’, einerlei

Geschwindigkeit besitzen müsse, weil, wenn diese durch die Be-

wegung im oberen Halbkreise ABAhervorgebracht, in AZ A

wäre, aus gleichem Grunde diese Geschwindigkeit durch die Be-

wegung im unteren Halbkreise A'B’A erzeugt, in A2A4, dann

wieder in A2A u. s. w., die Kurbelwarze also entweder fort-

während beschleunigt oder verzögert würde, was gegen die Voraus-
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setzung des Beharrungsstandes ist. Da also, während die Kurbel._ warze den Halbkreis ABA’ zurücklegt, wobei der Weg der Kraft—=4AA=2r und jener der Last — Bog. ABA=rz ist, dieWirkung oder Arbeit von Seite der Kraft P jener der Last Qgleich sein muss (weil jeder Ueberschuss Beschleunigung oder.Verzögerung der Masse M, also auch der Kurbelwarze hervor-bringt), so hat man:
P.2r = Q.ra und daraus P:Q—=x:2 oder Q =2P...(m).

Diese für den Beharrungsstand. der Kurbelbewegung noth-wendige Relation zwischen P und Q erhält man auch, wie es seinsoll, aus der obigen Gleichung (a), wenn man in dieser gleich-zeitig «= 180° und W—=0 setzt.
Setzt man daher diesen Werth von Q aus der Gleichung (m)in die obige Gleichung (a), so erhält man für die Wirkung aufBeschleunigung der Masse M:

I.— rP(Sinv.« —_ =). ..(b).

155. Diese zur Beschleunigung, oder überhaupt zur Ge-schwindigkeitsänderung der Masse M nöthige Arbeit oder Wir-kung W lässt sich aber auch nach $. 227 durch die sogenanntelebendige Kraft ausdrücken. Nimmt man nämlich an, dass dieKurbelwärze, sobald der Beharrungsstand eingetreten ist, imPuncte A (also auch in A’) die constante Geschwindigkeit ec, da-gegen im Puncte M die veränderliche Geschwindigkeit v besitze,so ist, wenn h und z die Geschwindigkeitshöhen zu ce und v be-
zeichnen (also h — 3 =2 ist) die nöthige Wirkung, um
die Masse M, während die Kurbelwarze den Weg AM zurück-legt, von der Geschwindigkeit c auf jene v zu bringen ($. 227):W=M(— 1); folglich ist, wenn man diesen Werth dem vorigen
in (b) gleichsetzt: M(z<—h=rP(Sin. u — =) ‚ oder:

Mz= Mk+ rP(Sinv. PER =) ..(o):

156. Da die Tangentialkraft p = PSin« von Null (imPuncte A) bis P (im Puncte 3) allmählich oder eontinuirlichzunimmt und vermöge der Relation (m) (Gn 154.) P>Q ist, somuss es zwischen &—= 0 und «= 90° (welche Werthe den ge-
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nannten beiden Puncten A und B entsprechen) einen Werth «’

geben, wofür p= PSin«= Q, d.h. wenn ACD = «aist, so

muss im Puncte D die Tangentialkraft p ebenso gross als die

Last Q sein, und da es im oberen Halbkreise ABA’ noch einen

zweiten Punct D’/ von gleicher Beschaffenheit gibt (wofür nämlich

Ww. A'CD'—=180°— 0 ist), ferner im unteren Halbkreise A’B’A

zwei ähnliche Puncte Z und E’ vorkommen (wofür man nur D’C

und DC verlängern darf), so folgt, dass währenddie Kurbelwarze

den Kurbelkreis einmal durchläuft, die auf Umdrehung wirklich

verwendete Kraft, d. i. die Tangentialkraft p viermal,und zwar

in den Puncten D, D', E’, E, der gerade entgegenwirkenden

Last Q gleich, dagegen von Z bis D und von .D’ bis E’ kleiner,

dann von D bis D’ und von E’ bis E grösser als diese Last Q

ist; hieraus folgt aber ferner, dass die Bewegung der Kurbelwarze

durch die Bögen ED und D’E’ gar nicht stattfinden könnte, wenn

diess nicht auf Kosten der mit ihr oder dem Kurbelkreis ver-

bundenen Masse M, welche durch den Ueberschuss der Kraft p

über Q, durch die Bögen DD’ und E’E beschleunigt worden,

geschähe, und wodurch jetzt die Masse verzögert wird. Betrachtet

man daher, da sich im unteren Halbkreise dasselbe wiederholt,

nur die Bewegung im oberen Halbkreise, so folgt, dass die Masse,

also auch die Kurbelwarze, von A bis D verzögert, und von

D bis D’ beschleunigt wird, so dass in D die kleinste und

in D’ die grösste Geschwindigkeit eintritt. Diese bemerkens-

werthen Puncte D und D’ bestimmen sich aber aus der Gleichung

PSin«—=Q, woraus: Sin«d = 2 — = [wegen Relat. (m)] folgt,

und wobei der spitze Winkel «= AC.D und der stumpfe

"=180°— @=ACD ist.

Bestimmt man aber aus dieser Gleichung Sind—* den

Winkel «, so findet man «= 39°32°25’—=W.ACD, folglich

«= W. AC.D’= 180°— 39° 32' 25’ = 140° 27 35".

Anmerkung 1. Diese beiden Winkel @’ und «@”, welche beziehungsweise

der kleinsten und grössten Geschwindigkeit v der Kurbelwarze, folglich

auch der kleinsten und grössten Geschwindigkeitshöhe z entsprechen, findet

man auch ganz einfach aus der Gleichung (c) in 155. nach den bekannten

Regeln für das Maximum und Minimum. Denn es folgt daraus:

dest.u 2 n 2
aline - -) =0, oder Sin« a
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und zwar erhält man für & zwei Werthe, den einen &<90° und denzweiten @”’ = 180° — «> 90°,
2

Da der zweite Differentialquotient an = 7Cos &@, für den ersteren
Werth oder &=«’ positiv, dagegen für & — u” negativ wird, sofolgt in der That wie vorhin, dass im Isten Quadranten, und zwar für«= 3903225” das Minimum, und im 2ten Quadranten, für &” = 180°—das Maximum der Geschwindigkeit der Kurbel stattfindet.

Anmerkung 2. Schwieriger, und von der Auflösung einer Gleichung desvierten Grades abhängig, wird die Bestimmung dieser beiden Winkel,wenn man ausser der auf den Kurbelkreis redueirten Masse M auch nochannimmt, dass mit der Schubstange MP ebenfalls eine Masse verbundenist; bezeichnet man diese nämlich mit M', so muss man, da die Geschwin-digkeit der Kurbelwarze im Puncte M parallel mit dem Durchmesser 44’(welches die Geschwindigkeit der Masse M’ ist) v, = vSin«, also die aufden Kurbelkreis reducirte Masse m wegen mv’= M'v} (8. 200, Anmerk.)2

=Ma =M'Sina? ist, im ersten Theil der Gleichung (c) in 155. statt
Mz setzen (M + M’Sin @°)z. (Eigentlich müsste auch im 2ten TheilM-+-M'Sin« statt M gesetzt werden, allein es hat dieses Glied keinenEinfluss auf diese Bestimmung.)

Uebrigens kann man in der Anwendung. überall diese Masse M’ (welche
dahin wirkt, den Winkel «@zu vergrössern) unberücksichtigt und die bis-
herige einfachere Voraussetzung gelten lassen.

157. Bezeichnet man die in den Puncten D und D’ statt-
findende kleinste und grösste Geschwindigkeit der Kurbelwarze
mit c und c”, sowie die zugehörigen Geschwindigkeitshöhen mit
h und h’, so erhält man aus der Gleichung (c) in 155.:

MN= Mi + rP(Sinv.a'—2E
und MN = Mh -+rP(Sinv. d —=
folglich wenn man subtrahirt und statt Sinv. den Werth 1—Cos. setzt:

M(k"—Rk)=rP[Cos@—Cosa”— 2 («”— «’)],
oder wegen Cos«’ = Cos (180°— a) =— Cosa’ und "= a — a
auch MW—R) = 2rP(Cosd+2 — 1),
und wenn man für « den oben gefundenen Werth von 3903225”
setzt, in ze den Winkel in Bogenlänge ausdrückt und reducirt, auch
M(k—W) = 421037 P, woraus sofort M— zer=se
folgt [vergl. $. 234, Gleich. (1)].
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Von dem Stosse unelastischer Körper.

($. 241.)

158. Sind m und m’ die Massen zweier homogener unelasti-

scher Kugeln, deren Mittelpuncte sich äuf einer geraden Linie

nach einerlei Richtung mit den Geschwindigkeiten e und ed be-

wegen und wobei, wenn m’ die vorausgehende Kugel, c> «' ist,

folglich durch das Einholen ein gerader centraler Stoss ent-

steht; so stelle man sich vor, dass durch das Auf- oder Gegen-

einanderwirken dieser beiden Massen während des Stosses, in

Folge welcher die vorausgehende Kugel beschleunigt und die

nachfolgende verzögert wird, diess durch eine zwischen beide

wirkende beschleunigende Kraft geschieht, die also beim Beginn

des Stosses ihren grössten Werth, und in dem Augenblicke als

der Stoss vollendet ist, beide Massen also einerlei Geschwindigkeit

haben, Null ist. Hat nun diese variable Kraft nach Verlauf der

Zeit t, diese von dem Augenblicke an gezählt, als der Stoss be-

ginnt, den Werth p, so kann man diesen, wie bekannt, während

des darauf folgenden Zeitelementes dt als constant ansehen und

da, wenn die Geschwindigkeiten der beiden Kugeln m, m’ nach

Verlauf dieser genannten Zeit t, v und v’ sind, während. dieser

Zeit dt die Geschwindigkeit v’ um dv’ zu-, dagegen jene v um

dv abnimmt; so hat man nach den Gesetzen der gleichförmig

beschleunigten oder verzögernden Bewegung [$. 176, Gleich. (1)

und $. 186, Gleich. (2)] dv’ = %,gdi und dv = —2gdt, oder

da p eine gewisse, wenn uns auch unbekannte Function der von

0 bis wachsenden Zeit t ist, wenn man nämlich annimmt, dass

der Stoss in der Zeit ? [welche, wenn auch noch so klein, doch

kein untheilbarer Augenblick ist*)] vollendet sei, also p = p(t)

gesetzt werden kann, auch:

di’ = Zp(gdi ud vd=— Ipddt.

Durch Integration dieser beiden Gleichungen folgt, wenn

man /p(Üdt= y'(t) setzt, wo p(t) eine neue, ebenfalls unbe-

kannte Function von t£ ist:

VehW+ewmdı= ll).

 

*) Wie diese Zeitdauer wenigstens näherungsweise bestimmt werden kann,

findet man in unserer Beispielsammlung.
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Um die Constanten C und C’ der Integrationen zu bestimmen,bemerke man, dass für t = 0, was wir durch i, anzeigen wollen,sofort ’—= edundv—=ce sein muss; hieraus folgt daher:
C=d-396) wd l=cH+ 39(1),

so dass also, wenn man diese Werthe substituirt, die vorigenAusdrücke übergehen in:

V=c+ [9()—9(t)] und
v=c+ [9()— pi).

‚Ist nun C die gemeinschaftliche Geschwindigkeit nach demStoss, welche also nach unserer Voraussetzung nach Verlauf derZeit €. eintritt, so darf man in den vorigen Relationen nur = {undvo=v=( setzen und man erhält:

=ed+[pp(i)]
C=e+2[9()—p(Ü)),

oder auch mCo=mc+gp(l)— gp (to)
und mC=me+g9(1) — gp(tl).

Werden diese beiden Gleichungen addirt, so erhält manendlich: (m +m)C=me-+ mc
und daraus: re

m-+ m
[vergl. $. 241, Gleich. (1)].
Anmerkung 1. Der in $. 243 gefundene Verlust an lebendiger Kraft,welcher durch den Stoss unelastischer Körper entsteht und mit Beibehaltungder hier gewählten Bezeichnung durch m(c— C)?-++ m’ (C—.ce')”, nämlichso ausgedrückt werden kann, dass man sagt, dieser Verlust sei derSumme der lebendigen Kräfte gleich, welche den Geschwin-digkeitsänderungen beider Massen mund m’ entspricht, bildetin der Wesenheit den Carnot’schen L ehrsatz, Im Augenblicke desZusammenstosses zweier Körper setzt nämlich jeder derselben durch die inThätigkeit kommenden Molecularkrifte dem anderen, und zwar währendder Dauer des Stosses, also auch durch einen gewissen Weg einen Wider-stand entgegen; es verrichten sonach diese Kräfte während dieser Dauerdes Stosses eine wirkliche Arbeit, die sowohl in einer Verschiebung dersich berührenden Moleeüle (wie auch die Formänderung. der Körper zeigt)als in der Geschwindigkeitsänderung beider Körper besteht. Jene Arbeit(oder lebendige Kraft), welche nothwendig ist, um beide Körper nach dem

Stosse zur Ruhe zu bringen, ist daher genau um jene Arbeit der Molecular-
kräfte, welche während des Stosses in beiden Körpern thätig waren, kleiner
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als diejenige Arbeit, welche nöthig gewesen wäre, um die Körper noch vor

dem Stosse in Ruhe zu versetzen; und diese Eigenschaft wird eben durch

den Carnot’schen Lehrsatz, welcher in der industriellen Mechanik und

im Maschinenwesen häufig zur Anwendung kommt, ausgedrückt.

Bezieht man diesen Lehrsatz auf ein ganzes System von unelastischen

Körpern, in welchem sich ein plötzlicher Stoss ereignet und setzt man die Ge-

schwindigkeit eines Theilchens von der Masse m vor dem Stoss — V und

nach dem Stoss in derselben Richtung = v; so ist 7 — v die durch den Stoss

verlorene Geschwindigkeit oder überhaupt (da diese Differenz auch negativ

sein kann) die dadurch herbeigeführte Geschwindigkeitsänderung,

und m(V7— v)* die dieser Geschwindigkeitsänderung entsprechende lebendige

Kraft. Nimmt man nun diese lebendige Kraft für alle Theilchen des Systemes,

so ist nach diesem Lehrsatze der Verlust an lebendiger Kraft,

welchen das ganze System durch den Stoss erlitten hat, gleich

Zm(V— v)?....(l).

Aendert aber irgend ein Massentheilchen m nicht bloss, wie es hier

vorausgesetzt wurde, seine Geschwindigkeit, sondern überdiess noch nach

dem Stosse seine Richtung, so seien X, Y, Z die durch Zerlegung der

Geschwindigkeit V nach den drei rechtwinkeligen Coordinatenachsen ent-

stehenden Seitengeschwindigkeiten dieses Theilchens m vor, sowie ©, y,

jene nach dem Stosse; so ist der durch den Stoss herbeigeführte Verlust

an lebendiger Kraft gleich

Zm[X-a)? + (X? + (2-29...)
Sind &, ß, y die Winkel, welche die Richtung der Geschwindigkeit V

vor dem Stosse, und «@’, ß', y’ jene, welche die Richtung der Geschwin-

digkeit v nach dem Stosse mit den Achsen der &, %, z bilden, sowie p der

Winkel dieser beiden Richtungen gegeneinander; so ist wegen X —=Vos a,

Y=VCosß, Z=VOosy, v—=vlosc, y=v Cosß, 2 = vCosy, sofort

(X-2)?+ (7y)?+ (Z—2)?=V?4+ v—2Vv(Cose Cos«+ Cosß Cos ß’

+ Cosy Cosy') = V?+v?—2VvCosyp.

Aendert sich die Richtung nach dem Stosse nicht, so wird g = 0 und

der vorige Verlust ist = V’’+v"—2Ve= (7—v)*, wie es sein soll.

Anmerkung 2. Der im $. 246 entwickelte Satz, dass durch den Stoss voll-

kommener elastischer Körper kein Verlust an lebendiger Kraft eintritt, setzt

noch voraus, dass im Augenblicke des Auseinandergehens oder Zurück-

springens der Körper im Inneren derselben durch die eingetretene Erschüt-

terung der Molecüle keine Schwingungen oder Vibrationen mehr stattfinden.

So würde z. B. eine im leeren Raume auf eine feste horizontale Platte

frei herabfallende Kugel, selbst wenn durch den Fall oder Stoss die Elasti-

eitätsgrenze nicht überschritten wird, die Kugel noch keineswegs mit der-

selben Geschwindigkeit, die sie erlangt hat, zurückspringen, also wieder

dieselbe Höhe, durch die sie gefallen, erreichen, wenn im Augenblicke

des Zurückspringens in der Platte oder Kugel solche Vibrationen vor-

handen sind.
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Reibung auf der schiefen Ebene.

($. 280.)

159. Um die Bewegung eines Körpers auf der schiefen Ebene
mit Rücksicht auf die vorhandene Reibung zu behandeln, seien
wieder, wie in $. 280, « der Neigungswinkel der schiefen Ebene,
i jener der Kraft P mit der schiefen Ebene, @ das Gewicht des
Körpers, welcher durch diese Kraft über die schiefe Ebene hinauf-
gezogen wird, oder sein Hinabgehen mässigt, sowie f der Rei-
bungs-Coefficient; dann ist, wenn man jede der beiden Kräfte P
und Q in zwei Componenten zerlegt, wovon die eine parallel mit
der Länge der schiefen Ebene und die andere darauf normal ist,
die Seitenkraft aus P in der ersteren Richtung — P Cosi und die
ihr gerade entgegengesetzte aus der Last Q gleich QSin«, sowie
der Normaldruck auf die schiefe Ebene aus beiden der genannten
Componenten N=Q Cos« — PSini.

Findet daher eine Bewegung nach aufwärts statt und ist s
der zurückgelegte Weg, so sind die Arbeiten oder Wirkungen
von Seite der Kraft P, der Last Q und der Reibung, beziehungs-
weise v=sPCosi, wW=sQ Sina und w’—= sf(QCosa— PSin‘),
und man erhält für die Wirkung auf Beschleunigung der Masse
z, wenn die Bewegung über die schiefe Ebene aufwärts statt-
findet: W=w — w— w” und wenn die Bewegung nach abwärts
eintritt: W=wW— w—w”, d. i. im Isten Falle:

W=s[P(fSini+ Cosi) —Q(fCosa+Sine)] = 34A...(1),
und im 2ten Falle:

W=s[P(f/Sini—Cosd)—Q(fCosa—Sine)]) = sB...(2),
wenn man nämlich Kürze halber die in den eckigen Klammern
stehenden Ausdrücke beziehungsweise durch A und B bezeichnet.

160. Legt nun der Körper den Weg s in der Zeit t zurück,
und besitzt derselbe zu Anfang der Zeit t die Geschwindigkeit c
und am Ende derselben jene v, so dass er in dieser Zeit die Ge-
schwindigkeitsänderung v—e erlitten hat; so ist dieselbe Wir-
kung W durch die lebendige Kraft ausgedrückt ($. 227) auch

20), mithin v = V . +.c?, und wenn man für W den
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Werth aus (1) oder (2) substituirt, sofort für den Isten Fall:

=l+ und im 2ten: v -Ve+

Nun ist aber [Nr. 120, («)] dt -_‚ oder für den Isten Fall:

und wenn man integrirt:

Q >e

eV
wozu keine Constante kommt, weil für s=0 auch t =

0

ist.

Sucht man aus dieser letzteren Gleichung den Weg s, so

 

 

findetman: s= gA ya + ct und damit aus v =— die Endgeschwin-
2Q a 5

digkeit: © 121 +c.

Für den 2ten Fall darf man nur B statt A in diesen For-

‘ meln setzen.
Ist als specieller Fall a=0 und auch = 0, also sowohl

die Ebene, als auch die Richtung der Kraft P horizontal, so

erhält die Grösse A aus der obigen Relation (1) den Werth

P—fQ, und es ist dafür:

B—sr)2ot und. v — se-fdit 65

wie es sein soll [vergl. Nr. 122, Relat. (4)].

Anmerkung. Soll die Bewegung auf der schiefen Ebene eine gleich-

förmige werden, so muss die Wirkung auf Beschleunigung, d.i. W=0

sein. Setzt man daher die obigen Ausdrücke (1) und (2) Null und be-

stimmt daraus die Kraft P, so erhält man: :

(Sin «+fCos «)Q

Cosi +fBint

(Sin a—fCos «)Q

Cosi—fSini ?

welche Ausdrücke sofort, wie es sein soll, mit jenen [$. 280, Relat. (1)]

für das statische Gleichgewicht übereinstimmen.

für den 1sten Fall ?P=

und für den 2ten Fall P=

Reibung an den Zähnen der Räder.

(8. 284.)

161. Die in $. 284 aufgestellte Formel (1) für die Reibung

der Zähne lässt sich auch auf folgende Weise ableiten.

Es sin CA=R und cA=r (Fig. 45) die Halbmesser

der primitiven Kreise der beiden ineinander greifenden Räder und
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die Berührung der beiden Zähne NB und nB, welche im Puncte
A begonnen, sei bereits bis zu einem Punct B fortgerückt, wofür
ACB=a und AcB=« die Mittelpunctswinkel sein sollen.
Bei dem weiteren unendlich wenigen Fortrücken der Räder nimmt
« um de und « um d«’ zu, wobei der Berührungspunct B des
Zahnes BN den Kreisbogen BB’—= CBd« und jener des Zahnes
Bn den Kreisbogen BB”— ce Bda’ beschreibt.

Da man während dieser unendlich kleinen Bewegung die
Lage der gemeinschaftlichen Tangente DE als unverändert an-
sehen kann, so gleitet der Punct B des Zahnes BN auf dieser
Tangente von B nach 5, und des Zahnes Bn von B nach Ö, so
dass der ganze Weg des Gleitens s= Bö+ BY—BB' CosB’Bb+
BB"Cos.B'"BbV = CB.da .CosB'Bb + cB.da’.CosB’BV ist.

Sind aber CD und cd perpendikulär auf dieser Tangente DE,
so ist W. PBö=W. BCD undW. B’BV’ —=W. Bed ‚ folglich:

CB.Cos B’Bdb= CB.Cos.BCD= CD
und eB.CosB'Bb — eB.Cos.Bed= cd;
es ist daher auch, wenn man diese Perpendikel CD =a und
cd=d setzt: s= ade - a'da‘.

Ist ferner die vom Puncte A aus gezählte gemeinschaftliche
Normale AB= N, so ist auch, wenn man W. CED=Bß setzt:

a=(0D=N-+ RSinß und = ed=N—rSinß,
folglich auch: s= Nda + RSin Bde + Ndd—rSin Pie, d. i.

s—= N(da + da’) + (Rda — rde) Sin ß.
Nun sind aber Rd« und rdedie Bögen oder Wege, welche

der Punct A auf den primitiven Kreisen in derselben Zeit (di)
zurücklegt, und da diese bei einer richtigen Verzahnung ($. 249)
gleich sein müssen, so ist Rd« = rda’ und daher s= N(da +de‘)
oder wegen de = de’ auch s=Ncar I der. 

Ist nun Q@ der zwischen den Zähnen stattfindende Normal-
druck und / der Reibungs -Coefficient, so ist die auf Reibung
verwendete Arbeit oder unendlich kleine Wirkung:

IW=/Qs=fanFFNar, also w=ize[QNde.
Ist ferner P die nöthige Tangentialkraft (am Umfange der

primitiven Kreise), um den Widerstand der Reibung zu überwin-
den und S ihr Weg während der Drehung des Rades e um den
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Winkel @, so ist auch W= PS, folglich:

Ps = y2t2[lQNde’....(1)

als allgemeine Gieichnäg,

162. Geht nun die gemeinschaftliche Tangente, wie es z. B.

bei der Epicycloiden-Verzahnung der Fall ist, durch den

Mittelpunct ec (Fig. 46), so wird B=«, AB=N

und da, wenn P’ die nöthige Tangentialkraft am Umfange der

primitiven Kreise bezeichnet, um die Räder ohne Rücksicht auf

die Reibung umzudrehen, P= QCos« ist, sofort Q= ETanz (wenn

man nämlich den in der Richtung BA wirksamen Normaldtuck Q

in die zwei aufeinander senkrechte Seitenkräfte nach AR, welcher

Kraft jene P’ gleich sein muss, und AS zerlegt denkt). Diese

Werthe in die vorige Gleichung (1) substituirt, geben:

jelerdd= APr[oder — {Pr—nn,

wenn man nämlich, was bei den hier vorkommenden aeWerthen

von «immer erlaubt ist, @ statt tang«' setzt.

Ist endlich d die Theilung oder Schrift der Räder, so findet

der Angriff des Zahnes des treibenden Rades nach der Regel

  

während des Bogens b=ra’statt, woraus @ = . folglich die

ganze Wirkung, wofür auch 5=b zu setzen ist:

eo (R+n)Pr= pP! nr ‚d.i. P=-4fpıN,

Sind aber m und m’ dieah der Zähne in den beiden

tädern C und c, so ist ($. 259) = BE nn folglich:
m

Beywi)
mm

 

 

 

und daher endich: P=frF ( + -)-

Reibung eines Cylinders auf seiner Grundfläche.

($. 286.)

163. Ist CA = r(Fig. 37) der Halbmesser der ebenen Grund-

fläche des Oylinders, auf welche der Normaldruck (stattfindet

und welche zugleich die reibende Fläche sein soll; so ziehe man

Burg’s Mechanik. Suppl.
11
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aus ihrem Mittelpunete C mit den Halbmessern CP=x und
Cp = x-+.dx die beiden concentrischen Kreise, welche sofort die
Fläche 2xmda einschliessen. Da der Druck Q über die ganze
Kreisfläche gleichförmig vertheilt ist, so kommt davon auf dieses
unendlich schmale Kreisband der Theil dQ, welcher sich aus der
Proportion dQ:Q = 2xxde:r?x bestimmen lässt, und zwar folgt
daraus dQ = 22 2de. Der Betrag der Reibung ist daher, wenn
/ den Reibungs-Coefficienten bezeichnet, fdQ, sowie das statische
Moment der Reibung in Beziehung auf die Umdrehungsachse
dS=x.fdQ= "Ira2de, woraus S = /ja’dz =3rfQ

für das Moment der ganzen Reibung folgt, gerade so, als fände
der Widerstand der Reibung fQ lediglich auf der Peripherie des
Kreises vom Halbmesser 2r statt.

Ist daher P’ die am Umfange des Cylinders nöthige Kraft,
um diese Reibung zu überwinden oder mit ihr im Gleichgewichte
zu stehen, so ist auch Pr=S=3r/Q, folglich:

P=3fQ.(Vergleiche $. 286.)

Die durch die Reibung während einer Umdrehung der ge-
wöhnlich vertical stehenden Welle absorbirte Arbeit ist w—2,P—
örzfQ. Auch lässt sich diese gleich in dem unendlich schmalen

IRide isty
 

Kreisring ausdrücken, indem dw — 2refdQ = 5
woraus durch Integration ebenfalls wieder

ud

A=[erde = !rnfQ
0

gefunden wird.

Anmerkung. Ist nicht die volle Kreisfläche, sondern nur ein Kreisband vom
äusseren und inneren Halbmesser R und r die reibende Fläche, so ist

 

 

dQ=nee, folglich die Arbeit der Reibung des Flächenelementes

während einer Umdrehung: dvonx’de, und sonach die Arbeit der

Reibung für die ganze reibende Fläche:

anfQ ft Bunw—|xı’de — 3 afQ(7) ’r

 

oder auch, wenn man abkürzt:

R?+Rr-tr?ol),
ein Ausdruck, welcher offenbar grösser als der obige ist.



Reibung auf einem Kugelsegment.

164. Da man noch häufig bei stehenden Wellen Kugelzapfen

anwendet, wodurch die Reibung anstatt auf einer ebenen Kreis-

fläche sofort auf einem Kugelsegment stattfindet, so wollen wir
diesen Fall hier noch entwickeln.

Benützen wir zu diesem Endedie Fig. 67, welche den Durch-

schnitt des halbkugelförmigen Zapfens mit einer durch den Mittel-

punct der Kugel gelegten Verticalebene bezeichnen soll und nehmen

an, dass sich das Segment aDDb in einer entsprechenden hohlen

Kugelschale reibt, und dass dafür der Kugelhalbmesser CA =

CD =r, jener der oberen Kreisfläche des Segmentes O(a—=05b=9,

der gesammte lothrechte Druck = Q und der Reibungs-Coefficient

wieder = f sei. Diess angenommen, durchschneide man das

Kugelsegment in den Abständen COP= x und C(p=x-+ dx mit

den beiden durch P und p gehenden horizontalen, unendlich nahe
liegenden Ebenen, so begrenzen diese auf der Oberfläche eine
unendlich schmale Zone Mm von der Höhe d., deren Horizontal-

projection =2ydy ist, wenn man nämlich die Ordinate PM=y

setzt. Auf diese Projection oder Ringfläche entfällt aber von dem

Gesammtdrucke Q der Theil dQ, welcher wieder aus der Pro-

portion Q:dQ=e?m:2mydy gefunden wird, weil man sich die

ganze reibende Kugeloberfläche aDb in solche unendlich schmale

Zonen Mm zerlegt und den Totaldruck Q der Welle auf diese

im Verhältniss ihrer horizontalen Projectionen vertheilt denken

kann, und weil, wie bemerkt, 2®ydy diese Projection für das
Element und oe? jene für die ganze reibende Flächeist.

Aus dieser Proportion folgt nun dQN dy, und wennP 8 yryı

man diesen in M wirkenden verticalen Druck in einen Druck t

nach der Tangente des Kreises ADB und in einen Normaldruck n

zerlegt und den Winkel, welchen die Normale mit der Verticalen

einsehliesst, mit « bezeichnet, so ist der Normaldruck n—=dQ.Cose,

oder wenn man für = denBege Werth setzt und berücksich-

tiget, dass ose = —- —All—(\ ist, indem aus der

Gleichung des ReAMDB, er aus 2? + y?=r” sofort

@—=YVr’—y? folgt, auch: n= 729„dyter,— )“ Esist daher

der Betrag der Reibung für on Element der reibenden Ober-
Ne
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fläche = nf und die Wirkung oder Arbeit dieser Reibung während
einer Umdrehung der Welle:

dw = 2ny.nf=0aayı Hr )‘
also die Arbeit der ganzen reibenden Oberfläche:

w— ifra, -()

 

 

Nun ist, wenn man Kürze halber x setzt (Comp. $.814
und $. 817):

Ivray V 1— £)-al— 22?)V I—@?-tareSine],

folglich da für „= oe das x in = a übergeht, wenn man näm-

lich der Kürze wegen a statt ! setzt, dagegen der ganze Integral-
ausdruck für y = 0 verschwindet, so hat man:

R T2 "3 en :Id V 1— &)= Sl-all —2a?)VI—a?-+ are Sina].
0

—Löst man sowohl areSina als auch V1-a? in eine nach
steigenden Potenzen von a fortlaufende Reihe auf, so erhält man
nach einer ganz einfachen Reduction:

p 2 "3 (If2 NEN 32 5 48 7 )y a ae () Ei lese Ta gggmen.-

a aan Se )en ( 08, Taf ar

Es ist daher endlich, wenn man für a den Werth wieder
herstellt und abkürzt, die Arbeit der Reibung während einer Um-
drehung des Kugelzapfens:

= 3 ho 3700X\4w= s=f0e|ı 6)5) re }:

Ist die Höhe des im Lager laufenden Kugelsegmentes DO
so gering, dass : eine so kleine Grösse wird, um die höheren
Potenzen dieses Bruches in der Reihe gegen das Iste Glied ohneFehler vernachlässigen zu können ; so ist, wie bei der Reibung
auf der ebenen Kreisfläche vom Halbmesser 0:

w=3;e2/Q (vergl. Nr. 163).
Liegt dagegen die volle Halbkugel im Lager, so ist wegene=r, der genäherte Werth der obigen Reihe — 6, folglich

jener der Arbeit:

w=3tr#fR.
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Anmerkung 1. Besitzt der Zapfen, wie diess auch manchmal vorkommt, die

Form eines nach unten verjüngten abgestutzten Kegels, welcher sich

in seinem genau passenden konischen Lager bloss auf der Mantelfläche

reibt, so findet man genau auf dieselbe Weise, wenn man den oberen und

unteren Halbmesser des Zapfens durch R und r, sowie die Kante oder

Seite des abgestutzten Kegels durch « bezeichnet, dann Q und f wieder

die vorige Bedeutung haben, für die von der Zapfenreibung während einer

Umdrehung absorbirte Arbeit:
en

var
Fürr=0 und a=R erhält man, wie es sein soll, w=4ErfQ,

weil dann die reibende Fläche in eine ebene Kreisfläche vom Halbmesser RB

übergeht.

Anmerkung 2. Ganz auf dieselbe Weise findet man für einen horizontal

liegenden Wellzapfen, welcher in seinem Lager, den Kreisbogen «DD

(Fig. 67) vollkommen berührend aufliegt, und wobi C(A=(CD=r der

Halbmesser des reibenden Zapfens, a0 =a die halbe Sehne ab, Q der

verticale Druck auf den Zapfen und f wieder der Reibungs-Coefficient ist,

für die Arbeit oder Wirkung der Reibung während einer Umdrehung des

Zapfens, den Ausdruck:

aVı-()
und wenn man integrirt (Comp. $. 819, Beisp. 2):

„=.Vs)
oder wenn man wieder auf die Reihen übergeht und mit a abkürzt:

we nn

0-2r770|1-4() - #6) -6)1;
Bildet die halbe Mantelfläche des Zapfens die reibende Fläche, so ist

a=r und es ist ziemlich nahe w = # rmfQ.

Liegt dagegen bloss die unterste Kante der cylinderischen Oberfläche

des Zapfens wie auf einer horizontalen Ebene auf, so wird a so klein, dass

man in der vorigen Reihe, vom 2ten angefangen, alle Glieder vernach-

lässigen kann, und dann ist w= 2rmf Q, also die von der Reibung ab-

sorbirte Arbeit um $rm=fQ grösser als im vorigen Falle und gerade so

gross, wie diese [vergl. $. 287, Gleich. (4)] für gewöhnlich in Rechnung

gebracht wird.

 

Reibung eines Seiles über einen ruhenden Cylinder.

(8. 292.)
165. Ist das Seil, woran die Last Q hängt, um den Bogen

AM=r« (Fig. 47) geschlagen, und steht die Kraft P mit dieser

Last und der zwischen dem Seil und dem genannten Bogenstück

des Cylinders C vom Halbmesser r im Gleichgewichte, d.h. kann
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#
die Kraft P, wenn die Bewegungeingeleitet ist, die Last Q herauf-
ziehen; so muss durch Vergrösserung des Winkels & um de,
wegen der vermehrten, auf dem Bogenstück Um = rd« statt-
findenden Reibung, auch die Kraft ? um dP vermehrt werden,
um das Gleichgewicht zwischen der Last Q und der Reibung
über den Bogen A Mm wieder herzustellen, so dass also dP die
Reibung über den unendlich kleinen Bogen Mm überwindet.

Um diese Reibung zu finden, muss man zuerst den Normal-
druck des Seiles gegen den Bogen Mm bestimmen. Dazu denke
man sich die im Puncte M in der Richtung MA stattfindende
Spannung durch eine nach der Tangente MT wirkende Kraft — P
ersetzt, so dass der Stand des Gleichgewichtes nicht gestört wird,
wenn an dem über den Bogen Mm gelegten Seil nach den Rich-
tungen der Tangenten MT und mt die Kräfte P und P-+dPp
wirksam gedacht werden. Da aber P+dP— pP ist, so wirken
auf den Punct N nach den genannten Richtungen zwei gleiche
Kräfte P und erzeugen daher eine nach dem Mittelpuncte © ge-
richtete, d. i. den Winkel MCm = d« halbirende Resultirende Rh,
welche sich einfach nach $. 16 (Anmerkung), d. i. wenn man
Kürze halber W.UVNC=W.mNC= p setzt, aus der Proportion
R: P= Sin2p: Sinp = 2Cosp: 1, oder wegen p = 90°— 1de
aus R:P=2Sin}da:1l bestimmen lässt; es ist nämlich, wegen
Sin4de = ide, sofort R — Pdae.

Da nun diese Kraft R den gesuchten Normaldruck des Seiles
gegen den Bogen Mm vorstellt, so ist, wenn / den betreffenden
Reibungs - Üoefficienten bezeichnet, fR =/Pde der Betrag der
Reibung, folglich auch dP =/Pda.

Aus dieser Differentialgleichung folgt durch Absonderung:
S =fda und durch Integration: loyn. P=fa + C.

Um. die unbestimmte Constante C zu bestimmen, bemerke
man, dass für « = 0 sofort P=Q sein muss; diess gibt logn. Q=C,
folglich wenn dieser Werth für C substituirt wird:

logn. P— logn.Q—=fa, oder logn. 5 Mel fon:

und wenn man von den Logarithmen auf die Zahlen selbst über-
ER.geht, auch: 7 e* oder P=Qe”=

wo e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen ist (vergleiche
$. 292, Gleich. 1).


