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Achse der z gerichtet sei, d. h. dass sie durch den Ursprung der Coordi-

naten gehe; dadurch wird die Bedingung des Gleichgewichtes auf die ein-

zige Gleichung 3 (P[y Cos« — x Cos ß]) = 0 redueirt, so dass also in

diesem Falle nur die Summe der stat. Momente in Beziehung auf diese

feste Achse = 0 zu sein braucht. !

Nimmt man an, dass die sämmtlichen Kräfte P unter einander paral-

lel sind, so duf mnwuoe=y—=w,=..,ß =ß =>... und

y-y =Y, =... setzen, um für das Gleichgewicht aus den Rela-

tionen (s) die Bedingungsgleichungen zu erhalten:

Cosa Z(P) =0, CosßZ(P)=0, CosyZ(P)=0, d.i. 220,

und (Cosa&(Py)— Cosß&(Px) =0, Cosa Z(Pr)— Cosy ZS(Px)=0,

Cosß Z(Pz) — Cosy2(Py) =,

welchen letzteren Gleichungen genügt wird, wenn

Z(Pı)=0, Z(Py)=0, Z(P)=0 ist.

Findet das Gleichgewicht nicht statt und haben die Kräfte die Resul-

tirende R, welche mit den Achsen der x, y, z beziehungsweise die Winkel

a, b, ce bildet, so darf man zur Herstellung des Gleichgewichtes offenbar

zu den Kräften P, P,...nur noch eine der R gleiche und gerade entgegen-

gesetzt wirkende Kraft hinzufügen; dadurch gehen die vorigen Bedingungs-

gleichungen über in folgende:

CosaZ(P)— RCosa=0, CoßZ(P)— R Cosdb=0, und

CosyZ&(P) — Rlose =,

woraus zuerst R=2(P) und a=a, b=f, c=y folgt,

und, wenn «', y, 2 die Coordinaten irgend eines Punctes dieser Resul-

tirenden R sind, ferner:

Cos a [Z(Py) — y' Z(P)] = Cos B[E(Pa) — ® Z(P)],

Cos a [&(Pz) — 2 Z(P)] = (os y [&(Px) — x 212),

Cos B[2(P2) — 2 Z(P)] = Cos y[&(Py) — y ER),
welchen letzteren 3 Gleichungen offenbar für

es(Po 3 SEy), ale)

ee)
Genüge geleistet wird, und welches sofort (Nr. 16, Relat. 3) die Coordi-

naten des Mittelpunetes der parallelen Kräfte sind.

Auf gleiche Weise hätte man schon in dem allgemeinen, durch die Re-

lationen (s) gegebenen Falle die Resultirende bestimmen können, wenn

kein Gleichgewicht vorausgesetzt worden wäre.

  

Schwerpunct der Linien.

($. 44.)

21. Soll allgemein für irgend eine Öurve im Raume BB

(Fig. 10) der Schwerpunct bestimmt werden, so beziehe man diese

auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem AX, AY, AZ, be-

zeichne die Uoordinaten irgend eines Punctes M dieser Curve mit
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2,92 (AP=a,AQ=y, AR=), setze die Länge des va-
riablen Bogens BM = s, sowie die des ganzen Bogens BB —
so stellt ds das diesem Puncte M entsprechende Curvenelement
und da man dieses (nach der in $. 44 gemachten Voraussetzung)
gleich unmittelbar statt dem ah des materiellen Punctes
x, y, 2 setzen kann, zds das Moment dieses Gewichtes auf die
Ebene der xy bezogen vor. Bezeichnet man ferner die Werthe
von s auf die Endpuncte B, B’ des Bogens BB’=1 bezogen, be-

ziehungsweise mit s,, s,; so stellt das bestimmte Integral j:zds

die algebraische Summe. der Momente &(Pz) in den Relationen(1)
von 16. vor, wobei P unendlich klein ist und statt ds steht. Ebenso

sind die Integrale j;yds und "rds die Summe der Momente die-

ser Gewichte auf die Ebenen »z und y2 bezogen, so dass wegen
R=l, die genannten Relationen (1) in 16. zur Bestimmung des
Schwerpunotes 2%, 2 (dort Mittelpunet der parallelen Kräfte
genannt) einer krummen Linie im Raume, hier in folgende
übergehen:

Xı=[rd, Yı=[yd, ZI=[2d...(D,
wobei noch (Relat. 2 in 16.) = |%. .. (m) ist.

Anmerkung 1. Ist die Linie nicht homogen, ändert sich jedoch das

specifische Gewicht ihrer aufeinanderfolgenden Puncte in stetiger Weise,

so ist dasselbe irgend eine Function dieser Puncte, und es ist das Gewicht
des Elementes ds durch pds zu bezeichnen, wobei p eine Function der
Coordinaten x, y, 2 (oder eigentlich bloss von &) der betreffenden Puncte der

Curveist. Ist nun P das Gewicht der Linie I (innerhalb der Grenzen s,, s,);
so ist

Sı sı Sı Sı
P=1Ipds, PX=|peds, pr—[|pu%, PZ —[Dei

So so So

Aus diesen allgemeinen Gleichungen folgen wieder die obigen specielleren
für den Fall, in welchem die Linie homogen, also p constant wird ;

Sı
denn in diesem Falle ist —-j% = I, folglich IX zn. Us. w.

Anmerkung 2. Um in diesen Formeln nach der Variablen s integriren zu
können, in welchem Falle die Grenzwerthe s,, s, unmittelbar gelten, muss
man x, y, z als Functionen von s darstellen. Man muss dagegen diese
Grenzwerthe in die entsprechenden x,, ®,, Yn Yı 2, 2, verwandeln, wenn
man für ds den bekannten Werth Y (de? + dy? + dz?) setzt und nach
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&, y, 2 integrirt. "Welcher Vorgang von beiden der einfachere ist, hängt

von Umständen ab, und es lassen sich hierüber keine bestimmten Regeln

angeben.

22. Ist, um das Verfahren auf ein einfaches Beispiel anzu-

wenden, die gegebene Linie eine gerade Linie von der Länge

BB= 1, und bezeichnet man die Winkel, welche diese Gerade

mit den Achsen der &, y, z bildet, beziehungsweise durch «a, ß, y

und die Coordinaten des Anfangspunctes B mit a, b, c; SO sind

jene irgend eines anderen Punctes M dieser Geraden: x—=a+ sCosa,

y=b-+s(oß, z=c+ s(osy. Substituirt man diese Werthe

in die vorigen Gleichungen (I) und führt die ganz einfachen Inte-

grationen innerhalb der Grenzen von s=0 bis s=! aus; so

erhält man, wenn man auch gleich mit I durchaus dividirt:

X=aHtt!lloa, Y=b +41Cosß, Z=.c-4-31Cosy, woraus

sofort folgt, dass der Schwerpunct dieser geraden Linie (wie es

ohnehin bekannt) in ihrem Halbirungspuncte liegt.

Weniger einfach gelangt man zu diesem Resultate durch die zweite

vorhin erwähnte Methode, nach welcher man die Gleichungen der Geraden

BB (d.i.a=az te, y-bz+ ß, Comp. $. 568) aufstellen, daraus

die Differentialquotienten zn 4 entwickeln und in die Gleichung ds =
dz

a 2 :

Y(dx + dy? + de’) = dz VYk -- > + u) ‚ sowie wieder diesen

Werth in die obigen Relationen (1) substituiren und dann nach z innerhalb

der Grenzen x, ®", y, y', 2, 2' integriren muss, wenn ©, y, 2 und

&", y", 2’ die Coordinaten der Endpuncte B, B' dieser Geraden bezeich-

nen. Auf diesem Wege erhält man, mit Berücksichtigung der Relation

te vlatEPSy) (z” — 2')”] (Compendium $. 557) sofort

Zereg), Ar 1(2 +2), welches bekanntlich

die Coordinaten des Halbirungspunctes dieser Geraden BB’ sind.

23. Für eine ebene Curve fällt, wenn man die Ebene, in

welcher sie liegt, zur Ebene der xy nimmt, von den 3 Rela-

tionen (I) in 21. die dritte in z weg. Ausserdem fällt von diesen

Relationen auch noch die zweite, nämlich die in y weg, wenn

man einen Durchmesser der Schwere ($. 43) zur Abscissen-

achse nimmt.

24. Soll z. B. der Schwerpunct eines Kreisbogens BAB

(Fig. 11), dessen Mittelpunct € ist, gefunden werden, so ziehe

man an den Halbirungspunct A des Bogens den Halbmesser CA
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und nehme diesen, weil er eine Linie der Schwere ist (indem der
Bogen BAB’ durch CA in zwei gleiche symmetrische Theile
getheilt wird) zur Abscissenachse, sowie den Punct C zum Anfang
der rechtwinkeligen Coordinaten. Setzt man ferner den Halbmesser
CA=r, Sehne BB'= a, Bogen BAB — l, W.ACB=
W. ACB’=i und endlich für einen beliebigen Punct M des Kreis-
bogene, Bog. AM =s, CP —= 2, PM=y ud W. ACM=a;

. Ss $so Ist wegen «=, sofort @=r Cos - und nach der ersten der
Relationen (I) in Nr. 21.:

Al =[rCon5ds (= 2[70! da); 27? SinZ

oder wegen a = 2r Sini—= 2r Sin =

Xl=ra, woraus auch l:a=r:_X oder Be2)
folgt, wobei, wenn O den gesuchten Schwerpunct bezeichnet,
sofort X CO Ist.

EN,
= 2r Sin--, auch:

2r

Schwerpunct ebener Flächen.

($. 47.)
25. Um den Schwerpunct der von der Abscissenachse A X,

(Fig. 12), den beiden Ordinaten BN, B'Nund dem entsprechen-
den Bogen NN’ der Curve AD eingeschlossenen ebenen Fläche
BN’ zu bestimmen, ziehe man zu den Abseissen AP= x und
Ap=xı+ de die rechtwinkeligen Ordinaten PM — y und
pm=y-+.dy, setze AB=a, AB’ = «", Fläche BM= f, also
Fläche Pm = df, ferner Fläche BN= F, und bemerke, dass der
Abstand des Schwerpunctes o des Flächenelementes Pm, welches
als ein Rechteck anzusehen ist, von der Achse AX gleich 4, ist;
so erhält man mit (T) und (m) in 21. für den gegenwärtigen Fall
die analogen Gleichungen :

Ar (24, Yr=(ydr und F=[4/. m)
(weil nämlich die 3te Relation in z hier wegfällt), wobei y und
d/ als Functionen von x auszudrücken sind, also die Gleichung
der Curve AD, nämlich y= f(x) gegeben sein muss.
Anmerkung. Die zweite dieser drei Gleichungen fällt wieder weg, wenn dieAchse der ®& zugleich eine Linie der Schwere ist.


