
zelnen Glieder die gehörigen Vorzeichen. So ist z. B. für die im 4ten Qua-

dranten liegende Kraft P, sofort ,—=P,AX spitz und ß, —= P,AY stumpf,

folglich sind von den Componenten p, — P, Cos «, und q, — P, (os ß, die

erstere positiv und letztere negativ, wie es sein soll.

In dem vorigen Beispiele (Nr. 11) erhalten nach dieser Bezeichnung

die Winkel der Kräfte P, P,, P,, P, der Reihe nach die Werthe: « = 30° 12’,

&, = 112° 25'16”, 0, = 125° 11'36”, &, = 17047’ 52’, und ß — 59°48),

Bi = 22°2516”, 2 = 14404824”, P, = 107° 4752”.
Natürlich erhält man mit diesen Werthen aus den vorigen Relationen (m)

für P', @', R und p wieder die obigen Werthe.

Zusammensetzung von Kräften, welehe auf einen Punet

wirken, jedoch in verschiedenen Ebenenliegen.

($ 7)

13. Wirken drei Kräfte P, Q, S auf einen frei beweglichen
Punct A (Fig. 5) nach den wechselweise auf einander perpen-
dikulären Richtungen AB, AC, AD, und schneidet man diese
eben genannten Linien den Kräften proportional ab; so stellt die
Diagonale A@ des aus den Puncten B, C, D ergänzten recht-
winkeligen Parallelopipedes die Resultirende R aus diesen Kräften
vor, und zwar ist wegen AG?—= AB? -+ AC? + AD? sofort

FREVPF RT...
und wenn man die Winkel, welche die Diagonale A@ mit den
drei Seiten AB, AC, AD bildet, der Reihe nach mit a, b, c
bezeichnet, auch:

Cos @ -;, Cosb—%, Cse= 5...)

wobei noch überdiess die Relation [Burg’s Compendium $. 580,
oder auch aus der Verbindung von (1) und (2)]:

Cosa? + Cosb? + Cose—=1
stattfindet, welche als Rechnungscontrole benützt werden kann.

14. Wirken die Kräfte, deren Anzahl eine beliebige sein
soll, unter schiefen Winkeln auf den freien Punet A (Fig.6),
so lege man (analog mit dem Verfahren in Nr. 10) durch diesen
Angriffspunet drei Coordinatenachsen AX, AY, AZ rechtwinkelig
auf einander und bezeichne die Winkel, welche die Kraft P mit
diesen Achsen bildet, der Reihe nach durch «, ß, y, ebenso jene
der Kraft P, durch «&,, ß,, 9, U. s. w., wobei wir (analog mit

der Bemerkung in Nr. 11) der leichtern Uebersicht wegen diese



Winkel von der betreffenden Kraftrichtung immer gegen denpositiven Theil der Achsen rechnen und annehmen, dass keiner.dieser Winkel 180° übersteige, wornach also z. B. die in dentriödrischen Winkel YX’Z’ fallende Kraft P, mit der Achse der xeinen stumpfen, mit jener der y einen spitzen und mit jener der zwieder einen stumpfen Winkel bildet, oder «, > %0°%, Bu < 90°,Ya > 90° und dabei jeder stumpfe Winkel kleiner als 180° ist.
Diess vorausgesetzt zerlege man die Kraft P in 3 auf ein-ander senkrechte Componenten P, 9, r, und zwar nach den AchsenZA PY, 272, eben dr Kradı P, in die auf die genannten

Achsen fallenden Seitenkräfte Pı» > ?ı U. Ss. w.; so erhält man
nach den Relationen (2) der vorigen Nummer:

p=Pr6ös a,» SP: Coup, r=PC(osy,
pP Cosa, = P,Cos ß,, rn, = P,Cosy,u. 8. w. fort.

Durch diese Zerlegung erhält man aber anstatt der ursprüng-lichen. Kräfte P, P, P,... drei Gruppen von Kräften, welchenach den auf einander perpendikulär stehenden Achsen X.Xu
und ZZ’ auf den Punct A wirken, so dass, wenn man ihre Re-
sultirenden beziehungsweise durch P', Q', R bezeichnet, sofort

m) Pep+p tmt..., l=gto Tat.R=r-+n tr +... wird.
Bezeichnet man aber die Resultirende aus den ursprünglichen

Kräften P, P, P,..., welche zugleich auch jene dieser dreiKräfte P’, 0, ERist, mit R, und die Winkel, welche ihre Rich-
tung mit den drei Achsen X.X', YY', ZZ’ bildet, durch 0,60;so hat man unmittelbar nach 13. (Relat. 1 und 2):

R=V(PR + G2 4 R®) und
Cosd — _ Cab =%, Cos 0 — z

wodurch die Grösse und Lage der Resultirenden gegeben ist.
Substituirt man für P', Q', R’ und darin für DB 9% r...die

vorigen Werthe, so wird:
P=PCosa-+ P, Cosa, +..:.=2(P Cosa),
& = PCosß+ P, Cosß, +...=Z(P (os ß),

s = PCosy + P, Cosy, Hs. &(P.Cosy),
Beispiel. Um eine Anwendung von diesem Verfahren zu zeigen, wollen wir

annehmen, dass auf einen Punct A im Raume 8 Kräfte wirken, deren
Grösse und Richtungen gegen ein beliebig gewähltes Coordinatensystem
durch folgende Angaben bestimmt sein sollen:
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42 Pfund, & = 3218, B = 36%42, y<90°
8.0d;;, & = 148925), 1; 63°36,.  y, > 90°

Sblalh,, u: 158, = 12050, y, > 90°

on 0 -5112280,  B, 1AR06,, 1.3908

7BE, 0 MODE TB, 32052, ya <= 90)

B 2a. %—=140°10, ß, 82%42, y,< 90°

Bendbiri, u 1610 SAABRTEHTR Y90R

Bl Bi um sl62tis, uf =i10ig 90%
Man findet mit diesen Werthen aus den obigen Relationen:

P = — 947851, Q’ = — 583109, R’ = 32:0919

R = 11582 Pfund, a = 144°55’26”, 5b = 120° 1347, ce = 106°5’12”.

Die Resultirende liegt sonach im 7ten dreiflächigen Winkel, und eine

Kraft, welche mit den gegebenen 8 Kräften das Gleichgewicht herstellt,

würde mithin in den lten dieser 8 körperlichen Winkel fallen, dabei mit

den positiven Richtungen der Coordinatenachsen die Winkel « — 180 — a,

d = 180 — 5, ce’ = 180 — c bilden und der Resultirenden R gleich sein.

I
y
h
y

hu

[
1

I
1

»

I I

Anmerkung 1. Für das Gleichgewicht der angenommenen Kräfte müssen
(wegen R=0) die drei Gleichungen PP=0, Q —=0, R’= 0 bestehen.
Wäre z. B. bloss R’=0, so wäre nach der vorhergehenden Relation

(dt — o = 0 oder c= 90°, zum Beweis, dass in diesem Falle die Re-
R

sultirende in die Ebene der Achsen XX’, YY’ fällt. Wäre ausserdem

auch Q' = 0, so würde auch noch 5 = 90°, zum Zeichen, dass jetzt die

Resultirende R mit der Achse XX’ zusammenfällt.

Anmerkung 2. Ist der Angriffspunet der Kräfte nicht vollkommen frei, son-

dern z. B. gezwungen, auf einer gegebenen krummen Fläche oder Linie

zu bleiben, auf welcher er sich übrigens wieder ganz frei (ohne Reibung)

soll bewegen können, so ist es für das Gleichgewicht nicht mehr noth-

wendig, dass die Resultirende aus allen diesen Kräften gleich Null sei,

sondern es reicht hin, dass diese auf der Fläche oder Linie im betreffenden

Puncte normal stehe, indem sie dann von dem Widerstande der Fläche

oder Curve aufgehoben wird. Diese Betrachtung führt im erstern dieser

beiden Fälle zu zwei, im letztern zu einer Bedingungsgleichung, und

zwar, wenn F=9(x,y,2)=0 die Gleichung der krummen Fläche ist;

so sind diese für den erstern Fall:

OIARRl. re (dm: AR

(er)le)
und für den letztern:

Pde+Qdy+Rdz=0.

Noch anschaulicher lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen für diese

beiden Fälle auf folgende Weise darstellen:

Liegt der Angriffspunct der Kräfte auf einer krummen Oberfläche oder

Curve, so lasse man eine der drei rechtwinkeligen Coordinatenachsen, z. B.

jene der 2, mit der durch diesen Punct gehenden Normale zusammenfallen

und zerlege jede der Kräfte wie vorhin in 3 auf die Coordinatenachsen
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fallende Componenten, so werden davon jene, welche in die Achse der 2fallen, durch den Widerstand der festen Oberfläche oder Curve aufgehobenund es bleiben für das Gleichgewicht nur noch die beiden Gleichungen zu
erfüllen:

2(PCose)—=0 und Z&(P Cosß) = 0. |
Ersetzt man den genannten Widerstand durch eine in der Richtung der |Normale fallende Kraft N, so kann man den Angriffspunct sämmtlicherKräfte wieder als einen ganz freien ansehen und man hat, wenn a,b, c dieWinkel dieser Kraft N mit den Coordinatenachsen sind, nach den obigenRelationen für das Gleichgewicht:

Z(PCosa)+NCosa=0, Z&(PCosß) +NCosdo=0, Z(PCos Y)+NCosc=0,
woraus man noch ganz einfach findet:

N=V(ZPOose)?+ (SP Cosß)?+ (3.P Cos y)*,
d. h. die Grösse oder Intensität dieser Kraft oder dieses Widerstandes Nist gleich der Resultante der auf den genannten Punct wirkenden Kräfte,

 

Anmerkung 3. Aus den obigen Gleichungen folgt:
BSP HRTT SP00). + EPÜRB Z(P Cosy)",

und wenn man substituirt, entwickelt und ordnet:
R? = P? (Cosa? + Cosß? -H (os y’) + Pi (Cosa, + Cosß} + Cosy!)-+...

+2PP, (Cosa Cosa, + Cosß Cosß, + Cosy Cosy,)
+2PP, (Cosa Cosa, + Cosß Cosß, -H Cosy Cosys)
en

oder wegen Cos«? + Cosß? -- Cosy? = Oosat + Cosß} Hoosyy=)..—1ı
und Cos«& Cosa, + Cos ß Cos ß, -H Cosy Cosa Cos PP,

Cos & Cos &, -H+ Cos ß os ß2 + Cosy Cosy, —= (os IBRT2E
u. 8. w,

|re TEEauch ?P=(P+-PI+..)+ 2PP, CosPP, +2PP, CoPP, +... =
+2P,P,CosP,P,+2P,P, 0sPPH+..
3 ie fd. i. endlich: i —

R’ = 2(P) 1 22(PP, Cos PP,).

Allgemeine Bestimmung des Mittelpunctes
paralleler Kräfte.

15. Wirken auf ein System von beliebigen, fest mit einander
verbundenen Puncten M, M,, M,...(Fig. 7) nach parallelen, sonst
aber beliebigen Richtungen die Kräfte P, 2, Fa...; 80 beziehe
man, zur Bestimmung ihrer Resultirenden, dieses System auf irgend
drei rechtwinkelige Coordinatenachsen A X,AY, AZ, und bezeichne
die Coordinaten des Angriffspunctes M durch a, 9, 2, jene des


