E) Aus der Aérostatik.

76. Aufgabe.

Es soll der in irgend einem Puncle N (Fig. 53‘) einer schweren
elastischen Fliissioleit herrschende Druck bestimmi werden.

Aufiosung.

Wirken auf zwei gleiche Quantitiiten einer elastischen Fliissigleit
die Driicke oder Spannkrifle p und p‘, und nehmen diese Fliissigkeits-
mengen dabei die Volumina @ und @', so wie die Dichtigkeiten = und
4" an; so hat man nach dem Mariotte'schen Geselze G837

a

Ist ferner das Gewicht der cubischen Einheit dieser Flissigkeit
unter dem Drucke p = ¢ und unter dem Drucke p'=q'; soist(Nr. 5 4,
Anmerk. 3) g=g 2 und ¢’ =4 4", folglich auch (Gleich. 1.):

q A » V4

: ! .
und wenn man den Quohenten]jzlc selzt , auch :
q

P=1lrg ¢ (3}

Es sey nun der durch die Schwere auf die clastische Flissigheit

im Puncte N* (Fig. 53*) hervorgebrachte und bekannte Druck auf dje
Flichencinheit =p‘, und der gesuchte Druck auf den Punct N=p,
ferner sey AY eine durch v gehende lothrechte Linie, NA horizontal
NN=s, W.AN'N=8, YV =%, YA=2, 4 die Dichtigkeit der
Flissigkeit in m, ¢ das Gewicht der cubischen Einheit in de
Punct, also, wenn g die Beschleunigung der Schwere I8E, =g 4,
endlich sey @ der unendlich kleing Querschnitt einer in der Richlung NN
gedachten Flissigkeitsrohre; so ist das Vol

Burg's Mechanik, Suppl-

mselben

umen dieser Rohre bei
33
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m=ads, folglich ihre Masse =a 4 ds und ihr Gewicht =ag 4 ds=
agds, als Druck im Puncte m nach verticaler Richtung. Zerlegt man
diesen Druck nach m N’ und eine darauf senkrechte, so ist der er-
stere = ag Cosads, folglich der Druck auf die Fliissigkeitsrohre vom

Querschnitt @ = afq Cos ads und auf die Flacheneinheit =fq Cos a ds.

Nun ist aber p'=p +fq Cos ads, folglich wenn man diese Glei-

chung, in welcher p die einzige Variable ist, differenziirt:
0=dp -} ¢Cosads und daraus dp=-—g¢Cosads, oder wegen
Cos a iy Cos «
diiE=——
= pds d. i ¥ % ds.
Diese Gleichung innerhalb der gehorigen Grenzen integrirt, gibt:

P, s
el L e lp—lp’=—casas
P k % k

(Gleich. 2) q=% auch dp= —

Cos a
k

2
y

s und wenn ¢ die Basis der natiirlichen Logarith-

oder l!% =
»

Cosa
— s

== k

men bezeichnet,

, so erhilt man endlich

Setzt man Cosa = PRt

) .

p=p'e * ..(¢8) und z—z1=kl%.. @

N
$

Aus dieser Relation (3) folgt, dafs der Druck p nur von dem
verticalen Niveauunterschiede =— %, der beiden Puncte N und N’ ab-
hingig , dieser also in allen Puncten einer und derselben horizentalen
Ebene derselbe ist, oder dafs die Flichen von gleichem Niveau
auch hier (wie es bei den tropfbaren Flissigkeiten von geringer Aus-
dehnung der Fall) Horizontalebenen sind.

7'%7. Aufgabe.

Es sollen die Geselze fiir das Aufsteigen eines Luftballons mit
Riicksicht auf die verinderliche oder abnehmende Dichtigkeit der Luft
bestimmt werden.

Auflosung.

1. Setzt man voraus, dafs die Temperalur und hygroskopische
Beschaffenheit der Luft durch die ganze Hohe, die der Ballon durchsteigt,
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dieselbe sey, setzt das Gewicht der cubischen Einheit der Luft im An-
fangspuncle der Bewegung = ¢’ und den in diesem Puncle herrschenden
Druck der Atmosphére auf die Flicheneinheit = p’, bezeichnet durch
g und p dieselben Grofsen fir eine Luflschichte, welche um die Hohe s
iiber dem Anfangspuncte liegl, und welche der Ballon nach Verlauf der
Zeit ¢ erreichen soll; so hat man zuerst, wenn k einen constanten Er-
fahrungscoeffizienten bezeichnet (vorige Aufgabe, Gleichung 2) p==Fkgqg
und (vorige Aufgabe, Gleich. 3, wegen 2, =0 und x=3s):

o e ¥ oder wegen p==kq und p’= k¢’ auch:

s

g=g's 8. W
Ist @ das Volumen und G' das Gewicht des Ballons, so wirken auf
ihn wiihrend er aufsteigt in jedem Augenblick der Widerstand R der Luft
und das Gewichl G abwirts, dagegen der sogenannte Aufirieb ¢Q

; G
aufwirts. Man darf daher nur in der Gleichung (2) Nr. 262 M=}

und P=¢ 0 — G, oder wenn man auch noch das Gewicht jener
Luftquantitat beriicksichtigen will, welche sich wéhrend der Bewegung
an den Ballon anhiingt, stalt G, G'---6 ¢Q (folgende Aufgabe) selzen
und beriicksichtigen, dafs (Gleich. b, in Nr. 262) BR=a (1} v) v?
und dabei, wenn A4 die grofste Kreisfliche des kugelformigen Ballons

; A ; i
bezeichnet, a==-513 Q'?q-:a(/ ist, wenn man néamlich den constanten

Factor 513 & —4 setzt, und dafs man die kleine Grofse fo= ——
29 1317
vernachlissigen, also B= agv?® selzen kann *).
Dadurch erhalt man aus der genannten Formel (2)¢
G+ 6g0 vdy
g o wv—gova Y
2. Aus dieger Relation (1) folgt fiirs erste, dafs sich der Ballon
mit beschleunigler Bewegung vom Boden erheben und mit einer solchen
80 lange forlsteigen wird, so lange die Resultante der nach aufwiirts
wirkenden Krifte, nimlich ¢0—agv® — G positiv ist, indem dann
auch ds positiv ausfallt. Kommt der Ballon in eine Hohe, fiir welche

ds=—

—

*) Auch kénnte man, um strenger zu verfahren, wie es in Nr. 263 geschehen,
fiir 14 2o ecinen constanten Mittelwerth B= 1+ 18 (V4 ) seltzen,
wobei v die Geschwindigkeit des Ballons fiir die Zeit £=0 und V jene
fir die belicbige Zeit ¢ hezeichnet.

33*
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(a") ¢ 0 — G=0ist, oder befindet er sich gleich von vorne herein in
einer solchen Hohe iiber dem Erdboden, so hat er kein Bestreben weiler
zu steigen und bleibt sonach in Ruhe. Die grofste Hohe, welche der
Ballon erreichen kann, folgt daher aus der vorigen Bedingungsglei-

chung (a’) aus welcher man zuerst q='—65und wenn man diesen Werlh

and 6
in der Gleichung (a) substituirt, 00’=e k oder l091=_':7
und endlich:
L e il g ¥y

erhélt.

Anmerkung Es versteht sich von selbst, dals im Augenblicke als der
Ballon diesen durch die Relation (&) ausgedriickten Hohenpunct erreicht
oder durchliuft, nicht blofs die Kraft ¢0— G =0, sondern auch noch
der Widerstand der Luft @g »* von oben nach unten auf ihn einwirkt, so,
dafs also der Ballon die Hohe s schon mit verzogerter Geschwindigkeit
passirt und daher das Maximum der Geschwindigkeit in einen Punct fillt,
welcher unterhalb der Hohe s liegt. Ubrigens wird der Ballon diese Hohe
s bis zu einem gewissen Puncte iiberschreiten , hierauf zuriicksinken und
so0 in immer enger werdenden Excursionen um diesen Hohenpunct oscilliren.

3. Ist die Geschwindigkeit » des Ballons iuberhaupt nur eine
mifsige , so wird der Widerstand der Lult a¢v® gegen das Gewicht
der vom Ballon verdriingten Luft ¢Q@ nur gering, und da v sehr bald
einen miltlern Werth anzunehmen strebt, welcher sich bei der weitern
Bewegung nur mehr sehr wenig éndert, so kann man in der im Nenner der
obigen Formel (1) vorkommenden Differenz agv®*—¢0=(av*— Q)¢
bei der auszufihrenden Integration, ohne merklichen Fehler das Glied
av? als constant behandeln und fiir v entweder jenen Werth v selzen,
welchen die Geschwindigkeit » am Ende der Zeit ¢ erlangt, oder dafiir
auch den mittlern, zwischen 0 und »’ liegenden Werth £+’ nechmen.

Dadurch wird, wenn man im erstern Falle v, im ]etzlem 1o/ mit
¢ bezeichnet, in der genannten Formel (1):
gl(ac’— 0 g+ 6]ds Glds

G+6¢0

vdv——-

s

y : q T
Nun folgl aber aus der obigen Relation (6) ql—ze“ oder

(4 : :
s=kil -, also, wenn man s als eine Funclion von ¢ belrachtet,
/4

(]s:———kd—(] o> O
q
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es ist daher, wenn man diesen Werth fiir ds in der vorigen Gleichung
substituairt:
gk[(ec*— 0)q+ 6l dg

q(6+ 609
1lac’~—0) g+ 61dg ——Q)q-I—G]dq

(“' 60)

Zerlegt man den Bruch unterm zweiten Integralzeichen in die bel-
den Partialbriiche :

‘60 , @ac®—0—'60

vdo =

und daraus fvv i Ol

, 8o erhélt man

q &
7+, \
v* 9k { 2
o= g Q —{—(ac —16())]v 6{
b +50f
oder, wenn man diese einfachen Integrationen ausfuhrt und moglichst
reducirt :
il 60 609+ 6
a1 4 () )
. A [lq’ 60¢'+ 6

Selzt man, da dieser Welth von v der Endgeschwindigkeit nach
Verlauf der Zeit ¢ entspricht, nach der vorigen Bemerkung , im zweilen
Theile dieser Gleichung wieder v statt ¢ und lost dann die Gleichung nach
» auf; so erhilt man

60g+6GY 0

( 6049+ G)

iy T ,(WH)

O NI6I0.0 6 G
oder wenn man, um die natiirlichen Logarithmen ¢ in Brigg’sche log.
zu verwandeln, Zéhler und Nenner mit dem Modul 4342945 multipli-
cirt und zugleich beriicksichtigt, dafs ¢/= ¢ ist:

60g'+ 6 7
%lag.(,*,) — log. —

2.

[

i 60y +6 7 &
v _—-2!]k‘ TR /‘til ('6()0’-{—(1) (2)
4342085 + 20 5 boy. (554G

durch welche Gleichung also die Geschwindigkeit, so nahe als es hier
nur immer nothig ist, als eine Function der Grofse ¢, d. i. des Gewich-
tes der cubischen Einheit der Luft in der Hohe s ausgedriickt erscheint.

Um also die Geschwindigkeil des Ballons in der Hohe s zu finden,
mufs man zuerst den in dieser Hohe herrschenden Werth von ¢ aus der
obigen Gleichung (@) bestimmen und dann in die vorige Gleichung (2)
substituiren. Es kann noch bemerki werden, dals (aus Gleichung @)
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1%-: %’ also log. Z_=-4342 945% ist. Was endlich die Werthe von

k und ¢’ betrifft, so kann man fiir gewdhnliche, mit Wasser dampf ge-
schwiingerte Luft (welche bei 18° C. 850 Mal leichter als Wasser ist)
nach Nr. 249 (Note) ¥=25932 (14 '004¢) und (§.439, «, wo
man nach den Bemerkungen in Nr. 249 Note, genauer -029585 slatt

1—1——1"065 setzen, wobei ¢ die be-
treffende Temperatur nach der 100theiligen Skala und & den Baromeler-
stand in W. Fuls bezeichnet.

4. Um endlich auch die Hohe s, in welcher sich der Ballon am

Ende der Zeit ¢ befindet, durch diese Zeit, oder umgekehrt, auszudriicken,

03042 setzen kann) ¢'=-029585

hat man wegen d¢= 9;, sofort

Sd,
=[5

und da sich v als Function von s, fiir jeden beliebigen Werth von s
nach der vorigen Bemerkung aus der Formel (2) bestimmen lifst, so
kann man hier mit Yortheil zur Bestimmung dieses Integrales (3) die in
Nr, 255 angegebene Niherungsformel (4) anwenden.

Theilt man z. B. die Differenz s — 0 in 4 gleiche Theile, setzt die-

ser Niherungsmethode zufolge %: y und bezeichnet die Werthe, welche

y fir s=0, s, 33, $s und s annimmt, der Reihe nach durch y,, y,,
Yas Ys» Yy S0 hat man nach dieser genannten Formel :

Sd’
‘=fﬁs=f_2 Wt 44+ 20+ 4y+v) @

dabei ist der grolste Werth, welchen man der Grofse s geben kann,
durch die obige Relation (») gegeben.

Anmerkung. Da fir s= 0 auch =0 und daher », Unendlich, also diese
Formel (4) unbrauchbar wird, so muls man diese Rechnung erst fiir die
bereits eingeleitete Bewegung des Ballons beginnen, und z B. die Zeit
von dem Augenblicke an zdhlen, in welchem der Ballon bereits eine, wenn
auch noch so kleine Geschwindigkeit erhalten hat. Setzt man z. B voraus,
dafs sich der Ballon bereits um 1 Fuls tber den Aufsteigpunct erhoben

habe, so wird man die Zeit aus der Formel t——f — bestimmen, indem

man ohnehin nur Werthe enhalt welche blofs annihernd richtig sind.
Beispiel. Es habe z. B. ein sphirischer Ballon ein Volumen von 10000 Ku-

bikfuls und im gefiillten und ausgeriisteten Zustand ein Gewicht von

6045 Pfund, der Baromelerstand sey 2:3124 Fuls und die mittlere Tem
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peratur der Luft 15°C.; so ist die grofste Kreisfliche A = 561'169,
561169

A
a="'513 "2; =513 > = 46432, ¢’ ="064541 und

k= 25932 >< 106 = 27487'92, folglich damit aus Relat. (&) sehr nahe
s= 1800 Fuls als grofste Hohe, in welcher der Ballon allmihlig zur Ruhe
kommt. In dieser Hohe ist (wenn auch hier die Temperatur mit 15° an-
genommen wird) ¢ = *0604496.

Theilt man nun zur Bestimmung der Zeit, nach der Sémpson’schen Formel
3 1800
diese Hohe § in 8 gleiche Theile (man kann dabei ohne Fehler —— statt

1800 —
e nehmen) und berechnet Z annihernd nach der Formel:

lSOOds 1800
~f P et A0 20, 4k 20, H A0 20 4 4 1)
so findet man fiir =1 aus der Relation («) d. i. aus

s
log g = log ¢’ — ; log e (wobei log ¢’ = 8098325 — 2 und
log e = *4342945) ¢ = 0645382 und damit aus der Formel (2):

ik
9= 11919, also damit den reciproken Werth y, = G ‘8391 Verfihrt

man auf dieselbe Weise mit den Werthen von § = 1%8—00 = 225,
1800 1800 i 1800
T=450, 'T=675 u. 5. W. bis s=8.—§—=1800;s0 er-

hiilt man der Reihe nach folgende Werthe :

fiir wird

s=1, ¢= 0645382, v= 11919, y, = ‘8391
= 225 = ‘0640143 = 102446 y, = 0977
= 450 = '0634925 = 104131 gy, = 0960
= 675 = '0629749 = 102125 gy, = 0980
= 900 = ‘0624615 = 99033 g, ="1010
= 11256 = 0619537 = 95460 y, = 1047
= 1350 = -0614472 = 91417 y, = '109%
= 1575 = 0609463 = 87030 y, = 1149
= 1800 = ‘0604496 = 82353 gy, ="1214

und damit wird aus der vorigen Formel nahe #= 242} Secunde oder
etwas iiber 4 Minuten, welche der Ballon braucht, um in eine Luftschichte
zu gelangen, die in runder Zahl um 300 Klafter iiber dem Aufsteigepunct
des Ballons liegt.

Die hier gerechneten Werthe von » bestitigen das in der vorigen An-
merkung iber die Bewegung des Ballons Gesagte vollkommen, und man
sieht, dafs der Ballon jene, um 1800 Fuls iiber dem Aufsteigepunct gele-
gene Luftschichte anfangs noch mit einer Geschwindigkeit von etwas
uber 8 Fufs passirt, um hierauf wieder bis in diese zuriickzukehren.
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Setzt man in der obigen Relation (¢) fiir ds den Werth v d¢, so erhilt

k dg
man df = — 7 q-, daher, wenn man o als constant ansieht :
(= k(g k(g & i
0 g iy POy SR R

Nimmt man fiir ¢/ jenen Werth, welcher der Hohe von 1800 Fufs ent-

‘

A ! q
spricht, so ist / ;= ('8098325 —2) (7813935 — 2) = "0284390.

Wiirde man nun fiir » den miltlern Werth nehmen, welcher der vorigen
Reihe von # = 1024 bis » — 899 entspricht, d. i.

763975
v
fiir die Zeit finden, welche der Ballon braucht, um von der Héhe von
225 I'ufs auf jene von 1800 Fuls zu gelangen, so, dals er fiir die ersten
225 Iuls (die Zeit fiir den ersten Fufs nicht gerechnet) nahe 2421 — 188% =
54 Sccunden bendthigte.

= 955 setzen, so wiirde man annihernd £ = 1883 Secunden

7S. Aufgabe.

Die Schwingungszeit eines Kugelpendels zu bestimmen , welches
in einem widerstehenden Mittel, z. B. in der Luft, oder im Wasser
schwingt.

Auflosung.

1. Bezeichnet man iiberhaupt, ohne Riicksicht auf die Form des
Pendels, dessen Volumen mit 0 und Dichtigkeit mit 5, so wie die Dich-
tighkeit des betreffenden Mittels, in welchem das Pendel schwingt, durch
A; so ist die absolute Masse des Pendels — Q0 , dagegen dessen re-
lative Masse, deren Gewicht die Bewegung des Pendels in der Flis-
sigleit bewirkt (a) . , M=0Q(0—A) *.

Bezeichnet man ferner das Moment der Triigheit des Pendels in
der betreffenden Flissigkeit und auf die Schwingungsachse bezogen
durch M, so ist, da die absolute Masse Q5 des Pendels von der Fliis-
sigkeitsmasse Q‘A begleitet wird, wenn nimlich Q' das Volumen dieser
Masse bezeichnet, dessen Werlh allgemein in der 75. Aufgabe, durch
die Relation (m) gegeben ist, sofort M gleich der Summe der Trigheits-
momente beider Massen @5 und Q’A. Nun ist, wenn a den Abstand

s I N

*) Es ist nimlich 08¢ das Gewicht des Pendels im lecren Raume, folglich,
weil 08¢ das Gewicht der verdriingten Fliissigkeit ist, sofort 0 (83— a)g
das Gewicht des Pendels in der betreffenden Flissigkeit.
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des Schwerpuncles des Pendels von der Schwingungsachse, und Q s m?2.
das Moment der Trigheit des Pendels in Beziehung auf eine durch den
Schwerpunct mit der Schwingungsachse parallele Ache bezeichnet, fiirs
Erste das Moment der Trigheit der Masse Qo gleich @ (a® - m?).
Um ferner das Moment der Triigheit M’ der Masse QA zu finden, kann
man annehmen, dafs, so wie es bei der geradlinigen Bewegung der Fall,
auch bei der kreisformigen Bewegung, das Volumen @ des Pendels,
von jenem Q' der Flissiglkeit so umgeben werde, dafs beide Volumina
dieselbe Achse und denselben Mittelpunct der Figur haben; dann ist,
wenn (Q 4 0 Am’* das Moment der Trégheit der Masse (0 - 0 A
in Beziehung auf eine durch den gemeinschaftlichen Schwerpunct ge-
hende, mit der Schwingungsachse parallele Achse bezeichnet , sofort
A0+ 0) (a®*+m'*) =4 0(a*+m? + M!
folglich ~ IM'=A(0 + 0) (a* 4 m'®>) — A 0 (a®+ m?).

Mit diesen Werthen ist endlich das gesuchle Moment der Trigheit
des Pendels in der betreffenden Fliissigkeit genommen, wenn man noch
der Kiirze halber

a*+ m’*
a® +m?
M=0s@*+m® [A—1)0+cf(0+ 09]
oder, da @ gegen diec Dimensionen der Volumina Q und 0+ 0/, folg-
lich auch gegen m und ' gewohnlich so grofs sind, dafs man ohne
Fehler ¢ =1 selzen kann, auch
M=0oa*+4+m? (Q40) ... (1)

2. Geht man jetzt speziell auf das Kugelpendel iber und
nimmt an, dals die Kugel, deren Durchmesser = D und grofste Kreis-
fliche  D*z = F seyn soll, an einem so diinnen (undehnbaren) Faden
aufgehangen sey, dals man dessen Gewicht und Widerstand unberiick-
sichtigt lassen kann, setzt ferner nicht gar zu kleine Schwingungsbogen
voraus, in welchem Falle man den Widerstand des Mittels dem Qu a-
drate der Geschwindigkeit proportional zu seizen pflegt; so kann
man nach Duchemin (74. Aufgabe, 2. Auflosung, Relat. 1) den Wi-
derstand der Kugel bei der kreisformigen Bewegung (da dieser bei der

a
=lcifuind 5 = setzt, sofort

geradlinigen Bewegung 73. Aufgabe, 2. Auflosung, = 2kyF ;7 is)
durch
32488 2

seushoipli)
R 515111‘2!/ [l_l_li(a—s)
ausdriicken, wobei (74. Aufgabe, 2. Beispiel)
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x=31D, 3=;_ﬂ‘2€=§§’ k=1-2824 (§.359) y=gA das Gewicht
der cubischen Einheit der betreffenden Fliissighkeit , und @ der Abstand
des Mittelpunctes der Kugel von der Drehungs- oder Schwingungsachse
ist. Mit diesen Werthen wird auch, wenn man, was hier hinreichend
ist, @berall nur 4 Decimalstellen beibehal :
1'2667 D
R=- 22 behies o b 2
00650y D2v (l+a—'21220) @
8. Um nun die Differenzialgleichung fiir die Bewegung dieses Pen-
dels aufzustellen, hat man zuerst fiir die kreisformige Bewe-
gung (Aufgabe 48, Gleich. 1) die Relation:

W%:f(mY—yX)dm,

wobei die Rolationsachse in die Coordinatenachse der = fillt, und X,
Y die beschleunigenden Krifte bezeichnen, welche parallel mit den
Achsen der & und y auf das Massenelement dm einwirken. Nimmt man
im vorliegenden Falle die Achse der y in lothrechter Richtung und zwar
im Sinne der Schwere, so wird, da g die Intensitit der Schwere be-
zeichnet, sofort X=o und Y =y, folglich

dw
71_t=9f$dm’

oder wenn man die Abscisse des Schwerpunctes des Pendels durch o,
und dessen gesammte Masse durch M, bezeichnet, wodurch (Nr. 33)

f.z' dm =2, M, wird, auch

m %’—l;= gM, z,.
Bildet der Pendelfaden im Augenblicke als die Oscillation beginnt,

mit der Verticalen oder der Ebene der y= den Winkel a und am Ende
der Zeit ¢ jenen ¢, so ist die Winkelgeschwindigkeit des

; d
Schwerpunctes in diesem Augenblicke w = — ﬁ, also dessen abso-
s . d
lute Geschwindigkeit v =aw=—a cTtg , und daher wegen

x,=aSing, auch
2
— 93?37?=_anlSin9.
Mit Riicksicht jedoch auf den Widerstand, welchen das Pendel
zu iberwinden hat, mufs man in dieser Gleichung fiirs Erste statt der

absoluten Masse M, die relative M [aus («)] und ferner gM Sin ¢ — R
stalt gM Sin ¢ selzen, indem es eigentlich diese Differenz ist, welche
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hier die bewegende Kraft des Pendels bildet. Dadurch verwandelt sich
die vorige Gleichung in die nachstehende oder gesuchte Differen-
zialgleichung der Bewegung:

o 9)?% =(gM Sing — R) a
oder was dasselbe ist, in jene:

d* ag 1[
F RN, + g)« R0 (3)

4. Diese letatere Glelchung mit 2de multiplicirt und integrirt,

gibt
QayM aR
(&) 228 cay G ot O
wobei C' die unbestimmte Constante bezeichnet; um diese zu bestimmen,
da

bemerke man, dafs fir ¢= 0 erstlich ¢ = a und dann auch —t ik g 0
seyn mufls, so, dafls also
o R 2agM
0= __21:;& Cosa -I—aﬁ a— C oder C=— (;J.Z Cosa— %q-a
folglich

) —Zq—(Cosqa——Cosa)-l—-@——a) LY,
ist.
Aus dieser Gleichung lifst sich die Winkelgeschwindigkeit des

Pendels (d. i. von dessen Schwerpunct) in jedem Augenblicke, je nach
der Position seines Schwerpunctes bestimmen.

Zusatz. Reducirt sich die Kugel auf ihren Mittelpunct, also die
Masse M, auf einen materiellen Punct und setzt man den Widerstand
des Mittels R =10; so erhdlt man das einfache, im leer en Raume
schwingende Pendel. Da nun fiir diesen Fall M, =M und M=Ma*=00a*
ist, so folgt aus der obigen Relation (1), wegen Q'=0 sofort auch
m=0 und damit erhdlt man, aus der vorigen Gleichung (4), da auch

( )
dz

= et WA LV dt_—_—\/l.-—d?—.
29 (Cos ¢ — Cos «) 29 (Cos¢— Cos o)
Nun ist, da man fiir kleine Schwingungsbogen die vierten und
hohern Potenzen von ¢ und « vernachlé%igen kann,

Cosp =1 _f und Cosa=1— —, folglich
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ds shg do
v (Coso— Cosa) (a_’_?_’)
‘/ Dot o0

und daher, wenn man diesen Werlh substituirt und integrirt :

a2
Z“‘/ w(a —w_‘/ f\/(a — %)

a 7w
und wegen T —arcSiny, auch ¢— \/- e
-} \/(az . 92) a2 g2

s0, dals also die Schwingungszeit des einfachen Pendels, im leeren
Raume

T=2(=x ‘/: wird (Nr. 59).

5. Geht man auf die Gleichung (3) zuriick und substitnirt fir B
den Werth aus der Relation (2), setzt aber darin Kiirze halber:

1°26670D
. D2 ek .
006508 ( B omg) S M
o, 1 do
also R=pv?; so erhilt man, wegen v——;—; ——fd—t- sofort:
deo agM . aty dp?
— i st = . s 5
a w P T @)
oder, wenn man durchaus mit 2 dy multiplicirt, auch
2a’p d?
2 { o — — - S v d by
d 3 d[, gy o 08 + “ap. G P

Wird diese Differenzialgleichung integrirt und

ds de? _dz
fdl‘ i LT B ditTE dp
geselzt, so erhdlt man ganz einfach :
dy  2agM 2a’y
—5 Cos T
als eine linedre Gleichung der ersten Ordnung, diese nimmt die Form
2a4°p

d.‘/—-T!/d?= .D‘ CO-*P“?
oder , wenn man
_2\;EF=P und 2{;)‘? Cos 9 = Q selzt, jene

dy+-Pydy=0dy
an, welche sich ganz einfach (Comp. §. 847) integriren lLilst. Es ist
namlich das allgemeine Integral

yz__e—SPd'f(J’eSPd? 0dg -+ C)
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oder we, dp=———|d e SBEY - e
gen | Pdep = ™ p= m = 1 ¢, wenn man
3
namlich %E =p’ setzt, auch
3

y=ep?(2~£:;—t/—1{ e_p?Cos‘pdp—l-C):

M i, gl
e _l_Q”_g_IeP"fe ¥?cos e do.
pAS
Setzt man zur Bestimmung dieses letztern Integrals ¢ V'=a,so0

wird fe—}Ll?Cos ¢dy =fa?Cos ¢dy, und da

2
fa? Coso do =#‘ (la.Cos ¢} Sing ist*), so hat man, wegen

la=—p':

fe_P/?Cos d —L_—i (Sin ¢ ‘Cos ¢)
it e +p )2 7
folglich ist, wenn man substituirt und reducirt :
2agM 1
y=_Ce ”—i— s (Sing— ' Cosg).
M ek 1
Wird diese Gleichung nach ¢ differenziirt und selzt man fiir i—z
e

. dof . ; ; ;
wieder den Werth izuruck s0 erhilt man endlich die Gleichung
QagM 1

‘o e ‘S
e mowe P R T (Cosg ' Sing)
als erstes Integral der obigen Differenzialgleichung (5) in endlicher Form.

Zur Bestimmung der Constante € hat man fiir ¢ = a sofort 91_;_’ =
(@

2 ¥ oM 1
folglich R AL Cos ‘ Sin

g e L IE T (Cos e uSin)

- b x X, Ay

“) Es ist nidmlich (Comp. §.814) | X¢a dz = ol Xa“dz, und

dx [? Cos

dabei ¥ — , folglich fa‘? €085 do = L f (T Sine dp =
a® Cos ¢ L a® Sin [ 1. ? ]
g 7 7 [ 1o lu at (s de | und daraus

1
ﬂt? Cos d9(1 + l’_a) = l’—a (la. Cos o + Sing) oder endlich

?
Q « : :
fa Cosde = 1% Pa (la. Cos g + Sin ¢).
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2a9 M 1 2y
oder ;A’C:—-gj‘g— ,:P—A(Cosu—{—p’Sina)e 2

es ist daher, wenn man diesen Werth substituirt, allgemein fiir jeden

beliebigen Zeitmoment :

de? QagM s A —pia—oa)

W AW Cos ¢ p' Sing— (Cosa - i/ Sina)e ]
(6)

6. Fir den tiefsten Punct hat man aus dieser letzten Gleichung

wegen ¢ =20:

ds? 2ag M o — pla

= G [1 — (Ooga{s FASina)e ]
als Quadrat der Geschwindigkeit des Schwerpurctes des Pendels in die-
sem Puncte, welche sofort kleiner als in jenem Falle ist, in welchem
das Pendel im leeren Raume schwingt.

Das Pendel steigt also mit dieser verminderten Geschwindigkeit
auf der andern Seite bis auf eine Hohe, welche um etwas kleiner als
jene ist, von welcher es herabgegangen. Bezeichnet man den entspre-
chenden , entgegengesetzten Winkel von ¢ durch —a,, so mufs dafiir
3;?=__ g—% =0, folglich, wenn man diesen Werth in der vorigen
Gleichung (6) substituirt:

Cosa, — p/ Sina, = (Cos a + p'Sina) e ! Gl

oder auch
(Cosay,— p' Sina,) e (Cosa—- p! Sin a) e seyn.

Entwickelt man die Exponentialgrofsen nach Potenzen von p/, lifst
aber schon die zweite Polenz dieser sehr kleinen Grofse aus, so erhilt
man :

(Cosay—p' Sina,) - (Cosay— p/ Sina) a p' =
(€08 a+ p’ Sina) — (Cosa —+ ' Sina) ap’ *)
oder, wenn man nach p/ ordnet, niherungsweise :
Cosa;— (Sina;— a, Cosay) p’ = Cos a - (Sina — a Cos a) p’

Da nun der, dieser Gleichung entsprechende Werth von o, nur
schr wenig kleiner als « ist, so selze man a,=—a — & und vernach-
lissige die Glieder in 6% und s, so erhilt man:

d8ina=2p/(Sina-—a Cosa)

o

. T
*) Es ist nimlich nach der bekannten Reihe von e =1 -+ = + 12 T

" §5 8
sofort et %=1 +oap und e F%=1— ap’ zu setzen.
L 1y
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mithin, wenn man daraus 5 bestimmt und den Werth in die vorher-
gehende Relation setzt :

2p
—a— ——(Sina—
A a( in a — a Cos a),

als jenen Werth des Winkels ¢, welcher am Ende der ersten
Schwingung Statt findet. Sind unbeschadet der gemachten Yoraussetzung
(von nicht zu kleinen Schwingungen) die Oscillationen noch so klein,
dals man die vierten und hoheren Potenzen von a vernachlassigen kann ;
so geht der vorige Ausdruck iber in den einfacheren:
ay=a—2pa?,. (D

bezeichnet @, den Winkel der z weiten halben Schwingung, so wird
a, aus a, eben 80, wie a, aus a gefunden; es ist nimlich

a, —al ——y’uz el (8)
und eben 80 ist ay==a, —3 p'al U. 8. W.

7. Um endlich die irgend einem Winkel ¢ entsprechende Schwin-
gungszeit ¢ zu finden , miifste man den aus der Gleichung (6) zu bestim-
menden Werth von ¢ integriren; da es sich jedoch hier nur um kleine
Schwingungsbogen handelt, so kann man sich dafiir eine hinreichend
genaue convergente Reihe, und zwar auf folgende Weise verschaffen.

Da némlich ¢ eine Function von ¢ und « ist, welche sich fiir
a =0 auf Null reduciren mufs, so kann man

g=9¢a+g,a’+pga’®t . . (9
setzen, wobei ¢,, ¢, .. von « unabhingige Coeffizienten bezeichnen.

Aus dieser Anmahme folgt, wenn man durchaus die dritte und hohern
Potenzen von a auslafst:

dp Y i1s fdot o dio L Al o S0P
(dt) = dz ) b ds? = dl’ + de?
3

Sin?=9—{—é—|—. . =ag,}a’g,.

Substituirt man diese Werthe fiir :t und Singe in der obigen

Gleichung (5), ordnet beiderseits nach Potenzen von « und setzt dann
die gleichnamigen (weil von a unabhéngigen) Coeffizienten einander
gleich, so erhélt man
d?o. agM d’e, a’prdo,\?2 agM
= =5 (F) 5 % a0
Wird die erste dieser beiden Gleichungen, in welcher wir der
Kiirze wegen

oM
B =ATTan
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setzen wollen, mil 2dp, multiplicirt und daun integrirt, so erhilt man

(l? 2
_l. — C e @ 2.
de ) A
Zur Bestimmung der unbestimmten Constanten bemerke man iiber-
oo ds
haupt, dafs, damit fir =0 auch d_; =0 und ¢ =« seyn kann, sofort

(wie aus Relat. 9 folgt) ersilich die Anfangswerthe von ¢,, ¢, .. sowie

d¢ d : 3

d:* 4 d;? - . dafiir simmtlich Null seyn miissen, dagegen ¢, =1 und
d :

d; =0 werden mufs. Es ist daher

O d?l 3 2 o
C= A4, mithin ((F) =Al0—¢)) d i

de,
=id¢\ /A,
VA= %

folglich , wenn man abermals mlegnrl:
arc. Sing, = (\/A - C
und nach der vorigen Bemerkung are. Sin 1 — C=;i
arc. Sing, = —T'— ol GagA
oder —Sm( -H\/A) =Cost\/4 . . (12)
daraus folgt %: —\/A.8ine\/A und (:Vﬁ) =ASin*t\/A

$0, dafs mit diesem letziern Werthe, die zweite der vorigen Gleichun-
gen (10) tbergeht in jene

2 3
o 2P A Sin%e\/A— Ag, .. (18)

, mithin

dz* N
oder auch in die Gleichung
)

a’p k
(—JZT —I—A?z == Q-S_':ACI— 00625\//1)
Wird diese Gleichung (13) integrirt und werden die Conslanten
dabei so bestimmt, dafs fir =0 sowohl ¢, =0 als auch %;3 ==l

wird ; so erhilt man

B B ¥
Ppliny ‘£6‘052£\/A—2—Cost\/A"") S (AN

8
(74 T
wenn man néimlich noch Kiirze halber “- J_ , also E)J—ZT selzt,
|
&7 TR R
) Setzt man nimlich indels Ca =Y l=2% uml JT B, so crhilt die

genannte, zu integrirende Gleichung die Form :
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Setzt man diese fir ¢, und ¢, gefundenen, in den Relationen (12)
und (14) ausgedriickten Werthe in die (aus 9 folgende) Gleichung

Y ;
i + Ay= BSin’x /4,

da
oder, wenn man £ /A= a, also dT= ﬁ setzt, auch:
d’
i + Ay = BSin*a,
oder, wenn man :i = @ und Z statt « setzt, endlich
&y
dz?
Um nun diese Gleichung zu integriren, setze man:
y=7x5. . *(0)

y=asSin'z .. (@)

so wird:
dy dz 4y d’y d’l drds a'y A
e de +zd1: und dz’=de’+2dzd.1:+zd$" ()
Dieser Werth in der Gleichung () substituirt, gibt, wenn man noch
asim*z—X". i (d)

b ((_i_’i B d¥ds dsil
setzt, sofort: dz,-i—z) +2dz‘dz+zdx’=X

Bestimmt man nun, was, wie wir sehen werden, immer moglich ist
2 80, dals

2
(F-i—z:O.. (e)

wird , so geht die vorige Gleichung iiber in

d¥ dz ay
iz de T2 = 4
dr
oder, wenn man - )
AN S B
setzt , wodurch T wird, in jene
ar ads X
dz "zdz 2
oder endlich, wenn man
2ds X
;;L_T=P und ;= e ()

setzt, wobei P und @ bekannte (oder leicht zu bestimmende) Functionen
von Z sind, in die Gleichung

dr !

‘E-l- RY =0 (/)

Hat man aus dieser Gleichung ¥ gefunden, so folgt aus jener (/) :
Burg's Mechanik, Suppl. 34
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5b=agol+a2;2, so erhdlt man nach einer einfachen Reduction und

B
WEgel = die Gleichung :

9)\ )

}’=fY’d.E+ C und dann ist (Relat. )

y=)’z=z[f ‘dz—f—C]. . (D

Um nun zuerst 2 aus der Relition (e) zu finden, multiplicive man
diese Gleichung mlt 2dz, so folgt nachdem man integrirt hat

dz dz
(dT» v (6, —2% il
wobei ¢, die unbestimmte Constante ist. Wird diese lelztere Gleichung
abermals inlegrirt, so erhilt man

k]
e Sin—,— =& +c
a Ve =Gy
oder, da fiir £ =0 auch 3= 0 seyn mufs, folglich dic Constante c.=0
3 3 ;
ist, auch arce Sin 76- =z oder ——— = Sinz d.i.

1 1
3= /¢ Sinzx . . (k)
) dz
Aus dieser Gleichung folgt P Ve, Cosz und daher aus (g):
P =2 Cotz und (mit Riicksicht auf die Relation d)

a
0=~ Sine;

Ve
Es ist also del‘ = 2] dz Cotx = 21 Sinz, und wenn man
S'P dx 1 Sind P dx
e =e =w selzt, wegen w= Sin*z, sofort e = Sin*z
__Spdx 1
und e = .5, folglich ist weilers:
sSin*z’ 08

‘SP dx a
Qe de = Sin®zdx = — —— (2 Cosz - Cosz Sin in)-1.¢
Ik i e et +

(Comp. §. 820, lmm. 7). Nun folgt aus dc Relation (2), wie obn
—= QB dx P dx
(Comp, §.847) V' =e § (j Qe dzr + F) , also isl, wenn man

diese eben gefundenen Werthe subslituirt :
a 2Cosw

5 e, —]—l’osr)-{-

3.ve \Sin‘z Sin® z

uud daher

y J} Cos z dz i) oil )+ Cdz. P
— v e ——— @ i
i 3 \/[ j( Sin*z + R Sin*z

= isrea il — =N C.Onf D,
:f 3 \/ ¢ (Qm Sin :L') 4
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?_( __,_55)_\ )CM\/A 2+ Tmu2c'(;s2z\/A (15)

wobei noch p den in (s) (Absatz 5.) angegebenen Werth hat und
ag M
m

8. Wegen u—_—_—ag—gist, wenn man die vorige Gleichung (15)

(Relat. 11) ist.

: i : d; ;
nach ¢ differenziirt und den Quolienten —" bestimmt , sofort:

v=a\/A.(a —“a)Sznt\/A—[——uz\/A Sin2 t\/A.. (16)

Da am Ende einer jeden Oscillation oder Schwingung v =0 ist,
s0 erhélt man fiir diese Momente aus der vorigen Gleichung, wenn man
2 Sint\/A.Cost\/A slalt Sz‘n2t\//l setzt und mit « a\/4 abkiirzt:

0—( —3&- a2 ‘U—‘—ﬁn Cos[\/A)S/nt\/A
Da nun a ein sehr klemer Winkel ist, so kann der erste dieser
beiden Facloren nicht Null seyn, dagegen wird es der zweite Factor
und zwar fiir die Werthe von (\/A =10, ~, 2 ~..n=; es folgt also,
dafs das Zeitintervall T zwischen zwei unmillelbar aufeinander folgenden
Geschwindigkeilen Null, d i. die Schwingungszeit 7" oder die Dauer
einer vollen Schwingung erhalten wird, wenn man T\/ A=~ selzl

Endlich folgt mit diesen Werthen von 2 und ¥ aus der Relation (¢):
a
Y= Sin*z) — C /¢, Cosx.
Zur Bestimmung der Constanten € und ¢, hat man, da fir £=0

d ; . ;
sowohl ¥ = 0 als auch d—i = 0 seyn mufs, die beiden Bedingungsglei-

2a
chungen 0 = Farih Cy/¢, und 0 = 0, folglich ist aus der erstern
2a ) , 24 1—Cos2x
Cye= b und damit, wenn man auch gleich Sin*z = ——=——=

setzt und gehorig reducirt :
a a 2a
Y= + ECUSQ.T L Cos x.
Stellt man endlich die Werthe fir «, , ¥ wieder her, d. i, setzt man

B
4 sttt @, ty/ A slatt z und ¢, statt ;5 so erhdlt man die oben angege

bene Integralgleichung (14):

B B .
Py = QA-I—MCos tv/A -

Wl

=&

Cost /4.
B4
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(indem man z.B. £\/A4 von (n—1) = bis n = nehmen kann), wodurch

man T=7ﬂvA, oder wenn man fir A den Werlh aus Relat. (11) her-

stellt, d.i. A= (—l-g)—;i[setzt, auch :

M
T m geRa )
erhilt.
Zusatz. Schwingt dasselbe Pendel im leeren Raume, so haben
I und M dieselbe Bedeulung wie in §. 170 und das dortige @ ist hier
=ua, folglich ist, wenn fiir den leeren Raum I und M in M’ und M-

iibergehen, die Schwingungszeit im leeren Raume :

ml
=
”‘/ay/l[’ ?

und da, wie man aus den Relationen (1) und (a) ersieht ¢ > M’ und
M <M ist, so folgt, das der Widerstand des Flissigen auf die Schwin-
gungszeit eines zusammengesetztenPendelskeinen andern Einflufs
hat, als dals das Moment der Trigheit desselben elwas grofser und des-
sen Gewicht (g M) elwas kleiner, dadurch also die Schwingungsdauer
T selbst etwas grofser als jene 17 wird.

Fiir das einfach e Pendel dagegen wird in beiden Fillen I = Ma?,
folglich die Schwingungszeit in dem widerstehenden Mittel

a
T—r V—,
g

eben so grofs, wie im leeren Raume, so, dafs also der Widerstand der
Luft oder der Fliissigkeit iberhaupt auf die Dauer einer gan zen Schwin-
gung bei diesem Pendel keinen Einflufs hat.

Gleichwohl wird durch diesen Widerstand die Zeit vergrofsert,
welche das Pendel braucht um den tiefsten Punct zu erreichen, d.i. bis
¢ =0 wird ; bezeichnel man némlich diese Zeit durch ¢/, so hat man
aus der Relation (15):

0=(a-——3&£l-1 )Coet’\/A—l—}Ls)T 2—{- ‘JJ‘ "’00325\/A

Da nun, wie man sieht, der kleinste Werth von ¢\/A, welcher

. . . . 3 a3 2
dieser Gleichung Geniige leistet, sehr wenig von o abweicht, so selze

man tN/A=—

wobei & eine so kleine Grofse ist, dals man 6% und « & vernachlissigen
kann. Dadurch erhilt man:
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Cost'\/A = Cos (90°+} &) = — Sind=—25
und Cos2¢/\/A= C0s (180°— 2 6) =— Cos25=1,
folglich nach der vorigen Gleichurw

— }L(ls 2
0=—ad +; 29)‘ e
3
und daraus == p;\ ——(X;—;;H %%)T

also damit

—GHEWA=VA0HE) - o

oder da fiir das einfache Pendel M = M« und - = L —_ -

lbl end-
g
lich dafiir T V & ( 42 grz;;)

wihrend im leeren Raume ¢= o—!/; ist.

Selzt man den vorigen , in (n) ausgedriicklen Werth von ¢ in die
obige Gleichung (16) von v, so erhilt man, da man nahe

Si1zt’\/A=.—Si1z(l+2Pa a) —=—1 und

Sin2t /A= Sin ( +2 34 ) 7==0 setzen kann, sofort nahe

genug die Geschwindigkeit im tlefbten Puncte :
wg o ( o i a’
v=a ==

m ER)
wihrend diese im leeren Raume durch
ag M
p=aa

M
und fiir das einfache Pendel (wegen MM = M a?*) durch:

v=a\/ag A ()
ausgedriickt wiirde.

Bezeichnet man endlich den Winkel ¢ fir das Ende der erslen
Schwingung durch — a, , welcher Werth sofort der Zeit ¢\/ A==
entspricht, so erhélt man aus der Gleichung (15) nach einer einfachen
Reduction :

ay =ass gElat il (18)

; ; ; 24°
welcher Ausdruck mit jenem in Relation (7) ( wegen p/ = Wp
vollkommen tibereinstimmt.

Anmerkung. Der vorige Ausdruck fiir den Winkel «, ist den Versuchen
zufolge aus dem Grunde etwas zu grofs , weil die Geschwmdxgkext des



Pendels im Anfange und am Ende einer jeden Schwingung sehr klein lst
und in diesen Momen(en auch noch der von der Zihigkeit der Fliissigkeit
herriihrende Widerstand in Rechnung gebracht werden mufs. Nach Duche-
min mufls man, um den Beobachtungen des kugelformigen Pendels im
Wasser und in der Luft annihernd za geniigen, statt des obigen Coefti-

zienten 5 =1'33, jenen 1°5486 nchmen, also

P-(l"a
= (1 — 1'5486 m #2519y

setzen,
Beispiel 1. Bei einem Versuche von Dubuat iber die Sehwingungen des
Kugelpendels im Wasser, war fiir die erste Schwingung D = 2645 Zoll,

)
a =36 637 Zoll, i 11°057 und @z = 12 Zoll. Nun ist fir die Kugel

tberhaupt @ = § =2 und (75. Aufgabe, Relal. ¢) @' =t = D® oder

%‘ =6, und in der Relation (1) dii. in 9% = @3 («®+ m?) (l +7 %)
2 ] lif 1 2 J i 1

sofort m° =2 T T N T nd" A= S0 ymbsgi
nach der vorigen Formel (19), wenn wan davin fiir u den Werth aus der
Relation (s) (in 5.) und dabei Yy =¢34 =23024 selzt, weil hier das
franzosische Fulsmals zum Grunde liegt, sofort
1°5486 >< "00650 >< 30°2 V* a® ‘o A ( 12667 D )

a

0(a’ +m)(1+/0) 11—')1m10

und wenn man diesen Ausdruck berechnel :
@, = 24670 oder @ae, = 90381 Zolle.

Die Beobachtung gibt dafiir ¢ @, = 925 Zoll, so, dals also der berech-
nete Werth bei dieser Grofse des mulus.c:gemiul Bogens von « = 18°46’
um ‘212 Zoll kleiner als der beobachtete ist, wihrend diese Formel die
Beobachtungsresultate fiir kleinere Bogen von «, wie z B. von 6° abwiirts,
sehr genau wieder gibt. Duchemin findet fiir dasselbe Beispiel :

@a, = 8995 Zoll, welcher Werth jedoch schon aus dem Grunde etwas
unrichtig ist, weil er in 2* den Durchmesser mit dem Halbmesser ver
wechselt und m* = D slatt 27? selzt,

es wird also

2

Beispicel 2. Bei einem andern von Dubuat angestellten Versuche, wobi
die Schwingungen des khugelpendels in der Luft Stalt fanden, war
b)

D = 40416 Zoll, a= 36535 Zoll und = 11°33. FLiir den Werth von

@2 =12 Zoll gab die Beobachlung @e, = 10'00 Zoll und die Rechnurg

10°005 Zoll, was also eine schr gute Ubereinstimmung nachweiset.

9. Nimmt man den Widerstand des Fliissigen blofs der ersten
Potenz oder der einfachen Geschwindigkeit des Pendels proporliona
ap, so slimmen die berechnelen Werthe mit den beobachteten nur so
lange iiberein, als die Schyingungshogen kleiner als 2¢ Minuten sind,



Man nihert sich jedoch der Wahrheit weil mehr, wenn man den
vollstandigen Ausdruck des Widerslandes anwendet, in welchem nin-
lich ein Glied, welches der zweiten Polenz,, und ein Glied vorkimmt,
welches der ersten Potenz der Geschwindiglseit proportional ist.

Mit Riicksicht auf den Umstand, dafs der Widerstand bei mehre-
ren unmittelbar aufeinander folgenden Pendelschwingungen ctwas grofser
als bei der gleichformizen, continuirlichen Kreisbewegung ist, selzt
Duchemin dicsen Widersland:

R=pga(da«—+ B\/(Lg)
wobei p den in der obigen Relation (s) ausgedriicklen Werth, (Relat. &)
a\/ag die grofste Geschwindighkeit, welche das einfache Pendel von der
Linge a im leeren Raume (im tiefsten Punct) erlangt und endlich A und
B zwei Conslanten bezeichnen.

Die Differenzialgleichung fiir die Bewegung des Pendels ist unter
dieser Yorausselzung (nach der obigen Relation 8):

2

= %{f = %’f [MSiny —pa(das+B\/ap] . .
woraus man fir den aufsteigenden Bogen a, , d.i. fir den Werth von
— . am Ende der ersten Schwingung und fiir die Dauer 7' dieser Schwin-
gung bezichungsweise evhill:

nlzn[l - %(Aaa—}— B/ag) ] S g5
und T:ﬂ‘_ ;qui;[ b Gp)
wenn man nimlich den Sehwingungswinkel « so klein vorausselzt, dals
man ohne Fehler schon dic vierle Polenz von « und ¢ vernachlassigen
kann *).

) Multiplicirt man ndmlich die obige Differenzialgleichung («) mit 2 d¢, in-
tegrirt und bestimmt Jie Constante so, dafs fiir ¢=a der Quolient

3‘—; =0 wird, so erhiilt man ganz einfach :
:f;’ = 2(;)?’” [(0033:— Cos ) — %a(Aaa—kB\/(ly)(a——?)J
2
oder, wenn man nach der obigen Bemerkung Cos¢ = 1—--;;— und
ﬂ’
Cosa =1 — 7 setzt, auch:
dg* -~ ag ¥

2w i
F= W a’—¢ 'Ea(A(la—i—B\/(Ly)(a——'r)J.,(w)
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Setzt man fiir die nte Schwingung :
LA a[l —n. 2—;; (Aaa -}—B\/ag)]*) e o )
p -
und bestimmt die Constanten A und B dieser Formel aus den Borda'schen

1 1
v & = =54171 L ARSI
ersuchen, so erhélt man 4 — heT und B = oot

Anmerkung. Bei den hier erwihnten Bordwschen Versuchen bestanden
die Schwingungen des Kugelpendels in der Luft in 12 aufeinander folgenden

=02379.

de
Am Ende der ersten Schwingung st ¢ = — 2, und d_j =0, folglich

ag M 2p ¥
0= m (a—l—az‘)[a-a1 - Ia(,‘iaa—FB\/ag)J

1 ag M !
und wenn man mil dem Factor m (a2 + a,), welcher nicht Null wer-

den kann, abkiirzt und «, bestimmt, sofort :

2
a, =a[1 — ‘T;L(Aaa-f-B\/ag)],

Was ferner die Schwingungszeit 7 betrifft, so folgt zuerst, wenn man

b 2pa agM
der Kiirze wegen 7 (Adas+B/ag) =g und W =N setzt,

aus der vorigen Gleichung (w) (da dy und d# verschiedene Zeichen erhal-
ten missen) :
F %R sauas
VIE = —q(a—g)’
Ferner ist (Lehrb. 1], S, 312, loun 2%)%

Ndt=

2 dz cT—b
\/(a—i—b.z'—c.z,") \/cawbm ——“\/(4 +(;’)+C
folglich, da hier ¢ = a*— ga, B=¢q und ¢ = 1 ist, sofort :
v |
Nt = C— arc Sin m =C—arc Sm(
Um die Constante € zu bestimmen, hat man, da fiir g=u, =0 N
@ s & 4 0 29
C=arcSin1= 70 folglich allgemein V¢ = oo -are Sin (Qa— q)
und da fir ¢ = — 2 =g —a die Zeit £= T wird, sofort:
= o (o a——q)° 7 kd k3
VT_T — arc Sin e =-dJwcSinl=—-4 - =
2u-—-¢q 2 9 i @)

Aus dieser Relation folgt endlich, wenn man fir # den Werth wieder

herstellt ;
‘/ag M

*) Indem man nimlich nach der Relat, (B ag=a—gq aq,=a,—g=a—2
u. 8. W. nimmt,
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Perioden und zwar jede aus 1800 Schwingungen, d. h. es wurden die
Schwingungshogen nach jeder solchen, 1 Stunde dauernden Periode be-

3
obachtet und zwar war dabei 2 = 1'347 Zoll, a= 144 Zoll, e 17600

und 7 = 1800; der Bogen betrug beim Beginn des Versuches 120 Minuten
und dieser nahm allmihlig so ab, dals er am Ende jeder der 12 Perioden
oder Stunden der Reihe nach die Werthe annahm: 61°2, 354, 21°9, 14-1,
94, 63, 4't, 27, 18, 12, ‘8, *5 Minuten, so, dals also, wenigstens

a
fiir die spitern Werthe sehr nahe ;" =2 ist,

Die obige Formel gibt (nach der Berechnung von Duchemin) fiir die
abnehmenden Werthe des Winkels a bezichungsweise 60°55, 3550, 22'03,
1418, 9’15, 604, 397, 2:64, 176, 1°17, *78, 52 Minulen, woraus
die hinlingliche Ubereinstimmung mit den Beobachtungsresultaten her-
vorgeht,

Diese entwickelte Formel (8) palst jedoch nieht blofs fiir so kleine Schwin-
gungsbogen, wie sic bei den vorstehenden Borda’schen Versuchen vor-
kommen, sondern sie ist auch noch fiir grofsere Bogen hinreichend genau.
Denn bestimmt man daraus die Schwingungszahl 7, so erhilt man :

an
( 1— — )M
a
T 2u(Aaa+ BJ/ag)"

Nach den Versuchen von Dubuat mit dem bereits oben erwihnten
Kugelpendel, wobei D = 2:645, a = 36'637 und @z = 12 Zoll war, und
welches er in der Luft schwingen liefs, waren, wenn die Kugel in der
Luft 2348 Gran wog, 312, wenn das Gewicht doppelt so grofs war, 63,
und wenn das Gewicht des Pendels 3 Mal so grofs war, 95 aufeinander
folgende Schwingungen nothwendig, um einen Bogen von ¢a =12 auf
jenen @a, = 10 Zoll (d.i. von « = 18°46‘ auf nahe a, = 15°38’) herab
zu bringen.

n

10

T s e Gy o 5
Nach der vorigen Formel erhdlt man, wegen —~ = 13 = 3, fir diese

3 Versuche beziehungsweise 7 = 31°59, 63'17 und 94'76, so, dafs sich
also auch bei diesen bedeutend grofseren Schwingungsbogen noch eine
geniigende Ubereinslimmung zeigt, man daher mit Recht schlielsen
darf, dals der Ausdruck fiirr den Widerstand der Fliissigkeit bei solchen
Pendelschwingungen aus zwei Gliedern bestehen muls, wovon das eine
dem Quadrate und das andere der ersten Potenz der Geschwindigkeit pro-
portional ist.

Schlufsbemerkung. Die hier behandelte Aufgabe dient natiirlich auch
zur sogenannten Reduction der in der Luft oder im Wasser
angestellten Pendelversuche aufdenleeren Raum, d.h.
zur Bestimmung der Linge des einfachen Pendels, welches im leeren
Raume eben so schwingt, d.i. dieselbe Schwingungsdauer besitzt, wie
das betreffende zusammengesetzte Pendel in der Luft oder im Wassei,
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Das gewohnliche Verfahren bei dieser Reduction beruht auf dem hydro-
slatischen oder Archimed’schen Satze, dals jeder in eine Fliissigkeit-
eingetauchte Korper eben so viel von seinem Gewichte verliert , als das
Gewicht des von ihm verdringlen Fliissigkeitsvolumen betriigt. Sind niir-
lich L und ¢ die Lingen der einfachen Pendeln, welche ihre Schwingungen
bezichungsweise im lecren Raume und in der Fliissigkeit in derselben Zeijt
oder synochron mit dem zusammengesetzten Pendel in dieser Flissigkeit
machen, ferner P und p die Gewichle des Pendels in der Flissigkeit und
der von dem Pendel verdringten Fliissigkeit; so hal man nach diesem
Verfahren L:/ = P+ p: P und daraus :

P+p
L:(T)/. St

Dubuat, welcher zuerst auf die Unzulinglichkeit dieses Verfahrens und
darauf anfmerksam machte, dafs man dabei auf die das Pendel beglei-
tende Fliissigkeilsmasse Riicksicht nehmen miisse, selzt dafir:

P+ np 5
L=( 5 )l (el

wobei 7 ein Erfabrungscoeflizient, jedoch immer grofser als die Eiuheit

ist. Aus seinen zahlreichen Versuchen, welche er mit Kugelpendeln aus
verschiedenen Massen, von verschiedenen Durchmessern und Liingen (die
Kugeln an feinen Fiden aufgchangen) vornahm, ergibt sich als Mittelwerth
7=1'585, wihrend aus drei andern von Dubuat mit solchen Pendeln
gemachlen Beobachlungen, die er in der Luft schwingen liefs, als Mittel-
werth 2 = 1560 hervorgeht. Ubrigens bemerkt Dubuat, dals die einzel-
nen Werthe, welche diese Mittelwerthe von 2 geben, fiic dieselbe Kugel
mit der Linge, und bei derselben Liinge mit der Abnahme des Durch-
messers elwas zunehmen
Bessel folgerl aus seinen scharfsinnigen Untersuchungen tber die Lange
des cinfachen Secundenpendels (Berlin, 1828) , dals man
@+ m* (n—1) a*f :
b= B w8
selzen miisse, wobei (nach der friihern Bezeichnung) @ der Abstand des
Schwerpunctes des zusammengesetzten Pendels von der Rotationsachse,
a’+m?* das Moment der Triigheit des Pendels in Beziechung auf diese

A
Achse dividirt durch dessen Masse, /= 3 das Verhiltnils der Dichtig-

keit der Fliissigkeit und der absoluten Dichtigkeit des Pendels, und end-
lich 7z einen durch die Beobachtung zu bestimmenden Coeffizienten bezeichnet.
Ubrigens bemerkt Besse/, dafs man bei der Anwendung dieser Formel
@ -Lm?

auf seine Versuche (a*- m?®) f*= «*f* selzen, diese also, wegen T
auf die Form der Dubuar schen Formel (2) bringen konne,

Bessel fand aus den Versuchen mil zwei Kugeln, wovon die eine aus
Elfenbein, die andere aus Messing bestand, und die er an einem, im Ver
hiltnils ihres Durchmessers schr langen Drahte aufgehangen in der Luft
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schwingen liefs, # = 19454, wihrend er aus den Versuchen mit dep
Messingkugel, die er im Wasser und in der Luft schwingen liels, 2= 1602,
wenn das Pendel nahezu die Linge des Secundenpendels hatte, dagegen
2= 1648, wenn dasselbe ungefdhr 3 Mal so lang war.

Endlich beweist Bessel in einer zweilen Abhandlung (vom J. 1832),
dals der Coeffizient 22 von der Dichtigkeit des Pendels unabhan-
gig sey.

Aus den von dem englischen Capitiin Sabine unter dem gewohnlichen
und unter einem sehr gerirgen Drucke der Alwosphire angestellten Ver-
suchen ergab sich, dafs die Anzahl der Schwingungen seines Pendels in
24 Stunden im leeren Raume, um 10°36 grofser als in der gewohulichen
Luft gewesen, wihrend diesec Uberschufs nach der gewohnlichen, oben
angegebenen Regel (Gleich. /) der Reduction nur 626 betragen haben
wiirde. Dieser Versuch bezieht sich auf ein sphiirisches Secundenpendel

. 1086 . *m
und gibt 7 = 526 = 1'655.

Noch auffallender ergibt sich die Unzulissigkeit der gewohnlichen Re-
ductionsmethode aus den Versuchen von Bai/y (London, 1832), indem sie
zeigen, dals dicse Correction in gewissenIillen 27 Mal zu klein ist. Diese
Versuche geben fiir ein Kugelpendel von denselben Dimensionen, wie das
Bessel’sche war, 7= 1751 und fiir das Mitlel aus den Versuchen mit
3 Kugeln von verschiedenen Durchmessern 2 = 1"778.

Mechrere Gelehrte, und darunter auch der beriihmte Poisson, waren
geneigt, den Satz, welcher aus den Besselschen Beobachtungen hervor-
zugehen schien, aufzustellen, dafs der Gewichisverlust, welchen ein
Pendel in einer Fliissigkeit erfihrt, wiithrend der Bewegung grofser als in
der Ruhe sey. Allein Duckhemin bemerkt mit Recht, dafs diefs nach dem
neuern Stande der Wissenschaft heurtheilt, auf einer Tiuschung Lerubt
und dals man die durch die Versuche constativle Zunahine der Schwin-
gungsdauer des Pendels, einer Ursache zuschreiben miisse, welche unter
die zur Stromung der Fliissigkeit von dem vordern nach dem hintern
Theile des Korpers erforderlichen Bedingungen gehort und sofort in der
Erhaltung der Form des Fadenbiindels oder der Masse der den bewegten
Korper umgebenden Fliissigkeitsfiden, folglich in der gemeinschaftlichen
Bewegung dieser Masse mit jener des Korpers besteht.

Aus dem 1. Absalze dicser Aufgabe folgt fiir die relative Masse
des Pendels M= 03({1—F)
und fiir die Summe der Triigheitsmomente der absoluten Masse des Pen-
dels und der dasselbe begleitende Fliissigkeitsmasse

. 0’
M= g (a*+m?®) [1-— [+ cf(i -+ E)]
A a4 m'?
wobei /= 3 und ¢ = m,
wenn @ gegen 72 und 7' bedeutend grofs sind.
Da nun die Lange L des einfachen Pendels, welches mit dem :usam-

also wenig von der Einheit verschieden,
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mengesetzten dieselbe Schwingungsdauer besitzt (§. 170), aus der Formel

R
L= — bestimmt wird, so ist, wenn man fir 9 und ¥ die vorigen
Werthe setzt:

S L )] o

aus welcher Formel sofort folgt, dals die das Pendel begleitende Flissig -
keitsmasse ¢‘ die Linge des einfachen Pendels um die Grofse

(e g) 1]

vermehrt, weil, wenn man diese Masse ¢’ unberiicksichtigt lilst und
daher nur, nach der gewthnlichen Reductionsmethode, den Gewichtsver-
lust des Pendels in der Fliissigkeit in Rechnung bringt, sofort:
a +m?
~a(t—f )
: ; a*+m » Ry
Man sieht leicht, dals wegen /= = und f=P—|—p’ diese For-

mel (8) mil jener (3) des Dubuat iibereinstimmt, wenn man

0 3 ;
n =L'(1 -+ E setzt. Kann man nun, unter den erwéhnten Bedingun-

gen ndherungsweise ¢ = 1 selzen, so ist ebenfalls annihernd 2 = 1 4 P)

und daher z B. fiir das Kugelpendel, wegen (75. Aufgabe, Relat, 7)

/

E =6, sofort 7= 1'6.

Um jedoch den Beobachtungsresultaten noch besser zu entsprechen und

/

weil eigentlich 1 4~ E mit dem Factor ¢, welcher etwas grofser alg

die Einheit ist, multiplicirt werden sollte, setzt Duchemin Tiv das
Kugelpendel:

(1+§)=toom (1= 5) (1+5)

n=c 1+0)—102:) 1-0 1+0

wobei s die in der 74. Aufgabe (2. Auflosung) angegebene Bedeutung hat
2D ey

und fiir die Kugel (Beispiel 2, der genannten Aufg.) = i ist; mit die-

/

sem Werthe und wegen =6 wird also fiir dieses Pendel :

n—17( ———) O]

Auf gleiche Weise setzt er fiir einen Cylinder, welcher seiner Linge
nach aufgehangen ist :

A= (1 +§I) = 1'075 [1 + g (1—;),]
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oder da fiir den Cylinder vom Durchmesser 22 und der Lénge J,
0

b \1
0 75 (b)z und § = § 0 ist, sofort:

n=1'075[1+‘75(%);(1—é)2] .o @

Die Formel () enthilt in der That die von Dubuat fiir das Kugelpendel
gefundenen Consequenzen, dafs nimlich der Werth von 7 desto kleiner
ist, je grofser bei derselben Linge des Pendels die Kugel, dagegen fiir
dieselbe Kugel desto grofser wird, je linger das Pendel ist. Diese Formel
gibt z. B. fiir @ = 1 Meter und fiir Kugeln von den Durchmessern 2 = 027,
054, 081, 108 und 135 Meter beziehungsweise z = 1'681, 1661,
1°642, 1:623 und 1'604, woraus sofort folgt, dals die Verdnderungen des
Durchmessers der Kugel auf die Werthe von 7z fiir das Secundenpendel
wenig Einfluls haben.

D
Liegen hingegen dic Werthe von = zwischen sehr weiten Grenzen, so

variiren diese Werthe von # ziemlich stark, wie eine Vergleichung der
folgenden nach dieser Formel berechneten und von Dubuat beobachteten
Werthe zeigt.

Fiir den Durchmesser der Kugeln = 6°67 Zoll und den Pendelléngen von
0178, 14804, 55'5, 125'42 und 21946 Zoll, sind die Werthe von 2
bezichungsweise nach den Beobachtungen 1°27, 1'394, 1°654, 1°664 und
1'674 , dagegen nach der vorigen Formel 1:216, 1392, 1°614, 1662 und
1'678.

Fiir den Durchmesser von 6:625 Zoll und der Linge von 9608 Zoll ist
nach der Beobachtung und Berechnung beziehungsweise 72 = 1'63 und
1'651. Dabei wurden die 5 ersten Versuche im Wasser, der 6te in der
Luft angestellt.

Was endlich die Formel () fiic das Cylinderpendel betrifft, so
zeigen die folgenden Zahlen die genaue Ubereinstimmung der nach dieser
Formel berechneten mit den von Baiély mit solchen Pendeln, die er in der
Luft schwingen liefs, beobachteten Werthe.

Linge & der Durchmesser Wierthe won Werthe von 7
Cylinder ” a g nE e TR
der Cylinder beobachtet | berechnet
Zoll Zoll \ Zoll !
206 2:06 39 1'860 1'860
4:00 2:06 39 2032 2:141
5640 1'50 28°20 2:318 2:311

Dabei war der Cylinder des erstern Pendels aus Messing und an einem
Metalldrahte von 75 Zoll Durchmesser aufgehangen. Der Cylinder des zwei-
ten Pendels bestand aus einem messingenen hoblen Cylinder, welcher mit
Blei ausgegossen und an einem Messingdrahte von *185 Zoll Durchmesser



542

aufgehangen war; das Gewicht derselben betrug 2050 Gran. Das dritte
Pendel endlich bestand einzig aus einer Messingrohre, an deren obern Theile
unmittelbar die Rotationsachse angebracht war. Es ist also merkwiirdig,
dals dieselbe Formel () eben so gut fiir das erste Pendel, wobei ein nur
2 Zoll langer, an einem Faden aufgehangener Cylinder, als fiir das letztere
Pendel palst, welches aus cinem 56 Zoll langen hohlen Cylinder bestand.
Der fiir das zweite Pendel nach dieser Formel bercchnete Werth von 2
weicht aus dem Grunde von dem beobachleten elwas ab, weil dabei die
Pendelstange schon zu stark war, als dafs man ihre Masse und jene der
sie umgebenden Fliissigkeitsfiden unberiicksichligt lassen konnte.

Weitere wichlige und interessante Bemerkungen tber diesen Gegenstand
findet man in der citirten Schrift von Duchemin (Recherches experimen-
tales sur les lois de lu résistance des fluides) im Kapitel XI

Z u.s . a.bumwl

Ableitung der Simpson’schen Naherungsformel.

Um die in diesem Werke mehrere Male angewendete sogenannle
Simpson’sche Regel aul eine einfache Weise abzuleiten, kann man fol-
genden geomelrischen Weg einschlagen.

Bekanntlich beruht die Quadratur der ebenen Curven, d. h. die
Bestimmung der krummlinigen ehenen Flichen auf der Entwicklung des

2 “” . . . .
bestimmlen Integrales [ ydaz, wobei y die der allgemeinen Abscisse @
/

x
entsprechende Ordinale der befreffenden Curve, und =, = die den bei-
den dufsern Ordinalen, welche die zu bestimmende Fliche mit begren-
zen, zugehorigen Werthe von 2 sind.  Lifst sich nun y nicht als eine
Function von & ausdriicken, oder ist die Curve nur eine empirische,
fir welche die, gewissen Abscisser entsprechenden Ordinaten nur aus
Beobachtungen gefunden wurden, oder ist endlich der Ausdruck yd
iiberhaupt nicht integrabel; so mufs man zu Naherungsmethoden Zu-
flucht nehmen, nimlich die zu bestimmende Fliche durch nahe an
einander liegende Ordinaten in schmale Trapeze, wovon eine Seite ein
Theil der Curve ist, zerlegen und diese einzelnen Trapeze mit dem
erforderlichen Grade der Genauigkeit zu berechnen suchen, indem dann
ihre Summe sofort auch der niherungsweise Werlh des obigen Inte-
grales ist.

Man verfihrt dabei am einfachsten, wenn man in allen diesen
Killen die betreffende Curve als eine ¢ emeine oder A ppollonische



