D) Aus der Hydrodynamik.

66. Aufgabe.

I cinem mit einer kleinen Bodenoffnung versehenen prismatischen
Gefilse AD (Fig. 72) befinden sich mehrere Flissigkeiten, welche sich
nicht mit einander vermischen, tibereinander; es soll die Ausflufszeit fiir
alle diese Flissigkeilen bestimmt werden.

Aufiosung.

Es seyen von unten auf gezihit s, s, s*.. die specifischen Gewichte
der einzelnen Fliissigkeitsschichten CE, EF’; FG'.., A der constante
Querschnilt des Gefifses und @ die Grofse der Bodenoffnung; so ist
wihrend die unterste Schichte vom specifischen Gewichte s und der Hohe
CE ausflielst, der Druck gegen die Offnung eben so grofs, als wenn
anstatt der tiber der Schichte C E’ stehenden Flissigkeiten von den spe-
cifischen Gewichten s‘, s.. und den Hohen EF, FG.. eine einzige
Flassigkeit vom specifischen Gewichie s und der Hohe

h= :—EF —+ iIFG—}— EN—I GH - .. stande. Es handelt sich also

zuerst blofs darum, die Ausflulszeit fiur die untere Schichte CE’, d. i.
die Zeit zu bestimmen, binnen welcher der Spiegel einer gleichartigen
Flissigkeit, welcher urspriinglich um die Hohe H= C E -} £ iiber der
Offnung steht, um die Hohe %~ herabsinkt; diese Zeit ist aber (§. 335

und Nr. 16 3):
24

5 ”(\/H— V).
Ganz auf dieselbe Weise erhilt man auch die Ausflufszeit fir die
nichste Schichte E F’, wenn man fiir die dariiber stehenden Fliissig-
keiten wieder eine einzige homogene Fliissigkeit von dem specifischen

Gewichte s' und der Hohe #’ =':—,FG+ 27 GH - .. annimmt und

S1*
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die Zeit bestimmt, in welcher der imaginire Fliissigheitsspiegel von der
Hohe H' =E F -+ &' auf jene A’ herabsinkt; diese Zeit ist aber
/ 2A / /
B (VH—\/1".
Fihrt man auf diese Art fort die einzelnen Zeiten bis zur lelzlen
oder obersten Schichte H B zu bestimmen, so erhilt man zuletzt fir
die gesuchte Ausflufszeil aller Flissiglkeitsschichten :

M=l (T 8

6'7. Aufgabe.

Ein senkrechtes prismalisches, mit Wasser gefiillles Gefifs besitzt
sowohl im Boden, als auch in einer Seitenwand, und zwar in der halben
Hohe, eine kleine Offnung ; es soll, wennbeide diese Offnungen zu gleicher
_ Zeit aufgemacht werden, die Ausleerungszeil fir die obere Hilfte des
Gefilses gefunden werden.

Auflosung.

Es sey 4 der Querschnitt und 2% die Hohe des Gefilses, ferner
a die Grofse oder Fliche jeder der beiden Offnungen und  die Hohe des
Wasserspiegels iiber der Mitte der obern Offnung am Ende der Zeit ¢; so
wiirde, wenn « constant bliebe, wihrend einer Secunde aus der obern Ofr-
nung die theoretische Wassermenge (§ 327) a \/(2¢ ) und aus der untern
jene a\/[2g(h -+ 2)] ausfliefsen Sucht man daher die Ausflufsmenge
fiir die Zeit dz, binnen welcher = als constant angesehen werden kann,
80 ist diese

dM=adt\/2gw+adt\/[2y(lz+w)]

und da auch dM = A da ist, so folgt, wenn man gleich dz und d¢ mit
verschiedenen Zeichen einfiithrt (weil @ abnimmt wihrend ¢ zunimmt)

dt.a /29 [V +\/(h+ 2)] =—Ade und daraus

- o A dz
T ey VE+vG+ta)t

Wird diese Gleichung von 2 =0 bis @ =72 integrirt, so erhilt
man fir die gesuchte Ansleerungszeit der obern Hilfle des Geféfses (bei
Umkehrung der Grenzen)

dz A [\/(h-}-z)—\/w]
a\/2y o VEZ+VBET) a\/2yf -

oder da das all&ememe Integral
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]dw V42— \/z] =2+ &)—3 z’
ist, nach gehoriger Reduction :
Avh
=2 22— s . ]
t=30/2 b~ oder nahe =552 \/L

Zusatz Wire blofs die untere Offnung geoﬁ‘net worden, so
wiirde sich diese obere Hilfie des Gefélses erst wihrend der Zeit
AvVh
== (L2~ 1) T
entleert haben , es ist daher ¢: T=2:1=2:3.

68. Aufgabe.

Ein aus zwei prismatischen oder cylinderischen Theilen zusammen-
geselztes Gefils ADEH (Fig. 73) besilzt bei O eine kleine Bodenoffnung ;
wenn nun das Gefils mit einer Flissigkeit bis A B gefillt wird, so soll
die Zeit bestimmt werden, innerhalb welcher wihrend des Ausfliefsens
aus dieser Offnung der Fliissigkeitsspiegel erstens in dem weitern Theile
AD bis JK, und zweitens in dem engernTheile EH bis LM herabsinkt.

Auflosung.

So lange der Flissigkeitsspiegel AB nicht unter €D herabsinkt,
fliefst die Flissigkeit genau so aus, als ob sich die Offnung im Boden
NR des Gefilses ANR B befinde; erst wenn der Spiegel unter die
Linie EF herabgesunken, kommt die Weite des kleinern oder engern Ge-
falses in Betracht. _

Setzt man daher den Querschnilt des obern, weitern Gefilses — 4,
Jenen des untern, engern — A’ und die Fliche der Ausflufsoffnung = a;
80 ist die Zeit, die der Flussigkeitsspiegel bedarf, um von AB bis JK
und CD zu sinken, beziehungsweise:

24
G AN —\/JN) und ¢'= AN—
W29(\/ VI avay VAN—\/ON)
80 wie die Zeit, wihrend welbher der Spiegel von €D oder EI" bis L M
herabgeht : W=
erabge ¢ d\/2y (\/GE— \/GL).

Es ist daher die Zeit, binnen welcher der F lissigkeitsspiegel von
ABbis LM herabsmkt T=¢ 4 ¢, d.i.

T= - \/2 [A(/ AN —\/CN) + A’ \/EG — \/LG)]
Fir die ganze Enlleerungszeit ist blofs L G'= 0 zu selzen.
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Zusatz. Bei der umgekehrten Lage des Gefifses und der Aus- :
flu(soffnung im Boden A B, wiire eben so die Zeit, innerhalb welcher
die Fliissigkeit von GH bis JK herabsinkt:

Z
T = sy AVAC—\/AD + 4 (/AN —\/40)].

Die Entleerungszeit erhdlt man, wenn man in diesem Ausdrucke
AJ=0 setzt.

Ist z.B. AC=CN=h, so verhalten sich die Entleerungszeiten
in diesen beiden Fillen T:T'=A(/2— 1)+ A:4'(,/2—1)+ 4,
50, dals wenn z, B. noch A'=§ A wire, sofort T:7T" — 1-828:2-414
Statt finde.

69. Aufgabe.

In der verticalen Wand eines mit Wasser besténdig voll erhaltenen
Gefilses befindet sich eine rechteckige Oeffnung mit zwei horizontalen
Seiten; es soll erstens die Ausflufsmenge, zweitens der Ort der mitt-
lern Ausflufsgeschwindigkeit, und drittens fiir den Fall als die obere
Kante der Oeffnung im Wasserspiegel liegt und die Summe der Seiten
des Rechteckes eine constante Grofse ist, jenes Verhiltnifs der Seiten
dieses Rechteckes bestimmt werden, fiir welches die Ausflufsmenge ein
Maximum wird.

Aufiosung.

Es sey D E (Fig. 74) die verticale ebene Gefalswand und zuerst
allgemein die Oeffnung von der Horizontalen @ a’ und den beiden gegen
die verticale Achse AD symmelrischen Curveniisten AMa und AM‘a’
begrenzt; ferner sey CD =h, CA==»A' und fiir den unendlich schma-
len horizontalen Streifen M‘m die Abscisse AP— & und die Ordinate
PM=PM =y.

L Diefs vorausgesetzt ist die wihrend der Zeit ¢ aus dieser unend-
lich schmalen Oeffnung M‘m =2y dx ausflielsende Wassermenge

dM = 2¢yda\/[29 (W + )], folglich, wenn man

h—h'
integrirt: M=26/2 yf ydoy/ '+ o) . . 1)
wobei fir y der jedesmalige Werth y = f(a) aus der Gleichung der
betreffenden Curve AMa oder AM’a’ zu setzen ist.
IL Ist ferner H die mittlere Hohe, d. h. der Abstand jenes
unendlich schmalen horizontalen Streifens der Oeflnung vom Wasser-
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spiegel, in welchem das ausfliefsende Wasser die mittlere , d.i. jene
Geschwindigkeit besitzt, welche nach der ganzen Hohe der Oeffnung in
den simmtlichen horizontalen Streifen Statt flnden miifste, damit in der-
selben Zeit # wieder die nimliche Wassermenge M der Formel (1) aus-

fliessen wiirde; so folgt, da die Grofse der ganzen Seitendffnung
h— h¢
aMAMa'=|2ydz ist, die Bedingungsgleichung :

h—h¢ h—h
26\/(2¢9 H)fydw =26/2 _qu dz\/ (&' 4 x) und daraus :

hhd
fy da /(W + )

VR el . D

fy dz

Ist also die Oeffaung ein Rechteck von der Hohe h="h'=a
und der Breite 2y =26, so folgt aus der Formel (1), wegen

fdw\/(h‘—i-w):%(h’—{—w); fir die in der Zeit ¢ ausfliefsende

Wassermenge:
M=§b¢\/2g[(a+h')'i—h"i]=§bt\/2g<1ﬁ'~h'i') (5.332)

und aus der Formel (2) fiir die mitilere Hohe: ;

Sty
H—3 5=’
h—n)

Zusatz. Liegt die obere Kante des Rechteckes im Wasserspie-
gel, soist 2'=0 und daher M=20bkt\/29h und H=3h=3a.
(§. 331.)

IIL st in diesem letztern Falle b & = a eine constante Grofse
b 2
und soll das Verhiltnifs 7 % bestimmt werden, dals die Wassermenge
M=20bht\/2gh am grofsten wird; so hat man, da auch

= bh% = h% (@ —h)= ah% - h§ in diesem Falle ein Maximum seyn
mufs, nach der Regel: :

und daraus, da die Wurzel /% =0 hier unbrauchbar ist, 8a—5A=0
b b ¢ ;
oder h=2 a, und damit b = a—h=3%a, s0, dass 5 =3 wird. Da

mit diesen Werthen von % und & der zweite Differenzialquotient ne g a-
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tiv ausfillt, so entspricht dieses Verhiltnils von & zu 4 in der That
einem Maximum von M und zwar ist
Mmax =%h2t \/29".

70. Aufgabe.

Die theoretische Ausflulszeit aus horizontalen Bodenoffnungen fiir
verschiedene durch Umdrehung um ihre verlicale Achse enistandenen
Gefifse zu bestimmen, wenn dieselben mit Wasser gefiillt sind und kein
weiterer Zufluss mehr Statt findet.

Auflosung.

Ist & die Hohe des Gefiifses und a2 die horizontale Ausflufsoffnung,

50 ist (Nr. 164) die giinzliche Ausflulszeit
n I i
= —fy? — ..
a@vag)] vz G

L Bildet das Gefils einen geometrischen Cylinder (oder ein
Prisma) von der Grundfliche A2, so ist ~y?= A2 und daher die
theoretische Ausflulszeit:

242
T=m\/h o)

II. Bildet das Gefils einen abgekirzten Kegel (oder eine
Pyramide) von den horizontalen Grundfiichen 42 und a®, wobei
A? der urspriingliche Wasserspiegel ist, so wird, wenn R und 7 die

£ ]
Halbmesser dieser beiden Grundfliichen bezeichnen, y%— [ T-I-(R 3 r)-l']

und daher nach allen Reductionen (und wenn «® nur klein gegen
A? ist) ¢

sedih Buce B 4B 2

T_15a’\/2_q (8A* 44 Aa—+8a®>H/h (2)
Ist a® Gufserst klein gegen A2, so hat man sehr nahe

24" ;

T= ﬁm\/h. )

IIL. Bildet das Gefifs denselben Kegel aber in der um gekehrten
B 2
Lage, so wird y2= (R ——R—hl a;) und daher

2
T =B iy G4+ 4at3a /b (B
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Ist wieder die Grundfliche a* gegen jene A? sehr klein, so kann
16/ A
15ay/2g "

IV. Bildet das Gefiifs ein Paraboloid von den horizontalen
Grundflichen A% und @® und ist A* der urspringliche Wasserspiegel,
80 ist, wenn wieder 7% die Hohe des Gefilses, R der Halbmesser der
grolsern und r jener der kleinern Grundfliiche ist,

R:— p? i
y*=r?~+pax oder wegen p =~ . auch y?=r%} el
und damit aus der Formel () nach einer einfachen Reduction:

1

Laddr, 8. 2 2
T_.s.a,\/Qg(A +2aDVR. .. (4)
24* /M

oder wenn 2 sehr klein ist, nahe 7= —= Y2 .
A 2 3a’y/2g

V. Bildet das Gefifs dasselbe Paraboloid, jedoch in der umge-

man auch nahe T= . (8') setzen.

(4

kehrten Lage, so wird y?—= R? — @ und
e P4 2
T=3.- m(“ +adH\h .

und wenn % ein sehr kleiner Bruch ist, T =

44 \/It
3a*v2g

Bildet das Gefifls eine Kugelzone von den horizontalen Grund-
flichen A* und a® wobei A*die grofste Kreisfliche und der urspriing-
liche Wasserspiegel ist; so hat man, wenn wieder 4 die Hohe des Ge-
filses ist und R,7 die Halbmesser der Kreisflichen 42 und @2 bezeich-
nen, y2 =R*— (h— a:)z und 2*=R?*— r?, folglich

2 2 2 2 i
=0t [2 +15n o DA 15a\/2g[7n + 877k d. i
(TA%2-8a®D\/h . . (6)

D)

15a \/2
Fiir sehr kleine Werthe von % kann man auch nahe
2
o 144° /% o
15a*/2¢
VII. Firdieselbe Zoneinum gekehrter Lageisty? = R?*— 22

(6°) setzen.

und

— 2 2 2
=ia ey AV D)
8A*/h ;
5a°/29" " @)

a - o
oder wenn i sehr klein ist, T=



490

VIII. Bildet das Geféfs eine volle Kug el vom Halbmesser r, so
ist wegen y*=2r o — 2? die Ausflulszeit fﬁr die obere Halbkugel:

2r L
i 21']' 4
’¢2 (21'.7: m)d.z- TG e (B AR | (8]
und fiir die untere Halbkugel :
{= = f(21‘a:—.7: d —ﬂi:lﬂi
~/2 Ak 15a’/2g 15a*v/2g9 " ° ®

daher fir die ganze Kugel: T=t—|—t'=ml’ st (1))
BaV2 - Nr. 166)
IX. Befindet sich endlich die Oeffnung a? nicht im Scheitel, son-
dern in der Basis A2=17r%x einer vollen Halbkugel, so ist
y?*=r?—a? und

= —-—|d 2z §=§ &g e
,\/2fw(r —ah =42 .. aD
oder auch,. wegen h=r
PRSI
T__w,\/” i (12)

Zusatz. Istder Bruch % sehr klein und haben 4,a,% in den

Formeln (1), (2), (39 , . (7 dieselben Werthe, so verhalten sich
die durch diese 7 Formeln ausgedriickten Entleerungs- oder Ausflulszeiten
beziehungsweise wie die Zahlen 15:3:8:5:10:7:12.

Die Ausleerungszeit fiir die obere Halbkugel durch den Schei-
tel der untern verhilt sich zur Ausflufszeit der untern Halbkugel
durch dieselbe Oeffnung :

(8):(9) oder t:t'=(8\/2—7):7 oder nahe wie 4:312:7;
dagegen, wenn sich die Oeffnung in der Basis dieser obern Halbkugel
befande

(8): (12) = (8\/2 — 7): 12 oder nahe wie 4-312:12.

Ferner verhalten sich die Ausleevungszeiten einer Halbkugel,

einmal durch den Scheitel und dann durch die Basis:
9):(1)=7:12
u. 8. W.

7 1. Aufgabe.

In der verticalen Seitenwand eines mit Wasser bestindig voll er-
haltenen Gefilses befinden sich zwei ganz gleiche, jede von einer P a-
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rabel, deren Achse vertical ist, und der grofsten Doppelordinate be-
grenzte Oeffnung , und zwar liegt bei der einen der Scheitel und bei
der andern Oeffnung die Basis oder Doppelordinate im Wasserspiegel ;
es soll das Verhiltnifs zwischen den Ausflufsmengen aus diesen beiden
Seitenoffnungen bestimmt werden.

Aufiosung.

I Nimmt man in der Tiefe z unterm Wasserspiegel einen unend-
lich schmalen horizontalen Streifen von der Hohe da, so ist fiir die erste
Oeffnung die Breile dieses Streifens 2y = 2\/p, also die per Secunde
aus dieser schmalen Oeffnung 2ydz ausfliefsende Wassermenge
dM = 2 ydx\/2gx , so dafs also die in einer Secunde aus der ganzen
Oeffnung von der Hohe 4 ausflie(sende Wassermenge

M= 2\/2ng.@ de=h%\/2py ist.
IL. Fir die zweite Oeffnungoist dagegen dM'=2yda\/[29(h—a)],
folglich
M=2\/2pg l(‘ia: v/ (hz— 2.
Nun ist (Comp. §. 809)

f da/(h —-a%)=— 1 (h—2 £)\/(h e—a*)+ L W2 arc S""(me.— ")

und' da der algebraische Theil fiir beide Grenzen verschwindet, sofort

2 A =m I R ;

2y 2o & R oy e Iglich

fdw\/(’w o i ( = 2) 5 7 folglic
M’———{:—n\/2py.

das gesuchte Verhaltnifs ist daher M: M'=1:

— /B

L

Anmerkung. Befinden sich dieSeitenoffnungen anstatt in einer verticalen,
in einer schiefen Wand, welche mit dem Horizont den Neigungswinkel
a bildet, so muls man iiberall statt der verticalen Hohe der Offnung 4,
Jene = H
jen Sine setzen

7 2. Aufgabe.

Die Ausflufszeit fiir die Seitenoffnung ABD (Fig. 75) eines ge-
raden geometrischen Kegels zu finden, dessen Achse vertical und
Spiize nach abwirts gekehrt ist.
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Auflosung.

Es sey die Hohe des Kegels AC=17%, die Seite oder Kante
AE=AB=1, der Halbmesser der Basis EC— CF=r, der Nei-
gungswinkel CAF = C A B =: a, die obere Breite der Oeffnung BD — b,
die Abscisse AP=a, Pp=dx und PM perpendikulir auf AC;
80ist AM = @ Secaund Mm=dx Sec a, ferner AB: BD = AM: MM’

b S
oder 7: b= Seca: MM’y woraus MM'— < 2 folgt; endlich ist
2 : . . y b Sec* a
die unendlich kleine Ausflulsoffnung Mam'=M M'. M m = - do

die wir Kiirze halber wieder durch a bezeichnen wollen.

Ist der Wasser - oder iiberhaupt Fliissigkeitsspiegel von C bereits
bis P’ gesunken und setzt man diese variableHohe A P/ ==, so fliefst,
wenn der Spiegel auf dieser Hohe erhalten wird, wihrend einer Secunde
aus der unendlich kleinen Oeffnung Mm’=a die Wassermenge (wenn
man nimlich fir die betreffende Flissigkeit Wasser nimmt) :

dM=a\/[2g(z—w)]=—b—Sel—cza\/2g..z-d.z'\/(z—.z')*)

folglich aus der bis ab, d.i. zum Wasserspiegel reichenden Seitenoffnung
Aab die Wassermenge, wenn man Kiirze halber den constanten Factor

b Sec*
; 22 9=A4 selzt:

0 z !
M=—Af.z-d.z-\/(%-—.z-)=Afa:d.z-\/(z——.z-)=1i§A:r.’
aus, weil (wie leicht zu finden) das allgemeine Integral
f.rd.z-\/(z—.z-)._g(z — oy —25(z—a) is

Da nun aber = nur wihrend der unendlich kleinen Zeit d¢ con-
stant bleibt, so ist die wihrend dieser Zeit aus der genannten Seitenofl-
nung A ab ausfliefsende theoretische Wassermenge

dM= % A% de

Da ferner wihrend dieser Zeit der Wasserspiegel von der Hohe %

auf jene % — dx “herabsinkt und diese unendlich diinne Wasserschichte

das Yolumen dM'= Z d= besitzt, wenn Z den durch P’ gefiithrten hori-
zontalen Querschnitt des Kegels bezeichnet, also (aus r*z:Z=h*: %*%)

*) dM und dz erhalten entgegengeselzte Zeichen, weil 4/ zunimmt, wenn &
abnimmt,
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2 2
z='ﬂ——1’ =* folglich auch dar'="F «2dxist; sohat man, dadM=dm’
seyn mufs, sofort (wenn man wieder beriicksichtigt, dafs dz und dz

entgegengesetzte Zeichen erhalten miissen):

. P 2
i S

5 1
=A% di= —Fzzdz oder dt=——4-M,z *dz

und daraus folgt fiir die Zeit, wihrend welcher der Wasserspiegel von

der Hohe % auf jene 4’ herabgeht (wenn man gleich die Grenzen um-
kehrt) :

hy 3K 7"
%'ﬁfz ’dz=%271:2(\/h-—\/lr)

he

s

oder wenn man fir 4 den Werth wieder herstellt :

=15 MR £ PO L0

"9h*/29. Seca
" . tang* g
Setzt man fiir ;z den Werth ¢ang « und fur@"z—: den gleichgelten-

den Werth Sin®a, so erhilt der vorige Ausdruck fiir £ auch die Form
157l Sin*a
=—— h—\/h").
b= e (V=)
Endlich hat man fiir die ganze Entleerungszeit T, wegen 4'=0:
151l Sin*a 15nr Sina
= =" \/h.
Sovag Y =gy e

7 3. Aufgabe.

Den Widerstand zu bestimmen, welchen eine Kugel bei der
geradlinigen , gleichformigen Bewegung in einem widerstehenden Mittel,
z. B. im Wasser oder in der Luft erleidet.

1. Aufiosung

a) mnach der gewohnlichen Theorie.

Es sey DA’ (Fig. 49) die Richtung, nach welcher sich der Mittel-
punct € der Kugel vom Halbmesser 7 mit der Geschwindigkeit v bewegt,
und A‘BE B’ ein durch diese Richtung EA’ gelegter grofster Kreis,
ferner seyen fiir einen beliebigen, im Umfange dieses grofsten Kreises
genommenen Punct M, CP=ga und PM=y die rechtwinkeligen
Coordinaten, so wie W. M C A’=a und endlich fiic den, diesem unend-
lich nahe liegenden Punct m, Mm —=ds, Pp=dz und mn=— dy; so
ist auch & =17 Cosa und y =1r Sin a.
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Der bei der angenommenen Bewegung auf die Flicheneinheit Statt
findende normale Widerstand ist (§. 359) :

By S

wobei y das Gewicht der cubischen Einheit der betreffenden Fliissigkeit,
z. B. des Wassers oder der Luft, und ¥ den aus der auf S. 326 (des
Comp.) aufgestellten Tabelle zu nehmenden Erfahrungscoeffizienten be-
zeichnet.

Diese auf den Punct M parallel mit A’E wirkende Kraft p zerlegt
sich in eine nach der Richtung der Normale MC und in eine darauf
senkrechte, nach der Richtung des Elementes Mm , wovon die erstere
p'=p Cos a, und die letztere fiir unsere Untersuchung nicht weiter zu
beachten ist.

Zerlegt man ferner auch noch diese nach MC wirkende Kraft p in
zwei aufeinander senkrechte Seitenkrifte nach den Richtungen CE und
CB‘, so ist die erslere p"’=p’Cosa = p Cos*a und die lelztere
=p’ Sina, welche jedoch, wenn man auf den mit M im untern Quadran-
ten A/B‘ symmelrisch liegenden Punct ibergeht, von einer eben so
grofsen nach C'B wirkenden Kraft aufgehoben wird, also hier ebenfalls
nicht weiter in Betracht kommt.

Da die Projection der zwischen den beiden durch MP und mp
gehenden Parallelkreisen liegenden Kugelzone auf die durch BB’ senk-
recht auf die Richtung der Bewegung EA’ geleglen grofsten Kreisebene
dF =2 = ydyist, so hat diese eben genannte unendlich schmale Kugel-
zone bei der angenommenen Bewegung einen Widerstand zu iiberwindens
welcher durch die Formel dR =p" dF=p Cos*«.dF, oder wenn man
fir p den obigen Werth aus (a) und fir dF den vorigen Werth setzt,
durch

dR=2 nk%Cos”a.ydy
ausgedriickt werden kann.

Da nun Cosa =f und fur den vorliegenden Fall &*+ y*=13,

. ist, so hat man, wenn dieser Werth fir

T
also Cos?a= - = .
r ¢

Cos*« substituirt und dann innerhalb der Grenzen von y= 0 bis y =7
integrirt wird, fir den Widerstand , welchen die vordere Hilfte, also
auch die ganze Kugel bei der angenommenen Bewegung erleidet, den
Ausdruck :
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& LS . B N PR
B—z’rkru ,fydy(r yH= 2""72_‘” is

d. i. wenn man zugleich die grofste Kreisfliche = 7%= F selzt:
v!
TR | i
R=3kyF 29 (m)

Zusatz. Da fir einen gleichseitigen Cylinder von derselben
Grundfliche F', welcher sich mit der Geschwindigkeit v nach der Rich-
tung seiner Achse bewegt (§. 359, Relat r)

R=k F—
S 29

ist, wobei k den niimlichen Werth wie in der vorigen Formel (1) besitzt,
so folgt, dals die Kugel bei ihrer Bewegung nur halb seo viel Wider-
stand alsein herum beschriebener Cylinder zu erleiden
hat, welcher sich mit derselben Geschwindigkeit und in dem nimlichen
Mittel, nach der Richtung seiner Achse bewegt.

Aus der oben angezogenen Tabelle (§. 359) folgt fiir den Wider-

standscoeffizienten,, wegen [5 =1 aus der letzten Rubrik k—1-2824;

dabei ist, je nachdem die Bewegung im Wasser oder in der Luft Statt
findet, beziehungsweise y = 564 und (§. 466, da man den sehr kleinen
v i ‘000525 b
PR . k o X
Bruch Tai7 gegen die Einheit auslassen kann) y =¢ T E00F <564
zu selzen, wobei & den Barometer- und ¢ den Thermometerstand be-
zeichnet. Nimmt man als mittleren Werth (von & = *76™ und ¢ — 18° c)
‘4 £
g = Z—go— 5 80 wird der Zahlenwerth fir Wasser:
ky _ 19824><564
gy 62
und jener fir die Luft:

=1'1666

29~ 62><850

Der Widerstand einer Kugel von der grofsten Kreisfliche F, welche
sich geradlinig mit der Geschwindigkeit » bewegt , ist also endlich nach
dieser Theorie, wenn die Bewegung im W asser geschieht:

R —="5833 F v* Pfund
und wenn sie in der Luft Statt findet :
R=:0006862 F'v*? Pfund

wobei der W. Fuls und das W. Pfund als Einheiten zum Grunde liegen.

Anmerkung. Wie aus §. 466 erhellet, gilt diese letatere Formel nur fiic
Geschwindigkeiten von » < 1317 Fufs, indem nur dafiir in dem vorigen
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vﬂ
Ausdrucke von R=§.kq’F2-y, das Gewicht von 1 Kubikfuls Luft
v

1317 8egen 1 auslassen kann,

v
=7 (1 + Eﬁ) oder, wenn man

% ‘000525 b
¢'=q9= i‘_ijéaty gesetzt werden kann, sonst aber, d. i. fir 9>1317F.

q' = 2q gesetzt werden mufs.

2. Auflosung
b) mnach der Annalme von Duchemin.

1. Da die Beobachtungen und Versuche gezeigt haben, dafs die
gewohnliche Theorie, nach welcher der Widerstand oder der Druck
auf die vordere Flache einer Ebene (in der Richlung der Bewegung ge-
nommen), welche sich im ruhigen Wasser nach einer schiefen Richtung
bewegt, einfach dem Sinus des Einfallswinkels proportional ist, die
Widerslénde fiir einen von krummen Fliichen begrenzten Korper etwas zu
grofs gibt, so kommt man der Wahrheit niher und zwar in der That
sehr nahe, wenn man der Entwicklung folgende, von Duchemin aufge-
stellte Hypothese zum Grunde legt.

Ist ndmlich allgemein AB’ (Fig.52") die Erzeugungslinie irgend
eéiner krummen convexen Oberfliche, welche den vordern Theil eines
Korpers begrenzt, der sich z. B. im ruhigen Wasser nach der durch
den Mittelpunct O der Figur gehenden Richtung OA bewegt, ferner
B B’ der Durchschnitt der grofsten auf 04 perpendikuliren Querschnitts-
fliche F', v die Geschwindigkeit der Bewegung, < die Dichtighkeit des
Wassers oder der betreffenden Fliissigkeit tiberhaupt, und fir irgend
einen Punct M der Erzeugungslinie OP =2, PM=y, BM=s und
MM, = ds; so mufls man nach der Annahme von Duchemin , um den
Beobachtungen zu geniigen, fir den auf die Flicheneinheit im Puncte M
Statt findenden Druck p setzen:

Ap® Sin’y
e

wobei ¢ der Einfallswinkel des Elementes M M, im Puncte M und ¢ jener

des Elementes im Puncte A mit der Bewegungsachse A0 bezcichnel.

2. Ist nun der Korper ¢in Rotationskorper und A0 dessen
Achse , so beschreibt das Curvenelement M M, — ds bei der Erzeugung
des Korpers, eine Zone vom Halbmesser y, deren Projection auf den
durch BB’ gehenden auf der Achse A0 perpendikuliren grofsten Quer-
schnilt F gleich 2 ydy ist. Diese Zone hat demnach bei der erwibnten

9
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Bewegung nach der Richtung A0 einen Druck zu erleiden, welcher
Sin’e § dy
Sin's? oder wegen Sing = dg > durch

durch 2zpydy= 2z dv®ydy

2 4
i ydl% ausgedriickt wird.
Sin’e! “ds

Selzt man den Durchmesser des grofsten Querschnitis BB’ — q,
driickt die in der cubischen Einheit der Fliissigkeit enthaltene Masse 4/

durch das Gewicht y aus, setzt ndmlich (Nr. 54, Anmerk. 3) z/=Z_
und nimmt fir den Widerstandscoeffizienten & wieder den dem Verhili-

nifs von %/ entsprechenden Werth aus der Tabelle in §. 359 ; so erhilt

man fiir den gesuchten Widerstand R auf den ganzen Korper:

9 0
2nky 07 0 dyty
H— = e
T 2 j Y M
2
Was dabei den Werth von Sin ¢/ betrifft, so wird dieser aus dem

allgemeinen Werth Sin ¢ — %, nédmlich aus der Gleichung der Er-

zeugungscurve erhalten, wenn man diesen Quotienten auf den Punct A
dyg = : ‘

bezieht, so, dafs Sin¢/— % wird, wenn man die allgemeinen Werlhe

@, y, s fiir den Punct A mit einem Striche bezeichnet ; es kann daher auch
v® /ds’ \2 dy*
B=2rky—( — — .. 1
% yflg (dy’) ]‘a‘l/ds“ o
2
geselzt werden.

3. Geht die krumme Oberfliche in den ebenen grofsten Quer-
schnilt ¥ durch BB’ iiber, so wird fiir alle Puncte derselben dy =ds

und Sing’ = ji; =1, folglich der Widerstand:

*) Is hat also der Widerstand oder der Druck, welchen die Fliissigkeit auf
die Flicheneinheit irgend eines Puncles der Vorderfliche des bewegten
Korpers ausiibt, das Gewicht einer Fliissigkeitssiule zum Mafse , deren
Hohe der doppelten, der Geschwindigkeit des Karpers entsprechenden
Fallhohe gleich ist, multiplicirt mit dem Cubus des Sinus des Einfalls-
winkels des Elementes der Erzeugungslinie der vordern Fliiche des Korpers
in dem betreffenden Puncte, und dividirt durch das Quadral des Sinus
des Einfallswinkels jenes Elementes dieser lirzeugungslinie, welches an der
Achse des Korpers liegt.

Burg's Mechanik, Suppl. 32
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9]

" o
e l»y—— de-—27k)'— =

>2ﬂ als Grundfliche des Cylinders, auch:

R=ky F—y 2eh ity
(vergleiche §. 8359) wie es seyn soll.

oder wegen F:(

R RS

4. Ist die Erzeugungslinie A M B’ einegeradeLinie, so beschreibt
diese bei ihrer Umdrehung um die in der Richtung der Bewegung A‘A
liegenden Achse 0A einen geraden Kegel. Selzt man dafic den
Halbmesser der Grundfliche 0B’ =r und die Hohe 04 = &, so ist die
Gleichung der Erzeugungslinie (wenn O der Ursprung der Coordinaten

ist) yzz (h— @)
folglioh £ =— 2, ds="\/* 1 4%) und
%"% = 8ing'=Sinp = 7(7_—2:_—/;—2) , mithin nach der obigen
Formel (1): 3
R=—2:zk*/-1iz r+h2f(r+‘_k)_‘/d_/dl
R—rcz kY %2 m d.i. wegen 7?7 = F und —V(I':+ﬂ’)=Sin?

wobei o den Einfallswinkel der Kanten (mit der Achse des Kegels) bil-

det, sofort:
2

R——kyF Sm;v

Der Widerstand eines Cylmders von derselben Grundfliche F und
derselben Linge %, welcher sich mit der namlichen Geschwindigkeit v
nach der Richtung seiner Achse bewegt, wird bei demselben Werth von
k durch

s

v
) A
29

ausgedriickt, welches zugleich auch der Widerstand des eben betrach-
teten Kegels fiir dessen Grundfliche ist, d. h. wenn bei der angenom-
menen Bewegung anstatt der Spitze die Grundfliche vorausgeht. Bezeichnet
man diesen lelztern Widerstand durch R’, so ist

R:R'=S8ing¢:1,
was auch mit den Erfahrungen ganz gut uibereinstimmt.
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5. Ist die Erzeugungslinie AB’ ein Viertelkreis, die krumme
Oberfliche also eine Halbkugel; so ist die Gleichung dieser Curve,
die Coordinaten vom Mittelpunct O aus gezihlt,

22 _{__ yz — 2
dz* dz —y
Daraus folgt, wegen ds = dyV(l + dg?) md — = ————

dy =)
V(i —y?
==

sofort Z—y und da im Puncte A y = 0 ist, auch
S

Sing’ = ?%:f— =1, so, dals wenn man diese Werthe in der vori-
L3 r
gen Formel (1) substituirt und a =2 setzt, der Widerstand der
Halbkugel :
2 o r? _y: 3 2 1: s
R=2ﬂk}/—é~b£‘ydy<_rz,_)2=27zk),2_g'r_3._é,

dici R 2 k .25_2]; F_v_z )

s =zzky? T gL T (s
wird.

Nimmt man fiir & den entsprechenden Werth, d.i. fir das Ver-
héltnifs %::1 » 80 gilt derselbe Ausdruck auch fir die ganze Ku-

gel, so, dals wenn man den Widerstand des herumbeschriebenen
Cylinders, welcher sich unter denselben Umstéinden in der Richtung
seiner Achse bewegt, durch R’ bezeichnet, sofort, wegen

2

R/—_:k-,'F; (vorige Relat, a)
g
R=2ZR' isl

Anmerkung 1. Dieses mit den Beobachtungen und Versuchen schr gut
tibereinstimmende Resultat weicht also von dem vorigen, durch dic ge-
wohnliche Theorie erhaltenen, in so weit ab, als man dort R=2R,
folglich den Widerstand um - R’ grofser gefunden hat.

10
Anmerkung 2. Wird der vordere Theil eines Rotationskorpers, welcher
sich in der Richtung seiner Achse im ruhigen Wasser oder in der Luft
bewegt, von einer concaven Fliche begrenzt, wie eine solche z. B.
durch die Umdrehung der Curve DB’ oder BB um die Bewegungsachse
A’D (Fig. 527) erzeugt wird; so mufls man nach Duchemin, um den Be-
obachtungsresultaten zu entsprechen, den Druck auf die Flicheneinheit durgh

dz + dy
=Aap?{ ——=
£ ”( ds)

also den Widerstand des ganzen Koérpers durch

a
v? (2 dz 4 dy
Ii=2nk72—yfydy(*‘,r). i (2)
0

32*
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ausdriicken, wobei wieder der Werth von % aus der Tabelle in §. 359
fiir das Verhiltnifs des Durchmessers BB’= a und der Linge 04’ zu
nchmen ist.

Sucht man z. B. diesen Widerstand fiir eine kreisformige con-
cave Vorderfliche, nimmt zu diesem Ende 20 zur Abscissenachse und
D zum Anfangspunct der rechtwinkeligen Coordinaien; so hal man

a
y*=2rz— z?, und wenn Bog. DB = ¢’ ist, sofort S=rsing und

a2
= W r*Sin’e.
Bezeichnet man den variabeln Werth des Mittelpunctswinkels fiir irgend
einen Punct V durch «, soist y =rSina, dy =r Cosadz, j—f = Sina
dy
und T Cos o, folglich wird das vorige Integrale

2 dz + df 7
~f:l,/dy (Ly) =fr’Sz‘naCosa(Sz‘na + Cos 2) da

oder ausnefuhlt (Comp. §. 820, Form. 1.)

, 2
= —(1+Smf—5m9Cos o — Cos :;)m—(l-i—Smg—Cos %)

so, dals also endlich wegen m7* Sm sofort

v* /1 + Sin’o — Cos®
He— §/£7F5; (j———‘s-”t—;;—f) wird
Sucht man jenen Werth von ¢, wofiir der Widerstand £ am grofsten
wird, so erhiilt man die Bedingungsgleichung :
Sin’e + 3 Sin’y Coso + 2 Cos’e —2 =10
woraus man nabe ¢ = 61°38’ findet. Dafiic wird der Pfeil 02 nahe
genug =317,

7 4. Aufgabe.
Den Widerstand zu bestimmen, welchen ein um eine Achse
rotirender Korper in einem widerstehenden Mittel zu iberwinden hat.
1. Aufilosung.
a) nach der gewdhnlichen Theorie.

1. Es sey € (Fig.76) der Durchschnilispunct der auf der Ebene
der Tafel senkrechten Rotalionsachse, MC = p das von irgend cinem
Puncte M der Vorderfliche des Korpers auf diese Achse gefillte Perpen-
dikel, @6 die Durchschnillslinie der durch dieses Perpendikel und die
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Rotationsachse geleglen Ebene mit dem Flichenelement in M, welches
man in allen Féllen als eben ansehen kann und hier durch dF bezeichnet
werden soll; ferner sey Mm ein in der Ebene dicses Elementes auf ab
errichtetes Perpendikel und mn senkrecht auf CM, so ist mMC=«
der Neigungswinkel dieses Flichenelementes mit der genannten durch
CM gehenden Achsenebene, und nmam die Richtung, nach welcher
sich das Flichenelement dF in dem Augenblicke der gegenwértigen
Lage und zwar mit der Geschwindigkeit v = p w bewegt, wenn w die
constante Winkelgeschwindigkeit des rotirenden Korpers hezeichnet.

Diefs vorausgesetzt, ist die Projeclion des Elementes dF aufl die
Achsenebene =dF . Cos « und daher, wenn sich der Widerstand hier
eben so0, wie bei der geradlinigen Bewegung ausdriicken lafst und 2 den
belreffenden Widerstandscoelffizienten bezeichnet, sofort der gesuchle
Widerstand auf das Element dF der Vorderfliche (§. 359):

dg=pv*Cosa dF =B p*>w* Cosa dF.

Zerlegt man diese, in der Richtung mn wirksame Kraft d¢ in
zwei aufeinander senkrechle, wovon die eine dp normal auf das
Flichenelement, so ist dp = d¢. Cosa, wihrend die zweile, mit die-
sem Elemente parallel, fir die gesuchte Wirkung verloren geht.

Aus diesem normalen Drucke dp entsteht aber eine in der Richlung
mn wirksame Kraft dr =dp . Cos « und ¢in mit der Achsenebene paral-
leler Druck dp’, welcher jedoch von der Aclise aufgehoben wird.

Da nun das slatische Moment dieser Kraft dr in Beziehung auf die
Rotationsachse = p dr oder, wenn man fir dr, dp und dg die vorigen
Werthe subslituirt :

dM =7 p® w? Cos®« dF
ist, so erhalt man fir das statische Moment des Gesammlwiderstandes,
welchen die Vorderfliche des rotirenden Korpers erleidet , den Ausdruck:

M=/ 102fp3 CostadR .. C1)

wobei das Integrale, je nach der Form und Ausdehnung des Korpers,
innerhalb der betreffenden Grenzen zu nehmen ist.

Zusatz 1. Da dieses Integrale fir irgend einen bestimmlen oder
gegebenen Korper eine constante Grofse bildet, so folgt, dafs das
Moment des Widerstandes dem Quadrate der Winkel-
geschwindighkeit proportional ist.

Zusatz 2 Ist der belreffende Korper einRotationskorper
und findet die Schwingung oder Kreisbewegung um dessen Achse Stalt,
s0 ist fiir alle Elemente der Winkel « = 90° und daher :
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fﬁaCossadﬂ':O, woraus sofort folgt, dafs runde Korper,

wie z. B. Kugeln, cylinderische Wellen, Radkrinze
u. dgl. bei ihrer Rotation oder Achsendrehung (z. B. in
der Luft) keinen Widerstand erfahren *).

2. Fallen die simmtlichen Elemente der Vorderfliche in eine ge-
meinschallliche Achsenebene, so wird dafir der Winkel « — 0 und
daher das Moment des Widerstandes :

ﬂ[=/3w2fp3dF. 02D

Ein solcher Fall tritt z. B. ein, wenn sich das Rechleck A’B
(Fig.77) um eine Achse B S dreht, welche in der Ebene des Rechieckes
und mit den Sciten AB und A'B parallel liegt.

Zieht man némlich durch den Schwerpunct 0 des Rechteckes die
Gerade €D senkrecht auf die Achse RS und selzt CO—"c"AB—;
ED=a, CP=a und Pp=da; so geht der vorige Ausdruck (2)
fiir diesen speciellen Fall, wegen p=a und dF — b dz iiber in:

e+f & a\*
N iisie Ay il g g 2[( 1)_( __)]
Bw f;__ zide=,0pw 9+2 Rt

2
oder, wenn man entwickelt, reducirt und bemerkt, dafs ab=F ist,
auch:
a!
M—=—Rw*Fe (e‘+4—) SN

Erstreckt sich die Fliche des Rechteckes bis zur Achse, so, dafs
A'B mit RS zusammenfillt, so wird wegen €0 = ¢ — g, sofort das
Moment des Widerstandes :

M=1B8Fa*w? .. @

Was den Widerstandscoeffizienten 3 anbelangt, so kann man unter
der gemachlen Voraussetzung, dafs némlich der Widerstand bei der
Kreishewegung jenem bei der geradlinigen Bewegung gleich sey, sofort

(e e )
sclzen, wobei y das Gewicht der cubischen Einheit der belreffenden
Flissigleit, ¢ die Beschleunigung der Schwere (folglich g_ == Y die
*) Es wird nimlich hicr durchaus von jenem geringen Widerstande abstrahirt,

welcher durch die blofse Adhision, oder wenn man es so nennen will,
Reibung des widerstehenden Mittels an der Oberfliiche des Korpers entsteht:
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Dichtigkeit oder die in der cubischen Einheit enthaltene Masse) und

=1-254 den in §. 359 fiir diinne Plalten angegebenen Erfahrungs-
coeflizienten (welcher nicht blofs fiir das Wasser oder die Luft, sondern
nach Duchemin fir alle Flissigkeiten uberhaupt gilt) bezeichnet.

Will man den Widerstand selbst, und zwar auf den Mittelpunct
der Fliche bezogen bestimmen, so hat man, wenn dieser Widersland
durch % bezeichnet wird, wegen M= e aus den beiden Gleichungen
(3) und (4) beziehungsweise

e (Y d % —LkyFa2

=10 Eg—(e —l—4— <« (5) un —zkyFa T (6)

Ist z.B. bei diesem Rechleck e=2, b=1, e= 4 Fuls, und be-
wegt sich dieser Fligel im Wasser mit einer Winkelgeschwindigkeit
von w=1Fuls; so erhélt man nach den Formeln (8) und (5), wegen
y=>56'4und g=—31:

M=—155-176 und R = 88-794 Pfund.

Findet dagegen dieselbe Bewegung in der Luft Statt und nimmt
man fiir das Gewicht derselben den mittleren Werth von Y__:g%x, S0
wird dafiir

155°176 :
M= 22100 go5e und = 7% 04564 Prand,
850 850

3. Bezieht man allgemein den rotirenden Korper auf 8 rechlwin-
kelige Coordinatenachsen AX, AY, AZ (Fig.78) und lafst eine der-
selben, z. B. die Achse der y mit der Rolationsachse zusammen fallen,
selzt fir irgend einen Punct M der Vorderfliche des Korpers die Coor-
dinalen AP=x, Pm=y und mM=x, lifst & und y vm dz und
dy zunehmen, construirt in der Ebene der @y das unendlich kleine
Rechteck do dy=nn’ und legt durch die vier Seilen desselben, senk-
recht auf die Ebene der =y, die vier Ebenen; so schneiden diese auf
der Oberfliche des Korpers im Puncie M das Flichenelement dF ab,
dessen Projeciion auf die Ebene der «y das eben genannte Rechteck
da dy ist.

Die im Puncte M an die Fliche des Korpers gezogene Normale
MN schneidet die Ebene der @y in einem Puncte N, woftir (Comp.

§.789) die Coordinaten sind AQ = a'=a -+ (iﬁ) z und ON=y’
Z,

=yt (d_y) %, withrend die Linge der Normale durch

1zN2 dz\2
MN=a=s\/[l - (L—) —}—(é) J ausgedriickl wird.

dz
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Ist ferner « der Neigungswinkel des Flichenelementes df gegen
die Ebene der @ y, folglich auch der Winkel, welchen die auf diese bei-
den Ebenen gezogener Normalen @ und = miteinander einschlielsen, so

dz dy

ist COM-_—:, folglich dzdy = dF. Cosa oder dF — o ==.

Da der Druck der Luft, oder der betreffenden Fliissigleit iiberhaupt,
auf das Flichenelement dF in der Richtung der Normale MAN Statt fin-
det, so kann man sich diesen Druck, mit Beihehaltung der genannten
Richtung, von M nach N verlegt denken; dadurch erscheint die Ebene
der @y fir das in N gedachte Element dF als eine Achsenebene, welche

mit diesem Elemente den Winkel a bildet, wofiir Cos« — > ist , wobei
a

dicEntfernung des Elementes von der Rotationsachse p=a'=x _}_(gz-);
z

und endlich dessen Projeclion auf diese Achsenebene

dr. Com:%dﬂ‘:d.r d=, folglich df =1 da dx ist,

Man hat daher nach dem allgemeinen Ausdrucke (1) fir das sta-
lische Moment des Widerstandes, wenn man beriicksichtigt, dafs hier
eine doppelte Integration, und zwar eine nach y, die andere nach 2 ein-
irelen muls:

- ks : ® dz) 3 2® @
M=;3w2ﬂw 3Cos® a dF:pw?fj [.z'—{— ((—G)z] .(—l—s.gd.pdy
y % dz $
18 =B w? —dae d i e
o M=_u fﬁf de dy [a;—-{— (dz') ] )

Will man die Normale eliminiren, so darf man nur dafiir den
vorhin angegebenen Werth substituiren , und man erhalt

sl /Id.ydy[w+(j—i)zjs y
2\ 2 o\ 2hadE
JJ 1+(E5)+E)

Beispiel. Schwingt z. B eine Kugel vom Halbmesser » um
eine Achse, welche von ihrem Mittelpuncte um die Grofse e absleht, so
ist die Gleichung der Kugeloberfliche, wenn man den Miltelpunct zum
Ursprung der rechtwinkeligen Coordinaten nimmt (Comp. §. 596)

LIV M N Y

Beniitzt man, weil hier die Normale @ = » constant ist, die For-

mel (7), bestimmt also aus der Gleichung der Kugel den Differenzial-

& dz v . dz ;
(uotienten (H); s0 erhilt man ganz einfach z - (d—g) y= und
az i
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damit aus der genannten Formel (7), in welcher man ¢« stall a
selzen mufs (und wegen 2 =1r?—a? —y?:

3
M=pw? f_—,ffdw dy > — x* — y®.

Integrirt man nun zuerst nach y und zwar innerhalb der Grenzen
von — y bis 4y, so erhélt man

Ty ey =2 Uy ety =2 [0~ y— 3’
e o
wobei y =\/(r*—=2?) ist. Mit diesem Werlhe folgt weiters:

3 +r 2 3
M= wz% " rda- [@*—a?)? —L0o?—a2?)'] =

SF g0 +rd, 2 2N ap 2"’ d 2
sw 1— x(@*—a*) =3Bw p z (r* —-.z')
o

Nun ist (nach der Reductionsformel € im Comp. §. 799)

fdw(rz—wz);= e J s —“'2)+3’ f\/(i 2—g?)

folglich, wegen f_— — Are Sin Z und da der erste Theil die-
\/(7.2 T .'L'z) r
ses Integrales fiir beide Grenzen, d. i. sowohl fir & =0 als auch fir
T £ s W =

o=r verschwindet , dagegen der zweite Theil in Arc Sin 7-_=§
ibergeht, sofort

siogl n

M=§pw27a><—'§r‘*2—

oder wenn man die Geschwindigkeit des Mittelpuncles mit v bezeichnet,
wodurch v=¢w wird, so wie wegen »* = = F und (Relat. (n) in 2)
) -

I5=E,auch: M=%k6‘rl’50—5

endlich folgt daraus fir den Widerstand 9, diesen auf den Miltelpunct
der Kugel bezogen, wegen M= Ne:

2

S{Z%k}'FD—-.
5 2

Zusatz. Diese Reialion mil jener () in der vorigen Aufgabe
(ersle Auffosung) verglichen, zeigt, dafs nach der gewdhnlichen Theorie
der Widerstand der Kugel bei der kreisformigen Bewegung jenem bei
der geradlinigen Bewegung genau gleich ist, wenn bei der erstern der
Miltelpunct dieselbe Geschwindiglkeit v hat, welche bei der letztern Be-
wegung die simmilichen Puncle der Kugel besitzen.
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2. Auflosung
b) nach Duchemin.

Nach den Beobachtungen und Versuchen von Duchemin findet je-
doch bei der kreisformigen Bewegung , durch den Einflufs der Centri-
fugalkraft, welche durch die Reaction der umgehenden ruhigen Flissig-
keit aufgehoben werden muls, ein grofserer Widerstand als unter ibri-
gens gleichen Umslinden bei der geradlinigen Bewegung Stalt, und er
findet, dals wenn R den Widerstand bei der geradlinigen, und R’jenen
bei der kreisformigen Bewegung bezeichnet und der Mittelpunct der
Figur dieselbe Geschwindigkeit v besitzt, welche bei der erstern Bewe-
gung Stalt findet, sofort (§. 859, Anmerk. 2)

3'2488%

. [l+ k(a—s) M
geselzl werden miisse, wobei & den vorigen (in der Relation n angege-
benen) Erfahrungscoeffizienten, a den Abstand des Mittelpunctes O der
Figur des auf dem beschriebenen Kreishogen normalen grofsten Quer-
schnilts F' des Korpers von der Rolationsachse, und s den Abstand des-
sclben Punctes O vom Schwerpuncte o jenes Theiles der Fliche F,
welche vom Mittelpuncte O aus gegen die Rotationsachse zu liegt, und
endlich % eine lineare Grofse bezeichnet, welche die Dicke der parallel
zur vordern Fliche des Korpers abgelenklten Wasserfaden ausdriickt ;
dabei ist fir einen Rotationskorper, wenn D der Durchmesser des grofs-
ten, auf der Richtung der Bewegung normalen Querschnilles F, und ¢
der Einfallswinkel des niichsten an der Achse des Korpers liegenden
Elementes der Vorderfliche bezeichnet, wobei jedoch vorausgesetzt wird,
dafls diese Achse zur Richtung der Bewegung parallel ist:

x=1DSingp,

dagegen fiir jeden andern Korper x = 1\/F'. Sin g.

Beispiel 1. So wire z. B. fiir das vorige Rechleck, in welchem
F=2, a=14 und v=4 ist, wegen ¢ —90° s =1, s=1,/2="707,
und k£ =1-254, sofort

32488 3 3'2488 >< ‘707
k(e—s)  1254><35
folglich nach dieser Relation (1):
R'=1*523 R.

Bewegt sich dieses Rechteck geradlinig, in einer auf seiner Ebene

perpendikuliren Richtung mil 4 Fufs Geschwindiglkeil im rubigen Was-

: 16 - :
ser, 50 I8t (§.859) BR=1'254 >< 56'4><2>< E—_—36~a und daher
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R/'=1'528 >< 36'5— 5559 Pf.
wihrend oben nach der gewdohnlichen Theorie fiir diesen Widerstand
nur 9% =388 Pf. gefunden wurde, so, dals also hier nahe
R —11% ist.

Beispiel 2. Bei einem der von Borda angestelllen Versuche,
um den Widerstand einer im ruhenden Wasser sich kreisformig bewe-
genden Kugel zu finden, betrug (Alles in franzosischem Mals und Ge-
wicht ausgedriickt) der Durchmesser der Kugel 59 Linien, der Abstand
des Mittelpunctes der Kugel von der Drehungsachse 4, und die Ge-

schwindigleit dieses Punctessi;% Fufls; diefs gibt auf das W. Mals

bezogen (wobei das Verhiltnifs von 17" =1-2764"" zum Grunde
60631
144
fliche F—='139236", die Geschwindigkeit des Miltelpunctes v=124215’,
die lineare Grofse = =1 D Sin 90° =-210525‘, den Abstand des Mittel-
puncies der Kugel von der Drehungsachse a=4-1106' und den Ab-

stand desselben Punctes vom Schwerpunct des Halbkreises (§. 50)
Li— 4 . - =—-08935".
8% 2
Mit diesen Werthen geht die Formel (1) iber in
R/ = 113263 R,
wobei B den Widerstand bezeichnet, welchen dieselbe Kugel bei der
geradlinigen Bewegung im ruhigen Wasser erfihrt, wenn dabei die Ge-
schwindigkeit 1-24215 Fuls Detrégt.
Nun ist aber nach der vorigen Aufgabe (2. Auflosung, Relat. s)
(1°24215)*
62

liegt) fiir den Durchmesser D — ==4210"/, die grofste Kreis-

vﬂ
R=%'~‘7F§!—J =25< 12824 >< 564 >< *139236 ><

dois —1210258 P
folglich R—:113268 R — ‘116187 Pfund.

Zusatlz. Drickt man diesen Widerstand in Pariser Pfunden
(nach der Relation von 100""" =87-41"V!) aus, so erhélt man

B'=-132922 Par. Pf., wahrend der Borda’sche Versuch dafir 1242
Par. Pf. gegeben hat.

Anmerkung. Duchemin findet nach seiner Berechnung (er nimmt jedoch
von / nur zwei Decimalstellen, in welchem Falle wir B = 10239 W. Pf.
und R‘= 13267 Par. Pf. gefunden hiitten) R’ = 1265,

Fiir die Geschwindigkeiten von » = 42598 , 59574, ‘85376, 1°2087,
1°7016, 2'4154 Pariser Fuls, geben die Beobachlungen fiir den Widerstand
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R’ beziehungsweise ‘0155, 0310, ‘0621, ‘1242, ‘2483, '4966 Par. Pfund,
wihrend Duchemin nach der genannten Formel 0156, ‘0311, *0626, *1265,
*2517, *5076 P. Pf, findet.

¥ 5. Aufgabe.

Die Zeit zu bestimmen, in welcher eine Kugel, welche spezifisch
schwerer als Wasser ist, in dieser Fliissigkeit von einer gegebenen Hohe
herabfallt.

Auflosung.

Es sey D der Durchmesser und § die Dichtigkeit der Kugel, also ihre
Masse M=}~ D30 =2DF05, wenn man nimlich wieder die grofste
Kreisfliche mit £ bezeichnet. Da der Widerstand , welchen die Kugel
bei ihrer Bewegung im ruhigen Wasser erfihrt (Aufgabe 63, Relal. )

2
R=Z2ky F;)—g ist, so wird die auf sie einwirkende verzogernde (oder
3k iy v?
503 29
wenn p das Gewicht der cubischen Einheit der Kugel im leeren Raume

oder

. . H
negalive beschleunigende Kraft, nach Nr. 5 @) durch ﬂ_
£t _ »
1st, wegen 6 == auch durch

&

ausgedriickt, wobei (Nr. 35 9) k=12824 und y =564 ist, wenn
man den Wiener Fuls und das W. Pfund zum Grunde legt.

Das Gewicht der Kugel ist im leeren Raume —2DFp und im
Wasser P=2DF (p — ), also ihre beschleunigende I\mn

G'= —y= Pl ¢ und da ihr die verzogernde Kraft - enlgegen-
M o/ o M’
wirkt, so bleibt noch als beschleunigende Kraft :
et ey ——(1_ )g—ml}p
Nun ist aber auch (Nr. 56, Anmerk.) die beschleunigende Kraft
le S
et G:(T; und aufserdem (Nr. 3 1) ds =wvd¢, folglich, wenn
(
man gehorig subslituirt :

do vdo

de— et WA = )
G P (e
j) 101]1) V/)

*) Diese beiden Ausdriicke erhiilt man auch ganz einfach aus der Relation (@)
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) K@ gix
Setzt man Kiirze halber (l — ]_)) g=a und i"l)— pi) S0 er-
hiilt man durch Integration von o bis ¢ fiir £ von o bis » fiir » und von
o bis s fir s, sofort
2 ' s ode
L i und ds _—_—t—l—f g

2 2
a) 0—17v =

oder (Comp. §. 767 und 762):

b2
t———logn (———) MU=y l()t]n (bz———T;z)

at
Selzt man z+—v=A, S0 ist T:logn. A (a) und

A== : 0* (A+1
v=b(m), 80 w1es—-“logn. m)
Ist A eine sehr grofse Zahl, so kann man A slalt 441 setzen

2 bﬂ
wodurch man s — 2 logn. 2\/ A = (logn. A — logn.2) und daraus
«a

2as
logn. A oder (Relat. «) 2—(”__ -

d. i. wenn man die

Werthe @ und 6 wieder herstellt und logn.2 = 23026 log. 2 setzl, um

némlich den natiirlichen Logarithmus in den Tafel-Logarithmus zu ver-
wandeln, endlich :

z—( 4307 p><230"6 lot/2)V[ 3k ] %58

100w —7)9
Belsplel. Unter den von Newton tber den Fall von Kugeln

im Wasser angestelllen Versuchen, hatte eine der Kugeln einen Durch-
messer von *84224 englische Zolle und im destillirten Wasser gewogen
ein Gewicht von 77 Gran (Troygewicht), die Fallhohe im Wasser be-
trug 112 Zoll und die beobachtete Fallzeit 4 Secunden.

Da das Gewicht eines Londoner Kubikfuls destillirten Wassers
76 Pfund (Troygewicht) betrigt, so wiegt eine Kugel dieser Fliissigkeit
von 5 engl. Zoll Durchmesser nahe genag 16600 Gran. Bezeichnet
man daher allgemein das Gewicht ciner solchen Flissigkeitskugel von
D Zoll Durchmesser mit ¢’ und das Gewicht der festen Kugel bei glei-
chem Durchmesser, im destillirten Wasser gewogen, mit ¢; so hat man

q’ —-(D—) 16600 Gran und =1 —;q . Mit diesem Werthe wird in der

in Nr, 261 lck A fol
n Nr. 261, aus o — = l ~_1_ 2 4
8, weleher, 7 T olgt und wobei i a1 )y

0
und W 1007 Dp v* zu setzen ist.
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vorigen Formel (2) der Bruch _ Y _ — ittt und daher wegen
q

Pyl
Lk o 1
§=112, D="84224, k=1-2824 und g = 12><31 sofort
=4-085 Secunden,
welches Resultat mit jenem der Beobachlung sehr genau ibereinstimmt,

Anmerkung. Duchemin, welcher diese Formel tiberhaupt auf 8 solche
Beobachtungen anwendet, findet dafir den etwas grofsern Werth von
4°10 Sec.

Die Beobachtungs - und Rechnungsresultate dieser Newfom’schen Ver-
suchsreihe sind folgende :

Die Durchmesser der Kugel waren ‘84224, '81296, ‘99868, 1'00010,
1:00010, 99970, *99970, 1°00990 Zolle; ihre Gewichte im Wasser be-
ziehungsweise 77, by, 75, 213, 794, 6%, 140%, 42 Gran; die Fallhohen
112, 112, 182, 182, 182, 182, 182, 182 Zoll; die beobachteten Fall-
zeiten 4, 15, 2471, 143, 8, 25% 6%, 313 und die berechneten 4°01,
1489, 25'00, 14'42, 7'53, 2620, 569, 32'26 Secunden.

Zusatz. Duchemin bemerkt mit Recht, dals ungeachtet der sehr
guten Ubereinstimmung dieser Rechnungs - mit den Beobachtungsresul-
taten, gleichwohl die obige Formel (2) nicht alle Umstéinde der Aufgabe
umfasse, indem sich diese Formel nur auf den bei der gleichformigen
Bewegung vorkommenden Widerstand bezieht, bei welcher namlich der
Korper und die ihn umgebenden Flissigkeitsfiden nach der durchlaufe-
nen Linie eine constante Geschwindigkeit besitzen, wihrend es sich hier
um eine veranderliche Bewegung handelt, wobei die Geschwin-
digkeit des Korpers am Ende der Zeit ¢- d¢ die Grofse v dv er-
langt.

Der Erfahrung zu Folge bestehen die den in Bewegung befindlichen
Korper umgebenden Fliissigkeitsfiden aus Moleciilen, welche in beslin-
diger forlriickender Bewegung begriffen sind, deren Anzahl aber gleich-
wohl in jedem Augenblicke dieselbe ist, und deren Siromung so ange-
sehen werden kann, als finden sie in schmalen, an dem beweglichen
Korper befestigten Kanilen Stalt. Was nun die Anzahl dieser Moleciilen
betrifft, so findet Duchemin , dals bei dieser veranderlichen Bewegung
das Volumen Q' der Masse der Flissigkeilsfiden, welche sich mit dem
Korper mit forthewegt, wenn dieser ein Rotationskorper ist, durch die
Formel

a 27 29 A
Q’=%[§F—}—‘261)\/F—-|—m ﬂyas—g] (m)

2
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ausgedriickt werden konne, wobei die darin vorkommenden Grofsen
dieselbe Bedeutung wie in denFormeln (1) (73. Aufgabe, 2.Auflos. und
74. Aufgabe, 2. Auflos.) haben; die dort nicht vorkommende Grolse b
bezeichnet hier die Lange jenes Cylinders (wenn iiberhaupt ein solcher
vorhanden) , welcher den Vordertheil des Rotationskorpers vom Hinter~
theil trennt (fiir eiue Kugel z. B. ist 6 =0) und dessen Achse in der
Richtung der Bewegung liegt.

Bezeichnet Q0 das Volumen des bewegten Korpers, & seine Dich-
tighkeit, < jene der Fliissigkeit und R den Widerstand bei der gleichfor-
migen Bewegung des Korpers; so reducirt sich die obige hier angewen-
dete Relation (b), wenn man zugleich fir & den Werth aus (¢), d. i.

d
G= di; selzt, auch auf die Form (wegen 1_ g

s (l _i)y_/’_f oder wegen M =06 auf jene

do
1’(5&:(‘5——//)0!1—R
Duchemin findet nun, dafs man statt dieser Relation, fir die ver-
dnderliche verticale Bewegung selzen miisse:

Q@£ 0NT=400—Dg—R

wobei sich von den doppelten Zeichen das obere auf die beschleunigte,
und das unlere auf die verzogerte Bewegung bezieht.

Wird dieser Ausdruck fiir die erstere Bewegung, und zwar auf
eine Kugel vom Durchmesser D angewendet, so hat man wegen
0=37xD3 F=1zD? Sing’=—1, b=0 und (S. 499)
2z yj ;=2F, nach der vorigen Formel (m):

2
@ .. 0'=L=D3 also g.—_ﬁ S))
und damit aus der Relation (n), als den genauern Werth fiir die Fall-

zeil , wenn man wieder stait den Massen < und & die Gewichte » und p
selzt:

100 +67) aky
t_[ . o ><23026[oq"1\/[ ]

100 (p—v)g
Indem man also die durch die beschleunigte Bewegung mit fort-

gerissene Flissigkeit in Betracht zieht, erscheint die Fallzeit um den

10 D 3k
NS e ; I SR/ L e [ 5
BEEIC s oc =52 2 8046 log2\/ G grofser als
der nach der obigen Formel (2).
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Diese Vergrolserung belréigt jedoch bei den vorhin angefiihrten
8 Versuchen nach der Berechnung Duchemin’s bezichungsweise nur
032, ‘116, *147, 085, 044, '154, ‘033, ‘192 Secunden, welche
Bruchtheile sofort ohne Fehler noch vernachlissigt werden konnen.

Indefs ist der Einflufs dieser Masse der Fliissigkeitsfiden bei diin-
nen Platten, welche sich in einer auf ihren Ebenen senkrechten
Richtung bewegen, viel bedeutender, indem dafiir, wenn a die Dicke
und F die Fliche derselben bezeichnet,

¥ ne hp YAk
ok e st
also z. B. fir F=14 und ¢ = 1, sofort % — 14'18, némlich tber

23 Mal grofser als im vorigen Falle wird.



