B) Aus der Dynamik.

41. Aufgabe.

Ein auf einer schiefen Ebene 4 B (Fig. 47) liegender Korper vom
Gewichte Q ist durch einen mit der Ebene A B parallel laufenden, iiber
eine Rolle gefithrten Faden mit dem Gewichte P verbunden; es sollen
die Gesetze der durch das Herabsinken des Gewichtes entstehenden Be-
wegung , mit Riicksicht auf die Reibung , welche zwischen dem Korper
und der schiefen Ebene Stalt findet, bestimmt werden.

Auflosung.

Ist « der Neigungswinkel der schiefen Ehene und p der betreffende
Reibungscoeffizient, so ist Q Sina das relative Gewicht des Korpers und
0 Cosa der normale Druck, folglich 1 Q Cos« der Betrag oder die
Grofse der Reibung. Die nothige Kraft um den Korper iber die schiefe
Ebene hinauf zu ziehen ist demnach K= Q Sina - p Q Cosa; ist daher
P> K, so ist die bewegende Kraft K‘=P — Q Sina— u Q Cosa
und die bewegte Masse M= P - Q, folglich entsteht eine gleichformig
beschleunigte Bewegung fiir welche dieBeschleunigung (§.146,Gl1.2)

G=Eq= P— QSina—p QCosa
M- P+ 0
und womit sofort Alles gegeben ist; denn es ist z. B. der in der Zeit ¢
zuriickgelegte Weg 8—10G%

die dabei erlangte Endgeschwindigkeit »=G'¢ u. s. w.

Zusatz. Soll dieBewegung gleichférmig werden, so muls
G =0 seyn, diefs gibt also 0 =P — Q Sina —p Q Cos a, woraus

— — tang «
# 0 Cosa %

folgt, wenn nimlich (aufser Q) die Grofsen P und « gegeben, oder
P = Q(Sina—p Cosa)
wenn die Grofsen n und « gegeben, oder endlich
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PtpvIt+p)0*— P
a+pHe
wenn die Grofsen P und p gegeben sind

Sina =

Anmerkung. Ist 0 Sina>P+p0Cosa, sO gleitet der Korper 0 mit
gleichformig beschleunigter Bewegung iiber die schiefe Ebene herab, und
zwar ist die Beschleunigung:

QSina—P—p0Cosa
=" o g.
B0
Die Bewegung wird dabei gleichférmig, wenn ¢ =0 dii.
0Sina=P-+p () Cosa oder P=0(Sina - p Cos o) ist.

42. Aufgabe.

Die Bedingungen anzugeben , unter welchen das Gewicht P den
Korper 0 vom Gewichte 0 (Fig. 47) in der kiirzesten Zeit iber

die schiefe Ebene A B, bei welcher die Hohe BC=» gegeben ist,
hinaufzieht.

Auflosung.

Wird auf die Reibung keine Riicksicht genommen, so ist, wenn
P> 0 Sin a, die Beschleunigung :
P— QSina
—————g un .
2 i Sin a
Wird demnach der Weg AB in der Zeit ¢ zuriickgelegt, so ist

AB=1G¢* oder t=\/(gé€£ , oder wenn man fiir A B und G die
Werthe setzt, auch:
24 (P+ 0)
lz\/[y Sina(P— 08inay_ "’ )

Da nun der Zihler dieses Bruches constant ist, so wird ¢ am
kleinsten, wenn der Nenner, oder der Factor P Sin«— Q Sin®« am
orofst ist; setzt man daher

% — P Sina— QSin®a,
so ist nach der Regel:
dz

g P Cosa— 2 QSina Cos« =0 und daraus
. &

G—

Ml B y 3
Cosa =0 als die eine, und Sina ey als die zweite Wurzel.

Der zweite Differenzialquotient
d*z
d——a” =—PSina—2 Q (—‘ Sinz o + leSz a)
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ist fiir den erstern Werth, namlich fiir Cos « = 0, wofiir a =90° und
Sina=1 ist, sofort =20 —P, dagegen fiir den zweiten Werth,
CB-RAgr= )

20 .

Da nun, wenn « moglich seyn soll, P =2 Q seyn muls, so ist
fir den letztern Werth, d. i fir P<<2Q, woliir a << 90° ist, dieser
zweile Differenzialquotient negativ, folglich dafir = ein Maximum.

Fir P =2 Q dagegen, wofiir « = 90°, also Cos a« = 0 ist, wird
dieser zweite Quotient und damit auch der dritte Differenzialquotient
= Cos« (— P+ 80 Sin ), Null und endlich der vierte Differenzial-
quotient = P Sina -+ 8 Q (Cos*« — Sin®.) dafiir negativ, so, dals
auch fiir diesen Werth % ein Maximum oder ¢ ein Minimum wird, d. h.

/e
d. i. fiir Sina= = wie leicht zu sehen =

: : 5 : Pr g 5
die Zeit ¢ wird am kleinsten , wenn Sina— 70 ist, esmag dabei P —

oder << 2 0 seyn
Ohne Anwendung der Differenzialrechnung gelangt man zu dem-
selben Resultate auch auf folgende Art.
Setzt man ndmlich den gesuchlen grofsten Werth des obigen Nen-
ners' z, d. i. P Sina— Q Sin*« = A, so folgt daraus
Sina= ’ii Vi ek 2.1 H
20

soll nun « moglich seyn, so kann A4 hichstens so grofs werden, dals

3 Plaie
P2 —140=0,d i 4= ey wird, was sofort
4 &
Sina = 27 Ky

wie zuvor gibt.

Um aber den kleinsten Werth von ¢ aus der Gleichung (1) zu
erhalten, darf man nur fir Sin « diesen gefundenen Werth 2%) selzen ;
dadurch erhalt man:

8A0(P+ 0)7]
—V[RE0]

Istaulserdem noch P =20, also « = 90°, so wird dafiir der kleinste
62
Werth : el D L P © S4B
| (g ) ¢ 58)

Zusatz. Ist « jener Winkel der schiefen Ebene, bei welchem
unter Beibchaliung derselben Hohe 4, P mit Q im Gleichgewichte steht,

B : ;
also P= QSin o oder Q—[)—§Sm<p ist; so hat man, wenn a jenen



Winkel der schiefen Ebene bedeutet, fiir welchen die Hubzeit ¢ ein Mi-
nimum wird , zufolge der vorigen Bedingungsgleichung (3),
Sin a -——-21- Sin o.
Ist z. B. in Fig. 48 AB— L und A'B=, so ist, wegen BC=1h
sofort = 18iny = L Sin «, folglich nach der vorigen Bedingungs-
; 14 h ;
gleichung =—n= 0. L=21
L l
Anmerkung. Ohne Ricksicht auf die Bedingungen des Maximum und
Minimum, also ohne Bezichung des Winkels « auf die Grofsen P und 0,
folgt aus (1) fir « = 90° sofort :
28 (P+ 0)
giE= 0)
wobei offenbar weder ein Maximum noch ein Minimum moglich ist, weil
sich, wenn P ohne Ende zunimmt, die Zeit # ohne Ende dem Werthe

2h
(fiir den freien Fall von P) von ¢ =\/7 > und wenn P sich ohne Ende

dem Werthe von @ néhert, die Zeil ¢ fortwahrend zunimmt und zuletzt
unendlich grols wird.

Ist jedoch der Winkel « nicht im voraus gegeben, sondern ist es frei
gelassen den Korper O tber eine schiefe Ebene oder vertical zu heben und
frigt man nur, wie diefs in der kiirzesten Zeit geschehen konne ; so geben
die obigen Relationen hierauf die Antwort und zwar sagen sie aus, dals
wenn P <2 () ist, diese Bedingung nur bei jener schiefen Ebene méglich
wird , fir welche Sina= i) ist, wofir dann die nothige Zeit in (2)
gegeben , dals diese Bedingung jedoch, wenn P =2 ¢ ist, nur durch das
verlicale Heben, also durch gar keine schiefe Ebene zu erreichen sey, in
welchem Falle diese kiirzeste Zeit durch die Gleichung (3) bestimmt ist,
und dals endlich wenn P > 2 (), diese Bedingung weder durch eine schiefe
Ebene, noch durch das verticale Heben zu erreichen sey.

43. Aufgabe.

Ein Korper filll von einer so bedeutenden Hohe herab, dafs man
dabei die Anzichungskraft der Erde nicht mehr (wie diels in gewdhnli-
chen Fillen annithernd geschiehl) als constant ansehen kann, sondern
diese nach dem Geselze in Rechnung gebrachl werden muls, nach wel-
chem diese Kraft genau so abnimmt wie das Quadrat der Entfernung
vom Mittelpunct der Erde zunimmt; es soll die Geschwindigkeit bestimmt
werden, welche der fallende Korper erlangt hat, nachdem er durch eine
gewisse Hohe gefallen ist.
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Auflosung.

Ist A (Fig. 49) der Punct, von wo aus der Korper fillt, € der
Mittelpunct der Erde, also A C eine lothrechte Linie, welche die Ober-
fliche der Erde im Puncte B schneidet und P jener Punct der Geraden
AC, in welchem sich der fallende Korper am Ende der Zeit ¢ befindet;
so sey der Halbmesser der Erde € B =17, die Hohe B A = &, das Stiick
AP =g und die Distanz CP =g, ferner sey, wie immer, g die be-
schleunigende Kraft der Schwere an der Oberfliche der Erde, dagegen
¢ ihre Intensitit im Puncte P, d.h. in der Entfernung C P. Diels voraus-
geselzt, hat man zuerst nach dem ausgesprochenen Geselze:

T

und daraus ¢ = _r_y b 1)

Nun ist aber ¢ wiihrend der unendlich kleinen Zeit d¢ als constant
anzusehen, so, dals wihrend dieser Zeit die Bewegung gleichformig
beschleunigt ist, folglich hat man nach den bekannten Relationen, wenn
v die Geschwindigkeit bezeichnet, die der fallende Korper im Puncte P,
d.i. am Ende der Zeit ¢ besitat :

3 2
do=¢ dt='%dt oder auch vdv=y—';— vde,
2 2

d
oder wegen vd¢—=dax, auch vdo=gr? —,z und wegen g =r-4h—a
2

dz
r+h—2)*’
aus welcher Gleichung durch Integration ganz einfach
vﬁ

1
Sl sils 8 C
2 97 r+h-a:+

endlich : vdo=gr?

folgt.
Da nun fir #=0 auch v=10 ist, so erhélt die unbeslimmte

" ]
CO st = — e
nstante den Werth ¢ oy

und damit ist

1 1 )
SR ES 2 T 8 G WL, QO L
A (r+h—x r¥A

20%
adss "“r\/[(r+n>(:+n w)] M

Fiir 2 = A B =h folgt daraus fir die erlangte Geschwindigkeit

R ik r(:g-:m _\/(r+h) V2g 0

e
Zusatz. Diese Geschwindigkeit ist also, desFaclors \/(m)
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wegen, kleiner, als wenn die Schwerkraft durch die ganze Hohe A
constant geblieben wire. Ist die Fallhohe % so unbedeutend, dals man
h gegen 7 auslassen kann, so geht die vorige Formel (2) in die ge-
wohnliche von v=\/2gh iiber, welcher die Voraussetzung zum
Grunde liegt, dafs die Schwerkraft durch diese geringe Fallhohe 4 als
eine constant wirkende Kraft angesehen werden konne.

44. Aufgabe.

Es soll fiir die vorhergehende Aufgabe die Fallzeit ¢ beslimmt
werden.

Auflosung.

Setzt man wieder wie vorhin ¢'B (Fig. 49) —=r, AP=uw, da-

gegen C A —a, so ist nach der vorigen Relation () die Intensitit der
Schwerkraft im Puncte P :
gr’
(¢ - z)*

dv

folglich da nach Relat. (1) in Nr. 55, == und nach Relat. (2)

?:

derselben Nr. auch ¢=d—z

- ist, sofort

d*z gr?
- @—o)*
Multiplicirt man diese Gleichung mit 2 da, so erhélt man:
pdz.d°z Y 297 dx 1 d.(dz?) £ 0
d¢* (a—x)* dz? (a—z)*
oder da d¢ constant ist, auch:

H(a)=1(2)

und daraus durch Integration , und da auch 5 = 8k

()it

Zur Beslimmung der Constanten € hat man, da fir z =0 auch

v =0 wird, g + C, folglich ¢ =-— gi—r und damit
B3NP o g 1 I T gm0y
dt) a4 (a—z a)_ a\ a-—-2*
Diese Gleichung gibt : it 8y QAT

B pde
und daraus folgt durch Integrahon
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1 (a —z) dz
\/2_0 [\/(ax«—.’l: B

oder wegen a— :5 —.r+ - auch
dz —d.T
1 e
= Vi WL ) A
r \/(a;z: Z ) \/(ttz—z)
Nun ist ganz einfach [man darf nur @ 2 — ® = % selzen und

aul die bekannte Weise (Comp. §. 790) verfahren]
a
(; x) dz
oY e { irw (e
f\/(”z i zz)_._\/(a.v «?*) und (Comp. §. 778)

a
—dz

f 2 « 22—« S g
awSm( )———an (,o.s( )
Viazx :c) 2 a

folglich, wenn man diese Werthe substituirt und gehorig reducirt :

t—— [\/(a.vu.vz)—i-—mc(,‘ov ”—_—21‘)1

wozu keme Conslame kommt, weil fir 2 =0 auch ¢= 0 ist.

Zusatz 1. Durch Vergleichung der obigen Differenzialgleichung
() mit jener (1) in der 21. Aufgabe ersieht man, dafls, wenn man iber
C D eine halbe Cycloide construirt, deren Scheitel in 4 und Ursprung
in D liegt, wobei €D auf A € perpendikuliir ist, und durch den Punct

. d . 2091
P die Ordinate MP gezogen wird, sofort MP=¢ V ’Zr

Nt RO,
dafls also die Ordinate M P dieser Cycloide die Zeit angibt, welche der
Korper braucht, um durch die entsprechende Abscisse A P zu fallen,
und umgekehrt.

Zusatz 2. Fir 2 =AB=~# folgl aus der Gleichung (L) fir
die Fallzeit durch die Hohe A, wenn man zugleich auch fir @ seinen

Werth r—|— h selzl:
t= ’ + : [\/ Iz—|— arr(.‘o.v. (:—I:)] 2

Ist d1e Fallhohe A sehr klein gegen den Erdhalbmesser r, so kann
nl ‘/r_*-h.\/rh R \/—’i und are Cos (r—’lz) =
arrSm\/[l (’ +h) J—— arc Sin (\/47'/1)_ are Sin (2V )

13k

oder wegen arcSin X = X + _QT+ s ~+-.. wenn man
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ST=1 \/:ﬁ setzt und in der Reihe alle hohern Potenzen dieses kleinen

/3 /]
Bruches auslafst, also arc Sin( 2 \/— ) =0 \/— setzt, sofort

\/r+k £t alcCos( ) 2y 5 \/—-—
folglight = — \/ -]—\/ : —2\/— d. =\/2—h 3

setzen , welche Formel sofort mll Jener fiir dle Fallzeit durch die Hohe 4
iibereinstimmt, wenn dabei die Schwere als eine constante Kraft
angesehen wird, indem aus dieser Relation (3) jene 4=21%g¢* folgt.

Zusatz 3. Die in diesen beiden letzten Aufgaben entwickelten
Formeln gelten nur in so lange, als der Korper oder materielle Punct
nicht in das Innere der Erde eindringt, weil dann ein anderes An-
ziehungsgeselz einiritt und die Schwerkraft (40. Aufgabe, Anmerk.)
nur mehr der ersten Polenz der Entfernung des materiellen Punctes vom
Mittelpunct der Erde, und zwar direct proportional ist.

Nimmt man nun fir diesen lelztern Fall an, dafs der Korper von
dem Puncte B (Fig. 49) der Erdoberfliche mit der Anfangsgeschwin-
digkeit Null zu fallen anfingt, und dafs man, wenn der Korper durch
die Hohe B P’ gefallen ist, den Abstand des Puncies P’ in enlgegenge-
setzter Richtung , nimlich von € gegen A zihlt und CP'=a setzt; so
hat man, wenn wieder ¢ die Intensitdl der Schwerkraft im Puncte P’
und g jene in B ist, nach diesem Geselze:

g:ig=ua:r also «p:”’;’m

2
und daher (Nr. 55) auch ch; e L
r
weil ¢ zunimmt, wenn @ abnimmt, oder wenn man wieder mit 2 do
multiplicirt : = —=—=zd
plici (dt 4,

Diese Gleichung integrirt, glbt.

dz\2 gz dz
B e e Ll o
(dt) =C— 5 =0~ (wegen o =)

oder da fir # =7 die Geschwindigkeit v=0 seyn soll, wodurch die
Constante C =g r wird, auch

( ) ___l,z_ L (,.2___ o?).

Aus dieser Gleichung folgt zuerst.

v=V[ter—an] @
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dz
und dann deedid M€ Lding S5 o
; \/9 AU =)
oder wenn man integrirt:

r xr
= \/E . arc Cos. o ©)
wozu keine Constante kommt, weil fir & =17, =10 isi.

Wird diese Gleichung (aus @ = arc Cos y folgt nimlich y = Cos x)
nach @ aufgelost, so erhalt man:

z g9 9

ey Cost ‘/; oder @& =1 Cos¢ ‘/; (6)
die Gleichung (1) zeigt, dals v am grofsten fiir # =0 wird , und zwar
ist dafiir v=\/7¢;
ferner , dals fir 2 =—7r, v=0, d. h. die Geschwindigkeil im untern
Endpunct B’ des Durchmessers eben so grofs als im Anfangspunct B
desselben ist. Da sich der Korper oder materielle Punct von B’ aus
wieder eben so gegen B hinbewegt, als von B gegen B’, so wird er
in ganz gleiche ohne Ende fortdauernde Schwingungen zwischen den
Endpuncten des Durchmessers B B versetzt. Da endlich die Geschwin-
digkeit v von der zweiten Polenz von @ abhingl, so wird diese fir
+a und —a, d.i. fir zwei Positionen, welche vom Mittelpunct €'
gleich weit abstehen, wie z. B. in den Punclen P/ und P" (wenn CP'=
CP) gleich grols.

Die Gleichung (5) zeigt, dals der Korper oder materielle Punct,

um von der Oberfliche der Erde B bis zum Miltelpunct € zu fallen,

; ; ST ; : e
die Zeit t=5\/;, folglich, um eine der genannten Oscillationen

von B bis B’ zu vollenden, die Zeit T—2¢= n\/f braucht, welche
g

(Nr. 59) mit der Schwingungszeit des einfachen Kreispendels von
der Linge r zusammenfillt. Fir zwei Epochen, welche von diesem
Zeilmomente (in welchem der malerielle Punct im Mittelpunct €' ist)
gleich weit entfernt sind, sind auch die Langenentfernungen vom Mittel-
puncte gleich grofs.

Anmerkung. Auch diese Formeln gehen in jene fir die gleichformig be-
schleunigte Bewegung iiber, wenn man den Fallvaum 2 =7 —Z als sehr
klein gegen den Abstand CP’ vom Mittelpuncte, also die Anziehungskraft
nahezu als constant ansieht. Denn da unter dieser Voraussetzung aus (4),
wegen r*— 2= 42)(r —2)=h(@+) wd =1 —Ah=1 ge-
setzt werden kann:

7 g * !
v=1\/ (7_.11.27')—\/2_0/2,

ferner folgt aus (6), wenn man den Cosinus in die bekannte Reihe auflost,
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‘”='[1_1.27-+ VG e

wenn man nimlich die folgenden Glieder, mit Potenzen von 7 im Nenner
als verschwindend auslilst, daher ist

h—r—r— Lol

45. Aufgabe.

Es befinde sich in einer verticalen Ebene die Cycloide BAC
(Fig. 50) deren Basis B C' horizonlal liegt und Scheitel A den tiefslen
Punct bildet; diels vorausgesetzt, soll die Zeit fiir das Herabgehen eines
schweren Punctes in dieser Curve beslimmt werden, wenn die Bewe-
gung ohne Reibung Statt findet.

Auflosung.

Beginnt der schwere Punct seine Bewegung im Puncte L der
Cycloide, so ziehe man durch diesen Punct die Horizontale L L, welche
die verticale Achse AD im Puncte A’ schneidet, und setze fir irgend
einen unterhalb L liegenden Punct M der Curve, AP = x und Bog.
AM= s, ferner A4’ =1 und den Durchmesser des Erzeugungskreises

AD=NT=2r; so ist die Geschwindigkeit, welche der schwere
Punct in M erlangt:

ds
0= V/[2 9 (h— x)], woraus
ds

dt=—%——\/20’\/(ﬂ_z_) S
folgt. Ist aber M T die Tangente und M N die Normale im Puncte M
der Cycloide, ferner in dem Elementardreieck Mmn, Mm = ds und
mn=dx, so ist (aus den beiden dhnlichen Dreiecken Mn m und M T0)
Mm:mn = MT:TO oder ds:de = \/2rz:x (wegen MT?—

d
T O >< TN) folglich ds=$—\i_2g und wenn man diesen Werth in

der vorigen Relation (a) substituirt und beriicksichtigt, dafs da und d¢
verschiedene Zeichen erhalten miissen (indem @ abnimmt, wenn ¢ zu-

nimmt) , auch :
r dz
dt=—V - —
\/y vz —z*)
oder wenn man von & =4 bis =0 integrirt und gleich die Grenzen

h
umkehrl : t=\/ff TU‘_iLw
gJr s i
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und da das allgemeine Integral L W L Wy SR (2'2—,i ist,
V(hz—z? I
sofort “r— \/; [arc Sin 1 — arcSin — 1] = \/:-' 2arcSinl,d.i

== \/; )

als Fallzeit in der krummen Linie L M A durch den Bogen LM. Da
aber diese Zeit von der Hohe 44'=~% ganz unabhéngig ist, so
folgt, dafs, wenn mehrereschwere Puncte von verschie-
denen Puncten der Cycloide gleichzeitig ausgehen,
diese sammtlich in derselben Zeit im tiefsten Puncte
Ader Curve anlangen. Aus diesem Grunde heifst die Cycloide auch
Tautochrone, oder Curve gleicher Schwingungsdauer.
Zusatz. Da der schwere Punct dieselbe Zeit zum Steigen durch
den Bogen A L, wie zum Fallen durch jenen L A braucht, so ist die

fiir eine Oscillation von L bis L’ nothige Zeit T—2(=2~= \/5,
g

und zwar bleibt diese Zeit genau dieselbe, wenn die Oscillationen anstatt
von L aus, von irgend einem andern Puncte M der Curve aus beginnen
und daher nicht L A L', sondern iiberhaupt M A M’ der Schwingungs-
bogen ist.

Fiir einen kleinen Bogen A M fillt die Cycloide mit dem entspre-
chenden Bogen des Kriimmungskreises fiir den Scheitel A zusammen,
und da dessen Halbmesser fiir diesen Scheitelpunct = 4 [gleich der
doppelten Normale (Comp. §. 728)] ist, so hal man, wenn dieser Halb-

messer = ¢ geselzt wird ,
!l
T =7 \/_
g

als Schwingungszeit im Kreispendel, fir kleine Schwingungshogen
(vergl. Nr. 59).

Anmerkung Beim Herabsinken eines schweren Punctes durch einen
L

kleinen Kreisbogen M7 vom Halbmesser £, ist £ =3 n\/ -, dagegen
b g

!
durch die entsprechende Sehne M7 (§.148) =2 \/!;, also ist

tie="2=185:1
H ——Q.-—l o A

46. Aufgabe.

Die Linie des schnellsten Falles zu finden.
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Aufiosung.

Es seyen M, M’, M (Fig. 51) drei unendlich nahe liegende Puncte
der gesuchien Curve, so wie die lothrechten Abstinde der Puncte M
und M’ von der durch jenen Punct gezogenen horizontalen Abscissen-
achse A X, von welchem der schwere Punct seine Bewegung ohne Ge-
schwindiglkeit beginnt, PM=y und P'M'=y’; so ist die Zeit des
Herabsinkens von M nach M" (Relat. @ der vorigen Aufgabe):
mm wm
o M e (m)
v29y  V29y

Ist aber , wie verlangt wird, diese Zeil ¢ ein Minimum fiir alle
Wege , welche das Bewegliche, um von M nach M* abwiirts zu kom-
men, einschlagen kann; so darf die durch eine Verschiebung des Punctes
M’ in horizontaler Richtung , z. B. von M’ nach B, wobei MR gegen
die Lingen M M’ und M'M‘ unendlich klein ist, unter Weges zuge-
brachte Zeit nur eine Anderung erleiden, welche hinsichtlich der vorigen
Zeit ¢ in (m) unendlich klein ist. Nun ist die Zeit fiir den Weg MRM"
B MR RM”
o gy ey
wobei der Fehler, welchen man begeht, unendlich abnimmt, wenn sich
R dem Puncte M’ ohne Ende niihert. Es mufs also, da ¢ von ¢ nur
um unendlich wenig verschieden seyn soll,

ﬂ S RM
vaey ¥ T2 = agv T Vaav

==

sehr nahe t

oder
MM MR i RM'* — MM
A B i

Statt finden.

Zieht man R N perpendikuldr auf M M’ und M'N’ perpendikular
auf MR, so lalst sich fiir MR die Projection M N (welche bekanntlich
nur um unendlich wenig von der Linie selbst abweicht) und statt M‘M*
die Projection M'N* setzen; dadurch wird im ersten Theil der vorigen
Gleichung der Zihler MM’ — MR — M'N — M‘R Cos . SM'N, und im
zweiten Theill RM"“ — M'M= RN'— R M’ Cos 'R M"' — R M ><
Cus. S'M’'M", s0, dals also diese Gleichung ibergeht in

k »C()S.SM’IV_C’{)is;Hﬂ
T

Setzt man nun, da MM, M'M" zwei aufeinander folgende Ele-

mente der Curve und M‘Q, M'Q" ihre Horizontalprojectionen (auf die

Achse der #:) sind, M M’ — ds, M'M"= ds', M'Q = da und M'Q"'—=dz’;
Burg’s Mechanik, Suppl. 29
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80 erhilt man Cos.§ ' N =219 _ 4z s Cos. S"M'M"' = ot g ® 1L
mw ds o ds’
und daher, wenn man diese Werthe in der vorigen Gleichung substituirt :
Az el diz 4l
s’ vy a8 vy
Diese Gleichung sagt aber aus, dals in jedem Puncle der gesuch-

ten Curve der Ausdruck ;£
ds vy

constant ist, eine Eigenschaft, welche

bekanntlich der Cycloide oder gemeinen Radlinie zukdmmt*).

Die gemeine Cycloide wird daher dieser Eigenschaft wegen auch
Brachystochrone oder Curve des schnellsten Falles genannt.
(Eigentlich gehort dieses, zuerst von Johann Bernoulli im J. 1696 auf-

geworfene Problem, in das Gebiet der Varialionsrechnung, m. s. Lehrh.
Bd. III. S. 585.)

47. Aufgabe.

Das Moment der Triigheit eines homogenen Ellipsoides in
Beziehung auf eine der Hauptachsen zu bestimmen.

Auflosung.

Die Gleichung des in Fig. 52 dargestellten Ellipsoides, in welchem
die Hauptachsen 4 4' — 2a, BB'=20 und € ¢"=2 ¢ sind, und wobei
die rechiwinkeligen Achsen der ar, y, = mit diesen Achsen der Figur
zusammentfallen , ist (Lehrb. III. S. 431):

.z,z yz 22
aTpTa=h

folglich, wenn man das Moment der Trigheit zuerst in Beziehung auf

*) Ist nimlich @ der Halbmesser des Erzeugungskreises der Cycloide, so ist
ydy

(Comp. §.726, 111. 8. 219) bei dieser Bezeichnung dz = m

und

dy dz i ydy
ds=/2a. m;‘:@;) , daher = A ke T g pe ><
vQa—y) 1
RORV e
Oder es ist in Fig. 50, wenn man far irgend einen Punct # der Cy-
cloide BN=1x, N0 =y und Bog. BM =35 setzt, Mn:Mm=N0:MN
oder wegen MN=/(2r.NO)= /2ry, auch dz ds=y: /2ry =

dz il
A4 7 o1 U ieder a——5— =7 7= dalet.
V¥:iV2r, woraus sofort wieder g v vor 018

, also constant.
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die Achse der « (als Umdrehungsachse) sucht, die durch den Punct m
gehende zur Achse der g parallele Ordinate

2 2
mn=g=c \/ (l — z” — g—z) oder die Doppelordinate

At S F fitiinid - g0
nn'=2c\, (l = bz)'
Das Volumen eines Prisma von der Grundfliche dzdy (Fig. 52/

und dieser Hohe mn ist daher, wenn man das Volumen des ganzen
Ellipsoides mit V bezeichnet:

d*V=2c¢dxdy \/(1 —z—:—i—:)

da ferner dieses Prisma (als materielle gerade Linie, welche mit der
Achse der % parallel ist) von der Umdrehungsachse den Abstand Om =
V{(e? 4y hal, so ist dessen Moment der Trigheit, wenn man das
Volumen gleich fiir die Masse gelten lifst und das Moment der Tragheit
des Ellipsoides mit p bezeichnet :

d%u— (=22 -+ y> d2V,
oder, wenn man substituirt :

;1=2cff(wz+y2)dwdyV(l~z—2——‘1£) d. i,
/‘_26.[[ 2drdy\/(1—’““ )—{—2cf ;/2d.z-dy\/(1_72___

=A-}+ B.
Da nun 2 und y von einander unabhingig sind, so hat man fiir

das erstere Integral A, wenn man zuerst nach y integrirt, dabei also
als constant ansicht, fiir das allgemeine Integral (Comp. §. 801,2):

LR, 0 ety g Y s
fdy‘/(l ] llz_bz)—iy\/(l Tl b’)_‘_Eb(I = ”,)><

are. Sm( 4l
bv(a®— z%

da jedoch dieses Integrale zwischen den Grenzen von y=PM bis
y=P M (Fig. 52 d.i. von y——{—b\/(l == —) bis
y——b\/(l ——) genommen werden mufs, so geht dasselbe,

wenn man rrehorlg substituirt und reducirt , iiber in

(1-2)-+(1-2) = (- 2)

Mit diesem Werthe w1rd nun

LYo ?
A=2(J T.’l}"(l.‘l}(l ~—a—1)

20%
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und zwar mufs dieses Integrale von £ =—a bis 2=+ a (d i. von
0A bis 04" genommen werden Diels gibt ganz einfach

_.__bt:ﬂl —|-—— ( -+ )]~——a3bcn

oder da das Volumen des Elhpsmdes V==%zabc ist, auch
A=1Va*, und da man hier das Volumen statt der Masse genommen
hat, endlich A=2XMa?*, wenn man nimlich die homogene Masse des
Ellipsoides durch M bezeichnet.

Das zweite Integrale B des obigen Ausdruckes u erhdlt man
offenbar aus jenem A ganz einfach, wenn man darin = und y, dann
gleichzeilig @ und & mit einander verwechselt; dadurch wird
B=1M6* und daher ist das gesuchte Moment der Triigheit des Ellip-
soides in Beziehung auf die Achse der %:

jpe==t W(a2 —+ 3.

Eben so erhalt man (durch blofses Vertauschen der Buchstaben)
dieses Moment der Trigheit in Beziehung auf die Achsen der @ und y,
respective: p/'=1IM(a®*+ ¢®» und p’=L1M(b*4 c®.

Zusatz. Fir a=b=c erhilt man als Moment der Trigheit
der Kugel vom Halbmesser @, welche sich um einen Durchmesser
als Achse dreht:

p= = =2 Ma?
wie es seyn soll (Nr. 98).

Setzt man die Dichte der Kugel = ¢, so ist auch:

p= ]-85~ zoa®

48. Aufgabe.

Die Bedingungsgleichung fiir das Gleichgewicht eines um eine
Achse rolirenden Korpers zu finden.

Auflosung.

Die in Nr. 2 1, Anmerk. 2 aufgestellten allgemeinen Gleichungen
fir das Gleichgewicht eines freien Systemes von fest miteinander ver-
bundenen Puncten, gehen, wenn das System aus irgend einem festen
Korper gebildet wird, iber in die folgenden :

1d2 R 2 > 3,
jd[fdm=fde fﬂgdm=]Ydm, f‘:—‘fdm=fzdm

f‘ﬂidly—da—:dm_f(.ﬂt‘myx\) dm
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sd’r—xd’s

i dm—-f(zX—.rZ)dm

s —ad
fﬂ%,z—y‘ m=f(yZ—zY)dm

Nimmt man nun die Rotationsachse des betreffenden Korpers zu
einer der 8 rechtwinkeligen Coordinatenachsen, z. B. zur Achse der z,
so geniigt (man vergl. die Anmerk. in Nr. 2 1) die einzige Gleichung :

gdfyiydie SR sl
f—w—dm_‘f(.‘vY yX)dm

und zwar ist dieses die allgemeine Gleichung der Bewegung
eines Korpers um die Achse der =.

Ist ferner, wenn man eine ungleichformige Rotationshewe-
gung vorausselzt, w die Winkelgeschwindiglkeit am Ende der Zeit ¢
und » die Lénge des aus dem Elemente des Korpers dm auf die Rotations-
achse z gefélllen Perpendikels; so ist v=rw die absolute Geschwin-
digleit des Elementes dm am Ende der Zeit ¢; zerlegt man diese in zwei
aufeinander senkrechte Seitengeschwindigkeiten »* und »” nach AX und
AY (Fig. 53), so erhall man, wenn m die Projection des Elementes
dm auf die Ebene der « y ist und durch diesen Punct die Gerade Am
und darauf in derselben Ebene NN’ perpendikulir gezogen wird, welche
die Achsen A X und AY unter den Winkeln « und 3 (Fig. 53) schnei-

den mag, sofort, weil die Rotationsgeschwindigkeit » mit NN
parallel ist:

mn An
v'=vCosa=v.— und v/=0Cosf=v.-—
Am Am

oder wegen v=7rw, Am=r, An=a und mn = — y auch:

v'=—yw und v’ = w.

dz d
Da nun aber auch v = = und v”=£—, ist, so erhélt man durch

Gleichselzung dieser Werthe:
dzr

d
R 5 =w x und noch aulserdem o*}- y2? =2,

Wird die erste dieser Gleichungen mit y, die zweite mit z mul-
tiplicirt und dann subtrahirt, so entsteht
d 1z p
d“;/ - (— =w(@?+ y®» =r*w oder xdy — ydwe = r2w d.
Diese Gleu,hung differenziirt gibt, da .z, y, w Functionen von ¢,
dagegen » und d¢ constant sind, wenn man abkiirzt:
xd?y — y d?z =r>dwde.
Da nun dw fir alle Elemente dm des Korpers denselben Werth
behilt, also bei der Integration nach dm constant ist, so hat man:
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a:d Y- d .7: >
f e =k - f dm
80, dals also die obige Gleichung («) in d1e folgende

d
dl; r2dm —f(.z' Y—yX)dm ([3)

ibergeht. Da aber ferner das Integrale ﬁ""dm nichts anderes als das

Moment der Tréagheit des Korpers in Beziehung auf die angenom-
mene Rotalionsachse ist, so erhdlt man endlich, wenn dieses Moment
mit M bezeichnet wird :
1
Smi”— (@Y —yX)dm (1)
woraus sich sofort dw fur irgend eine Position des Korpers bestimmen
lafst.

49. Aufgabe.

Die Bedingungen anzugeben, unter welchen cin auf einer schiefen
Ebene A B (Fig. 54) liegendes gerades Prisma, dessen Lingenkan-
ten auf der verticalen Ebene 4 B C perpendikulir stehen, durch den
blofsen Einflufs der Schwere, cher um eine dieser Kanten umstiirzt,
als iber die schiefe Ebene herabgleilet.

Auflosung.

Es sey O der Schwerpunct des Prisma, also auch des Querschnit-
tes ab desselben, welcher aus einem verticalen, durch diesen Punct O
gefithrten Schuitl entsteht, @ das Gewicht des Prisma, « der Neigungs-
winkel der schiefen Ebene A B, 0D perpendikulir auf 4 B, und wenn
0 mit dem Puncte E, um welchen das Umsliirzen moglich ist (d. h.
durch welchen die betreffende Kante geht), verbunden wird, W. DOE =1,
und endlich p der betreffende Reibungscoeffizient ; so entstehen, wie be-
kannt, aus dem Gewichte Q zwei durch den Schwerpunct O wirksame
Krifte P= Q Sin« und P’= Q Cosa, wovon die erstere mil A B
parallel und die lelztere darauf senkrecht ist. Da man nun den Betrag
der Reibung p P’ als eine durch den Schwerpunct O wirksame, der
Kraft P gerade entgegengesetzte Kraft ansehen kann (Nr. ¢ B, Anm. 2, 8.),
so folgl, dafs das Prisma, wenn es nicht umsliirzt, eine gleitende
Bewegung iiber die schiefe Ebene anfingt, sobald P> p P’ d. i
Q Sina > Q) Cosa oder

tanga=>p . o (L) isk
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Damit jedoch ein Umstiirzen um den Punct E (im Querschnitt
ab) oder eine drehende Bewegung des Prisma um diesen Punct ein-
trete , muls, auf den Punct E bezogen, das stat. Moment der Kraft p
grofser als jenes der Kraft P, d. i P.OD > P'.DE, nimlich

) D
0D .QSin«>DE.Q Cosa, oder tangu>0—§, und wegen
DE

op —tangi, endlich

tang « = tangi . . (2)
diiiigetog seyn.

Ist also der Reibungscoeffizient . so klein, dafs 4 << ¢tang a, (nach 1)
und doch noch tang « < tang i (ndmlich die Bedingung 2 nicht erfillt),
also auch p<tangiist; so wird der Korper eher gleitend iber die
schiefe Ebene fortriicken , als zum Umstiirzen kommen.

Ist dagegen der Winkel i sehr klein, wie z. B. bei einem Cylinder,
einer Kugel u. s. w. (wobei, wenn die Beriihrung zwischen absolut
harten und glatten Flichen » also nur in einem geometrischen Puncte D
Statt fande, sogar i—0 ware), so kommt der Korper schon bei dem

geringsten Neigungswinkel « der schiefen Ebene in eine wilzende
Bewegung.

Nimmt der Winkel ¢ zu, so kann der Korper nur gleitend iiber
die schiefe Ebene herabgehen, so lange tang .« zwischen der kleinern
Grenze p und der gréfsern tang i liegt; so wie aber « >i wird, so
stirzt der Korper auch bei diesem grofsern Werth von 4 um.

Anmerkung. Nimmt man an, dals die Berihrung einer Kugel mit einer
Ebene wirklich nur in einer unendlich kleinen Fliche Statl findet, d. h.
selzt man voraus, dals die Kugel und Ebene vollkommen hart und glatt
sind , ohne jedoch dabei eine gleitende Reibung auszuschliefsen, so ist der
Widerstand der wilzenden oder rollenden Reibung auf einer horizon-
talen Ebene gleich Null und eine horizontale , durch den Schwerpunct
oder Mittelpunct der homogenen Kugel wirkende Kraft, setzt die Kugel in
eine wilzende Bewegung, bei welcher sehr bald die Geschwindigkeit des
beriihrenden Punctes = 0 und die Bewegung, je nachdem die Kraft eine
momentane oder constante ist, gleichformig oder gleichformig beschleunigt
wird, d. h. die drehende Bewegung des untersten Punctes nach riickwirts
(im grofsten Kreishogen) genau dieselbe Geschwindigkeit, wie der Mittel-
punct nach horizontaler Richtung vorwirts besitzt, eine Bewegung, welche
Euler die vollkommene Wiélzung nennt, um sie von der gemisch-
ten Wilzungshewegung zu unterscheiden, welche dann Statt findet,
wenn bei der Wilzung zugleich auch ein Gleiten eintritt und der unterste
Punct nicht die] Geschwindigkeit Null besitzt, also der Wilzungshogen
grofser oder kleiner als der vom Mittelpunct zuriickgelegte Weg ist,
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Wird die Kugel auf cine schiefe Ebene gelegt, so fiangt (durch das
Gewicht der Kugel) sogleich die Wilzung an und Eu/ler war Anfangs der
Meinung , dals dabei die fortschreitende Bewegung ste's grofser als die
wiilzende seyn miisse und die vollk o mm e ne Wilzung (wobei sich der
jedesmalige Beriihrungspunct eben so schnell im Bogen riickwirts bewegt,
als der Mittelpunct fortschreitet) hier niemals Statt finde. Dem wurde
jedoch von Dan. Bernoulli und durch die Experimente von Arafft wider-
sprochen, so dals Euler diese Meinung dahin abénderte, dals die be-
schleunigende Kraft, welche die Kugel iiber die schiefe Ebene herabtreibt,
allerdings das Bestreben habe, dem jedesmaligen Beriihrungspunct statt der
Geschwindigkeit Null (wie sie bei vollkommener Wilzung Statt hat) eine
grofsere fortriickende Bewegung zu ertheilen, dals diese jedoch bei nicht
zu grofser Neigung der schiefen Ebene, stets durch die Reibung, welche
das Fortgleiten aufhilt, unterdriickt wird. Bei einem grofseren Neigungs-
winkel, bei welchem die gleitende Reibung nicht mehr hinreicht um
das Fortriicken ginzlich zu hemmen, entstehe dann eine gemischte
Wilzungsbewegung, bei welcher der Wilzungsbogen kleiner als der vom
Mittelpunct zuriickgelegte Weg ist. Bei einem Neigungswinkel von = 90°
hort endlich die Wilzung génzlich auf und es findet nur eine fortschrei-
tende Bewegung Statt.

50. Aufgabe.

Es wird einer, auf einer horizontalen Ebene liegenden homogenen
Kugel , eine rotirende Bewegung um einen horizontalen Durchmesser,
und gleichzeitig auch ihrem Miltelpuncte eine fortschreitende Be-
wegung in horizontaler, auf diesem Durchmesser perpendikuliren Rich-
tung mitgetheilt; es sollen die Gesetze dieser zusammengeselzlen Be-
wegung bestimmt werden, wenn dabei auch auf die Reibung Riicksicht
genommen wird.

Auflosung.

I Stellt die Figur (Fig. 55) einen Schnilt der Kugel und der
horizontalen Ebene mit einer auf der Rotationsachse perpendikuliren
(also verticalen) Ebene vor, so bewegt sich der Mitlelpunct der Kugel €
auf der Geraden A B, welche durch € mit der Geraden DE (als Durch-
schnitt dieser verticalen mit der horizontalen Ebene) parallel liuft.

Es sey in einem Augenblicke, nimlich am Ende der Zeit ¢, in
welchem die Beriihrung der Kugel mit der horizontalen Ebene im Puncte
M Stalt findet, der Abstand des Mittelpunctes € von einem festen Puncte 4
der Geraden AB, nimlich AC= &, also die Geschwindigkeit des

: dr :
Punctes € nach € B in diesem Zeitmomente P~ g ferner sey in
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demselben Augenblicke « die Winkelgeschwindigkeit der Kugel um ihre
Rotationsachse, welche als positiv oder negativ angesehen werden soll,
je nachdem die Rotation in der durch den Pfeil angedeuteten , oder in
entgegengesetzter Richtung Statt findet, endlich sey fiir denselben Zeitmo-
ment u die absolute Geschwindigkeit des Punctes M und CM=7r der
Halbmesser der Kugel; so hat man zuerst:

u:v—}—rw:j%—{—rw A8 ()

Je nachdem nun dieser Ausdruck positiv oder negativ ausfillt,
bewegt sich der Punct M gegen E oder D, und dabei ist die in diesem
Puncte nach enigegengesetzier Richtung von w Statt findende Reibung
bezichungsweise nach D oder E gerichtet. Ist =0, also der jedes-
malige Berihrungspunct M in der Ruhe, so rollt die Kugel ohne zu
gleiten (vollkom me ne Wilzung) und die dabei entstehende Reibung
ist die der zweiten Art, nimlich die sogenannte rollende oder wilzende.

I Diefs vorausgesetzt, sey Q das Gewicht und M die Masse
der Kugel, n der Reibungscoeffizient, also 1 Q der Betrag der Reibung
in der Richlung M E oder M D, ferner ¢ die Beschleunigung der Schwere,

daher (Nr. 54, Anmerk. 3) =g£ die Masse der Kugel und M %2 ihr

Moment der Trigheit (in der allgemeinen Form , welche fiir alle Korper

von der Masse ¥ gilt, Nr. '¢) in Beziehung auf ihre Rotationsachse.

Nimmt man nun an, dals u posiliv, also die Reibung » @ gegen M D

gerichtet sey, so sind die Gleichungen fiir die fortschreitende und
2

rotirende Bewegung beziehungsweise (Nr. 5 6) M :7f =—n0

oder wgen % =g (und weil man sich die Masse der Kugel in ihrem

Mittelpunct vereinigt, und die Kraft durch diesen Punct parallel mit ihrer
Richtung wirkend denken kann)
dir

= g D)
und (da man sich bei dieser Rotation die Rotalionsachse als fest denken
kann) vorige Aufgabe, Relat. (1), wegen Y=0, y=—r,
X=——pf—{ , m=M und I = M k? sofort:
Mkz.:—;g=— 1’,11% dM = — r;lf—[M .. (m)
gl kzdib-—:—/zr_q

s



458

oder da fir die Kugel das Moment der Triigheit (Nr. ¥ 9) MM = 2 M2
also k*=21? ist, auch:
dw

29T nab a4
T Tl 7 e g @)
Werden diese beiden Gleichungen (1) und (2) integrirt, so erhalt
man aus (1) wegen d(j—f) =—ngde sofort
dzr

PPN .
und aus (2):

w=—C'— %‘:ql G

dabei bezeichnen die Constanten € und €’ beziehungsweise die Anfangs-
geschwindigkeiten j—: und w» im Puncie A (fir £=0). Aus der obigen

Gleichung (a) erhilt man mit diesen Werthen:
u=Ctr€'=Zugt.. (&

III.  Da nun der gemachten Annahme zufolge die Conslante
C—+7rC positiv ist, so bleibt auch « wihrend einer gewissen Zeit
t=Tpositiv, wird am Ende derselben Null und hierauf negativ.
Diese Zeit T folgt aber aus der Bedingungsgleichung

0=C-rC - ZngT und zwar ist
ng(ﬂ? Eol L R ()
Iy

Wihrend dieser Zeitperiode T' bestehen die beiden Werthe von (3)
und (;) wirklich und die beiden Bewegungen der Kugel (die fortschrei-
tende und rotirende) sind gleichformig verzogert.

. G o 1
1v. Am Ende der Zeil ¢/ = — wird (l—: =0 und wenn ¢ << T
by «
Caled G el
was fur —<'7’ Gk £ d-Sp
el
o B0 i)
Slatt findet, wird g iiber die Zeit ¢ hinaus negativ, so, dals sich

der Millelpunct € der Kugel von € gegen A zuriickbewegt.

Dieser letztere Fall tritt z B. bei einer Billardkugel ein, wenn man
diese so trifft, dafls sie sehr schnell um einen horizontalen Durchmesser
in der Richtung des Pfeiles (Fig. 55) rolirt und sich gleichzeilig ihr
Mittelpunct, jedoch nur langsam von C gegen B vorwirls bewegt, so,
dals beide obige Conslanlen € und € positiv sind und der Bedingung
(n) Geniige leisten. Bei dieser rolirenden und forlschreitenden Bewegung
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der Kugel erschopft aber die am Billardtuche Statt findende Reibung sehr
bald diese letztere Bewegung, wihrend die rotirende noch fortbestehen
bleibt und daher die von M gegen D wirkende Reibung (welche man
sich in den Mittelpunct C transferirt und von € gegen A4 wirksam denlen
kann) die Kugel von € gegen A zuriickfiihrt.

V. Hat die Kugel im Anfange, d. i. wenn der Punct € noch in
A ist, keine rotirende Bewegung , ist also €'= 0, oder ist noch allge-

- ; : e o L P -
meiner €= 2rC’, so wird die Geschwindigkeit " nicht friither als

jene u gleich Null, folglich kann der Mittelpunct ¢ nicht zuriickgehen.
Ubrigens hat in allen Fillen der Beriihrungspunct M nach Verlauf der Zeit T
keine Geschwindigkeit mehr, so , dafs die gleitende Reibung verschwin-
det und dieKugel ohne zu gleiten fortrollt; dabei werden dic Geschwin-

S d A .
digkeiten f und e allméhlig constant oder nehmen nur mehr sehr wenig

ab (indem der Betrag der rolienden Reibung gleich Nall ist). Man erhiilt
ihre Werthe aus den Relationen (3) und (y), wenn man ¢=T selzt,
und zwar ist:

dz 5C—2r
1= 2 e
= __C—;C———?,-rC‘_ il e
83 2rC’'—5C
und w—~C/—§r———§C’—_-7—r.

Zusalz. Die obigen Gleichungen (1) und (2) gelten auch noch
fiir andere durch Umdrehung erzeugte Korper, jedoch mit den betreffenden
Werthen von &%; so ist z. B. fiir einen geraden Cylinder mit kreis-

formiger Basis, welcher sich um seine geomelrische Achse dreht,
kE—L172 1.5 w.

Anmerkung. In der hier behandellen Aufgabe, in welcher die Rotations-
achse parallel mit der horizontalen Ebene und senkrecht auf die Richtung
der Bewegung ist, welche von A nach B Statt findet, konnen folgende
3 Fille eintreten :

1) Es kann die Wilzung eine vollkommene seyn, nimlich der
Punct 47 im Bogen M F eben so viel zuriickgehen als der Mittelpunct €
nach der Richtung € B vorwirts geht; dann ist die Geschwindigkeit des
jedesmaligen Beriithrungspunctes im Augenblicke der Beriihrung gleich
Null

2) Es kann der Punct M cine schunellere drehende Bewegung nach
riickwirts (d.i. gegen #/F) als der Mitlelpunct € nach vorwirts haben ;
in diesem Falle nimmt die Beschleunigung der Rotationshewegung durch

dic Reibung allmihlig ab und es tritt sehr bald eine vollkommene Wiil-
zung cin.
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3) Rotirt der Korper in der durch den Pfeil angedeuteten Richtung von
M gegen F', so wird die rotirende Bewegung (mit der vollkommenen
Wiilzung verglichen) vermindert und diese kann unter gewissen Umsténden
sogar in die entgegengesetzte iibergehen; es kann aber auch (wie bereits
in dem Beispiele der Billardkugel bemerki) der nach CB forlgehende
Korper umkehren und die entgegengesetzte Richtung €A annehmen.

5 1. Aufgabe.

Eine homogene Kugel vom Halbmesser €' M (Fig. 56) wird auf
eine schiefe Ebene A B gelegt, es soll mit Riicksicht auf die Reibung
das Gesetz bestimmt werden, nach welchem diese Kugel iiber die schiefe
Ebene hinabrolit.

Auflosung.

I Es stelle die Figur einen verlicalen Schnitt der Kugel und
schiefen Ebene durch den Mittelpunct € vor und es sey der Neigungs-
winkel der schiefen Ebene A B D =a, ferner nach Verlauf einer gewissen
Zeit ¢, € der Ort des Miltelpunctes und M jener des Beriihrungspunctes
der Kugel mit der schiefen Ebene, folglich €M =17 perpendilulir auf
AB, weilers sey in demselben Zeitmomente v die Geschwindigkeit des
Mittelpunctes nach CE parallel mit 4 B und w die Winkelgeschwindig-
keit der Kugel um einen horizontalen Durchmesser als Rotationsachse,
wobei diese als posiliv gelten soll, wenn die Rotation in der durch den
Pfeil angedeuteten Richtung Stall hat; so ist die in diesem Augenblicke
Statt findende absolute Geschwindigkeit des Puncles M:

u=v—rw

dz i e M .
oder wegen o= —-, Wenn man nimlich irgend einen Punct A’ der

durch € mit A B gefiihrten Parallelen zum Anfangspuncte nimmt und
A'C=c fiir das Ende der Zeit ¢ setzt, auch:

d
u:ﬁ—rw s i)
Ist ferner Q das Gewicht der Kugel, also I =§- ihre Masse, Mk*

wieder ihr Moment der Tragheit in Beziehung auf einen Durchmesser,
und 1 der ReibungscoefTizient fir die Kugel und schiefe Ebene; so hat
man , wenn das Gewicht @ in zwei Seilenkrifte ¢ und ¢’ nach CE und
C M zerlegt wird, sofort ¢=Q Sina und ¢’ = Q Cos«, folglich p ¢’
die aus der Reibung entstehende, nach der Richtung M A wirkende
Kraft (welche man wieder , Nr. & 1, Anmerk. 2, in 8. mit MA parallel
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in den Schwerpunct C transferiren, also nach der Richtung € A’ wirkend
annehmen kann).

Die Resultante aus den auf den Mitlel - oder Schwerpunet € der
Kugel wirkenden bewegenden Kraften ist daher die nach der Richtung
CE wirkende Kraft p=¢—pny¢’, d. i.

p=0(Sina —pn Cosa),
welche positiv, Null oder negaliv wird, je nachdem beziehungsweise
der Reibungscoeffizient y <<= >>tang«, oder wenn u gegeben ist,
fir den Neigungswinkel der schiefen Ebene , tang a >=<p isl.

Fir die progressive Bewegung hat man daher (Nr. 56):

d’z 1 0
M— =p=0(Sina—puCosu) oder wegen — =g:
ds M

(il

de =gSina-—pCosa) .. (1)

und fiir dierotirende Bewegung derselben [vorige Aufg., Relat. (m),
wobei w nach der hier angenommenen Bedeutung mit enlgegengeselztem
Zeichen zu nehmen ist]:

d
Mk2.£=r,ut]’=rpQCosa

oder wegen k*=2r? und % =g, auch:
pL

dw
dz
durch Integration der beiden Gleichungen (1) und (2) erhéll man:

=%§gCosu 2t ()

d
£=c+yccsmu-_;wosu) )

w=C‘—j—§Ethosa ()

und mit diesen Werthen aus der obigen Gleichung («):
Uu=C—rC —+gt(Sina—ZpuCosa) . . (O).

Lifst man die beiden Bewegungen in dem Augenblicke beginnen,
in welchem sich der Mittelpunct € im Anfangspuncte A, in welchem
namlich ¢ =0 ist, befindet, so werden die Constanten € und € gleich
Null und es ist nach Verlauf der Zeit ¢ die absolute Geschwindigkeit des
betreffenden Berithrungspunctes M in der Richtung M B :

u=gt(Sina—%I1Cosa) .. (&)
dagegen die Geschwindigkeit des Mittelpunctes C nach der Richtung
CE (aus [3):

v=gt(Sina—pCosa) .. (L)
80 , dafls also der Unterschied v —u =2 ug¢ Cosa ist.
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Soll nun « positiv seyn, so muls (aus ) Sin a>Z Cos u,
d i a) tan_t{ a>>gp, oder wenn « gegeben, p<< 2 tang «
seyn, dagegen wird w Null, wenn
b) tanga=7Zp oder p=2tang « ist.

II. Der jedesmalige Berithrungspunct M gleitet also im erstern
Falle von M gegen B abwirls, so, dafs so lange gleichzeitig die Ro-
tation der Kugel Statt findet (welche nur, wie die Relat. () zeigt, fiir
p=0, oder fir a=90° verschwindet) eine gemischte Bewegung
eintritt; im zweiten Falle dagegen, in welchem der Beriihrungspunct M
genau so viel im Bogen zuriickweicht als der Mittelpunct € nach CE
fortriickl, findet eine vollk omm en e Wilzung Stalt. (Aufg. 49, Anm.)

1II. Dals endlich im gegenwirtigen Falle w nicht auch negativ
seyn, d. i. der Punct M nicht mehr zuriickweichen kann, als der Miltel-
punct € vorwirls geht, ist leicht einzusehen , weil die Reibung wohl das
Abwirtsgleiten der Kugel verzogern oder selbst ganz aufheben, niemals
aber eine Bewegung nach entgegengesetzter Richtung, d.i. ein Aufwirts-
schieben der Kugel bewirken kann.

Ist also tang . <<%, so wird dabei nichts anderes, als was bei
tanga =7%p, d.i. nur eine vollkommene Wilzung bewirkt. Man
lkann daher sagen , dafs fir einen Neigungswinkel «, von jener Grenze
angefangen, bei welcher das Herabrollen der Kugel iiberhaupt beginnen
kann (Aufgabe 49) bis zu jener Grolse , wolir fang a = Z o ist, immer
eine vollkommene Wilzung, dagegen fiir noch grofsere Werthe
von a, ein Abwirlsgleiten des Beriihrungspunctes M, d. i. eine ge-
mischte Bewegung eintritt, welche endlich bei « =909 in eine blofs
gleitende iibergeht.

1v. In jenen Fillen, in welchen die Kugel mit vollkommener
Wilzung herabgeht, in welchen also tanga nicht grofser als 3, nim-
lich w=0 ist, folgt aus Relalion (¢) p Cosa==2Sin« und wenn man
diesen Werlh in der Relalion (1) subslituirt, so erhalt man fir die Ge-
schwindigkeit des Millelpunctes C:

v==gtSina .. (m
und fiir den in der Zeit ¢ zurickgelegten Weg :
z=2.190*Sinq,
wihrend ohne Reibung, d. i. fiir 4 == 0 die Endgeschwindigkeit
V=gt Sin« und der zuriickgelegte Weg X = 1¢(*Sina wire.

V. So lange daher der Neigungswinkel « innerhalb der in IIL

angefiihrten Grenzen liegt, hat die Grofse der Reibung auf die Zeil, binnen
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welcher die Kugel auf der schiefen Ebene (bei vollkommener Wilzung)
einen gewissen Weg « zuricklegt, gar keinen Einflufs, und es verhiilt
sich der Weg o, welcher bei dem Vorhandenseyn irgend einer Reibung
(ob grofser oder kleiner) von der Kugel oder ihrem Mittelpuncte in einer
bestimmten Zeit ¢ zuriickgelegt wird, zu dem Wege X, welcher bei
vollkommen glatten Oberflichen von der Kugel in derselben Zeit ¢ zu-
riickgelegt wiirde, d. i.
T:X=3:11=5:7,

eben so verhalten sich auch die Endgeschwindigkeiten nach der Zeit ¢ in
diesen beiden Fiéllen, d. i. »:V=5:7.

Ubrigens folgt von selbst, dafs die Grofse der Reibung p wenigslens
in so weit dabei Einflufs hat, als dadurch der obere Grenzwerth von «
(ndmlich aus tang a =7 ) beslimmt wird, bis zu welchem noch dje
vollkommene Wilzung Statt findet,

Ist z. B. der Reibungscoeffizient 1=15, S0 erhilt man fiir diesen
Grenzwerth a = 199 17724, dagegen Dbei p=2%, dafiir a= 49924/
und es wiirde in diesem letztern Falle die Kugel iiber alle Eberen, bei
welchen die Neigunswinkel von beinahe Null angefangen , bisa = 49924/
mit vollkommener Wilzung herabgehen.

V1. Fir absolut glatte Flichen wiirde p=0 und die Ge-

schwindigkeit des Mittelpunctes ¢ (Relation 2) :

v=gtSina,
80 wie jene des Beriihrungspunctes 3 (Relation ¢):

u=g(Sina,
folglich v =1, 80, dafs also in diesem Falle , Wie es seyn soll (und wie
auch aus der Relat. folgt, indem fiir =0 und ¢*=—0 auch w=0
wird) gar keine Rolation der Kugel Statt finden, sondern diese wie
Jeder andere Korper mit gleichformig beschleunigter Bewegung iiber
die schiefe Ebene herabgleiten wiirde.

Zusatz. Die vorige Relation (m) in 1V. liflst sich auch durch
folgende Betrachtungen ableiten.

Rollt ein Cylinder oder eine Kugel auf der schiefen Ebene A B
(Fig. 57) herab, so wird die Bewegung des Punctes n, welcher fiir
den untersten Punct a des Durchmessers a b den Mittelpunct des
Schwunges bildet, durch die in @ Statt findende Reibung in nichts
gestort, weil eine in @ auf @b perpendikulir wirkende Kraf nichts wei-
teres als eine Drehung des Punctes ¢ um diesen Punct n hervorbringt.
Nach einer unendlich kleinen Zeit wird der Durchmesser a6 im Allge-
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meinen die Lage a‘b’ angenommen haben, so, dals also der Miltelpunct
¢ durch die im Puncte @ Statt findende Reibung um die Grofse nn’—c ¢’
zuriickgehalten worden, wahrend c¢’— aa’ die Zunahme oder eigentlich
die Grofse der Rotation angibt (indem die Rotation aa'=ce¢’ gleich
Null ist).

Es verhilt sich also die aus der Reibung enistehende Verzogerung
des Mittelpunctes ¢ zu der durch das Gleiten verminderten Rotation
(nach der Richtung des Pfeils), wie ¢n zu ¢a, man hat nédmlich

(nn'—cc):(cc’ —aa)=cn:ca.

Sobald aber die vollkommene Wilzung eingetreten, ist aa’=0

und daher
(nn'—ccHice’=cn:ca oder nn':cc’=an:ac.

Ist nun wieder » die Geschwindigkeit des Mittelpuncles ¢ in die-
sem Augenblicke, d. i. am Ende der Zeit ¢, und »’ jene des Punctes n,
also o= Gt=gtSina; so ist der in der Zeit d¢ zuriickgelegte
Weg cc¢'=wvd¢ und jener nn'=uv’dé=g¢dsSina, folglich, wenn
man diese Werlthe in der lelzlen Proportion subsliluirt und dann v
bestimmt :

ac :
v=—gtSina.
an

Nun ist aber fir die Kugel vom Halbmesser » der Abstand des
Mittelpunctes des Schwunges » vom Endpunct a des Durchmessers

(§. 170) an=2%r, mithin Z-; =2 und daher

v==2g¢Sina,
welches sofort die erwihnte Relation (en) ist.

Anmerkung. Man kann offenbar statt der Kugel jeden andern runden
Korper annehmen, welcher durch den mittlern (in der halben Lénge ge-
fiihrten) Querschnitt in zwei gleiche symmetrische Lingenhalften getheilt
wird , wenn man nur jedes Mal fiir %* den entsprechenden Werth setzt.

So ist z. B. fiir einen geraden Cylinder von kreisformiger Basis,
dessen Halbmesser = r ist, &> = %72, folglich die Grenze des Neigungs-

winkels a bis zu welcher immer noch die vollkommene Wilzung
2

r
Statl findel, aus Zang o = (1 + /T’) ., sofort Zanga=3p, SO, dals

also fir das obige Beispiel von p= 75 hier nahe a=16°42' wiirde,
wihrend fiir die Kugel dieser Grenzwerth iiber 19° betrug, mithin, unter
iibrigens gleichen Umstéinden, der Cylinder eher als die Kugel zu gleiten
anfingt. Fir p =1, wird hier « = 45"

Ferner betriigt der Weg des Mittelpunctes oder eigentlich der Achse des
Cylinders wihrend der Zeit Z, nach der allgemeinen Formel :
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rl
a =§(m,) gt Sina,
fiir den Cylinder sofort
T=13.290 Sina
und die Endgeschwindigkeit :
=2gtSina,
wihrend bei der Kugel statt dem Bruche 2 jener 3 steht, so, dafs also
der Cylinder mehr als die Kugel zuriickbleibt u. s, w.
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