
B) Aus der Dynamik.

41. Aufgabe.

Ein auf einer schiefen Ebene AB (Fig. 47) liegender Körper vom

Gewichte O ist durch einen mit der Ebene AB parallel laufenden, über

eine Rolle geführten Faden mit dem Gewichte P verbunden; es sollen

die Gesetze der durch das Herabsinken des Gewichtes entstehenden Be-

wegung, mit Rücksicht auf die Reibung , welche zwischen dem Körper

und der schiefen Ebene Statt findet, bestimmt werden.

Auflösung.

Ist « der Neigungswinkel der schiefen Ebene und „ der betreffende

Reibungscoeffizient, so ist O Sina das relative Gewicht des Körpers und

0Cos« der normale Druck, folglich u QO Cosa der Betrag oder die

Gröfse der Reibung. Die nöthige Kraft um den Körper über die schiefe

Ebene hinauf zu ziehen ist demnach K=0Sina—+10Cosa; ist daher

P>K, so ist die bewegende Kraft K—=P— 0 Sina10 Cosa

und die bewegte Masse M—=P--0, folglich entsteht eine gleichförmig

beschleunigte Bewegung für welche dieBeschleunigung ($. 146,G1.2)
geht P— 0 Sina— x 0 Cosa

HM P+0
und womit sofort Alles gegeben ist; denn es ist z. B. der in der Zeit £

zurückgelegte Weg s=16,

die dabei erlangte Endgeschwindigkeit o—=@t u. 8. w.

Zusatz. Soll dieBewegung gleichförmig werden, so muls

G= 0 seyn, diels gibt also 0 = P— 0 Sina—0 Cosa, woraus

 = — tang
& 0 Cosa 2

folgt, wenn nämlich (aufser 0) die Gröfsen P und a gegeben, oder

P=0(Sina-- u Cosa)

wenn die Gröfsen ı und « gegeben, oder endlich
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P+pvlt+e) 0’— Pf]
A1+r)0

wenn die Gröfsen P und x gegeben sind

Sina =

Anmerkung. Ist OSina>P-+,0Cosa, so gleitet der Körper 0 mit

gleichförmig beschleunigter Bewegung über die schiefe Ebene herab, und

zwar ist die Beschleunigung :
0Ssina—P—,0C0osa

Dos =» &
Die Bewegung wird dabei gleichförmig, wenn G=0 di

0Sina=P+y00osa oder P= 0(Sina - „ Cosa) ist.

 

42. Aufgabe.

Die Bedingungen anzugeben, unter welchen das Gewicht P den

Körper 0 vom Gewichte Q (Fig. 47) in der kürzesten Zeit über

die schiefe Ebene AB, bei welcher die Höhe BC—=h gegebenist,

hinaulzieht.

Auflösung.

Wird auf die Reibung keine Rücksicht genommen, so ist, wenn

P>0Sina, die Beschleunigung :
ee En

P+0 Sina

Wird demnach der Weg AB in der Zeit £ zurückgelegt, so ist

AB=!Gt? oder =V(7 , oder wenn man für AB und @ die

 

Werthe setzt, auch:
2h(P+ 0

=V|; Sina(P— 0sina) I a

Da nun der Zähler dieses Bruches constant ist, so wird £ am

kleinsten, wenn der Nenner, oder der Factor P Sin« — Q Sin? « am

gröfst ist; setzt man daher
x —PsSina— OSin?a,

so ist nach der Regel:

dz
er PCosa—20Sin«Cosa= 0 und daraus
5

MER: ie
Cosa—0 als die eine, und Sin « as als die zweite Wurzel.

Der zweite Differenzialquolient
d’z
a =PSina— 20 C— Sin? «+ Cos? a)
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ist für den erstern Werth, nämlich für Cos«— 0, wofür «= 90° und

Sina=1 ist, sofort =20—P, dagegen für den zweiten Werih,

BAT9)
20 :

Da nun, wenn a möglich seyn soll, P<20 seyn muls, so ist

für den letztern Werth, d. i. für P<20, wofür a<90° ist, dieser

zweite Differenzialquotient negativ, folglich dafür x ein Maximum.

Für P—20 dagegen, wofür «= 90°, also Cosa = 0 ist, wird

dieser zweite Quotient und damit auch der dritte Differenzialquotient

=(0sı(—P+3830Sin.), Null und endlich der vierte Differenzial-

quolient = P Sina -+ 80 (Cos*« — Sin?«) dafür negativ, so, dafs

auch für diesen Werth x ein Maximum oder £ ein Minimum wird, d.h.

P
d. i. für Sina — wie leicht zu sehen —

i : R i P#, .
die Zeit £ wird am kleinsten, wenn Sina —= 36 ist, esmag dabei P—

oder <20 seyn

Ohne Anwendung der Differenzialrechnung gelangt man zu dem-

selben Resultate auch auffolgende Art.

Setzt man nämlich den gesuchten gröfsten Werth des obigen Nen-

ners z,d.i. PSina— OSin?«—=A, so folgt daraus

P+v(P®—
Sina—— y« Air

20
soll nun « möglich seyn, so kann A höchstens so grols werden, dafs

ß Linie
P?—-440=0,(d.i A= 1 wird, was sofort

y A
Sina = 26 a AN

wie zuvorgibt.

Um aber den kleinsten Werth von £ aus der Gleichung (1) zu

erhalten , darf man nur für Sin «a diesen gefundenen Werth = selzen ;

dadurch erhält man:

8h0(P I-V[ee oe. 2.20)

Ist aulserdem noch P—=20, also «= 90°, so wird dafür der kleinste

61Werth: FeVe)

Zusatz. Ist © jener Winkel der schiefen Ebene, bei welchem

unter Beibehaltung derselben Höhe %, P mil O im Gleichgewichte steht,

 

P ’also P=OSiny oder 20 Sin ist; so hat man, wenn a jenen
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Winkel der schiefen Ebene bedeutet, für welchen die Hubzeit £ ein Mi-

nimum wird, zufolge der vorigen Bedingungsgleichung (y),
Sina =+ Sino.

Ist z.B. inFig.48 AB=L und AB= 1, so ist, wegen BC=h

sofort A=1Sinp=LSin«, folglich nach der vorigen Bedingungs-
h h

gleichung 5 3 z RAZER

Anmerkung. Ohne Rücksicht auf die Bedingungen des Maximum und

Minimum, also ohne Beziehung des Winkels « auf die Grölsen ? und 0,

folgt aus (1) für « = 90° sofort:

2A(P+0)

DIR 0)

wobei offenbar weder ein Maximum noch ein Minimum möglich ist, weil

sich, wenn ? ohne Ende zunimmt, die Zeit # ohne Ende dem Werthe

2h
(für den freien Fall von ?) vona und wenn ? sich ohne Ende

dem Werthe von O0 nähert, die Zeit Z fortwährend zunimmt und zuletzt

unendlich grols wird.

Ist jedoch der Winkel « nicht im voraus gegeben, sondern ist es frei
gelassen den Körper O über eine schiefe Ebene oder vertical zu heben und

frägt man nur, wie diefs in der kürzesten Zeit geschehen könne; so geben

die obigen Relationen hierauf die Antwort und zwar sagen sie aus, dals

wenn P<20 ist, diese Bedingung nur bei jener schiefen Ebene möglich

wird, für welche Sina= - ist, wofür dann die nöthige Zeit in (2)

gegeben, dals diese Bedingung jedoch, wenn ?=2 ist, nur durch das

verlicale Heben, also durch gar keine schiefe Ebene zu erreichen sey, in

welchem Falle diese kürzeste Zeit durch die Gleichung (3) bestimmt ist,

und dafs endlich wenn ?>2 0, diese Bedingung weder durch eine schiefe

Ebene, noch durch das verticale Heben zu erreichen sey.

43. Aufgabe.

Ein Körper fälll von einer so bedeutenden Höhe herab, dafs man

dabei die Anziehungskraft der Erde nicht mehr (wie diefs in gewöhnli-
chen Fällen annähernd geschieht) als constant ansehen kann, sondern
diese nach dem Gesetze in Rechnunggebracht werden muls, nach wel-
chem diese Kraft genau so abnimmt wie das Quadrat der Entfernung
vomMittelpunct der Erde zunimmt; es soll die Geschwindigkeit bestimmt
werden, welche der fallende Körper erlangt hat, nachdem er durch eine
gewisse Höhe gefallen ist.
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Auflösung.

Ist A (Fig. 49) der Punct, von wo aus der Körper fällt, € der
Mittelpunct der Erde, also AC eine lothrechte Linie, welche die Ober-
fläche der Erde im Puncte B schneidet und P jener Punct der Geraden

AC, in welchem sich der fallende Körper am Ende der Zeit £ befindet;

so sey der Halbmesser der Erde CB=r, dieHöhe BA—=h, dasStück

AP= x und die Distanz CP=x, ferner sey, wie immer, g die be-

schleunigende Kraft der Schwere an der Oberfläche der Erde, dagegen

$ ihre Intensität im Puncte P, d.h. in der Entfernung CP. Diefs voraus-

gesetzt, hat man zuerst nach dem ausgesprochenen Gesetze:

GETR

und daraus =nd ei)

Nun ist aber » während der unendlich kleinen Zeit di als constant

anzusehen, so, dafs während dieser Zeit die Bewegung gleichförmig

beschleunigt ist, folglich hat man nach den bekannten Relationen, wenn

v die Geschwindigkeit bezeichnet, die der fallende Körper im Puncte P,

d. i. am Ende der Zeit £ besitzt:
2 2

dv—=y de =de oder auch ob—’, ode,

d
oder wegen vod&—=dxr, auch vd—gr?= und wegen s=r+h—

3

de

arh— 2)?’
aus welcher Gleichung durch Integration ganz einfach

vo’ 1it all, „IR
Yurzuchait Pier E

endlich: vd=gr?

folgt.

Da nun für =0 auch v—=0 ist, so erhält die unbestimmte
„2

Const =— g!stante den Werth € Eh und damit ist

1 1 )
ABEL „2 urEi gi. ne

A (er r+A
E 29T

Ader en|

Für= AB=nlolgt daraus für die erlangte Geschwindigkeit

VeVar
X

Zusatz. Diese Geschwindigkeit ist also, des Faclorsve
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wegen, kleiner, als wenn die Schwerkraft durch die ganze Höhe A

constant geblieben wäre. Ist die Fallhöhe % so unbedeutend, dafs man

h gegen r auslassen kann, so geht die vorige Formel (2) in die ge-

wöhnliche von v=\/2gh über, welcher die Voraussetzung zum

Grundeliegt, dafs die Schwerkraft durch diese geringe Fallhöhe % als

eine constant wirkende Kraft angesehen werden könne.

44. Aufgabe.

Es soll für die vorhergehende Aufgabe die Fallzeit bestimmt

werden.

Auflösung.

Setzt man wieder wie vorhin OB (Fig. 49) =r, AP—=x, da-

gegen CA=a, so ist nach der vorigen Relation (m) die Intensität der

Schwerkraft im Puncte P:
gr’

(a - 2)’
dv

folglich da nach Relat. (1) in Nr. 55, s=n und nach Relat. (2)

 =

2

derselben Nr. auch - ist, sofort

araıah ger

de? a-—n”

Multiplieirt man diese Gleichung mit 2 da, so erhält man:
2de.d’z 2gr’de i d.(dz’) 72 de

di? (-9)0573 wa TH (a—z)’
oder da di constantist, auch:

(a)
und daraus durch Integration, und da auch ©ih

On
Zurneder Constanten C hat man, da für z—=0 auch

   

 
 

v=0 wird, (=ei C, folglich C—= — en und damit

N 2( Bäns
ey _Taagt a .)=" 2,

Diese Gleichung gibt : d=-V ade
29 Vlaz—zAy" >

und daraus folgt durch een:



u

bu (a— z)dr

Vare

a
oder wegen a— x == 2243- auch

dr 5 de)ia
aWarrenStln ee

Nun ist ganz einfach [man darf nur ar — x?—=x selzen und

auf die bekannte Weise (Comp. $. 790) verfahren]

er ?) dz

1; — (aa — x?) und (Comp. $. 778)
V(a2- 2°)

a

Br 27—-u a a 22
— S are sin ( )=$ are cos ( )

Vlıaz =’) 2 a a a

folglich, wenn man diese Werthe substituirt und gehörig redueirl:

Vz |ves-3+3 arc Cos =))a
wozu gas Baldet| kommt, weil für 2—0 auch £= ist.

  

Zusatz 1. Durch Vergleichung der obigen Differenzialgleıchung

(ß) mit jener () in der 21. Aufgabe ersieht man, dafs, wenn man über

CD eine halbe Cycloide construirt, deren Scheitel in A und Ursprung

in D liegt, wobei CD auf AC perpendıkulär ist, und durch den Punct

 

2

P die Ordinate MP gezogen wird, sofor MP—=t v“ ist, 50,

dafs also die Ordinate MP dieser Cycloide die Zeit angibt, welche der

Körper braucht, um durch die entsprechende Abscisse AP zu fallen,

und umgekehrt.

Zusatz 2. Fürz—=AB=h lolgt aus der Gleichung (1) für

die Fallzeit durch die Höhe A, wenn man zugleich auch für a seinen

Werth ah selzt:

r—h
arc Co8. [= ] (2)

(=! v— [v4

Ist 2Fallhöhe % sehr klein gegen den Erdhalbmesser r, so kann

rnz‚vVrh= War und are CosGr —

! h
ue-()Test)=aresin(2\/

1.3.X°
oder wegen areSinX —Nr ABERerFria +... wenn man
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god V: setzt und in der Reihe alle höhern Potenzen dieses kleinen

h h
Bruches ausläfst, also are sin ( 2 v:4—aVG setzt, sofort

varEn(a)=;VE 2.Bo

folglich = V:=.ee Ueeı_ a"a»)

setzen , welche Formelns matar für die,Fallzeit durch die Höhe A

übereinstimmt, wenn dabei die Schwere als eine constante Kraft

angesehen wird, indem aus dieser Relation (3) jene a—=4g t? folgt.

Zusatz 3. Die in diesen beiden letzten Aufgaben entwickelten

Formeln gelten nur in so lange, als der Körper oder materielle Punct

nicht in das Innere der Erde eindringt, weil dann ein anderes An-

ziehungsgesetz eintritt und die Schwerkraft (40. Aufgabe, Anmerk.)

nur mehr der ersten Polenz der Entfernung des materiellen Punctes vom

Mittelpunct der Erde, und zwar direct proportionalist.

Nimmt man nun für diesen leiztern Fall an, dafs der Körper von

dem Puncte B (Fig. 49) der Erdoberfläche mit der Anfangsgeschwin-

digkeit Null zu fallen anfängt, und dafs man, wenn der Körper durch

die Höhe BP’ gefallen ist, den Abstand des Puncies P’ in enigegenge-

setzter Richtung, nämlich von € gegen A zählt und COP’—= x setzt; so

hat man, wenn wieder $ die Intensität der Schwerkraft im Puncie P’

und g jene in B ist, nach diesem Gesetze:

 

9:9=x:r also 9—,b

2

und daher (Nr. 55) auch = —_—[,,
r

weil £ zunimmt, wenn & aainmk, Be wenn man wieder mit 2 dx

multiplieirt : =uZ'gdpliei (© kp}

Diese Gleichung integrirt, He
de EEE de
Et Neeie Be u(5 =( wi v” (wegen dp =)

oder da für =r die Geschwindigkeit v—=0 seyn soll, wodurch die
Constanle C=grwird, and;

(4rgl7„er ©).

Ausdieser Gleichung folgt nö,

-VEe-»] ©
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und dann d=— V: iESE
oder wenn manintegrirt:

7 ED
— is C orgct WE arc Cos = (5)

wozu keine Constante kommt, weil für 2=r, t=0 ist,

Wird diese Gleichung (aus z—arc Cos y folgtnämlich y= Cos x)

nach & aufgelöst, so erhält man:

T g 9
=Cost V: oder e=rCost. (6)

die Gleichung (1) zeigt, dafs v am gröfsten für x— 0 wird, und zwar

ist dafür v=vrg;

ferner , dals fir e=—r, v—=0, d.h. die Geschwindigkeit im untern

Endpunct B’ des Durchmessers eben so grofs als im Anfangspunct B

desselben ist. Da sich der Körper oder materielle Punct von B’ aus

wieder eben so gegen B hinbewegt, als von B gegen B’, so wird er

in ganz gleiche ohne Ende fortdauernde Schwingungen zwischen den

Endpuncten des Durchmessers BB’ versetzt. Da endlich die Geschwin-

digkeit v von der zweiten Potenz von z abhängt, so wird diese für

a und —a, d.i. für zwei Positionen, welche vom Mittelpunet €

gleich weit abstehen, wie z. B. in den Punclen P’ und P‘’ (wenn CP=

CP‘) gleich grols.
Die Gleichung (5) zeigt, dafs der Körper oder materielle Punct,

um von der Oberfläche der Erde B bis zum Mittelpunct € zu fallen,

die Zeit IV7» folglich, um eine der genannten Oscillationen

von B bis B’ zu vollenden, die Zeit T=2!= :V7 braucht, welche

(Nr. 59) mit derSchwingungszeit des einfachenKreispendels von

der Länge r zusammenfällt. Für zwei Epochen, welche von diesem

Zeilmomente (in welchem der ıaterielle Punct im Mittelpunet € is!)

gleich weit entfernt sind, sind auch die Längenentfernungen vom Mittel-

punctie gleich grofs.

Anmerkung. Auch diese Formeln gehen in jene für die gleichförmig be-

schleunigte Bewegung über, wenn man den Fallraum A=r — x als sehr

klein gegen den Abstand €?’ vom Mittelpuncte, also die Anziehungskraft

nahezu als constant ansieht. Denn da unter dieser Voraussetzung aus (4),

wegen ?— 2’=(r+2)r -—z)=harH+E wdr=er—h=r ge

setzt werden kann:

{I
DZ V (2.2.27) =v200;

ferner folgt aus (6), wenn man den Cosinus in die bekannte Reihe auflöst,



gt Pe ] ge
er15+ Dauer" nen

wenn man nämlich die folgenden Glieder, mit Potenzen von 7 im Nenner

als verschwindend auslälst, daher ist

h=r—c.=igt.

45. Aufgabe.

Es befinde sich in einer verticalen Ebene die Cycloide BAC

(Fig. 50) deren Basis BC horizontal liegt und Scheitel A den tiefsten

Punct bildet; dies vorausgesetzt, soll die Zeit für das Herabgehen eines

schweren Punctes in dieser Curve bestimmt werden, wenn die Bewe-
gung ohne Reibung Statt findet.

Auflösung.

Beginnt der schwere Punct seine Bewegung im Puncte L der

Cycloide, so ziehe man durch diesen Punct die Horizontale Z L’, welche

die verlicale Achse AD im Puncte A’ schneidet, und setze für irgend

einen unterhalb Z liegenden Punct M der Curve, AP= x und Bog.
AM=—s, ferner AA’— h und den Durchmesser des Erzeugungskreises
AD=NT=2r; so ist die Geschwindigkeit, welche der schwere
Punct in M erlangt:

=V[29 (RA— 2)], woraus

d—=———" _,,, (a)
v29.v(h—a)

folgt. Ist aber MT die Tangente und MN die Normale im Puncte M
der Cycloide, ferner in dein Elementardreieck Mmn, Mm=ds und

mn— dır , so ist (aus den beiden ähnlichen Dreiecken Mn m und MTO)

Mm:mn = MT:TO oder ds:de= VY2rz:x (wegen MT—

TO><TN) folglich d=7? und wenn man diesen Werth in

der vorigen Relation (a) substiluirt und berücksichtigt, dafs de und ds
verschiedene Zeichen erhalten müssen (indem & abnimmt, wenn £ zu-
nimmt) , auch:

N dz
d=—V -.——_

vVv(hz— 2°)
oder wenn man von 2—=h bis 2= 0 integrirt und gleich die Grenzen

h

umkehrt: VAWerne
Dr wa
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und da das allgemeine Integral ten ee(7) ist,
vihzs— 2) h

ROOT?— V; [arc Sin 1 — arc Sin — 1] = V; 2arcSinl,d.i.

b=—x 70 (1)

als Fallzeit in der krummen Linie LMA durch den Bogen LM. Da

aber diese Zeit von der Höhe AA’—=h ganz unabhängig ist, so

folgt, dafs, wenn mehrereschwere Puncte von verschie-

denen Puncten der Cycloide gleichzeitig ausgehen,

diese sämmtlich in derselben Zeit im tiefsten Puncte

Ader Curveanlangen. Aus diesem Grunde heifst die Cycloide auch

Tautochrone, oder Curve gleicher Schwingungsdauer.

Zusatz. Da der schwere Punct dieselbe Zeit zum Steigen durch

den Bogen AL’, wie zum Fallen durch jenen ZA braucht, so ist die

für eine Oscillation von Z bis L’ nölhige Zeit T=21!—=2r V;
g

und zwar bleibt diese Zeit genau dieselbe, wenn die Oscillationen anstatt

von L aus, von irgend einem andern Puncte M derCurve aus beginnen

und daher nicht LAL’, sondern überhaupt MAM’ der Schwingungs-

bogenist.

Für einen kleinen Bogen AMfällt die Cycloide mit dem enispre-

chenden Bogen des Krümmungskreises für den Scheitel A zusammen,

und da dessen Halbmesser für diesen Scheitelpunet = 4r [gleich der

doppelten Normale (Comp. $. 728)] ist, so hal man, wenn dieser Halb-

messer — / geselzt wird,
1

1 Ber V-
g

als Schwingungszeit im Kreispendel, lür kleine Schwingungsbögen

(vergl. Nr. #9).

Anmerkung. Beim Herabsinken eines schweren Punctes durch einen

ı
kleinen Kreisbogen M7 vom Halbmesser/, ist = 4V z , dagegen

1

durch die entsprechende Sehne HT (8.148) !=2 V; also ist

re
PiBlm : = 785: 1.

46. Aufgabe.

Die Linie des schnellsten Falles zu finden.
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Auflösung.

Es seyen M, M/, M’ (Fig. 51) drei unendlich nahe liegende Puncte

der gesuchten Curve, so wie die lothrechten Abstände der Puncte M

und M’ von der durch jenen Punct gezogenen horizontalen Abscissen-

achse AX, von welchem der schwere Punct seine Bewegung ohne Ge-

schwindigkeit beginnt, PM—=y und PM=y'; so ist die Zeit des

Herabsinkens von M nach M”(Relat. a der vorigen Aufgabe):

ar, Mae
Zn Vor

Ist aber, wie verlangt wird, diese Zeit * ein Minimum für alle
Wege, welche das Bewegliche, um von M nach M“ abwärts zu kom-
men, einschlagen kann; so darf die durch eine Verschiebung des Punctes
M’ in horizontaler Richtung, z. B. von M‘ nach R, wobei M/R gegen
die Längen MM’ und M’M“ unendlich klein ist, unter Weges zuge-
brachte Zeit nur eine Änderungerleiden, welche hinsichtlich der vorigen
Zeit in (m) unendlich klein ist. Nun ist die Zeit für den Weg MRM'

Bi MR RM”

BIETURTTT
wobeider Fehler, welchen man begeht, unendlich abnimmt, wenn sich
R dem Puncte M‘ ohne Ende nähert. Es mufs also, da £von £ nur
um unendlich wenig verschieden seyn soll,

Mr ICE ce Du RM"

van Ton Tao t Tor

U

sehr nahe u  

   

oder

MM MR = RM’ — MM"

VE
   

Statt finden.

Zieht man RN perpendikulär auf MM’ und M’N’ perpendikulär
auf M’R, so läfst sich für MR die Projection MN (welche bekanntlich
nur um unendlich wenig von der Linie selbst abweicht) und statt MM“
die Projection MN’ setzen; dadurch wird im ersten Theil der vorigen
Gleichung der Zähler MW’ — MR—=M'N—= M’RCos. SM’N, und im
zweiten Theil RM’ — MM’= RN —=RM' CosSRM’—= RM x
Cs. S'M‘M”, so, dafs also diese Gleichung übergeht in

i cos. SHN Cos. SSM’M"

Ze
Setzt man nun, da MM’, MM“ zwei aufeinander folgende Ele-

mente der Curve und MO, M’0ihre Horizontalprojectionen (auf die
Achseder «) sind, MM’— ds, M/M’— ds‘, MO —= de und MO'—dr/;

Burg’s Mechanik, Suppl. 29
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so erhält man C0s.S M'N= MR u 2 Cos. S’M’M'’— ori ErMM ds’ wu de
und daher, wenn man diese Werthe in der vorigen Gleichung substituirt:

dag, de a

de’ vu de 'vy
Diese Gleichung sagt aber aus, dafs in jedem Punete der gesuch-

ten Curve der Ausdruck 47
dsvV
 7 constant ist, eine Eigenschaft, welche

bekanntlich der Cycloide oder gemeinen Radlinie zukömmt *).
Die gemeine Cycloide wird daher dieser Eigenschaft wegen auch

Brachystochrone oder Curve des schnellsten Falles genannt.
(Eigentlich gehört dieses, zuerst von Johann Bernoulli im J. 1696 auf-
geworfene Problem, in das Gebiet der Varialionsreehnung, m. s. Lehrb.
Bd.III. S. 585.)

447. Aufgabe.

Das Moment der Trägheit eines homogenen Ellipsoides in
Beziehung auf eine der Hauptachsen zu bestimmen.

Auflösung.

Die Gleichung des in Fig. 52 dargestellten Ellipsoides, in welchem
die Hauptachsen AA— 2a, BB— 20 und CO —2c sind, und wobei
die rechtwinkeligen Achsen der &,y,x mit diesen Achsen der Figur
zusammenfallen , ist (Lehrb.III. S. 439:

rc: y°’ 2?

Fl
folglich, wenn man das Moment der Trägheit zuerst in Beziehung auf

 

*) Ist nämlich @ der Halbmesser des Erzeugungskreises der Cycloide, so ist

 

 

(Comp.$.726, 11. S. 219) bei dieser Bezeichnung dx —ne und

dy dz 1 ydyds= Va.a daher Een = u7y* vaay

-

9)

v@a—y) 1
- = Jagd also constant.

Oder es ist in Fig. 50, wenn man für irgend einen Punet M der Cy-
ecloide BN= 2, NO=y und Bog. BM=s setzt, YHn:Mm=N0:MN

oder wegen HN=V(2r.NO)= Y2ry, auch de ds=y:VY2ry=
de 1

: Ir ‚on, s i ‚je ee lee.vVYy:V2r, woraus sofort wieder I Var !0i8
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die Achse der x (als Umdrehungsachse) sucht, die durch den Punct m
gehende zur Achse der % parallele Ordinate

2 2

mn—x—cV (\ u a = 5) oder die Doppelordinate

en? 5%)nn—=2c\/ (\ ze)

Das Volumen eines Prisma von der Grundfläche de dy (Fig. 52%)
und dieser Höhe nn’ ist daher, wenn man das Volumen des ganzen
Ellipsoides mit V bezeichnet;

V—2cdedy vd -—%)

da ferner dieses Prisma (als materielle gerade Linie, welche mit der
Achse der x parallel ist) von der Umdrehungsachse den Abstand Om—
Ve? y®) hat, so ist dessen Moment der Trägheit, wenn man das
Volumen gleich für die Masse gelten läfst und das Moment der Trägheit
des Ellipsoides mit „ bezeichnet:

du —(2? + y2dy,
oder, wenn mansubstiluirt:

"2(fa+DyV(1-55) di
€’ Y 2 €” Yy°’

= 2offardeay(1-5—)+2f dady/(1-— y

—=A-+B.
Da nun z und y von einander unabhängig sind, so hat man für

das erstere Integral A, wenn man zuerst nach y integrirt, dabei also x
als constant ansieht, für das allgemeine Integral (Comp. $. 801,2):

= 2er DW... 2
ICaeureera rn =) =

F day
arc.Sin| -— s

: 5 v(@—- 2)/’
da jedoch dieses Integrale zwischen den Grenzen von y=PM bis

=PM (Fig. 52%) d.i. ” -5) ;y (Fig. 5 dl von y +3V(1 za) bis

„=—Y (1 ze genommen werden mufs, so geht dasselbe,

wenn man gehörig substituirt und redueirt, über in
(Gi oa refı «? Dr (i ec?r Be RED ig
4 2 AN a)" u a)

Mit diesem Werthe wird nun

BO. Ca
a=2e| ze (1

 

29*
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und zwar mufs dieses Integrale von e—=— a bis r—=-.a (d i. von

OA bis 0A) Bene en Diefs gibt ganz einfach

A=ber|[ +25:(£ N &) J=#arder
oder da das Volumen des Ellipsoides V=#rabe ist, auch

A=—1Va*, und da man hier das Volumen statt der Masse genommen

hat, endich A—=*2Ma*, wenn man nämlich die homogene Masse des

Ellipsoides durch M bezeichnet.

Das zweite Integrale B des obigen Ausdruckes u erhält man

offenbar aus jenem A ganz einfach, wenn man darin z und y, dann

gleichzeitig «a und d mit einander verwechselt; dadurch wird

B=1M6?* und daher ist das gesuchte Moment der Trägheit des Ellip-

soides in Beziehung auf die Achse der x:

p=1M(a? +09.

Eben so erhält man Din blofses Vertauschen der Buchstaben)

dieses Moment der Trägheit in Beziehung auf die Achsen der & und y,

respective: wW—=#M(a?+cH und 1„"—=4M(b?’+ ce”).

Zusatz. Füra=db=c erhält man als Moment der Trägheit

der Kugel vom Halbmesser @, welche sich um einen Durchmesser

als Achse dreht:

pluaz

wie es seyn soll (Nr. 78).

Selzi man die Dichte der Kugel —, so ist auch:

R= F- röa°

48. Aufgabe.

Die Bedingungsgleichung für das Gleichgewicht eines um eine

Achse rolirenden Körpers zu finden.

Auflösung.

Die in Nr. 24, Anmerk. 2 aufgestellten allgemeinen Gleichungen

für das Gleichgewicht eines freien Systemes von fest miteinander ver-

bundenen Puncten, gehen, wenn das System aus irgend einem festen

Körper gebildet wird, über in die folgenden:

[z ae DR. 20for dim—(X dm, Saar, fr dim—[Z dm

SFran=(ev—ym dm
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IEIm=|[@X— 22) im

Ptdim—((y2— x Yydm

Nimmt man nun die Rotationsachse des betreffenden Körpers zu

einer der 3 rechtwinkeligen Coordinatenachsen, z. B. zur Achse der x,

so genügt (man vergl. die Anmerk. in Nr. ®4) die einzige Gleichung:

enesun
und zwar ist dieses die alleemeine Gleichung der Bewegung
eines Körpers um die Achse der 2.

Ist ferner, wenn man eine ungleichförmige Rotationsbewe-
gung voraussetzt, ww die Winkelgeschwindigkeit am Ende der Zeit £

und die Länge des aus dem Elemente des Körpers dzn auf die Rotations-
achse x gefällten Perpendikels; so ist=rw die absolute Geschwin-
digkeit des Elementes d»n am Ende der Zeit r; zerlegt man diese in zwei

aufeinander senkrechte Seitengeschwindigkeiten »' und vo“ nach AX und

AY (Fig. 53), so erhäll man, wenn m die Projection des Elementes

dm auf die Ebene der &y ist und durch diesen Punct die Gerade Am

und darauf in derselben Ebene NN’ perpendikulär gezogen wird, welche

die Achsen AX und AY unter den Winkeln « und 8 (Fig. 53%) schnei-
den mag, sofort, weil die Rotationsgeschwindigkeit » mit NN
parallel ist:

mn An
vV—=v(losa—v.— und v/=vCosß—=v. —

Am Am

oder wegnv=rw, Am—r, An—= x und mn =— y auch:

v— — yvundv'’—=rw.

dz d
Da nun aber auch " — a, und v’— „ ist, so erhält man durch

Gleichsetzung dieser Werthe:

do: dy 2 22Trund noch aufserdem #?+ y?—=r?,

Wird die erste dieser Gleichungen mit y, die zweite mit z mul-
tiplieirt und a subtrahirt , so entsteht

=2—=u@+ yY=rtw oder zdy— yde = r?w dt.

Areine differenziirt gibt, da .z, y, ww Functionen von 5,
dagegen r und di constant sind, wenn man abkürzt:

x d’y — yd?r—=r?dwdt.
Da nun dıo für ‚alle Elemente dm des Körpers denselben Werth

behält, also bei der Integration nach dm constant ist, so hat man:
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z2d’y - yd’z 1Enfreu
so, dafs also die obige Gleichung (a) in die folgende

= r?dm—|(eY—yX)dm (3)

übergeht. Da aber ferner das Integrale from nichts anderes als das

Moment der Trägheit des Körpers in Beziehung auf die angenom-

mene Rotalionsachse ist, so erhält man endlich, wenn dieses Moment

mit M bezeichnet wird:
1Pr —[(zY—yX)dm (i)

woraus sich sofort do für irgend eine Position des Körpers bestimmen

läfst.

49. Aufgabe.

Die Bedingungen anzugeben, unter welchen ein auf einer schiefen

Ebene AB (Fig. 54) liegendes geradesPrisma, dessen Längenkan-

ten auf der verticalen Ebene ABC perpendikulär stehen, durch den

blofsen Einflufs der Schwere, eher um eine dieser Kanten umstürzt,

als über die schiefe Ebene herabgleilet.

Auflösung.

Es sey O der Schwerpunct des Prisma, also auch des Querschnit-

tes ab desselben, welcher aus einem verticalen, durch diesen Punct O

geführten Schnitt entsteht, O das Gewicht des Prisma, « der Neigungs-

winkel der schiefen Ebene AB, OD perpendikulär auf AB, und wenn

O mit dem Puncte E, um welchen das Umstürzen möglich ist (d. h.

durch welchendie betreffende Kante geht), verbunden wird, W. DOE=i,

und endlich „ der betreffende Reibungscoeffizient; so entstehen, wie be-

kannt, aus dem Gewichte Q zwei durch den Schwerpunct 0 wirksame

Kräfte P= 0 Sin« und P’=0_0Cosa, wovon die erstere mit AB

parallel und die letztere darauf senkrecht ist. Da man nun den Betrag

der Reibung „P’ als eine durch den Schwerpunct O wirksame, der

Kraft P gerade entgegengesetzte Kraft ansehen kann (Nr. & R, Anm.2, 8.),

so folgt, dafs das Prisma, wenn es nicht umslürzt, eine gleitende

Bewegungüber die schiefe Ebene anfängt, sobald P>yP’ d. i.

OSina>n0Cosa oder

tange >... (DD ish
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Damit jedoch ein Umstürzen um den Punct E (im Querschnitt
ab) oder eine drehende Bewegung des Prisma um diesen Punct ein-
treie, muls, auf den Punet E bezogen, das stat. Moment der Krafi p
gröfser als jenes der Kraft P‘, d.i P.OD>P‘.DE, nämlich

r D0D.QSin«>DE.OCosa, oder tang «> Fr ‚ und wegen
DE
zu = tangi, endlich

tanga>lanyi.. (2)
d.i. a>i seyn.

Ist also der Reibungscoeffizient ,ı so klein, dafs ı <tang a, (nach 1)
und doch noch fang a <tang i (nämlich die Bedingung 2 nicht erfüllt),
also auch »<tang: ist; so wird der Körper eher gleitend über die
schiefe Ebene fortrücken , als zum Umstürzen kommen.

Ist dagegen der Winkel z sehr klein, wie z. B. bei einem Cylinder,
einer Kugel u. s. w. (wobei, wenn die Berührung zwischen absolut
harten und glatten Flächen , also nur in einem geometrischen Puncte D
Statt fände, sogar i—0 wäre), so kommt der Körper schon bei dem
geringsten Neigungswinkel « der schiefen Ebene in eine wälzende
Bewegung.

Nimmt der Winkel i zu, so kann der Körper nur gleitend über
die schiefe Ebene herabgehen, so lange fang « zwischen der kleinern
Grenze „ und der grölsern tang:i liegt; so wie aber «>i wird, so
stürzt der Körper auch bei diesem grölsern Werth von z um.
Anmerkung. Nimmt man an, dals die Berührung einer Kugel mit einer

Ebene wirklich nur in einer unendlich kleinen Fläche Statt findet, d..h.
selzt man voraus, dafs die Kugel und Ebene vollkommen hart und glatt
sind, ohne jedoch dabei eine gleitende Reibung auszuschlielsen, so ist der
Widerstand der wälzenden oder rollenden Reibung auf einer horizon-
talen Ebene gleich Null und eine horizontale ‚ durch den Schwerpunet
oder Mittelpunct der homogenen Kugel wirkende Kraft, setzt die Kugel in
eine wälzende Bewegung, bei welcher sehr bald die Geschwindigkeit des
berührenden Punetes = 0 und die Bewegung, je nachdem die Kraft eine
momentane oder constante ist, gleichförmig oder gleiehförmig beschleunigt
wird, d.h. die drehende Bewegung des untersten Punctes nach rückwärts
(im gröfsten Kreisbogen) genau dieselbe Geschwindigkeit, wie der Mittel-
punet nach horizontaler Richtung vorwärts besitzt, eine Bewegung, welche
Euter die vollkommene Wälzung nennt, um sie von der gemisch-
ten Wälzungsbewegung zu unterscheiden, welche dann Statt findet,
wenn bei der Wälzung zugleich auch ein Gleiten eintritt und der unterste
Punet nicht die) Geschwindigkeit Null besitzt, also der Wälzungsbogen
grölser oder kleiner als der vom Mittelpunet zurückgelegte Weg ist.
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Wird die Kugel auf eine sehiefe Ebene gelegt, so fängt (durch das

Gewicht der Kugel) sogleich die Wälzung an und Zwier war Anfangs der

Meinung, dals dabei die fortschreitende Bewegung ste‘s grölser als die

wälzende seyn müsse und die vollkommene Wälzung (wobei sich der
jedesmalige Berührungspunet eben so schnell im Bogen rückwärts bewegt,

als der Mittelpunct fortschreitet) hier niemals Statt finde. Dem wurde

jedoch von Dan. Bernoulli und durch die Experimente von Ärafft wider-

sprochen, so. dals Zwler diese Meinung dahin abänderte, dafs die be-

schleunigende Kraft, welche die Kugel über die schiefe Ebene herabtreibt,

allerdings das Bestreben habe, dem jedesmaligen Berührungspunctstatt der

Geschwindigkeit Null (wie sie bei vollkommener Wälzung Statt hat) eine

grölsere fortrückende Bewegung zu ertheilen, dafs diese jedoch bei nicht

zu grolser Neigung der schiefen Ebene, stets durch die Reibung, welche

das Fortgleiten aufhält, unterdrückt wird. Bei einem grölseren Neigungs-

winkel, bei welchen: die gleitende Reibung nicht mehr hinreicht um

das Fortrücken gänzlich zu hemmen, entstehe dann eine gemischte
Wälzungsbewegung, bei welcher der Wälzungsbogen kleiner als der vom

Mittelpunct zurückgelegte Weg ist. Bei einem Neigungswinkel von « = 90°

hört endlich die Wälzung gänzlich auf und es findet nur eine fortschrei-

tende Bewegung Statt.

50. Aufgabe.

Es wird einer, auf einer horizontalen Ebene liegenden homogenen

Kugel, eine rotirende Bewegung um einen horizontalen Durchmesser,

und gleichzeitig auch ihrem Mittelpuncte eine fortschreitende Be-

wegung in horizontaler, auf diesem Durchmesser perpendikulären Rich-

tung mitgetheilt; es sollen die Gesetze dieser zusammengeselzten Be-

wegung bestimmt werden, wenn dabei auch auf die Reibung Rücksicht

genommen wird.

Auflösung.

I. Stellt die Figur (Fig. 55) einen Schnitt der Kugel und der

horizontalen Ebene mit einer auf der Rotationsachse perpendikulären

(also verticalen) Ebene vor, so bewegtsich der Mittelpunet der Kugel €

auf der Geraden AB, welche durch € mit der Geraden DE (als Durch-

schnitt dieser verticalen mit der horizontalen Ebene) parallel läuft.

Es sey in einem Augenblicke, nämlich am Ende der Zeit £, in

welchem die Berührung der Kugel mit der horizontalen Ebene im Puncte

M Statt findet, der Abstand des Mittelpunctes € von einem festen Puncte A
der Geraden AB, nämlich AC—=r, also die Geschwindigkeit des

? i dr :
Punctes € nach CB in diesem Zeitmomente r= 7 ' ferner sey in
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demselben Augenblicke « die Winkelgeschwindigkeit der Kugel um ihre
Rotationsachse , welche als positiv oder negativ angesehen werden soll,

je nachdem die Rotation in der durch den Pfeil angedeuteten,, oder in

entgegengesetzter Richtung Statt findet, endlich sey für denselben Zeitmo-

ment u die absolute Geschwindigkeit des Punctes M und CM—=r der

Halbmesser der Kugel; so hat man zuerst:

u-r+ru=@4+rw Rn (m)

Je nachdem nun dieser Ausdruck positiv oder negativ ausfällt,
bewegtsich der Punct M gegen E oder D, und dabeiist die in diesem
Puncte nach entgegengesetzler Richtung von w Statt findende Reibung
beziehungsweise nach D oder E gerichtet. Ist u—=0, also der jedes-
malige Berührungspuncet M in der Ruhe, so rollt die Kugel ohne zu
gleiten (vollkommene Wälzung) und die dabei entstehende Reibung
ist die der zweiten Art, nämlich die sogenannte rollende oder wälzende.

 

U. Diefs vorausgeseizt, sey Q das Gewicht und M die Masse
der Kugel, ı der Reibungscoeffizient, also ı O der Betrag der Reibung
in der Richtung ME oder MD, ferner g die Beschleunigung der Schwere,

daher (Nr. 54, Anmerk. 3) Mes die Masse der Kugel und M*?ihr

Momentder Trägheit (in der allgemeinen Form , welche für alle Körper
von der Masse Mgilt, Nr. 6%) in Beziehung auf ihre Rotationsachse,
Nimmt man nun an, dafs « posiliv, also die Reibung j O gegen MD
gerichtet sey, so sind die Gleichungen für die fortschreitende und

rotirende Bewegung beziehungsweise (Nr. 36) M G =—ı0

oder wgen 2 —=g (und weil man sich die Masse der Kugel in ihrem

Mittelpunct vereinigt, und die Kraft durch diesen Punct parallel mit ihrer
Richtung wirkend denken kann)

d’z
BE. CH

und (da man sich bei dieser Rotation die Rotationsachse als fest denken
kann) vorige Aufgabe, Relat. (1), wegen Y=0, y=-—r,

x=—u, » m—=M und W—=Mk? sofort:

url— rar dIM—— rum “...(m)

di. Dun.)
"dr



458

oder da für die Kugel das Moment der Trägheit (Nr.M—2Mr?’

also k®—2r? ist, auch:
dozerinab EB
ee me 2)

Werden diese beiden Gleichungen (1) und (2) integrirt, so erhält
d

man aus (1) wegen (7) —=—ııgdt sofort

de r
Fre

und aus (2):

v—le—30gt a)

dabei bezeichnen die Constanten € und C* beziehungsweise die Anfangs-

geschwindigkeiten = und im Puncie A (für £= 0). Aus der obigen

Gleichung (x) erhält man mit diesen Werthen:

u=C+rl=tugt.. (9

II. Da nun der gemachten Annahme zufolge die Constante

C-+rC positiv ist, so bleibt auch « während einer gewissen Zeit

!=T positiv, wird am Ende derselben Null und hierauf negativ.

Diese Zeit T folgt aber aus der Bedingungsgleichung

0=C-+rC - Zug T und zwarist

BEER | cr) am (de

al
Während dieser Zeitperiode T bestehen die beiden Werthe von (13)

und (y) wirklich und die beiden Bewegungen der Kugel (die fortschrei-

tende und rotirende) sind gleichförmig verzögert.

s in,
IV. Am Ende der Zeil # = — wird gi 0 und wenn "<T

7 d
a C+rC)

was für — <2 Gibt
BI UY 8

a

e<2nCls So)

Statt findet, wird 2 über die Zeit * hinaus negativ, so, dals sich

der Mittelpunct € der Kugel von C gegen A zurückbewegt.

Dieser letztere Fall tritt z B. bei einer Billardkugel ein, wenn man

diese so trifft, dafs sie sehr schnell um einen horizontalen Durchmesser

in der Richtung des Pfeiles (Fig. 55) rolirt und sich gleichzeitig ihr

Mittelpunct, jedoch nur langsam von © gegen B vorwärts bewegt, so,

dafs beide obige Constanten C und C* positiv sind und der Bedingung

(n) Genügeleisten. Bei dieser rolirenden und fortschreitenden Bewegung
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der Kugel erschöpft aber dıe am Billardtuche Statt findende Reibung sehr
hald diese letztere Bewegung, während die rotirende noch fortbestehen
bleibt und daher die von M gegen D wirkende Reibung (welche man
sich in den Mittelpunct © transferirt und von € gegen A wirksam denken
kann) die Kugel von € gegen A zurückführt.

V. Hat die Kugel im Anfange, d. i. wenn der Punct € noch in
A ist, keine rotirende Bewegung, ist also ©= 0, oderist noch allge-

- : : Ede. ümeiner C>35rC', so wird die Geschwindigkeit nn nicht früher als

jene « gleich Null, folglich kann der Mittelpunct € nicht zurückgehen.
Übrigenshatin allen Fällen der Berührungspunct M nach Verlauf der Zeit T
keine Geschwindigkeit mehr, so , dafs die gleitende Reibung verschwin-
det und dieKugel ohne zu gleiten fortrollt; dabei werden die Geschwin-
a d de sdigkeiten . und ww allmählig constant oder nehmen nur mehr sehr wenig

ab (indem der Betrag der rollenden Reibung gleich Nall ist). Man erhält
ihre Werthe aus den Relationen (8) und (y), wenn man = T selzt,
und zwarist:

dz 5C—2IrCl= 2 a2 =(0-50-2:2r0= Fa

'B% 2rc—5Cund Zeane

Zusatz. Die obigen Gleichungen (1) und (2) gelten auch noch
für andere durch Umdrehung erzeugte Körper, jedoch mit den betreffenden
Werthen von %2; so ist z. B. für einen geraden Cylinder mit kreis-
förmiger Basis, welcher sich um seine geometrische Achse dreht,
k&— 172.8. w.

Anmerkung. In der hier behandelten Aufgabe, in welcher die Rotations-
achse parallel mit der horizontalen Ebene und senkrecht auf die Richtung
der Bewegung ist, welche von A nach 2 Statt findet, können folgende
3 Fälle eintreten :

1) Es kann die Wälzung eine vollkommene seyn, nämlich der
Punet M im Bogen MF eben so viel zurückgehen als der Mittelpunet €
nach der Richtung C 2 vorwärts geht; dann ist die Geschwindigkeit des
jedesmaligen Berührungspunctes im Augenblicke der Berührung gleich
Null.

2) Es kann der Punet M eine schnellere drehende Bewegung, nach
rückwärts (d.i. gegen MF) als der Mittelpunet € nach vorwärts haben ;
in diesem Falle nimmt die Beschleunigung der Rotationsbewegung durch
die Reibung allmählig ab und es tritt sehr bald eine vollkommene Wäl-
zung ein.
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3) Rotirt der Körper in der durch den Pfeil angedeuteten Richtung von

M gegen F, so wird die rotirende Bewegung (mit der vollkommenen

Wälzung verglichen) vermindert und diese kann unter gewissen Umständen

sogar in die entgegengesetzte übergehen; es kann aber auch (wie bereits

in dem Beispiele der Billardkugel bemerkt) der nach C2 fortgehende

Körper umkehren und die entgegengesetzte Richtung CA annehmen.

54. Aufgabe.

Eine homogene Kugel vom Halbmesser €7 (Fig. 56) wird auf

eine schiefe Ebene AB gelegt, es soll mit Rücksicht auf die Reibung

das Gesetz bestimmt werden, nach welchem diese Kugel über die schiefe

Ebene hinabrollt.

Auflösung.

I. Es stelle die Figur einen verlicalen Schnitt der Kugel und

schiefen Ebene durch den Mittelpunct € vor und es sey der Neigungs-

winkel der schiefen Ebene ABD==a, ferner nach Verlauf einer gewissen

Zeit 2, € der Ort des Mittelpunctes und M jener des Berührungspunctes

der Kugel mit der schiefen Ebene, folglich CM=r perpendikulär auf

AB, weilers sey in demselben Zeitmomente » die Geschwindigkeit des

Mittelpunctes nach CE parallel mit AB und w die Winkelgeschwindig-

keit der Kugel um einen horizontalen Durchmesser als Rotationsachse,

wobeidiese als posiliv gelten soll, wenn die Rotation in der durch den

Pfeil angedeuteten Richtung Statt hat; so ist die in diesem Augenblicke

Statt findende absolute Geschwindigkeit des Punctes M:

u=v—rw
dz a .

oder wegen o— —, wenn man nämlich irgend einen Punct A’ der

durch € mit AB geführten Parallelen zum Anfangspuncte nimmt und

A’C—=.« für das Ende der Zeit £ setzt, auch:

u=7 —rw ken)

Ist ferner O das Gewicht der Kugel, also ] =" ihre Masse, Mk?

wieder ihr Moment der Trägheit in Beziehung auf einen Durchmesser,

und „ der Reibungscoeflizient für die Kugel und schiefe Ebene; so hat

man, wenn das Gewicht O in zwei Seitenkräfte y und g‘ nach CE und

CM zerlegt wird, sofort= 0 Sina und g’=0Cos«, folglich ag’

die aus der Reibung entstehende, nach der Richtung MA wirkende

Kraft (welche man wieder, Nr. 68, Anmerk. 2, in 8. mit MA parallel
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in den Schwerpunct € transferiren, also nach der Richtung €4’ wirkend

annehmen kann).

Die Resultante aus den auf den Mittel- oder Schwerpunet € der

Kugel wirkenden bewegenden Kräften ist daher die nach der Richtung

CE wirkende Kraft p=g—.ug’, d.i.

p=0(Sina —nu Cosa),

welche positiv, Null oder negativ wird, je nachdem beziehungsweise

der Reibungscoeffizient u„<—=>tanga, oder wenn jı gegeben ist,

für den Neigungswinkel der schiefen Ebene, tanga> —= << ist.

Für die progressive Bewegung hat man daher (Nr. 56):

ws 0 (Sin Cosa) oder wegen ®men ai ven — =g:Mn p ( 4 Cosa Be g

d?

= =9g(Sina-—nCosa)... (1)

und für dierotlirende Bewegung derselben [vorige Aufg., Relat. (zn),

wobei w nach der hier angenommenen Bedeutung mit enigegengeseiziem

Zeichen zu nehmenist]:

dMe —rng’—=rn0Cosa

oder wegen k—=?r? und . — 9), auch:
4

dw
dz

durch Integration der beiden Gleichungen (1) und (2) erhält man:

— 579 00s« EN)

d7 = C+916Sina— u Cos a) De)

w=0'+379tC0sa er (03)

und mit diesen Werthen aus der obigen Gleichung («):

u=C—rÜ+gt(Sina—ZpnCosa).. (8).

Läfst man die beiden Bewegungen in dem Augenblicke beginnen,

in welchem sich der Mittelpunet © im Anfangspuncie A’, in welchem

nämlich = 0 ist, befindet, so werden die Constanten € und € gleich

Null und es ist nach Verlauf der Zeit z die absolute Geschwindigkeit des
betreffenden Berührungspunctes M in der Richtung MB:

u=yt(Sina— Zu Cosa)... (&)

dagegen die Geschwindigkeit des Mittelpunctes C nach der Richtung
CE (aus 5):

v=gt(Sina—Cosa)... (A)

so , dals also der Unterschied v — u—=$ugt Cosa ist.
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Soll nun u positiv seyn, so mufs (aus <) Sina>2jC0s a,
Bi. a) sang «>37, oder wenn « gegeben, u <2 lang «

seyn, dagegen wird vu Null, wenn

b) tanga=zy oder un —? Lang « ist.

II. Der jedesmalige Berührungspunct M gleitet also im erstern

Falle von M gegen B abwärts, so, dafs so lange gleichzeitig die Ro-

talion der Kugel Statt findet (welche nur, wie die Relat. (y) zeigt, für

p=0, oder für a= 90° verschwindet) eine gemischte Bewegung

eintritt; im zweiten Falle dagegen, in welchem der Berührungspunct M

genau so viel im Bogen zurückweicht als der Mittelpunet C nach CE

fortrückl , findet eine vollkommene Wälzung Statt. (Aufg. 49, Anm.)

1lI. Dafs endlich im gegenwärtigen Falle w nicht auch negativ

seyn, d. i. der Punct M nicht mehr zurückweichen kann,als der Mittel-

punct € vorwärts geht, ist leicht einzusehen , weil die Reibung wohl das

Abwärtsgleiten der Kugel verzögern oder selbst ganz aufheben, niemals

aber eineBewegung nach entgegengesetzter Richtung,d.i. ein Aufwärts-

schieben der Kugel bewirken kann.

Ist also fang a <2,., so wird dabei nichts anderes, als was bei

tanga—Zu, d.i. nur eine vollkommene Wälzung bewirkt. Man

kann daher sagen , dafs für einen Neigungswinkel «, von jener Grenze

angefangen, bei welcher das Herabrollen der Kugel überhaupt beginnen

kann (Aufgabe 49) bis zu jener Grölse, wofür fang «—#y ist, immer

eine vollkommene Wälzung, dagegen für noch gröfsere Werthe

von a, ein Abwärtsgleiten des Berührungspunctes M, d.i. eine ge-

mischte Bewegungeintritt, welche endlich bei «—=90° in eine blofs

gleitende übergeht.

IV. In jenen Fällen, in welchen die Kugel mit vollkommener

Wälzung herabgeht,, in welchen also tang.a nicht grölser als 5, näm-

lich u 0 ist, folgt aus Relalion (e) Cosa —#Sin « und wenn man

diesen Werth in der Relalion (A) substituirt, so erhält man für die Ge-

schwindigkeit des Miltelpunctes €:
e=%gt Sina. (m)

und für den in der Zeit £ zurückgelegten Weg:

2 —3.1gl”Sina,
während ohne Reibung, d. i. für a —0 die Endgeschwindigkeit

Y=ytSin« und der zurückgelegte Weg X —=4g1”Sina wäre.

v. So lange daher der Neigungswinkel « innerhalb der in II.

angeführten Grenzenliegt, hat die Gröfse der Reibungaufdie Zeil, binnen
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welcher die Kugel auf der schiefen Ebene (bei vollkommener Wälzung)
einen gewissen Weg = zurücklegt, gar keinen Einflufs, und es verhält
sich der Weg &, welcher bei dem Vorhandenseyn irgend einer Reibung
(ob gröfser oder kleiner) von der Kugel oder ihrem Mittelpuncte in einer
bestimmten Zeit z zurückgelegt wird, zu dem Wege X, welcher bei
vollkommen glatten Oberflächen von der Kugel in derselben Zeit £ zu-
rückgelegt würde, d.i.

eX=}:1l=35:7,
eben so verhalten sich auch die Endgeschwindigkeiten nach der Zeit £ in
diesen beiden Fällen, d.i. 2: V—5:7.

Übrigens folgt von selbst, dafs die Gröfse der Reibung „ wenigstens
in so weit dabei Einflufs hat, als dadurch der obere Grenzwerih von «
(nämlich aus tanga=jı) bestimmt wird, bis zu welchem noch die
vollkommene Wälzung Statt findet.

Ist z. B. der Reibungscoeffizient H= 75, s0 erhält man für diesen
Grenzwerth « — 19° 17’24”, dagesen bei n=3, dafür «— 49024
und es würde in diesem letziern Falle die Kugel über alle Eberen, bei
welchen die Neigunswinke] von beinahe Null angefangen, bisa — 490 24°
mit vollkommener Wälzung herabgehen.

V1. Für absolut glatte Flächen würde A=0 und die Ge-
schwindigkeit des Mittelpunctes C (Relation A):

v=gtSina,
so wie jene des Berührungspunctes 7 (Relation e):

u=gtSina,
folglich v=u, so, dafs also in diesem Falle , wie es seyn soll (und wieauch aus der Relat. , folgt, indem für „—= 0 und @—=0 auch w— 0
wird) gar keine Rotation der Kugel Statt finden, sondern diese wie
jeder andere Körper mit gleichförmig beschleunigter Bewegung über
die schiefe Ebene herabgleiten würde.

Zusatz. Die vorige Relation (m) in IV. läfst sich auch durch
folgende Betrachtungenableiten.

Rollt ein Cylinder oder eine Kugel auf der schiefen Ebene AB
(Fig. 57) herab, so wird die Bewegung des Punctes rn, welcher für
den untersten Punct a des Durchmessers ab den Mittelpunct des
Schwunges bildet, durch die in a Statt findende Reibung in nichtsgestört, weil eine in a auf 6 perpendikulär wirkende Kraft nichts wei-teres als eine Drehung des Punctes « um diesen Punct n hervorbringt.Nach einer unendlich kleinen Zeit wird der Durchmesser «6 im Allge-
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meinen die Lage a’b’ angenommen haben, so, dafs also der Mittelpunct

ec durch die im Puncte « Statt findende Reibung um die Grölsenn’— cc‘

zurückgehalten worden, während ec‘ — aa‘ die Zunahmeodereigentlich

die Gröfse der Rotation angibt (indem die Rotation aa’=cc’ gleich

Null ist).

Es verhält sich also die aus der Reibung entstehende Verzögerung

des Mittelpunctes ce zu der durch das Gleiten verminderten Rotation

(nach der Richtung des Pfeils), wie cn zu ca, man hat nämlich

(nn’— cc'):(cc — aa) =cen:ca.

Sobald aber die vollkommene Wälzungeingetreten, ist aa’ —0

und daher
(nn’— ce):c —=en:ca oder nn’:ce' =an:ac.

Ist nun wieder v die Geschwindigkeit des Mittelpunctes e in die-

sem Augenblicke, d. i. am Ende der Zeit £, und v’ jene des Punctes n,

also v„—=Gr=grSina; so ist der in der Zeit ds zurückgelegte

Weg cc’ —=vdt und jener nn’ —v’ de—gtdt Sina, folglich, wenn

man diese Werlhe in der letzten Proportion subslituirt und dann v

bestimmt :
ac &

o——- gt Sina.
an

Nun ist aber für die Kugel vom Halbmesser r der Abstand des

Mittelpunctes des Schwunges n vom Endpunct a des Durchmessers

($. 170) an—=#r, mithin an —* und daher

v—=®gtSina,

welches sofort die erwähnte Relation (m) ist.

Anmerkung. Man kann offenbar statt der Kugel jeden andern runden

Körper annehmen, welcher durch den mittlern (in der halben Länge ge-

führten) Querschnitt in zwei gleiche symmetrische Längenhälften getheilt

wird, wenn man nur jedes Mal für 7%” den entsprechenden Werth setzt.

So ist z. B. für einen geraden Cylinder von kreisförmiger Basis,

dessen Halbmesser =r ist, =#r?”, folglich die Grenze des Neigungs-

winkels « bis zu welcher immer noch die vollkommene Wälzung

2F
Stall findel, aus Zanga = (i + = p, sofort Zanga= dp, SO, dals

also für das obige Beispiel von £= 7, hier nahe a=16°42' würde,

während für die Kugel dieser Grenzwerth über 19° betrug, mithin, unter

übrigens gleichen Umständen, der Cylinder eher als die Kugel zu gleiten

anfängt. Für —=+, wird hier « = 45°.
Ferner beträgt der Weg des Mittelpunctes oder eigentlich der Achse des

Cylinders während der Zeit Z, nach der allgemeinen Formel:
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r.

%ar)gU Sina,

für den Cylinder sofort
=4.23y7 Sina

und die Endgeschwindigkeit:
—=3gt Sina,

während bei der Kugel statt dem Bruche 3 jener # steht, so, dafs also

der Cylinder mehr als die Kugel zurückbleibt u. s, w.

Burg’s Mechanik. Suppl- 30


