Anhang

von
Aufgaben sammt ihren Auflosungen,
aus dem Gebiete der

Statik, Dynamik, Hydrostatik, Hydrodynamik
und Adérostatik.






A) Aus der Statik.

1. Aufgabe.

Es sey AB (Fig.1 und Fig. 2) eine steife gerade Linie, welche
sich der Linge nach nicht verschieben lifst, wohl aber um jeden der
beiden Puncte A und B frei drehen kann; wenn nun im Puncte C eine
Kraft P normal auf 4B wirkt, so soll der Druck bestimmt werden,
welchen diese beiden Puncte A und B zu erleiden haben.

Auflosung.

Es sey « der gesuchte Druck auf den Punct A und y jener auf
den Punct B, so ist, wenn der Angriffspunct € der Kraft, wie in Fig. 1,
zwischen den beiden Auflagpuncten A und B liegt und man A B als
einen um B drehbaren Hebel ansieht, die in A fir das Gleichgewicht
nothige, nach aufwarts wirkende Kraft p aus der Relation (§. 73)
p.AB=P. B C zu beslimmen und da zugleich & =p ist, so hat man

&r =TB.P

Eben so erhilt man, wenn man AB als einen um A drehbaren
Hebel ansicht,

AcC
Y= A—é !

Liegt dagegen der Angriffspunct C der Kraft P, wie in Fig. 2,
in der Verlingerung von A B, so nehme man B fir den Drehungs-
punct des Hebels 4 € und selze die in A fiir das Gleichgewicht nothige
Kraft =p; soist p. AB=P.B C und wegen & = — p sofort

&r=— TB B
d. h. der Druck findet nichty wie im vorigen Falle in der Richtung der
Kraft P oder nach abwirts, sondern nach aufwirts Statt.
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Ferner ist der Druck in B, als Stiitzpunct des doppelarmigen
Hebels 4 €, sofort:

BC .
y:P—]—p:P—}—E.k d. L
oL
AR

also dessen Richlung nach abwiérts.

Anmerkung. Wie man sieht, darf man in der Auflosung des erstern
Falles nur, wegen der entgegengesetzten Lage von B C, B C negativ oder
mit entgegengesetztem Zeichen nehmen, um die Auflosung fiir den zweiten
Fall zu erhalten. Es ist nimlich fiir beide Fille

+EP d 4
:z:——_AB. un y—AE.P

wobei von den doppelten Zeichen fiir den Fall 1 (Fig. 1) das obere, und
fir jenen 2 (Fig. 2) das untere gilt.
Fillt der Punct € auf jenen B, so ist wegen BC=0 und AC= A5,
sofort in beiden Fillen:
=0 und y=P,
wie es seyn soll.

2. Aufgabe.

Auf die in den beiden Punclen A4, B (Fig. 3) frei aufliegende
gerade Linie A B und ihren Verlingerungen, wirken in den Puncten
M, M, M”.. normal die Krifte P, P/, P"...; es soll wieder der
Druck auf diese beiden Puncte 4 und B gefunden werden.

Aunflosung.

Sieht man zuerst B und dann A als Drchungspunct des Hebels
an, und bezeichnel die beziehungsweise in A und 8 nothigen Krifte zur
Herstellung des Gleichgewichles mit p und ¢; so hat man auf den
Drehungspunct B bezogen (§. 32):

p.AB+P".BM' 4P .BM"'=P.BM-++P.BM
und auf den Punct A4 bezogen:
G- ABF+P. AM=P. AM P AN} P". AM"

Aus diesen beiden Relationen folgt, wean man den Druck auf den
Punct A wicder durch 2 und jenen auf den Punct B durch y bezcich-
nel, wegen & =p und y =g sofort: :

Sl P.RBY -+ P. B Mg P BYL o P B

1B
s‘ (@)

PAM AP AN+ P AMN"—P AN
4
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Durch Summirung dieser beiden Gleichungen folgt, wie es seyn
soll : @y Bt BB s

Zusatz 1. Wirken eine oder mehrere dieser Kréfte nach ent-
gegengeselzter Richtung , hier also aufwirls, so darf man diese Krifte
nur mit enigegengesetzten Zeichen in die vorigen Formeln einselzen.

Zusatz 2. Wirken die Krifte nicht normal, sondern unter
ganz beliehigen Winkeln gegen die Achse oder Gerade AB, so darf
man nur jede dieser Krifte in zwei Seilenkrafte zerlegen, wovon die
eine in die Richtung der Geraden A B fillt, und die andere darauf senk-
recht ist; die letztern dieser Seitenkrifte sind dann die Krifte P, P/, P“. .
der Formeln (A), wihrend die erstern unberiicksichtigt bleiben, wenn
sich die Gerade A B der Lénge nach nicht verschieben lifst, sonst aber
die algebraische Summe die Grofse und Richtung ihrer Resultante nach
A B oder B A angibt.

Ist z. B. in der ersten Aufgabe, fir welche hier P =P "= P""=0
und P’ = P zu setzen ist, der Winkel unter welchem die Kraft P (Fig. 4)
auf A B wirkt =a; so erleidet die Achse A B von B gegen A cinen
Druck = P Cosa, wihrend die normal auf A B wirkende Kraft
=P Sin a ist.

Von dieser letztern Kraft entsteht in A ein Druck normal auf AB:

= % PSina
und in B ein Druck: Y= j—g PSina,
wihrend der von B nach 4 Stalt findende Druck P Cos « ganz beliebig
auf diese Puncle 4 und B vertheilt gedacht werden kann, senach der
Druck auf die beiden Puncte A und B in dieser Richtung ganz unb e-
stimmb ist.

3. Aufgabe.

Mit der Achse A B (Fig. 5) ist im Puncte C der Arm C'D senk-
recht verbunden, und im Puncte D desselben wirkt die Kraft P parallel
mil B A; es soll der in denPuncten A und B dadurch entstehende Druck
bestimmt werden.

i. Auflosung.

Man ziehe die Verbindungslinie B D und verlingere dieselbe iiber
D hinaus, schneide auf der Richtung der Kraft P das Stiick De= P
ab, ziche ed parallel zu €D und én parallel zu AB, so dafls dadurch
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(indem auch €D verlingert wird) das Rechteck en entsteht. Bringt
man ferner, da dadurch das Gleichgewicht nicht gestort wird , auf den
Punct D die beiden gleichen Krifte Dn und Dm nach gerad enigegen-
geselzien Richtungen an, so kann man Di als Resultanie der beiden
Krifte De=P und Dn= P tanga ansehen, welche sofort auf den
Punct B unter dem Winkel 4 B D = a wirkt.

Schneidet man daher B k= D ab und construirt durch den Punct
k das Rechteck ¢f, so wird dcr Punct senkrecht auf 4 B nach ab-
wirts mit der Kraft Bf= Dn, und nach der Richtung B A mit der
Kraft Bg = D e = P gedriickt, wiihrend noch auf A B normal im Puncle
C die Kraft Dm=Dn aufwirts wirkl. Diese letztere Kraft bringt
aber (Aufgabel ) auf die Puncte A und B senkrecht auf A B und zwar
nach aufwiirts einen Druck hervor, welcher beziehungsweise durch
%.Dn:f—;.Pmngu und y’=j_;.Ptanga
ausgedriickt wird. Es ist daher der in 4 normal auf AB nach auf-
wirls Slatt findende Druck

G

%4
m=%.Ptunyn

und der im Puncte B nach abwirls entstehende Druck y =Bf — y'=

c
P tang a — j—B.Plany ared. s
BC
= — . Plang a.
¥ dwy e

ch "
Selzt man tang a = 0 0 wird auch

ch ch
.’L‘——:E.P und b P
s0, dafs also dicse beiden Driicke der Grd[se nach einander gleich,
der Richtun g nach aber einander entgegengeselzt sind.
Was endlich den in der Lingenrichtung der Achse A B Stalt
findenden Druck B g = P betrifft, so kann man sich diesen als auf die
beiden Puncie A und B ganz willkiirlich vertheilt vorstellen, indem der

auf diese einzelnen Puncle entfallende Druck unbestimmt ist.

2. Auflosung.

Zicht man durch den Punct A (Fig. 6) A E parallel zuv €D und
denkt sich den Durchschnittspunct E als Angriffspunct der Kraft P, so
wie A als Drehungspunct des Winkelhebels E A B, an jdessen Endpunct
B zur Herstellung des Gleichgewichles die senkrecht auf A B nach auf-
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wiirts wirkende Kraft y nothwendig seyn soll; so hat man nach stati-
schen Gesetzen:
P.AE=y.AB und daraus, wegen AE=CD, sofort

Ysm . i
als Druck auf den Punct B senkrecht auf AB, und zwar nach ab-
wirts.
Der Drehungspunct A erleidet denselben Druck, als wenn die bei-
den Krifle P und y, mit ihren urspriinglichen Richtungen parallel, in

diesem Puncte angebracht wiren; es findet daher in diesem Puncte A
ein senkrecht auf A B und zwar nach aufwarts gerichteter Druck

und ein von B gegen A gerichteter Druck — P Statt, welcher wieder
auf einen, oder auf beide Puncle A und B vertheilt gedacht werden
kann.

Anmerkung. Wie man sieht, hat die Entfernung des Punctes € von den
beiden Puncten A und B auf die Grofse und Richtung des Druckes keinen
Einfluls und es bleibt immer z.4B=P.CD.

Zusatz. Wirkt die Kraft P nicht parallel mit B A, sondern
bildet ihre Richtung, welche immer noch in der durch AB und CD-
gehenden Ebene liegen soll, mit A B den Winkel a ; so erhalt man durch
Zerlegung der Kraft P in zwei aufeinander senkrechte Seitenkrifte,
wovon. die eine nach D E, d. i. parallel mit B A wirkt, ganz einfach,

fir den Druck auf 4 nach aufwiirts: w:wf%)—%.P

G AcC

fiir den Druck auf B nach abwirts: y=cpcosawg.P
und fiir den Druck auf 4 und B in der Langenrichtung von B gegen A:

% —"PCoso;

4. Aufgabe.

Eine gewichtlose, unbiegsame horizontale Ebene RS (Fig. 7) ist
in den drei Puncten 4, B, € unterstiitzt und im Puncle M mit dem
Gewichle P belastet; es soll der Druck bestimml werden, welcher auf
jeden der drei Stiilzpuncle Stalt findet.

1. Auflosung.

Bezeichnet man den gesuchten Druck auf den Punet 4 mit «,
Jenen aul B mit y und den Druck auf € mit %, nimmt ferner die Ver-
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bindungslinie A B zur Momentenachse und bezeichnet die fiir das Gleich-
gewicht in dem Puncle € normal auf die Ebene R S nach aufwirts an-
zubringende Kraft durch p; so hat man, wenn €D und M E senkrecht
aul A B gezogen werden,

ME
P CD=P.ME oder p:C—D-.P,
folglich, da der Grofse nach s =p ist, auch
[laan: ME
B

Da sich die Flichen der beiden Dreiecke A BC und A BM, von
einerlei Grundlinien wie ihre Hohen verhalten, also
% — %}l?%] Statt findet, so ist auch
ot AA BM‘ p
AABC
Ganz analog damit erhilt man auch fiir die Pressungen in den
Puncten B und 4, wenn man beziechungsweise 4 € und B C zu Mo-
mentenachsen nimml :
iy — i CM. P und .L=E—B CM.
AABC AABC
Zusatz 1. Esist also @+ y-+ =10 und
wiy:ix=JBCM: /ACM: 'ABM.
Zusatz 2. Filll der Punct M mit dem Schwerpunct des Drei-
eckes zusammen, so ist wegen /B CM=— 4 ACM = 4 ABM auch
=

b

Fillt der Punct M in cine der drei Verbindungs- oder Umfangs-
linien des Dreicckes A B C, z B. in jene AB; so wird, wegen
JABM=0 auch x=0 und wenn z B. m der Punct ist, mit wel-
chem M zusammenfillt, sofort

r:y=JBCm:44Cm=Bm: Am
weil diese beiden Dreiecke einerlei Hohe haben.

ilit endlich zuagleich auch der Punct € in diese Verbindungslinie
AB, so werden die sdmmilichen Dreiccke Null und daher folgt aus
den allgemeinen Werthen

= %, y:%, FT91
zum Beweis, dals der Druck auf die drei Unterstiilzungspuncte einer
in einem Puncle belasteten geraden unbiegsamen Linie unbe-
stimmtist, oder die Vertheilung des Druckes P auf diese 3 Puncle
aul uuzihlige Arien geschehen kann.
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2. Auflosung.

Setzt man (Fig 8) MA—a, MB=0, MC=c und die Win-
kel AMB=a, AMC=p(, BMC=1y, wobeialso y=360°— (a—-3)
ist, bezeichnet ferner wie zuvor, die Driicke, welche die Puncte 4,
B, C durch das in M angebrachte Gewicht P erleiden, beziehungsweise
mit #, y, %; so hat man fiirs erste:

24 ytfs=P @
und dann, wenn man AM als Momentenachse nimmt, da die Krafte
y und % in Bezichung auf diese Achse im Gleichgewichle stehen miis-
sen, auch, wenn BD und CE perpendikulir auf 4 M gezogen werden :
y.BD=%.CE d.i. y.bSina=g%.cSinf3 (2)
Eben so folgt, wenn man B M als Momentenachse gelten lifst:
x.aSina=%.cSimy . (3)

Aus diesen 3 Gleichungen (1), (2), (8) erhilt man ganz einfach,

wenn man noch Kiirze halber
abSina+t-acSin3-4bcSiny=N selzt:

=MSM7P, yzacSinﬁp’ =absina
v =
Dabei ist, wie sich von selbst versteht, Siny=— Sin(a--f3).

Anmerkung. Dieselben Werthe erhilt man auch ganz einfach aus den
Werthen der vorigen Auflésung, wenn man dort (Compend. §. 57)
AABM="1abSina, AACHM=1LacSing, ABCM="bcSiny und
AABC=;(ab Sina + ac Sin - bc Siny) setzt.

Zusatz. Fir a == 1809 trilt der vorhin erwihnte Fall ein,
in welchem die 3 Puncte 4, B, C mit dem Angriffspunct M der Kraft
P in einer geraden Linie liegen und wobei der auf diese 3 Puncte
vertheilte Druck P ganz unbestimmt ist, also diese letztere so gestellte
Aufgabe unzihlig viele Auflosungen, die allerdings innerhalb gewisser
Grenzen liegen, zulafst. Eine dieser Auflosungen erhdlt man, wie
Dereits bemerkt , indem man in den vorigen Werthen von «, v, = die
Winkel a = 3 = 180° setzt; es wird dadurch, wegen Siny=—

—Sin (a} ) =— Sin2a=2 Sin a Cosa und Sin 3= Sina sofort,
wenn man gleich mit Sin « dividirt:
o —2bcCosa
T ab+4ac—2bccosa
oder wegen Cosa=— Cos180°—=— — 1, auch:
RbcP

P3P = ——
ab+ac+H2bc¢c
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acP abP

Eben so ist — L I e A
; y ab+acH2b6¢ ool ab+ac+ 2b¢c

Anmerkung. Geht man auf die 3 Grundgleichungen (1), (2), (3) zuriick;
so gehen sie in dem vorliegenden speciellen Falle tiber in
Zy+3=P, ybSin180°=2c Sin180° za Sin180°==zc Sin0.

Da aber diese beiden letztern Gleichungen identisch sind und sonach
nur Eine ausmachen, indem jede 0 =0 wird, so bestehen in der That
nur zwei Gleichungen, aus denen sich also die 3 Unbekannten z, ¥, 3
nicht vollkommen beslimmen lassen.

Es bestehen nimlich, wenn man in Fig.9 A =a, MB=0 und
MC—=c setzt, fiir das Gleichgewicht der 4 Krifte P, , ¥, = ©.533' w;
Nr. 20) nur die beiden Relationen :

z+y+2=P (o) und az=0by+c3 @®

Da nun sowohl ¥ als auch z Null seyn kann, so sind die Grenzen,
innerhalb welcher die simmtlichen Werthe von &, ¥, 3 liegen und diesen
beiden Bedingungsgleichungen entsprechen, folgende:

» Pc /&)

fir & a—+_c_ und m
b Pa

fiar: ¢/ 8 40, und Py
a Pa

fir 2: ato und 0.

Driickt man zwei von den 3 Grofsen Z, ¥, % durch die dritte, z. B.
z, y durch 3 aus, so erhilt man:

bP+(c— D)= _aP——(a+c)z
z=————'—a+b und = T

so, dafs also, wenn fiir 2 ein innerhalb der eben angegebenen betreffenden
Grenzen liegender Werth angenommen wird, die beiden iibrigen Grolsen
vollkommen bestimmt sind; so ist z. B. fir 2=0 sofort :
or ar_
BT R

Eine iihnliche Unbestimmtheit, wie sie hier in Beziehung auf die 3,
in einer geraden Linie liegenden Puncte vorkommt , findet auch Statt,
wenn eine unbiegsame, in einem Puncte belastele Ebene, in mehr als
3 Puncten unterstiitzt, und der Druck auf jeden dieser Puncte gesucht
wird.

Ubrigens mufs bemerkt werden, dals die hier erorterte Unbestimmtheit
sogleich verschwindet, wenn man der geraden Linie (oder in dem eben
angefiihrten Falle der Ebene) eine, wenn auch noch so geringe Bieg-
samkeit, wie diefs in der Wirklichkeit immer der Fall ist, zugesteht.
(Man sehe die Anmerk. zur 38. Aufgabe.)
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5. Aufgabe.

Ein Sparren oder Balken, welcher hier durch eine steife gerade
Linie AB (Fig 10) dargestellt wird, lehnt sich, wihrend er sich zu-
gleich auf den horizontalen Boden C'R stiitzt, an eine verticale Wand
CS in der Art, dafs er selbst in einer verticalen (auf CR und C'S per-
pendikuldren) Ebene liegt und mit dem Horizonte den Winkel A BC=a
bildet; wenn nun in irgend einem Puncte M dieses Balkens ein Gewicht
P aufgehingt wird, so soll unter der Voraussetzung, dafs der Balken
selbst kein Gewicht hat und weder am Boden C B noch an der Wand
C'S irgend eine Reibung Stait findet, sowohl der horizontale Schub
als auch der verticale Druck des Balkens gegen die Wand CS
und den Boden C' R bestimmt werden.

Auflosung.

Es sey AM=a und BM—1b, so entsteht von der lothrecht
wirkenden Last P auf die beiden Puncte A und B nach derselben Rich-
tung ein Druck, welcher (§. 20) fiir den Punct A durch p=——a-bi-b P
und fiir den Punct B durch q=ﬁb-P ausgedriickt wird.

Schneidet man daher A D=p ab und construirt das Parallelo-
gramm EF, so ist die Seitenkraft A F—= A D Cot « = p Cota und jene
¥ AD /4
el T
Verlingert man ferner A B, schneidet auf der Verlingerung
BG = AE ab und construirt das Rechteck HJ, so ist

: Dinaltei i B “nk
BJ—-BGSlnu_—SmaSMza—p undBH—BGCosa—-SmaCO.?a
=p Cota.

Es ist also der horizontale Schub gegen die Wand in A:

b
S=AF”—=pCOI¢L—-mPCO5G

und der verticale Druck gegen den Boden in B:
D=q+BJ=g+p=P.
Aufserdem ist der Schub, mit welchem der Balken am Boden CR
nach horizontaler Richtung auszuweichen sucht:

b
BH=AF=S——-mPC'0ta,

also eben so grofs wie in 4 gegen die Wand.
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Ist M der Halbirungspunct von AB, also b=a, so ist der
horizontale Schub: S=1PCota.
Anmerkung Es mufs also, um das Gleichgewicht herzustellen, in B eme
horizontale, von # gegen B wirkende Kraft § angebracht werden.
Fiir @ = 90°%ist S=0 und fiir =0 wird S unendlich grols, weil.
da keine Reibung angenommen wird, keine, auch noch so grofse Kraft
im Stande ist, den Sparren horizontal gegen die Wand so zu driicken,
um dadurch das Herabgleiten desselben lings der verticalen Wand zu
verhindern.
Zusatz. Sind also zwei gleiche Balken oder Sparren 4 € und
B C (Fig. 11) in einer verticalen Ebene 4 B €' unter gleichen Winkeln
gegen den Horizont an einander gelehnt, oder zu einem sogenannten
Leergesperre (technischer Ausdruck bei den Holzverbindungen)
verbunden ; so lifst sich der dabei entstehende horizontale, oder soge-
nannte Sparrenschub, wem man AD=BD =0, AC—Bec=—1"
CD=h, W.CAD=W.CBD=aqa und das Gewicht eines Sparrens
A C oder B C= G selzt, durch
S =% G Cota

AD b
oder wegen Cota=~——=~- auch durch
cD h
b
S ———'% G 2’
und wenn man annimmt, dafs der laufende Fufs jedes Sparrens (sein
eigenes Gewicht mit eingerechnel) mit dem Gewichte ¢ belastet, also
G=1!q und Sina =1é ist, auch durch

4 b
T 1
S—qu”=§q5i)zrz

ausdriicken.
Der in A und B Statt findende verticale Druck ist sofort

D— G=—uql

6. Aufgabe.
Die vorige Aufgabe mit Riicksicht auf die an der verticalen Wand
und am horizontalen Boden Stalt findende Reibun g aufzulosen.
Auflosung.

Bezeichnet man den horizontalen Schub oder normalen Druck des
Balkens gegen die Wand A € (Fig. 10) indefs durch X, so mufs ohne
Riicksicht auf Reibung in B nach der Richtung H B eine Kraft Y wirken,
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fur welche (vorige Aufgabe) Y= X ist. Selzt man den auf den Boden
in B Stalt findenden verticalen Druck = Z und den Reibungscoeffizien-
ten zwischen dem Balken und horizontalen Boden =, so ist slalt Y
nur eine Kraft ¥'= X — nZ erforderlich, um das Ausgleiten bei B zu
verhindern.

Die in A und B vom Gewichie P im Puncte M herriihrenden loth-
rechten Kréfte sind nach der vorigen Aufgabe bezichungsweise A D =p
und =g ; anstalt wie vorhin p in AF und AE zu zerlegen, mufs
man jelzt, wenn p/ den Reibungscoeflizienten zwischen dem Balken
und der verlicalen Wand bezeichnet, p— p’ X zerlegen. Dadurch
erhilt man :

P—u'X
AF=X=—(p—p' X)Cota .. (a) und W:AE:——~SI,/;1 H
aus der erslen dieser beiden Gleichungen folgt:
v Cot P
1 —T—}L’ Cot o =5 p 4 t(l?l_l}a' 1@
Wird ferner B G = W in die beiden Seitenkrifte B H und B J zer-
legt, sowird BH= W Cos « = (p—p’ X) Cota oder wegen Gleich. (a)
BH=X
und BJ=—W Sina, d.i. BJ=p—p'X.
Es ist also der senkrechle Druck auf den Boden in B:
Z=¢+BJ=p+g9—p'X=P—pX,
woraus pZ=— (P — p’X), und wenn man diesen Werth in ¥” sub-
slituirt, sofort Y'=X—, (P —p X) folgt. Selzt man in diesen
letztern Ausdruck fiir X den Werth aus (), so erhilt man
Y=0-+pp) ;:%——pltTya —n P oder wegen p— ﬂb_f
gabe) endlich die fiir das Gleichgewicht von H gegen B ndthige hori-
zonlale Kraft:

X =

b (vorige Auf-

/ 1! oP
A tang e’ @+ b
Zusalz 1. Um jenen Neigungswinkel o’ des Balkens gegen den
Horizont zu finden, bei welchem die Reibung allein im Stande ist, das
Ausgleiten zu verhindern, darf man in diesem lelztern Ausdruck nur
Y'=0 setzen; dadurch erhilt man
A4ppH>0P=(a —+0) (u' +tang o) p P und daraus:
b—pp’a
plato)
Setzt man p =y und suchl den Werlh von p, fiir welchen bei

irgend einem Neigungswinkel « das Aus- und Abgleiten des Balkens
Burg's Mechanik, Suppl. 24

— P .. (o)

[ﬂng al =
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verhindert wird; so erhilt man wieder aus der vorigen Gleichung (c)
fir ¥/ = 0 nach gchoriger Entwicklung :
ol s, (a4 b)tang o + / [(a+b)*tang «* + a b]

4

Zusatz 2. Selzt man die Linge des Balkens oder Sparrens
e e b

pl

Da nun der Zihler dieses Bruches um so grofser wird, je kleiner
a ist, so wird auch a’ nahe in demselben Verhdltnifs grofser, der Bal-
ken gleitet also unter tbrigens gleichen Umstinden um so leichter aus,
Jje néher sich die Last P gegen den Punct A befindet.

a-tb=1, s0ist auch tanga’=

: 1 o I
Fir a = 0 wird tang o/ — : ; fir I=1 +ppda wird

= und o’ =0.

L oAp
Fallt endlich der Aufhéingpunct M der Last P in die halbe Linge

1 1—ppf 4
A B, so wird wegen 6 =a soforl tanga’'= — SHia dieser Ausdruck
IJ.
néihert sich immer mehr der Nulle je grofser a wird, fir a =90° wird
: b
wegen tang « = QQ sofort p==0. Fir « =0 dagegen wird p= \'/5

und wenn noch dabei 6 =@ ist, p=1.

7. Aufgabe.

Die Bedingungen anzugeben, unter welchen der Balken A B
(Fig. 12) vom Gewichte & ohne Reibung zwischen den beiden schiefen
Ebenen A € und B € im Gleichgewichte bleibt.

Aufliosung.

Da das Gleichgewicht nur moglich ist, wenn die durch den
Schwerpunct O des Balkens gezogene lothrechle Linie & H zugleich
durch den Punct F' geht, in welchem sich die beiden, durch die End-
puncte A, B auf die schiefen Ebenen A € und B €' errichteten Perpen-
dikel AF und BF schneiden; so seyen a und (3 die Neigungswinkel
dieser schiefen Ebenen mil dem Horizonle D E, so wie A F=p und
B = ¢ diec aus dem Gewichte G = F' G enlstchenden, auf 4 € und
B C normalen Seilenkrifte. Diels vorausgeselzt, hat man
piG=Sing:Sin(«-3) und daraus:

; G Sind i G Sino
=-———— und chen s0 ¢ = <
U 5 1= Sin (2 + B)

(D
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Setzt man ferner die Lénge des Balkens AB=1, den Winkel,
welchen derselbe mit dem Horizonte bildet BAJ=¢ und A0=1%1{;
80 ist AL=12%1C0s¢g=AFSin AFL=AF Sina

folglich L1Cosg=pSina und Cosg= Ql—p Sina,

oder wenn man fiir p den Werth aus (1) setzl:
21§ tS‘m a Sin B @
in (a4 B)

Will man das Gewicht G eliminiren, so darf man nur beriicksich-
tigen, dafls W.ABC=n=p3—g¢, folglich W.FB 0= 90° —n=—
90 + ¢ —f3 und daher wegen FO:O0B = SinFBO : Sin OFB =
Cos (9—3): Sin 3, also FO Sin3= OB Cos(9—i>) oder G Sinj3=
1Cos(9— ), folglich wenn man diesen Werth in(2) substituirt, auch:

2 Sina Cos (9 — B)
Gl = Sin(a +?5—)——
ist, so, dafs wenn man Cos (¢ —@3) auflost, die Gleichung durch
Cos ¢ dividirt und gehorig reducirt, sofort
Sin (o + B) — 2 Sina Cos3
2 Sina Sind

Cosp =

tang ¢ = (3)

wird.

Zusatz. Fir a —p wird fang 9 =0, folglich mufls der Balken
fiir das Gleichgewicht horizontal liegen.

Fiir a =0 und 3=90° wird fang 9 =21 = OO0, folglich mulfs
der Balken in diesem Falle vertical stehen.

8. Aufgabe.

Der Balken oder Sparren A B (Fig. 13) liegtin A auf der verli-
calen Stiitze oder Mauer A€ auf und stiilzt sich am andern Ende bei B
auf den horizontalen Boden BC; wenn nun wieder in irgend einem
Puncle M des als gewichtlos gedachten Balkens eine Last P aufgehéngt
wird , so sollen die dadurch gegen die verlicale Mauer und den horizon-
talen Boden entstehenden Pressungen bestimmt werden.

Auflosung.

Ist, wiein der 5. Aufgabe, AM=a, BM=10 und W. ABC'=a;
50 sind, wie dort

b
) i b e SURRARIL
D=p s PrundS B I =0 —
die in A und B lolhrecht wirkenden Krifte.

a
=]
a+ 0

24 *
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Zerlegt man p in zwei auf cinander senkrechte Seitenkriifte 4 E

und A F senkrecht und parallel mit 4 B, so erhilt man
AE=p Cosa und A F=p Sina.

Verlingert man A B, macht BH— A F, und zerlegt diese lelz-
tere Kraft in die horizontale und verlicale Seitenkraft B G und BJ ;
s0 wird

BG=AF.Cosa=pSinaCosa und BJ= AF.Sin a =p Sina®

der gesammie verticale Druck in B ist daher D=¢ -+ BJ=

¢ _p4—L PSina® d.i.
a+0 a+0
D—(t+bS§7;5P a
+0
so wie der horizontale Schub in B sofort $= B G = p Sin « Cosa,
5 b b i
d i —m'PSlnaCO.NI——%a 0P52n2a. @)

Zerlegt man ferner die oben ausgedriickle Kraft 4 E in eine hori-
zontale A a und eine verticale Seitenkraft 46, so erhilt man:

Aa=AESina und Ab=AE Cosa,
folglich, wenn man fiir A E den Werth setzl:

b b
Aa=pCosaSina:mPSinaCosaz%.a+bPSin2a (3)

b
und Ah = 0= sa2 4
p Cosu a+bPCosu ©))

Dieser letztere nach C fortgepflanzte verticale Druck mit jenem
summirt, welcher in B nach dieser Richtung Statt findet, gibt, wie es
seyn soll:

R
2
‘_+—bPCOII + ll-l—b" P=P.

Zusatz 1. Hat der Balken 4 B das Gewicht G und liegt dessen
Schwerpunct im Halbirungspunct der Linge 7, so, dals b=a=731
ist; so hat man aus den vorigen Formeln, fir den unbelasteten
Balken :

im Puncte A den horizontalen Schub $/=16G Sin2a

5 verticalen Druck D'=1G Cosa®
im Puncte B den horizontalen Schub S=16GSin2a=S"
5 verticalen Druck D=1G{1+4Sina?

Fir a=45° wird der horizontale Schub am grofsten und
zwar wird dafir §=¢§"=1¢G.

Zugleich wird auch =16 und D=3G.
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Fiir a=90° wird §=5'=0 und D'=0, D=G.

Fiir « =0 endlich ist §=S8=0 und D'=D =316

Zusatz 2. SetztmanbeieinemLeergesperre ACB (Fig. 11)
die Linge eines Sparrens A C=B C'={, dic halbe Tiefe des Daches
AD—BD =10, die Hohe desselben €D =72 und das Gewicht des
laufenden Fufses der Belastung (mit Einschlufs des eigenen Gewichtes
des Sparrens) = ¢; so erhdlt man wegen G=g¢/, fir den verti-
calen Druck auf die Sdule €D im Puncte C:

D’=2><%qlCosa2+qh=ql.?—,—Fqlz:q(?— +h)
fiir den verticalen Druckin 4 und B:

h?
D=§<‘ +17)‘Il

und fiir den Sparrenschub in 4 und B:

kb bh bh
L R e S P PR S
S ﬁql‘l 0y 29 7 zq\/(oz f /1’)
oder auch S=21qbSina

Der Sparrenschub wird also bei einerlei Tiefe 25 des Daches um
s0 kleiner , je kleiner der Winkel a ist; es ist daher zur Verminderung
des sonst so nachtheiligen Sparrenschubes bei flachen Dachern sehr
vortheilhaft, solche Séulen oder Stiilzen CD anzubringen.

9. Aufgabe.

Auf die verticale Saule A B (Fig. 14), welche bei B im Boden
befestigt ist, wirkt im Puncte A nach horizontaler Richtung die Kraft P
mit dem Bestreben diese Sdule umzustirzen; wenn nun in der durch A B
und die Richtung der Kraft P gehenden Ebene die Strehe €D ange-
bracht und bei € mit der Siule, bei D mit dem Boden befestigt ist, so
sollen die Pressungen gefunden werden, welche diese Kraft P auf die
Séule und Strebe hervorbringt.

Auflosung.
Die Kraft P bringt auf den Punct € den horizontalen Zug
AB
CH— ﬁP, oder wenn man AB=»h, CD=1! und W.CD B=«

selzt, wegen B C=1{Sin a, jenen
1
1 Sin 2.

CF—

hervor.
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Zerlegt man diese Kraft CE in die beiden Seitenkrifte ¢ F und
€J, nach den Richtungen der Siule und Strebe, so wird, wenn man
die erstere mit p und die letztere mit ¢ bezeichnet, wegen p:CE =
Sina: Cos a, sofort:

p=CEtanga — )

[ Cos a
und wegen ¢: C E=1:Cosa der Werth von ¢:
CE kP 2h
= - = — o sra W~ - L e o p . . 2
- Cos a ! Sina Cos /8Sin2a o
Die Kraft P dufsert demnach das Bestreben die Siule 4 B mit der
Kraft CF=p zu heben oder aus dem Boden zu ziehen, und die Strebe

nach der Richtung €D mit der Kraft CJ=¢ zu zerdriicken. Die-

ser Druck ist fir «=45° am grofsten und =2 ? P.

Zerlegt man endlich noch den Druck, welchen die Strebe auf den
Boden nach der Richtung €'D ausiibt, in einen verticalen und horizon-
talen Seitendruck » nnd s; so wird der erstere:

r=q¢Sina—=
[ Cos a
und der letztere:

/3

fstl
= " h

Fiir « =45° ist 1‘:3:2—-1’.

i/2

10. Aufgabe.

Der horizontale Balken A ¢ (Fig. 15) ist in A und noch aufserdem
durch die Strebe D E mit der verlicalen Siule A B verbunden; wenn
nun in € die Kraft lothrecht wirkt, so ist die Frage, welche Pressungen
dadurch entstehen.

Auflosung.

Selzt man die Linge des Balkens A C'=1¢, die Hohe der Siule
AB=#, die Linge der Strebe D E=0 und den W. AD E=a; so
bringt die Kraft P fiir's erste auf den Punct D einen Zug p lothrecht
nach abwirts hervor, wofiir

T — nd ’=—I—P isl.
AD 0 Cosa

Zerlegt man diese Kralt p in zwei Seilenkrifte D@ und Do nach

den Richtungen des Balkens und der Strebe, so wird:
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Da:p=Cosa:Sinc und Db:p=1:Sina

folglich Do=p Cota'— s

20P
und Bbegeitisisis 3 0t Ael

Yon diesen Ausdriicken, welche fiir sich selbst sprechen, wird
der letztere (Grofse des Druckes, welchem die Strebe durch ihre riclk-
wirkende Festigkeit widerstehen mufs) am grofsten fir a=45° und

: " 7
zwar wird dafir Db =2 5 P.

1i. Aufgabe.

Zwei Balken oder Sparren AB und B C (Fig. 16), wovon sich
der obere gegen eine verticale Wand A D, der untere gegen den hori-
zontalen Boden € D stiitzt und dabei nicht ausweichen kann, sollen in
einer verticalen Ebene so aufeinander gestellt werden, dafls sie unter
einander im Gleichgewichte stehen; es ist die Frage, welche Winkel
sie dabei mit dem Horizonte bilden miissen ?

Auflosung.

Es seyen AB—=1{¢, BC=10 die Lingen der Sparren und ¢ das
Gewicht des laufenden Fufses (oder iiberhaupt der Liangeneinheit), ihre
Schwerpuncle in den Halbirungspuncten der Lénger, und wenn B E und
CD horizontale Linien sind, die gesuchten Winkel A B E=a und
BCD =c'. Diels vorausgesetzt, hat man (Aufgabe 5) im Puncte B
den horizontalen Sparrenschub :

S %l[ { Cot
und den verticalen Druck: D=yl

Schneidet man nun auf der durch B gezogenen verlicalen Linie
B F das Stick Bc= D ab und zerlegt diese lothrechle Kraft in zwei
Scitenkriifte nach den Richtungen BE und BC, d. i horizontal und
nach der Lénge des Sparrens B C'; so wird die erstere

o B¢ Cos o e D L.‘os a’
Sin 2’ Sin o’
und die letztere Bb— ?c = 0 = —f]L b
Sin 2! Sin o’ Sin o

Ferner enisteht durch den Sparren BC', dessen Gewicht ¢ ¢ ist,

in B ebenfalls ein Schub nach B £, .welcher durch
S’::lj(/l/ Cot o’

:(/lC/)L‘ 2!
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ausgedriickt wird, und da dieser Sparren am Boden €D nicht aus-
weichen kann (wie vorausgeselzt wurde), so mufs fiir das Gleichgewicht
der horizontale Schub nach Be von Seite des Sparrens A B, dem Schube
nach B E von Seite des Sparrens B C gleich seyn, d. h. es muls die
Bedingungsgleichung bestehen :

S-—_—S‘—}—Ba d.i1 %(/lCOtu=%(/l’COtu’+t]lCOtu‘.

Aus dieser Gleichung folgt:

l/ l/
Cota — (2 - l—) Cot «’ oder auch tang o’ = (2 —+ ;) tang a.

Fir zwei gleich lange Sparren, d. i. fir /=1, wird :
tang o’ = 3 tang « oder tanga:tango’ = 1:3.

Zusatz. Das Gleichgewicht wird offenbar auch noch besichen,
wenn man slalt der verlicalen Wand den beiden Sparren A B, BC zwei
gleiche A B/, B¢’ symmelrisch enlgegen aufstellt (Fig. 17)

Ist z. B. in diesem Falle und fiir # =17 der Winkel « — 459, so
wird wegen tang« =1 und tang o' =3 der Winkel a’=71°33* 54"
oder nahe 71°31/,

12. Aufgabe.

Die Bedingungen anzugeben, unter welchen die Balken oder Spar-
ren AB, BC, CD...(Fig. 18), welche in eciner verticalen Ebene als
Seilen eines Polygons aufgestellt sind , im Gleichgewichle stehen, vor-
ausgeselzt, dals sich wieder der oberste bei A gegen eine verlicale
Wand und der unterste gegen den horizontalen Boden sliilz.

Auflosung.

Bezeichnet man die Gewichle der Balken AB, BC... durch
G, Gy, G,... und dic in den Punclen B, €, D... Slall findenden
(horizontalen) Sparrenschiibe beziehungsweise durch S, S, S,..; so
ist, wenn die Schwerpuncle der Sparren wieder in der Mille liegen
(vorige Aufgabe) fir den PunctB:

S=31GCota (1)
und der verlicale Druck D=G._

Zieht man durch die Puncle B, ¢, D... die horizonlalen Linien
BM, CN, DO.. und zerlegt die durch Be dargestellte lothrechie
Kraft & in zwei Scitenkrifle Ba und Bo nach den Richlungen B M
und B €'; so hat man

BeCosa 4 G
Ba:-“&‘:(}(_'(}l oy und Bb=- A =" e
Sin a, Sin a, Sin a,




377

Von dem zweiten Sparren entsteht in B ebenfalls noch ein Schub
nach B M, und zwar ist dieser =3 G, Cota, so, dals der Gesammt-
schub nach BM = G Cota, -1 G, Cota, ist Fir das Gleichgewicht
im Puncte B mufs also seyn:

LG Cota= G Cotuy; 416G, Cotay (2)
Auf den Punct € iibergeliend, ist der nach B € Statt findende Druck :
i GI. G + i Gl
Gl BArig), 5 T
Wird diese Kraft Cd in die beiden Seitenkrifte C'e und €/ nach
horizontaler und verticaler Richtung zerlegt, so erhilt man
Ce=Cd.Cos«, und Cf=Cd.Sinag, d. 1
S§'=Ce=(G+1G)Cota, und D'=Cf+ 36, =6G+G,.
Mit Riicksicht auf die vorige Gleichung (2) ist auch
S'=1G Cota= S (wegen Gleich. 1.
Zerlegt man weilers die verlicale Kraft D'= Cf+-fg = Cg in
die beiden Seitenkrifle C%2 und €, so wird
Ch= Cg Coto, = D’ Cota, = (G G,)Cota,
und Ce':fg- = ,DI :G—,*—G‘.
Sin 2, Sin o, Sin a,

Der Sparren €D bringt im Puncte € noch aufserdem den hori-
zontalen Schub gegen CN von der Grofse £ &, Cot , hervor, so, dals
also der gesammte in € nach dieser Richtung Statt findende Schub
gleich (G 4 6, 41 G,) Cot -, ist und sonach fir das Gleichgewicht in
diesem Puncle € sofort

S'=(G 6, +16,) Cota, d.i.
16 Cota=(G+ G, + LG, Cotao,. .. (8
Statt finden mufs u. s. w.
Aus den Gleichungen (1), (2, (3) folgt ganz einfach:

16 G+356 G+ G X
tang o = lS—" tang o, = —+S’-' suibang oy — ‘j_—-f“s—'tz—r—” u. s. w.
G+ @G G (7
und tang o, — tang a =3 .- _; L, tang a,— lang o« =7 . — _I; 2
u. s. W,
also ist S=1 G- 6 =1 Gty s

' fang o,— tang o . tang a,— tang o,

Fir =G, = G,= ... wird tanga:tanga, :tanga,: ..
— L s

Zusatz. Ist die Anzahl der Balken oder Sparren allgemein = n,
sind dabei &, G,...G, ihre Gewichte und a;, a,...a, die obigen
Winlel, so hat man also:
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S =21GCota, und

ol G =G, g Gl G ride iy Gy, + G,
tang o, — tang o, lang a; — tang a,, tang an—tanga,

Da man nun » Unbekannte (d.i. die Winkel a4y ay..an) und
dafir nur n—1 Gleichungen hat, so mufs man einen dieser Winlkel,
z. B. jenen «; als bekannt annehmen und alle tibrigen durch diesen aus-
driicken.

So hat man z. B. wie in Fig. 17 fiir zwei Balken die Gleichung

L 9@t g
G, Cotay—=——2T"  ynd daraus ¢ = ——2fan
: L tang a, — tang a, i G D 2o

1
80, dafs also wieder, wie schon oben gefunden wurde, fir 6, = @,
sofort tang vy = 3 tang «, wird.

Anmerkung. Werden die Seiten des Polygons umendlich klein, so geht
dasselbe in eine (umgekehrte) Kettenlinie tiber, welche bekanntlich
die charakteristische Ligenschaft besitzt, dals die horizontale Spannung
in jedem Puncte der Curve eine constante Grofse ist.

13. Aufgabe.

Wenn die beiden Sparren 4 ¢ und B¢ (Fig. 19) mit dem hori-
zonlalen Balken oder Bundiram A B in A und B, und aufserdem noch
in ¢ durch die verticale Hingsiule €D verbunden ist (einfaches
Hingwerk), den Druck und Schub zu bestimmen, welchen die
belasteten Sparren in den Puncten 4 und B hervorbringen.

Auflosung.

Ist die mit Einflufs des eigenen Gewichles iiber einen Sparren
gleich vertheilte Last = P, die Last, welche die Hiéngsiule (durch Be-
lastung des Bualkens A B) zu tragen hat — 0, setzt man ferner A D=
BD=bund CD=#; so erhillt man fiir den Druck im Puncte ¢ nach
der lothrechten Richtung €' :

1P4iPto—P1o,
folglich, wenn man ¢'d = P - @ abschneidet und das Parallelogramm
coustruirt, soforl Ap=Bp!/= Ca= Cb als Druck in den Punclen
Aund B, nach den Richtungen Ap und Bp'. Construirt man daher
noch die Rechtecke mn und m/ 2, so wird
An=Bn'— Cc:%(l’-{—())
und da jeder dieser beiden Puncte 4 und B noch aufserdem mit iP
gedriickl wird, so ist der gesammte Verticaldruck sowohl in 4

wie in B: D=3 P+Q+irPp=prI|1l0
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Ferner ist in demselben Puncte der horizontale S chub:

Am—Bm' =S — ac oder wegen Cc:ac=nh:b, auch
b 14
S=Cc.;l=%(P+());l:%(P—l-Q)Cota,
wenn man nimlich W.CAB=W.CB A= « selzl.

14. Aufgabe.

Die bei dem zusammengesetzten Hingwerk in Fig. 20
yorkommenden Pressungen zu bestimmen.

Auflosung.

Ist die Belastung des horizontalen Balkens A4 B gegeben, und
kommt davon auf jeden der Puncte E und F die Last Q, ist ferner
AE=BF=a, EF=0, CE=DF=h und W. CAE=W.
DBF—=—«; so lifst sich in C die verticale Kraft Q= Cda nach den
Richtungen €A und €D zerlegen und zwar ist, wenn Ca und Cb
diese Seitenkrifte sind:

Ltd = ‘,g— und €b=Cd Cota= 0 Cota.
Sin = Sin a
Es wird also die Strebe €A mit der Kraft

oot o2 i utad aane
Ca__Q.CE__’l\/(a -+ r*
und der Spannriegel CD mit jener

o —

AT
G0 =
0 CE h 0
zusammengedrickl.
Die beiden Hiingsiulen € E, D F' werden mit der Kraft @ und der
Balken A B mil jener O Cot«, aufihre absolute, so wie dieser letz-
tere noch aufserdem in Beziehung auf seine relalive Festigkeit in

Anspruch genommen, wiihrend die Puncte A und B jeder den vertica-
len Druck @ zu erleiden haben.

Anmerkung. Stellt z.B. AB cine gleichformig belastete Bricke
vor, so kann man als einfachste Hypothese annchmen, dals jeder der
beiden Puncte Z und # den 3ten, so wie dic Puncte 4 und B jeder den
6ten Theil der ganzen Belastung zu tragen haben. Ist sonach IV diese
Belastung, also @ =3 IV; so ist der verlicale Druck in jedem der Puncte
Aund B= 0+ sW=3V.
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15. Aufgabe.

Die verschiedenen Pressungen bei einem einfachen S prengwerk
(Fig. 21) zu finden.

Auflosung.

Wird der Punct € verlical mit dem Gewichte Q gedriickt, so
entfillt davon auf jede der beiden Streben CD, CE der Druck 10,
denn es ist, wenn man auf der durch ¢ gezogenen lothrechten lee
Cg = 0 abschneidet und (in der durch AB, ¢D und CE gehenden
verticalen Ebene) das Parallelogramm &% construirt, sofort (wegen
Cb:Cyg=Cosu:8in2a):

Olies ) = SOER L S SR
Sin2a 2 Sin a 2 Sina
Daraus entsteht aber der horizontale Schub:
Si= Ca=—100 Co.w:% 0Cota
und der verticale Druck:
D=Cf=CbSina -'——-%Q
gerade so, wie bei dem einfachen Hingwerk.

16. Aufgabe.

Es sollen die verschiedenen Pressungen gefunden werden, welche
bei dem z usammengesetzten Sprengwerk (Fig. 22) vor-
kommen,

Auflosung.

Entfillt auf die Puncte € und D die Last 0, so ist nach dem vori-
gen Verfahren der horizontale Schub S = Ca = Q Cota, so wie der
verticale Druck D = C¢ = 0.

0
Der Druck nach C E ist (wegen Cb:Cc=1:8ina) Ch=

Sin o’

folglich wird der Spannriegel €D mit der Kraft €a= 0 Cota,

0

uud jede der beiden Streben CE und D F mit der Kraft €6 = e

und zwar ebenfalls in Beziehung auf ihre riickwirkende Festig-
kkeit in Anspruch genommen.

17. Aufgabe,

Ein einfacher Keil 4 B ¢ (Fig. 28), dessen Cathete oder Hohe A€
verlical steht und welcher zwischen zwei Prismen DG, EJ, dic an
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seine Seitenfliichen genau anpassen , eingeschoben ist, wirkt durch sein
blofses Gewicht zur Verschichung dieser Prismen nach den Richtungen
C G und €J; wenn nun diese Prismen eine feste unverschiebbare Lage
haben, so soll bestimmt werden Isters die miltlere Kraft simmtlicher
Normalpressungen auf die Seitenfliche des Keils welche durch 4 €, und
eben so fiir die Seitenfliche, welche durch B €' geht (beide diese Ebenen
stehen perpendikuliir auf der Ebene ABC), 2 derjenige Werth des
Winkels 4 ¢B am Keil, fir welchen die erste dieser beiden mittleren
Krifte ein Maximum wird, 38tss der Ort dieser millleren Kraft,
4tens wenn die beiden auf einer horizontalen Ebene liegenden Prismen
D G und EJ blofs durch ilr eigenes Gewicht in ihrer unverschiebbaren
Lage erhalten werden sollen, die Gewichte dieser Prismen, und
stens die Grofse der Basis €' G des erstern Prisma, damit in demselben
keine Drehung um die durch & gehende Kante Stalt finden kann.

Auflosung zu H.

Bezeichnet man das Gewicht des Keils 4 B € darch Q, die mittlere
Kraft simmtlicher Normalpressungen anf die senkrechle Seilenfliche 4 €
mit z, so wie die mitllere Kraft der Normalpressungen auf die schiefe
Seitenfliche B € durch y, den Reibungscoeffizienten fiir die erslere
Fliche A ¢ mit p, jenen fiir die letztere B € mit p* und den W. ACB
mit a; so wird, wenn man y in die beiden nach den in Fig.23.a durch
die Pfeile angedeuteten Richtungen auf einander senkrechten (horizontal
und vertical) Seitenkrifte  und s zerlegt, sofort

r=yCosa und s=ySina . . (m)

Zerlegt man ferner die aus dieser Kraft y entspringende, in der
Richtung M B (Fig. 23.5) wirksame Reibung p/y in zwei eben solche
Seitenkrifte » und w, so wird

u=p'y Cosa und v =p'ySina . . (n)

Da nun fir das verlangte Gleichgewicht sowohl die horizontalen
als auch die vorhandenen verticalen Krifte fir sich im Gleichgewichle
stehen miissen, so hat man

eg=r—ov und 0=u-+t+s+tpax,
d. i. wenn man die Werthe aus (m) und (») substituirt:
z=yCosa—p'ySina . . (1)
und Q=p'yCosa+tySinatpxe .. (2
Aus diesen beiden Gleichungen erhilt man ganz einfach die Werthe

fir « und y, und zwar wird, wenn man Kiirze halber den gemein-
schaftlichen Nenner :
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B A4 —pp) tanga =N
selzt, sofort:

1—p'tang o
e T LY

0
und y=—"

Setzt man die Hohe des Keils A C=h, die Lange der horizonta-
len durch A, B, ¢ gehenden Seilenkanten desselben = ¢ und das Gewicht
der cubischen Einheit des Keils =gq; so ist, wegen
0 =1¢glh*tang « auch

| 0 (1 — p’ tanyg a) lang a
2
qlh* Sec o tang
Yt e el

3
@

Auflosung zu 2.
Um den Winkel « fiir den grofsten Werth von 2 zu finden, darf

man nur in der vorigen Gleichung (3) den Werlh von & herstellen,

: : : > dx
hieraul nach der bekannten Regel den Differenzialquotienten T, Aus-
do

% : lz .
driicken und aus der Gleichung (l— =0 den Werth von tany « beslim-
az

men; man findet so ohne Schwierigkeit

B+ p VI QA p) (A F pp)]
R L L Lt L SR
1“#.“"_}- A —pp) e

fir welchen Werth von « di¢ mittlere Pressung @ in der That ein Maxi-

lang o — —

- . s ; : ; d*z A
mum wird, weil dafir der 2t Differenzialquotient qar hegativ
£

2

ausfallt.
Auflosung zu 3.

Setzt man die Hohe der Prismen €D — (Fig. 23) und fiir einen
beliebigen Punct M der Seite D ¢ die Abscisse D M=%, so wie
Mm=dz; so folgt fir den im Puncte M Stall findenden Normaldruck
aus der Gleichung (8), in welcher jelzt alles bis auf %, wofir = ge-
selzt werden mufls, constant ist:

=24 %2,
Wenn man nimlich Kiirze halber den constanten Factor mit 4 bezeichnet.
Daraus folgt fiir dje Normalpressung auf den unendlich schmalen Streifen
von der Hohe Mm = dx und der Breite ¢y der Werth dz = 2 Az dx,



383

und wenn man den Punct D als Mittelpunct der stat. Momenle ansieht,
so ist das stat. Moment dieses Druckes:
dM =z dz —=2 A 2*dz.
Man erhilt daher aus dieser Gleichung fir die Summe der stat.

Momente simmtlicher von D bis € vorkommender Pressungen durch
Integration :

M=:2Afl%2dz=—23—Aa3.
0

Ist ferner O der gesuchte Ort der mittlern Kraft & (wenn die ver-
ticale Ebene B'J durch die halbe Linge ¢ des Keils gedacht wird) und
dafir DO= X, so ist auch M= X.z=X Aa® (aus Relal. 3, in
welcher a stalt 2 zu selzen ist) folglich X Aa*= %A a® und daraus

Xie— Zaial. 1806)

Aufilosung zu 4.

Es seyen P und Q die gesuchten Gewichte der beiden Prismen
CF und CH, so wie p/ der Reibungscoeffizient dersclben mit der
horizontalen Ebene , worauf diese Prismen ruhen und verschiebbar sind;

o hat man fiir, das Gleichgewicht zwischen dem IKeil und dem Prisma
C'F offenbar:

p’P= 2 und daraus =Sl (7))

wobei fiir # der Werth aus der Gleichung (3) zu nehmen ist.

Ferner ist fiir das Prisma € H, wenn man sich die Kraft y in
Fig. 23.a in enlgegengeselzter Richtung wirkend vorstellt (um die no-
thige Gegenwirkung von Scite des Prisma Q zu erhalten) und daher
auch die Seitenkriifle » = y Cos « und s =y Sina (Relat. ) nach gerad
entgegengeselzien Richtungen wirkend annimmt, sofort fir’s Gleich-
gewicht:

p (0 -y Sina) =y Cosa, woraus
Q=(C(1sa~;11.lz. Sl?la)y A

folgt, und wobei der Werth von y aus der Relation (4) zu selzen isl.

Aufiosung zu 5.

Setzt man die gesuchte Dimension C G =w, so mufs fir das
Gleichgewicht der Stabilitit des Prisma € F mit dem durch @ gehenden

horizontalen Drucke &, damit nimlich um den Punct G keine Drehung
entsteht, die Gleichung bestchen :
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@.C0=P.;CG d.i mit Ricksicht auf die Relation (6):
tax=2LuP oder 2ar=3uPp,
und wenn man dic Lange des Prisma (die auf der Ebene G D senkrechte
Dimension) gleich jener des Keils, d. i. = 7 und das Gewicht der cubi-
schen Einheit = ¢’ selzt, wodurch P—g¢g'aly wird, auch 2a2 =
3 alg’u®, woraus endlich

=V (). o

folgt, in welehem Ausdrucke fir 2 der Werth aus (8) zu selzen isl.
Nach der vorigen Relation (7) mufls, um der 4ten Bedingung zu
enlsprechen (man selzt nimlich P=gq'alu),

i (10)
seyn, so, dafs man also, um beiden Bedingungen 4 und 5 zugleich

zu entsprechen, von diesen beiden, aus (9) und (10) ausgedriickten
Werthen w den grofseren beibehalten mufs.

u

1S. Aufgabe.

Die Bedingungen des Gleichgewichtes fiir die mit jhren ebenen
Flichen aufeinander liegenden Steine eines Tonnengewidlbes
ABM' N’ (Fig. 24) zu bestimmen, wenn in den Fugen weder
Reibung noch Cohiision Statt findet und sich dabei der obersie Stein
gegen eine verlicale Wand, und der unlerste gegen eine feste Wider-
lage stiilzt *),

*) Da die Definition der Gewdlbe erst in der Baukunst vorkommt, so wollen
wir hier zur grofseren Verstindlichkeit dariiber Folgendes vorausschicken,
Stellt Fig. 24 den verticalen Durchschnitt von der Hilfte einesGewodlbes
vor, so heilsen die aufeinander liegenden keilformigen Steine 48,
A B,...Gewolbsteine; die ebenen Flichen , mit welchen sich diese
Steine beriihren die Bindungs - oder Lagerflichen, so wie deren
Grenzlinien AB, A B ... Fugen. Diejenige Masse 48, von welchem
das Gewolbe getragen wird, oder gegen welche sich der Untertheil des-
selben stiilzt, heifst die Widerlage, bei Briicken der Stirn pfeiler,
oder wenn sich zwei neben einander befindliche Gewdlbe darauf stiitzen,
der Pfeiler. Der zuniichst an der Widerlage befindliche Theil des Ge-
wolbes heilst der Anfang, der unlerste Gewdlbstein M N der erste
und der oberste A B, der Schlulsstein des Gewdlbes. Die concave
Fliche des Gewdlbes, welche durch die Durchschnittslinie BB, NV geht,
heilst die innere W olbung (Zntrados), so wie jene, welche durch
die obere Linic AA, MM’ geht, die dulsere Wolbung (Zztrados),
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1. Auflosung.

I Es seyen 0, 0., O,.. die in ein und derselben verticalen
Ebene liegenden Schwerpuncte der Steine AB,, A, B, .., ihre Gewichte
der Reihe nach &, G,, G, .. und die Winkel, welche die Fugen 4, B,,
4, B, .. mit der Verlicalen AZ bilden, eben s0 a, a,, 0, ...

Zerlegt man die im Puncte O vertical wirkende Kralt G in eine
horizonlale Seitenkraft S nach 0 D und in eine zweite N normal auf die
Fuge A, B, nach 0D, ; so hat man wegen G:S:N=Sina: Cosa:1
sofort :

S =G Cota oder G¢=Stanga und N= —i anaib(d)

Sin a

Zerlegt man ferner eben so die durch 0, gehende verticale Kraft
G, nach O0,D, normal auf die Fuge A, B, und 0,D, normal auf die
folgende Fuge A, B, ; so folgt, wenn man diese beiden Seitenkrifte mit
N, und N, bezeichnet, aus der Proportion

Ny Ny i Gy = 8in (90 — o) : Sin (90 — a): Sin (1, —a)
Cos a, Cos o
Wl eyt L p L a) 1

Auf gleiche Weise erhilt man durchFortsetzung dieses Verfahrens,
d. h. wenn man die in 0, wirksame Kraft G, in zwei Seitenkrifte N,
und N, , beziehungsweise normal auf die Fugen A, B, und 4, B, zerlegt:

sofort N —

Cos a C0s u
Ny=_ —>— G, und N,=————— G, u s.w.
Sin (2, — 2,) Sin (2, — a,)

Sollen nun diese mit ihren absolut glallen Fugen oder Fiichen
aneinander liegenden Steine in jeder Beziehung im Gleichgewichte blei-
ben; so miissen die gegensciligen Normalpressungen nicht nur einander
gerade entgegengeselzt, sondern auch paarweise einander gleich seyn,
d. h. es miissen die Bedingungsgleichungen Stait finden:

die genannten beiden Linien die Wolbungslinien, B und A ihre
Scheiteln.

Bilden die Woélbungsflichen cylinderische Flichen, so heilst das
GewdlbeeinTonnengewd1be und zwar ein horizontales, wenn
ihre Achse horizontal ist. Die bei diesen Gewolben noch vorkommenden
beiden verticalen Flichen werdenStirnflichen genannt, und je nach-
dem diese Flichen auf der geometrischen Achse der innern cylinderischen
Fliche recht - oder schiefwinkelig stehen, heilst ein solches Tonnenge-
wolbe auch noch ein gerades oder schiefes Gewdlbe, Nur von
diesen erstern ist hier-in der vorliegenden Aufgabe die Rede, welshalb

wir auch die Definitionen der Gewdlbe nicht weiter fortsetzen wollen.
Burg's Mechanik, Suppl. 25
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N=N,, N,=N,, N,=N, u s w.
oder wenn man fir N, N, .. die gefundenen Werthe selzt:

4 G, Cos =, G, Cosa G. Cos o,
Sina Sin(s,—a)’ Sin(s, —a)  Sin(z,—a)’
G, Cos =, G, Cos 14
s S ot oo ) 5 o

Sin (e, —2,) G ‘%(“3 —a,)

Losl man in der ersten dieser Gleichungen Sin (a; — o) auf, divi-

dirt Zihler und Nenner mit Cos . Cos«, und bestimmt dann G,; so
erhilt man:

1

tang a, — tang a

(Gry=
tang «
Auf dieselbe Weise folgt aus den iibrigen Bedingungsgleichungen :
__ tang o, — tang o, _ lang o, —tang a,

s G, u.s.w.

" tanga, —tangax 1’ % tange,—tangq,

Da aber (obige Relation @) G = S tang« ist, so folgt auch

G, = S (tang a, — tang «) (1)

und wenn man diesen Werth in der néichsten Gleich. setzt:
G, =S (tang a, — tang o) und eben so:
G, = S (tang a, — tang «,) U. 8. W.

Es verhalten sich also bei einem im Gleichge-
wichte befindlichen Gewolbe die Gewichte der einzel-
nen Gewolbsteine, wie der Unterschied der Tangenten
der Winkel, welche ihre Fugen mit der Verticallinie
bilden.

II.  Aus diesen letzteren Relationen folgt auch :

s Stang a = G
(2) (Stanga, =G+ G,
)Stanger:G—}—Gl—l— G, u. s W.

Ist @ das Gewicht des Gewolbebogens A MN B, dessen oberste
Fuge A B vertical ist und wobei die unterste Fuge M N mit der Verli-
calen den Winkel ¢ bildet; so ist nach diesen lelztern Relationen (2):

Stang¢ =G+ G, +G,+..=0
oder S =0 Coty (8)
wobei S den horizontalen Schub im Scheilel bezeichnel.

Ist Q' das Gewicht des auf das Gewolbstiick Q@ folgenden Gewolb-
steines und ¢’ der Winkel, welchen dessen untere Fuge mit der Ver-
ticalen bildet; so ist eben so

Stang ¢'=Q + Q' also Q4 Q': 0= tang y':tang ¢
oder Q': 0= (tang o' — tang ¢) : tang ¢  (4)
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III. Bilden endlich die beiden Fugen MN, M’ N’ eines Gewolb-
steines vom Gewichte 0’ mit der Verticallinie die Winkel ¢ und ¢*; so
ist der Normaldruck auf den nach unten zunichst folgenden Gewaolbstein

_  QCose
T Sin(¢'—¢)

Zerlegt man diesen Druck N in einen horizontalen S‘ und vertica-
len D, so0 ist 8= N Cos¢’ und D= N Sin¢’, oder wenn man fiir
N den Werth setzt:

(vergleiche den obigen Ausdruck N,).

0’ Cos ¢ Cos &’ (/4
= — . e (8)
Sin (¢' — ¢) tang ¢’ — tang ¢
oder wegen Q' =S (tang ¢’ — tang ¢)

(wie aus der Gleichung (4) folgt, wenn man fiir @ seinen Werth
S tang ¢ setzt) auch:
S'=S8 (5
sl D— Q’ISin @’ Cos ¢ “d 0’ tang o*
Sin (o' —¢) lang o' — tang ¢
oder wegen Q': Q'+ Q =tang ¢’ —tang ¢ : tang ¢' (was ebenfalls aus
0’ tang ¢

ich. ki gl i) o ) I
Gleich. 4 folgt) woraus man erhal G-y 0’4 0 auch

D=01+0. (6

Anmerkung. Alle diese Relationen sind fiir sich klar und begriinden
gewisse Eigenschaften der Gewolbe, bei welchen die absolut glatten Ge-
wolbsteine fiir sich im Gleichgewichte sind; so folgt z. B. aus der Relation
(5), dals der horizontale Druck oder Schub in jeder Fuge also
auch in der letzten an der Widerlage constant, und zwar dem hori-
zonlalen Drucke gleich ist, welchen das Gewdlbe gegen die am Scheitel
befindliche verticale Fuge ausiibt; die Gleichung (6) dagegen sagt aus,
dals der verticale Druck eines jeden Gewdlbstiicks, dieses vom Scheitel
an gerechnet, gegen die darunter beflndliche Fuge , dem Gewichte dieses
Gewolbstiickes gleich ist u. s. w.

2. Auflosung.

Zieht man aus irgend einem Puncle C (Fig. 25) der Verticallinie
AZ die Geraden CT, CT,, CT,... bezichungsweise parallel mit den
Fugen A,B,, A, B,, A, B,...; so sleht CT perpendikulir auf der
Richtung 06 des Normaldruckes gegen die Fuge 4, B,, CT, perpen-
dikuléir auf der Richtung O,c des Normaldruckes gegen die Fuge
A, B, u. s w.

Ist ferner EF horizontal, also senkrecht auf die Richtung dor
Kraft &, so verhalten sich (mit Beibehaltung der vorigen Bezeichnung)

2158
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die 3 Krifte ¢, S, N wie die Seiten 0J, OD, OD, des Dreieckes
0DJ (Fig.25.a) d. h. es ist
G:S:N=0J:0D, OD,,
oder da dieses Dreieck jenem €T E #hnlich ist (indem die Seiten wech-
selweise aufeinander senkrecht stehen) auch G:S:N=ET:CE:CT;
daraus folgt fhod Fffig, iy VAl 2
N ar. S CE
Genau eben so erhillt man aus den folgenden Dreiecken :
G TR e R
[ e i
Setzt man ferner in Fig. 25 den horizontalen Druck Oa=S§,
den Normaldruck gegen die Fuge A, B, d.i. 0 b= N,, jenen 0,6 =N,
den Normaldruck gegen die Fuge 4,B,, d.i. O,c=N, und jenen

0,c=9, u.s. f., so hat man nach den eben entwickelten Relationen:

u. S. w.

6 By e S Gia T7;

= e = ——— 2 = 3>

5 oF (1), % T, 2, W, cT, ( )
SLT B By M B, S
8T, Wy RGL

Da nun fiirs Gleichgewicht der Gewdlbsteine N=N, N, =N,
N, =N, u.s. w. seyn mufs, so erhilt man durch Division der Relation

(1) durch (2), d.i (i)) £ =E—T

Lo o
eben so @: Q=T—T‘A u. S. W.
) G Tl

oder da, wenn man ¢ E = 1 nimmt, ET= tanga,TT,— ET,— ET=
tang a; — tang a , L == H T, — ET, = tanga, —tlang «; W. S. W.
ist, auch:
B Ipsiangmst 59 1 3 L MR 7 .. & RN
N SR a, —tang s’ G, tanga,—lang a,
daraus folgt wieder, wie in der 1. Auflosung :
G =Stanga, G, =S (tanga, —langs) U.S. W.
Es ist ferner, wie leicht zu sehen:
S:N:N :N, .= CE:CT:CT,..=1:Seca:Seca,:Seca,:..
Bildet also irgend eine Fuge mit der Verticalen den Winkel ¢, so
ist der Normaldruck N auf diese Fuge, wegen S:N'=1:Secy soforl

N/ = S.secp=>——.
Cosp

Da tiberdiefsnoch G: @, : G, ..=ET:TT,: T,T,: .. Stalt findet,
80 driickt z. B, g T, dasGewicht Q = G + G, -+ G, des Gewdlbstiickes
AA;B,B aus und es ist daher, wenn die Fuge A, B, mit der Verlical-
linie den W. o bildet:
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G:Q=ET:ET, ==tang a:fang ¢ , woraus
= diéang oder wegen G'— S tanga wieder , wie oben
tang «
0 = Stang ¢ folgt.

Anmerkung. Da fir einehorizontale Fuge ¢ = 90° wird, so ist da-
fir ¢ =00, d. h. das Gewicht des iiber einer Fuge befindlichen Ge-
wolbstiickes, dieses von der betreffenden Fuge bis zum Scheitel gerechnet,
muls, wenn das Gleichgewicht bestehen soll, um so grolseres seyn,
je mehr sich der Winkel, welchen diese Fuge mit der Verticallinie
bildet, einem Rechten nihert; fiir eine horizontale Fuge kann (unter den
gemachten Voraussetzungen) das Gleichgewicht bei keinem, auch noch
so grolsen Gewichte des dariiber stehenden Gewdlbbogens bestehen.

19. Aufgabe.

Es soll die Dicke eines Tonnengewolbes ABRS (Fig. 26), d. i.
die Hohe der einzelnen Gewdlbsteine gefunden werden, wenn die
sammilichen Fugen auf der innern Gewdlbslinie A MR perpendikulér
stehen und das Gleichgewicht besteht, ohne dafs zwischen den einzelnen
Gewdolbsteinen eine Reibung oder Cohiision Statt findet.

Auflosung.

Es sey Mn irgend ein Gewolbstein, dessen obere Fuge M N mit der
Verticalen den Winkel ¢, dagegen die untere jenen nCZ=g¢ -}«
bildet; ferner sey & das Gewicht dieses Gewdlbsteins und S wieder der
constante horizontale Schub des Gewdlbes.

Diefs vorausgesetzt , ist (vorige Aufgabe, III. Gleich. 8):

G Sin o

s 5 Cos ¢ Cos (¢ + a)
und wenn man sich (wodurch das Gleichgewicht nicht beeintrichtiot
wird) den Gewolbstein so diinn, also den Winkel « so klein vorstellt,

dafs man Sin « =« und Cos (¢ 4 a)= Cos ¢ setzen kann , auch:
G a
Xee @8 @

Ist ferner p= €'M der Kriimmungshalbmesser der innern Gewolbs-
linie AMR fiir den belreffenden Punct M, so ist Mm =pa, folglich,
wenn man die gesuchte Léinge der Fuge M.V —x setzt, sofort

Nn=(p-+ 2)a,
und daher, wenn man die Stirnfliche dieses Gewolbsteines NMmn=f
selzt:

[=3CN.Nn—3CM , Mm=1 [+ 2)2a—p24].
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So wie diese Fliche / dem Gewichle G des Gewdlbsteins M n pro-
portional ist (weil das Gewolbe durchaus gleiche Linge oder Tiefe hat)
oder demselben entspricht, eben so liflst sich eine Flache f* angeben,
welche dem horizontalen Schub oder Druck S gegen die verticale Fuge
oder Ebene entspricht; es darf dazu blofs f* aus der Proportion

f:f'= G: 8 bestimmt werden, so, dals also 5—= ,4 , oder wenn man

die Dicke des Gewolbes im Scheitel, d.i. AB=a und f"==ab selzt,
£ o
b b

wobei & noch eine unbestimmte Constante bezeichnet, auch g
oder wenn man fir /* den vorigen Werth setzt:

G

—_—— — 2 _——

=55 2 LR e

wird. Dieser Quotient dem obigen (a) gleichgesetzt, erhilt man:

20ba
2___ % =
r ikl af =gy
und daraus ganz einfach:

stV t i) 0 ®

Setzt man den Kriimmungshalbmesser fiir den Scheitel A gleich 7,
s0 wird, da in diesem Puncte s =a, p=7 und ¢ =0 ist, wenn man
diese Gleichung () auf den Scheitel des Gewolbes anwendet:

=—r4 \/(1‘2—|— %) und daraus (a4 »*=r*+}2ab
oder 2ab=a?+}2ar, so, dafs wenn man diesen Werth fir 2ab
in der vorigen Gleichung (65 substiluirt, auch
fot Ak § “‘“) wird.
&= p+\/( -+ Tos 37 RG]
Ist p das Gewicht der cubischen Einheit des Gewdlbes, so ist nach

=

der gemachten Voraussetzung S=/p=abp, folglich auch ab=-

28
und daher 2ab=a2—|-2ar=p—, also auch

28
=—p- \/(Pz—i—pwwz) co (@
50 wie S=21@+2anrp .. (©

Zusatz. Ist die innere Wolbungslinie ein Kreis, s0 ist p=r
constant, folglich die Dicke des Gewdlbes:

G e +\/< 2+u;;—s’;ar).

Fiir den Scheitel wird ¢ = 0 und daher, wie es seyn soll, z=a;
fir die weiter davon entfernten Puncte, wird, da Cose abnimmt und
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sich immer mehr der Nulle nihert, % fortwahrend grofser, und wird
endlich fir eine horizontale Fuge, wofir ¢ =909, also Cos ¢ = 0 ist,

Unendlich (was mit der Anmerkung der vorigen Aufgabe iiberein-
stimmt).

20. Aufgabe.

Es soll bei der bisherigen Voraussetzung , dals die Gewdolbsleine
unter sich ohne Reibung und Cohasion im Gleichgewichte sind, die
Dicke ED des Widerlagers D F' (Fig. 27) beslimmt werden, welches
mit dem Drucke des Gewolbbogens A B G'F im Gleichgewichte steht,
vorausgeselzt , dafls die als eine einzige Masse angesehene Widerlage
an ihrer Basis D E nicht ausgleiten oder abrutschen kann.

I. Aufiosung.

Es sey der Winkel, welchen die an der Widerlage befindliche
Fuge G'F mit der Verticalen bildet FC'A — «, das Gewicht des Ge-
wolbbogens B F (als die Hilfte des ganzen Gewdilbes) — @, ferner
AB=0b, FG=1Ut', NJ=h (wobei GN=NF) und die gesuchte
Dicke der Widerlage D E = a.

Besteht die Widerlage aus einem Materiale von demselben speci-
fischen Gewichte wie das Gewdlbe und ist p das Gewicht der cubischen
Einheit, so kann man fiir eine Gewdlblinge (senkrecht auf die Stirn-
fliche G'F A B verstanden) =—1, wenn man die Fliche ABGF =F
und Fliche DGE=DE><JN=ha selzt, sofort das Gewicht des
Gewdlbbogens O =p F und das Gewicht der Widerlage oder des Pfei-
lers g =phx setzen.

Nun bringt das Gewolbe auf die Widerlage den verticalen Druck
0 und den horizontalen Schub (18. Aufgabe, Relat. 3) S = 0 Cot «
hervor, und da diese lelztere, nach Nn gerichtete Kraft, den Pleiler
oder die Widerlage um den Punct D (d. i. um die durch diesen Punct
gehende Léngenkante) umzustirzen strebt; so mufls, wenn man Fm
perpendikulér auf N'J zieht, und wenn O der Schwerpunct der Wider-
Jage, so wie O H eine durch diesen Punct gezogene Verticallinie ist,
fir das Gleichgewicht

g.-DH+ Q.DJ=S.NJ
seyn. Danun DH=1», DI =2 —Fm=a —L1b'Sin «, NJ="h
und 8 =0 Cota ist, so folgt Lgr + 0z — L1006 Sina=4Q Cota,
oder wenn man fir ¢ und Q die Werthe selzt :
gpha*+pFo—ipp FSina=pFhCota
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Wird diese Gleichuug nach a: aufgeldst, so erhilt man nach einer
einfachen Reduction :
_ —F+ J[F(F4 V' hSina+ 20 Cota))
= = :

Zusatz. Ist die innere Wolbungslinie ¢in Kreishogen vom
Halbmesser », so ist (vorige Aufgabe, Zusalz)

i 270 + 0
b =——7'+ V(7‘2+ _é;l;az )

G
und (eben dort wo /= g b=abtang » wegen (3)in Aufgabe 18 war)

2rb+b* : } : g
== St s tang a in der vorigen Gleichung von ax zu substituiren

2. Aufiosung.,

L Um zuerst den horizontalen Schub gegen das Wider-
lager zu bestimmen, denke man sich den Druck auf die Fliche G F
(Fig.28) in dem Puncle M concenirirt und K M als die Richtung dieser
Kraft N. Eben so sey € jener Punct, in welchem man sich den Druck
S in der verlicalen Fuge 4 B vereint denken kann, so wie K C ihre
(horizontale) Richtung; ferner sey 0’ der Schwerpunct der Gewolbs-
hillfte ABF G und KV cine durch diesen Punct gezogene Verticallinie.
Diels vorausgesetzt, so muls dem nach der Richtung K L wirksamen
Gewichte @ des Gewolbbogens durch die beiden den daraus entsprin-
genden Kriiften K ¢'= S und K M= N entgegen wirkenden Pressungen
(nach dem Satze der gleichen Wirkung und Gegenwirkung) das Gleich-
gewicht gehalten werden. Ist daher M L eine horizontale Linie, so
verhalten sich diese 3 Krilte Q, S, N wie die Seiten des Dreieckes
MLK, so, dals wenn K L das Gewicht oder die Kraft Q vorstellt,
sofort MK =N den auf die Fuge G F Statt findenden Druck und
ML=3S den horizonlalen Schub oder Druck gegen das Widerlager
bezeichnet; es ist daher fiirs Gleichgewicht dieser 8 Krifte:

Q:S:N=KL:ML:KM,

ML KM

also S=770 wd " N=""10
und zwar finden diese Ausdriicke unter allen Bedingungen, also auch
dann Statt, wenn in der Fuge G F irgend eine Reibung oder Cohision
angenommen wird. Selzt man dagegen wieder wic bisher eine abso-
lut glatte Fuge ohne Reibung und Cohision voraus, so mufs fiirs
Gleichgewicht die Richtung der Kraft N, d. i. K M auf die Richtung der
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Fuge G'F normal seyn; bildet daher die Fuge G F mit der Verlicalen
den W. G VK=ua, so ist auch W. K M L = « und daher

ML KM 1
Fing SO Yh BB oA’
0
i — und N=
folglich S=0 Cota un G

Zerlegt man die normal auf & F wirkende Kraft N in cine hori-
zonlale Kraft P und in eine verticale D, so erhilt man natiirlich wieder
P=S und D= 0.

II. Was weiters die Stabilildt des Pfeilers oder Widerlagers be-
trifft, so steht dieser bekanntlich mit den Kraften, welche ihn umzu-
werfen streben gerade noch im Gleichgewichte, wenn die Resullirende
JR aus allen auf ihn einwirkenden Kriften durch den Punct D geht,
um welchen das Umstiirzen Stalt finden kann; aufserdem mufs, wenn
der Pfeiler D E G nur durch die Reibung vom Gleiten auf dem horizon-
talen Boden verhindert wird, der Winkel RJH= ¢, welchen diese
Resultanle mit der Verticalen bildet, kleiner als der sogenannte Reibungs-
winkel seyn. Denn ist B die Grofse dieser Mittelkraft und . der Rei-
bungscoeffizient des Pfeilers oder Widerlagers auf seiner Basis D E, so
ist, wenn man R in eine horizontale und eine verticale Seilenkraft zer-
legt, die erstere p =R Sin{3 und die letztere ¢ = R Cos 3, folglich der
Betrag der, der Kraft p entgegenwirkenden Reibung — pug=pR Cos'
und daher fiirs Gleichgewicht p=gq, d.i. RSinfi = p B Cosf,
woraus tangd =y, also B,der Reibungswinkel ist.

Ist nun der vorhin genannte Winkel ¢ grofser als jener 3, so wird
p>>q und es findet ein Gleiten des Prisma in der Richtung ED Stalt;
es mufs daher fiir die Stabilitit hinsichtlich des Gleitens des Pfeilers

tang ¢ <tang[3, d.i. %1[—{<u (oder ¢ << p) seyn.

Nun erhélt man aber die Resullirende B= JR aus den beiden
durch die Schwerpuncte 0 und 0’ des Widerlagers und Gewdlbbogens
wirkenden verlicalen Kriften Q und ¢, so wie der durch den Scheitel ¢
gehenden horizontalen Kraft §, indem man durch den Punct J, in wel-
chem die durch O gezogene Verlicallinie, die verlingerte Gerade K M
schneidet, JT'= nach horizontaler und JH = Q - ¢ nach verticaler
Richtung abschneidel, daraus das Rechleck HT construirt und die
Diagonale J R zicht; dadurch wird die vorige erste Bedingung:

S
- it
0+q</t @)
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In Bezichung auf die zweite Bedingung, dals némlich die Resul-
tante J R durch die aufsere Kante D des Pfeilers gehen soll, hat man,
wenn die Gewolbshohe K L = a, der Horizontalabstand FZ=¢, die
innere Pfeilerhohe EF = &’ und die Dicke der Widerlage D E = x
geselzt wird, fiir das Gleichgewicht in Bezichung auf den Momenten-
punct D: Sat+h)y=qct+a)40.1x,
oder wenn man wieder die mittlere Pfeilerhohe M U = % und das Ge-
wicht der cubischen Einheit der Widerlage =p selzt, wodurch fiir
jeden Fufs Lange des Pfeilers Q =phax wird, auch:

Sa+hb)=qct+ax)+iphax®.. @
woraus sofort
— gV {¢ st —ge}

o= o0 <. (2

folgt.

Anmerkung. Damit fir die Daucr eine hinreichende Sicherheit gewonnen
werde, und weil nach dieser Enlwicklung die Stabilitit des Pfeilers nur
eben noch mit der Kraft, welche ihn umzustirzen strebt, im Gleich-
gewichte steht, nimmt man in dieser letztern Formel #.5 statt S, wo
7 >1 und zwar nach den Erfahrungen von Audoy, n= 1'9 seyn soll.

Um den Pfeiler gegen das Gleiten zu sichern, muls nach der Be-

dingungsgleichung (1): 0+ ¢ > s shdsdiiploz S— ¢ oder
AR I !
pph
dieser letztere ausfillt, so wird man in diesem Falle auch den erstern
(im enlgegengesetzten Falle diesen letztern) beibehalten.
Da man fiir sehr hobe Pfeiler 2 = % setzen und in der obigen Relation
(7) @ gegen A&’ und ¢ (¢ + &) gegen 3p hx® auslassen kann, so erhalt
man unter dieser Voraussetzung S4= ;b /Az* und daraus eine Art von

28
Grenz - oder Maximalwerth fir die Widerlagsdicke # = \/7 , oder

&= seyn; danun in der Regel der erstere Werth (2) grofser als

wenn man der vorigen Bemerkung gemifs 1°9 § statt S schreibt, auch

o LARRE
Ve

21. Aufgabe.
Den Schwerpunct einer Cycloide oder gemeinen Radlinie zu
finden.
Auflosung.

Es sey (Fig.29) A B = a ein Durchmesser des Erzeugungskreises
und zwar durch den Scheitel A4 der Cycloide B A D" auf ihre Grund-
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linie D D’ perpendikulér gezogen, ferner seyen fiir irgend einen Punct
M der Curve AP=a und PM(=PM") =y diec rechlwinkeligen
Coordinaten. Die Differenzialgleichung dieser Curve ist, wenn A B =2 a,
il | ol L W
D P'= z und P’M = y geselzt wird (Comp.§.726) dz = S
folglich muls man in derselben um auf die hier angenommem Bezeich-
nung iiberzugehen a stall 2a, DB— BP'=Lar—y stalt 2 und
AB— AP ==a— x slatt y scizen; dadurch erhalt man, nach einer
einfachen Substitution und Reduction :
(a—x)dzr
dy=m G ()
Ferner erhail man fiir das Element des Bogens ds, wenn A M= s ist:

ds==dx \/(l + = d‘/ — (7 \/ [l flaz_- 1)2] wegen der vori-

gen Gleich. (), uml wenn man gehorig reducirt :

ds=dax \/;— P )
woraus sofort a— \/af.z-_i de=2\/az

ohne Constante folgt, weil fir @ =0 auch s =0 seyn muls.

Setzt man nun in die belreffenden beiden Gleichungen
Xs=[xds und Ys_—-:Jyds der Relalionen I in Nr. 22, fir s
und ds die vorigen Werthe, so erhilt man:

L -
2X'\/aw=\/afm’d.4 und 2Y\/a.r=\/aij#%dz
wobei diese Integrale so zu nehmen sind, dafls s mit @ zugleich ver-

schwindet. Die erste Gleichung integrirt, gibt:
2X\/azx=2%2\/ax,
woraus N . (1) ol

Um die zweite Gleichung zu integriren, beniilze man das theil-

weise Integriren nach der Formel (Compend. §. 792)

judv:u v — | vdu und setze darin ==y und do= df— , woraus
@
v=2\/xz folgl; dadurch wird
z/dz'

7Y 2y\/a:—-2fdy\/a:

oder da, wenn man fir dy den Werlh aus («) selzt,

—a)d s
fd’/\/d»"“ (a—z)_z fdl‘\/(w— L)*"'C (a——.[;)’

v(e -
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wobei die Constante €, da das Integral fir =0 verschwinden (also
0= C— %a’ seyn) mufs, den Werth 2a\/a hat, auch:

g:/dz 2y .z'——[(a—.z-) -a:,

80, dafs also durch Integration dieser zweiten Gleichung :

2Y\/aw=\/a[2y\/w—|—§(a—w);—§a\/a]

und daraus Y=y+§[m_\aj$f] .. (@ folgt.

Durch diese Coordinaten X und Y ist sofort der Schwerpunct
des Bogens A M bestimmt.

Zusatz. Fur den gegen diec Achse AB symmetrischen Bogen
MAM' liegt der Schwerpunct in der Achse A B selbst und zwar in
einem Puncte 0, wofiir AO=1A4P ist.

Fiir die halbe Cycloide AMD ist =a und y=1ax zu
setzen ; mit diesen Werthen erhélt man aus (1) und (2):

X=3a und Y=(3~— 2a (oder nahe ‘9 a).

22. Aufgabe.

Den Schwerpunct des Bogens der gemeinen Ketltenlinie zu
finden.

Auflosung.

Nimmt man die durch den tiefsten Punct 4 (Fig. 80) der Kelten-
linie D AD’ gezogenen lothrechlen Linie A B zur Abscissenachse und
den Punct A zum Ursprung der rechtwinkeligen Coordinaten, setzt also
fir irgend cinen Punct M der Curve AP =z, PM =y, Bog. AM=3s
und wenn O der gesuchte Schwerpunct des Bogens A M ist, A ¥ = X,
NO=Y; so hat man zuerst nach Nr. #3 , Anmerk. 2:

o Yl
b—|——.z-=%b(el’+e ”) B
folglich auch:
A -
d.p:%(el'—e 1')dy ¢ 1Y)

Y =z
und wegen daz—_—d.z:'*’—}-dy’——l(cb +e b) dy? sofort:

it
o= "—{—c )dy

also wenn man ilegrirt :
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széb(ely_’——e_%) B e (2

und zugleich, wegen Relat. (a):
s— b.a=kaon (B)

Nun ist nach der oben genannten Relation X s=j xds(Nr.22)

oder Xs=uwxs ——fs dz und da (wegen Relat. a und Gleich. 2)
I et (Z SYN#
fsd.pz-%fsdy(e}’—e b):;i-bf el’—e h) dy:

TRL Y »
%”[%b e )\d—e _2y:|=—:;b[<b+m>.7—2y]
=3s®+a)—3by
ist, auch: e (b+$)s_l_ﬂ/_by+(z—b)s
4 2. —_ —— Ao Sl TN T S

2 2 2 ¥
b i
woraus endlich : Ly i X =—‘1/+%ig folgt.

Um ferner auch die Ordinate Y zu bestimmen, hat man:

Ys =fyds=ys — | sdy
oder da nach Relat. (3) sdy =10 dw ist, auch:

Ys=ys_fbd.z-=ys——b:c,

wo iiberall keine Constante hinzukommt, weil fir & = 0 auch y=20
und s = 0 ist.

Aus dieser letztern Relation folgt :

1L, Y=y—“'_;ﬁ,

Zusatz. Setzt man fiir die halbe Keltenlinie AMDE o —
AB=a, y=BD=c¢ und Bog. AMD =1, so folgt aus diesen
gefundenen Ausdriicken fiir X und Y:

X_:bc-l—gal-b)l cl - ad

und Y=

Fiir die ganze Keltenlinie D 4 D’ wird, da die Achse A B selbst
durch den Schwerpunect geht (wenn niimlich die beiden Aufhingpuncie
D und D’ in einerlei Horizont liegen), von diesen beiden Coordinaten
die lelztere Y = 0.

Anmerkung. Mit Hilfe der Variationsrechnung
allen isometrischen , durch die beiden Aufhiing

in derselben Ebene liegenden Curven, der Sch
am tiefsten liege.

lifst sich zeigen, dafs unter
puncte 2, D’ gehenden, und
werpunct der Kettenlinie
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23. Aufgabe.

Es soll der Schwerpunct von dem cycloidischen Segmente
MAMM (Fig. 29) gefunden werden.

Auflosung.

Da der Schwerpunct dieser ebenen Fliche in dem durch den Schei-
tel A auf die Grundlinie D D’ gezogenen Perpendikel A B liegen mufs,
so handelt es sich hier blofs um die Beslimmung der Abscisse

X = A 0 des gesuchten Schwerpunctes 0.
Nun gibt von den Relationen II. in Nr. 26 die letztere, d. i.

F=de, fir den vorliegenden Fall F=2fyd.z-, oder wenn man
0
wieder theilweise integrirt, wodurch fy de =z y— | xdy, oder we-
(@ —z)dzr

gen dy::/(;ﬁ-“j%’j' (aus Relat. a in Aufgabe 21, wenn man die

dortige Bezeichnung auch hier beibehll),
fy dp—\ny —fd.z- V/(ax — x*) wird, sofort auch:
F=2a:y——2[d.z'\/(aa:—w2).
Wird der iber AB gezeichnele Erzeugungskreis von der Ordinate
MM’ in den Punclen N, N* geschnillen, so bezeichnet dieses lelzlere
Integrale jjd.z- \/(a & — 2% nichts anderes als die Kreisfliche A PN,

folglich das doppelte Integral den Kreisabschnilt NA NN, so, dals
wenn man diese letztere Fliche mit f bezeichnet, endlich auch
(@ F=2xy—[ ist®.
Die 15t der erwihnten Relalionen IL. (in Nr. 26), nimlich

X F=f.1- dF geht im vorliegenden Falle iiber in

XoH=— 2f.z'y dn=1ry —fwzdy (wenn man nimlich
wieder theilweise integrirt). Nun ist, wenn man fiir dy den oben
angegebenen Werth selzt:

*) Fillt M auf D, so hat man fir die Fliche der Cycloide 42'D,
wegen T=a,2y =ax und f=La*xn sofort F=a’n — @’ n=3}a"x;
diese ist also 3 Mal so grols als die Fliche des Erzeugungskreises. (Ver-
gleiche Lehrb. 1L . 448.)



fw'ﬁly: .z'd.c\/(a.r—sL“"’):%afd'”\/C“-" = e

ﬂ%a — ) de\far — o) = taf—%(az — ax?)
wozu keine Constanle kommt, weil diese Integrale fir =0 ver-
schwinden missen. Es ist daher:

3
XF=a*y—Laf+i(ax—2*’
und daraus, wenn man zugleich fir F den vorigen Werth aus (a) setzt*

Ll

_z2y+§(az~z2)%—%af
cak 2zy I
Zusatz. Fir die ganze cycloidische Fliche DAD'D

witd # =a, y=1az und f=1a?z, folglich X= 5

X

a.

24. Aufgabe.

Den Schwerpunct der durch Umdrehung des cycloidischen
Bogens A M (Fig. 29) um die Achse A B entstehenden Rotations-
flache zn bestimmen.

Auflosung.

Mit Beibehaltung der in den beiden vorigen Aufgaben (21 u. 23)
gewihiten Bezeichnung (und Beriicksichtigung der Gleich. 8 in der
21. Aufgabe) gehen die beiden hieher gehorigen Gleichungen in
Nr. 29 in die folgenden iber:

s X (l e X ‘ g— X
()__27z-ruyd.1:\/5 und OX_2nf;.z-ydw‘/z—_2 n\/afoyd.z'\/m.
Aus der erstern dieser Gleichungen folgt, wenn man theilweise
integrirt : 0=27r\/a[2y\/a:~2fdy\/w]
oder wegen fdy \Vx ==fd.r \(a — ) auch:
0=14 x\/a.y\/.z-—47r\/afd.r\/(a—w).
Eben so ist 0X=2x\/a[§w\/w.y—§fdyw\/w]

=—;~7(y;1;\/aw-—%x\/ﬂf-ﬁl«'d.’l‘\/{d—{l}).
(Gleich. «, 21. Aufg.)

Nun ist aber fdw Vie—az)=C—2(@a— ) wobei, da dieses
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Integral fir @ =0 verschwinden soll, €= 2 ag, folglich

fd.r\/(a——.z)——[a . i’ Jlst, ferner wird, wie leicht zu

finden (wenn man @ — & =x, also @ =a — z und de = —dz setzt
und nach der Integration die Werthe wieder herstelll):

> 3 5
j.l‘d.l)\/(a— ) =C—2a(a—ax) -+ 2@—.u)
wobei die Constante, da das Integral fiir £ =0 wieder verschwinden

s s
muls, C=2%2a.a’—2a*, folglich

x s 2 5 3
fw de\/(a — x)=12a {a’— (a—m)’] —2 [a’- (a—w)’]
G .
wird. Setzt man daher in die beiden vorigen Gleichungen von 0 und
O0X die Werthe dieser Integralien hinein, so erhalt man nach gehoriger
Reduction :
3
0=4zy\Jax+3z\/a(a —x)—2 xa?
und
0X=iryx/ax—3ira® —/a\/a(a——.z')
B x\/a(a— .z')’
Sl 0x 5 1 ;
durch welche beide Gleichungen sofort (—0~ =) X bestimmt ist

Zusalz. Geht der Bogen AM in die halbe Cycloide AMD
iiber, so wird, wegen @ =a und y= 3 a = sofort:

0=2a? *(7(————
und ox_—asf(x_%)
e o ‘ _'1)
folglich e %a(r e ;’ , nahe =-4808 a.

25. Aufgabe.

Es soll der Schwerpunct eines Ellipsoiden-Abschnittes
bestimmt werden, dessen beide Grundflichen auf einer der 3 Haupi-
achsen perpendikulér stehen.

Auflosung.

Sind 2a, 2b, 2¢ die drei Hauptachsen des Ellipsoides (oder
elliptischen Sphiiroides) und nimmtman die erslere zur Achse der 22, so wie
den Mitlelpunct zum Ursprung der rechtwinkeligen Coordinaten; so ist,
wenn man die Fliche eines auf der Achse der @ perpendikuldren Schnittes,
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welchem die Abscisse @ entspricht, mit F bezeichnet und damit parallel

noch einen zweiten, der Abscisse & +da entsprechenden Schnitt fiihrt,

das Volumen des zwischen diesen beiden Schnitten enthaltenen Korpers,
dV = F dz und daher nach den Relationen III in Nr. 33 :

szFd.z- und VX=fF.z'dw

wenn man die Rechnung nimlich auf ein Segment des Ellipsoides be-
schriinkt, welches von zwei auf der Achse der = perpendikuliren Ebenen
cingeschlossen oder begrenzt wird, -dessen Abscissen die Werthe @
und 2 haben.

Nun ist aber die Gleichung des Ellipsoides (d. i. von dessen Ober-
fliche) , wenn die rechtwinkeligen Coordinaten vom Mittelpuncte aus
gezihlt werden (. S. 434):

z? yz 2?2
Fihrt man daber in der Entfernung vom Mittelpunct = 2 einen
Schnitt perpendikulir auf die Achse 2a oder der @, so enlsteht eine

Ellipse von den Halbachsen & \/(I = Z:—:) und ¢ ‘/(1 S5 :‘:) >

daher ist wegen (Compend. §. 860) F=rbe¢ (1 — Z;,) nunmehr :

P 5 /2 ey ‘2
V=”bcfdw(l*-x)‘—“-fbc(a)“—.z")[l_‘7" +z'r'+x J
& a’ 8
nd

X

u
i a /2 /2
VX=nbcfwd.r(l—m—,)-—_—nbc %(.r’”-.z"z)[[_z:'f ]
e a a

folglich
= B._ﬂ ‘ " 20’ — (4 L) ]
X = V'—tl(w +w)[3a‘——~(.’p”+x’z“+$”2) ot (A)

Zusatz 1. Fir das halbe Ellipsoid ist 2'=0 und &"—a

folglich V=3%rabc und X =24
Fiir das g anze Ellipsoid dagegen ist 2/ = — ¢ und o* — ~+a,
daher V=2%rabc und X=0.

Geht das Ellipsoid in eine Kugel vom Halbmesser iiber, so
mufs man in diesen Ausdriicken ¢ — p — ¢ — »» setzen.

Zusatz 2. Zur Bestimmung des Schwerpunctes eines K u gel-
abschnittes, welcher durch Umdrehung des Kreissegmentes B A B
(Fig. 81), wofir der Halbmesser CA=r und Bog. BAB'— s ist,

um die Achse A C entsteht, mufs man in dem obigen Ausdruck (A4)
Burg’s Mechanik, Suppl. 26
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s
.1:’=-(7N=rCosQ—, x2'=r und a=r seizen,
5

dadurch erhilt man fiir die Abscisse CO des Schwerpunctes 0:

s

(Sin” =

X=%r(l—}-—(f’osi : R

2r b g $

14 Sin Qr—('os 7

Fiir die Halbkugel folgt daraus, wegen s =rz:

D sl Ian aiv
X=3r.5=57"

26. Aufgabe.

Ein gerader Kegel von kreisformiger Grundflache besteht aus
zwei verschiedenen Malerien, wovon die obere das specifische Gewicht
s und die untere jenes S besitzt; beide Theile beriihren sich in einer
mit der Grundfliiche parallelen Kreiscbene vom Halbmesser »; der Halb-
messer der Grundfliche des ganzen Kegels ist =R und die Hohe des
untern Theiles (ndmlich des parallel abgestutzten Kegels) vom specil.
Gewicht 8 =/#; es soll der Schwerpuuct dieses Kegels bestimmt werden.

Auflosung.

Da bei der Voraussetzung , dals jeder der beiden Theile fiir sich
homogen ist, der gesuchte Schwerpunct in der geomelrischen Achse
des Kegels liegt, so sey b die Hohe des obern Theiles des Kegels und
X der Abstand des gesuchten Schwerpunctes von der Grundfliche des
ganzen Kegels ; so hat man zuerst:
b:0-+h=r:R oder b:h=r:R—r, also b = Rlx—rr

h
Der Inhalt des obern Theils des Kegels ist v =gz r?b=grr? R
folglich dessen absolutes Gewicht, wenn y das Gewicht der cubischen
Einheit des Wassers bezeichnet :

h
y:%nysraﬂ_ (a)
und der Abstand des Schwerpuncles von der untern Grundfliche :
hr .
d=h+}o=hti;—5«+ ®

Eben so ist das Volumen des untern Theiles des Kegels (als ab-
geslutzter Kegel von den Grandflichen r2 7, R?*= und der Hohe 2):
e hir? 4-R*} R~
und dessen Gewicht:
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_—:—:lirrySh(TQ—l—Rz—}-Rr), i ()
so wie der Abstand seines Schwerpunctes von der Basis (Nr. 35):
2 2
e ont 1 Sp
G+ Rr 47
Nun ist fir das Gleichgewicht nach statischen Gesetzen (wenn man
den in der Basis des Kegels liegenden Punct A der Achse A C, Fig. 32,
zum Mittelpunct der statischen Momente nimmt und daher 4 E =D,
AO0=X und AF —d setzt):
G+ 9 X=gd+4GD
Aus dieser Gleichung folgt nun, wenn man fir ¢, G, d, D die
Werthe aus (a), (19, (81, (8" substituirt, X bestimmt und so weit als
moglich reducirt und abkiirzt:
X=é (sr“(ZLR» 3r)+ S(R— r)’(R”-{—QRr—!—Sr*))
4 (B— s =S (R — 1))
Zusatz. Fir r=0 wird, wie es seyn soll, da der Kegel
dann durchaus von einerlei specifischem Gewichte oder homogen ist:
h

X=Z.

D=1h

2%7. Aufgabe.

Auf eisen in den Puncten A und B (Fig. 33) befestigten Faden
AN B wird miltelst eines Ringes das Gewicht P aufgehéngl; es ist die
Frage, in welcher Lage dasselbe ruhen wird?

Auflosung.

Zieht man in der durch die Puncte 4 und B gelegten verticalen
Ebene, in welcher sich sofort die Fadenstiicke AN und BN befinden
miissen, wenn das Gewicht im Puncte N zur Ruhe kommt, A€ hori-
zonlal, so wie DN und BE vertical oder lothrecht, selzt AC=a,
BC = b, die Linge des Fadens AN 4+ NB =1 (als gegebene),
AD=x und DN =y (als unbekannte Grofsen); so hat man, wenn
noch N F parallel zu 4 C gezogenwird, DC—=a — £ =NF —=NB><
Cos BNFund BF=b-+y=NB.SinBNF, folglich

(a —&)* 4 (b y)* =N B?
oder wegen NB*=(—AN)*= [I—\/(a*+ y*]? auch
ik L) i R VL o TR

Geht man nun von dem Salze aus, dafs bei dieser gleitenden Be-
wegung des Gewichtes P das Gleichgewicht nur dann erst einlritl, wenn

26
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dessen Schwerpunct die moglich tiefste Lage eingenommen hat, so mufs,
wenn man die Ordinate y als eine Function der absolut variablen Abscisse
@ ansieht, jener Werth fir 2= A D gesucht werden, wofiir y=—DN
ein Maximum wird, folglich aus der vorigen Gleichung (a) der Diffe-

d 4 ; : :
renzialquolient ﬁ bestimmt und gleich Null gesetzt werden. Diels gibt:

dy
dp " Pt
_2<“]_w>+2(b+”>"l_~2“‘\/('”+"”'7u’2"+w
and fin =L — .
dz
[l— v(z*+ y)]z iz
a~w=—$:qﬁz—w
Vi(Zz*+y?) Vi(z*+y?)
d. i 4 ALt puniy 5
woraus sofort yz——g\/(ﬂ—az)-- (1) folgt.

Ohne die Entwicklung weiter zu verfolgen, geht auch schon aus
dieser Gleichung (1) die Ubereinstimmung mit dem Resultate in §. 67
(Beispiely hervor, wonach der Winkel ANB durch die, durch den
gesuchten Punct N gehende Verticale DN halbirt wird. Denn da in
diesem Falle NE=NB, daher 4 E=AN |+ NB—={! und EC=
\V/(*—a®, folglich wegen AD:DN—=AC:CE d.i.

A RN
ist; so folgt daraus wieder die vorige Gleichung (D).

Zusatz. Stehtein System von Gewichlen Py P p.. im Gleich-
gewichte, deren Schwerpuncte von einer horizontalen Ebene die Ab-
stinde @, 2, @ .. haben, so wird hei einer unendlich kieinen Bewegung,
nach dem Salze der virtuellen Geschwindigkeilen sofort
pde4p'da’ +p”de 4 ..=0 oder was dasselbe ist

dpa~-pa +pa’4.0=0. @)

Ist aber X der Abstand des Schwerpuncles des ganzen Systemes,

folglich o i) BE Bk o » S0 isl auch
Zeielbr
IFealBld @O )
Pt
oder zufolge der vorigen Relation () auch
dX—0,

zum Beweis, dafs X constant ist, also der gemeinschaftliche Schwer-
punct bei dieser eingeleiteten oder angenommenen Bewegung der im
Gleichgewichte befindlichen Gewichte weder steigt noch fallt,
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(Dasselbe gilt auch von dem Schwerpuncte bei Maschinen, welche unter
dem Einflusse von Gewichlen im Gleichgewichte stehen.)

Wendet man diesen Satz auf die vorliegende Aufgabe an, so kann
man beim Differenziiren der vorigen Gleichung (a) y als conslant an-
sehen und dadurch die Entwicklung in elwas vereinfachen.

Anmerkung. Wird ein materieller Punct vom Gewichte » blofs in Folge
seines Gewichies bewegt, so ist die Arbeit, welche die Schwerkraft aus-
ibt, wihrend der Punct von der Lage M, (Fig. 34) in die tiefere A,
gleichgiltig durch welche Curve 2, M iibergeht, sofort W=p AU - AM,),
oder wenn man die verticalen Abstinde 4, und A“M von einer horizon-
talen Ebene A X durch 3, und % bezeichnet

W=pi—=2);
dabei wird IV oder die Arbeit negativ, wenn der Punct # hoher als jener
M, liegt, also 2, > 3 ist.

Sind allgemein p, p’, p*.. die Gewichte der einzelnen Puncte irgend
eines Systemes von materiellen Puncten, %, 2, 2, .. die von irgend
einer horizontalen Ebene nach abwiirls gezihlten verticalen Ordinaten der
anfinglichen Lage dieser Puncte, so wie 2, 2, 2., die Ordinaten ihrer
Endlagen nach einer gewissen Zeit; so ist nach der vorigen Relation die
Arbeitsgrofse der Schwerkraft fiir dieses System wihrend dieser Zeit :

W=p—3) +0( —3,)+ 06"  37)+..
=P3+p%+.. — (3,40, +..)

oder Il":Z(pz)—E(pzo);

bezeichnet man aber das Gesammtgewicht des Systems, d.i. die Summe

P+p t+p’.. =Z2Z(p) durch P, so wie die verticalen Ordinaten des

Schwerpunctes des Systemes fiir die erste und letzte Lage desselben durch

Z, und Z, so erhiilt die vorige Gleichung (Nr. 17) auch die Form :
W=Pz— Pz = P(Z-2)

woraus sofort der Satz folgt, dafs in dem durch die Schwere

wie immer bewegten Systeme, die Arbeit der Schwer-

kraft gleich ist dem Gesammigewicht des Systemes

multiplicirt mit dev verticalen Hohe, um welche der

Schwerpunct desselben gesunken ist.

Da nun fiir eine unendlich kleine Bewegung des Systemes die obigen
Differenzen z — =z, 3 — 2 .. in dz,, da’; .. dibergehen, so wird dafiir
dW=pdz, +p'ds’, .. = P(Z — Z,)=PdZz, und daher, wenn die
simmtlichen materiellen Puncte oder Gewichte unter sich im Gleichge-
wichte stehen, was nach dem Satze der virtuellen Geschwindigkeiten
die Gleichung p dz, 4 p* dz/, + .. =0 bedingt, auch dIV= Pdz, = o,
woraus wieder folgl, dafs bei dieser unendlich kleinen Bewegung, der

Schwerpunct des Systems weder sleigt noch fillt.
e
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28. Aufgabe.

Eine sogenannle Zu g bricke, welche in der Zeichnung (Fig 85)
durch die gerade Linie A C vorgestelll ist, lasse sich in der verlicalen
Ebene A € B um den Punct € drehen; an dem Endpuncte 4 derselben
ist eine iber die Rolle N gefiihrte Schnur oder Kelte befestigt, an wel-
cher das Gewich! X aufgehiingt ist; es soll nun die Grofse dieses Ge-
wichtes so bestimmt werden, dals dasselbe mit dem Gewichle Q der
Briicke bei irgend einer Lage M C derselben im Gleichgewichte steht.

Auflosung.

Es sey die Linge der Briicke, als Halbmesser des Quadranten
AMBd.i. AC=MC=BC= R und wenn O der Schwerpunct der
Briicke ist, CO=a; ferner soll die Grofse des Gewichles X* [ur jene
Lage der Briicke M C' gefunden werden, fir welche, wenn BC eine
Verticale, der W. BCM=a ist. Zieht man durch O die lothrechte
Linie OE und auf die Sehne B M das Perpendikel €D, so hal man,
wenn das Gewicht der Schniire oder Ketten dabei nicht bertcksichtigt
wird, fiirs Gleichgewicht

Q.CE=X.CD oder Q.aSina=X.RCos} «
a 28ing2Cos; o

und daraus: X =
ot Sin%n . (m)

Zusatz 1. Fiir a =0 wird also X =0 und fiir «=90° da-

gegen X = 220 12 :.'%\/2.

Zusatz 2. Bezeichnet man das nach statischen Gesetzen auf
den Endpunct A reducirte Gewicht Q der Briicke durch P, so ist
RP =aQ, folglich lilst sich die vorige Relalion (m) auch so schreiben :

X=2PSinia,
oder es ist, wenn man die dem Winkel « entsprechendesSehne BM = §

PS g .
setzt, wegen S=2 R Sin}«, auch X = 7 Woraus die Proporlion

folgt: PR Rl ik (0)

29. Aufgabe.

Das Gewicht X der vorigen Aufgabe zu bestimmen, wenn dabei
auch das Gewicht der Kette bericksichtigt wird.
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Auflosung.

Es sey ¢ das Gewicht des laufenden Fulses der Kette und die
Briicke wieder in der Lage €M (Fig. 85), so ist das zur Balancirung
der Briicke nothige Aufhiinggewicht in dieser Lage nach der Relat. (n)
im Zusatz 2 der vorigen Aufgabe:

N
f=i P.

Da ferner das Gewicht des Kettenstiickes M B =S die Grolse ¢ §
besitzt und ihr Schwerpunct im Puncte D liegt, so ist das statische
Moment dieses Gewichtes :

M=—gS><CE=¢qS><CDSinta=¢S8S>RCosjSinga
oder endlich wegen S = 2R Sinl« auch
M—=—2q¢R? Sinzéa Cos% a.
Mufs ferner dieses Gewicht p noch wegen des Gewichtes ¢S der
Kette um p’ vergrofsert werden, so ist dessen stal. Moment
M’ =p'>< CD=p'.R Cos}a
und da fiir das Gleichgewicht M’ = M seyn mufs, sofort
p'RCosla=2¢R*Sin*3aCosyu
also p'=2¢qRSin®}«

Liegt nun selbst bei der horizontalen Lage A C' der Bricke das
untere Ende der Kelte schon auf dem Boden CL auf, so, dals also
auch in jeder andern Lage €M der Briicke, das Gewicht der Kelle von
derselben Liinge BC= R wirksam ist; so hat man, da dieses lelzlere
Gewicht = ¢ R ist, fiir die Grolse des gesuchten Aufhidnggewichtes bei
irgend einer Lage M C der Bricke X =p - p'—qR, oder, wenn
man fir p und p’ die vorigen Werthe selzl, auch:

X_—.IS—2 P-}2¢gRSin*;a—qR.
N
Zusatz. Wegen X—|—qR:EP—}—2(/RSin2%a,

gibl es offenbar einen gewissen Werth von «, wofiir X =0 ist. Setat
man, um diesen Werth zu finden, in der vorigen Gleichung X =0,
so erhilt man, wegen S =2 R Sin % a:

¢gR=2 PSin%a—}— 2¢R Sinzérl
und daraus durch Auflosung dieser quadratischen Gleichung:
— P4+ V(P’+2¢4°RY)

Sl‘nlu —=
2 2R




30. Aufgabe.

Auf zwei miteinander in Verbindung stehenden krummen Flichen,
die im Durchschnitte mit einer verticalen Ebene, durch die beiden Cur-
ven BMC und BmD (Fig. 36) dargestellt sind, liegen die beiden,
millelst eines iber die Rolle A gehenden Fadens MA m miteinander ver-
bundenen materiellen Puncte M und m, von den Gewichten Q und ¢;
es ist die Frage, welche Eigenschaften diese beiden Curven gegen-
einander besitzen miissen, wenn diese Gewichte @ und ¢ in jeder Lage,
die sie darauf einnelimen konnen, miteinander im Gleichgewichte stehen
sollen ?

Auflosung.

Nimmt man die durch 4 gehende in der Verticalebene A €D lie-
gende lothrechte Linie A E zur Abscissenachse und setzt fiir irgend
einen Punct M der Curve B M C (in welchem sich das Gewicht Q befin-
den soll) AP= X und PM=Y, so wie fiir den entsprechenden Punct
m der Curve bmD (in welchem sich das zweite Gewicht ¢ befindet)
Ap=x und pm=y; so wird, wihrend @ um den Bogen M M'=dS§
aufwiirts gleilet, jenes ¢ um das Bogenelemenl mm’ abwirls gehen,
oder es wird das erstere Gewicht um die Hohe P P'— d X sleigen, dagegen
das letztere gleichzeitig um die Hohe pp'=dx sinken. Es folgt daher
nach dem Principe der virtuellen Geschwindigkeiten fiir das Gleichge-
wicht zwischen Q und q:

QdX ++gde =0
oder wenn man integrirt :
0X+tqgx=C.. ()
wobei € eine unbestimmte Constante bezeichnet.

Ist X’ der Abstand des gemeinschaftlichen Schwerpunctes der

Gewichte Q und ¢ von der durch A gezogenen Horizonlalen, so ist

Q@+ X' =0X+4ga=C (wegen 1), und daraus
P

T 0+4¢
eine constante Grofse, d. h. der gemeinschaftliche Schwerpunct kann

bei dieser unendlich kleinen Verschiebung der Gewichte @ und ¢ auf

ihren Curven weder fallen noch steigen. (Vergl. die 27. Aufgabe.)
Ist nun die Linge des Fadens M A + Am=1{ und AB —a; so ist
I=V[X+a+ Y]+ [@+a +y7] .. @

Wenn daher die eine der beiden Curven, z. B. jene BMC durch

"/
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die Gleichung MR XD i)
gegeben ist, so lilst sich aus den Gleichungen (1), (2, (3) sofort auch
die Gleichung der zweiten Curve Bm D, d. i. y=f(x) bestimmen.

31. Aufgabe.

Es soll die in der verticaien Ebene A CD (Fig. 37) liegende Curve
AmD bestimmt werden, auf welcher das constante Gewicht P, wel-
ches in der 28. Aufgabe statt dem variablen Gewichte X gesetzt wird,
herabgleiten mufs, damit dasselbe in jeder Lage mit dem Gewichte der
Zugbricke im Gleichgewichte stehe.

Auflosung.

Setzt man wie in der 28. Aufgabe CE=ME=AE—=R und
fir irgend eine Lage der Zugbriicke M E (fiir welche sich das Gewicht
P in m befinden soll) die Sehne AM =S, dagegen, um die Bezeich-
nung der vorigen Aufgabe beibehalten zu konnen, das auf den Endpunct
M reducirte Gewicht der Briicke — Q@ (statt P in der 28. Aufg.), so
ist nach der Proportion (») in der 28. Aufgabe Q: P=R:S oder

S
=EQ-- (a)

wobei mit der Bezeichnung der vorigen Aufgabe verglichen, P slait
¢ steht.

Die 3 Gleichungen der vorigen Aufgabe sind, wegen a=0 (in-
dem hier die beiden Puncte 4 und B der Fig. 36 zusammenfallen) und
q=P sofort:

OX+Pr=C.. (1), I=\/(X*+4 Y +\/(@*+y>.. 2)
und Y= F(X) oder da die Curve AMC ein Kreisbogen vom
Halbmesser R ist,

Y2 X?=—2RX .. (3)
Die Gleichung (2) wird daher I=\/2 R X -}\/(«% 42 oder

da aus jener (1) X— it it

folgt, auch:
\/(wz__i_yz):l_\/l:%{(C—Pm)] S ()

Um die in dieser Gleichung der gesuchten Curve AmD vorkom-
menden unbestimmten Constanlen P und € zu finden, darf man nur
bemerken, dafs erstens das freie,, durch die Curve noch nicht vermin-
derte Gewicht mit dem Gewichte der Briicke in ihrer horizontalen Lage
im Gleichgewichte, und da das Gewicht P in diesem Falle im Anfangs-
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puncte A4 ist, fir z=0 auch y =0 seyn mufs. Mit der ersten dieser
beiden Bedingungen folgt aus der obigen Relation (), indem fiir diese
Lage die Sehne AM=S in AC= R\/2 iibergeht:
P="L0_0\h.. ®
und mit der zweiten Bedingung erhélt man aus (2):
0=1— 2RC der ng i)
0 2R

Setzt man daher diese Werthe fiir P und € in die vorige Gleich.
(2) und zugleich auch !=AC=R\/2, so erhilt man nach einer
ganz einfachen Reduction :

Vie*+yH=R\/2—\/[2RB—a\/2)] .. (3

Da sich nun aus dieser Gleichung zu jedem beliebigen Werthe von
o = Ap die Distanz oder Sehne Am = \/(x*-} y* sehr einfach be-
rechnen lifst, so kann die gesuchle Curve Am D leicht miltelst Puncte
m, m’ . . consiruirt werden.

Zusatz. Da aus der vorigen Gleichung (3) die nachslehende

@+ y*+ 2R\ /2.2 —4RB)*=16R*(BR—x/2)

folgt, so ist die eigentliche Gleichung der gesuchten Curve Am D eine
algebraische des vierten Grades.

Anmerkung. Belidor, welcher (in der Science des Ingénieurs) zuerst
die Anwendung dieser Curve zum Aufziehen der Zugbriicken zeigte, nennt
sie Sinusoide , weil er bei ihrer Construction die Sinus der Erhebungs-
winkel beniitzt. Ubrigens ist diese Curve (wie Jok. Bernoulli und L Hopital
zuerst gezeigt haben) nichts anders als eineEpicycloide, bei welcher
der Grund - und Erzeugungskreis gleiche Durchmesser haben.

32. Aufgabe.

Die Gleichung der elastischen Linie zu finden.

Auflosung.

Da man unter der elastischen Linie nichts anderes als die neutrale
Schichte (§. 255) eines elastischen prismatischen Korpers versteht,
welcher in einem oder mehreren Puncten befestigt und durch das eigene
oder ein sonsliges Gewicht gebogen wird; so kann man sich diese
Linien immer als elastische Stibe ohne Dicke vorstellen.

I Ist also erstens ein gewichtsloser elastischer Stab A B (Fig. 38)
mit dem einen Ende B in eine verticale Wand BN befestigt und am
andern Endpunct 4 mit dem Gewichte @ belastet, wobei jedoch die
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Krimmung oder Biegung nur wenig von der Horizontalen abweichen
soll; so ist, wenn man AC=a, AE= B C=2 und fir irgend einen
Punct M der Curve die rechtwinkeligen Coordinaten AP =, PM=y
so wie den Bog. AM=3, den Krimmungshalbmesser OM=p und
wenn M T eine in diesem Puncte gezogene Tangente ist, W. MTP =«
setzt, sofort das statische Moment der Last Q in Beziehung auf diesen
Punct M — Q . Bezeichnet daher E’ das Biegungsmoment (oder die
relative Elasticilit), so ist nach Relation (2) in Nr. 1 15 :
B—0n 0 5. ()

3
Nun ist (Compend. §. 710) p=— e , oder da man bei der

dzd?y
vorausgeselzien geringen Biegung da stalt ds setzen kann, auch:
dz? !
0— _&fy (vergl. auch Nr. 1 1 8); es ist also
, Ay
E de———Q.’L‘ Sia ()
(vergleiche Relat. (@) in Nr. §# 1 8) oder da da constant ist,
d
E‘d.—g=—0.z'd.z'.
dz

Diese Gleichung integrirt, gibt

da 2
um die Constante € zu bestimmen bemerke man, dals wegen

5

d S . :
E:'Zn = tang a, fir £ = a (weil die Tangente B E im Puncte B mit der
Abscissenachse parallel ist) a=0, also auch dy —0 ist; diels gibt

a® G .
e— £2~ , folglich ist, wenn man diesen Werth substituirt:

2 2
E'dy —_——oa’l——dw ——?:‘"

und wenn man abermals integrirt:
, 0
E y=;(“2w—%‘r3)s
wozu keine Constante kommt, weil fir & =0 auch y =0 seyn muls.
Die gesuchte Gleichung ist daher:
0
6 £
Zusatz Die groflste Ordinate oder Biegung erhilt man aus
dieser Gleichung fir & = a und zwar wird

0a’
6—"'—3; .. (2)

= (Bax— o))
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Der Krimmungshalbmesser fir irgend einen Punct M ist

Z

4 E
(obige Relat. m) p= o oder wenn man fir E' den Werth aus der
Relat. (2) setzt:

w

= -

Fir =0 wird p= 00, zum Beweis, dafls der Stab im Auf-
héingpunct 4 nicht gekrimmt ist. Dafernerp fir # = am klein-
sten wird, so besitzt der Stab am Befestigungspunct B die grofste
Krimmung.

p

I Ist der Stab iber die ganze Lange gleichformig belastet,
und zwar auf die Léngeneinheit mit dem Gewichte ¢; so kommt auf
den ganzen Stab die Lasl ga und auf das Stick 4 M jene g z. In Be-
zug auf den Punct M ist das stat. Moment dieser Belastung ¢ & sofort
M=3iz.qxv=73qg2*; wird daher dieses Moment slalt jenem Q & in
der obigen Relation (n) geseizt, so erhilt man fiir den vorliegenden Fall :

. 2y

oalfy SR 1 2
dgdy AR
und daraus wieder, wie vorhin zuerst
dy
= 1 3
E’ = C—clgx®,

: 3 ; d
wobei, da fir o =a wne(lerﬁ—_—o seyn mufs, C=2g¢a®, also

eigentlich E’j—i’):éqa“—%qw“‘

ist, und dann weilers:
Ey=3qg@@®e—La"
ohue Constante, weil fir & =0 wieder y =0 seyn soll.
Die Gleichung der elastischen Linie ist daher in diesem
zweiten Falle:
q
=-— (4 3’—.’1/‘4 S i
Y=g S ) @)
Zusatz 1. Die groflste Ordinate oder Biegung ist (fir = a)
ga* _ Qa’ .
= =, (2
8 E 8L’ 29
wenn man niamlich die ganze Last ¢ a = 0 selzl.
Da die obige Relation () fir den gegenwirtigen Fall in
E":%/)(/J:2 )
ibergeht, so folgl daraus, wenn man auch gleich fiir E* den aus (2%

S5

4
folgenden Werth g% selzt:



413

a&

s 77 el L
der kleinste Werth des Krimmungshalbmessers ist, wegen & =a sofort
[l2
" g

Zusatz 2. Die Vergleichung der beiden Relationen (2) und (2%
gibt die Proportion 6:6'=8:8 (vergleiche Nr. 1 1 9).

Sucht man jenes Gewicht ¢, welches am freien Ende 4 des ge-
wichtslosen Stabes bei B dieselbe Biegung, wie die iiber die ganze
Linge gleichlormig vertheilte Last @ hervorbringt, so mufls p fiir den
Punct B in beiden Féllen denselben Werth besitzen. Nun ist fir die

Last ¢ in A aus Relat. (m) p= f—; und fiir die Last Q uber die ganze

2E 2E

¥ 8 aih 2 BN bl A
Linge, aus (m’) s , folglich o T d. 1.

g=30

III.  Es sey endlich der gewichtslose Stab A B am freien Ende A
mit dem Gewichte Q@ und aufserdem noch iiber die ganze Linge mit
dem Gewichte ga gleichformig belastet, so, dafs die beiden vorigen
Fille hier vereint Statt finden; so hat man fiir den Punct M der Curve
das stat. Moment :

M=0o+41e qr=0z+iqa*

folglich wie oben

dl
B i=—0o—i¢a?,
v 2 3
daraus o DS e SN e
dz 2 6

2 3
oder (da wieder fir » = a, 3—1; =0 ist) wegen C= —QQi -+ 2:— , auch
ot . qat 0z 9zt
Bdy= (7 +2 ) do— (47 )
T A i A
folglich

2 6

6 24 &2

ohne Constante.

Zusatz 1. Firz=a wird y=2", gleich der grofsten Bie-
gung, folglich aus dieser Gleichung :

a® r0 qa
6//2 e * oS R "
E (3 + 8 @2
Auch ist wieder aus der Relation E=pQzr—+1qa®, wenn
man fir E' den Werth aus der vorigen Gleich. (2) setzt :
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0 a
ol .(Ei . L @iy
& Qz+;397°
Zusatz 2. Besteht die gleichformige Belastung ¢ a blols in dem
eigenen Gewichte G des Stabes, so nehmen die vorigen Gleichungen
(1“9 und (279 die Form an:

G
Ey—aGo+ieo—i (0ot a")
; G
il 5//=%( (g_ + 8—) (vergl. Nr. 1 19>-

33. Aufgabe.

Ein gewichisloser elastischer Stab 4 B A’ (Fig. 89) ist in einer
verlicalen Wand B E in der Art befesligt, dals er in seinem naliirlichcn
Zuslande die Lage aa’, dagegen, wenn er in den freien Endpuncten 4
und A’ mit den Gewichien @ und Q‘, welche sich umgekehrt wie die
Abstinde A C und A’C’ von der Wand verhallen, belastet wird, jene
ABA annimmt; es sollen die Krimmungen bestimmi werden, welche
der Stab unmiltelbar am Befestigungspunct B zu beiden Seilen der ohne
Dicke gedachten Wand annimmt, vorausgeselzt, dafs der Stab auf der
einen Seite der Wand soll gebogen werden konnen, ohne dals dieses
auf die Biegung auf der andern Seite der Wand einen Einflufs hat.

Auflosung.

Selzt man die horizontalen Abstinde A C= « und A’C' = &', 0

ist nach der gemachten Vorausselzung :
0:0=a':x oder Qz=0'2' .. (@

Ist ferner fiir den Punct B der Kriimmungshalbmesser in der Curve
AB=—r und in der Curve A’‘B’'=71", so ist (Aufgabe 32, Relal. m)
E'—r Qa, und da der Stab durchaus dieselbe relative Elasticitil be-
sitzen soll, auch E'=r'Q'x’, folglich r Q& =r'0"a' und wegen
Relat. (=) sofort: r=r
d h dieKrimmung des Stabes istim Puncte B zubeiden
Seiten der Wand die namliche, es halten sich daher die Fibern
desselben bei B, zu beiden Seiten der Wand oder des Befestigungs-
punctes B das Gleichgewicht.

Es bleibt sonach das Gleichgewicht, so wie die ganzeLage A B A’
auch ungeiindert, wenn man die Wand B E wegnimmt und dafir den
Stab im Puncle B mit einem Slill so befestigt, dals sich der Stab um
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denselben drehen kann, dieser Stift oder Befestigungspunct B erleidet
dabei einen verticalen Druck nach abwirts — Q-+ 0, so, dafs man
diesen Punct auch ohne Storung des Gleichgewichtes durch eine vertical
aufwiirts wirkende Kraft P— Q - Q' ersetzen kann. Werden ferner
die beiden Puncte A und A’ befestigt, so erleiden diese Puncle (da das
Gleichgewicht immer noch bestehen bleibt) vertical aufwirts einen Druck,
beziehungsweise von Q und Q.

Kehrt man endlich das Ganze um, so kann auch ohne Storung
des Gleichgewichies der in den Puncten A und A’ nach abwirts Statt
findende Druck Q@ und Q’ durch Stiitzen aufgehoben werden, wie diefs
in der That in Fig. 40 dargestellt ist.

Zusatz. Wird also ein an beiden Enden unterstiitzter oder frei
aufliegender elastischer Stab, in irgend einem Puncte B belastet, so
wird derselbe genau so gebogen, als ob er in dem Belastungspunct
befestigt, dagegen durch vertical aufwirts wirkende, in den Unter-
stillzungspunclen angebrachte Kréfte, die dem Drucke auf die Stitzen
gleich kommen, gebogen wiirde; dabei bestimmen sich diese Krifte
oder Verlicalpressungen auf die Stiitzpuncte genau so, wie beim gerad-
linigen Hebel nach dem Salze der statischen Momente.

34. Aufgabe.

Der gewichilose elastische Stab A B A’ (Fig. 41) liegt auf den
beiden in einerlei Horizont befindlichen Stiitzen 4 und A’ frei auf und
ist im Puncte B mit dem Gewichte Q belastet; es sollen die Gleichungen
der beiden entstehenden Curven AMB und A’M’‘B, ferner die Grofse
der Biegung oder der Pfeil CB u. s. w. gefunden werden.

Auflosung.

Es sey AC=a und AA4’'=1, so wie fiir irgend einen Punct M
der Curve AMB und einen Punct M’ der Curve A'M’B (bei Voraus-
setzung von rechtwinkeligen Coordinaten), AP=x, PM=y und
AP =g’y P'M'=y’, ferner wenn BT die im Puncte B gezogene
(folglich — vorige Aufgabe — beiden Curven gemeinschaftliche) Tan-
genle ist, W. AT B = «; so0 ist, wenn man die in den Puncten 4 und
A’ auf die Stitzen Slatt findenden Pressungen mit p und p’ bezeichnet,
sich also (vorige Aufgabe) vorstellt, dals der Stab in B befestigt, und
in den Puncten A, A’ durch die Krafte p., p’ verlical aufwirts gezogen
wird , zuerst, wegen pl=0(—a) und p'l=0Qua:
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p=}0—(l—a) und p'=lga S oa((:9)

(also, wie es seyn soll, p—p‘=0). Ferner istin der Curve A M B,

fir den Punct M das stat. Moment = p @, folglich (Aufg. 32):
p Y 2z
dz* 2

5 3 s pa’
oder da fir # =@ der Quotient ﬁ:tany a, also C:172_a + E'tanga

dy
== und dar E—=0—
px u aus o C

wird, auch:

E'dy= (p_;t_f + E tanga) de — ggi’ da,
aus welcher Gleichung wieder weiters
E'y— (%,l_ﬂ —-]—E’tanga) ‘L'—p—ﬁlj ,

oder wenn man fir p den Werth aus (a) setzt, sofort:

Ey= zgg— (l—a)x -+ @ Etang a — 622 (I—a)x®. (D
folgt.
Eben so ist in der Curve A‘M’B fiir den Punct M’ das stat. Moment
/ / 1 dzy/ / /
= p’ &' folglich E' e L A
/ VRpsk |
und daraus wieder E' o == C—gi
da! 2
oder da fiir &= I— q der Quotient 31 — _ tang a, folglich die Con-
T

stante C=‘;1 (! — a)® — E'tang « wird, auch
K dyi=c 121 U — a)*da’'— E' tang o d’ — p—/;—l’ da’
woraus endlich durch weiteres Integriren
By — ;1 (I—a)?a'— w’E’{anga——% a’®
oder wenn man auch hier fir p/ den Werth aus (a) setzt:
E‘y’=%’ (I— a)*a' —a' E' tang « — »(é—l; LU J )

folgt.

Setzt manin der Gleichung (I) & = a und in jener (II) x'=1—a,
so wird fiir beide Werthe y = y’ = B C' =9, daher ist beziechungsweise
nach einer einfachen Reduction :

3
TP Ot — %‘% (! — a) + a E' tang a und

E b= %‘ (U—a)®*— (I—a) E'tang a
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so0, dals wenn man diese beiden Werthe einander gleich setzt und dann
E' tang « bestimmt , sofort
B tang o —.— (l —a)(l—2a) . ©

wird. Substituirt man dlesen Werth fir E’tanga in die beiden Rela-
tionen (I) und (ID, so erhilt man nach einer ganz einfachen Reduction,
fir die Gleichunﬂder Curve AMB: i

2in T iy 2 S B
= GIE’ (—a)[Qal—aPHax—x%] .. 1)
und fiir die Gleichung der Curve A‘M'B
/ 0 / /
T [<2—“2)w—-1‘3] )

dabei darf in der erstern Gleichung = blofs von 0 bis @, und in der
letztern @’ von 0 bis /— a genommen werden.

Setzt man den vorigen Werth von E’fang « auch in die Gleichung

(b), so erhilt man nach gehoriger Reduction:
0a*(l — a)?
= T @)

Zusatz 1. Zur Bestimmung des tiefsten Punctes des gebo-
genen Stabes A BA’, mufs man die grofsten Ordinaten y und y’ auf-
suchen. Nun folgt aus (1) nach der bekannten Regel :

dy

=i GIE’(lﬁa) [@at—a® —32*] =0

Sty

Da aber # Z a seyn mufs, so muls seyn

und daraus:

ah@;" -2 = a*® oder

1=2a.
Ist daher 7> 2 a, d. h. liegt der Punct C naher bei A als bei A/,
80 gibt es in der Curve AMB keine grolste Ordinate y. Ist dagegen
!=2a oder =2a—e, so wird beziechungsweise & —a und
=\/(a*—3% ae) und dafiir, weil der 2t Differenzialquotient negativ
ausfillt, die Ordinate y ein Maximum.
Eben so folgt aus der Gleichung (1%):
dy Qa
dz’ 6 LE

M=,

Buvg's Mechanik, Suppl.

(F——a? g 42—
und daraus:

27
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) DT :
Da nun z' = !— a seyn mufs, so mufls ~—3—”— = (¢—atdi

1< 2aseyn, so, dals wenn I <<2a, also I — a << a oder der Punct
€ niher bei A’ als bei 4 liegt, in der Curve A‘M'B keine grofste Or-
dinate y vorhanden ist, was mit der vorigen Bemerkung fiir y im Ein-
klange steht.

Fiir =2 a oder 2 a - e wiirde beziehungsweise :

@ —opundi— \/(az - [ie;_—e) und dafir y’ ein Maximum.

Der tiefste Punct des gebogenen Stabes liegt also
immer zwischen demAufhingpunctB der Last und dem-
jenigen Stitzpunct A’, dessen Entfernung vom Auf-
hingpunct die grofsere ist.

Ist z. B.a=1 und /=3, so ist dic der grofsten Ordinate y'
entsprechende Abscisse (aus Relat. @) &' =\/% und damit diese Ordinate

32 160’
selbst y? == —
Imar ™ 27 818
g : 16 0°
wihrend nur °2=8—1_E—’;’

folglich in der That y' =6 ist.

Zusatz 2. Fir den besondern Fall, in welchem die Last Q in
der Mitte hiingt, folgt aus den Gleichungen (1), (1) und (2), wegen
{ =2a, bezichungsweise :

y=—0— Ba2z—a®H*

y’ — '-‘QOE’ (3 az.L'l .7)’3)
0a’
6.— — .
und T

endlich folgt aus der Relation (¢) tanga=0, also a=0.

Fiir die grolste Ordinale ist & = 2’ = a und damit
oa’

max.= ymax.= 6L

Y

Zusatz 8. Aus den Relationen B = pp o =pp’ @’ (Gleich. m

*) Will man in diesem Falle den Halbirungspunct zum Ursprung der rechtw.
Coordinaten nehmen, so mufs man in dieser Gleichung @ — statt &
selzen, dadurch erhiilt man die Gleichung :

P Qa*—3az*+ 2.

12 B
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in der 32. Aufg.) und E'= _01;18: 4

(obige Gleich. 2) folgt der

Krimmungshalbmesser:

2
l—
fir die Curve AMB: A=)
30z
L N
und fir die Curve A’M'B: p'= ALET.) S
3z’
: a a*
1 — — e e
Fir /=2 a wird A und p Sy

¥ ; ; a ;
Fir @ = a wird p am kleinsten und zwar p = YL dagegen ist

fir £ =0 sofort p= Q0.

35. Aufgabe.

Der gewichilose elastische Stab AD B (Fig. 42) liegt auf zwei
Stiilzen A und B horizontal frei auf, und wird durch ein iber seine
Linge gleich vertheiltes Gewicht belastet; es soll die dadurch entste-
hende Curve gefunden werden.

Auflosung.

Es sey die Linge des Stabes, welche bei der stets vorausgeselzten
geringen Biegung der Entfernung der beiden Stiitzen gleich ist, A B=1,
die auf die Langeneinheit kommende Belastung = ¢, der Neigungswin-
kel der im Puncte A an die Curve gezogenen Tangenle AT mit der
Horizontalen —a, fir einen belichigen Punct M der gesuchten Curve
"AP=2a und PM=y (wobei wieder P M senkrecht auf A B) so wie
der Kriimmungshalbmesser in diesem Puncle = p. Diels vorausgesetzt,
ist der Druck auf jede der beiden Stiitzen p—=21¢1?, so, dals man die
Stiitzen wegnehmen und dafiir in A und B die Kraft p vertical aufwirts
anbringen kann. Denkt man sich dabei noch den Punct M befestigt,
wodurch (33. Aufgabe) in dem Zustande des Stabes nichts gedndert
wird, so ist das statische Moment in Beziehung auf M, da auf den
Bogen AM das Gewicht ¢ 2 (indem man die Linge des Bogens mit der
Abscisse verwechseln darf) gleichformig vertheilt ist, folglich im Hal-
birungspuncte von A M die Kraft gz abwirts, dagegen im Puncte A

die Kraft p=1¢? aufwirts wirks =—3x.9atx.lql =
—3qx*+iqla. folglich (Aufgabe 32, Relat. n)
hd’s

okt ULt U187

27
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S d
und daraus wieder E’ d_la/: =C+ggz®—Llglz?

oder da fir # =0 der Quotient S_Z: =tanga, folglich die Constante
der Integration C'= E’ fang « wird, auch
E'dy=dx E tang « + L g x®de —Lqlz*dw.
Durch weilere Integration dieser Gleichung erhélt man :
E’y:a‘E’tanya—}—%w*———J: B
ohne Constante, wobei sich die noch unbestimmte constante Grofse

tang « aus dem Umstande bestimmen lifst, dals fir 2 = ¢ die Ordinate
y =0 werden mufs; diels gibt:
q?
E' tang « St 2 (m)
s0, dafs wenn man diesen Werth in der vorigen Gleichung subslituirt
und daraus y bestimmt, sofort die gesuchte Gleichung der Curve
die Form erhalt :

q
y=24E/(13w——2lw3—m’*) Saba@h

Zusatz. Bezeichnet man wieder die grofste Ordinate durch &,
8o hat man, um diese zu finden, nach der Regel:

dy q

2 CFOTRIN . S L 0 A g d

it A x?+ 423 =0 un
d’y q 2
— — S ) o
e 21 Gl l.v+l2.1:),

aus der erstern dieser beiden Gleichungen folgt @ =17, womit der
zweite Differenzialquotient negativ wird; es ist daher die durch die
Mitte C von AB gezogene Ordinate CD =20 die grolste, und zwar
ist, wenn man in der Gleichung (1) @ = 37 selzt und reducirt:

5ql*

6= — R 2
384 E/ @
Ferner folgt aus den Relationen (32. Aufgabe, Relat. m)
§ 5qi*
E'=p(—3qa®+41qla) und (vorige Gleich. 2, E'= 3_54—8 y
wenn man diese beiden Ausdriicke einander gleich setzt und p bestimmt:
5rd%
=R i b 3
P= 1028z (t—2) ®

Fir 2 =0 und 2 =1 wird p =00, so, dals also der Stab in
den Auflagpuncten 4 und B gar nicht gekrimmt ist; dagegen wird
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. & 52
pam kleinsten fir #=2¢ und zwar ist dafiir AR 1550 50 dafs

also der Stab in der Mitte bei D am stdrksten gekrimmt ist.

Da die Gleichung der Curve (1) nicht geéndert wird, wenn man
I — a statt @ schreibt, so zeigt dieses an, dafls die Curve 4 M B durch
die aus dem Halbirungspunct € gezogene Verticallinie CD in zwei
symmetrische Aeste getheill wird. Nimmt man daher diesen Hal-
birungspunct € zum Ursprung der Coordinaten, selzt also CP = x,
s0 mufs man in der vorigen Gleichung (1) 1+/— @ stalt = selzen; da-
durch erhilt man fiir die neue Gleichung der Curve:

L AR L 4
-"'_245(10 2 m+w)
oder wenn man die halbe Linge 1 /=a setzt, auch

y=4‘g— (5a4—6a2.z'2—|—.’b'4) R <l/)

LE
; ga’ 5qat
Ferner wird (Relat. m) tang a = Feo (Relat. 2) ¢ ST und
5a*

(_Relat. 8) p= m .

36. Aufgabe.

Der gewichtlose elaslische Stab APB (Fig. 42) liegt horizontal
auf zwei Stiitzen frei auf und ist sowohl in seiner halben Linge mit dem
Gewichte Q als auch durch ein iiber die ganze Linge gleich vertheiltes
Gewicht, welches auf die Langeneinheit = ¢ ist, belaslet, es soll die
Gleichung der dadurch entstehenden Curve bestimmt werden.

Auflosung.

Selzt man die Entfernung der beiden Slitzen AB =2a und
nimmt man den Halbirungspunct € zum Ursprung der rechtwinkeligen
Coordinaten , setzt namlich fir irgend einen Punct der Curve CP =z
und P M=y, so wie den Druck, welchen jede der beiden Stiitzen er-
leidet = p; so ist fiir diesen letzteren p.2a=0.a-+2aq.a oder

p=30+aq .. (o

Ferner ist das stat. Moment in Bezichung auf den Punct M (wel-
chen man sich wieder befesligt, dagegen die Kraft p im Puncle 4 auf-
wiirls, und jene A P.q in der halben Léinge von A M abwirls wirksam

denk) =p(a — ) — (a— ) ¢q. (a%z) =p(a—2) —; ¢ (a—2)%
folglich (Aufgabe 32, Relat. n):
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dﬂ
E’(Ey,-———-p(a—-.z-)—].—éq(a—m)z.
Daraus folgt durch Integrirung
E’ ~——C’—p(aw—%w2)+%q(a2w—awé+§w3)

oder da fiir &= 0 der Quotient g—i (als Tangente des Winkels, welchen

die im tiefsten Puncte D an die Curve gezogene geometr. Tangente mit
der Abscissenachse bildet) =0, also die Constante € ebenfalls — 0
wird, auch
Edy=—p@r—iz>)de+iq@c—az®F+LadHde .. 3)
woraus ferner
ala? z‘

ot e —*) —hq( WEkE o

oder da fir z=a, y— 0, folglich die Constanle der Integration

C=1pa®—1ga* wird, sofort

Ey=3pa®—zqa*t—p {‘i__)+ ( — Z
oder wegen p =21 0 -} ¢ a (Relat. u) endhch
Ey= oﬁa 0911) (00 "I_ s_|_2q_4$4__ @

folgt.

Zusatz 1. Wollte man die Lage der im Puncte 4 gezogenen
Tangente A T bestimmen, so diirfte man in der Relation (3) sofort nur

dy p ; !
x=a und — ag — ‘ang a setzen (weil y abnimmt, wenn & zunimmt)

und tang a daraus bestimmen; diels wiirde geben :
30a*+4qa®
ST 1
0z @
Da fir =0 die Ordinate y=CD =05 am grolsten wird,

tany a =

3 4
s0 hat man aus (I) E’ézoﬁ—a -+ 55; und daraus :
3 = ¢
P 40d*+5qa @
24 E

Endlich ist (vergl. 82. Aufgabe, Relat. m)
E'=p[pla—a)—3q(a—z)?]
folglich, wenn man in diese Gleichung fir E’ den Werth aus der vori-
gen Relation (2) und fiir p den Werth aus («) setzt und dann p bestimmt,
die Grofse des Kriimmun gshalbmessers im Puncle M:
i ; 40+bHqa e
1280(@a—z) 0 +g(a+2)

pP=
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Zusatz 2. Selzt man ¢g=0, so gehen die Gleichungen (),
(1), (2) und (3) iber in jene:

2a®—3az*+ x®)

tang a ——_‘-E

ga’
'==6E'as
38 (a—x)
welche Werthe mit jenen in der Aufgabe 84, Zusatz 2, wie es seyn
soll, genau ibereinstimmen.
Setzt man dagegen Q= 0, so gehen die genannten 4 Gleichungen

), (1), (2 und (3) iiber in:

RETT

und D—

"/—24E’ 5a*—6a*z*t x*)
. g¢&
b tang « =3E’
b ak
ChaaE
und p=——fﬁ—-—-—
123 (¢*— )

was wieder mit den analogen Ausdriicken der vorigen Aufgabe (Zusalz)
gehorig iibereinstimmt.

Anmerkung Will man nicht schon im voraus den mittlern Punct 2 als
den tiefsten der Curve A D B gelten lassen, also bei der Bestimmung der

dy .
Constante € der ersten Integration den Quotienten e funer— (i chb

dy
schon als bekannt ansehen und wie es oben geschehen dafiir :l; = 0

setzen, d. h. die an diesen Punct 2 gezogene Tangente als parallel mit
A B annehmen ; so bilde diese Tangente mit der Abscissenachse A B gegen
A hin allgemein den Winkel o, so, dals in der obigen zweiten Differen-

dy
zialgleichung (des ersten Grades) fiir £ =0 der Quotient i = fang o,
daher die Constante €= E’tang« wird. Mit diesem Werthe erhilt man
bei dem vorigen Verfahren fiir den Ast AMD:

3

’ 0a* b5qa 0d, .00
E'y=—atang a 4 6 + o4 ——xmnga-—-(4 ) '
ge i
12 B “

und fiir den Ast A’M’D, wobei sich nichls dndert, als dals feng« mit
entgegeugesetztem Zeichen zu nehmen ist:
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Oat .5qat qa
E‘y:atanga-}-——+ N + x lang a — 4 - T+
Ozl gz
12 =H 24

Um nun den Werth fiir Zang a zu finden, sey fir £ =0 die Ordinate
¥ =23, so ist aus diesen beiden Gleichungen:

0a® 5q a*
E 8 = — e
atang a + 6 o4
y Oa 5qa*
und E'S = alang a + 6 + 21
daraus durch Subtraction :
0=2atang a oder tanga=0 .. ()
: 0a" gl
durch Summirung dagegen entsteht 2 £8 =2 [? + T und
4 otz + 5qa*
daraus folgt d= 9ng.  » Wie oben.

Aus der Gleichung (4) folgt zur Bestimmung der grifsten Ordinate,
mit Riicksicht auf die vorige Gleichung () 2
Oa qa z’ qa:
( o e )

()a q(z
und daraus z = 0, womit der zweite Quouent

in der That nega tiv ausfillt.

37. Aufgabe.

Der gewichtlose elastische Stab AcA’ (Fig. 43) ist in A einge-
mauert, in €' mit dem Gewichte @ bhelastet und liegt am andern Ende A’
auf einer Stiilze frei auf; es soll die Curve beslimmt werden, welche
der Stab dabei annimmt.

Auflosung.

Es sey AB=a, A4’=1 und der Druck auf die Stitze in A’
=p, ferner seyen die rechtwinkeligen Coordinaten irgend eines Punctes
M der Carve AMC, AP=a, PM=y, so wie eines Puncles M’ der
Curve A’M'C, AP'=a' und P‘M’'=y’; so ist das stat. Moment in
Beziehung auf den Punct M (wobei man sich nach Aufg. 33, Zusalz,
den Punct M befestigt und in A‘ die Kraft p aufwiirls, dagegen in C
jene Q abwiirts wirkend denken kanm) M=p(l—a)— 0(a— o),
folglich wicder
d’y
de?

"

=—p{-—ax)-}+ 0(a~ &) und daraus
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E,.QQ =—p (Ia:—f)—}—() (a.’c—z—’) 594

wozu keine Constante kommt, weil fir z =10 auch —= =0 ist, ferner

aoe
== (-2 ro(E-2)
ebenfalls ohne Conslanle, indem fir 2 =0 auch y=0 seyn mufs;

dabei liegt & innerhalb der Grenzen 0 und a.
Eben so hat man in Bezichung auf den Punct M’ der Curve A’M'C
das stat. Moment (indem man s:ich M’ befesligt, und im Puncte A’ die
Kraft p aufwarts wirkend denkt) I —p (l— x"), folglich
E’ gy =—pU—ax), also E’— =0=—p —ﬁz
dz’? o) p( ’

oder da fur ' =a der Quolient (mdem ndch Aufgabe 383, dxe beiden

: ; : 3 dyte »
Curven im Puncle € eine gemeinschaftliche Tangente haben) :1%’ jenen

; : .y
Werth annimmt, welcher aus der Relation (m) furﬁhervorgehl,wcnn

man @ = a setzt, folglich
—-—p(la——)—-}—oa C—p (la——(—l-> oder C—-%I£

’ 17 Tl
wird, auch: e G —p l.r——
b dz’

und daraus weiters :
0a® VAR
Blplas e pl Pl ) b gpEeer .
AT ekt S I ) i
Da ferner y’ fir 2'=a jenen Werth annimmt, welchen y fir
@ =a in (I) erhilt, so hat man zur Bestimmung der Constanten C’:

0(4 ()a‘ la*
= L AR, L C
GUF =) e ()

a
und daraus itk 3
6
folglich, wenn man diesen Werth substituirt, auch:
E' y — ﬂa _'_ Q_Ilzm/ Lz’ z (II)
o ORI TR PXT b )

wobei x‘ von a bis / genommen werden kann.

Um endlich noch die unbestimmte Grofse p zu bestimmen, ber iilze
man die Bedingung , dafls fir # =1 die Ordinale y =0 seyn mufs, so
erhilt man:

e a*(3! - a)

9 O ()
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welcher Werth noch in die Gleichungen (I) und (II) der Curven AMC
und A’M’'C gesetzt werden kann.

Zusatz 1. Zur Bestimmung der grofsten Ordinate oder
des tiefsten Puncles des gebogenen Stabes hat man zuerst aus der
Gleichung (I)

2y (-2 ro(ea—5) =0

und daraus, nachdem man mit @ abgekirzt (oder die Wurzel £ =0
beseitigt) hat: K o
Qu—pli
- )
setzt man in dieser Gleichung ¢ = a + o’ und fiir p den Werth aus (»),
50 zeigt sich, dals nur dann, wie es die Natur der Sache erforderl,

D=2

@ Zaseyn kann, wenn a’ 2 —% ist. Da der zweite Quolient
d*y o
dz?
unler dieser Bedingung wirklich ein Maximum von y Stalt.
Es folgt ferner aus der Gleichung (II): J
‘ 2
8 (1) =0
und daraus, wenn man wieder fir p den Werth aus der Relat. (n) selzt

e=[i-V ()] @

Da aber fir diese Curve A’M'C' &’ < a seyn muls, so folgl, dafs
wenn man in diesem Ausdrucke von &’ die Grolse I=a--a’ selzl,

=—0Qa(2a*+} aa’}2a’*)-dabei negativ wird, so findet

; : : ; ur
diese Bedingung nur erfiillt wird, wenn a’ < -\/1—2 isl.
Auch wird in der That dafir der zweite Differenzialquotient

2,,
¥ = —p{l—ax) negativ, also die Ordinale y* cin Maximum.

de?

Diese Untersuchung zeigt also, dafs in dem Asle oder in der Curve
£8m By findet,

AMC fir y ein Maximum und zwar fir z=2.
wenn l=a -+-a’ geselzl, a' Z %isl. Ferner dals in dem Asle oder
in der Curve A’M'C eine grofste Ordinale y’ exislirt und zwar fir

l—a L
r'=|1— {, wennl!= . oegelzt, @' 18k
[V (:75) ] ata geselzl, @' S

o a . . . i
Fir o' = Fa wird in beiden Fillen 2 = o'=a, so, dals dann

der Aufhingpunct € zugleich auch der tiefste Punct ist.
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solches in der zweiten Curve bestehen, und umgekehrt, nur fir o’ = e
fallen beide grofsten Ordinaten im Aufhéngpunct €' zusammen.
Fir a'=a oder I=2a wird p=30

Zisiait z 2,
12
T=114,

und aus der Relation (2):
es liegt also, da dieser Werth @ > @ ist, kein Maximum von y in der

Findet also das Maximum in der ersten Curve Statt, so kann kein
! [

Curve AMC.
Dagegen wird fiir den zweiten Ast A'M’C aus der Gleich. (2)
z'=2a(1—\/})
und da dieser Werth von 2 zwischen ¢ und 2a liegt (indem &'«
und <<2a 1st)', so findet in diesem Aste eine grofste Ordinate y’ Statt

und zwar ist yh e = GE’ \/i
Die beiden Gleichungen (I) und (1) der Curventheile 4 M C und

A’M’C gehen iiber in jene:
3a 11
B
=0 16 96 )

ba
bl /2 /3
+g ")

Zusatz 3. Setzt man wieder den Pfeil oder die Ordinate des
Aufhdngpunctes BC==25, so erhilt man sowohl aus der Relation (I)

und

als aus jener (JI) fur .7-=a sofort y =y'=16 und zwar
A2 T 3 2
&y [42—aBl—a)?] . @)

1y Sl SR e [N
e g @— V2

welcher Werth in der That, wie es seyn soll, mit der grofsten Ordinate

y in (D oder y’ in (2I), welche fir & = a2’ = a entsteht, tbereinstimmt.

Anmerkung. Fir!=2¢ ist nach Zusatz 2 die grolste Ordinate in dem

as

0a’ 0
Aste A’M’C und i ‘= S T e &
ste und zwar ist YN 6y 5B oder nahe TV wih
aﬂ oll!l

rend die Ordinate des Aufhing i =
inate des Aufhingpunctes & 06 L’ oder nahe 377

also in der That »* >0 ist.
38. Aufgabe.

Der elastische , gewichtlose Stab B A B! (Fig. 44) liegt horizontal
auf 8 Stilzen A, B, B/, von denen sich jene A in der Mitte zwischen
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den beiden andern B, B’ befindet, frei auf; wenn nun jede Hilfte des
Stabes in der Mitte € und €’ mit den Gewichlen Q und @’ belastet ist,
50 soll der auf jede der 3 Stiitzen entfallende Druck und zugleich die
Biegung bestimmt werden, welche der Stab dadurch erleidet.

Aufiosung.

Es sey AB=AB =a, der Druck auf den Punct 4 gleich p
und auf die Puncte B und B’ beziechangsweise ¢ und ¢’, so wie der
Winkel, welchen die im Puncte A an die Curve gezogene Tangente mit
der zur Abscissenachse genommenen Geraden B B’ bildet =« ; so hat
man zuerst:

Uy Yy ERig MR e
ferner, wenn man sich die Pressungen p, ¢, ¢’ als Kriifte vorstellt, welche
den in den Puncten A, B, B’ nach aufwirts wirkenden Kriften p, ¢, ¢/
gleich und entgegengeselzt sind, nach statischen Gesetzen (wenn man
B als Drehungspunct ansicht) :

2a¢+pa=0.3a-+40.%a
und (B’ als Drehungspunct):

2a9+pa=0.3a+4+0"%ta
folglich 2 (=g —0—00 8, F)

Setzt man fiir die rechtw. Coordinaten eines Punctes M der Curve
ACB, AP=x, PM =y und denkt sich von dem Theile BCM der
Curve den Punct M befestigt, dagegen in ¢ und B die Kriflte @ und ¢
ab- und aufwirts angebracht; so ist das stat. Moment in Bezichung

auf diesen Punct = ¢ (@ — a) — 0 <§ — .r) , folglich (genau so wie

bei den vorhergehenden Aufgaben):
d2 4’y

a
B, —~Q<;—w)—q<a—&‘>
, dy @® H9bigh z* y
und daraus E —=0(7—Q_)—’/(‘””_2—)+(’

dr
3 : d . .
oder da fir @ =0 der Quotient l—“” ==tang a seyn soll, mithin die
dz

Constante C'= E' tang « wird , auch:

2 ?
E/d_y_ =0(112_1'_.:_> —q(aw—f—)—l-E'm”.’I"-- (a)

dz
woraus durch abermaliges Integriren, sofort

’/=Q(ﬂ$ s)——r/ li——)+¢E’tanqa.. D

folgt, wozu keine Constante komml, weil fiir & = 0 auch y = 0 seyn muls.
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Diese Gleichung bezieht sich auf alle Puncte der Hilfte A M C, so, dals
darin & nur von 0 his ;1 genommen werden darf.

Auf die zweite Hilfte B ¢ der Curve A CB ubergehend, sey fir
irgend einen Punct M‘, AP'=a* und P'M'=y’, 0, dals hier &’ nur

@i : ;
von = bis @ genommen werden darf; so ist (wenn man sich den Punct

M’ befestigt, dagegen im Puncte B dieKraft p aufwirts wirkend denkt)
das stat. Moment in Bezichung auf den Punct M‘'=g¢ (a — &)

32,

d7y’

folglich wieder E’ 53

=—q@—a)
und daraus :

/3
L e —=
d;z:’ (/( G )
Um die Constante € zu bestimmen, bemerke man, dafs die beiden

Hilften A ¢ und B € der Curve ACB in C eine gemeinschafiliche Tan-

s % 2 d i
gente haben miissen, dafs also der vorige Quotient d—i Turs= el — ;i

3 : 5 vady ct
denselben Werth, wie der obige Quotient d_lzl in(a) fir 2= ;i erhalten
mufs ; diels gibt die Bedingungsgleichung :
10a*—2¢a*+ E'tanga=—35qa*+C
woraus C=1 Qa® - E’tang « folgt, so, dals wenn man diesen Werth
substituirt, sofort

, 4 / o 8
E = =104*+} E'tanga—g (aa: — 2—v)
und daraus durch abermaliges Inlegriren

/2 /8
E’y'=C’—}—%Qaz.z-’—l—.z-’E’tanga—q(q; ——2—:—)

folgt. Zur Bestimmung der Constanten €’ bemerke man, dals y* fiir

o — Z— denselben Werth wie y fir @ = % in der vorigen Gleichung (I)

annehmen mufs; stelll man daher wieder wie vorhin die dieser Bemer-
kung entsprechende Bedingungsgleichung auf und bestimmt daraus €,
o0 erhélt man C=—2X%0d®
und damit aus der vorigen Relation die Gleichung der Curvenhilfte BM/C':
/2 13
E’y—_—%— o' -+ ' E'tanga—gq ﬂ———) ()a . ()
Aus diesen Gleichungen (I) und (II), welche den Curvenlheilen

AMC und BM'C der Hilfte ACB entsprechen, erhilt man jene fir
die Curventheile 4 ¢* und B'C” der Hilfte 4 C'B’, ganz einfach, indem
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man in diese Gleichungen Q' stait 0 und ¢’ stalt ¢ setzt und fang « mit
dem gnlgegengeseizten Zeichen nimmt ; man erhélt dadurch:
az’

Ey=0'(~— ———)——l] i ——)—.Z'E’[an(/a (0]
ez e Bl Qa

und E'y’ —08—.1-‘—.1‘ E’mn_qa—q (— T ar

dabei ist in der erstern Gleichung & von 0 bis f und in der letztern

x' von Z— bis @ zu nehmen.

Setzt man in (II) und (IIY) «'=a, so wird y'=0, folglich,
wenn man gehorig reducirt und mit @ abkiirzt :

0=EFE'tanga+ 2 0a*—L1qa® (8
und 0= — E'tang a 4% 0'a®*— L q'a®* (4
0, dafs sich aus den vier Gleichungen (1), (2), (3), (4), die noch
unbestimmten Grofsen a, p, ¢, ¢’ bestimmen lassen. Man erhilt nimlich
durch die Sublraction von (8) —(4):
0=2E'tang a + 5 a*(0— 0D —3a*(¢—¢")

oder, wenn man fiir ¢—g¢’ den aus (2) folgenden Werth substituirt
und tang « bestimmt :

SR 0=10Y
tang « = Ty ok @11))]
Mit diesem Werthe von ‘ang « folgt ferner aus (3):
1805910
g5 g awv
und eben so aus (4):
130'—30
R
und damit aus (1):
_20+0 VD
32

Anmerkung. Wie man sieht, so triigt die mittlere Stiitze 4 um = der
ganzen Last 0~ 0' mehr als das Doppelte von dem, was die belden
Stiilzen B und B° zusammen tragen, oder mit andern Worlen, diese Stiitze
triigt etwas weniges (und zwar um £5) mehr als § der ganzen Last.

Auch sieht man, dafs die Pressungen auf die Stiitzen von der Grofse
Z' unabhiingig sind, folglich dieselben bleiben, der Stab mag viel oder
wenig biegsam seyn. Aus diesem Grupde filll auch die bei der Ver-
theilung des Druckes einer in 3 Puncten unterstiitzlen geraden steifen
Linie bestehende Unbestimmtheit, wie sie in der 4. Aufgabe vor-
kommt , sogleich hinweg, wenn man dieser Linie auch nur die allerge-
ringste Biegsamkeit zugesteht.
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Zusatz. Fir den besondern Fall, dafs Q'= @ wird, erhélt
man aus den vorigen Relationen :
pP=50, 9g=¢'=20 und fanga=20
80, dafs also die Abscissenachse B A B’ zugleich eine Tangente an die
Curve im Puncte A4 bildet. Die Gleichungen (I) und (II) oder (IY) und
{r) gehen dabei in die Gleichungen iiber :

E’_y:£ Gaz®—1123)

und E'y —'—(——2a3-|—l2a z'—15ax'®*+ 5 %)
wovon die erstere den Curvenhilften 4 ¢ und A€’ und die letztere
jenen B C und B'C’ entspricht.

Fir .z-=;igibt die erstere, und fiir .z-/=(2i die letztere densel-
704°
768 £

Fiir & = 0 gibt die erstere, und fir 2/ =« dieletztere y = y'=0,
Alles wie es seyn soll.

ben Werth: o= —

Zur Bestimmung der crri')fsten Ordinate folgt aus der ersten dieser

: : dy
beiden Gle - = —— (18 — 332 = nd daraus
iden Gleichungen = E’ (18ax o) =08

. P o a
o = 0 fir ein Minimum und @ =284, welcher Werth grofser als 5

folglich fiir diese Curvenhilfte A € unbrauchbar ist. Aus der zweiten
A 3 s ted)! it St
Gleichung dagegen erhilt man o (12a*—380ax 152> =0

und daraus z'=a + a\/%, wovon, da @’nicht grofser als a seyn darf,

nur der zweite Werth 2/’ =« (l —715> , welcher, wie es fiir den Cur-

ventheil B C seyn soll, grofser als Z— und kleiner als @ ist, in der That

einem Maximum von g’ entspricht, indem dafiir der Quotient

e A =A(—30a-+30x) negativ ausfillt, und zwar ist dafiir

dz? 4
3
Y aiogld . oder nahe — 2%
mar S AR/ 107 £/
wihrend der obige Werlh fiir die Ordinate des Aufhdngpunctes € nahe
den Werth 6= 0?)71:’ gibt, dieser also jedenfalls elwas kleiner als

der vorige Werth von ¢’ ist,
Was endlich den Kriimmungshalbmesser betrifft, so lifst sich dieser
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fiir jeden der beiden Curventheile A € und B € wieder eben so, wie bei
den vorhergehenden Aufgaben ohne Schwierigkeit bestimmen.
Anmerkung Setzt man hier (in diesem Zusalz) iiberall 2« statt @, so
erhilt man genau dieselben Gleichungen und Werthe wie im Zusatz 2,
der vorigen Aufgabe. Jede Hilfte des Stabes ACB und AC B st also
hier genau in derselben Lage. als ob dieselbe in 4 eingemauert wire und
bezichungsweise in B und B’ frei auflige.

39. Aufgabe.

Die vorige Aufgabe mit Riicksicht auf das eigene Gewi cht des
clastischen Stabes oder Balkens aufzuldsen.

Aufiosung.

Behilt man durchaus dieselbe Bezeichnung wie in der vorigen
Aufgabe bei und selzt das Gewicht der Lingeneinheit des Stabes (oder
wenn dieser gewichllos betrachtet wird, die noch aufser der Belastung
0 auf die Lingeneinheit kommende gleichformige Belastung) =g; s0
mufs man jetzt fir das erstere, auf den Puncl M bezogene stat. Moment
der vorigen Aufgabe

M=yg(a ) Q(g——a‘)—%y(a—.y)z

(i
da:yz— *‘—-.L‘)—}— gla—ax)*—qla—ax)

selzen (also hier noch das Glied g(a—a). L¢a— @) hinzufigen,
woraus man, genau wie frither verfahren, nach und nach

N

q (a.r——;—) —~+ E'tang «

und daher 75!

und - ,
E’y—O(—w ! )+%g(’im2_‘ima+f_2

gl == )-ﬂ—.L'E’lrmqu D
erhilt.
Fiir die Hélfte B C ist jelzt das slat. Moment
=q(a—x) —L+g(a—a)* folglich
i
dz'* 4
und daraus (da die Constante C=% | E tang « wird):

—1lg(a—2)'—q(a—a)
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Q a

El%:':%‘/( am’2-—}— )—q(a.z——-)-—]— -+ E’tang«
und
(A A1
trob (E ) ()
o[l / i
: z'+ a'E 48 D

die den 4 Gleichungen (1), (2), (8), (4) der vorigen Aufgabe analogen
Gleichungen sind hier :
p+g+¢=0+0+2ag9 (1
2(—g¢H)=0—0" @
ferner, wenn man in (IT) und (II") (welche letztere Gleich. aus jener
(H) entsteht, wenn man wieder Q' und ¢’ statt Q und ¢ schreibt und
tang & negativ nimmt) a’= a setzt, wofir y’=0 wird:
0=1ga*—1ga®+ 5 0ataE tanga (3)

und 0=1lga*—Ltqa®+ 50 a®*—aE'tange (4)

Aus diesen Gleichungen folgl ganz einfach, wie in der vorigen
Aufgabe :

a@:(0—"100)
Qa= = i
dagegen zgg:w
e D08 o5 5 05 E 0 ag
o 32
G =22(0 +§2+4O”y

Endlich erhdlt man fir die Ordinate des Aufhangpunctes (fir =

PRI

a
aus (I) oder w’=§— aus (I):
SRIE " gat
e oF’
welche Ausdriicke simmtlich, wie es seyn soll, fir g=0 in die cor-

respondirenden der vorigen Aufgabe iibergehen.

40. Aufgabe.

Wenn zwei malerielle Kugeln aus homogenen Schichten oder
Schalen gebildet sind, deren simmtliche Puncle sich im geraden Ver-
haltnifs ihrer Massen und im umgekehrten Verhaltnifs des Quadrates
ihrer Entfernung anziehen, die Resultante der Krafte zu finden, welche

Jede Kugel auf die andere ausiibt.
Burg's Mechanik. Suppl. 28



434

Auflosung.

I Betrachtet man zuerst die Anziehung einer homogenen Kugel-
schale, deren Mittelpunct ¢ (Fig. 45) ist, gegen einen maleriellen Punci
0, welcher aulserhalb der Schale liegt; so sey » der Halbmesser
der Schale und & ihre unendlich kleine Dicke, folglich V=472 5 ihr
Volumen ; ferner bezeichne p die anziehende Kraft, welche zwei mate-
rielle Puncte in dem Abslande = 1 gegen einander ausiiben, wenn jeder
Punct dic Masse =1 besitzt, m sey die Masse des materiellen Punctes
in 0 und m’ die Masse der Volumeneinheit der Kugelschale, folglich
M =47z 5m jene der Schale selbst; ferner sey €O = a der Abstand
des materiellen Punctes O vom Millelpunct € und fir irgend eine unend-
lich kleine, im Puncte M liegende Oberfliche > der Kugelschale, der
Abstand MO = %, folglich, da das Volumen dieses Elementes der Schale
= wd und dessen Masse = w dm" ist, die Anziehungskraft gegen den
Punct 0, nach dem angenommenen Geselze :

wdmm’

s —‘z‘r"l’ (©)

Denkt man sich die Kugelschale durch zwei Ebenen M M’ und
mm' geschnillen, welche auf der Geraden €O perpendikulir stehen und
einander unendlich nahe liegen, so, dafs fir OP—=a Op=a | dx
ist; so hal die Resultirende aus allen dhnlichen Kréflen wie p’ in (o)
der dadurch abgeschniltenen unendlich schmalen Zone, die Richtung
0C¢ und als Grofse oder Intensitit die Summe aus den Projectionen der
simmllichen elementaren Kriifte p’ auf die Achse 0C*).

Nun ist die Projection der Kraft p/, welche in M wirkt, auf die
2

z
Achse €O offenbar —p’= w smm’ p
P 2

(Relat. «), folglich gibt die

#) Nimmt man nimlich in Nr. 15 die Richtung der Resultante 3 fiic die
Achse der 2, so wird in der dortigen Relation ¢ = 0, & = ¢ = 90° und daher
R=Z(PCosa), Z(PCosB)=0 und = (PCosy)=0.

Von diesen Relationen sagt die erstere aus, dals die Grolse der
Resultante mehrererauf einen Punct wirkenden Krifte
gleich istder algebr. Summe aus den Projectionen die-
ser Seitenkrdfteaufdie Richtung der Resultanle, so wie
jede der beiden letztern, dafs die algebr Summe aus den Pro-
jectionen dieser Seitenkrifte auf eine zur Resultiren-
denperpendikuliren Achse gleich Nullist.
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Summe aus allen dhnlichen Werthen, welche den auf der genannten
unendlich schmalen Zone liegenden Elementen ¢ entsprechen, die Ge-
sammtanziehung dieser schmalen Zone auf den materiellen Punct 0.
Setzt man daher, da alle auf dieser Zone liegenden Elemente «> dasselbe
a und % haben, fiir die Summe dieser Elemente den Sector selbst, d. i.
2rrda, so ist die eben genannte Anziehung der materiellen Zone
M M'm‘m gegen den materiellen Punct O und umgekehrt des Punctes O
gegen die Zone, sofort:

o M rdzr

1
R OV ol i

Da aber &%= 2*+ MP*=a*} r*— (a—az)*=1r’—a’+ 2ax,
folglich

%*+a*—r?

dz
r=-——— und dm=22
2a

2a
ist, so folgt auch nach gehoriger Substitution und Reduction :

dp_”””’ [dz 4+ (a? —r2>—]

Wird diese Gleichung integrirt, so erhilt man fir den allge-
meinen Fall:
T Mmp (a —7rY
B 7 da’r l:% ] wtnl
Liegt nun
a) der Punct O, wie oben angenommen worden, auflserhalb der

Kugelschale, so mufs diesesIntegral innerhalb der Grenzen von g =a —r
bis = a -} genommen werden; dadurch erhilt man:

__Mmp i 1
L Aair [ 1iv s a-}- G
oder nach gehoriger Reduction :
Mm
=i i R

Liegt aber
b) der Punct O (Fig. 46) innerhalb der Kugelschale, so muls
das vorige Integral zwischen den Grenzen von =17 —a bis s=r-a

genommen werden, wodurch man aber
M mp

T 4ar [ . + —(r—@“r:a]
oder nach gehoriger Reduction
PE—10" {2 enhalt;
Aus der Relation (1) folgt, dafs die anziehende Kraft,
welche die Kugelschale von der Masse — M auf den
D[}
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dufsern Punct O von der Masse =m (und umgekehrt
m gegen M) ausiibt, genau dieselbe ist, als wenn die
gesammte Materie der KugelschaleinihremMittelpunct
vereinigt wire.

Dagegen zeigt die Relation (2), dals die Anziehungskraft,
welche die Kugelschale gegeneineninnerhalb liegen-
den Punct ausibt, Null ist.

II. Da nun das eben Bewiesene von jeder mit dieser concentri-
schen Kugelschale gilt, so folgt, dals ein aus homogenen concentrischen
Kugelschalen zusammengesetzter Korper, dessen sdmmiliche Puncte
einen aufserhalb liegenden materiellen Punct nach dem umgekehrten
quadratischen Verhiltni(s der Entfernung anziehen, dieselbe Wirkung
auf diesen Punct, so wie auch umgekehrt dieserPunct auf den Korper
ausiibt, als wenn die ganze Materie dieses Korpers in seinem Miltel-
puncte vereinigt wire.

Weiters folgt, dals sich bei demselben Anziehungsgesetze die
Wirkung eines aus homogenen Kugelschalen gebildeten Korpers gegen
einen in seinem innern befindlichen Punct auf die Wirkung jener Ma-
terie beschrinkt, welche von der durch diesen Punct gehenden Kugel-
fliche eingeschlossen wird, gegen welche nimlich dieser Punct als ein
dulserer erscheinl, wahrend die Wirkung der ihn einschliefsenden
concenlrischen Schichten Null ist.

Anmerkung Wire demnach unsere Erde genau kugelformig und homogen,
so wiirde ihre Anziechung auf einen Punct im innern derselben dem
Abstande dieses Punctes vom Mittelpuncte der Erde direct proportional
seyn, wibrend ihre Anziehung auf einen aufserhalb oder tber ihrer
Oberfliche liegenden Punct dem Quadrate der Entfernung umgekehrt
proportional wire. Denn man miifste nach dem lelztern Satze fiir einen
innern Punct 0 (Fig. 46) die Masse M der anzichenden Kugel dem
Cubus des Halbmessers €0 = @ proportional, also in der obigen Formel (1)
M=pa® M sctzen, wodurch P=p M m.a wird, wihrend fir dulsere
Puncte die Masse M (= n7°) constant, also auch die Formel (1) unge-
andert bleibt.

III. Liegen endlich die Mittelpuncte €, € zweier aus homoge-
nen concentrischen Schichten bestehenden Kugeln von den Massen M
und M’ um die Entfernung @ auseinander, so ist die Wirkung der ersten
Kugel ¢ auf jeden materiellen Punct der zweiten Kugel €“ eben so, als
wenn die Masse M der ersten Kugel in ihrem Mittelpuncle vereinigl
wiire; ihre Wirkung ist daher auf die Gesammtmasse der zweilen
Kugel die némliche, als wenn im Puncte € die Masse M hefindlich
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wire, welche ihre Wirkung auf diese zweile Iugel ¢’ ausiibte. Die
Resultante dieser Wirkung ist aber

MM

a4

gerade so, als wenn auch die Masse M der zweiten Kugel in ihrem Mittel-
puncle €’ vereinigt wiire ; hieraus folgt der Satz, dafs die Resulti-
rende der Krifte, welche jede Kugel auf die andere
ausiibt, genau diendmlicheist, wie wenn die gesammte
Masse oder Materie jeder Kugel in ihrem Schwer-
oder Mittelpuncte vereinigl ware.

W =



B) Aus der Dynamik.

41. Aufgabe.

Ein auf einer schiefen Ebene 4 B (Fig. 47) liegender Korper vom
Gewichte Q ist durch einen mit der Ebene A B parallel laufenden, iiber
eine Rolle gefithrten Faden mit dem Gewichte P verbunden; es sollen
die Gesetze der durch das Herabsinken des Gewichtes entstehenden Be-
wegung , mit Riicksicht auf die Reibung , welche zwischen dem Korper
und der schiefen Ebene Stalt findet, bestimmt werden.

Auflosung.

Ist « der Neigungswinkel der schiefen Ehene und p der betreffende
Reibungscoeffizient, so ist Q Sina das relative Gewicht des Korpers und
0 Cosa der normale Druck, folglich 1 Q Cos« der Betrag oder die
Grofse der Reibung. Die nothige Kraft um den Korper iber die schiefe
Ebene hinauf zu ziehen ist demnach K= Q Sina - p Q Cosa; ist daher
P> K, so ist die bewegende Kraft K‘=P — Q Sina— u Q Cosa
und die bewegte Masse M= P - Q, folglich entsteht eine gleichformig
beschleunigte Bewegung fiir welche dieBeschleunigung (§.146,Gl1.2)

G=Eq= P— QSina—p QCosa
M- P+ 0
und womit sofort Alles gegeben ist; denn es ist z. B. der in der Zeit ¢
zuriickgelegte Weg 8—10G%

die dabei erlangte Endgeschwindigkeit »=G'¢ u. s. w.

Zusatz. Soll dieBewegung gleichférmig werden, so muls
G =0 seyn, diefs gibt also 0 =P — Q Sina —p Q Cos a, woraus

— — tang «
# 0 Cosa %

folgt, wenn nimlich (aufser Q) die Grofsen P und « gegeben, oder
P = Q(Sina—p Cosa)
wenn die Grofsen n und « gegeben, oder endlich
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PtpvIt+p)0*— P
a+pHe
wenn die Grofsen P und p gegeben sind

Sina =

Anmerkung. Ist 0 Sina>P+p0Cosa, sO gleitet der Korper 0 mit
gleichformig beschleunigter Bewegung iiber die schiefe Ebene herab, und
zwar ist die Beschleunigung:

QSina—P—p0Cosa
=" o g.
B0
Die Bewegung wird dabei gleichférmig, wenn ¢ =0 dii.
0Sina=P-+p () Cosa oder P=0(Sina - p Cos o) ist.

42. Aufgabe.

Die Bedingungen anzugeben , unter welchen das Gewicht P den
Korper 0 vom Gewichte 0 (Fig. 47) in der kiirzesten Zeit iber

die schiefe Ebene A B, bei welcher die Hohe BC=» gegeben ist,
hinaufzieht.

Auflosung.

Wird auf die Reibung keine Riicksicht genommen, so ist, wenn
P> 0 Sin a, die Beschleunigung :
P— QSina
—————g un .
2 i Sin a
Wird demnach der Weg AB in der Zeit ¢ zuriickgelegt, so ist

AB=1G¢* oder t=\/(gé€£ , oder wenn man fiir A B und G die
Werthe setzt, auch:
24 (P+ 0)
lz\/[y Sina(P— 08inay_ "’ )

Da nun der Zihler dieses Bruches constant ist, so wird ¢ am
kleinsten, wenn der Nenner, oder der Factor P Sin«— Q Sin®« am
orofst ist; setzt man daher

% — P Sina— QSin®a,
so ist nach der Regel:
dz

g P Cosa— 2 QSina Cos« =0 und daraus
. &

G—

Ml B y 3
Cosa =0 als die eine, und Sina ey als die zweite Wurzel.

Der zweite Differenzialquotient
d*z
d——a” =—PSina—2 Q (—‘ Sinz o + leSz a)
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ist fiir den erstern Werth, namlich fiir Cos « = 0, wofiir a =90° und
Sina=1 ist, sofort =20 —P, dagegen fiir den zweiten Werth,
CB-RAgr= )

20 .

Da nun, wenn « moglich seyn soll, P =2 Q seyn muls, so ist
fir den letztern Werth, d. i fir P<<2Q, woliir a << 90° ist, dieser
zweile Differenzialquotient negativ, folglich dafir = ein Maximum.

Fir P =2 Q dagegen, wofiir « = 90°, also Cos a« = 0 ist, wird
dieser zweite Quotient und damit auch der dritte Differenzialquotient
= Cos« (— P+ 80 Sin ), Null und endlich der vierte Differenzial-
quotient = P Sina -+ 8 Q (Cos*« — Sin®.) dafiir negativ, so, dals
auch fiir diesen Werth % ein Maximum oder ¢ ein Minimum wird, d. h.

/e
d. i. fiir Sina= = wie leicht zu sehen =

: : 5 : Pr g 5
die Zeit ¢ wird am kleinsten , wenn Sina— 70 ist, esmag dabei P —

oder << 2 0 seyn
Ohne Anwendung der Differenzialrechnung gelangt man zu dem-
selben Resultate auch auf folgende Art.
Setzt man ndmlich den gesuchlen grofsten Werth des obigen Nen-
ners' z, d. i. P Sina— Q Sin*« = A, so folgt daraus
Sina= ’ii Vi ek 2.1 H
20

soll nun « moglich seyn, so kann A4 hichstens so grofs werden, dals

3 Plaie
P2 —140=0,d i 4= ey wird, was sofort
4 &
Sina = 27 Ky

wie zuvor gibt.

Um aber den kleinsten Werth von ¢ aus der Gleichung (1) zu
erhalten, darf man nur fir Sin « diesen gefundenen Werth 2%) selzen ;
dadurch erhalt man:

8A0(P+ 0)7]
—V[RE0]

Istaulserdem noch P =20, also « = 90°, so wird dafiir der kleinste
62
Werth : el D L P © S4B
| (g ) ¢ 58)

Zusatz. Ist « jener Winkel der schiefen Ebene, bei welchem
unter Beibchaliung derselben Hohe 4, P mit Q im Gleichgewichte steht,

B : ;
also P= QSin o oder Q—[)—§Sm<p ist; so hat man, wenn a jenen



Winkel der schiefen Ebene bedeutet, fiir welchen die Hubzeit ¢ ein Mi-
nimum wird , zufolge der vorigen Bedingungsgleichung (3),
Sin a -——-21- Sin o.
Ist z. B. in Fig. 48 AB— L und A'B=, so ist, wegen BC=1h
sofort = 18iny = L Sin «, folglich nach der vorigen Bedingungs-
; 14 h ;
gleichung =—n= 0. L=21
L l
Anmerkung. Ohne Ricksicht auf die Bedingungen des Maximum und
Minimum, also ohne Bezichung des Winkels « auf die Grofsen P und 0,
folgt aus (1) fir « = 90° sofort :
28 (P+ 0)
giE= 0)
wobei offenbar weder ein Maximum noch ein Minimum moglich ist, weil
sich, wenn P ohne Ende zunimmt, die Zeit # ohne Ende dem Werthe

2h
(fiir den freien Fall von P) von ¢ =\/7 > und wenn P sich ohne Ende

dem Werthe von @ néhert, die Zeil ¢ fortwahrend zunimmt und zuletzt
unendlich grols wird.

Ist jedoch der Winkel « nicht im voraus gegeben, sondern ist es frei
gelassen den Korper O tber eine schiefe Ebene oder vertical zu heben und
frigt man nur, wie diefs in der kiirzesten Zeit geschehen konne ; so geben
die obigen Relationen hierauf die Antwort und zwar sagen sie aus, dals
wenn P <2 () ist, diese Bedingung nur bei jener schiefen Ebene méglich
wird , fir welche Sina= i) ist, wofir dann die nothige Zeit in (2)
gegeben , dals diese Bedingung jedoch, wenn P =2 ¢ ist, nur durch das
verlicale Heben, also durch gar keine schiefe Ebene zu erreichen sey, in
welchem Falle diese kiirzeste Zeit durch die Gleichung (3) bestimmt ist,
und dals endlich wenn P > 2 (), diese Bedingung weder durch eine schiefe
Ebene, noch durch das verticale Heben zu erreichen sey.

43. Aufgabe.

Ein Korper filll von einer so bedeutenden Hohe herab, dafs man
dabei die Anzichungskraft der Erde nicht mehr (wie diels in gewdhnli-
chen Fillen annithernd geschiehl) als constant ansehen kann, sondern
diese nach dem Geselze in Rechnung gebrachl werden muls, nach wel-
chem diese Kraft genau so abnimmt wie das Quadrat der Entfernung
vom Mittelpunct der Erde zunimmt; es soll die Geschwindigkeit bestimmt
werden, welche der fallende Korper erlangt hat, nachdem er durch eine
gewisse Hohe gefallen ist.
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Auflosung.

Ist A (Fig. 49) der Punct, von wo aus der Korper fillt, € der
Mittelpunct der Erde, also A C eine lothrechte Linie, welche die Ober-
fliche der Erde im Puncte B schneidet und P jener Punct der Geraden
AC, in welchem sich der fallende Korper am Ende der Zeit ¢ befindet;
so sey der Halbmesser der Erde € B =17, die Hohe B A = &, das Stiick
AP =g und die Distanz CP =g, ferner sey, wie immer, g die be-
schleunigende Kraft der Schwere an der Oberfliche der Erde, dagegen
¢ ihre Intensitit im Puncte P, d.h. in der Entfernung C P. Diels voraus-
geselzt, hat man zuerst nach dem ausgesprochenen Geselze:

T

und daraus ¢ = _r_y b 1)

Nun ist aber ¢ wiihrend der unendlich kleinen Zeit d¢ als constant
anzusehen, so, dals wihrend dieser Zeit die Bewegung gleichformig
beschleunigt ist, folglich hat man nach den bekannten Relationen, wenn
v die Geschwindigkeit bezeichnet, die der fallende Korper im Puncte P,
d.i. am Ende der Zeit ¢ besitat :

3 2
do=¢ dt='%dt oder auch vdv=y—';— vde,
2 2

d
oder wegen vd¢—=dax, auch vdo=gr? —,z und wegen g =r-4h—a
2

dz
r+h—2)*’
aus welcher Gleichung durch Integration ganz einfach
vﬁ

1
Sl sils 8 C
2 97 r+h-a:+

endlich : vdo=gr?

folgt.
Da nun fir #=0 auch v=10 ist, so erhélt die unbeslimmte

" ]
CO st = — e
nstante den Werth ¢ oy

und damit ist

1 1 )
SR ES 2 T 8 G WL, QO L
A (r+h—x r¥A

20%
adss "“r\/[(r+n>(:+n w)] M

Fiir 2 = A B =h folgt daraus fir die erlangte Geschwindigkeit

R ik r(:g-:m _\/(r+h) V2g 0

e
Zusatz. Diese Geschwindigkeit ist also, desFaclors \/(m)
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wegen, kleiner, als wenn die Schwerkraft durch die ganze Hohe A
constant geblieben wire. Ist die Fallhohe % so unbedeutend, dals man
h gegen 7 auslassen kann, so geht die vorige Formel (2) in die ge-
wohnliche von v=\/2gh iiber, welcher die Voraussetzung zum
Grunde liegt, dafs die Schwerkraft durch diese geringe Fallhohe 4 als
eine constant wirkende Kraft angesehen werden konne.

44. Aufgabe.

Es soll fiir die vorhergehende Aufgabe die Fallzeit ¢ beslimmt
werden.

Auflosung.

Setzt man wieder wie vorhin ¢'B (Fig. 49) —=r, AP=uw, da-

gegen C A —a, so ist nach der vorigen Relation () die Intensitit der
Schwerkraft im Puncte P :
gr’
(¢ - z)*

dv

folglich da nach Relat. (1) in Nr. 55, == und nach Relat. (2)

?:

derselben Nr. auch ¢=d—z

- ist, sofort

d*z gr?
- @—o)*
Multiplicirt man diese Gleichung mit 2 da, so erhélt man:
pdz.d°z Y 297 dx 1 d.(dz?) £ 0
d¢* (a—x)* dz? (a—z)*
oder da d¢ constant ist, auch:

H(a)=1(2)

und daraus durch Integration , und da auch 5 = 8k

()it

Zur Beslimmung der Constanten € hat man, da fir z =0 auch

v =0 wird, g + C, folglich ¢ =-— gi—r und damit
B3NP o g 1 I T gm0y
dt) a4 (a—z a)_ a\ a-—-2*
Diese Gleichung gibt : it 8y QAT

B pde
und daraus folgt durch Integrahon
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1 (a —z) dz
\/2_0 [\/(ax«—.’l: B

oder wegen a— :5 —.r+ - auch
dz —d.T
1 e
= Vi WL ) A
r \/(a;z: Z ) \/(ttz—z)
Nun ist ganz einfach [man darf nur @ 2 — ® = % selzen und

aul die bekannte Weise (Comp. §. 790) verfahren]
a
(; x) dz
oY e { irw (e
f\/(”z i zz)_._\/(a.v «?*) und (Comp. §. 778)

a
—dz

f 2 « 22—« S g
awSm( )———an (,o.s( )
Viazx :c) 2 a

folglich, wenn man diese Werthe substituirt und gehorig reducirt :

t—— [\/(a.vu.vz)—i-—mc(,‘ov ”—_—21‘)1

wozu keme Conslame kommt, weil fir 2 =0 auch ¢= 0 ist.

Zusatz 1. Durch Vergleichung der obigen Differenzialgleichung
() mit jener (1) in der 21. Aufgabe ersieht man, dafls, wenn man iber
C D eine halbe Cycloide construirt, deren Scheitel in 4 und Ursprung
in D liegt, wobei €D auf A € perpendikuliir ist, und durch den Punct

. d . 2091
P die Ordinate MP gezogen wird, sofort MP=¢ V ’Zr

Nt RO,
dafls also die Ordinate M P dieser Cycloide die Zeit angibt, welche der
Korper braucht, um durch die entsprechende Abscisse A P zu fallen,
und umgekehrt.

Zusatz 2. Fir 2 =AB=~# folgl aus der Gleichung (L) fir
die Fallzeit durch die Hohe A, wenn man zugleich auch fir @ seinen

Werth r—|— h selzl:
t= ’ + : [\/ Iz—|— arr(.‘o.v. (:—I:)] 2

Ist d1e Fallhohe A sehr klein gegen den Erdhalbmesser r, so kann
nl ‘/r_*-h.\/rh R \/—’i und are Cos (r—’lz) =
arrSm\/[l (’ +h) J—— arc Sin (\/47'/1)_ are Sin (2V )

13k

oder wegen arcSin X = X + _QT+ s ~+-.. wenn man
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ST=1 \/:ﬁ setzt und in der Reihe alle hohern Potenzen dieses kleinen

/3 /]
Bruches auslafst, also arc Sin( 2 \/— ) =0 \/— setzt, sofort

\/r+k £t alcCos( ) 2y 5 \/—-—
folglight = — \/ -]—\/ : —2\/— d. =\/2—h 3

setzen , welche Formel sofort mll Jener fiir dle Fallzeit durch die Hohe 4
iibereinstimmt, wenn dabei die Schwere als eine constante Kraft
angesehen wird, indem aus dieser Relation (3) jene 4=21%g¢* folgt.

Zusatz 3. Die in diesen beiden letzten Aufgaben entwickelten
Formeln gelten nur in so lange, als der Korper oder materielle Punct
nicht in das Innere der Erde eindringt, weil dann ein anderes An-
ziehungsgeselz einiritt und die Schwerkraft (40. Aufgabe, Anmerk.)
nur mehr der ersten Polenz der Entfernung des materiellen Punctes vom
Mittelpunct der Erde, und zwar direct proportional ist.

Nimmt man nun fir diesen lelztern Fall an, dafs der Korper von
dem Puncte B (Fig. 49) der Erdoberfliche mit der Anfangsgeschwin-
digkeit Null zu fallen anfingt, und dafs man, wenn der Korper durch
die Hohe B P’ gefallen ist, den Abstand des Puncies P’ in enlgegenge-
setzter Richtung , nimlich von € gegen A zihlt und CP'=a setzt; so
hat man, wenn wieder ¢ die Intensitdl der Schwerkraft im Puncte P’
und g jene in B ist, nach diesem Geselze:

g:ig=ua:r also «p:”’;’m

2
und daher (Nr. 55) auch ch; e L
r
weil ¢ zunimmt, wenn @ abnimmt, oder wenn man wieder mit 2 do
multiplicirt : = —=—=zd
plici (dt 4,

Diese Gleichung integrirt, glbt.

dz\2 gz dz
B e e Ll o
(dt) =C— 5 =0~ (wegen o =)

oder da fir # =7 die Geschwindigkeit v=0 seyn soll, wodurch die
Constante C =g r wird, auch

( ) ___l,z_ L (,.2___ o?).

Aus dieser Gleichung folgt zuerst.

v=V[ter—an] @
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dz
und dann deedid M€ Lding S5 o
; \/9 AU =)
oder wenn man integrirt:

r xr
= \/E . arc Cos. o ©)
wozu keine Constante kommt, weil fir & =17, =10 isi.

Wird diese Gleichung (aus @ = arc Cos y folgt nimlich y = Cos x)
nach @ aufgelost, so erhalt man:

z g9 9

ey Cost ‘/; oder @& =1 Cos¢ ‘/; (6)
die Gleichung (1) zeigt, dals v am grofsten fiir # =0 wird , und zwar
ist dafiir v=\/7¢;
ferner , dals fir 2 =—7r, v=0, d. h. die Geschwindigkeil im untern
Endpunct B’ des Durchmessers eben so grofs als im Anfangspunct B
desselben ist. Da sich der Korper oder materielle Punct von B’ aus
wieder eben so gegen B hinbewegt, als von B gegen B’, so wird er
in ganz gleiche ohne Ende fortdauernde Schwingungen zwischen den
Endpuncten des Durchmessers B B versetzt. Da endlich die Geschwin-
digkeit v von der zweiten Polenz von @ abhingl, so wird diese fir
+a und —a, d.i. fir zwei Positionen, welche vom Mittelpunct €'
gleich weit abstehen, wie z. B. in den Punclen P/ und P" (wenn CP'=
CP) gleich grols.

Die Gleichung (5) zeigt, dals der Korper oder materielle Punct,

um von der Oberfliche der Erde B bis zum Miltelpunct € zu fallen,

; ; ST ; : e
die Zeit t=5\/;, folglich, um eine der genannten Oscillationen

von B bis B’ zu vollenden, die Zeit T—2¢= n\/f braucht, welche
g

(Nr. 59) mit der Schwingungszeit des einfachen Kreispendels von
der Linge r zusammenfillt. Fir zwei Epochen, welche von diesem
Zeilmomente (in welchem der malerielle Punct im Mittelpunct €' ist)
gleich weit entfernt sind, sind auch die Langenentfernungen vom Mittel-
puncte gleich grofs.

Anmerkung. Auch diese Formeln gehen in jene fir die gleichformig be-
schleunigte Bewegung iiber, wenn man den Fallvaum 2 =7 —Z als sehr
klein gegen den Abstand CP’ vom Mittelpuncte, also die Anziehungskraft
nahezu als constant ansieht. Denn da unter dieser Voraussetzung aus (4),
wegen r*— 2= 42)(r —2)=h(@+) wd =1 —Ah=1 ge-
setzt werden kann:

7 g * !
v=1\/ (7_.11.27')—\/2_0/2,

ferner folgt aus (6), wenn man den Cosinus in die bekannte Reihe auflost,



e S5 ] 13
‘”='[1_1.27-+ VG e

wenn man nimlich die folgenden Glieder, mit Potenzen von 7 im Nenner
als verschwindend auslilst, daher ist

h—r—r— Lol

45. Aufgabe.

Es befinde sich in einer verticalen Ebene die Cycloide BAC
(Fig. 50) deren Basis B C' horizonlal liegt und Scheitel A den tiefslen
Punct bildet; diels vorausgesetzt, soll die Zeit fiir das Herabgehen eines
schweren Punctes in dieser Curve beslimmt werden, wenn die Bewe-
gung ohne Reibung Statt findet.

Auflosung.

Beginnt der schwere Punct seine Bewegung im Puncte L der
Cycloide, so ziehe man durch diesen Punct die Horizontale L L, welche
die verticale Achse AD im Puncte A’ schneidet, und setze fir irgend
einen unterhalb L liegenden Punct M der Curve, AP = x und Bog.
AM= s, ferner A4’ =1 und den Durchmesser des Erzeugungskreises

AD=NT=2r; so ist die Geschwindigkeit, welche der schwere
Punct in M erlangt:

ds
0= V/[2 9 (h— x)], woraus
ds

dt=—%——\/20’\/(ﬂ_z_) S
folgt. Ist aber M T die Tangente und M N die Normale im Puncte M
der Cycloide, ferner in dem Elementardreieck Mmn, Mm = ds und
mn=dx, so ist (aus den beiden dhnlichen Dreiecken Mn m und M T0)
Mm:mn = MT:TO oder ds:de = \/2rz:x (wegen MT?—

d
T O >< TN) folglich ds=$—\i_2g und wenn man diesen Werth in

der vorigen Relation (a) substituirt und beriicksichtigt, dafs da und d¢
verschiedene Zeichen erhalten miissen (indem @ abnimmt, wenn ¢ zu-

nimmt) , auch :
r dz
dt=—V - —
\/y vz —z*)
oder wenn man von & =4 bis =0 integrirt und gleich die Grenzen

h
umkehrl : t=\/ff TU‘_iLw
gJr s i



S

und da das allgemeine Integral L W L Wy SR (2'2—,i ist,
V(hz—z? I
sofort “r— \/; [arc Sin 1 — arcSin — 1] = \/:-' 2arcSinl,d.i

== \/; )

als Fallzeit in der krummen Linie L M A durch den Bogen LM. Da
aber diese Zeit von der Hohe 44'=~% ganz unabhéngig ist, so
folgt, dafs, wenn mehrereschwere Puncte von verschie-
denen Puncten der Cycloide gleichzeitig ausgehen,
diese sammtlich in derselben Zeit im tiefsten Puncte
Ader Curve anlangen. Aus diesem Grunde heifst die Cycloide auch
Tautochrone, oder Curve gleicher Schwingungsdauer.
Zusatz. Da der schwere Punct dieselbe Zeit zum Steigen durch
den Bogen A L, wie zum Fallen durch jenen L A braucht, so ist die

fiir eine Oscillation von L bis L’ nothige Zeit T—2(=2~= \/5,
g

und zwar bleibt diese Zeit genau dieselbe, wenn die Oscillationen anstatt
von L aus, von irgend einem andern Puncte M der Curve aus beginnen
und daher nicht L A L', sondern iiberhaupt M A M’ der Schwingungs-
bogen ist.

Fiir einen kleinen Bogen A M fillt die Cycloide mit dem entspre-
chenden Bogen des Kriimmungskreises fiir den Scheitel A zusammen,
und da dessen Halbmesser fiir diesen Scheitelpunct = 4 [gleich der
doppelten Normale (Comp. §. 728)] ist, so hal man, wenn dieser Halb-

messer = ¢ geselzt wird ,
!l
T =7 \/_
g

als Schwingungszeit im Kreispendel, fir kleine Schwingungshogen
(vergl. Nr. 59).

Anmerkung Beim Herabsinken eines schweren Punctes durch einen
L

kleinen Kreisbogen M7 vom Halbmesser £, ist £ =3 n\/ -, dagegen
b g

!
durch die entsprechende Sehne M7 (§.148) =2 \/!;, also ist

tie="2=185:1
H ——Q.-—l o A

46. Aufgabe.

Die Linie des schnellsten Falles zu finden.
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Aufiosung.

Es seyen M, M’, M (Fig. 51) drei unendlich nahe liegende Puncte
der gesuchien Curve, so wie die lothrechten Abstinde der Puncte M
und M’ von der durch jenen Punct gezogenen horizontalen Abscissen-
achse A X, von welchem der schwere Punct seine Bewegung ohne Ge-
schwindiglkeit beginnt, PM=y und P'M'=y’; so ist die Zeit des
Herabsinkens von M nach M" (Relat. @ der vorigen Aufgabe):
mm wm
o M e (m)
v29y  V29y

Ist aber , wie verlangt wird, diese Zeil ¢ ein Minimum fiir alle
Wege , welche das Bewegliche, um von M nach M* abwiirts zu kom-
men, einschlagen kann; so darf die durch eine Verschiebung des Punctes
M’ in horizontaler Richtung , z. B. von M’ nach B, wobei MR gegen
die Lingen M M’ und M'M‘ unendlich klein ist, unter Weges zuge-
brachte Zeit nur eine Anderung erleiden, welche hinsichtlich der vorigen
Zeit ¢ in (m) unendlich klein ist. Nun ist die Zeit fiir den Weg MRM"
B MR RM”
o gy ey
wobei der Fehler, welchen man begeht, unendlich abnimmt, wenn sich
R dem Puncte M’ ohne Ende niihert. Es mufs also, da ¢ von ¢ nur
um unendlich wenig verschieden seyn soll,

ﬂ S RM
vaey ¥ T2 = agv T Vaav

==

sehr nahe t

oder
MM MR i RM'* — MM
A B i

Statt finden.

Zieht man R N perpendikuldr auf M M’ und M'N’ perpendikular
auf MR, so lalst sich fiir MR die Projection M N (welche bekanntlich
nur um unendlich wenig von der Linie selbst abweicht) und statt M‘M*
die Projection M'N* setzen; dadurch wird im ersten Theil der vorigen
Gleichung der Zihler MM’ — MR — M'N — M‘R Cos . SM'N, und im
zweiten Theill RM"“ — M'M= RN'— R M’ Cos 'R M"' — R M ><
Cus. S'M’'M", s0, dals also diese Gleichung ibergeht in

k »C()S.SM’IV_C’{)is;Hﬂ
T

Setzt man nun, da MM, M'M" zwei aufeinander folgende Ele-

mente der Curve und M‘Q, M'Q" ihre Horizontalprojectionen (auf die

Achse der #:) sind, M M’ — ds, M'M"= ds', M'Q = da und M'Q"'—=dz’;
Burg’s Mechanik, Suppl. 29
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80 erhilt man Cos.§ ' N =219 _ 4z s Cos. S"M'M"' = ot g ® 1L
mw ds o ds’
und daher, wenn man diese Werthe in der vorigen Gleichung substituirt :
Az el diz 4l
s’ vy a8 vy
Diese Gleichung sagt aber aus, dals in jedem Puncle der gesuch-

ten Curve der Ausdruck ;£
ds vy

constant ist, eine Eigenschaft, welche

bekanntlich der Cycloide oder gemeinen Radlinie zukdmmt*).

Die gemeine Cycloide wird daher dieser Eigenschaft wegen auch
Brachystochrone oder Curve des schnellsten Falles genannt.
(Eigentlich gehort dieses, zuerst von Johann Bernoulli im J. 1696 auf-

geworfene Problem, in das Gebiet der Varialionsrechnung, m. s. Lehrh.
Bd. III. S. 585.)

47. Aufgabe.

Das Moment der Triigheit eines homogenen Ellipsoides in
Beziehung auf eine der Hauptachsen zu bestimmen.

Auflosung.

Die Gleichung des in Fig. 52 dargestellten Ellipsoides, in welchem
die Hauptachsen 4 4' — 2a, BB'=20 und € ¢"=2 ¢ sind, und wobei
die rechiwinkeligen Achsen der ar, y, = mit diesen Achsen der Figur
zusammentfallen , ist (Lehrb. III. S. 431):

.z,z yz 22
aTpTa=h

folglich, wenn man das Moment der Trigheit zuerst in Beziehung auf

*) Ist nimlich @ der Halbmesser des Erzeugungskreises der Cycloide, so ist
ydy

(Comp. §.726, 111. 8. 219) bei dieser Bezeichnung dz = m

und

dy dz i ydy
ds=/2a. m;‘:@;) , daher = A ke T g pe ><
vQa—y) 1
RORV e
Oder es ist in Fig. 50, wenn man far irgend einen Punct # der Cy-
cloide BN=1x, N0 =y und Bog. BM =35 setzt, Mn:Mm=N0:MN
oder wegen MN=/(2r.NO)= /2ry, auch dz ds=y: /2ry =

dz il
A4 7 o1 U ieder a——5— =7 7= dalet.
V¥:iV2r, woraus sofort wieder g v vor 018

, also constant.
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die Achse der « (als Umdrehungsachse) sucht, die durch den Punct m
gehende zur Achse der g parallele Ordinate

2 2
mn=g=c \/ (l — z” — g—z) oder die Doppelordinate

At S F fitiinid - g0
nn'=2c\, (l = bz)'
Das Volumen eines Prisma von der Grundfliche dzdy (Fig. 52/

und dieser Hohe mn ist daher, wenn man das Volumen des ganzen
Ellipsoides mit V bezeichnet:

d*V=2c¢dxdy \/(1 —z—:—i—:)

da ferner dieses Prisma (als materielle gerade Linie, welche mit der
Achse der % parallel ist) von der Umdrehungsachse den Abstand Om =
V{(e? 4y hal, so ist dessen Moment der Trigheit, wenn man das
Volumen gleich fiir die Masse gelten lifst und das Moment der Tragheit
des Ellipsoides mit p bezeichnet :

d%u— (=22 -+ y> d2V,
oder, wenn man substituirt :

;1=2cff(wz+y2)dwdyV(l~z—2——‘1£) d. i,
/‘_26.[[ 2drdy\/(1—’““ )—{—2cf ;/2d.z-dy\/(1_72___

=A-}+ B.
Da nun 2 und y von einander unabhingig sind, so hat man fiir

das erstere Integral A, wenn man zuerst nach y integrirt, dabei also
als constant ansicht, fiir das allgemeine Integral (Comp. §. 801,2):

LR, 0 ety g Y s
fdy‘/(l ] llz_bz)—iy\/(l Tl b’)_‘_Eb(I = ”,)><

are. Sm( 4l
bv(a®— z%

da jedoch dieses Integrale zwischen den Grenzen von y=PM bis
y=P M (Fig. 52 d.i. von y——{—b\/(l == —) bis
y——b\/(l ——) genommen werden mufs, so geht dasselbe,

wenn man rrehorlg substituirt und reducirt , iiber in

(1-2)-+(1-2) = (- 2)

Mit diesem Werthe w1rd nun

LYo ?
A=2(J T.’l}"(l.‘l}(l ~—a—1)

20%
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und zwar mufs dieses Integrale von £ =—a bis 2=+ a (d i. von
0A bis 04" genommen werden Diels gibt ganz einfach

_.__bt:ﬂl —|-—— ( -+ )]~——a3bcn

oder da das Volumen des Elhpsmdes V==%zabc ist, auch
A=1Va*, und da man hier das Volumen statt der Masse genommen
hat, endlich A=2XMa?*, wenn man nimlich die homogene Masse des
Ellipsoides durch M bezeichnet.

Das zweite Integrale B des obigen Ausdruckes u erhdlt man
offenbar aus jenem A ganz einfach, wenn man darin = und y, dann
gleichzeilig @ und & mit einander verwechselt; dadurch wird
B=1M6* und daher ist das gesuchte Moment der Triigheit des Ellip-
soides in Beziehung auf die Achse der %:

jpe==t W(a2 —+ 3.

Eben so erhalt man (durch blofses Vertauschen der Buchstaben)
dieses Moment der Trigheit in Beziehung auf die Achsen der @ und y,
respective: p/'=1IM(a®*+ ¢®» und p’=L1M(b*4 c®.

Zusatz. Fir a=b=c erhilt man als Moment der Trigheit
der Kugel vom Halbmesser @, welche sich um einen Durchmesser
als Achse dreht:

p= = =2 Ma?
wie es seyn soll (Nr. 98).

Setzt man die Dichte der Kugel = ¢, so ist auch:

p= ]-85~ zoa®

48. Aufgabe.

Die Bedingungsgleichung fiir das Gleichgewicht eines um eine
Achse rolirenden Korpers zu finden.

Auflosung.

Die in Nr. 2 1, Anmerk. 2 aufgestellten allgemeinen Gleichungen
fir das Gleichgewicht eines freien Systemes von fest miteinander ver-
bundenen Puncten, gehen, wenn das System aus irgend einem festen
Korper gebildet wird, iber in die folgenden :

1d2 R 2 > 3,
jd[fdm=fde fﬂgdm=]Ydm, f‘:—‘fdm=fzdm

f‘ﬂidly—da—:dm_f(.ﬂt‘myx\) dm
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sd’r—xd’s

i dm—-f(zX—.rZ)dm

s —ad
fﬂ%,z—y‘ m=f(yZ—zY)dm

Nimmt man nun die Rotationsachse des betreffenden Korpers zu
einer der 8 rechtwinkeligen Coordinatenachsen, z. B. zur Achse der z,
so geniigt (man vergl. die Anmerk. in Nr. 2 1) die einzige Gleichung :

gdfyiydie SR sl
f—w—dm_‘f(.‘vY yX)dm

und zwar ist dieses die allgemeine Gleichung der Bewegung
eines Korpers um die Achse der =.

Ist ferner, wenn man eine ungleichformige Rotationshewe-
gung vorausselzt, w die Winkelgeschwindiglkeit am Ende der Zeit ¢
und » die Lénge des aus dem Elemente des Korpers dm auf die Rotations-
achse z gefélllen Perpendikels; so ist v=rw die absolute Geschwin-
digleit des Elementes dm am Ende der Zeit ¢; zerlegt man diese in zwei
aufeinander senkrechte Seitengeschwindigkeiten »* und »” nach AX und
AY (Fig. 53), so erhall man, wenn m die Projection des Elementes
dm auf die Ebene der « y ist und durch diesen Punct die Gerade Am
und darauf in derselben Ebene NN’ perpendikulir gezogen wird, welche
die Achsen A X und AY unter den Winkeln « und 3 (Fig. 53) schnei-

den mag, sofort, weil die Rotationsgeschwindigkeit » mit NN
parallel ist:

mn An
v'=vCosa=v.— und v/=0Cosf=v.-—
Am Am

oder wegen v=7rw, Am=r, An=a und mn = — y auch:

v'=—yw und v’ = w.

dz d
Da nun aber auch v = = und v”=£—, ist, so erhélt man durch

Gleichselzung dieser Werthe:
dzr

d
R 5 =w x und noch aulserdem o*}- y2? =2,

Wird die erste dieser Gleichungen mit y, die zweite mit z mul-
tiplicirt und dann subtrahirt, so entsteht
d 1z p
d“;/ - (— =w(@?+ y®» =r*w oder xdy — ydwe = r2w d.
Diese Gleu,hung differenziirt gibt, da .z, y, w Functionen von ¢,
dagegen » und d¢ constant sind, wenn man abkiirzt:
xd?y — y d?z =r>dwde.
Da nun dw fir alle Elemente dm des Korpers denselben Werth
behilt, also bei der Integration nach dm constant ist, so hat man:
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a:d Y- d .7: >
f e =k - f dm
80, dals also die obige Gleichung («) in d1e folgende

d
dl; r2dm —f(.z' Y—yX)dm ([3)

ibergeht. Da aber ferner das Integrale ﬁ""dm nichts anderes als das

Moment der Tréagheit des Korpers in Beziehung auf die angenom-
mene Rotalionsachse ist, so erhdlt man endlich, wenn dieses Moment
mit M bezeichnet wird :
1
Smi”— (@Y —yX)dm (1)
woraus sich sofort dw fur irgend eine Position des Korpers bestimmen
lafst.

49. Aufgabe.

Die Bedingungen anzugeben, unter welchen cin auf einer schiefen
Ebene A B (Fig. 54) liegendes gerades Prisma, dessen Lingenkan-
ten auf der verticalen Ebene 4 B C perpendikulir stehen, durch den
blofsen Einflufs der Schwere, cher um eine dieser Kanten umstiirzt,
als iber die schiefe Ebene herabgleilet.

Auflosung.

Es sey O der Schwerpunct des Prisma, also auch des Querschnit-
tes ab desselben, welcher aus einem verticalen, durch diesen Punct O
gefithrten Schuitl entsteht, @ das Gewicht des Prisma, « der Neigungs-
winkel der schiefen Ebene A B, 0D perpendikulir auf 4 B, und wenn
0 mit dem Puncte E, um welchen das Umsliirzen moglich ist (d. h.
durch welchen die betreffende Kante geht), verbunden wird, W. DOE =1,
und endlich p der betreffende Reibungscoeffizient ; so entstehen, wie be-
kannt, aus dem Gewichte Q zwei durch den Schwerpunct O wirksame
Krifte P= Q Sin« und P’= Q Cosa, wovon die erstere mil A B
parallel und die lelztere darauf senkrecht ist. Da man nun den Betrag
der Reibung p P’ als eine durch den Schwerpunct O wirksame, der
Kraft P gerade entgegengesetzte Kraft ansehen kann (Nr. ¢ B, Anm. 2, 8.),
so folgl, dafs das Prisma, wenn es nicht umsliirzt, eine gleitende
Bewegung iiber die schiefe Ebene anfingt, sobald P> p P’ d. i
Q Sina > Q) Cosa oder

tanga=>p . o (L) isk
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Damit jedoch ein Umstiirzen um den Punct E (im Querschnitt
ab) oder eine drehende Bewegung des Prisma um diesen Punct ein-
trete , muls, auf den Punct E bezogen, das stat. Moment der Kraft p
grofser als jenes der Kraft P, d. i P.OD > P'.DE, nimlich

) D
0D .QSin«>DE.Q Cosa, oder tangu>0—§, und wegen
DE

op —tangi, endlich

tang « = tangi . . (2)
diiiigetog seyn.

Ist also der Reibungscoeffizient . so klein, dafs 4 << ¢tang a, (nach 1)
und doch noch tang « < tang i (ndmlich die Bedingung 2 nicht erfillt),
also auch p<tangiist; so wird der Korper eher gleitend iber die
schiefe Ebene fortriicken , als zum Umstiirzen kommen.

Ist dagegen der Winkel i sehr klein, wie z. B. bei einem Cylinder,
einer Kugel u. s. w. (wobei, wenn die Beriihrung zwischen absolut
harten und glatten Flichen » also nur in einem geometrischen Puncte D
Statt fande, sogar i—0 ware), so kommt der Korper schon bei dem

geringsten Neigungswinkel « der schiefen Ebene in eine wilzende
Bewegung.

Nimmt der Winkel ¢ zu, so kann der Korper nur gleitend iiber
die schiefe Ebene herabgehen, so lange tang .« zwischen der kleinern
Grenze p und der gréfsern tang i liegt; so wie aber « >i wird, so
stirzt der Korper auch bei diesem grofsern Werth von 4 um.

Anmerkung. Nimmt man an, dals die Berihrung einer Kugel mit einer
Ebene wirklich nur in einer unendlich kleinen Fliche Statl findet, d. h.
selzt man voraus, dals die Kugel und Ebene vollkommen hart und glatt
sind , ohne jedoch dabei eine gleitende Reibung auszuschliefsen, so ist der
Widerstand der wilzenden oder rollenden Reibung auf einer horizon-
talen Ebene gleich Null und eine horizontale , durch den Schwerpunct
oder Mittelpunct der homogenen Kugel wirkende Kraft, setzt die Kugel in
eine wilzende Bewegung, bei welcher sehr bald die Geschwindigkeit des
beriihrenden Punctes = 0 und die Bewegung, je nachdem die Kraft eine
momentane oder constante ist, gleichformig oder gleichformig beschleunigt
wird, d. h. die drehende Bewegung des untersten Punctes nach riickwirts
(im grofsten Kreishogen) genau dieselbe Geschwindigkeit, wie der Mittel-
punct nach horizontaler Richtung vorwirts besitzt, eine Bewegung, welche
Euler die vollkommene Wiélzung nennt, um sie von der gemisch-
ten Wilzungshewegung zu unterscheiden, welche dann Statt findet,
wenn bei der Wilzung zugleich auch ein Gleiten eintritt und der unterste
Punct nicht die] Geschwindigkeit Null besitzt, also der Wilzungshogen
grofser oder kleiner als der vom Mittelpunct zuriickgelegte Weg ist,
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Wird die Kugel auf cine schiefe Ebene gelegt, so fiangt (durch das
Gewicht der Kugel) sogleich die Wilzung an und Eu/ler war Anfangs der
Meinung , dals dabei die fortschreitende Bewegung ste's grofser als die
wiilzende seyn miisse und die vollk o mm e ne Wilzung (wobei sich der
jedesmalige Beriihrungspunct eben so schnell im Bogen riickwirts bewegt,
als der Mittelpunct fortschreitet) hier niemals Statt finde. Dem wurde
jedoch von Dan. Bernoulli und durch die Experimente von Arafft wider-
sprochen, so dals Euler diese Meinung dahin abénderte, dals die be-
schleunigende Kraft, welche die Kugel iiber die schiefe Ebene herabtreibt,
allerdings das Bestreben habe, dem jedesmaligen Beriihrungspunct statt der
Geschwindigkeit Null (wie sie bei vollkommener Wilzung Statt hat) eine
grofsere fortriickende Bewegung zu ertheilen, dals diese jedoch bei nicht
zu grofser Neigung der schiefen Ebene, stets durch die Reibung, welche
das Fortgleiten aufhilt, unterdriickt wird. Bei einem grofseren Neigungs-
winkel, bei welchem die gleitende Reibung nicht mehr hinreicht um
das Fortriicken ginzlich zu hemmen, entstehe dann eine gemischte
Wilzungsbewegung, bei welcher der Wilzungsbogen kleiner als der vom
Mittelpunct zuriickgelegte Weg ist. Bei einem Neigungswinkel von = 90°
hort endlich die Wilzung génzlich auf und es findet nur eine fortschrei-
tende Bewegung Statt.

50. Aufgabe.

Es wird einer, auf einer horizontalen Ebene liegenden homogenen
Kugel , eine rotirende Bewegung um einen horizontalen Durchmesser,
und gleichzeitig auch ihrem Miltelpuncte eine fortschreitende Be-
wegung in horizontaler, auf diesem Durchmesser perpendikuliren Rich-
tung mitgetheilt; es sollen die Gesetze dieser zusammengeselzlen Be-
wegung bestimmt werden, wenn dabei auch auf die Reibung Riicksicht
genommen wird.

Auflosung.

I Stellt die Figur (Fig. 55) einen Schnilt der Kugel und der
horizontalen Ebene mit einer auf der Rotationsachse perpendikuliren
(also verticalen) Ebene vor, so bewegt sich der Mitlelpunct der Kugel €
auf der Geraden A B, welche durch € mit der Geraden DE (als Durch-
schnitt dieser verticalen mit der horizontalen Ebene) parallel liuft.

Es sey in einem Augenblicke, nimlich am Ende der Zeit ¢, in
welchem die Beriihrung der Kugel mit der horizontalen Ebene im Puncte
M Stalt findet, der Abstand des Mittelpunctes € von einem festen Puncte 4
der Geraden AB, nimlich AC= &, also die Geschwindigkeit des

: dr :
Punctes € nach € B in diesem Zeitmomente P~ g ferner sey in
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demselben Augenblicke « die Winkelgeschwindigkeit der Kugel um ihre
Rotationsachse, welche als positiv oder negativ angesehen werden soll,
je nachdem die Rotation in der durch den Pfeil angedeuteten , oder in
entgegengesetzter Richtung Statt findet, endlich sey fiir denselben Zeitmo-
ment u die absolute Geschwindigkeit des Punctes M und CM=7r der
Halbmesser der Kugel; so hat man zuerst:

u:v—}—rw:j%—{—rw A8 ()

Je nachdem nun dieser Ausdruck positiv oder negativ ausfillt,
bewegt sich der Punct M gegen E oder D, und dabei ist die in diesem
Puncte nach enigegengesetzier Richtung von w Statt findende Reibung
bezichungsweise nach D oder E gerichtet. Ist =0, also der jedes-
malige Berihrungspunct M in der Ruhe, so rollt die Kugel ohne zu
gleiten (vollkom me ne Wilzung) und die dabei entstehende Reibung
ist die der zweiten Art, nimlich die sogenannte rollende oder wilzende.

I Diefs vorausgesetzt, sey Q das Gewicht und M die Masse
der Kugel, n der Reibungscoeffizient, also 1 Q der Betrag der Reibung
in der Richlung M E oder M D, ferner ¢ die Beschleunigung der Schwere,

daher (Nr. 54, Anmerk. 3) =g£ die Masse der Kugel und M %2 ihr

Moment der Trigheit (in der allgemeinen Form , welche fiir alle Korper

von der Masse ¥ gilt, Nr. '¢) in Beziehung auf ihre Rotationsachse.

Nimmt man nun an, dals u posiliv, also die Reibung » @ gegen M D

gerichtet sey, so sind die Gleichungen fiir die fortschreitende und
2

rotirende Bewegung beziehungsweise (Nr. 5 6) M :7f =—n0

oder wgen % =g (und weil man sich die Masse der Kugel in ihrem

Mittelpunct vereinigt, und die Kraft durch diesen Punct parallel mit ihrer
Richtung wirkend denken kann)
dir

= g D)
und (da man sich bei dieser Rotation die Rotalionsachse als fest denken
kann) vorige Aufgabe, Relat. (1), wegen Y=0, y=—r,
X=——pf—{ , m=M und I = M k? sofort:
Mkz.:—;g=— 1’,11% dM = — r;lf—[M .. (m)
gl kzdib-—:—/zr_q

s
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oder da fir die Kugel das Moment der Triigheit (Nr. ¥ 9) MM = 2 M2
also k*=21? ist, auch:
dw

29T nab a4
T Tl 7 e g @)
Werden diese beiden Gleichungen (1) und (2) integrirt, so erhalt
man aus (1) wegen d(j—f) =—ngde sofort
dzr

PPN .
und aus (2):

w=—C'— %‘:ql G

dabei bezeichnen die Constanten € und €’ beziehungsweise die Anfangs-
geschwindigkeiten j—: und w» im Puncie A (fir £=0). Aus der obigen

Gleichung (a) erhilt man mit diesen Werthen:
u=Ctr€'=Zugt.. (&

III.  Da nun der gemachten Annahme zufolge die Conslante
C—+7rC positiv ist, so bleibt auch « wihrend einer gewissen Zeit
t=Tpositiv, wird am Ende derselben Null und hierauf negativ.
Diese Zeit T folgt aber aus der Bedingungsgleichung

0=C-rC - ZngT und zwar ist
ng(ﬂ? Eol L R ()
Iy

Wihrend dieser Zeitperiode T' bestehen die beiden Werthe von (3)
und (;) wirklich und die beiden Bewegungen der Kugel (die fortschrei-
tende und rotirende) sind gleichformig verzogert.

. G o 1
1v. Am Ende der Zeil ¢/ = — wird (l—: =0 und wenn ¢ << T
by «
Caled G el
was fur —<'7’ Gk £ d-Sp
el
o B0 i)
Slatt findet, wird g iiber die Zeit ¢ hinaus negativ, so, dals sich

der Millelpunct € der Kugel von € gegen A zuriickbewegt.

Dieser letztere Fall tritt z B. bei einer Billardkugel ein, wenn man
diese so trifft, dafls sie sehr schnell um einen horizontalen Durchmesser
in der Richtung des Pfeiles (Fig. 55) rolirt und sich gleichzeilig ihr
Mittelpunct, jedoch nur langsam von C gegen B vorwirls bewegt, so,
dals beide obige Conslanlen € und € positiv sind und der Bedingung
(n) Geniige leisten. Bei dieser rolirenden und forlschreitenden Bewegung
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der Kugel erschopft aber die am Billardtuche Statt findende Reibung sehr
bald diese letztere Bewegung, wihrend die rotirende noch fortbestehen
bleibt und daher die von M gegen D wirkende Reibung (welche man
sich in den Mittelpunct C transferirt und von € gegen A4 wirksam denlen
kann) die Kugel von € gegen A zuriickfiihrt.

V. Hat die Kugel im Anfange, d. i. wenn der Punct € noch in
A ist, keine rotirende Bewegung , ist also €'= 0, oder ist noch allge-

- ; : e o L P -
meiner €= 2rC’, so wird die Geschwindigkeit " nicht friither als

jene u gleich Null, folglich kann der Mittelpunct ¢ nicht zuriickgehen.
Ubrigens hat in allen Fillen der Beriihrungspunct M nach Verlauf der Zeit T
keine Geschwindigkeit mehr, so , dafs die gleitende Reibung verschwin-
det und dieKugel ohne zu gleiten fortrollt; dabei werden dic Geschwin-

S d A .
digkeiten f und e allméhlig constant oder nehmen nur mehr sehr wenig

ab (indem der Betrag der rolienden Reibung gleich Nall ist). Man erhiilt
ihre Werthe aus den Relationen (3) und (y), wenn man ¢=T selzt,
und zwar ist:

dz 5C—2r
1= 2 e
= __C—;C———?,-rC‘_ il e
83 2rC’'—5C
und w—~C/—§r———§C’—_-7—r.

Zusalz. Die obigen Gleichungen (1) und (2) gelten auch noch
fiir andere durch Umdrehung erzeugte Korper, jedoch mit den betreffenden
Werthen von &%; so ist z. B. fiir einen geraden Cylinder mit kreis-

formiger Basis, welcher sich um seine geomelrische Achse dreht,
kE—L172 1.5 w.

Anmerkung. In der hier behandellen Aufgabe, in welcher die Rotations-
achse parallel mit der horizontalen Ebene und senkrecht auf die Richtung
der Bewegung ist, welche von A nach B Statt findet, konnen folgende
3 Fille eintreten :

1) Es kann die Wilzung eine vollkommene seyn, nimlich der
Punct 47 im Bogen M F eben so viel zuriickgehen als der Mittelpunct €
nach der Richtung € B vorwirts geht; dann ist die Geschwindigkeit des
jedesmaligen Beriithrungspunctes im Augenblicke der Beriihrung gleich
Null

2) Es kann der Punct M cine schunellere drehende Bewegung nach
riickwirts (d.i. gegen #/F) als der Mitlelpunct € nach vorwirts haben ;
in diesem Falle nimmt die Beschleunigung der Rotationshewegung durch

dic Reibung allmihlig ab und es tritt sehr bald eine vollkommene Wiil-
zung cin.
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3) Rotirt der Korper in der durch den Pfeil angedeuteten Richtung von
M gegen F', so wird die rotirende Bewegung (mit der vollkommenen
Wiilzung verglichen) vermindert und diese kann unter gewissen Umsténden
sogar in die entgegengesetzte iibergehen; es kann aber auch (wie bereits
in dem Beispiele der Billardkugel bemerki) der nach CB forlgehende
Korper umkehren und die entgegengesetzte Richtung €A annehmen.

5 1. Aufgabe.

Eine homogene Kugel vom Halbmesser €' M (Fig. 56) wird auf
eine schiefe Ebene A B gelegt, es soll mit Riicksicht auf die Reibung
das Gesetz bestimmt werden, nach welchem diese Kugel iiber die schiefe
Ebene hinabrolit.

Auflosung.

I Es stelle die Figur einen verlicalen Schnitt der Kugel und
schiefen Ebene durch den Mittelpunct € vor und es sey der Neigungs-
winkel der schiefen Ebene A B D =a, ferner nach Verlauf einer gewissen
Zeit ¢, € der Ort des Miltelpunctes und M jener des Beriihrungspunctes
der Kugel mit der schiefen Ebene, folglich €M =17 perpendilulir auf
AB, weilers sey in demselben Zeitmomente v die Geschwindigkeit des
Mittelpunctes nach CE parallel mit 4 B und w die Winkelgeschwindig-
keit der Kugel um einen horizontalen Durchmesser als Rotationsachse,
wobei diese als posiliv gelten soll, wenn die Rotation in der durch den
Pfeil angedeuteten Richtung Stall hat; so ist die in diesem Augenblicke
Statt findende absolute Geschwindigkeit des Puncles M:

u=v—rw

dz i e M .
oder wegen o= —-, Wenn man nimlich irgend einen Punct A’ der

durch € mit A B gefiihrten Parallelen zum Anfangspuncte nimmt und
A'C=c fiir das Ende der Zeit ¢ setzt, auch:

d
u:ﬁ—rw s i)
Ist ferner Q das Gewicht der Kugel, also I =§- ihre Masse, Mk*

wieder ihr Moment der Tragheit in Beziehung auf einen Durchmesser,
und 1 der ReibungscoefTizient fir die Kugel und schiefe Ebene; so hat
man , wenn das Gewicht @ in zwei Seilenkrifte ¢ und ¢’ nach CE und
C M zerlegt wird, sofort ¢=Q Sina und ¢’ = Q Cos«, folglich p ¢’
die aus der Reibung entstehende, nach der Richtung M A wirkende
Kraft (welche man wieder , Nr. & 1, Anmerk. 2, in 8. mit MA parallel
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in den Schwerpunct C transferiren, also nach der Richtung € A’ wirkend
annehmen kann).

Die Resultante aus den auf den Mitlel - oder Schwerpunet € der
Kugel wirkenden bewegenden Kraften ist daher die nach der Richtung
CE wirkende Kraft p=¢—pny¢’, d. i.

p=0(Sina —pn Cosa),
welche positiv, Null oder negaliv wird, je nachdem beziehungsweise
der Reibungscoeffizient y <<= >>tang«, oder wenn u gegeben ist,
fir den Neigungswinkel der schiefen Ebene , tang a >=<p isl.

Fir die progressive Bewegung hat man daher (Nr. 56):

d’z 1 0
M— =p=0(Sina—puCosu) oder wegen — =g:
ds M

(il

de =gSina-—pCosa) .. (1)

und fiir dierotirende Bewegung derselben [vorige Aufg., Relat. (m),
wobei w nach der hier angenommenen Bedeutung mit enlgegengeselztem
Zeichen zu nehmen ist]:

d
Mk2.£=r,ut]’=rpQCosa

oder wegen k*=2r? und % =g, auch:
pL

dw
dz
durch Integration der beiden Gleichungen (1) und (2) erhéll man:

=%§gCosu 2t ()

d
£=c+yccsmu-_;wosu) )

w=C‘—j—§Ethosa ()

und mit diesen Werthen aus der obigen Gleichung («):
Uu=C—rC —+gt(Sina—ZpuCosa) . . (O).

Lifst man die beiden Bewegungen in dem Augenblicke beginnen,
in welchem sich der Mittelpunct € im Anfangspuncte A, in welchem
namlich ¢ =0 ist, befindet, so werden die Constanten € und € gleich
Null und es ist nach Verlauf der Zeit ¢ die absolute Geschwindigkeit des
betreffenden Berithrungspunctes M in der Richtung M B :

u=gt(Sina—%I1Cosa) .. (&)
dagegen die Geschwindigkeit des Mittelpunctes C nach der Richtung
CE (aus [3):

v=gt(Sina—pCosa) .. (L)
80 , dafls also der Unterschied v —u =2 ug¢ Cosa ist.
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Soll nun « positiv seyn, so muls (aus ) Sin a>Z Cos u,
d i a) tan_t{ a>>gp, oder wenn « gegeben, p<< 2 tang «
seyn, dagegen wird w Null, wenn
b) tanga=7Zp oder p=2tang « ist.

II. Der jedesmalige Berithrungspunct M gleitet also im erstern
Falle von M gegen B abwirls, so, dafs so lange gleichzeitig die Ro-
tation der Kugel Statt findet (welche nur, wie die Relat. () zeigt, fiir
p=0, oder fir a=90° verschwindet) eine gemischte Bewegung
eintritt; im zweiten Falle dagegen, in welchem der Beriihrungspunct M
genau so viel im Bogen zuriickweicht als der Mittelpunct € nach CE
fortriickl, findet eine vollk omm en e Wilzung Stalt. (Aufg. 49, Anm.)

1II. Dals endlich im gegenwirtigen Falle w nicht auch negativ
seyn, d. i. der Punct M nicht mehr zuriickweichen kann, als der Miltel-
punct € vorwirls geht, ist leicht einzusehen , weil die Reibung wohl das
Abwirtsgleiten der Kugel verzogern oder selbst ganz aufheben, niemals
aber eine Bewegung nach entgegengesetzter Richtung, d.i. ein Aufwirts-
schieben der Kugel bewirken kann.

Ist also tang . <<%, so wird dabei nichts anderes, als was bei
tanga =7%p, d.i. nur eine vollkommene Wilzung bewirkt. Man
lkann daher sagen , dafs fir einen Neigungswinkel «, von jener Grenze
angefangen, bei welcher das Herabrollen der Kugel iiberhaupt beginnen
kann (Aufgabe 49) bis zu jener Grolse , wolir fang a = Z o ist, immer
eine vollkommene Wilzung, dagegen fiir noch grofsere Werthe
von a, ein Abwirlsgleiten des Beriihrungspunctes M, d. i. eine ge-
mischte Bewegung eintritt, welche endlich bei « =909 in eine blofs
gleitende iibergeht.

1v. In jenen Fillen, in welchen die Kugel mit vollkommener
Wilzung herabgeht, in welchen also tanga nicht grofser als 3, nim-
lich w=0 ist, folgt aus Relalion (¢) p Cosa==2Sin« und wenn man
diesen Werlh in der Relalion (1) subslituirt, so erhalt man fir die Ge-
schwindigkeit des Millelpunctes C:

v==gtSina .. (m
und fiir den in der Zeit ¢ zurickgelegten Weg :
z=2.190*Sinq,
wihrend ohne Reibung, d. i. fiir 4 == 0 die Endgeschwindigkeit
V=gt Sin« und der zuriickgelegte Weg X = 1¢(*Sina wire.

V. So lange daher der Neigungswinkel « innerhalb der in IIL

angefiihrten Grenzen liegt, hat die Grofse der Reibung auf die Zeil, binnen
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welcher die Kugel auf der schiefen Ebene (bei vollkommener Wilzung)
einen gewissen Weg « zuricklegt, gar keinen Einflufs, und es verhiilt
sich der Weg o, welcher bei dem Vorhandenseyn irgend einer Reibung
(ob grofser oder kleiner) von der Kugel oder ihrem Mittelpuncte in einer
bestimmten Zeit ¢ zuriickgelegt wird, zu dem Wege X, welcher bei
vollkommen glatten Oberflichen von der Kugel in derselben Zeit ¢ zu-
riickgelegt wiirde, d. i.
T:X=3:11=5:7,

eben so verhalten sich auch die Endgeschwindigkeiten nach der Zeit ¢ in
diesen beiden Fiéllen, d. i. »:V=5:7.

Ubrigens folgt von selbst, dafs die Grofse der Reibung p wenigslens
in so weit dabei Einflufs hat, als dadurch der obere Grenzwerth von «
(ndmlich aus tang a =7 ) beslimmt wird, bis zu welchem noch dje
vollkommene Wilzung Statt findet,

Ist z. B. der Reibungscoeffizient 1=15, S0 erhilt man fiir diesen
Grenzwerth a = 199 17724, dagegen Dbei p=2%, dafiir a= 49924/
und es wiirde in diesem letztern Falle die Kugel iiber alle Eberen, bei
welchen die Neigunswinkel von beinahe Null angefangen , bisa = 49924/
mit vollkommener Wilzung herabgehen.

V1. Fir absolut glatte Flichen wiirde p=0 und die Ge-

schwindigkeit des Mittelpunctes ¢ (Relation 2) :

v=gtSina,
80 wie jene des Beriihrungspunctes 3 (Relation ¢):

u=g(Sina,
folglich v =1, 80, dafs also in diesem Falle , Wie es seyn soll (und wie
auch aus der Relat. folgt, indem fiir =0 und ¢*=—0 auch w=0
wird) gar keine Rolation der Kugel Statt finden, sondern diese wie
Jeder andere Korper mit gleichformig beschleunigter Bewegung iiber
die schiefe Ebene herabgleiten wiirde.

Zusatz. Die vorige Relation (m) in 1V. liflst sich auch durch
folgende Betrachtungen ableiten.

Rollt ein Cylinder oder eine Kugel auf der schiefen Ebene A B
(Fig. 57) herab, so wird die Bewegung des Punctes n, welcher fiir
den untersten Punct a des Durchmessers a b den Mittelpunct des
Schwunges bildet, durch die in @ Statt findende Reibung in nichts
gestort, weil eine in @ auf @b perpendikulir wirkende Kraf nichts wei-
teres als eine Drehung des Punctes ¢ um diesen Punct n hervorbringt.
Nach einer unendlich kleinen Zeit wird der Durchmesser a6 im Allge-
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meinen die Lage a‘b’ angenommen haben, so, dals also der Miltelpunct
¢ durch die im Puncte @ Statt findende Reibung um die Grofse nn’—c ¢’
zuriickgehalten worden, wahrend c¢’— aa’ die Zunahme oder eigentlich
die Grofse der Rotation angibt (indem die Rotation aa'=ce¢’ gleich
Null ist).

Es verhilt sich also die aus der Reibung enistehende Verzogerung
des Mittelpunctes ¢ zu der durch das Gleiten verminderten Rotation
(nach der Richtung des Pfeils), wie ¢n zu ¢a, man hat nédmlich

(nn'—cc):(cc’ —aa)=cn:ca.

Sobald aber die vollkommene Wilzung eingetreten, ist aa’=0

und daher
(nn'—ccHice’=cn:ca oder nn':cc’=an:ac.

Ist nun wieder » die Geschwindigkeit des Mittelpuncles ¢ in die-
sem Augenblicke, d. i. am Ende der Zeit ¢, und »’ jene des Punctes n,
also o= Gt=gtSina; so ist der in der Zeit d¢ zuriickgelegte
Weg cc¢'=wvd¢ und jener nn'=uv’dé=g¢dsSina, folglich, wenn
man diese Werlthe in der lelzlen Proportion subsliluirt und dann v
bestimmt :

ac :
v=—gtSina.
an

Nun ist aber fir die Kugel vom Halbmesser » der Abstand des
Mittelpunctes des Schwunges » vom Endpunct a des Durchmessers

(§. 170) an=2%r, mithin Z-; =2 und daher

v==2g¢Sina,
welches sofort die erwihnte Relation (en) ist.

Anmerkung. Man kann offenbar statt der Kugel jeden andern runden
Korper annehmen, welcher durch den mittlern (in der halben Lénge ge-
fiihrten) Querschnitt in zwei gleiche symmetrische Lingenhalften getheilt
wird , wenn man nur jedes Mal fiir %* den entsprechenden Werth setzt.

So ist z. B. fiir einen geraden Cylinder von kreisformiger Basis,
dessen Halbmesser = r ist, &> = %72, folglich die Grenze des Neigungs-

winkels a bis zu welcher immer noch die vollkommene Wilzung
2

r
Statl findel, aus Zang o = (1 + /T’) ., sofort Zanga=3p, SO, dals

also fir das obige Beispiel von p= 75 hier nahe a=16°42' wiirde,
wihrend fiir die Kugel dieser Grenzwerth iiber 19° betrug, mithin, unter
iibrigens gleichen Umstéinden, der Cylinder eher als die Kugel zu gleiten
anfingt. Fir p =1, wird hier « = 45"

Ferner betriigt der Weg des Mittelpunctes oder eigentlich der Achse des
Cylinders wihrend der Zeit Z, nach der allgemeinen Formel :
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rl
a =§(m,) gt Sina,
fiir den Cylinder sofort
T=13.290 Sina
und die Endgeschwindigkeit :
=2gtSina,
wihrend bei der Kugel statt dem Bruche 2 jener 3 steht, so, dafs also
der Cylinder mehr als die Kugel zuriickbleibt u. s, w.

Burg's Mechanik. Suppl 30



C) Aus der Hydrostatik.

52. Aufgabe.

Ein gleichseitiges Dreieck A BC (Fig. 58) wird in eine Fliissig-
keit vollstéindig und zwar so eingetaucht, dafs die eine Seile 4 € loth-
recht, d. i. perpendikulir auf die Oberfliche NR zu stehen kommt; es
soll das Verhéltnifs der Pressungen bestimmt werden, welche die Fliissig-
keit auf diese drei Seiten ausibt.

Auflosung.

Sind 0, 0/, 0" die Halbirungs - also zugleich auch die Schwer-
puncte der Seilen A€, AB, BC, und ziehl man aus diesen Puncten auf
die lothrechte Seite 4 ¢ die Perpendikel OB, 0'D, 0"E; so liegen,
wenn der Punct A den Spiegel NR der Fliissighkeit beriithrt, diese ge-
nannten Schwerpuncte um die Tiefen AD=;AC, AO=LA4C und
AE =3 AC unler der Oberfliiche NR der Flissigkeit, so, dafs wenn
man diese Tiefen beziehungsweise durch 4, 4%, 4", die gesuchten Driicke
auf die Seiten AB, AC, BC mil D, D', D" bezeichnet und 4 B —
AC=BC=a selzt, sofort (§. 310)

D=vyah, D'=yak'y, D= yah”, folglich
D:D':D"=h:l:h"=1:1:3=1:2:3
Statt findet.

53. Aufgabe.

Das Rechleck AD (Fig. 59) wird vertical in eine Flissigkeit
S0 eingetaucht, dals die Seite A B im Spiegel N B derselben liegt; es
soll das Verhiltnifs der Pressungen bestimmt werden , welche die Flissig-
keit auf die, durch dje Diagonale B C entsiehenden beiden Dreiecke
ABC und BCD ausiibt,
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Auflosung.

Sind 0 und 0’ die Schwerpuncte dieser beiden Dreiecke 4 B C
und BCD, so liegt der Punct O, die Ebene des Rechieckes 4.D mag
vertical oder schief stehen, um 3 A C und jener 0’ um 24 € unterm
Spiegel NR der Flissiglkeit. Bezeichnet man daher die Fliche der beiden
genannten Dreiecke durch F, die Seile AC mit 2 und die gesuchten
Pressungen auf diese Dreiecke durch D und D’, so ist D=y.F.1h
und D'=y.F.24, mithin hat man:

=) — e

>4. Aufgabe.

Ein Rechteck 4 D (Fig. 60) wird senkrecht in eine Flissigkeit so
eingetaucht, dafs die Seite A B im Spiegel der Flissigkeil liegt; man
soll in diesem Rechteck vom Winkelpunct B aus eine Gerade B E so
ziehen, dafs sich die auf die beiden Flichen A BEC und BE D Statt
findenden Pressungen wie m:n verhalten.

Auflosung.

Es seyen, wenn B E die gesuchte Gerade ist, D, d und d' die
Driicke oder Pressungen, welche die Flissigkeit bezichungsweise auf
die ganze Fliche A B €D und ihre Theile BED und ABCE ausiibt;
so ist der Bedingung der Aufgabe zufolge

d:d'=mn:m oder d:D=n:n-m.
Nun ist aber d=y.1BD.DE.2BD=1yDE.BD?

8/

und D=y.AB.BD..BD—1, AB.BD?
folglieh auch nint+m=%iDE:1AB,
=
woraus sofort D L cw
folgt.
Zusatz. Soll m:n=1:2 seyn, so ist wegen n=2m sofort
2m

2

DE:B.%ABZAB=DC;

also die Diagonale B C' die gesuchte Theilungslinie (iibereinstimmend
mit dem Resultate der vorigen Aufgabe).

55. Aufgabe.

Das bis zur Seite A B (Fig. 61) vertical in eine Flissigkeit einge-
tauchte Rechteck, ist durch eine mit 4 B parallele Gerade EF in zwei
80"
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bestimmte Theile getheili; es soll das Verhéltnifs der Pressungen be-
stimmt werden, welches die Fliissigkeit auf diese beiden Theile ausiibt.

Auflosung.

Es seyen D, d und & die Pressungen, welche die Flissigkeit
beziehungsweise auf die Flichen A D, AF und E D ausiibt; so ist
D:d=%)/AB.ACZ:%)'AB.AE2=A02IAE2
und daraus: D—d:d=d':d=—AC*— AE*: AE?.
Zusatz. Sollen die beiden Pressungen oder Driicke einander
gleich seyn, so muls wegen @’=d auch AC*— AE*— A EZ%, d.i.
AC=AE\/2 oder AE:AC=1:\/2 Stati finden.

56. Aufgabe.

Es soll das Rechteck 4 D (Fig. 61) der vorigen Aufgabe dureh
eine mit 4 B parallel gefihrte Gerade EF in zwei Theile dergestalt ge-
theilt werden , dafs sich die Pressungen auf die obere und unlere Fliche
AF und ED wie m:n verhalten.

Auflosung.

Nach der vorigen Aufgabe ist d:d’=AFE?: AC?* — AE?®

und nach der gegenwiirtigen Bedingung d:d’=m:n,

folglich ist

AE*: AC* — AE*=m:n oder AE*:AC*=m:m-+}n .. (a)
m

woraus sofort AE=AC ‘/(m TS n) folgt.

Zusatz. Firm=mn wird wieder wie in der vorigen Aufgabe
AE=AC\/% oder AC=AE\/2.

5%7. Aufgabe.

Das vorige Rechteck AD (Fig. 61) durch mit A B parallele
Linien in n Theile so zu theilen, dafs die Pressungen, welche die Fliis-
sigkeit auf die einzelnen Theile oder horizontalen Streifen ausiibt, alle
einander gleich werden.

Auflosung.

Ist ED der nte oder unterste Streifen , so ist nach der Proportion
(@) der vorigen Aufgabe AC2: AE?*=n:n—1, folglich:
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AE=AC\/("_;_1 T o= a0 Ac[l_~\/(””‘)]

=V s 1)

vV

Setzt man im Zahler dieser Formel (1) fir » nach und nach n—1,
n—2... so erhdlt man die entsprechenden Hohen der verschiedenen
Streifen oder Theile, diese von unten nach aufwirts gezihit.

So ist z. B. fiir n=4, d.i. wenn die Hohe A C des Rechteckes in
4 Theile von der genannten Beschaffenheit getheilt werden soll, in Fig. 61,6
CE="'134AC, EE'="159AC, E'E'"=-207 AC und endlich
AE"="-5004C.

d. i. EC= ACE (D

58. Aufgabe.

Ein hohler gerader Kegel A B C (Fig. 62) ist in eine Fliis-
sigheit so eingetaucht, dafs dessen Achse C'.D gegen den Horizont oder
Spiegel NR unter dem Winkel A E C= a geneigt ist und der Endpunct
A des Durchmessers A B der Basis in diesem Flussigkeitsspiegel liegt;
es soll jener mit der Basis parallele Querschnitt M M/ des Kegels gefun-
den werden, in welchem der Druck am grofsten ist.

Auflosung.

Da sich der Druck irgend eines Querschnittes M M’ wie die Grofse
desselben und die Tiefe dessen Schwer- oder Miltelpunctes unier dem
Spiegel NR verhilt, so lafst sich hier, indem die Querschnitte abneh-
men, wenn die Tiefe ihrer Schwerpuncte zunimmt, im Voraus ver-
muthen , dafs in irgend einem dieser Querschnilte der Druck am
grofsten ist.

Es sey nun OP das vom Mittelpunct O des gesuchten Querschnitles
M M’ auf die Oberfliche der Flissigkeit VR gezogene Perpendikel,
also eine Verticallinie, CD=~h, AD = BD =r, CO=z und

EC=ED}DC=

tanga ~+ h=a; so hatder durch O mit der Basis

A B parallel gefﬁhrte Querschnltt die Fliche (aus F:7r? 7= C0*:CD?)
F = ( ) 72 7 = — 1%z und es ist daher der auf diesen Querschnitt

ausgeiibte Druck g =y F. PO, oder, wenn man fir F den Werth setzt
und beriicksichligt, dals PO= EO0. Sina — (a—a) Sin « ist, auch
yrin Sina

7 (a &* — x3).
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Da nun % ein Maximum werden soll, so hat man nach der Regel :

d
d—:::A (2ax—3 2% =0 und daraus £ — 0 und rx=2q.
Da nun mit diesen Werthen' der zweite Differenzialquotient
d’z
=, D e
iz A(2a—6 )

beziehungsweise positiv und negativ ausfillt, so entspricht der
erstere (wenn man sich den Kegel iiber die Spilze ¢ hinaus fortgesetzt
denkt) einem Minimum und der lelztere einem Maximum von %. Dieser
grolste Druck oder Werth von % ist sofort
r*a*rn Sina
7V Ve -

Zusatz. Ist die Achse des Kegels vertical und die Spitze € nach
abwirls gerichtet (liegt also die Basis 4 B im Spiegel der Fliissiglkeit),
80 ist a=190° und a=1#, folglich z=23%h und Z=Lyzrh.

&

Z—

(&)

59. Aufgabe.

Zwei ganz gleiche Cylinder A und B (Fig. 63) vom specifischen
Gewichte 2 s sind mittelst eines iiber eine Rolle ¢ gefiithrten Fadens
miteinander verbunden und dabei jeder in eine Fliissigkeit, und zwar A
in eine, deren Dichligkeit im Verhilnifs der Tiefe, vom Spiegel an ge-
rechnet, zunimmt, und B in eine Flissigkeit getaucht, deren Dichtigkeit
durchaus = s ist. Wenn nun bei irgend einer Stellung dieser Cylinder
das Gleichgewicht besteht und hierauf der Cylinder B um eine gewisse
Tiefe weiter herabgezogen wird (wodurch also der Cylinder 4, da er
in die weniger dichte Schichte der belreffenden Fliissigkeit kommt, relativ
schwerer wird), so ist die Frage, um wie viel dieser Cylinder B ver-
lingert werden mufs, damit durch das zunehmende Gewicht desselben
das Gleichgewicht wieder hergestellt werde.

Auflosung.

Es sey a die Grundfliche und & die Hohe eines jeden der beiden
Cylinder, und in der urspriinglichen oder ersten Lage des Gleichgewichts
¢ der Abstand der obern Basis des Cylinders A4 von der Oberfliche der
betreffenden Flissigkeit. Ist ferner % die Tiefe, in welcher das specifische
Gewicht dieser nimlichen Fliissighkeit = s ist, so erhilt man das specifische
Gewicht s” in der Tiefe 2 (aus der Proportion s:8' —#: @, der Bedin-

gung der Aulgabe zufolge) s’ _—_‘;‘ x.
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Das Gewicht jedes der beiden Cylinder ist, im leeren Raume
gewogen —2yabs (wobei y, wie hier durchaus, das Gewicht der
cubischen Einheit des Wassers bezeichnet) und das Gewicht des vom

Cylinder A in der ersten oder urspriinglichen Lage verdringten Flissigkeit
b4-c b+-c e
fyasd-z'-—:/af ';l.z-d 7as£(b+0) c] 7’“’((;2-}—260)

80, dafs also dabei die Spannung des Faden DA némlich

S=2yabs——%(b2—}—2bc) e
ist.

Geht nun in der zweiten Position der beiden Cylinder, fiir welche
das Gleichgewicht hergestellt werden soll, der Abstand ¢ in den k einern
¢’ iiber, so wird die Spannung desselben Fadenstiickes DA eben so:

yas

S—2yabs————(b R0 N2
71103 ;
seyn, welche sofort un §'— 8§ =-"— > ——c”) grofser als die vorige ist.

Was ferner die Spannung desFadentheiles EB betrifft, so ist diese
in der ersten oder urspriinglichen Lage, in welcher der Cylinder B noch
seine anfangliche Lénge 6 besitzt, sofort:

S, =2yabs—yabs=yabs,

dagegen in der zweiten Lage, in welcher der Cylinder die Hohe ' be-
sitzen soll: S =2yab's—yabs=yab's,

folglich um §7, —~S =y as (b’ — b) grofser als inder urspriinglichen
Lage des Glelchgewmhtes Da nun aber, wenn das Gleichgewicht auch
in der zweilen Position bestehen soll, diese Zunahmen der Spannungen
beiderscits einander gleich seyn miissen, so hat man die Bedingungs-
gleichung §'—S=25/, —§,, oder wenn man subslituirt und dann
daraus b — b bestimmt, fiir die gesuchte Verlingerung des Cylinders B:

b/—bz-f;(c———c’)-

60. Aufgabe.

Wie tief sinkt ein durch Umdrehung erzeugtes Paraboloid
ABD (Fig. 64) in eine Flissigkeit ein, deren specifisches Gewicht n Mal
so grofs als jenes des festen Korpers ist, wenn dabei die Achse AC ver-
tical und der Scheitel A nach aufwirts gekehrt ist?

Auflosung.

Ist MEM jener Querschnitt des Paraboloides bis zu welchem
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dasselbe in die gegebene Fliissigkeit einsinkt, und setzt man 4 ¢ =g
und A0=uz; so ist der Bedingung der Aufgabe zufolge :
Vol.MM'BD:Vol. ABD —1:n
" oder Vol AMEM':Vol. ABD —n—1:n.

Setzt man in diese Proportion fiir die Volumina die entsprechenden
Werthe, d.i. wenn BC=R und MO =r ist, VOLAMEM' =1 =72z
und Vol. ABF D =1 R%a, so erhilt man nach gehoriger Abkurzung

r*z:R*a=n—1:n
oder wegen 7*=p & und R*=pa, wenn p der Parameter der erzeu-
genden Parabel ist, auch
priipa*=n—1:n d.i. o: a_._\/(n—l):\/n
woraus sofort

m=a\/( ) oder CO=a—gp=q [\/n_\/(n—i)]

folgt.

61. Aufgabe.

Ein Kubikzoll eines Metalles, dessen specifisches Gewicht = s ist,
wird in einen hohlen geometrischen Kegel verwandelt; es soll dabei
jenes Verhiltnils zwischen der Hohe und dem Halbmesser der Basis
gefunden werden, fiir welches, wenn man den Kegel in reines Wasser
mit der Spilze abwiirts emsenkt die im Stande des Gleichgewichtes
Statt findende eingetauchte Flache ein Minimum wird.

Auflosung.

Setzt man fiir den bis zum Querschnitt DE (Fig. 65) in das Was-
ser einsinkenden Kegel ABC, A0=r,CO0=x, CP=x3 und DP =r";
80 ist zuerst 7:2' =z :%, also der Halbmesser i Jenes Querschnittes, bls
zu welchem der Kegel einsinkt, 7 ='f

Das vom Kegel dadurch verdringte Wasser betrigt daher :

3
JrieCP=}xr2 2
folglich ist dessen Gewicht, wenn man den Zoll als Einheit nimmt und
z!
y fiir das Gewicht von 1 Kubikzoll Wasser gelten lifst =2y nr’—z-

Zufolge der Bedingung der Aufgabe ist das Gewicht des Kegels
=78, lolglich muls fiir das Gleichgewicht



seyn, woraus sofort
3
Z 3s
— 3 —
B \/(n .
folgt.

Die Mantelfliche des ganzen Kegels ist =7 = \/(* -+ 2% und da
sich dhnliche Flichen wie die Quadrate dhnlicher Seiten verhalten, so
ist, wenn man die eingetauchte Mantelfliche DEC =y setzt:

ra\/(r*+ x?):y=a?: 5?
woraus, wenn man y bestimmt und fiir = seinen Werth aus der Re-
lation (a) setzt, sofort nach allen Reductionen

s a -
y=r= \/%‘ir_‘ & \/(*+x? folgt.
Setzt man Kiirze halber den constanten Factor dabei — A und
quadrirt diese Gleichung, so erhélt man auch
Y =y?= A? (:,.2 .z'—-%—}—.'v%)
Soll nun y ein Minimum werden, so wird es auch fiir denselben

entsprechenden Werth von = das Quadrat davon, d.i. y'=y* seyn
miissen und man hat nach der Regel :

8. . A2 4,2 e —
ot (——-gr z 'f3z )—0
und daraus &—r/2, welcher Werth in der That einem Kleinsten
entspricht, indem damit der zweite Differenzialquotient positiv ausfallt.
Das gesuchte Verhéltnifs von AO: OC ist daher:
rie=1:\/2.
Mit diesem Werthe von @ (als die im Kreise der Basis A B ein-

geschriebenen regelmiéfsigen Viereckseite) erhilt man fir die Tiefe der
Einsenkung aus der Relation (a):

z=\/(2 r? — \/63

62. Aufgabe.

Auf einen bis zu einer gewissen Tiefe in eine Fliissigkeit eintauchen-
den Korper wird ein Gewicht so aufgelegt, dafs der Schwerpunct der
verdriingten Fliissigkeit und jener des schwimmenden Korpers in eine
und dieselbe Verticallinie fallen; es soll die durch das aufgelegte Gewicht
bewirkte Einsenkung des Korpers bestimmt werden.
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Auflosung.

L Essey X (Fig. 66) das variablein D aufgelegle Gewicht, bei wel-
chem der Korper bis zum Querschnitt M ¥ einsinkt, wofiir AP = & seyn
mag. Fir X=0 soll das Einsinken bis zam Querschnilt 66/, wolfiir
Ac=a, und fir X=P, bis zum Querschnitt B B’ Stalt finden, wofiir
cC=z, also AC=a 4 % seyn soll; endlich sey die Flache des Quer-
schnitts MM' = Z. Diels vorausgeselzt, wird, wenn X um dX zu-
nimmt, auch das Einsinken , d.i. 2 um da zunehmen und das Volumen
des dabei einsinkenden Korperelementes ist dV=2Zdz, so wie das
Gewicht des dadurch verdringlen Wassers — y8dV=ysZdx, wenn
namlich wieder s das specifische Gewicht der Flissigkeit und y das Ge-
wicht einer cubischen Einheit Wasser bezeichnet. Fir das Gleichgewicht
hat man also dX =y sZ d, oder wenn man integrirt :

P a2z 3 a4z
f(]X:ysf Zdz d.i. P=sy| Zdz .. GL)
0 a a

II. Ist der betreffende Korper durch Rotation um die verticale
Achse A D entstanden, so geht die vorige Formel, wegen Z= y*=,
wobei y—=P M= P M’ die der Abscisse AP — entsprechende Qrdi-
nale in der erzeugenden Curve A M B ist, iber in

ata
P:ysxf‘ yEdmes el

1) Fiir einen Cylinder vom Halbmesser » ist y==r, folglich
aus (2);

atz
P=yszr®| de=yszris—=ysdx

wenn man nimlich die Basis oder den constanten Querschnitt des Cylin-
ders durch A bezeichnet, so0, dafs also
e g ist.
i
Ist fir das Gewicht P’ die Einsenkung = %/, so ist eben so

P
= S folglich

iz’ =P:P.
Uebrigens gilt dasselbe fiir Jjeden prismatischen Korper, dessen
Querschnilte constant und = A"gind:
2) Fir einen geraden Kegel, dessen Achse vertical und Spilze
nach abwirts gekehrt ist, folgt, wenn r den Halbmesser der Grundfliche
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und % die Hohe des Kegels bezeichnet x:y = h:r, also y=7: x und

aus (2):
2 natz s
P—:}}S”%’ z?de = I

aus welcher Gleichung = zu bestimmen ist.

_2+ za)

3) Fiir ein Paraboloid mit vertikaler Achse und abwirls ge-
kehrtem Scheilel ist y>*=p @, folglich

a7z
P=yszp $d$=7;9n_11 (2 ax -+ 2%

woraus wieder = bestimmt werden muss. Bs ist hier ganz einfach,
wenn man die quadrahsche Gleichung nach x auflost:

=—a+\/< 2+7sr11)

Anmerkung. Hier wie in allen diesen Fillen hingt der Werth @ vom
urspriinglichen Gewichte des eintauchenden Korpers ab und kann derselbe
durch Versuche gefunden werden. Will man jedoch @ durch Rechnung
finden, so sey & das Gewicht des Korpers, folglich ist, da das Volumen des
Theiles b Al =L (Do) n.Ac=1Lpa.n.a=%trpa®, also tyszpa’
das Gewicht der von demselben verdringten Fliissigkeit ist, sofort

G=1%vysnpa® und daraus a—\/(ysnp

noch einfacher aus dem vorigen Werthe von 2 erhilt, wenn man, wie es
in der Ordnung, 3=@a, a= 0 und P = G setzt.

), welchen Werth man

4) Fir einen geraden Cylinder D G C (Fig.67), welcher als
Basis die von der Parabel begrenzle Ebene D CE besitzt, hal man,
wenn a) die Kantén DF, EG horizontal sind und der Scheitel €' nach
abwiérts liegt, Z=2y'l, wenn DF= EG==10 ist, oder wegen

y=\/px, auch Z=21I0\/p. a:%. Mit diesem Werthe folgt aus der ur-
spriinglichen Relation (1) :

a—*—zl
P=2781\/Pf o do =ty s /p . [(a 427" — a7]

aus welcher Gleichung sofort = bestimmt werden muls.

Liegt dagegen b) der Scheitel wie in Fig. 67,2 nach aufwirts,
und ist die Hohe C F=0b, so mufs man in dem vorigen Ausdruck
y=\/[p@®—a)] setzen.

5) Liegen bei dem vorigen parabolischen Cylinder die
Grundflichen DEC horizontal, stehen also die Kanten D F, E G ver-
tical; so bildel die Querschnittsfliche Z ein parabolisches Segment und
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zwar ist Z=2bc, wenn CF=5 und D E=¢ ist. (Fig. 67,a). Es
folgt daher wieder aus Relation :
P=Zysbc d-iw-:;ysbcz
8/ &

2ysbc

Zusatz. Taucht der Korper oder das Gefils vom Gewichte G' ur-
springlich bis auf die Tiefe 4 B (Fig. 68) in die Flissigkeit ein und wird
dasselbe durch ein Gegengewicht X bis M M’ gehoben ; so darf man, um
diese Hohe A M= % zu bestimmen , in der obigen Relation (1) nur
und P negativ nehmen.

So ist z. B. fiir ein cylindrisches oder prismatisches
Gefils vom Querschnitt A, wie diefs bei Gasometern vorkommt,
nach dem 1. Beispiel

und daraus g=—

X=ysdx
oder wenn man, um das Gewicht & des Gefiflses in die Formel zu brin-
gen, die Hohe desselben A C = A setzt, wodurch = y s Ak wird,
auch

=62,
/3
80, dafs also dasGegengewicht X genau so wie die Hohe AM zunimmt,
fiir 5 =0 ebenfalls Null und fiir & = 4 gleich G wird.

63. Aufgabe.

In einem Gefilse befinden sich zwei verschiedene Fliissigkeiten,
die sich mit einander nicht vermischen, eine iiber der andern, und zwar
hat die Obere, als die leichtere, das spezifische Gewicht s und die untere
oder schwerere jenes s’; wenn nun ein fester Korper yom specifischen
Gewichte 6> s und < s’ in diese Flissigkeiten eingetaucht wird, so
wird er, sobald das Gleichgewicht eingetreten, zum Theil in der einen,
und zum Theil in der andern Fliissigkeit schwimmen, es soll das Ver-
hiéltnifs angegeben werden, in welchem die beiden, in diese Flissigkei-
ten eintauchenden Theile des Korpers zu einander stehen.

Auflosung.

Es sey v das Volumen jenes Theiles des Korpers, welcher in die
obere oder leichtere, und v jener Theil , welcher in die untere oder
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schwerere Fliissigkeit eintaucht; so folgt unmittelbar fiir das Gleich-
gewicht

vstv's' =@+ v)e
oder v(6 —8)=0v'(s—o6) d. i v:iv'=8 —6:6—s
und daraus folgt auch noch, wenn man das Volumen des Korpers
v+o' =1V selzt:

v:V=s8—c:8—s
und vViV=6—3:8—3.. (@

64. Aufgabe.

Ein Korper vom Volumen V und dem specifischen Gewichte ¢
schwimmt einmal zum Theil im Wasser, zum Theil in der Luft, und ein
zweites Mal im Wasser und leeren Raume; es soll das Verhiltnils an-
gegeben werden, in welchem in diesen beiden Fallen die in das Wasser
tauchenden Theile zu einander stehen.

Auflosung.

Es sey der in das Wasser einsinkende Theil des Korpesr im erstern
Falle gleich v, und im letztern =wv, , so ist nach der Relation (a) der
vorigen Aufgabe, im erstern Falle, wenn s das specifische Gewicht der
Luft und s’ jenes des Wassers bezeichnet:

0, gttt Cucaud,
¥ 08—
. . v
und im zweiten Falle, wegen s=0: 7’ =
Es ist daher
Ui vl
9,  &'0c—s

besteht der betreffende Korper z. B. aus einem Stick Eschenholz vom
specifischen Gewicht *904, so ist, wegen 6 =904, s'=1 und wenn
man fir die Luft s==-00125 selzt:

% —1:0001.
vl
65. Aufgabe,

Es soll das Mafs oder die Grofse der Stabilitit eines Schiffes
bestimmt werden.
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Auflosung.

I. Es bezeichne DEZ (Fig. 69) den grofsten Querschnitt des
Schiffes, welcher durch den Schwerpunkt @ desselben senkrecht auf
die Léngenachse gefithrt wird, 4 B die Schwimmlinie, wenn das Schiff
aufrecht schwimmt, und 4’ B’ diese Linie, wenn das Schiff durch eine
kleine Drehung oder Schwankung in die in der Zeichnung dargestellte
schiefe Lage gebracht wird. Ist o der Schwerpunct des verdriingten
Wassers in der urspriinglichen oder aufrechten, und o’ dieser Punct in
der schiefen Lage desSchiffes; so sucht (§.320) die im Puncte 0 senk-
recht nach abwirls wirkende Kraft & (gleich dem Gewicht des Schiffes)
und die im Puncte o’ verlical nach aufwirts wirkende Kraft P= @,
d. h. das Kréftenpaar P=@, die urspringliche Lage des Schiffes
wieder herzustellen, wenn nidmlich das Metacentrum F hoher als
der Schwerpunct O des Schiffes liegt.

Da aber, wenn FJ perpendikulir auf die Richtung der Krifte P
gezogen wird, das Moment S dieses Kriftenpaares P nach einem bekann-
ten Salze S=G. FJ ist*), so dient dasselbe zugleich als Mals fiir die
Grofse der Stabilitit. Setzt man die Entfernung des Metacentrums vom
Schwerpunct des Schiffes, d. i 0 F=a, und den Drehungswinkel
ACA'= a, so wird auch die Grosse der Stabilitit:

*) Bekanntlich lifst sich zu zwei gleichen parallelen Kriiften, welche auf eine
gerade Linie nach entgegengesetzten Richtungen wirken, d. i. zu einem
sogenannten Krédftenpaar P (§.21) keine dritte Kraft, wohl aber ein
zweiles Krilftenpaar @ finden, welches mit dem erstern im Gleichgewichte
steht. Um nimlich die Bedingung fiirs Gleichgewicht zu finden, sey in
Fig. 1. das Kriftenpaar P in den Puncten 55’ und jenes 0 in den Puncten
€ ¢’ der Geraden A2 in derselben Ebene angebracht. Fillt man aus irgend
einem Puncte 4 dieser Geraden auf die Richtungen dieser vier Krifte die
Perpeudikel A2, AE und setzt DD’ =a und EE =b; so besteht das
Gleichgewicht, wenn (Nr. 20, Anmerkung 2)

P AD+ Q.AE'=P.AD'4+ 0 AE oder P(AD— AD’) = Q (AE—AE’)
d.i. wenn die Relation Pa=.00

Statt findet, d. h, das Kréiftenpaar P ist mit jenem 0 im
Gleichgewichte, wenn das Product aus einer Kraft in
ihren Abstand von der Gegenkraft bei dem einen Krif-
tenpaar eben so grols wie bei dem andern ist, oder da
wan das Product P& das Moment des Kriftenpaares P, so wie jenes
Qb das Moment des Kriftenpaares @ nennt, wenn die Momente der
beiden Kriftenpaare einander gleich sind.
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S=GaSina... (1)
wobei man jedoch den kleinen Winkel « als eine constante Grosfe, die
bei der Beartheilung von S nicht mit in Anschlag kommt, zu belrach-
ten hat.

II. Um diese Entfernung oder den Faktor a dieser Formel niher
zu bestimmen , bemerke man, dass durch den Ucbergang des Schiffes
aus der aufrechlen in die schiefe Lage, der Schwerpunct o des verdring-
ten Wassers nach o/ riickt und sich der keilformige Raum A € A’ aus
dem Wasser heraus, dagegen der eben so grofse B C'B’ in das Wasser
hineinzieht, so als ob die Drehung um die durch € gehende Lingen-
achse Stait gefunden halle, wodurch sonach der Auftrieb auf der einen
Seite um die Grofse einer im Schwerpuncte ¢ des Dreieckes 4 € 4! an-
greifenden Kraft p vermindert, dagegen auf der andern Seite des Punc-
tes € durch eine im Schwerpunct ¢’ des Dreieckes B C B’ angreifende,
eben so grosse Kraft p vergrolsert wird.

Der in o wirksame Auftrieb P sammt dem Kréftepaar p wird also
durch den in o/ wirksamen Auflrieb P ersetzt, so, dals wenn man sich
in o' eine nach abwirts wirkende gleiche Gegenkraft P angebracht
denkt, diese mit dem in o wirksam gedachten Auftrieb P und dem ge-
nannten Kriftepaar p, folglich mit andern Worten, die beiden Kréften-
paare P=G', in o und o’ angebracht, und p in ¢ und ¢’ ahgebracht,
sofort mil einander im Gleichgewichte seyn miissen. Diefs gibt nach
dem bekannten Satze der Momente (vergleiche die vorige Note), wenn
F i perpendikulér auf die durch o gehende Verticale ist ,

PO =—p .

Ist aber derQuerschnitl des eingetauchten Theiles AZB=A'ZB'—F,
jener des Theiles A CA'—= B C B’—/, ferner der horizontale Abstand
der beiden Schwerpuncte ¢, ¢’ der Dreiecke A C A’ und B CB’ d. i.
r7'=10, und der Horizontalabstand der beiden Schwerpuncte ¢, ¢’ des
verdringten Wassers, d. i. die Horizontalprojection des Weges, wel-
chen der Schwerpunct o bei dem Neigen des Schiffes beschreibt, nim-
lich Fé = ¢ 5 so geht die vorige Bedingungsgleichung, wegen P Sp=H7
in jene Fc=fb uber, woraus sofort

c of
Sina _ F Sina

Nun ist, um auf die obige Relation (1) zuriickzukommen , der
Factor = OF = 00 +- 0o F oder, wenn man die Entfernung der bei-
den Schwerpuncte 0 und o des Schiffes und verdringten Wassers in

c=¥, und oF — folgt.
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der aufrechten Stellung des Schiffes, d. i. Oo==e setzt und fir oF
den eben gefundenen Werth substituirt, auch

eSina:-{—be) At ()

Ist nun der Drehungswinkel a sehr klein, so kann man Sin a = a.
und fiir die Flichen der beiden schmalen Dreiecke 4 CA’— B CB/,
wenn man die Breite des Schiffes AB = A'B'— B selzt,

B

f=31.3B.;B¢=1B%¢p, s0 wie rr'=b=2.§-;.—_- 2 B setzen;

dadurch wird der vorige Ausdruck S= & (1_;; - e) a oder im Falle

r
FSina’

a=¢

der Schwerpunct 0 unter jenem O fallt, wodurch e negativ wird, auch
S—G(—- —e)a, folglich ist allgemein das Mafs der Stabi-
litat:

s—(;.f(mp ie) CL®

Die Stabilitdt desSchiffesistdaher umso grofser,
je breiter das Schiffist, je tiefer der Schwerpunct
des Schiffes unter jenem des verdringten Wassers
liegt und je grofser dessen Gewicht ist.

Liegt der Schwerpunct O iiber jenem o, wird néimlich e negativ,

so hat das Schiff fiir e > —, wodurch S negativ ist, keine Stabi-

B!
litdt, ist dagegen e = e also S = o0, so schwimmt das Schiff im so-

genannten indifferenten Gleichgewicht.

Zusatz 1. Fir ein rechtwinkliges Parallelopiped, dessen
Querschnitt A E (Fig.70) die Breite A B =20 und Hohe A D= A hat
und wofiir die Tiefe der Einsenkung F D = c ist, hat man F=1? ¢ und

e=00=— (!'—;—e), folglich nach der Formel (38) fiir das Malfs
der Stabilitat:

h c
En G(120c_5+ 5)
oder wenn n:1 das Verhiltnifs zwischen dem specifischen Gewicht des

Parallelopipedes und jenem der betreffenden Flissighkeit ist, wodurch
¢=nh wird, auch

S-G[mnh (l—n)]-
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il oEeh (1e=n) A
Soll S= o werden, so mufs e Statt finden, wor-
b*
Bt Lt =1 A
aus nf —n=— —, oder n= +\/( (M) .. (& folgt.
Fir ﬁ_h’ <%,d i < % erhilt n zwei Werthe, fir welche
das indifferente Glexchgewncht eintritt; so ist z. B. fir =6 sofort
e=l o aetes 2\/3 d.i. n=-7887 und n —-2118.

Ist n sehr klein, also das specifische Gewicht des Korpers gegen

jenes der Fliissigkeit gering, so ist auch > 1h(—n) und es

schwimmt der Korper mil Stabilitit, wobe1 AB horizontal ist.

Ist ;—Z:% d.i. b:h=\/8:\/2, so gibt es nur einen Werlh
fir n, namlich n=1, bei welchem das Parallelopiped ohne Stabilitit
oder im indifferenten Gleichgewichte schwimmt. Fiir ;a - % gibt es

dagegen gar keinen Werth von n, fiir welchen dieses Gleichgewicht ein-
treten kann, sondern der Korper schwimmt bei allen Werthen seines
specifischen Gewichtes mit Stabilitat, so lange dieses Gewicht nur klei-
ner als jenes der Fliissighkeit ist, und zwar in aufrechter Stellung.

Zusalz 2. Die obige Formel (2) kann auch dazu dienen, die
verschiedenen Lagen eines Korpers zu finden, bei welchen er im in-
differenten Gleichgewichte schwimmt; man darf némlich
darin nur S = o setzen und die entstchende Gleichung nach a auflosen.

So ist z. B. fiir ein Parallelopiped von der Breite AB—a
(Fig.71) und Einsenkung FD = ¢ dic Fliche FDEG=F'DE G'=
F=ac, so wie jene OE‘F’ =06 G'=f=2LO0F.FF oder wegen
OF =1la und F F' = }atang « auch f=1atanga; ferner ist, wenn
¢ und ¢’ wieder die Schwerpuncte dieser rechtwinkligen Dreiecke be-
zeichnen, und ca auf OF und ¢r so wie ab auf NR perpendikulir
sind, sofort ac=%FF' =%}atanga und Oa= 20 F=1a, folglich
ist der Horizontalabstand des Schwerpunctes ¢ von 0 d. i.
0r=00-+br=0a.Cosa-}-ac.Sina=1aCosa+LaSinatanga
und sonach der Horizontalabstand beider Schwerpuncte ¢ und ¢’ von
Sin* a
Cosa’

Mit diesen Werthen erhilt man aus der genannten Bedingungs-

gleichung , in welcher, da hier der Schwerpunct o des verdringten
Burg's Mechanik. Suppl. 31

g : NoR 5
einander, d. i. 77 =0b==2aCosa}1a
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Wassers. tiefer als jener O des Korpers liegt, e negaliv zu nehmen,
also’
24 ; ;
= 5 — e Sina zu setzen ist, sofort

(2 Cos a—} ——) —eSina

oedint tauyaz a
LN

oder

a’ 1 1
S. « —_— l Y ——
ina [ = ( - cgs,a) e] o oder wegen e
. 2
auch: Sin a [2;% (2 + tangzu) — 8] —O
Aus dieser Gleichung folgt als die eine Wurzel Sina=0 und als

: 2bce
zweite Wurzel tang a = \/ ( =

von diesen beiden Werthen entspricht der erstere (wofir a =) dem
aufrechten und der letztere dem schiefen Schwimmen

Dies

=1} tang®a

9‘—9>ﬁ, oder wenn die Hohe des Parallelopides =% und dessen spe-
cifisches Gewicht =s, wodurch, da das specifische Gewicht des Was-
—c
2

4 h h ; ¥
sers =1 ist, c==sh und e= =§(l — 8) wird, wenn die Be-

] » 1
dingung 1}—‘> vy Statt findet.
. Pk | 1 ; v Lo
Fura,_ PR wird tang « =o, also abermals a =0, so,
dals auch in diesem Falle das Parallelopiped aufrecht schwimmt.

Ist z.B. h=a, und s=1%, so wird

Ay 2
tanga:‘/(-i'—g(—ia’—s)—h-—— 2)=l, daher a =45°.

Im letztern Falle ist fiir denselben Werth von s=3:
b et g bl
@ W 5%y Tiyy

was sofort auch aus der obigen Relation (s) im Zusalz 1 folgt, indem

fir diesen Werth von ? (dorl %) die Verhiltnifszahl n =1 wird.
1




D) Aus der Hydrodynamik.

66. Aufgabe.

I cinem mit einer kleinen Bodenoffnung versehenen prismatischen
Gefilse AD (Fig. 72) befinden sich mehrere Flissigkeiten, welche sich
nicht mit einander vermischen, tibereinander; es soll die Ausflufszeit fiir
alle diese Flissigkeilen bestimmt werden.

Aufiosung.

Es seyen von unten auf gezihit s, s, s*.. die specifischen Gewichte
der einzelnen Fliissigkeitsschichten CE, EF’; FG'.., A der constante
Querschnilt des Gefifses und @ die Grofse der Bodenoffnung; so ist
wihrend die unterste Schichte vom specifischen Gewichte s und der Hohe
CE ausflielst, der Druck gegen die Offnung eben so grofs, als wenn
anstatt der tiber der Schichte C E’ stehenden Flissigkeiten von den spe-
cifischen Gewichten s‘, s.. und den Hohen EF, FG.. eine einzige
Flassigkeit vom specifischen Gewichie s und der Hohe

h= :—EF —+ iIFG—}— EN—I GH - .. stande. Es handelt sich also

zuerst blofs darum, die Ausflulszeit fiur die untere Schichte CE’, d. i.
die Zeit zu bestimmen, binnen welcher der Spiegel einer gleichartigen
Flissigkeit, welcher urspriinglich um die Hohe H= C E -} £ iiber der
Offnung steht, um die Hohe %~ herabsinkt; diese Zeit ist aber (§. 335

und Nr. 16 3):
24

5 ”(\/H— V).
Ganz auf dieselbe Weise erhilt man auch die Ausflufszeit fir die
nichste Schichte E F’, wenn man fiir die dariiber stehenden Fliissig-
keiten wieder eine einzige homogene Fliissigkeit von dem specifischen

Gewichte s' und der Hohe #’ =':—,FG+ 27 GH - .. annimmt und

S1*
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die Zeit bestimmt, in welcher der imaginire Fliissigheitsspiegel von der
Hohe H' =E F -+ &' auf jene A’ herabsinkt; diese Zeit ist aber
/ 2A / /
B (VH—\/1".
Fihrt man auf diese Art fort die einzelnen Zeiten bis zur lelzlen
oder obersten Schichte H B zu bestimmen, so erhilt man zuletzt fir
die gesuchte Ausflufszeil aller Flissiglkeitsschichten :

M=l (T 8

6'7. Aufgabe.

Ein senkrechtes prismalisches, mit Wasser gefiillles Gefifs besitzt
sowohl im Boden, als auch in einer Seitenwand, und zwar in der halben
Hohe, eine kleine Offnung ; es soll, wennbeide diese Offnungen zu gleicher
_ Zeit aufgemacht werden, die Ausleerungszeil fir die obere Hilfte des
Gefilses gefunden werden.

Auflosung.

Es sey 4 der Querschnitt und 2% die Hohe des Gefilses, ferner
a die Grofse oder Fliche jeder der beiden Offnungen und  die Hohe des
Wasserspiegels iiber der Mitte der obern Offnung am Ende der Zeit ¢; so
wiirde, wenn « constant bliebe, wihrend einer Secunde aus der obern Ofr-
nung die theoretische Wassermenge (§ 327) a \/(2¢ ) und aus der untern
jene a\/[2g(h -+ 2)] ausfliefsen Sucht man daher die Ausflufsmenge
fiir die Zeit dz, binnen welcher = als constant angesehen werden kann,
80 ist diese

dM=adt\/2gw+adt\/[2y(lz+w)]

und da auch dM = A da ist, so folgt, wenn man gleich dz und d¢ mit
verschiedenen Zeichen einfiithrt (weil @ abnimmt wihrend ¢ zunimmt)

dt.a /29 [V +\/(h+ 2)] =—Ade und daraus

- o A dz
T ey VE+vG+ta)t

Wird diese Gleichung von 2 =0 bis @ =72 integrirt, so erhilt
man fir die gesuchte Ansleerungszeit der obern Hilfle des Geféfses (bei
Umkehrung der Grenzen)

dz A [\/(h-}-z)—\/w]
a\/2y o VEZ+VBET) a\/2yf -

oder da das all&ememe Integral
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]dw V42— \/z] =2+ &)—3 z’
ist, nach gehoriger Reduction :
Avh
=2 22— s . ]
t=30/2 b~ oder nahe =552 \/L

Zusatz Wire blofs die untere Offnung geoﬁ‘net worden, so
wiirde sich diese obere Hilfie des Gefélses erst wihrend der Zeit
AvVh
== (L2~ 1) T
entleert haben , es ist daher ¢: T=2:1=2:3.

68. Aufgabe.

Ein aus zwei prismatischen oder cylinderischen Theilen zusammen-
geselztes Gefils ADEH (Fig. 73) besilzt bei O eine kleine Bodenoffnung ;
wenn nun das Gefils mit einer Flissigkeit bis A B gefillt wird, so soll
die Zeit bestimmt werden, innerhalb welcher wihrend des Ausfliefsens
aus dieser Offnung der Fliissigkeitsspiegel erstens in dem weitern Theile
AD bis JK, und zweitens in dem engernTheile EH bis LM herabsinkt.

Auflosung.

So lange der Flissigkeitsspiegel AB nicht unter €D herabsinkt,
fliefst die Flissigkeit genau so aus, als ob sich die Offnung im Boden
NR des Gefilses ANR B befinde; erst wenn der Spiegel unter die
Linie EF herabgesunken, kommt die Weite des kleinern oder engern Ge-
falses in Betracht. _

Setzt man daher den Querschnilt des obern, weitern Gefilses — 4,
Jenen des untern, engern — A’ und die Fliche der Ausflufsoffnung = a;
80 ist die Zeit, die der Flussigkeitsspiegel bedarf, um von AB bis JK
und CD zu sinken, beziehungsweise:

24
G AN —\/JN) und ¢'= AN—
W29(\/ VI avay VAN—\/ON)
80 wie die Zeit, wihrend welbher der Spiegel von €D oder EI" bis L M
herabgeht : W=
erabge ¢ d\/2y (\/GE— \/GL).

Es ist daher die Zeit, binnen welcher der F lissigkeitsspiegel von
ABbis LM herabsmkt T=¢ 4 ¢, d.i.

T= - \/2 [A(/ AN —\/CN) + A’ \/EG — \/LG)]
Fir die ganze Enlleerungszeit ist blofs L G'= 0 zu selzen.
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Zusatz. Bei der umgekehrten Lage des Gefifses und der Aus- :
flu(soffnung im Boden A B, wiire eben so die Zeit, innerhalb welcher
die Fliissigkeit von GH bis JK herabsinkt:

Z
T = sy AVAC—\/AD + 4 (/AN —\/40)].

Die Entleerungszeit erhdlt man, wenn man in diesem Ausdrucke
AJ=0 setzt.

Ist z.B. AC=CN=h, so verhalten sich die Entleerungszeiten
in diesen beiden Fillen T:T'=A(/2— 1)+ A:4'(,/2—1)+ 4,
50, dals wenn z, B. noch A'=§ A wire, sofort T:7T" — 1-828:2-414
Statt finde.

69. Aufgabe.

In der verticalen Wand eines mit Wasser besténdig voll erhaltenen
Gefilses befindet sich eine rechteckige Oeffnung mit zwei horizontalen
Seiten; es soll erstens die Ausflufsmenge, zweitens der Ort der mitt-
lern Ausflufsgeschwindigkeit, und drittens fiir den Fall als die obere
Kante der Oeffnung im Wasserspiegel liegt und die Summe der Seiten
des Rechteckes eine constante Grofse ist, jenes Verhiltnifs der Seiten
dieses Rechteckes bestimmt werden, fiir welches die Ausflufsmenge ein
Maximum wird.

Aufiosung.

Es sey D E (Fig. 74) die verticale ebene Gefalswand und zuerst
allgemein die Oeffnung von der Horizontalen @ a’ und den beiden gegen
die verticale Achse AD symmelrischen Curveniisten AMa und AM‘a’
begrenzt; ferner sey CD =h, CA==»A' und fiir den unendlich schma-
len horizontalen Streifen M‘m die Abscisse AP— & und die Ordinate
PM=PM =y.

L Diefs vorausgesetzt ist die wihrend der Zeit ¢ aus dieser unend-
lich schmalen Oeffnung M‘m =2y dx ausflielsende Wassermenge

dM = 2¢yda\/[29 (W + )], folglich, wenn man

h—h'
integrirt: M=26/2 yf ydoy/ '+ o) . . 1)
wobei fir y der jedesmalige Werth y = f(a) aus der Gleichung der
betreffenden Curve AMa oder AM’a’ zu setzen ist.
IL Ist ferner H die mittlere Hohe, d. h. der Abstand jenes
unendlich schmalen horizontalen Streifens der Oeflnung vom Wasser-
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spiegel, in welchem das ausfliefsende Wasser die mittlere , d.i. jene
Geschwindigkeit besitzt, welche nach der ganzen Hohe der Oeffnung in
den simmtlichen horizontalen Streifen Statt flnden miifste, damit in der-
selben Zeit # wieder die nimliche Wassermenge M der Formel (1) aus-

fliessen wiirde; so folgt, da die Grofse der ganzen Seitendffnung
h— h¢
aMAMa'=|2ydz ist, die Bedingungsgleichung :

h—h¢ h—h
26\/(2¢9 H)fydw =26/2 _qu dz\/ (&' 4 x) und daraus :

hhd
fy da /(W + )

VR el . D

fy dz

Ist also die Oeffaung ein Rechteck von der Hohe h="h'=a
und der Breite 2y =26, so folgt aus der Formel (1), wegen

fdw\/(h‘—i-w):%(h’—{—w); fir die in der Zeit ¢ ausfliefsende

Wassermenge:
M=§b¢\/2g[(a+h')'i—h"i]=§bt\/2g<1ﬁ'~h'i') (5.332)

und aus der Formel (2) fiir die mitilere Hohe: ;

Sty
H—3 5=’
h—n)

Zusatz. Liegt die obere Kante des Rechteckes im Wasserspie-
gel, soist 2'=0 und daher M=20bkt\/29h und H=3h=3a.
(§. 331.)

IIL st in diesem letztern Falle b & = a eine constante Grofse
b 2
und soll das Verhiltnifs 7 % bestimmt werden, dals die Wassermenge
M=20bht\/2gh am grofsten wird; so hat man, da auch

= bh% = h% (@ —h)= ah% - h§ in diesem Falle ein Maximum seyn
mufs, nach der Regel: :

und daraus, da die Wurzel /% =0 hier unbrauchbar ist, 8a—5A=0
b b ¢ ;
oder h=2 a, und damit b = a—h=3%a, s0, dass 5 =3 wird. Da

mit diesen Werthen von % und & der zweite Differenzialquotient ne g a-
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tiv ausfillt, so entspricht dieses Verhiltnils von & zu 4 in der That
einem Maximum von M und zwar ist
Mmax =%h2t \/29".

70. Aufgabe.

Die theoretische Ausflulszeit aus horizontalen Bodenoffnungen fiir
verschiedene durch Umdrehung um ihre verlicale Achse enistandenen
Gefifse zu bestimmen, wenn dieselben mit Wasser gefiillt sind und kein
weiterer Zufluss mehr Statt findet.

Auflosung.

Ist & die Hohe des Gefiifses und a2 die horizontale Ausflufsoffnung,

50 ist (Nr. 164) die giinzliche Ausflulszeit
n I i
= —fy? — ..
a@vag)] vz G

L Bildet das Gefils einen geometrischen Cylinder (oder ein
Prisma) von der Grundfliche A2, so ist ~y?= A2 und daher die
theoretische Ausflulszeit:

242
T=m\/h o)

II. Bildet das Gefils einen abgekirzten Kegel (oder eine
Pyramide) von den horizontalen Grundfiichen 42 und a®, wobei
A? der urspriingliche Wasserspiegel ist, so wird, wenn R und 7 die

£ ]
Halbmesser dieser beiden Grundfliichen bezeichnen, y%— [ T-I-(R 3 r)-l']

und daher nach allen Reductionen (und wenn «® nur klein gegen
A? ist) ¢

sedih Buce B 4B 2

T_15a’\/2_q (8A* 44 Aa—+8a®>H/h (2)
Ist a® Gufserst klein gegen A2, so hat man sehr nahe

24" ;

T= ﬁm\/h. )

IIL. Bildet das Gefifs denselben Kegel aber in der um gekehrten
B 2
Lage, so wird y2= (R ——R—hl a;) und daher

2
T =B iy G4+ 4at3a /b (B
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Ist wieder die Grundfliche a* gegen jene A? sehr klein, so kann
16/ A
15ay/2g "

IV. Bildet das Gefiifs ein Paraboloid von den horizontalen
Grundflichen A% und @® und ist A* der urspringliche Wasserspiegel,
80 ist, wenn wieder 7% die Hohe des Gefilses, R der Halbmesser der
grolsern und r jener der kleinern Grundfliiche ist,

R:— p? i
y*=r?~+pax oder wegen p =~ . auch y?=r%} el
und damit aus der Formel () nach einer einfachen Reduction:

1

Laddr, 8. 2 2
T_.s.a,\/Qg(A +2aDVR. .. (4)
24* /M

oder wenn 2 sehr klein ist, nahe 7= —= Y2 .
A 2 3a’y/2g

V. Bildet das Gefifs dasselbe Paraboloid, jedoch in der umge-

man auch nahe T= . (8') setzen.

(4

kehrten Lage, so wird y?—= R? — @ und
e P4 2
T=3.- m(“ +adH\h .

und wenn % ein sehr kleiner Bruch ist, T =

44 \/It
3a*v2g

Bildet das Gefifls eine Kugelzone von den horizontalen Grund-
flichen A* und a® wobei A*die grofste Kreisfliche und der urspriing-
liche Wasserspiegel ist; so hat man, wenn wieder 4 die Hohe des Ge-
filses ist und R,7 die Halbmesser der Kreisflichen 42 und @2 bezeich-
nen, y2 =R*— (h— a:)z und 2*=R?*— r?, folglich

2 2 2 2 i
=0t [2 +15n o DA 15a\/2g[7n + 877k d. i
(TA%2-8a®D\/h . . (6)

D)

15a \/2
Fiir sehr kleine Werthe von % kann man auch nahe
2
o 144° /% o
15a*/2¢
VII. Firdieselbe Zoneinum gekehrter Lageisty? = R?*— 22

(6°) setzen.

und

— 2 2 2
=ia ey AV D)
8A*/h ;
5a°/29" " @)

a - o
oder wenn i sehr klein ist, T=
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VIII. Bildet das Geféfs eine volle Kug el vom Halbmesser r, so
ist wegen y*=2r o — 2? die Ausflulszeit fﬁr die obere Halbkugel:

2r L
i 21']' 4
’¢2 (21'.7: m)d.z- TG e (B AR | (8]
und fiir die untere Halbkugel :
{= = f(21‘a:—.7: d —ﬂi:lﬂi
~/2 Ak 15a’/2g 15a*v/2g9 " ° ®

daher fir die ganze Kugel: T=t—|—t'=ml’ st (1))
BaV2 - Nr. 166)
IX. Befindet sich endlich die Oeffnung a? nicht im Scheitel, son-
dern in der Basis A2=17r%x einer vollen Halbkugel, so ist
y?*=r?—a? und

= —-—|d 2z §=§ &g e
,\/2fw(r —ah =42 .. aD
oder auch,. wegen h=r
PRSI
T__w,\/” i (12)

Zusatz. Istder Bruch % sehr klein und haben 4,a,% in den

Formeln (1), (2), (39 , . (7 dieselben Werthe, so verhalten sich
die durch diese 7 Formeln ausgedriickten Entleerungs- oder Ausflulszeiten
beziehungsweise wie die Zahlen 15:3:8:5:10:7:12.

Die Ausleerungszeit fiir die obere Halbkugel durch den Schei-
tel der untern verhilt sich zur Ausflufszeit der untern Halbkugel
durch dieselbe Oeffnung :

(8):(9) oder t:t'=(8\/2—7):7 oder nahe wie 4:312:7;
dagegen, wenn sich die Oeffnung in der Basis dieser obern Halbkugel
befande

(8): (12) = (8\/2 — 7): 12 oder nahe wie 4-312:12.

Ferner verhalten sich die Ausleevungszeiten einer Halbkugel,

einmal durch den Scheitel und dann durch die Basis:
9):(1)=7:12
u. 8. W.

7 1. Aufgabe.

In der verticalen Seitenwand eines mit Wasser bestindig voll er-
haltenen Gefilses befinden sich zwei ganz gleiche, jede von einer P a-
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rabel, deren Achse vertical ist, und der grofsten Doppelordinate be-
grenzte Oeffnung , und zwar liegt bei der einen der Scheitel und bei
der andern Oeffnung die Basis oder Doppelordinate im Wasserspiegel ;
es soll das Verhiltnifs zwischen den Ausflufsmengen aus diesen beiden
Seitenoffnungen bestimmt werden.

Aufiosung.

I Nimmt man in der Tiefe z unterm Wasserspiegel einen unend-
lich schmalen horizontalen Streifen von der Hohe da, so ist fiir die erste
Oeffnung die Breile dieses Streifens 2y = 2\/p, also die per Secunde
aus dieser schmalen Oeffnung 2ydz ausfliefsende Wassermenge
dM = 2 ydx\/2gx , so dafs also die in einer Secunde aus der ganzen
Oeffnung von der Hohe 4 ausflie(sende Wassermenge

M= 2\/2ng.@ de=h%\/2py ist.
IL. Fir die zweite Oeffnungoist dagegen dM'=2yda\/[29(h—a)],
folglich
M=2\/2pg l(‘ia: v/ (hz— 2.
Nun ist (Comp. §. 809)

f da/(h —-a%)=— 1 (h—2 £)\/(h e—a*)+ L W2 arc S""(me.— ")

und' da der algebraische Theil fiir beide Grenzen verschwindet, sofort

2 A =m I R ;

2y 2o & R oy e Iglich

fdw\/(’w o i ( = 2) 5 7 folglic
M’———{:—n\/2py.

das gesuchte Verhaltnifs ist daher M: M'=1:

— /B

L

Anmerkung. Befinden sich dieSeitenoffnungen anstatt in einer verticalen,
in einer schiefen Wand, welche mit dem Horizont den Neigungswinkel
a bildet, so muls man iiberall statt der verticalen Hohe der Offnung 4,
Jene = H
jen Sine setzen

7 2. Aufgabe.

Die Ausflufszeit fiir die Seitenoffnung ABD (Fig. 75) eines ge-
raden geometrischen Kegels zu finden, dessen Achse vertical und
Spiize nach abwirts gekehrt ist.
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Auflosung.

Es sey die Hohe des Kegels AC=17%, die Seite oder Kante
AE=AB=1, der Halbmesser der Basis EC— CF=r, der Nei-
gungswinkel CAF = C A B =: a, die obere Breite der Oeffnung BD — b,
die Abscisse AP=a, Pp=dx und PM perpendikulir auf AC;
80ist AM = @ Secaund Mm=dx Sec a, ferner AB: BD = AM: MM’

b S
oder 7: b= Seca: MM’y woraus MM'— < 2 folgt; endlich ist
2 : . . y b Sec* a
die unendlich kleine Ausflulsoffnung Mam'=M M'. M m = - do

die wir Kiirze halber wieder durch a bezeichnen wollen.

Ist der Wasser - oder iiberhaupt Fliissigkeitsspiegel von C bereits
bis P’ gesunken und setzt man diese variableHohe A P/ ==, so fliefst,
wenn der Spiegel auf dieser Hohe erhalten wird, wihrend einer Secunde
aus der unendlich kleinen Oeffnung Mm’=a die Wassermenge (wenn
man nimlich fir die betreffende Flissigkeit Wasser nimmt) :

dM=a\/[2g(z—w)]=—b—Sel—cza\/2g..z-d.z'\/(z—.z')*)

folglich aus der bis ab, d.i. zum Wasserspiegel reichenden Seitenoffnung
Aab die Wassermenge, wenn man Kiirze halber den constanten Factor

b Sec*
; 22 9=A4 selzt:

0 z !
M=—Af.z-d.z-\/(%-—.z-)=Afa:d.z-\/(z——.z-)=1i§A:r.’
aus, weil (wie leicht zu finden) das allgemeine Integral
f.rd.z-\/(z—.z-)._g(z — oy —25(z—a) is

Da nun aber = nur wihrend der unendlich kleinen Zeit d¢ con-
stant bleibt, so ist die wihrend dieser Zeit aus der genannten Seitenofl-
nung A ab ausfliefsende theoretische Wassermenge

dM= % A% de

Da ferner wihrend dieser Zeit der Wasserspiegel von der Hohe %

auf jene % — dx “herabsinkt und diese unendlich diinne Wasserschichte

das Yolumen dM'= Z d= besitzt, wenn Z den durch P’ gefiithrten hori-
zontalen Querschnitt des Kegels bezeichnet, also (aus r*z:Z=h*: %*%)

*) dM und dz erhalten entgegengeselzte Zeichen, weil 4/ zunimmt, wenn &
abnimmt,
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2 2
z='ﬂ——1’ =* folglich auch dar'="F «2dxist; sohat man, dadM=dm’
seyn mufs, sofort (wenn man wieder beriicksichtigt, dafs dz und dz

entgegengesetzte Zeichen erhalten miissen):

. P 2
i S

5 1
=A% di= —Fzzdz oder dt=——4-M,z *dz

und daraus folgt fiir die Zeit, wihrend welcher der Wasserspiegel von

der Hohe % auf jene 4’ herabgeht (wenn man gleich die Grenzen um-
kehrt) :

hy 3K 7"
%'ﬁfz ’dz=%271:2(\/h-—\/lr)

he

s

oder wenn man fir 4 den Werth wieder herstellt :

=15 MR £ PO L0

"9h*/29. Seca
" . tang* g
Setzt man fiir ;z den Werth ¢ang « und fur@"z—: den gleichgelten-

den Werth Sin®a, so erhilt der vorige Ausdruck fiir £ auch die Form
157l Sin*a
=—— h—\/h").
b= e (V=)
Endlich hat man fiir die ganze Entleerungszeit T, wegen 4'=0:
151l Sin*a 15nr Sina
= =" \/h.
Sovag Y =gy e

7 3. Aufgabe.

Den Widerstand zu bestimmen, welchen eine Kugel bei der
geradlinigen , gleichformigen Bewegung in einem widerstehenden Mittel,
z. B. im Wasser oder in der Luft erleidet.

1. Aufiosung

a) mnach der gewohnlichen Theorie.

Es sey DA’ (Fig. 49) die Richtung, nach welcher sich der Mittel-
punct € der Kugel vom Halbmesser 7 mit der Geschwindigkeit v bewegt,
und A‘BE B’ ein durch diese Richtung EA’ gelegter grofster Kreis,
ferner seyen fiir einen beliebigen, im Umfange dieses grofsten Kreises
genommenen Punct M, CP=ga und PM=y die rechtwinkeligen
Coordinaten, so wie W. M C A’=a und endlich fiic den, diesem unend-
lich nahe liegenden Punct m, Mm —=ds, Pp=dz und mn=— dy; so
ist auch & =17 Cosa und y =1r Sin a.
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Der bei der angenommenen Bewegung auf die Flicheneinheit Statt
findende normale Widerstand ist (§. 359) :

By S

wobei y das Gewicht der cubischen Einheit der betreffenden Fliissigkeit,
z. B. des Wassers oder der Luft, und ¥ den aus der auf S. 326 (des
Comp.) aufgestellten Tabelle zu nehmenden Erfahrungscoeffizienten be-
zeichnet.

Diese auf den Punct M parallel mit A’E wirkende Kraft p zerlegt
sich in eine nach der Richtung der Normale MC und in eine darauf
senkrechte, nach der Richtung des Elementes Mm , wovon die erstere
p'=p Cos a, und die letztere fiir unsere Untersuchung nicht weiter zu
beachten ist.

Zerlegt man ferner auch noch diese nach MC wirkende Kraft p in
zwei aufeinander senkrechte Seitenkrifte nach den Richtungen CE und
CB‘, so ist die erslere p"’=p’Cosa = p Cos*a und die lelztere
=p’ Sina, welche jedoch, wenn man auf den mit M im untern Quadran-
ten A/B‘ symmelrisch liegenden Punct ibergeht, von einer eben so
grofsen nach C'B wirkenden Kraft aufgehoben wird, also hier ebenfalls
nicht weiter in Betracht kommt.

Da die Projection der zwischen den beiden durch MP und mp
gehenden Parallelkreisen liegenden Kugelzone auf die durch BB’ senk-
recht auf die Richtung der Bewegung EA’ geleglen grofsten Kreisebene
dF =2 = ydyist, so hat diese eben genannte unendlich schmale Kugel-
zone bei der angenommenen Bewegung einen Widerstand zu iiberwindens
welcher durch die Formel dR =p" dF=p Cos*«.dF, oder wenn man
fir p den obigen Werth aus (a) und fir dF den vorigen Werth setzt,
durch

dR=2 nk%Cos”a.ydy
ausgedriickt werden kann.

Da nun Cosa =f und fur den vorliegenden Fall &*+ y*=13,

. ist, so hat man, wenn dieser Werth fir

T
also Cos?a= - = .
r ¢

Cos*« substituirt und dann innerhalb der Grenzen von y= 0 bis y =7
integrirt wird, fir den Widerstand , welchen die vordere Hilfte, also
auch die ganze Kugel bei der angenommenen Bewegung erleidet, den
Ausdruck :
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& LS . B N PR
B—z’rkru ,fydy(r yH= 2""72_‘” is

d. i. wenn man zugleich die grofste Kreisfliche = 7%= F selzt:
v!
TR | i
R=3kyF 29 (m)

Zusatz. Da fir einen gleichseitigen Cylinder von derselben
Grundfliche F', welcher sich mit der Geschwindigkeit v nach der Rich-
tung seiner Achse bewegt (§. 359, Relat r)

R=k F—
S 29

ist, wobei k den niimlichen Werth wie in der vorigen Formel (1) besitzt,
so folgt, dals die Kugel bei ihrer Bewegung nur halb seo viel Wider-
stand alsein herum beschriebener Cylinder zu erleiden
hat, welcher sich mit derselben Geschwindigkeit und in dem nimlichen
Mittel, nach der Richtung seiner Achse bewegt.

Aus der oben angezogenen Tabelle (§. 359) folgt fiir den Wider-

standscoeffizienten,, wegen [5 =1 aus der letzten Rubrik k—1-2824;

dabei ist, je nachdem die Bewegung im Wasser oder in der Luft Statt
findet, beziehungsweise y = 564 und (§. 466, da man den sehr kleinen
v i ‘000525 b
PR . k o X
Bruch Tai7 gegen die Einheit auslassen kann) y =¢ T E00F <564
zu selzen, wobei & den Barometer- und ¢ den Thermometerstand be-
zeichnet. Nimmt man als mittleren Werth (von & = *76™ und ¢ — 18° c)
‘4 £
g = Z—go— 5 80 wird der Zahlenwerth fir Wasser:
ky _ 19824><564
gy 62
und jener fir die Luft:

=1'1666

29~ 62><850

Der Widerstand einer Kugel von der grofsten Kreisfliche F, welche
sich geradlinig mit der Geschwindigkeit » bewegt , ist also endlich nach
dieser Theorie, wenn die Bewegung im W asser geschieht:

R —="5833 F v* Pfund
und wenn sie in der Luft Statt findet :
R=:0006862 F'v*? Pfund

wobei der W. Fuls und das W. Pfund als Einheiten zum Grunde liegen.

Anmerkung. Wie aus §. 466 erhellet, gilt diese letatere Formel nur fiic
Geschwindigkeiten von » < 1317 Fufs, indem nur dafiir in dem vorigen
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vﬂ
Ausdrucke von R=§.kq’F2-y, das Gewicht von 1 Kubikfuls Luft
v

1317 8egen 1 auslassen kann,

v
=7 (1 + Eﬁ) oder, wenn man

% ‘000525 b
¢'=q9= i‘_ijéaty gesetzt werden kann, sonst aber, d. i. fir 9>1317F.

q' = 2q gesetzt werden mufs.

2. Auflosung
b) mnach der Annalme von Duchemin.

1. Da die Beobachtungen und Versuche gezeigt haben, dafs die
gewohnliche Theorie, nach welcher der Widerstand oder der Druck
auf die vordere Flache einer Ebene (in der Richlung der Bewegung ge-
nommen), welche sich im ruhigen Wasser nach einer schiefen Richtung
bewegt, einfach dem Sinus des Einfallswinkels proportional ist, die
Widerslénde fiir einen von krummen Fliichen begrenzten Korper etwas zu
grofs gibt, so kommt man der Wahrheit niher und zwar in der That
sehr nahe, wenn man der Entwicklung folgende, von Duchemin aufge-
stellte Hypothese zum Grunde legt.

Ist ndmlich allgemein AB’ (Fig.52") die Erzeugungslinie irgend
eéiner krummen convexen Oberfliche, welche den vordern Theil eines
Korpers begrenzt, der sich z. B. im ruhigen Wasser nach der durch
den Mittelpunct O der Figur gehenden Richtung OA bewegt, ferner
B B’ der Durchschnitt der grofsten auf 04 perpendikuliren Querschnitts-
fliche F', v die Geschwindigkeit der Bewegung, < die Dichtighkeit des
Wassers oder der betreffenden Fliissigkeit tiberhaupt, und fir irgend
einen Punct M der Erzeugungslinie OP =2, PM=y, BM=s und
MM, = ds; so mufls man nach der Annahme von Duchemin , um den
Beobachtungen zu geniigen, fir den auf die Flicheneinheit im Puncte M
Statt findenden Druck p setzen:

Ap® Sin’y
e

wobei ¢ der Einfallswinkel des Elementes M M, im Puncte M und ¢ jener

des Elementes im Puncte A mit der Bewegungsachse A0 bezcichnel.

2. Ist nun der Korper ¢in Rotationskorper und A0 dessen
Achse , so beschreibt das Curvenelement M M, — ds bei der Erzeugung
des Korpers, eine Zone vom Halbmesser y, deren Projection auf den
durch BB’ gehenden auf der Achse A0 perpendikuliren grofsten Quer-
schnilt F gleich 2 ydy ist. Diese Zone hat demnach bei der erwibnten

9
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Bewegung nach der Richtung A0 einen Druck zu erleiden, welcher
Sin’e § dy
Sin's? oder wegen Sing = dg > durch

durch 2zpydy= 2z dv®ydy

2 4
i ydl% ausgedriickt wird.
Sin’e! “ds

Selzt man den Durchmesser des grofsten Querschnitis BB’ — q,
driickt die in der cubischen Einheit der Fliissigkeit enthaltene Masse 4/

durch das Gewicht y aus, setzt ndmlich (Nr. 54, Anmerk. 3) z/=Z_
und nimmt fir den Widerstandscoeffizienten & wieder den dem Verhili-

nifs von %/ entsprechenden Werth aus der Tabelle in §. 359 ; so erhilt

man fiir den gesuchten Widerstand R auf den ganzen Korper:

9 0
2nky 07 0 dyty
H— = e
T 2 j Y M
2
Was dabei den Werth von Sin ¢/ betrifft, so wird dieser aus dem

allgemeinen Werth Sin ¢ — %, nédmlich aus der Gleichung der Er-

zeugungscurve erhalten, wenn man diesen Quotienten auf den Punct A
dyg = : ‘

bezieht, so, dafs Sin¢/— % wird, wenn man die allgemeinen Werlhe

@, y, s fiir den Punct A mit einem Striche bezeichnet ; es kann daher auch
v® /ds’ \2 dy*
B=2rky—( — — .. 1
% yflg (dy’) ]‘a‘l/ds“ o
2
geselzt werden.

3. Geht die krumme Oberfliche in den ebenen grofsten Quer-
schnilt ¥ durch BB’ iiber, so wird fiir alle Puncte derselben dy =ds

und Sing’ = ji; =1, folglich der Widerstand:

*) Is hat also der Widerstand oder der Druck, welchen die Fliissigkeit auf
die Flicheneinheit irgend eines Puncles der Vorderfliche des bewegten
Korpers ausiibt, das Gewicht einer Fliissigkeitssiule zum Mafse , deren
Hohe der doppelten, der Geschwindigkeit des Karpers entsprechenden
Fallhohe gleich ist, multiplicirt mit dem Cubus des Sinus des Einfalls-
winkels des Elementes der Erzeugungslinie der vordern Fliiche des Korpers
in dem betreffenden Puncte, und dividirt durch das Quadral des Sinus
des Einfallswinkels jenes Elementes dieser lirzeugungslinie, welches an der
Achse des Korpers liegt.

Burg's Mechanik, Suppl. 32
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9]

" o
e l»y—— de-—27k)'— =

>2ﬂ als Grundfliche des Cylinders, auch:

R=ky F—y 2eh ity
(vergleiche §. 8359) wie es seyn soll.

oder wegen F:(

R RS

4. Ist die Erzeugungslinie A M B’ einegeradeLinie, so beschreibt
diese bei ihrer Umdrehung um die in der Richtung der Bewegung A‘A
liegenden Achse 0A einen geraden Kegel. Selzt man dafic den
Halbmesser der Grundfliche 0B’ =r und die Hohe 04 = &, so ist die
Gleichung der Erzeugungslinie (wenn O der Ursprung der Coordinaten

ist) yzz (h— @)
folglioh £ =— 2, ds="\/* 1 4%) und
%"% = 8ing'=Sinp = 7(7_—2:_—/;—2) , mithin nach der obigen
Formel (1): 3
R=—2:zk*/-1iz r+h2f(r+‘_k)_‘/d_/dl
R—rcz kY %2 m d.i. wegen 7?7 = F und —V(I':+ﬂ’)=Sin?

wobei o den Einfallswinkel der Kanten (mit der Achse des Kegels) bil-

det, sofort:
2

R——kyF Sm;v

Der Widerstand eines Cylmders von derselben Grundfliche F und
derselben Linge %, welcher sich mit der namlichen Geschwindigkeit v
nach der Richtung seiner Achse bewegt, wird bei demselben Werth von
k durch

s

v
) A
29

ausgedriickt, welches zugleich auch der Widerstand des eben betrach-
teten Kegels fiir dessen Grundfliche ist, d. h. wenn bei der angenom-
menen Bewegung anstatt der Spitze die Grundfliche vorausgeht. Bezeichnet
man diesen lelztern Widerstand durch R’, so ist

R:R'=S8ing¢:1,
was auch mit den Erfahrungen ganz gut uibereinstimmt.
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5. Ist die Erzeugungslinie AB’ ein Viertelkreis, die krumme
Oberfliche also eine Halbkugel; so ist die Gleichung dieser Curve,
die Coordinaten vom Mittelpunct O aus gezihlt,

22 _{__ yz — 2
dz* dz —y
Daraus folgt, wegen ds = dyV(l + dg?) md — = ————

dy =)
V(i —y?
==

sofort Z—y und da im Puncte A y = 0 ist, auch
S

Sing’ = ?%:f— =1, so, dals wenn man diese Werthe in der vori-
L3 r
gen Formel (1) substituirt und a =2 setzt, der Widerstand der
Halbkugel :
2 o r? _y: 3 2 1: s
R=2ﬂk}/—é~b£‘ydy<_rz,_)2=27zk),2_g'r_3._é,

dici R 2 k .25_2]; F_v_z )

s =zzky? T gL T (s
wird.

Nimmt man fiir & den entsprechenden Werth, d.i. fir das Ver-
héltnifs %::1 » 80 gilt derselbe Ausdruck auch fir die ganze Ku-

gel, so, dals wenn man den Widerstand des herumbeschriebenen
Cylinders, welcher sich unter denselben Umstéinden in der Richtung
seiner Achse bewegt, durch R’ bezeichnet, sofort, wegen

2

R/—_:k-,'F; (vorige Relat, a)
g
R=2ZR' isl

Anmerkung 1. Dieses mit den Beobachtungen und Versuchen schr gut
tibereinstimmende Resultat weicht also von dem vorigen, durch dic ge-
wohnliche Theorie erhaltenen, in so weit ab, als man dort R=2R,
folglich den Widerstand um - R’ grofser gefunden hat.

10
Anmerkung 2. Wird der vordere Theil eines Rotationskorpers, welcher
sich in der Richtung seiner Achse im ruhigen Wasser oder in der Luft
bewegt, von einer concaven Fliche begrenzt, wie eine solche z. B.
durch die Umdrehung der Curve DB’ oder BB um die Bewegungsachse
A’D (Fig. 527) erzeugt wird; so mufls man nach Duchemin, um den Be-
obachtungsresultaten zu entsprechen, den Druck auf die Flicheneinheit durgh

dz + dy
=Aap?{ ——=
£ ”( ds)

also den Widerstand des ganzen Koérpers durch

a
v? (2 dz 4 dy
Ii=2nk72—yfydy(*‘,r). i (2)
0

32*
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ausdriicken, wobei wieder der Werth von % aus der Tabelle in §. 359
fiir das Verhiltnifs des Durchmessers BB’= a und der Linge 04’ zu
nchmen ist.

Sucht man z. B. diesen Widerstand fiir eine kreisformige con-
cave Vorderfliche, nimmt zu diesem Ende 20 zur Abscissenachse und
D zum Anfangspunct der rechtwinkeligen Coordinaien; so hal man

a
y*=2rz— z?, und wenn Bog. DB = ¢’ ist, sofort S=rsing und

a2
= W r*Sin’e.
Bezeichnet man den variabeln Werth des Mittelpunctswinkels fiir irgend
einen Punct V durch «, soist y =rSina, dy =r Cosadz, j—f = Sina
dy
und T Cos o, folglich wird das vorige Integrale

2 dz + df 7
~f:l,/dy (Ly) =fr’Sz‘naCosa(Sz‘na + Cos 2) da

oder ausnefuhlt (Comp. §. 820, Form. 1.)

, 2
= —(1+Smf—5m9Cos o — Cos :;)m—(l-i—Smg—Cos %)

so, dals also endlich wegen m7* Sm sofort

v* /1 + Sin’o — Cos®
He— §/£7F5; (j———‘s-”t—;;—f) wird
Sucht man jenen Werth von ¢, wofiir der Widerstand £ am grofsten
wird, so erhiilt man die Bedingungsgleichung :
Sin’e + 3 Sin’y Coso + 2 Cos’e —2 =10
woraus man nabe ¢ = 61°38’ findet. Dafiic wird der Pfeil 02 nahe
genug =317,

7 4. Aufgabe.
Den Widerstand zu bestimmen, welchen ein um eine Achse
rotirender Korper in einem widerstehenden Mittel zu iberwinden hat.
1. Aufilosung.
a) nach der gewdhnlichen Theorie.

1. Es sey € (Fig.76) der Durchschnilispunct der auf der Ebene
der Tafel senkrechten Rotalionsachse, MC = p das von irgend cinem
Puncte M der Vorderfliche des Korpers auf diese Achse gefillte Perpen-
dikel, @6 die Durchschnillslinie der durch dieses Perpendikel und die
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Rotationsachse geleglen Ebene mit dem Flichenelement in M, welches
man in allen Féllen als eben ansehen kann und hier durch dF bezeichnet
werden soll; ferner sey Mm ein in der Ebene dicses Elementes auf ab
errichtetes Perpendikel und mn senkrecht auf CM, so ist mMC=«
der Neigungswinkel dieses Flichenelementes mit der genannten durch
CM gehenden Achsenebene, und nmam die Richtung, nach welcher
sich das Flichenelement dF in dem Augenblicke der gegenwértigen
Lage und zwar mit der Geschwindigkeit v = p w bewegt, wenn w die
constante Winkelgeschwindigkeit des rotirenden Korpers hezeichnet.

Diefs vorausgesetzt, ist die Projeclion des Elementes dF aufl die
Achsenebene =dF . Cos « und daher, wenn sich der Widerstand hier
eben so0, wie bei der geradlinigen Bewegung ausdriicken lafst und 2 den
belreffenden Widerstandscoelffizienten bezeichnet, sofort der gesuchle
Widerstand auf das Element dF der Vorderfliche (§. 359):

dg=pv*Cosa dF =B p*>w* Cosa dF.

Zerlegt man diese, in der Richtung mn wirksame Kraft d¢ in
zwei aufeinander senkrechle, wovon die eine dp normal auf das
Flichenelement, so ist dp = d¢. Cosa, wihrend die zweile, mit die-
sem Elemente parallel, fir die gesuchte Wirkung verloren geht.

Aus diesem normalen Drucke dp entsteht aber eine in der Richlung
mn wirksame Kraft dr =dp . Cos « und ¢in mit der Achsenebene paral-
leler Druck dp’, welcher jedoch von der Aclise aufgehoben wird.

Da nun das slatische Moment dieser Kraft dr in Beziehung auf die
Rotationsachse = p dr oder, wenn man fir dr, dp und dg die vorigen
Werthe subslituirt :

dM =7 p® w? Cos®« dF
ist, so erhalt man fir das statische Moment des Gesammlwiderstandes,
welchen die Vorderfliche des rotirenden Korpers erleidet , den Ausdruck:

M=/ 102fp3 CostadR .. C1)

wobei das Integrale, je nach der Form und Ausdehnung des Korpers,
innerhalb der betreffenden Grenzen zu nehmen ist.

Zusatz 1. Da dieses Integrale fir irgend einen bestimmlen oder
gegebenen Korper eine constante Grofse bildet, so folgt, dafs das
Moment des Widerstandes dem Quadrate der Winkel-
geschwindighkeit proportional ist.

Zusatz 2 Ist der belreffende Korper einRotationskorper
und findet die Schwingung oder Kreisbewegung um dessen Achse Stalt,
s0 ist fiir alle Elemente der Winkel « = 90° und daher :
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fﬁaCossadﬂ':O, woraus sofort folgt, dafs runde Korper,

wie z. B. Kugeln, cylinderische Wellen, Radkrinze
u. dgl. bei ihrer Rotation oder Achsendrehung (z. B. in
der Luft) keinen Widerstand erfahren *).

2. Fallen die simmtlichen Elemente der Vorderfliche in eine ge-
meinschallliche Achsenebene, so wird dafir der Winkel « — 0 und
daher das Moment des Widerstandes :

ﬂ[=/3w2fp3dF. 02D

Ein solcher Fall tritt z. B. ein, wenn sich das Rechleck A’B
(Fig.77) um eine Achse B S dreht, welche in der Ebene des Rechieckes
und mit den Sciten AB und A'B parallel liegt.

Zieht man némlich durch den Schwerpunct 0 des Rechteckes die
Gerade €D senkrecht auf die Achse RS und selzt CO—"c"AB—;
ED=a, CP=a und Pp=da; so geht der vorige Ausdruck (2)
fiir diesen speciellen Fall, wegen p=a und dF — b dz iiber in:

e+f & a\*
N iisie Ay il g g 2[( 1)_( __)]
Bw f;__ zide=,0pw 9+2 Rt

2
oder, wenn man entwickelt, reducirt und bemerkt, dafs ab=F ist,
auch:
a!
M—=—Rw*Fe (e‘+4—) SN

Erstreckt sich die Fliche des Rechteckes bis zur Achse, so, dafs
A'B mit RS zusammenfillt, so wird wegen €0 = ¢ — g, sofort das
Moment des Widerstandes :

M=1B8Fa*w? .. @

Was den Widerstandscoeffizienten 3 anbelangt, so kann man unter
der gemachlen Voraussetzung, dafs némlich der Widerstand bei der
Kreishewegung jenem bei der geradlinigen Bewegung gleich sey, sofort

(e e )
sclzen, wobei y das Gewicht der cubischen Einheit der belreffenden
Flissigleit, ¢ die Beschleunigung der Schwere (folglich g_ == Y die
*) Es wird nimlich hicr durchaus von jenem geringen Widerstande abstrahirt,

welcher durch die blofse Adhision, oder wenn man es so nennen will,
Reibung des widerstehenden Mittels an der Oberfliiche des Korpers entsteht:
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Dichtigkeit oder die in der cubischen Einheit enthaltene Masse) und

=1-254 den in §. 359 fiir diinne Plalten angegebenen Erfahrungs-
coeflizienten (welcher nicht blofs fiir das Wasser oder die Luft, sondern
nach Duchemin fir alle Flissigkeiten uberhaupt gilt) bezeichnet.

Will man den Widerstand selbst, und zwar auf den Mittelpunct
der Fliche bezogen bestimmen, so hat man, wenn dieser Widersland
durch % bezeichnet wird, wegen M= e aus den beiden Gleichungen
(3) und (4) beziehungsweise

e (Y d % —LkyFa2

=10 Eg—(e —l—4— <« (5) un —zkyFa T (6)

Ist z.B. bei diesem Rechleck e=2, b=1, e= 4 Fuls, und be-
wegt sich dieser Fligel im Wasser mit einer Winkelgeschwindigkeit
von w=1Fuls; so erhélt man nach den Formeln (8) und (5), wegen
y=>56'4und g=—31:

M=—155-176 und R = 88-794 Pfund.

Findet dagegen dieselbe Bewegung in der Luft Statt und nimmt
man fiir das Gewicht derselben den mittleren Werth von Y__:g%x, S0
wird dafiir

155°176 :
M= 22100 go5e und = 7% 04564 Prand,
850 850

3. Bezieht man allgemein den rotirenden Korper auf 8 rechlwin-
kelige Coordinatenachsen AX, AY, AZ (Fig.78) und lafst eine der-
selben, z. B. die Achse der y mit der Rolationsachse zusammen fallen,
selzt fir irgend einen Punct M der Vorderfliche des Korpers die Coor-
dinalen AP=x, Pm=y und mM=x, lifst & und y vm dz und
dy zunehmen, construirt in der Ebene der @y das unendlich kleine
Rechteck do dy=nn’ und legt durch die vier Seilen desselben, senk-
recht auf die Ebene der =y, die vier Ebenen; so schneiden diese auf
der Oberfliche des Korpers im Puncie M das Flichenelement dF ab,
dessen Projeciion auf die Ebene der «y das eben genannte Rechteck
da dy ist.

Die im Puncte M an die Fliche des Korpers gezogene Normale
MN schneidet die Ebene der @y in einem Puncte N, woftir (Comp.

§.789) die Coordinaten sind AQ = a'=a -+ (iﬁ) z und ON=y’
Z,

=yt (d_y) %, withrend die Linge der Normale durch

1zN2 dz\2
MN=a=s\/[l - (L—) —}—(é) J ausgedriickl wird.

dz
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Ist ferner « der Neigungswinkel des Flichenelementes df gegen
die Ebene der @ y, folglich auch der Winkel, welchen die auf diese bei-
den Ebenen gezogener Normalen @ und = miteinander einschlielsen, so

dz dy

ist COM-_—:, folglich dzdy = dF. Cosa oder dF — o ==.

Da der Druck der Luft, oder der betreffenden Fliissigleit iiberhaupt,
auf das Flichenelement dF in der Richtung der Normale MAN Statt fin-
det, so kann man sich diesen Druck, mit Beihehaltung der genannten
Richtung, von M nach N verlegt denken; dadurch erscheint die Ebene
der @y fir das in N gedachte Element dF als eine Achsenebene, welche

mit diesem Elemente den Winkel a bildet, wofiir Cos« — > ist , wobei
a

dicEntfernung des Elementes von der Rotationsachse p=a'=x _}_(gz-);
z

und endlich dessen Projeclion auf diese Achsenebene

dr. Com:%dﬂ‘:d.r d=, folglich df =1 da dx ist,

Man hat daher nach dem allgemeinen Ausdrucke (1) fir das sta-
lische Moment des Widerstandes, wenn man beriicksichtigt, dafs hier
eine doppelte Integration, und zwar eine nach y, die andere nach 2 ein-
irelen muls:

- ks : ® dz) 3 2® @
M=;3w2ﬂw 3Cos® a dF:pw?fj [.z'—{— ((—G)z] .(—l—s.gd.pdy
y % dz $
18 =B w? —dae d i e
o M=_u fﬁf de dy [a;—-{— (dz') ] )

Will man die Normale eliminiren, so darf man nur dafiir den
vorhin angegebenen Werth substituiren , und man erhalt

sl /Id.ydy[w+(j—i)zjs y
2\ 2 o\ 2hadE
JJ 1+(E5)+E)

Beispiel. Schwingt z. B eine Kugel vom Halbmesser » um
eine Achse, welche von ihrem Mittelpuncte um die Grofse e absleht, so
ist die Gleichung der Kugeloberfliche, wenn man den Miltelpunct zum
Ursprung der rechtwinkeligen Coordinaten nimmt (Comp. §. 596)

LIV M N Y

Beniitzt man, weil hier die Normale @ = » constant ist, die For-

mel (7), bestimmt also aus der Gleichung der Kugel den Differenzial-

& dz v . dz ;
(uotienten (H); s0 erhilt man ganz einfach z - (d—g) y= und
az i
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damit aus der genannten Formel (7), in welcher man ¢« stall a
selzen mufs (und wegen 2 =1r?—a? —y?:

3
M=pw? f_—,ffdw dy > — x* — y®.

Integrirt man nun zuerst nach y und zwar innerhalb der Grenzen
von — y bis 4y, so erhélt man

Ty ey =2 Uy ety =2 [0~ y— 3’
e o
wobei y =\/(r*—=2?) ist. Mit diesem Werlhe folgt weiters:

3 +r 2 3
M= wz% " rda- [@*—a?)? —L0o?—a2?)'] =

SF g0 +rd, 2 2N ap 2"’ d 2
sw 1— x(@*—a*) =3Bw p z (r* —-.z')
o

Nun ist (nach der Reductionsformel € im Comp. §. 799)

fdw(rz—wz);= e J s —“'2)+3’ f\/(i 2—g?)

folglich, wegen f_— — Are Sin Z und da der erste Theil die-
\/(7.2 T .'L'z) r
ses Integrales fiir beide Grenzen, d. i. sowohl fir & =0 als auch fir
T £ s W =

o=r verschwindet , dagegen der zweite Theil in Arc Sin 7-_=§
ibergeht, sofort

siogl n

M=§pw27a><—'§r‘*2—

oder wenn man die Geschwindigkeit des Mittelpuncles mit v bezeichnet,
wodurch v=¢w wird, so wie wegen »* = = F und (Relat. (n) in 2)
) -

I5=E,auch: M=%k6‘rl’50—5

endlich folgt daraus fir den Widerstand 9, diesen auf den Miltelpunct
der Kugel bezogen, wegen M= Ne:

2

S{Z%k}'FD—-.
5 2

Zusatz. Diese Reialion mil jener () in der vorigen Aufgabe
(ersle Auffosung) verglichen, zeigt, dafs nach der gewdhnlichen Theorie
der Widerstand der Kugel bei der kreisformigen Bewegung jenem bei
der geradlinigen Bewegung genau gleich ist, wenn bei der erstern der
Miltelpunct dieselbe Geschwindiglkeit v hat, welche bei der letztern Be-
wegung die simmilichen Puncle der Kugel besitzen.
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2. Auflosung
b) nach Duchemin.

Nach den Beobachtungen und Versuchen von Duchemin findet je-
doch bei der kreisformigen Bewegung , durch den Einflufs der Centri-
fugalkraft, welche durch die Reaction der umgehenden ruhigen Flissig-
keit aufgehoben werden muls, ein grofserer Widerstand als unter ibri-
gens gleichen Umslinden bei der geradlinigen Bewegung Stalt, und er
findet, dals wenn R den Widerstand bei der geradlinigen, und R’jenen
bei der kreisformigen Bewegung bezeichnet und der Mittelpunct der
Figur dieselbe Geschwindigkeit v besitzt, welche bei der erstern Bewe-
gung Stalt findet, sofort (§. 859, Anmerk. 2)

3'2488%

. [l+ k(a—s) M
geselzl werden miisse, wobei & den vorigen (in der Relation n angege-
benen) Erfahrungscoeffizienten, a den Abstand des Mittelpunctes O der
Figur des auf dem beschriebenen Kreishogen normalen grofsten Quer-
schnilts F' des Korpers von der Rolationsachse, und s den Abstand des-
sclben Punctes O vom Schwerpuncte o jenes Theiles der Fliche F,
welche vom Mittelpuncte O aus gegen die Rotationsachse zu liegt, und
endlich % eine lineare Grofse bezeichnet, welche die Dicke der parallel
zur vordern Fliche des Korpers abgelenklten Wasserfaden ausdriickt ;
dabei ist fir einen Rotationskorper, wenn D der Durchmesser des grofs-
ten, auf der Richtung der Bewegung normalen Querschnilles F, und ¢
der Einfallswinkel des niichsten an der Achse des Korpers liegenden
Elementes der Vorderfliche bezeichnet, wobei jedoch vorausgesetzt wird,
dafls diese Achse zur Richtung der Bewegung parallel ist:

x=1DSingp,

dagegen fiir jeden andern Korper x = 1\/F'. Sin g.

Beispiel 1. So wire z. B. fiir das vorige Rechleck, in welchem
F=2, a=14 und v=4 ist, wegen ¢ —90° s =1, s=1,/2="707,
und k£ =1-254, sofort

32488 3 3'2488 >< ‘707
k(e—s)  1254><35
folglich nach dieser Relation (1):
R'=1*523 R.

Bewegt sich dieses Rechteck geradlinig, in einer auf seiner Ebene

perpendikuliren Richtung mil 4 Fufs Geschwindiglkeil im rubigen Was-

: 16 - :
ser, 50 I8t (§.859) BR=1'254 >< 56'4><2>< E—_—36~a und daher
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R/'=1'528 >< 36'5— 5559 Pf.
wihrend oben nach der gewdohnlichen Theorie fiir diesen Widerstand
nur 9% =388 Pf. gefunden wurde, so, dals also hier nahe
R —11% ist.

Beispiel 2. Bei einem der von Borda angestelllen Versuche,
um den Widerstand einer im ruhenden Wasser sich kreisformig bewe-
genden Kugel zu finden, betrug (Alles in franzosischem Mals und Ge-
wicht ausgedriickt) der Durchmesser der Kugel 59 Linien, der Abstand
des Mittelpunctes der Kugel von der Drehungsachse 4, und die Ge-

schwindigleit dieses Punctessi;% Fufls; diefs gibt auf das W. Mals

bezogen (wobei das Verhiltnifs von 17" =1-2764"" zum Grunde
60631
144
fliche F—='139236", die Geschwindigkeit des Miltelpunctes v=124215’,
die lineare Grofse = =1 D Sin 90° =-210525‘, den Abstand des Mittel-
puncies der Kugel von der Drehungsachse a=4-1106' und den Ab-

stand desselben Punctes vom Schwerpunct des Halbkreises (§. 50)
Li— 4 . - =—-08935".
8% 2
Mit diesen Werthen geht die Formel (1) iber in
R/ = 113263 R,
wobei B den Widerstand bezeichnet, welchen dieselbe Kugel bei der
geradlinigen Bewegung im ruhigen Wasser erfihrt, wenn dabei die Ge-
schwindigkeit 1-24215 Fuls Detrégt.
Nun ist aber nach der vorigen Aufgabe (2. Auflosung, Relat. s)
(1°24215)*
62

liegt) fiir den Durchmesser D — ==4210"/, die grofste Kreis-

vﬂ
R=%'~‘7F§!—J =25< 12824 >< 564 >< *139236 ><

dois —1210258 P
folglich R—:113268 R — ‘116187 Pfund.

Zusatlz. Drickt man diesen Widerstand in Pariser Pfunden
(nach der Relation von 100""" =87-41"V!) aus, so erhélt man

B'=-132922 Par. Pf., wahrend der Borda’sche Versuch dafir 1242
Par. Pf. gegeben hat.

Anmerkung. Duchemin findet nach seiner Berechnung (er nimmt jedoch
von / nur zwei Decimalstellen, in welchem Falle wir B = 10239 W. Pf.
und R‘= 13267 Par. Pf. gefunden hiitten) R’ = 1265,

Fiir die Geschwindigkeiten von » = 42598 , 59574, ‘85376, 1°2087,
1°7016, 2'4154 Pariser Fuls, geben die Beobachlungen fiir den Widerstand
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R’ beziehungsweise ‘0155, 0310, ‘0621, ‘1242, ‘2483, '4966 Par. Pfund,
wihrend Duchemin nach der genannten Formel 0156, ‘0311, *0626, *1265,
*2517, *5076 P. Pf, findet.

¥ 5. Aufgabe.

Die Zeit zu bestimmen, in welcher eine Kugel, welche spezifisch
schwerer als Wasser ist, in dieser Fliissigkeit von einer gegebenen Hohe
herabfallt.

Auflosung.

Es sey D der Durchmesser und § die Dichtigkeit der Kugel, also ihre
Masse M=}~ D30 =2DF05, wenn man nimlich wieder die grofste
Kreisfliche mit £ bezeichnet. Da der Widerstand , welchen die Kugel
bei ihrer Bewegung im ruhigen Wasser erfihrt (Aufgabe 63, Relal. )

2
R=Z2ky F;)—g ist, so wird die auf sie einwirkende verzogernde (oder
3k iy v?
503 29
wenn p das Gewicht der cubischen Einheit der Kugel im leeren Raume

oder

. . H
negalive beschleunigende Kraft, nach Nr. 5 @) durch ﬂ_
£t _ »
1st, wegen 6 == auch durch

&

ausgedriickt, wobei (Nr. 35 9) k=12824 und y =564 ist, wenn
man den Wiener Fuls und das W. Pfund zum Grunde legt.

Das Gewicht der Kugel ist im leeren Raume —2DFp und im
Wasser P=2DF (p — ), also ihre beschleunigende I\mn

G'= —y= Pl ¢ und da ihr die verzogernde Kraft - enlgegen-
M o/ o M’
wirkt, so bleibt noch als beschleunigende Kraft :
et ey ——(1_ )g—ml}p
Nun ist aber auch (Nr. 56, Anmerk.) die beschleunigende Kraft
le S
et G:(T; und aufserdem (Nr. 3 1) ds =wvd¢, folglich, wenn
(
man gehorig subslituirt :

do vdo

de— et WA = )
G P (e
j) 101]1) V/)

*) Diese beiden Ausdriicke erhiilt man auch ganz einfach aus der Relation (@)
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) K@ gix
Setzt man Kiirze halber (l — ]_)) g=a und i"l)— pi) S0 er-
hiilt man durch Integration von o bis ¢ fiir £ von o bis » fiir » und von
o bis s fir s, sofort
2 ' s ode
L i und ds _—_—t—l—f g

2 2
a) 0—17v =

oder (Comp. §. 767 und 762):

b2
t———logn (———) MU=y l()t]n (bz———T;z)

at
Selzt man z+—v=A, S0 ist T:logn. A (a) und

A== : 0* (A+1
v=b(m), 80 w1es—-“logn. m)
Ist A eine sehr grofse Zahl, so kann man A slalt 441 setzen

2 bﬂ
wodurch man s — 2 logn. 2\/ A = (logn. A — logn.2) und daraus
«a

2as
logn. A oder (Relat. «) 2—(”__ -

d. i. wenn man die

Werthe @ und 6 wieder herstellt und logn.2 = 23026 log. 2 setzl, um

némlich den natiirlichen Logarithmus in den Tafel-Logarithmus zu ver-
wandeln, endlich :

z—( 4307 p><230"6 lot/2)V[ 3k ] %58

100w —7)9
Belsplel. Unter den von Newton tber den Fall von Kugeln

im Wasser angestelllen Versuchen, hatte eine der Kugeln einen Durch-
messer von *84224 englische Zolle und im destillirten Wasser gewogen
ein Gewicht von 77 Gran (Troygewicht), die Fallhohe im Wasser be-
trug 112 Zoll und die beobachtete Fallzeit 4 Secunden.

Da das Gewicht eines Londoner Kubikfuls destillirten Wassers
76 Pfund (Troygewicht) betrigt, so wiegt eine Kugel dieser Fliissigkeit
von 5 engl. Zoll Durchmesser nahe genag 16600 Gran. Bezeichnet
man daher allgemein das Gewicht ciner solchen Flissigkeitskugel von
D Zoll Durchmesser mit ¢’ und das Gewicht der festen Kugel bei glei-
chem Durchmesser, im destillirten Wasser gewogen, mit ¢; so hat man

q’ —-(D—) 16600 Gran und =1 —;q . Mit diesem Werthe wird in der

in Nr, 261 lck A fol
n Nr. 261, aus o — = l ~_1_ 2 4
8, weleher, 7 T olgt und wobei i a1 )y

0
und W 1007 Dp v* zu setzen ist.



510_

vorigen Formel (2) der Bruch _ Y _ — ittt und daher wegen
q

Pyl
Lk o 1
§=112, D="84224, k=1-2824 und g = 12><31 sofort
=4-085 Secunden,
welches Resultat mit jenem der Beobachlung sehr genau ibereinstimmt,

Anmerkung. Duchemin, welcher diese Formel tiberhaupt auf 8 solche
Beobachtungen anwendet, findet dafir den etwas grofsern Werth von
4°10 Sec.

Die Beobachtungs - und Rechnungsresultate dieser Newfom’schen Ver-
suchsreihe sind folgende :

Die Durchmesser der Kugel waren ‘84224, '81296, ‘99868, 1'00010,
1:00010, 99970, *99970, 1°00990 Zolle; ihre Gewichte im Wasser be-
ziehungsweise 77, by, 75, 213, 794, 6%, 140%, 42 Gran; die Fallhohen
112, 112, 182, 182, 182, 182, 182, 182 Zoll; die beobachteten Fall-
zeiten 4, 15, 2471, 143, 8, 25% 6%, 313 und die berechneten 4°01,
1489, 25'00, 14'42, 7'53, 2620, 569, 32'26 Secunden.

Zusatz. Duchemin bemerkt mit Recht, dals ungeachtet der sehr
guten Ubereinstimmung dieser Rechnungs - mit den Beobachtungsresul-
taten, gleichwohl die obige Formel (2) nicht alle Umstéinde der Aufgabe
umfasse, indem sich diese Formel nur auf den bei der gleichformigen
Bewegung vorkommenden Widerstand bezieht, bei welcher namlich der
Korper und die ihn umgebenden Flissigkeitsfiden nach der durchlaufe-
nen Linie eine constante Geschwindigkeit besitzen, wihrend es sich hier
um eine veranderliche Bewegung handelt, wobei die Geschwin-
digkeit des Korpers am Ende der Zeit ¢- d¢ die Grofse v dv er-
langt.

Der Erfahrung zu Folge bestehen die den in Bewegung befindlichen
Korper umgebenden Fliissigkeitsfiden aus Moleciilen, welche in beslin-
diger forlriickender Bewegung begriffen sind, deren Anzahl aber gleich-
wohl in jedem Augenblicke dieselbe ist, und deren Siromung so ange-
sehen werden kann, als finden sie in schmalen, an dem beweglichen
Korper befestigten Kanilen Stalt. Was nun die Anzahl dieser Moleciilen
betrifft, so findet Duchemin , dals bei dieser veranderlichen Bewegung
das Volumen Q' der Masse der Flissigkeilsfiden, welche sich mit dem
Korper mit forthewegt, wenn dieser ein Rotationskorper ist, durch die
Formel

a 27 29 A
Q’=%[§F—}—‘261)\/F—-|—m ﬂyas—g] (m)

2
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ausgedriickt werden konne, wobei die darin vorkommenden Grofsen
dieselbe Bedeutung wie in denFormeln (1) (73. Aufgabe, 2.Auflos. und
74. Aufgabe, 2. Auflos.) haben; die dort nicht vorkommende Grolse b
bezeichnet hier die Lange jenes Cylinders (wenn iiberhaupt ein solcher
vorhanden) , welcher den Vordertheil des Rotationskorpers vom Hinter~
theil trennt (fiir eiue Kugel z. B. ist 6 =0) und dessen Achse in der
Richtung der Bewegung liegt.

Bezeichnet Q0 das Volumen des bewegten Korpers, & seine Dich-
tighkeit, < jene der Fliissigkeit und R den Widerstand bei der gleichfor-
migen Bewegung des Korpers; so reducirt sich die obige hier angewen-
dete Relation (b), wenn man zugleich fir & den Werth aus (¢), d. i.

d
G= di; selzt, auch auf die Form (wegen 1_ g

s (l _i)y_/’_f oder wegen M =06 auf jene

do
1’(5&:(‘5——//)0!1—R
Duchemin findet nun, dafs man statt dieser Relation, fir die ver-
dnderliche verticale Bewegung selzen miisse:

Q@£ 0NT=400—Dg—R

wobei sich von den doppelten Zeichen das obere auf die beschleunigte,
und das unlere auf die verzogerte Bewegung bezieht.

Wird dieser Ausdruck fiir die erstere Bewegung, und zwar auf
eine Kugel vom Durchmesser D angewendet, so hat man wegen
0=37xD3 F=1zD? Sing’=—1, b=0 und (S. 499)
2z yj ;=2F, nach der vorigen Formel (m):

2
@ .. 0'=L=D3 also g.—_ﬁ S))
und damit aus der Relation (n), als den genauern Werth fiir die Fall-

zeil , wenn man wieder stait den Massen < und & die Gewichte » und p
selzt:

100 +67) aky
t_[ . o ><23026[oq"1\/[ ]

100 (p—v)g
Indem man also die durch die beschleunigte Bewegung mit fort-

gerissene Flissigkeit in Betracht zieht, erscheint die Fallzeit um den

10 D 3k
NS e ; I SR/ L e [ 5
BEEIC s oc =52 2 8046 log2\/ G grofser als
der nach der obigen Formel (2).
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Diese Vergrolserung belréigt jedoch bei den vorhin angefiihrten
8 Versuchen nach der Berechnung Duchemin’s bezichungsweise nur
032, ‘116, *147, 085, 044, '154, ‘033, ‘192 Secunden, welche
Bruchtheile sofort ohne Fehler noch vernachlissigt werden konnen.

Indefs ist der Einflufs dieser Masse der Fliissigkeitsfiden bei diin-
nen Platten, welche sich in einer auf ihren Ebenen senkrechten
Richtung bewegen, viel bedeutender, indem dafiir, wenn a die Dicke
und F die Fliche derselben bezeichnet,

¥ ne hp YAk
ok e st
also z. B. fir F=14 und ¢ = 1, sofort % — 14'18, némlich tber

23 Mal grofser als im vorigen Falle wird.



E) Aus der Aérostatik.

76. Aufgabe.

Es soll der in irgend einem Puncle N (Fig. 53‘) einer schweren
elastischen Fliissioleit herrschende Druck bestimmi werden.

Aufiosung.

Wirken auf zwei gleiche Quantitiiten einer elastischen Fliissigleit
die Driicke oder Spannkrifle p und p‘, und nehmen diese Fliissigkeits-
mengen dabei die Volumina @ und @', so wie die Dichtigkeiten = und
4" an; so hat man nach dem Mariotte'schen Geselze G837

a

Ist ferner das Gewicht der cubischen Einheit dieser Flissigkeit
unter dem Drucke p = ¢ und unter dem Drucke p'=q'; soist(Nr. 5 4,
Anmerk. 3) g=g 2 und ¢’ =4 4", folglich auch (Gleich. 1.):

q A » V4

: ! .
und wenn man den Quohenten]jzlc selzt , auch :
q

P=1lrg ¢ (3}

Es sey nun der durch die Schwere auf die clastische Flissigheit

im Puncte N* (Fig. 53*) hervorgebrachte und bekannte Druck auf dje
Flichencinheit =p‘, und der gesuchte Druck auf den Punct N=p,
ferner sey AY eine durch v gehende lothrechte Linie, NA horizontal
NN=s, W.AN'N=8, YV =%, YA=2, 4 die Dichtigkeit der
Flissigkeit in m, ¢ das Gewicht der cubischen Einheit in de
Punct, also, wenn g die Beschleunigung der Schwere I8E, =g 4,
endlich sey @ der unendlich kleing Querschnitt einer in der Richlung NN
gedachten Flissigkeitsrohre; so ist das Vol

Burg's Mechanik, Suppl-

mselben

umen dieser Rohre bei
33
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m=ads, folglich ihre Masse =a 4 ds und ihr Gewicht =ag 4 ds=
agds, als Druck im Puncte m nach verticaler Richtung. Zerlegt man
diesen Druck nach m N’ und eine darauf senkrechte, so ist der er-
stere = ag Cosads, folglich der Druck auf die Fliissigkeitsrohre vom

Querschnitt @ = afq Cos ads und auf die Flacheneinheit =fq Cos a ds.

Nun ist aber p'=p +fq Cos ads, folglich wenn man diese Glei-

chung, in welcher p die einzige Variable ist, differenziirt:
0=dp -} ¢Cosads und daraus dp=-—g¢Cosads, oder wegen
Cos a iy Cos «
diiE=——
= pds d. i ¥ % ds.
Diese Gleichung innerhalb der gehorigen Grenzen integrirt, gibt:

P, s
el L e lp—lp’=—casas
P k % k

(Gleich. 2) q=% auch dp= —

Cos a
k

2
y

s und wenn ¢ die Basis der natiirlichen Logarith-

oder l!% =
»

Cosa
— s

== k

men bezeichnet,

, so erhilt man endlich

Setzt man Cosa = PRt

) .

p=p'e * ..(¢8) und z—z1=kl%.. @

N
$

Aus dieser Relation (3) folgt, dafs der Druck p nur von dem
verticalen Niveauunterschiede =— %, der beiden Puncte N und N’ ab-
hingig , dieser also in allen Puncten einer und derselben horizentalen
Ebene derselbe ist, oder dafs die Flichen von gleichem Niveau
auch hier (wie es bei den tropfbaren Flissigkeiten von geringer Aus-
dehnung der Fall) Horizontalebenen sind.

7'%7. Aufgabe.

Es sollen die Geselze fiir das Aufsteigen eines Luftballons mit
Riicksicht auf die verinderliche oder abnehmende Dichtigkeit der Luft
bestimmt werden.

Auflosung.

1. Setzt man voraus, dafs die Temperalur und hygroskopische
Beschaffenheit der Luft durch die ganze Hohe, die der Ballon durchsteigt,
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dieselbe sey, setzt das Gewicht der cubischen Einheit der Luft im An-
fangspuncle der Bewegung = ¢’ und den in diesem Puncle herrschenden
Druck der Atmosphére auf die Flicheneinheit = p’, bezeichnet durch
g und p dieselben Grofsen fir eine Luflschichte, welche um die Hohe s
iiber dem Anfangspuncte liegl, und welche der Ballon nach Verlauf der
Zeit ¢ erreichen soll; so hat man zuerst, wenn k einen constanten Er-
fahrungscoeffizienten bezeichnet (vorige Aufgabe, Gleichung 2) p==Fkgqg
und (vorige Aufgabe, Gleich. 3, wegen 2, =0 und x=3s):

o e ¥ oder wegen p==kq und p’= k¢’ auch:

s

g=g's 8. W
Ist @ das Volumen und G' das Gewicht des Ballons, so wirken auf
ihn wiihrend er aufsteigt in jedem Augenblick der Widerstand R der Luft
und das Gewichl G abwirts, dagegen der sogenannte Aufirieb ¢Q

; G
aufwirts. Man darf daher nur in der Gleichung (2) Nr. 262 M=}

und P=¢ 0 — G, oder wenn man auch noch das Gewicht jener
Luftquantitat beriicksichtigen will, welche sich wéhrend der Bewegung
an den Ballon anhiingt, stalt G, G'---6 ¢Q (folgende Aufgabe) selzen
und beriicksichtigen, dafs (Gleich. b, in Nr. 262) BR=a (1} v) v?
und dabei, wenn A4 die grofste Kreisfliche des kugelformigen Ballons

; A ; i
bezeichnet, a==-513 Q'?q-:a(/ ist, wenn man néamlich den constanten

Factor 513 & —4 setzt, und dafs man die kleine Grofse fo= ——
29 1317
vernachlissigen, also B= agv?® selzen kann *).
Dadurch erhalt man aus der genannten Formel (2)¢
G+ 6g0 vdy
g o wv—gova Y
2. Aus dieger Relation (1) folgt fiirs erste, dafs sich der Ballon
mit beschleunigler Bewegung vom Boden erheben und mit einer solchen
80 lange forlsteigen wird, so lange die Resultante der nach aufwiirts
wirkenden Krifte, nimlich ¢0—agv® — G positiv ist, indem dann
auch ds positiv ausfallt. Kommt der Ballon in eine Hohe, fiir welche

ds=—

—

*) Auch kénnte man, um strenger zu verfahren, wie es in Nr. 263 geschehen,
fiir 14 2o ecinen constanten Mittelwerth B= 1+ 18 (V4 ) seltzen,
wobei v die Geschwindigkeit des Ballons fiir die Zeit £=0 und V jene
fir die belicbige Zeit ¢ hezeichnet.

33*
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(a") ¢ 0 — G=0ist, oder befindet er sich gleich von vorne herein in
einer solchen Hohe iiber dem Erdboden, so hat er kein Bestreben weiler
zu steigen und bleibt sonach in Ruhe. Die grofste Hohe, welche der
Ballon erreichen kann, folgt daher aus der vorigen Bedingungsglei-

chung (a’) aus welcher man zuerst q='—65und wenn man diesen Werlh

and 6
in der Gleichung (a) substituirt, 00’=e k oder l091=_':7
und endlich:
L e il g ¥y

erhélt.

Anmerkung Es versteht sich von selbst, dals im Augenblicke als der
Ballon diesen durch die Relation (&) ausgedriickten Hohenpunct erreicht
oder durchliuft, nicht blofs die Kraft ¢0— G =0, sondern auch noch
der Widerstand der Luft @g »* von oben nach unten auf ihn einwirkt, so,
dafs also der Ballon die Hohe s schon mit verzogerter Geschwindigkeit
passirt und daher das Maximum der Geschwindigkeit in einen Punct fillt,
welcher unterhalb der Hohe s liegt. Ubrigens wird der Ballon diese Hohe
s bis zu einem gewissen Puncte iiberschreiten , hierauf zuriicksinken und
so0 in immer enger werdenden Excursionen um diesen Hohenpunct oscilliren.

3. Ist die Geschwindigkeit » des Ballons iuberhaupt nur eine
mifsige , so wird der Widerstand der Lult a¢v® gegen das Gewicht
der vom Ballon verdriingten Luft ¢Q@ nur gering, und da v sehr bald
einen miltlern Werth anzunehmen strebt, welcher sich bei der weitern
Bewegung nur mehr sehr wenig éndert, so kann man in der im Nenner der
obigen Formel (1) vorkommenden Differenz agv®*—¢0=(av*— Q)¢
bei der auszufihrenden Integration, ohne merklichen Fehler das Glied
av? als constant behandeln und fiir v entweder jenen Werth v selzen,
welchen die Geschwindigkeit » am Ende der Zeit ¢ erlangt, oder dafiir
auch den mittlern, zwischen 0 und »’ liegenden Werth £+’ nechmen.

Dadurch wird, wenn man im erstern Falle v, im ]etzlem 1o/ mit
¢ bezeichnet, in der genannten Formel (1):
gl(ac’— 0 g+ 6]ds Glds

G+6¢0

vdv——-

s

y : q T
Nun folgl aber aus der obigen Relation (6) ql—ze“ oder

(4 : :
s=kil -, also, wenn man s als eine Funclion von ¢ belrachtet,
/4

(]s:———kd—(] o> O
q
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es ist daher, wenn man diesen Werth fiir ds in der vorigen Gleichung
substituairt:
gk[(ec*— 0)q+ 6l dg

q(6+ 609
1lac’~—0) g+ 61dg ——Q)q-I—G]dq

(“' 60)

Zerlegt man den Bruch unterm zweiten Integralzeichen in die bel-
den Partialbriiche :

‘60 , @ac®—0—'60

vdo =

und daraus fvv i Ol

, 8o erhélt man

q &
7+, \
v* 9k { 2
o= g Q —{—(ac —16())]v 6{
b +50f
oder, wenn man diese einfachen Integrationen ausfuhrt und moglichst
reducirt :
il 60 609+ 6
a1 4 () )
. A [lq’ 60¢'+ 6

Selzt man, da dieser Welth von v der Endgeschwindigkeit nach
Verlauf der Zeit ¢ entspricht, nach der vorigen Bemerkung , im zweilen
Theile dieser Gleichung wieder v statt ¢ und lost dann die Gleichung nach
» auf; so erhilt man

60g+6GY 0

( 6049+ G)

iy T ,(WH)

O NI6I0.0 6 G
oder wenn man, um die natiirlichen Logarithmen ¢ in Brigg’sche log.
zu verwandeln, Zéhler und Nenner mit dem Modul 4342945 multipli-
cirt und zugleich beriicksichtigt, dafs ¢/= ¢ ist:

60g'+ 6 7
%lag.(,*,) — log. —

2.

[

i 60y +6 7 &
v _—-2!]k‘ TR /‘til ('6()0’-{—(1) (2)
4342085 + 20 5 boy. (554G

durch welche Gleichung also die Geschwindigkeit, so nahe als es hier
nur immer nothig ist, als eine Function der Grofse ¢, d. i. des Gewich-
tes der cubischen Einheit der Luft in der Hohe s ausgedriickt erscheint.

Um also die Geschwindigkeil des Ballons in der Hohe s zu finden,
mufs man zuerst den in dieser Hohe herrschenden Werth von ¢ aus der
obigen Gleichung (@) bestimmen und dann in die vorige Gleichung (2)
substituiren. Es kann noch bemerki werden, dals (aus Gleichung @)
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1%-: %’ also log. Z_=-4342 945% ist. Was endlich die Werthe von

k und ¢’ betrifft, so kann man fiir gewdhnliche, mit Wasser dampf ge-
schwiingerte Luft (welche bei 18° C. 850 Mal leichter als Wasser ist)
nach Nr. 249 (Note) ¥=25932 (14 '004¢) und (§.439, «, wo
man nach den Bemerkungen in Nr. 249 Note, genauer -029585 slatt

1—1——1"065 setzen, wobei ¢ die be-
treffende Temperatur nach der 100theiligen Skala und & den Baromeler-
stand in W. Fuls bezeichnet.

4. Um endlich auch die Hohe s, in welcher sich der Ballon am

Ende der Zeit ¢ befindet, durch diese Zeit, oder umgekehrt, auszudriicken,

03042 setzen kann) ¢'=-029585

hat man wegen d¢= 9;, sofort

Sd,
=[5

und da sich v als Function von s, fiir jeden beliebigen Werth von s
nach der vorigen Bemerkung aus der Formel (2) bestimmen lifst, so
kann man hier mit Yortheil zur Bestimmung dieses Integrales (3) die in
Nr, 255 angegebene Niherungsformel (4) anwenden.

Theilt man z. B. die Differenz s — 0 in 4 gleiche Theile, setzt die-

ser Niherungsmethode zufolge %: y und bezeichnet die Werthe, welche

y fir s=0, s, 33, $s und s annimmt, der Reihe nach durch y,, y,,
Yas Ys» Yy S0 hat man nach dieser genannten Formel :

Sd’
‘=fﬁs=f_2 Wt 44+ 20+ 4y+v) @

dabei ist der grolste Werth, welchen man der Grofse s geben kann,
durch die obige Relation (») gegeben.

Anmerkung. Da fir s= 0 auch =0 und daher », Unendlich, also diese
Formel (4) unbrauchbar wird, so muls man diese Rechnung erst fiir die
bereits eingeleitete Bewegung des Ballons beginnen, und z B. die Zeit
von dem Augenblicke an zdhlen, in welchem der Ballon bereits eine, wenn
auch noch so kleine Geschwindigkeit erhalten hat. Setzt man z. B voraus,
dafs sich der Ballon bereits um 1 Fuls tber den Aufsteigpunct erhoben

habe, so wird man die Zeit aus der Formel t——f — bestimmen, indem

man ohnehin nur Werthe enhalt welche blofs annihernd richtig sind.
Beispiel. Es habe z. B. ein sphirischer Ballon ein Volumen von 10000 Ku-

bikfuls und im gefiillten und ausgeriisteten Zustand ein Gewicht von

6045 Pfund, der Baromelerstand sey 2:3124 Fuls und die mittlere Tem
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peratur der Luft 15°C.; so ist die grofste Kreisfliche A = 561'169,
561169

A
a="'513 "2; =513 > = 46432, ¢’ ="064541 und

k= 25932 >< 106 = 27487'92, folglich damit aus Relat. (&) sehr nahe
s= 1800 Fuls als grofste Hohe, in welcher der Ballon allmihlig zur Ruhe
kommt. In dieser Hohe ist (wenn auch hier die Temperatur mit 15° an-
genommen wird) ¢ = *0604496.

Theilt man nun zur Bestimmung der Zeit, nach der Sémpson’schen Formel
3 1800
diese Hohe § in 8 gleiche Theile (man kann dabei ohne Fehler —— statt

1800 —
e nehmen) und berechnet Z annihernd nach der Formel:

lSOOds 1800
~f P et A0 20, 4k 20, H A0 20 4 4 1)
so findet man fiir =1 aus der Relation («) d. i. aus

s
log g = log ¢’ — ; log e (wobei log ¢’ = 8098325 — 2 und
log e = *4342945) ¢ = 0645382 und damit aus der Formel (2):

ik
9= 11919, also damit den reciproken Werth y, = G ‘8391 Verfihrt

man auf dieselbe Weise mit den Werthen von § = 1%8—00 = 225,
1800 1800 i 1800
T=450, 'T=675 u. 5. W. bis s=8.—§—=1800;s0 er-

hiilt man der Reihe nach folgende Werthe :

fiir wird

s=1, ¢= 0645382, v= 11919, y, = ‘8391
= 225 = ‘0640143 = 102446 y, = 0977
= 450 = '0634925 = 104131 gy, = 0960
= 675 = '0629749 = 102125 gy, = 0980
= 900 = ‘0624615 = 99033 g, ="1010
= 11256 = 0619537 = 95460 y, = 1047
= 1350 = -0614472 = 91417 y, = '109%
= 1575 = 0609463 = 87030 y, = 1149
= 1800 = ‘0604496 = 82353 gy, ="1214

und damit wird aus der vorigen Formel nahe #= 242} Secunde oder
etwas iiber 4 Minuten, welche der Ballon braucht, um in eine Luftschichte
zu gelangen, die in runder Zahl um 300 Klafter iiber dem Aufsteigepunct
des Ballons liegt.

Die hier gerechneten Werthe von » bestitigen das in der vorigen An-
merkung iber die Bewegung des Ballons Gesagte vollkommen, und man
sieht, dafs der Ballon jene, um 1800 Fuls iiber dem Aufsteigepunct gele-
gene Luftschichte anfangs noch mit einer Geschwindigkeit von etwas
uber 8 Fufs passirt, um hierauf wieder bis in diese zuriickzukehren.
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Setzt man in der obigen Relation (¢) fiir ds den Werth v d¢, so erhilt

k dg
man df = — 7 q-, daher, wenn man o als constant ansieht :
(= k(g k(g & i
0 g iy POy SR R

Nimmt man fiir ¢/ jenen Werth, welcher der Hohe von 1800 Fufs ent-

‘

A ! q
spricht, so ist / ;= ('8098325 —2) (7813935 — 2) = "0284390.

Wiirde man nun fiir » den miltlern Werth nehmen, welcher der vorigen
Reihe von # = 1024 bis » — 899 entspricht, d. i.

763975
v
fiir die Zeit finden, welche der Ballon braucht, um von der Héhe von
225 I'ufs auf jene von 1800 Fuls zu gelangen, so, dals er fiir die ersten
225 Iuls (die Zeit fiir den ersten Fufs nicht gerechnet) nahe 2421 — 188% =
54 Sccunden bendthigte.

= 955 setzen, so wiirde man annihernd £ = 1883 Secunden

7S. Aufgabe.

Die Schwingungszeit eines Kugelpendels zu bestimmen , welches
in einem widerstehenden Mittel, z. B. in der Luft, oder im Wasser
schwingt.

Auflosung.

1. Bezeichnet man iiberhaupt, ohne Riicksicht auf die Form des
Pendels, dessen Volumen mit 0 und Dichtigkeit mit 5, so wie die Dich-
tighkeit des betreffenden Mittels, in welchem das Pendel schwingt, durch
A; so ist die absolute Masse des Pendels — Q0 , dagegen dessen re-
lative Masse, deren Gewicht die Bewegung des Pendels in der Flis-
sigleit bewirkt (a) . , M=0Q(0—A) *.

Bezeichnet man ferner das Moment der Triigheit des Pendels in
der betreffenden Flissigkeit und auf die Schwingungsachse bezogen
durch M, so ist, da die absolute Masse Q5 des Pendels von der Fliis-
sigkeitsmasse Q‘A begleitet wird, wenn nimlich Q' das Volumen dieser
Masse bezeichnet, dessen Werlh allgemein in der 75. Aufgabe, durch
die Relation (m) gegeben ist, sofort M gleich der Summe der Trigheits-
momente beider Massen @5 und Q’A. Nun ist, wenn a den Abstand

s I N

*) Es ist nimlich 08¢ das Gewicht des Pendels im lecren Raume, folglich,
weil 08¢ das Gewicht der verdriingten Fliissigkeit ist, sofort 0 (83— a)g
das Gewicht des Pendels in der betreffenden Flissigkeit.
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des Schwerpuncles des Pendels von der Schwingungsachse, und Q s m?2.
das Moment der Trigheit des Pendels in Beziehung auf eine durch den
Schwerpunct mit der Schwingungsachse parallele Ache bezeichnet, fiirs
Erste das Moment der Trigheit der Masse Qo gleich @ (a® - m?).
Um ferner das Moment der Triigheit M’ der Masse QA zu finden, kann
man annehmen, dafs, so wie es bei der geradlinigen Bewegung der Fall,
auch bei der kreisformigen Bewegung, das Volumen @ des Pendels,
von jenem Q' der Flissiglkeit so umgeben werde, dafs beide Volumina
dieselbe Achse und denselben Mittelpunct der Figur haben; dann ist,
wenn (Q 4 0 Am’* das Moment der Trégheit der Masse (0 - 0 A
in Beziehung auf eine durch den gemeinschaftlichen Schwerpunct ge-
hende, mit der Schwingungsachse parallele Achse bezeichnet , sofort
A0+ 0) (a®*+m'*) =4 0(a*+m? + M!
folglich ~ IM'=A(0 + 0) (a* 4 m'®>) — A 0 (a®+ m?).

Mit diesen Werthen ist endlich das gesuchle Moment der Trigheit
des Pendels in der betreffenden Fliissigkeit genommen, wenn man noch
der Kiirze halber

a*+ m’*
a® +m?
M=0s@*+m® [A—1)0+cf(0+ 09]
oder, da @ gegen diec Dimensionen der Volumina Q und 0+ 0/, folg-
lich auch gegen m und ' gewohnlich so grofs sind, dafs man ohne
Fehler ¢ =1 selzen kann, auch
M=0oa*+4+m? (Q40) ... (1)

2. Geht man jetzt speziell auf das Kugelpendel iber und
nimmt an, dals die Kugel, deren Durchmesser = D und grofste Kreis-
fliche  D*z = F seyn soll, an einem so diinnen (undehnbaren) Faden
aufgehangen sey, dals man dessen Gewicht und Widerstand unberiick-
sichtigt lassen kann, setzt ferner nicht gar zu kleine Schwingungsbogen
voraus, in welchem Falle man den Widerstand des Mittels dem Qu a-
drate der Geschwindigkeit proportional zu seizen pflegt; so kann
man nach Duchemin (74. Aufgabe, 2. Auflosung, Relat. 1) den Wi-
derstand der Kugel bei der kreisformigen Bewegung (da dieser bei der

a
=lcifuind 5 = setzt, sofort

geradlinigen Bewegung 73. Aufgabe, 2. Auflosung, = 2kyF ;7 is)
durch
32488 2

seushoipli)
R 515111‘2!/ [l_l_li(a—s)
ausdriicken, wobei (74. Aufgabe, 2. Beispiel)
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x=31D, 3=;_ﬂ‘2€=§§’ k=1-2824 (§.359) y=gA das Gewicht
der cubischen Einheit der betreffenden Fliissighkeit , und @ der Abstand
des Mittelpunctes der Kugel von der Drehungs- oder Schwingungsachse
ist. Mit diesen Werthen wird auch, wenn man, was hier hinreichend
ist, @berall nur 4 Decimalstellen beibehal :
1'2667 D
R=- 22 behies o b 2
00650y D2v (l+a—'21220) @
8. Um nun die Differenzialgleichung fiir die Bewegung dieses Pen-
dels aufzustellen, hat man zuerst fiir die kreisformige Bewe-
gung (Aufgabe 48, Gleich. 1) die Relation:

W%:f(mY—yX)dm,

wobei die Rolationsachse in die Coordinatenachse der = fillt, und X,
Y die beschleunigenden Krifte bezeichnen, welche parallel mit den
Achsen der & und y auf das Massenelement dm einwirken. Nimmt man
im vorliegenden Falle die Achse der y in lothrechter Richtung und zwar
im Sinne der Schwere, so wird, da g die Intensitit der Schwere be-
zeichnet, sofort X=o und Y =y, folglich

dw
71_t=9f$dm’

oder wenn man die Abscisse des Schwerpunctes des Pendels durch o,
und dessen gesammte Masse durch M, bezeichnet, wodurch (Nr. 33)

f.z' dm =2, M, wird, auch

m %’—l;= gM, z,.
Bildet der Pendelfaden im Augenblicke als die Oscillation beginnt,

mit der Verticalen oder der Ebene der y= den Winkel a und am Ende
der Zeit ¢ jenen ¢, so ist die Winkelgeschwindigkeit des

; d
Schwerpunctes in diesem Augenblicke w = — ﬁ, also dessen abso-
s . d
lute Geschwindigkeit v =aw=—a cTtg , und daher wegen

x,=aSing, auch
2
— 93?37?=_anlSin9.
Mit Riicksicht jedoch auf den Widerstand, welchen das Pendel
zu iberwinden hat, mufs man in dieser Gleichung fiirs Erste statt der

absoluten Masse M, die relative M [aus («)] und ferner gM Sin ¢ — R
stalt gM Sin ¢ selzen, indem es eigentlich diese Differenz ist, welche
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hier die bewegende Kraft des Pendels bildet. Dadurch verwandelt sich
die vorige Gleichung in die nachstehende oder gesuchte Differen-
zialgleichung der Bewegung:

o 9)?% =(gM Sing — R) a
oder was dasselbe ist, in jene:

d* ag 1[
F RN, + g)« R0 (3)

4. Diese letatere Glelchung mit 2de multiplicirt und integrirt,

gibt
QayM aR
(&) 228 cay G ot O
wobei C' die unbestimmte Constante bezeichnet; um diese zu bestimmen,
da

bemerke man, dafs fir ¢= 0 erstlich ¢ = a und dann auch —t ik g 0
seyn mufls, so, dafls also
o R 2agM
0= __21:;& Cosa -I—aﬁ a— C oder C=— (;J.Z Cosa— %q-a
folglich

) —Zq—(Cosqa——Cosa)-l—-@——a) LY,
ist.
Aus dieser Gleichung lifst sich die Winkelgeschwindigkeit des

Pendels (d. i. von dessen Schwerpunct) in jedem Augenblicke, je nach
der Position seines Schwerpunctes bestimmen.

Zusatz. Reducirt sich die Kugel auf ihren Mittelpunct, also die
Masse M, auf einen materiellen Punct und setzt man den Widerstand
des Mittels R =10; so erhdlt man das einfache, im leer en Raume
schwingende Pendel. Da nun fiir diesen Fall M, =M und M=Ma*=00a*
ist, so folgt aus der obigen Relation (1), wegen Q'=0 sofort auch
m=0 und damit erhdlt man, aus der vorigen Gleichung (4), da auch

( )
dz

= et WA LV dt_—_—\/l.-—d?—.
29 (Cos ¢ — Cos «) 29 (Cos¢— Cos o)
Nun ist, da man fiir kleine Schwingungsbogen die vierten und
hohern Potenzen von ¢ und « vernachlé%igen kann,

Cosp =1 _f und Cosa=1— —, folglich
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ds shg do
v (Coso— Cosa) (a_’_?_’)
‘/ Dot o0

und daher, wenn man diesen Werlh substituirt und integrirt :

a2
Z“‘/ w(a —w_‘/ f\/(a — %)

a 7w
und wegen T —arcSiny, auch ¢— \/- e
-} \/(az . 92) a2 g2

s0, dals also die Schwingungszeit des einfachen Pendels, im leeren
Raume

T=2(=x ‘/: wird (Nr. 59).

5. Geht man auf die Gleichung (3) zuriick und substitnirt fir B
den Werth aus der Relation (2), setzt aber darin Kiirze halber:

1°26670D
. D2 ek .
006508 ( B omg) S M
o, 1 do
also R=pv?; so erhilt man, wegen v——;—; ——fd—t- sofort:
deo agM . aty dp?
— i st = . s 5
a w P T @)
oder, wenn man durchaus mit 2 dy multiplicirt, auch
2a’p d?
2 { o — — - S v d by
d 3 d[, gy o 08 + “ap. G P

Wird diese Differenzialgleichung integrirt und

ds de? _dz
fdl‘ i LT B ditTE dp
geselzt, so erhdlt man ganz einfach :
dy  2agM 2a’y
—5 Cos T
als eine linedre Gleichung der ersten Ordnung, diese nimmt die Form
2a4°p

d.‘/—-T!/d?= .D‘ CO-*P“?
oder , wenn man
_2\;EF=P und 2{;)‘? Cos 9 = Q selzt, jene

dy+-Pydy=0dy
an, welche sich ganz einfach (Comp. §. 847) integriren lLilst. Es ist
namlich das allgemeine Integral

yz__e—SPd'f(J’eSPd? 0dg -+ C)
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oder we, dp=———|d e SBEY - e
gen | Pdep = ™ p= m = 1 ¢, wenn man
3
namlich %E =p’ setzt, auch
3

y=ep?(2~£:;—t/—1{ e_p?Cos‘pdp—l-C):

M i, gl
e _l_Q”_g_IeP"fe ¥?cos e do.
pAS
Setzt man zur Bestimmung dieses letztern Integrals ¢ V'=a,so0

wird fe—}Ll?Cos ¢dy =fa?Cos ¢dy, und da

2
fa? Coso do =#‘ (la.Cos ¢} Sing ist*), so hat man, wegen

la=—p':

fe_P/?Cos d —L_—i (Sin ¢ ‘Cos ¢)
it e +p )2 7
folglich ist, wenn man substituirt und reducirt :
2agM 1
y=_Ce ”—i— s (Sing— ' Cosg).
M ek 1
Wird diese Gleichung nach ¢ differenziirt und selzt man fiir i—z
e

. dof . ; ; ;
wieder den Werth izuruck s0 erhilt man endlich die Gleichung
QagM 1

‘o e ‘S
e mowe P R T (Cosg ' Sing)
als erstes Integral der obigen Differenzialgleichung (5) in endlicher Form.

Zur Bestimmung der Constante € hat man fiir ¢ = a sofort 91_;_’ =
(@

2 ¥ oM 1
folglich R AL Cos ‘ Sin

g e L IE T (Cos e uSin)

- b x X, Ay

“) Es ist nidmlich (Comp. §.814) | X¢a dz = ol Xa“dz, und

dx [? Cos

dabei ¥ — , folglich fa‘? €085 do = L f (T Sine dp =
a® Cos ¢ L a® Sin [ 1. ? ]
g 7 7 [ 1o lu at (s de | und daraus

1
ﬂt? Cos d9(1 + l’_a) = l’—a (la. Cos o + Sing) oder endlich

?
Q « : :
fa Cosde = 1% Pa (la. Cos g + Sin ¢).
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2a9 M 1 2y
oder ;A’C:—-gj‘g— ,:P—A(Cosu—{—p’Sina)e 2

es ist daher, wenn man diesen Werth substituirt, allgemein fiir jeden

beliebigen Zeitmoment :

de? QagM s A —pia—oa)

W AW Cos ¢ p' Sing— (Cosa - i/ Sina)e ]
(6)

6. Fir den tiefsten Punct hat man aus dieser letzten Gleichung

wegen ¢ =20:

ds? 2ag M o — pla

= G [1 — (Ooga{s FASina)e ]
als Quadrat der Geschwindigkeit des Schwerpurctes des Pendels in die-
sem Puncte, welche sofort kleiner als in jenem Falle ist, in welchem
das Pendel im leeren Raume schwingt.

Das Pendel steigt also mit dieser verminderten Geschwindigkeit
auf der andern Seite bis auf eine Hohe, welche um etwas kleiner als
jene ist, von welcher es herabgegangen. Bezeichnet man den entspre-
chenden , entgegengesetzten Winkel von ¢ durch —a,, so mufs dafiir
3;?=__ g—% =0, folglich, wenn man diesen Werth in der vorigen
Gleichung (6) substituirt:

Cosa, — p/ Sina, = (Cos a + p'Sina) e ! Gl

oder auch
(Cosay,— p' Sina,) e (Cosa—- p! Sin a) e seyn.

Entwickelt man die Exponentialgrofsen nach Potenzen von p/, lifst
aber schon die zweite Polenz dieser sehr kleinen Grofse aus, so erhilt
man :

(Cosay—p' Sina,) - (Cosay— p/ Sina) a p' =
(€08 a+ p’ Sina) — (Cosa —+ ' Sina) ap’ *)
oder, wenn man nach p/ ordnet, niherungsweise :
Cosa;— (Sina;— a, Cosay) p’ = Cos a - (Sina — a Cos a) p’

Da nun der, dieser Gleichung entsprechende Werth von o, nur
schr wenig kleiner als « ist, so selze man a,=—a — & und vernach-
lissige die Glieder in 6% und s, so erhilt man:

d8ina=2p/(Sina-—a Cosa)

o

. T
*) Es ist nimlich nach der bekannten Reihe von e =1 -+ = + 12 T

" §5 8
sofort et %=1 +oap und e F%=1— ap’ zu setzen.
L 1y
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mithin, wenn man daraus 5 bestimmt und den Werth in die vorher-
gehende Relation setzt :

2p
—a— ——(Sina—
A a( in a — a Cos a),

als jenen Werth des Winkels ¢, welcher am Ende der ersten
Schwingung Statt findet. Sind unbeschadet der gemachten Yoraussetzung
(von nicht zu kleinen Schwingungen) die Oscillationen noch so klein,
dals man die vierten und hoheren Potenzen von a vernachlassigen kann ;
so geht der vorige Ausdruck iber in den einfacheren:
ay=a—2pa?,. (D

bezeichnet @, den Winkel der z weiten halben Schwingung, so wird
a, aus a, eben 80, wie a, aus a gefunden; es ist nimlich

a, —al ——y’uz el (8)
und eben 80 ist ay==a, —3 p'al U. 8. W.

7. Um endlich die irgend einem Winkel ¢ entsprechende Schwin-
gungszeit ¢ zu finden , miifste man den aus der Gleichung (6) zu bestim-
menden Werth von ¢ integriren; da es sich jedoch hier nur um kleine
Schwingungsbogen handelt, so kann man sich dafiir eine hinreichend
genaue convergente Reihe, und zwar auf folgende Weise verschaffen.

Da némlich ¢ eine Function von ¢ und « ist, welche sich fiir
a =0 auf Null reduciren mufs, so kann man

g=9¢a+g,a’+pga’®t . . (9
setzen, wobei ¢,, ¢, .. von « unabhingige Coeffizienten bezeichnen.

Aus dieser Anmahme folgt, wenn man durchaus die dritte und hohern
Potenzen von a auslafst:

dp Y i1s fdot o dio L Al o S0P
(dt) = dz ) b ds? = dl’ + de?
3

Sin?=9—{—é—|—. . =ag,}a’g,.

Substituirt man diese Werthe fiir :t und Singe in der obigen

Gleichung (5), ordnet beiderseits nach Potenzen von « und setzt dann
die gleichnamigen (weil von a unabhéngigen) Coeffizienten einander
gleich, so erhélt man
d?o. agM d’e, a’prdo,\?2 agM
= =5 (F) 5 % a0
Wird die erste dieser beiden Gleichungen, in welcher wir der
Kiirze wegen

oM
B =ATTan
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setzen wollen, mil 2dp, multiplicirt und daun integrirt, so erhilt man

(l? 2
_l. — C e @ 2.
de ) A
Zur Bestimmung der unbestimmten Constanten bemerke man iiber-
oo ds
haupt, dafs, damit fir =0 auch d_; =0 und ¢ =« seyn kann, sofort

(wie aus Relat. 9 folgt) ersilich die Anfangswerthe von ¢,, ¢, .. sowie

d¢ d : 3

d:* 4 d;? - . dafiir simmtlich Null seyn miissen, dagegen ¢, =1 und
d :

d; =0 werden mufs. Es ist daher

O d?l 3 2 o
C= A4, mithin ((F) =Al0—¢)) d i

de,
=id¢\ /A,
VA= %

folglich , wenn man abermals mlegnrl:
arc. Sing, = (\/A - C
und nach der vorigen Bemerkung are. Sin 1 — C=;i
arc. Sing, = —T'— ol GagA
oder —Sm( -H\/A) =Cost\/4 . . (12)
daraus folgt %: —\/A.8ine\/A und (:Vﬁ) =ASin*t\/A

$0, dafs mit diesem letziern Werthe, die zweite der vorigen Gleichun-
gen (10) tbergeht in jene

2 3
o 2P A Sin%e\/A— Ag, .. (18)

, mithin

dz* N
oder auch in die Gleichung
)

a’p k
(—JZT —I—A?z == Q-S_':ACI— 00625\//1)
Wird diese Gleichung (13) integrirt und werden die Conslanten
dabei so bestimmt, dafs fir =0 sowohl ¢, =0 als auch %;3 ==l

wird ; so erhilt man

B B ¥
Ppliny ‘£6‘052£\/A—2—Cost\/A"") S (AN

8
(74 T
wenn man néimlich noch Kiirze halber “- J_ , also E)J—ZT selzt,
|
&7 TR R
) Setzt man nimlich indels Ca =Y l=2% uml JT B, so crhilt die

genannte, zu integrirende Gleichung die Form :
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Setzt man diese fir ¢, und ¢, gefundenen, in den Relationen (12)
und (14) ausgedriickten Werthe in die (aus 9 folgende) Gleichung

Y ;
i + Ay= BSin’x /4,

da
oder, wenn man £ /A= a, also dT= ﬁ setzt, auch:
d’
i + Ay = BSin*a,
oder, wenn man :i = @ und Z statt « setzt, endlich
&y
dz?
Um nun diese Gleichung zu integriren, setze man:
y=7x5. . *(0)

y=asSin'z .. (@)

so wird:
dy dz 4y d’y d’l drds a'y A
e de +zd1: und dz’=de’+2dzd.1:+zd$" ()
Dieser Werth in der Gleichung () substituirt, gibt, wenn man noch
asim*z—X". i (d)

b ((_i_’i B d¥ds dsil
setzt, sofort: dz,-i—z) +2dz‘dz+zdx’=X

Bestimmt man nun, was, wie wir sehen werden, immer moglich ist
2 80, dals

2
(F-i—z:O.. (e)

wird , so geht die vorige Gleichung iiber in

d¥ dz ay
iz de T2 = 4
dr
oder, wenn man - )
AN S B
setzt , wodurch T wird, in jene
ar ads X
dz "zdz 2
oder endlich, wenn man
2ds X
;;L_T=P und ;= e ()

setzt, wobei P und @ bekannte (oder leicht zu bestimmende) Functionen
von Z sind, in die Gleichung

dr !

‘E-l- RY =0 (/)

Hat man aus dieser Gleichung ¥ gefunden, so folgt aus jener (/) :
Burg's Mechanik, Suppl. 34
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5b=agol+a2;2, so erhdlt man nach einer einfachen Reduction und

B
WEgel = die Gleichung :

9)\ )

}’=fY’d.E+ C und dann ist (Relat. )

y=)’z=z[f ‘dz—f—C]. . (D

Um nun zuerst 2 aus der Relition (e) zu finden, multiplicive man
diese Gleichung mlt 2dz, so folgt nachdem man integrirt hat

dz dz
(dT» v (6, —2% il
wobei ¢, die unbestimmte Constante ist. Wird diese lelztere Gleichung
abermals inlegrirt, so erhilt man

k]
e Sin—,— =& +c
a Ve =Gy
oder, da fiir £ =0 auch 3= 0 seyn mufs, folglich dic Constante c.=0
3 3 ;
ist, auch arce Sin 76- =z oder ——— = Sinz d.i.

1 1
3= /¢ Sinzx . . (k)
) dz
Aus dieser Gleichung folgt P Ve, Cosz und daher aus (g):
P =2 Cotz und (mit Riicksicht auf die Relation d)

a
0=~ Sine;

Ve
Es ist also del‘ = 2] dz Cotx = 21 Sinz, und wenn man
S'P dx 1 Sind P dx
e =e =w selzt, wegen w= Sin*z, sofort e = Sin*z
__Spdx 1
und e = .5, folglich ist weilers:
sSin*z’ 08

‘SP dx a
Qe de = Sin®zdx = — —— (2 Cosz - Cosz Sin in)-1.¢
Ik i e et +

(Comp. §. 820, lmm. 7). Nun folgt aus dc Relation (2), wie obn
—= QB dx P dx
(Comp, §.847) V' =e § (j Qe dzr + F) , also isl, wenn man

diese eben gefundenen Werthe subslituirt :
a 2Cosw

5 e, —]—l’osr)-{-

3.ve \Sin‘z Sin® z

uud daher

y J} Cos z dz i) oil )+ Cdz. P
— v e ——— @ i
i 3 \/[ j( Sin*z + R Sin*z

= isrea il — =N C.Onf D,
:f 3 \/ ¢ (Qm Sin :L') 4
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?_( __,_55)_\ )CM\/A 2+ Tmu2c'(;s2z\/A (15)

wobei noch p den in (s) (Absatz 5.) angegebenen Werth hat und
ag M
m

8. Wegen u—_—_—ag—gist, wenn man die vorige Gleichung (15)

(Relat. 11) ist.

: i : d; ;
nach ¢ differenziirt und den Quolienten —" bestimmt , sofort:

v=a\/A.(a —“a)Sznt\/A—[——uz\/A Sin2 t\/A.. (16)

Da am Ende einer jeden Oscillation oder Schwingung v =0 ist,
s0 erhélt man fiir diese Momente aus der vorigen Gleichung, wenn man
2 Sint\/A.Cost\/A slalt Sz‘n2t\//l setzt und mit « a\/4 abkiirzt:

0—( —3&- a2 ‘U—‘—ﬁn Cos[\/A)S/nt\/A
Da nun a ein sehr klemer Winkel ist, so kann der erste dieser
beiden Facloren nicht Null seyn, dagegen wird es der zweite Factor
und zwar fiir die Werthe von (\/A =10, ~, 2 ~..n=; es folgt also,
dafs das Zeitintervall T zwischen zwei unmillelbar aufeinander folgenden
Geschwindigkeilen Null, d i. die Schwingungszeit 7" oder die Dauer
einer vollen Schwingung erhalten wird, wenn man T\/ A=~ selzl

Endlich folgt mit diesen Werthen von 2 und ¥ aus der Relation (¢):
a
Y= Sin*z) — C /¢, Cosx.
Zur Bestimmung der Constanten € und ¢, hat man, da fir £=0

d ; . ;
sowohl ¥ = 0 als auch d—i = 0 seyn mufs, die beiden Bedingungsglei-

2a
chungen 0 = Farih Cy/¢, und 0 = 0, folglich ist aus der erstern
2a ) , 24 1—Cos2x
Cye= b und damit, wenn man auch gleich Sin*z = ——=——=

setzt und gehorig reducirt :
a a 2a
Y= + ECUSQ.T L Cos x.
Stellt man endlich die Werthe fir «, , ¥ wieder her, d. i, setzt man

B
4 sttt @, ty/ A slatt z und ¢, statt ;5 so erhdlt man die oben angege

bene Integralgleichung (14):

B B .
Py = QA-I—MCos tv/A -

Wl

=&

Cost /4.
B4
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(indem man z.B. £\/A4 von (n—1) = bis n = nehmen kann), wodurch

man T=7ﬂvA, oder wenn man fir A den Werlh aus Relat. (11) her-

stellt, d.i. A= (—l-g)—;i[setzt, auch :

M
T m geRa )
erhilt.
Zusatz. Schwingt dasselbe Pendel im leeren Raume, so haben
I und M dieselbe Bedeulung wie in §. 170 und das dortige @ ist hier
=ua, folglich ist, wenn fiir den leeren Raum I und M in M’ und M-

iibergehen, die Schwingungszeit im leeren Raume :

ml
=
”‘/ay/l[’ ?

und da, wie man aus den Relationen (1) und (a) ersieht ¢ > M’ und
M <M ist, so folgt, das der Widerstand des Flissigen auf die Schwin-
gungszeit eines zusammengesetztenPendelskeinen andern Einflufs
hat, als dals das Moment der Trigheit desselben elwas grofser und des-
sen Gewicht (g M) elwas kleiner, dadurch also die Schwingungsdauer
T selbst etwas grofser als jene 17 wird.

Fiir das einfach e Pendel dagegen wird in beiden Fillen I = Ma?,
folglich die Schwingungszeit in dem widerstehenden Mittel

a
T—r V—,
g

eben so grofs, wie im leeren Raume, so, dafs also der Widerstand der
Luft oder der Fliissigkeit iberhaupt auf die Dauer einer gan zen Schwin-
gung bei diesem Pendel keinen Einflufs hat.

Gleichwohl wird durch diesen Widerstand die Zeit vergrofsert,
welche das Pendel braucht um den tiefsten Punct zu erreichen, d.i. bis
¢ =0 wird ; bezeichnel man némlich diese Zeit durch ¢/, so hat man
aus der Relation (15):

0=(a-——3&£l-1 )Coet’\/A—l—}Ls)T 2—{- ‘JJ‘ "’00325\/A

Da nun, wie man sieht, der kleinste Werth von ¢\/A, welcher

. . . . 3 a3 2
dieser Gleichung Geniige leistet, sehr wenig von o abweicht, so selze

man tN/A=—

wobei & eine so kleine Grofse ist, dals man 6% und « & vernachlissigen
kann. Dadurch erhilt man:
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Cost'\/A = Cos (90°+} &) = — Sind=—25
und Cos2¢/\/A= C0s (180°— 2 6) =— Cos25=1,
folglich nach der vorigen Gleichurw

— }L(ls 2
0=—ad +; 29)‘ e
3
und daraus == p;\ ——(X;—;;H %%)T

also damit

—GHEWA=VA0HE) - o

oder da fiir das einfache Pendel M = M« und - = L —_ -

lbl end-
g
lich dafiir T V & ( 42 grz;;)

wihrend im leeren Raume ¢= o—!/; ist.

Selzt man den vorigen , in (n) ausgedriicklen Werth von ¢ in die
obige Gleichung (16) von v, so erhilt man, da man nahe

Si1zt’\/A=.—Si1z(l+2Pa a) —=—1 und

Sin2t /A= Sin ( +2 34 ) 7==0 setzen kann, sofort nahe

genug die Geschwindigkeit im tlefbten Puncte :
wg o ( o i a’
v=a ==

m ER)
wihrend diese im leeren Raume durch
ag M
p=aa

M
und fiir das einfache Pendel (wegen MM = M a?*) durch:

v=a\/ag A ()
ausgedriickt wiirde.

Bezeichnet man endlich den Winkel ¢ fir das Ende der erslen
Schwingung durch — a, , welcher Werth sofort der Zeit ¢\/ A==
entspricht, so erhélt man aus der Gleichung (15) nach einer einfachen
Reduction :

ay =ass gElat il (18)

; ; ; 24°
welcher Ausdruck mit jenem in Relation (7) ( wegen p/ = Wp
vollkommen tibereinstimmt.

Anmerkung. Der vorige Ausdruck fiir den Winkel «, ist den Versuchen
zufolge aus dem Grunde etwas zu grofs , weil die Geschwmdxgkext des



Pendels im Anfange und am Ende einer jeden Schwingung sehr klein lst
und in diesen Momen(en auch noch der von der Zihigkeit der Fliissigkeit
herriihrende Widerstand in Rechnung gebracht werden mufs. Nach Duche-
min mufls man, um den Beobachtungen des kugelformigen Pendels im
Wasser und in der Luft annihernd za geniigen, statt des obigen Coefti-

zienten 5 =1'33, jenen 1°5486 nchmen, also

P-(l"a
= (1 — 1'5486 m #2519y

setzen,
Beispiel 1. Bei einem Versuche von Dubuat iber die Sehwingungen des
Kugelpendels im Wasser, war fiir die erste Schwingung D = 2645 Zoll,

)
a =36 637 Zoll, i 11°057 und @z = 12 Zoll. Nun ist fir die Kugel

tberhaupt @ = § =2 und (75. Aufgabe, Relal. ¢) @' =t = D® oder

%‘ =6, und in der Relation (1) dii. in 9% = @3 («®+ m?) (l +7 %)
2 ] lif 1 2 J i 1

sofort m° =2 T T N T nd" A= S0 ymbsgi
nach der vorigen Formel (19), wenn wan davin fiir u den Werth aus der
Relation (s) (in 5.) und dabei Yy =¢34 =23024 selzt, weil hier das
franzosische Fulsmals zum Grunde liegt, sofort
1°5486 >< "00650 >< 30°2 V* a® ‘o A ( 12667 D )

a

0(a’ +m)(1+/0) 11—')1m10

und wenn man diesen Ausdruck berechnel :
@, = 24670 oder @ae, = 90381 Zolle.

Die Beobachtung gibt dafiir ¢ @, = 925 Zoll, so, dals also der berech-
nete Werth bei dieser Grofse des mulus.c:gemiul Bogens von « = 18°46’
um ‘212 Zoll kleiner als der beobachtete ist, wihrend diese Formel die
Beobachtungsresultate fiir kleinere Bogen von «, wie z B. von 6° abwiirts,
sehr genau wieder gibt. Duchemin findet fiir dasselbe Beispiel :

@a, = 8995 Zoll, welcher Werth jedoch schon aus dem Grunde etwas
unrichtig ist, weil er in 2* den Durchmesser mit dem Halbmesser ver
wechselt und m* = D slatt 27? selzt,

es wird also

2

Beispicel 2. Bei einem andern von Dubuat angestellten Versuche, wobi
die Schwingungen des khugelpendels in der Luft Stalt fanden, war
b)

D = 40416 Zoll, a= 36535 Zoll und = 11°33. FLiir den Werth von

@2 =12 Zoll gab die Beobachlung @e, = 10'00 Zoll und die Rechnurg

10°005 Zoll, was also eine schr gute Ubereinstimmung nachweiset.

9. Nimmt man den Widerstand des Fliissigen blofs der ersten
Potenz oder der einfachen Geschwindigkeit des Pendels proporliona
ap, so slimmen die berechnelen Werthe mit den beobachteten nur so
lange iiberein, als die Schyingungshogen kleiner als 2¢ Minuten sind,



Man nihert sich jedoch der Wahrheit weil mehr, wenn man den
vollstandigen Ausdruck des Widerslandes anwendet, in welchem nin-
lich ein Glied, welches der zweiten Polenz,, und ein Glied vorkimmt,
welches der ersten Potenz der Geschwindiglseit proportional ist.

Mit Riicksicht auf den Umstand, dafs der Widerstand bei mehre-
ren unmittelbar aufeinander folgenden Pendelschwingungen ctwas grofser
als bei der gleichformizen, continuirlichen Kreisbewegung ist, selzt
Duchemin dicsen Widersland:

R=pga(da«—+ B\/(Lg)
wobei p den in der obigen Relation (s) ausgedriicklen Werth, (Relat. &)
a\/ag die grofste Geschwindighkeit, welche das einfache Pendel von der
Linge a im leeren Raume (im tiefsten Punct) erlangt und endlich A und
B zwei Conslanten bezeichnen.

Die Differenzialgleichung fiir die Bewegung des Pendels ist unter
dieser Yorausselzung (nach der obigen Relation 8):

2

= %{f = %’f [MSiny —pa(das+B\/ap] . .
woraus man fir den aufsteigenden Bogen a, , d.i. fir den Werth von
— . am Ende der ersten Schwingung und fiir die Dauer 7' dieser Schwin-
gung bezichungsweise evhill:

nlzn[l - %(Aaa—}— B/ag) ] S g5
und T:ﬂ‘_ ;qui;[ b Gp)
wenn man nimlich den Sehwingungswinkel « so klein vorausselzt, dals
man ohne Fehler schon dic vierle Polenz von « und ¢ vernachlassigen
kann *).

) Multiplicirt man ndmlich die obige Differenzialgleichung («) mit 2 d¢, in-
tegrirt und bestimmt Jie Constante so, dafs fiir ¢=a der Quolient

3‘—; =0 wird, so erhiilt man ganz einfach :
:f;’ = 2(;)?’” [(0033:— Cos ) — %a(Aaa—kB\/(ly)(a——?)J
2
oder, wenn man nach der obigen Bemerkung Cos¢ = 1—--;;— und
ﬂ’
Cosa =1 — 7 setzt, auch:
dg* -~ ag ¥

2w i
F= W a’—¢ 'Ea(A(la—i—B\/(Ly)(a——'r)J.,(w)
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Setzt man fiir die nte Schwingung :
LA a[l —n. 2—;; (Aaa -}—B\/ag)]*) e o )
p -
und bestimmt die Constanten A und B dieser Formel aus den Borda'schen

1 1
v & = =54171 L ARSI
ersuchen, so erhélt man 4 — heT und B = oot

Anmerkung. Bei den hier erwihnten Bordwschen Versuchen bestanden
die Schwingungen des Kugelpendels in der Luft in 12 aufeinander folgenden

=02379.

de
Am Ende der ersten Schwingung st ¢ = — 2, und d_j =0, folglich

ag M 2p ¥
0= m (a—l—az‘)[a-a1 - Ia(,‘iaa—FB\/ag)J

1 ag M !
und wenn man mil dem Factor m (a2 + a,), welcher nicht Null wer-

den kann, abkiirzt und «, bestimmt, sofort :

2
a, =a[1 — ‘T;L(Aaa-f-B\/ag)],

Was ferner die Schwingungszeit 7 betrifft, so folgt zuerst, wenn man

b 2pa agM
der Kiirze wegen 7 (Adas+B/ag) =g und W =N setzt,

aus der vorigen Gleichung (w) (da dy und d# verschiedene Zeichen erhal-
ten missen) :
F %R sauas
VIE = —q(a—g)’
Ferner ist (Lehrb. 1], S, 312, loun 2%)%

Ndt=

2 dz cT—b
\/(a—i—b.z'—c.z,") \/cawbm ——“\/(4 +(;’)+C
folglich, da hier ¢ = a*— ga, B=¢q und ¢ = 1 ist, sofort :
v |
Nt = C— arc Sin m =C—arc Sm(
Um die Constante € zu bestimmen, hat man, da fiir g=u, =0 N
@ s & 4 0 29
C=arcSin1= 70 folglich allgemein V¢ = oo -are Sin (Qa— q)
und da fir ¢ = — 2 =g —a die Zeit £= T wird, sofort:
= o (o a——q)° 7 kd k3
VT_T — arc Sin e =-dJwcSinl=—-4 - =
2u-—-¢q 2 9 i @)

Aus dieser Relation folgt endlich, wenn man fir # den Werth wieder

herstellt ;
‘/ag M

*) Indem man nimlich nach der Relat, (B ag=a—gq aq,=a,—g=a—2
u. 8. W. nimmt,
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Perioden und zwar jede aus 1800 Schwingungen, d. h. es wurden die
Schwingungshogen nach jeder solchen, 1 Stunde dauernden Periode be-

3
obachtet und zwar war dabei 2 = 1'347 Zoll, a= 144 Zoll, e 17600

und 7 = 1800; der Bogen betrug beim Beginn des Versuches 120 Minuten
und dieser nahm allmihlig so ab, dals er am Ende jeder der 12 Perioden
oder Stunden der Reihe nach die Werthe annahm: 61°2, 354, 21°9, 14-1,
94, 63, 4't, 27, 18, 12, ‘8, *5 Minuten, so, dals also, wenigstens

a
fiir die spitern Werthe sehr nahe ;" =2 ist,

Die obige Formel gibt (nach der Berechnung von Duchemin) fiir die
abnehmenden Werthe des Winkels a bezichungsweise 60°55, 3550, 22'03,
1418, 9’15, 604, 397, 2:64, 176, 1°17, *78, 52 Minulen, woraus
die hinlingliche Ubereinstimmung mit den Beobachtungsresultaten her-
vorgeht,

Diese entwickelte Formel (8) palst jedoch nieht blofs fiir so kleine Schwin-
gungsbogen, wie sic bei den vorstehenden Borda’schen Versuchen vor-
kommen, sondern sie ist auch noch fiir grofsere Bogen hinreichend genau.
Denn bestimmt man daraus die Schwingungszahl 7, so erhilt man :

an
( 1— — )M
a
T 2u(Aaa+ BJ/ag)"

Nach den Versuchen von Dubuat mit dem bereits oben erwihnten
Kugelpendel, wobei D = 2:645, a = 36'637 und @z = 12 Zoll war, und
welches er in der Luft schwingen liefs, waren, wenn die Kugel in der
Luft 2348 Gran wog, 312, wenn das Gewicht doppelt so grofs war, 63,
und wenn das Gewicht des Pendels 3 Mal so grofs war, 95 aufeinander
folgende Schwingungen nothwendig, um einen Bogen von ¢a =12 auf
jenen @a, = 10 Zoll (d.i. von « = 18°46‘ auf nahe a, = 15°38’) herab
zu bringen.

n

10

T s e Gy o 5
Nach der vorigen Formel erhdlt man, wegen —~ = 13 = 3, fir diese

3 Versuche beziehungsweise 7 = 31°59, 63'17 und 94'76, so, dafs sich
also auch bei diesen bedeutend grofseren Schwingungsbogen noch eine
geniigende Ubereinslimmung zeigt, man daher mit Recht schlielsen
darf, dals der Ausdruck fiirr den Widerstand der Fliissigkeit bei solchen
Pendelschwingungen aus zwei Gliedern bestehen muls, wovon das eine
dem Quadrate und das andere der ersten Potenz der Geschwindigkeit pro-
portional ist.

Schlufsbemerkung. Die hier behandelte Aufgabe dient natiirlich auch
zur sogenannten Reduction der in der Luft oder im Wasser
angestellten Pendelversuche aufdenleeren Raum, d.h.
zur Bestimmung der Linge des einfachen Pendels, welches im leeren
Raume eben so schwingt, d.i. dieselbe Schwingungsdauer besitzt, wie
das betreffende zusammengesetzte Pendel in der Luft oder im Wassei,
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Das gewohnliche Verfahren bei dieser Reduction beruht auf dem hydro-
slatischen oder Archimed’schen Satze, dals jeder in eine Fliissigkeit-
eingetauchte Korper eben so viel von seinem Gewichte verliert , als das
Gewicht des von ihm verdringlen Fliissigkeitsvolumen betriigt. Sind niir-
lich L und ¢ die Lingen der einfachen Pendeln, welche ihre Schwingungen
bezichungsweise im lecren Raume und in der Fliissigkeit in derselben Zeijt
oder synochron mit dem zusammengesetzten Pendel in dieser Flissigkeit
machen, ferner P und p die Gewichle des Pendels in der Flissigkeit und
der von dem Pendel verdringten Fliissigkeit; so hal man nach diesem
Verfahren L:/ = P+ p: P und daraus :

P+p
L:(T)/. St

Dubuat, welcher zuerst auf die Unzulinglichkeit dieses Verfahrens und
darauf anfmerksam machte, dafs man dabei auf die das Pendel beglei-
tende Fliissigkeilsmasse Riicksicht nehmen miisse, selzt dafir:

P+ np 5
L=( 5 )l (el

wobei 7 ein Erfabrungscoeflizient, jedoch immer grofser als die Eiuheit

ist. Aus seinen zahlreichen Versuchen, welche er mit Kugelpendeln aus
verschiedenen Massen, von verschiedenen Durchmessern und Liingen (die
Kugeln an feinen Fiden aufgchangen) vornahm, ergibt sich als Mittelwerth
7=1'585, wihrend aus drei andern von Dubuat mit solchen Pendeln
gemachlen Beobachlungen, die er in der Luft schwingen liefs, als Mittel-
werth 2 = 1560 hervorgeht. Ubrigens bemerkt Dubuat, dals die einzel-
nen Werthe, welche diese Mittelwerthe von 2 geben, fiic dieselbe Kugel
mit der Linge, und bei derselben Liinge mit der Abnahme des Durch-
messers elwas zunehmen
Bessel folgerl aus seinen scharfsinnigen Untersuchungen tber die Lange
des cinfachen Secundenpendels (Berlin, 1828) , dals man
@+ m* (n—1) a*f :
b= B w8
selzen miisse, wobei (nach der friihern Bezeichnung) @ der Abstand des
Schwerpunctes des zusammengesetzten Pendels von der Rotationsachse,
a’+m?* das Moment der Triigheit des Pendels in Beziechung auf diese

A
Achse dividirt durch dessen Masse, /= 3 das Verhiltnils der Dichtig-

keit der Fliissigkeit und der absoluten Dichtigkeit des Pendels, und end-
lich 7z einen durch die Beobachtung zu bestimmenden Coeffizienten bezeichnet.
Ubrigens bemerkt Besse/, dafs man bei der Anwendung dieser Formel
@ -Lm?

auf seine Versuche (a*- m?®) f*= «*f* selzen, diese also, wegen T
auf die Form der Dubuar schen Formel (2) bringen konne,

Bessel fand aus den Versuchen mil zwei Kugeln, wovon die eine aus
Elfenbein, die andere aus Messing bestand, und die er an einem, im Ver
hiltnils ihres Durchmessers schr langen Drahte aufgehangen in der Luft
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schwingen liefs, # = 19454, wihrend er aus den Versuchen mit dep
Messingkugel, die er im Wasser und in der Luft schwingen liels, 2= 1602,
wenn das Pendel nahezu die Linge des Secundenpendels hatte, dagegen
2= 1648, wenn dasselbe ungefdhr 3 Mal so lang war.

Endlich beweist Bessel in einer zweilen Abhandlung (vom J. 1832),
dals der Coeffizient 22 von der Dichtigkeit des Pendels unabhan-
gig sey.

Aus den von dem englischen Capitiin Sabine unter dem gewohnlichen
und unter einem sehr gerirgen Drucke der Alwosphire angestellten Ver-
suchen ergab sich, dafs die Anzahl der Schwingungen seines Pendels in
24 Stunden im leeren Raume, um 10°36 grofser als in der gewohulichen
Luft gewesen, wihrend diesec Uberschufs nach der gewohnlichen, oben
angegebenen Regel (Gleich. /) der Reduction nur 626 betragen haben
wiirde. Dieser Versuch bezieht sich auf ein sphiirisches Secundenpendel

. 1086 . *m
und gibt 7 = 526 = 1'655.

Noch auffallender ergibt sich die Unzulissigkeit der gewohnlichen Re-
ductionsmethode aus den Versuchen von Bai/y (London, 1832), indem sie
zeigen, dals dicse Correction in gewissenIillen 27 Mal zu klein ist. Diese
Versuche geben fiir ein Kugelpendel von denselben Dimensionen, wie das
Bessel’sche war, 7= 1751 und fiir das Mitlel aus den Versuchen mit
3 Kugeln von verschiedenen Durchmessern 2 = 1"778.

Mechrere Gelehrte, und darunter auch der beriihmte Poisson, waren
geneigt, den Satz, welcher aus den Besselschen Beobachtungen hervor-
zugehen schien, aufzustellen, dafs der Gewichisverlust, welchen ein
Pendel in einer Fliissigkeit erfihrt, wiithrend der Bewegung grofser als in
der Ruhe sey. Allein Duckhemin bemerkt mit Recht, dafs diefs nach dem
neuern Stande der Wissenschaft heurtheilt, auf einer Tiuschung Lerubt
und dals man die durch die Versuche constativle Zunahine der Schwin-
gungsdauer des Pendels, einer Ursache zuschreiben miisse, welche unter
die zur Stromung der Fliissigkeit von dem vordern nach dem hintern
Theile des Korpers erforderlichen Bedingungen gehort und sofort in der
Erhaltung der Form des Fadenbiindels oder der Masse der den bewegten
Korper umgebenden Fliissigkeitsfiden, folglich in der gemeinschaftlichen
Bewegung dieser Masse mit jener des Korpers besteht.

Aus dem 1. Absalze dicser Aufgabe folgt fiir die relative Masse
des Pendels M= 03({1—F)
und fiir die Summe der Triigheitsmomente der absoluten Masse des Pen-
dels und der dasselbe begleitende Fliissigkeitsmasse

. 0’
M= g (a*+m?®) [1-— [+ cf(i -+ E)]
A a4 m'?
wobei /= 3 und ¢ = m,
wenn @ gegen 72 und 7' bedeutend grofs sind.
Da nun die Lange L des einfachen Pendels, welches mit dem :usam-

also wenig von der Einheit verschieden,
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mengesetzten dieselbe Schwingungsdauer besitzt (§. 170), aus der Formel

R
L= — bestimmt wird, so ist, wenn man fir 9 und ¥ die vorigen
Werthe setzt:

S L )] o

aus welcher Formel sofort folgt, dals die das Pendel begleitende Flissig -
keitsmasse ¢‘ die Linge des einfachen Pendels um die Grofse

(e g) 1]

vermehrt, weil, wenn man diese Masse ¢’ unberiicksichtigt lilst und
daher nur, nach der gewthnlichen Reductionsmethode, den Gewichtsver-
lust des Pendels in der Fliissigkeit in Rechnung bringt, sofort:
a +m?
~a(t—f )
: ; a*+m » Ry
Man sieht leicht, dals wegen /= = und f=P—|—p’ diese For-

mel (8) mil jener (3) des Dubuat iibereinstimmt, wenn man

0 3 ;
n =L'(1 -+ E setzt. Kann man nun, unter den erwéhnten Bedingun-

gen ndherungsweise ¢ = 1 selzen, so ist ebenfalls annihernd 2 = 1 4 P)

und daher z B. fiir das Kugelpendel, wegen (75. Aufgabe, Relat, 7)

/

E =6, sofort 7= 1'6.

Um jedoch den Beobachtungsresultaten noch besser zu entsprechen und

/

weil eigentlich 1 4~ E mit dem Factor ¢, welcher etwas grofser alg

die Einheit ist, multiplicirt werden sollte, setzt Duchemin Tiv das
Kugelpendel:

(1+§)=toom (1= 5) (1+5)

n=c 1+0)—102:) 1-0 1+0

wobei s die in der 74. Aufgabe (2. Auflosung) angegebene Bedeutung hat
2D ey

und fiir die Kugel (Beispiel 2, der genannten Aufg.) = i ist; mit die-

/

sem Werthe und wegen =6 wird also fiir dieses Pendel :

n—17( ———) O]

Auf gleiche Weise setzt er fiir einen Cylinder, welcher seiner Linge
nach aufgehangen ist :

A= (1 +§I) = 1'075 [1 + g (1—;),]
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oder da fiir den Cylinder vom Durchmesser 22 und der Lénge J,
0

b \1
0 75 (b)z und § = § 0 ist, sofort:

n=1'075[1+‘75(%);(1—é)2] .o @

Die Formel () enthilt in der That die von Dubuat fiir das Kugelpendel
gefundenen Consequenzen, dafs nimlich der Werth von 7 desto kleiner
ist, je grofser bei derselben Linge des Pendels die Kugel, dagegen fiir
dieselbe Kugel desto grofser wird, je linger das Pendel ist. Diese Formel
gibt z. B. fiir @ = 1 Meter und fiir Kugeln von den Durchmessern 2 = 027,
054, 081, 108 und 135 Meter beziehungsweise z = 1'681, 1661,
1°642, 1:623 und 1'604, woraus sofort folgt, dals die Verdnderungen des
Durchmessers der Kugel auf die Werthe von 7z fiir das Secundenpendel
wenig Einfluls haben.

D
Liegen hingegen dic Werthe von = zwischen sehr weiten Grenzen, so

variiren diese Werthe von # ziemlich stark, wie eine Vergleichung der
folgenden nach dieser Formel berechneten und von Dubuat beobachteten
Werthe zeigt.

Fiir den Durchmesser der Kugeln = 6°67 Zoll und den Pendelléngen von
0178, 14804, 55'5, 125'42 und 21946 Zoll, sind die Werthe von 2
bezichungsweise nach den Beobachtungen 1°27, 1'394, 1°654, 1°664 und
1'674 , dagegen nach der vorigen Formel 1:216, 1392, 1°614, 1662 und
1'678.

Fiir den Durchmesser von 6:625 Zoll und der Linge von 9608 Zoll ist
nach der Beobachtung und Berechnung beziehungsweise 72 = 1'63 und
1'651. Dabei wurden die 5 ersten Versuche im Wasser, der 6te in der
Luft angestellt.

Was endlich die Formel () fiic das Cylinderpendel betrifft, so
zeigen die folgenden Zahlen die genaue Ubereinstimmung der nach dieser
Formel berechneten mit den von Baiély mit solchen Pendeln, die er in der
Luft schwingen liefs, beobachteten Werthe.

Linge & der Durchmesser Wierthe won Werthe von 7
Cylinder ” a g nE e TR
der Cylinder beobachtet | berechnet
Zoll Zoll \ Zoll !
206 2:06 39 1'860 1'860
4:00 2:06 39 2032 2:141
5640 1'50 28°20 2:318 2:311

Dabei war der Cylinder des erstern Pendels aus Messing und an einem
Metalldrahte von 75 Zoll Durchmesser aufgehangen. Der Cylinder des zwei-
ten Pendels bestand aus einem messingenen hoblen Cylinder, welcher mit
Blei ausgegossen und an einem Messingdrahte von *185 Zoll Durchmesser
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aufgehangen war; das Gewicht derselben betrug 2050 Gran. Das dritte
Pendel endlich bestand einzig aus einer Messingrohre, an deren obern Theile
unmittelbar die Rotationsachse angebracht war. Es ist also merkwiirdig,
dals dieselbe Formel () eben so gut fiir das erste Pendel, wobei ein nur
2 Zoll langer, an einem Faden aufgehangener Cylinder, als fiir das letztere
Pendel palst, welches aus cinem 56 Zoll langen hohlen Cylinder bestand.
Der fiir das zweite Pendel nach dieser Formel bercchnete Werth von 2
weicht aus dem Grunde von dem beobachleten elwas ab, weil dabei die
Pendelstange schon zu stark war, als dafs man ihre Masse und jene der
sie umgebenden Fliissigkeitsfiden unberiicksichligt lassen konnte.

Weitere wichlige und interessante Bemerkungen tber diesen Gegenstand
findet man in der citirten Schrift von Duchemin (Recherches experimen-
tales sur les lois de lu résistance des fluides) im Kapitel XI

Z u.s . a.bumwl

Ableitung der Simpson’schen Naherungsformel.

Um die in diesem Werke mehrere Male angewendete sogenannle
Simpson’sche Regel aul eine einfache Weise abzuleiten, kann man fol-
genden geomelrischen Weg einschlagen.

Bekanntlich beruht die Quadratur der ebenen Curven, d. h. die
Bestimmung der krummlinigen ehenen Flichen auf der Entwicklung des

2 “” . . . .
bestimmlen Integrales [ ydaz, wobei y die der allgemeinen Abscisse @
/

x
entsprechende Ordinale der befreffenden Curve, und =, = die den bei-
den dufsern Ordinalen, welche die zu bestimmende Fliche mit begren-
zen, zugehorigen Werthe von 2 sind.  Lifst sich nun y nicht als eine
Function von & ausdriicken, oder ist die Curve nur eine empirische,
fir welche die, gewissen Abscisser entsprechenden Ordinaten nur aus
Beobachtungen gefunden wurden, oder ist endlich der Ausdruck yd
iiberhaupt nicht integrabel; so mufs man zu Naherungsmethoden Zu-
flucht nehmen, nimlich die zu bestimmende Fliche durch nahe an
einander liegende Ordinaten in schmale Trapeze, wovon eine Seite ein
Theil der Curve ist, zerlegen und diese einzelnen Trapeze mit dem
erforderlichen Grade der Genauigkeit zu berechnen suchen, indem dann
ihre Summe sofort auch der niherungsweise Werlh des obigen Inte-
grales ist.

Man verfihrt dabei am einfachsten, wenn man in allen diesen
Killen die betreffende Curve als eine ¢ emeine oder A ppollonische
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Parabel ansieht und die bekannten Eigenschaften dieser Curve dabei
gehorig beniitzt.

Um némlich die von den beiden Ordinaten pm, p'm’ (Fig. 30) der
Abscisse pp’ und dcm Bogen m am’ der Curve Aa D’ begrenzte ebene
Fliche niherungsweise zu bestimmen, denle man sich den Bogen m am’
als einer gemecinen Parabel angehorig, welche durch die drei Puncle
m, a, m’ geht und wobei die Ordinate ag in der Mitte zwischen jenen
pm und p‘m’ liegen soll. Da jedoch die villige Bestimmung der Parabel
(Lehrb. I §. 135) vier Bedingungen erfordert, so kann man noch
als vierte Bedingung hinzufiigen, dafs @ der Scheitclpunc! eines Durch-
messers ag (Comp. §. 514) seyn soll.

Diefs vorausgesetzt , wird (Comp. §. 516) die Sehne mm’ durch
die Ordinale ag im Puncle & halbirt und die zu mm’ durch a gezogene
parallele Gerade nan’ bildet in diesem Puncle @ eine Tangente an die
Curve. Da nun bekanntlich das parabolische Segment mam'm =2 Pa-
rallelogramm ma’, dieses also doppelt so grofs als die Fliche mnamn’
ist; so hal man, wenn man das Trapez pmbm'p’ = A, jenes o= B,
die parabolische Fliche pmam’p' = F und das parabolische Segment
mam'm = [ selzl, sofort f—= F — A— 9 (B—F) und daraus:

TR B T
Nun ist aber 4 = (pm - p'mOpy und B = (pun--pn’) pg oder

n ‘n ; ;
wegen ag = p——ZL auch B =2a¢><py, folglich , wenn man diese

Werthe in der vorigen Refation (1) subslituirt :

F:?(};ﬂl—l—p’ﬂc’—l—«ia(/), oder wenn man pp‘=a selzt, auch:

ile= g (pm—~-p'm'~}dag) . . (2)

Halbirt man ferner auch noch pg und gp’ in 3 und 2/, und zicht
durch die Halbirungspuncle die Ordinaten Sa und [2/a’, so ist, wenn
man pg=g¢p'=a' selzt, auf diesclbe Weise, die Fliche :
pmag =3 ;i (mp +-aqg -+ 4 ) und die Fliche

gam'p’ =1 . g— (ag -+ m'p' -+ 4437, folglich:

a , i : a’
P35 et agFaptag mp -t =1 fmp 4
ﬂl/p’ —I— 4 (»I,‘f ~}— u’[i/) —}— 2 a(/]
oder wegen a’ :g— , und wenn man die Ordinaten pm, e . . p'm der

Reihe nach mit y,, y, .. y, bezeichnet, auch:
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F_—<yn+4y1+2./2+41/a+.‘/4>

eine Formel , welche sich leicht fortselzen lafst, im Falle man die Inter-
valle pf3, (3¢ .. abermals halbiren, d.i. die urspriingliche Basis pp*in 8
und durch fortgesetztes Halbiren noch weiter in 16, 32 u.s.w. gleiche
Theile theilen will.

Theilt man dagegen jedes der beiden vorigen Inlervalle pg= ¢p‘
in 3 gleiche Theile, bezeichnet die aufeinander folgenden Theilungs-
puncte mit 1, 2,3, 4,5, 6, so wie die durch die Puncte poder 0,1,2..6
oder p’ gezogenen Ordinaten der Reihe nach durch y,,y, ..y, und setzt
die Grofse: der Intervalle 0,1=1,2=..=5,6 =a"; so hat man
nach der dureh die Relation (2) ausgedriickten Regel fiir die Flichen
der aufcinander folgenden Trapeze oder Sireifen der Reihe nach:

(Lll ¥ [lll (lll
22 Wottat4y0, o5 Getyt4¥s) 5 55 Wut¥st49s)

3 4 3 ’ a
folglich , wenn man diese Flichen summirt, sofort, wegen &= 3"

F == ot 4042002040500

Man sieht aus der bisherigen Entwicklung, dals wenn man die
Basis pp‘= a iiberhaupt nur in eine g erade Anzahl, z. B.in 2n gleiche
Theile theilt, sofort allgemein

= ot 20yt 20 oY)

jst und dafs man die gesuchle Fliche F um so genauer erhilt, je
grofser n ist. :
Setzt man die Summe der beiden & u [s e rn Ordinalen y, -y, .= Sy .y
: jene der durch die ungeraden Theilungspuncte gehenden:
y,-+ys+ - Y20 1="9:,_, und die Summe der durch die geraden
Theilungspuncte gehenden Ordinaten (wobei die letzte sofort ausgeschlos-

sen ist) yotyut-- -Jr Yo, 0=1,, o} 80 ist-auch:
=5 (Szn+ 48, 128, »)

Da nun aber nach der einleitenden Bemerkung diese Fliche nichts

X/

anderes als das bestimmte Integral f yda ist, wenn man nimlich die

den Ordinaten y, und y,, entsprechenden Abscissen durch 2 und &
bezeichnet; so hat man endlich wegen @ = @*/— , als einen Néherungs-
werth von heliebiger Genauigkeit :
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f:, de= %2:7;' Wo+3Y, +2.‘/2+4.‘/3+' . +2.‘/2u~2+4.’/zn-»1 S Y

-_-’”3.2 nz (S, -+ 48, 28, )
wobei es sich also nur darum handelt, die Differenz x— &’ in eine
beliebige, jedoch gerade Anzahl (=2n) gleicher Theile zu theilen,
die durch die Theilungspuncte 0, 1, 2..2n gedachien Ordinaten y,, y,,
Ys -+ Ya, 2zu berechnen oder durch Beobachtung zu lPestimmen, und in
die vorige Formel, welche eben die Simpson’sche ist und um so genauere

Resultate gibt, je grofser man 27 nimmt, zu subslituiren.

Zusatz 2

Die in vielen Fillen eben so brauchbare (und in §. 173 gleichfalls
angewendete) Niherungsformel :

fhf(w) do = [[F@+ /O] +1@+ D+ /@20 ..
Aot @—D2] |2

04 ynd n eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, lilst sich

wobel 6=
auf folgende Weise ableiten.

Lifst man die Grofse # =a nach und nach um die kleine Grofse
5 zunehmen , also & allmihlig in @, a0, a —+26..a-4-nd=10 iber-
‘gelien, so, dals zwischen den beiden Grenzwerthen @ und 6 n— 1
Werthe oder Zwischenglieder liegen, und setzt man das allgemeine In-

legral : ff (x)de = F (z),
also das besondere:
b
f f(@de=F®)—F@ .. D

s0 hat man, wenn @ in a+-0 ibergeht, nach dem Taylor'schen Theorem :
d.F(a) 42 Fla) o° d*F(a) 3°
= el e oy s o
Fla+)= F(a)+ Y i i 12 -+ PR i

a
Setzt man Kiirze halber

g0 . o . i@ o,
s =fi(x), it = {f"(x) W 8 W.

d.
50 ist wegen F(x) =——._ff(w) da sofort j;z)

Burg’'s Mechanik, Suppl. 35
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2 3
il G =f{a), und eben so d '@:f’(u}, d 'F(la)
da da da

fort, so, dals also der vorige Ausdruck auch die Form annimmi:
8! 83
F(a+8) = @) + fia)s- @) 1=+ F@r ==+
Analog mit diesem Ausdrucke erhélt man fiir die folgenden Werlhe :

F(a+t20)=F(a+»+fla+8).04f(a+0). f_;+ -
F(a+}380) = Fa+25 +fla+4-25). 04 f"(a} 25). 18—; +..

=) a1 8w

Fla+nd)=F[a+(n—1)5] AHTa+m—1)].4+1 [a+(n—1 9] .i—;+
Werden diese Reihen addirt, so erhilt man, wegen ¢ +nd="b

sofort :

(2) F(b)—F(a) = =fi a—{-ié).a_l_sz<a-]-z'o).%+2f~(a-|-ib)§3+..

wobei ¢ der Reihe nach = 0, 1, 2..(n—1) zu selzen ist, so, dals z. B.

=fla+i8) =Ffa)+ fla+)+Fla4-28+.. —+/Ta+(n—1)8] wird.
Nimmt man ferner nach und nach (@), () .. stalt F(x) und
(@), f"(x) .. stalt fa), so erhilt man eben so:

F0) —f(@) = Zf"@+i8).54 Zf4a+is). 13—2 i

Sl
) —(a)==f"(a+-i5). s + =f'ca—+i5). 5+
[0 o) — S
Vernachlissigt man nun die dritten und hohern Potenzen der klei-
nen Grofse 5, so kann man zufolge der vorstehenden Relationen in der
obigen Gleichung (2) stait

2 81
= f (aid) z— setzen: [f(b) —f(a)] g — [ —r (@] =
und statt =7""(a-}-i9) .?setzen: [ —r(a)] fj—’

(wiihrend Alles folgende nach der gemachten Voraussetzung wegfilll).
Dadurch geht aber die genannte Gleichung (2) in die folgende iiber:

D o ; 32
Fb) — F(a) = = f(a—+i0).o- [f(b)— f(a)] e [r) —r'a)] =
oder es ist (Relat. 1):

b

f 1@ de = 3[R+ )]+ fla+) +Ra+ 204 ..
a 8’
co+/fTa+ (n—1)4] :a — [ ) — (@] P (A)
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Dieser Ausdruck gibt das gesuchle Integrale um so genauer, je
. b—a = 2 : - : :
kleiner § = T d.i. je grofsern ist, und je langsamer sich die Func-

tion () zwischen ihren Grenzen e und & dndert.
In den meisten Fillen wird man das letzte in 52 multiplicirte Glied
auslassen konnen, wodurch diese Formel (A) in die einfachere

b
f fla)de — g%mawr f)] + fa4-5) + fa+ 20) ..
v Aol tn— 18] so Y

iibergeht, so, dafls diese lclztere Formel nur die speciellen Werthe von
fia) enthélt, die in Zahlen gegeben seyn konnen, ohne dafs die Form
dieser Function /() selbst gegeben oder bekannt zu seyn braucht.

b
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