
Anhang

von

Aufgaben sammt ihren Auflösungen,

aus dem Gebiete der

Statik, Dynamik, Hydrostatik, Hydrodynamik

und Adrostatik.



 



A) Aus der Statik.

1. Aufgabe.

Es sey AB (Fig. 1 und Fig. 2) eine sieife gerade Linie, welche

sich der Länge nach nicht verschieben läfst, wohl aber um jeden der

beiden Puncte A und B frei drehen kann; wenn nun im Puncte C eine

Kraft P normal auf AB wirkt, so soll der Druck bestimmt werden,

welchen diese beiden Puncte A und B zu erleiden haben.

Auflösung.

Es sey z der gesuchte Druck auf den Punct A und y jener auf

den Punct B, so ist, wenn der Angriffspunct € der Kraft, wie in Fig. 1,

zwischen den beiden Auflagpuncten A und B liegt und man AB als

einen um B drehbaren Hebel ansieht, die in A für das Gleichgewicht

nölhige, nach aufwärts wirkende Kraft p aus der Relation ($. 73)

p.AB=P.BC zu bestimmen und da zugleich &—p ist, so hat man

xa

Eben so erhält man, wenn man AB als einen um A drehbaren

Hebel ansicht,

270
Liegt dagegen der Angriffspunct € der Kraft P, wıe in Fig. 2,

in der Verlängerung vonAB, so nehme man B für den Drehungs-

punct des Hebels A © und setze die in A für das Gleichgewicht nöthige

Kraft =p; so ist p.AB=P.BC und wegen 2—= —p sofort

az— AB=

d. h. der Druck findet nicht, wie im vorigen Falle in der Richtung der

Kraft P oder nach abwärts, sondern nach aufwärts Statt.
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Ferner ist der Druck in B, als Stützpunct des doppelarmigen

Hebels A C', sofort:

y=P+p=P+77zu d.i.

Be.
ARE

also dessen Richtung nach ab wärts.

Anmerkung. Wie man sieht, darf man in der Auflösung des erstern

Falles nur, wegen der entgegengesetzten Lage von3C, BC negativ oder

mit entgegengesetztem Zeichen nehmen, um die Auflösung für den zweiten

Fall zu erhalten. Es ist nämlich für beide Fälle

BC AEC
Hper und y= 75: P.

wobei von den doppelten Zeichen für den Pall 1 (Fig. 1) das obere, und

für jenen 2 (Fig. 2) das untere gilt.

Fällt der Punet C auf jenen 2, so ist wegen BC=0 und AC=ABZ,

sofort in beiden Fällen:

t=Ht

2=0 udy=P;,

wie es seyn soll.

2. Aufgabe.

Auf die in den beiden Puncten A, B (Fig. 3) frei aufliegende

Sa Linie AB und ihren Verlängerungen, wirken in den Puncten

M, M‘, M’.. normal die Kräfte P, P’, P”...; es soll wieder der

Drı% Su diese beiden Puncte A und B gefunden werden.

Auflösung.

Sieht man zuerst B und dann A als Drehungspunct des Hebels

an, und bezeichnet die beziehungsweise in A und 3 nölhigen Kräfte zur

Herstellung des Gleichgewichtes mit p und 9; so hat man auf den

Drehungspunet B bezogen ($. 32):

p-AB-+ P“.BM“+P".BM"—=P.BM+P.BM'
und auf den Punct A bezogen

g.AB+P.AM=P.AW + P". AM" + pP". AM"
Aus diesen beiden Relationen fo/gt, wenn man den Druck auf den

Punet A wieder durch = und jenen auf den Punct B durch y bezeich-

nel, wegen 2=p und y=y sofort:

 PEBNERRN BI BD RE
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Durch Summirung dieser beiden Gleichungen folgt, wie es seyn

soll: a-y—P-+P'P'..

Zusatz 1. Wirken eine oder mehrere dieser Kräfte nach ent-

ge&engeselzter Richtung‘, hier also aufwärts, so darf man diese Kräfte

nur mit enigegengesetzten Zeichen in die vorigen Formeln einselzen.

Zusatz 2. Wirken die Kräfte nichtnormal, sondern unter

ganz beliebigen Winkeln gegen die Achse oder Gerade AB, so darf

man nur jede dieser Kräfte in zwei Seitenkräfte zerlegen, wovon die

eine in die Richtung der Geraden AB fällt, und die andere darauf senk-

rechtist; die letztern dieser Seitenkräfte sind dann die Kräfte P, P‘, P“..

der Formeln (A), während die erstern unberücksichtigt bleiben, wenn

sich die Gerade AB der Länge nach nicht verschieben läfst, sonst aber

die algebraische Summe die Gröfse und Richtung ihrer Resultante nach

AB oder B A angibt.
Ist z. B. in der ersten Aufgabe, für welche hier P=P’— P"’—0

und P’—=P zu setzenist, der Winkel unter welchen die Kraft P (Fig. 4)

auf AB wirkt =a; so erleidet die Achse AB von B gegen A einen

Druck =PCosa, während die normal auf AB wirkende Kraft

—=P Sin «a ist.

Von dieser letztern Kraft entsteht in A ein Druck normal auf AB:
BC a

2— 75PSina

a 5 AC
und in B ein Druck: y- 75. Pin a

während der von 3 nach A Statt findende Druck P Cos x ganz beliebig

auf diese Puncle A und B vertheilt gedacht werden kann, sonach der

Druck auf die beiden Puncte A und B in dieser Richtung ganz unb e-

stimmt ist.

3. Aufgabe.

Mit der Achse AB (Fig. 5) ist im Puncte € der Arm CD senk-

recht verbunden, und im Puncte D desselben wirkt die Kraft P parallel

mit BA; es soll der in den Puncten A und 3 dadurchentstehende Druck

bestimmt werden.

3. Auflösung.

Man ziehe die Verbindungslinie BD und verlängere dieselbe über

D hinaus, schneide auf der Richtung der Kraft P das Stück De—=P
ab, ziehe eö parallel zu CD und in parallel zu AB, so dafs dadurch
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(indem auch €D verlängert wird) das Rechteck en entsteht. Bringt

man ferner, da dadurch das Gleichgewicht nicht gestört wird, auf den

Punct D die beiden gleichen Kräfte Dn und Dm nach gerad enigegen-

gesetzten Richtungen an, so kann man Di als Resultante der beiden

Kräfte De=P und Dn=Ptanga ansehen, welche sofort auf den

Punct B unter dem Winkel ABD=a wirkt.
Schneidet man daher Bk= Di ab und construirt durch den Punct

% das Rechteck gf, so wird der Punct senkrecht auf AB nach ab-

wärts mit der Krafi Bf—=Dn, und nach der Richtung BA mit der

Kraft Bg—=De=P gedrückt, während noch auf AB normal im Puncle

C die Kraft Dm—=Dn aufwärts wirkt. Diese letztere Kraft bringt

aber (Aufgabe ) auf die Puncte A und B senkrecht auf AB und zwar

nach aufwärts einen Druck hervor, welcher beziehungsweise durch

 Dn= 72. Ptanga und v—42:Ptang«

ausgedrückt wird. Es ist daher der in A normal auf AB nach aul-

wärts Slatt findende Druck

o=

ka — Sn Plang«a

und der im Puncte B nach abwärts entstehende Druck y„=Bf— y'=

AC :
Planga — 7, Prany ad.i.

Be
— — Pllanga,
a FE
cD ’

Selzt man fang a— Zi wird auch

cD cD
2m und A, pP

so, dafs also diese beiden Drücke der Gröfse nacheinander gleich,

der Richtung nach aber einander entgegengesetzt sind.

Was endlich den in der Längenrichtung der Achse AB Slalt

findenden Druck By =

P

betrifft, so kann man sich diesen als auf die

beiden Puncte A und B ganz willkürlich vertheilt vorstellen, indem der

auf diese einzelnen Punete entfallende Druck unbestimmtist.

2. Auflösung.

Zieht man durch den Punct A (Fig. 6) AE parallel zu CD und

denkt sich den Durchschnittspune! E als Angriffspunct der Kraft P, so

wie A als Drehungspunct des Winkelhebels BE AB, an}dessen Endpunet

B zur Herstellung des Gleichgewichtes die senkrecht auf A B nachauf-
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wärts wirkende Kraft y noihwendig seyn soll; so hat man nach stali-

schen Gesetzen:

P.AE—=y.AB und daraus, wegen AE=CD, sofort

I IE:
als Druck auf den Punct B senkrecht auf AB, und zwar nach ab-

wärts.

Der Drehungspunct A erleidet denselben Druck, als wenn die bei-

den Kräfte P und y, mit ihren ursprünglichen Richtungen parallel, in

diesem Puncte angebracht wären; es findet daher in diesem Puncte A

ein senkrecht auf AB und zwar nach aufwärts gerichteter Druck

und ein von B gegen A gerichteter Druck =P Statt, welcher wieder

auf einen, oder auf beide Puncte A und B vertheilt gedacht werden

kann.

Anmerkung. Wie mansieht, hat die Entfernung des Punctes € von den

beiden Puncten A und 3 auf die Gröfse und Richtung des Druckes keinen

Einfluls und es bleibt immer 2.4AB=P.CD.

Zusatz. Wirkt die Kraft P nicht parallel mit BA, sondern

bildet ihre Richtung, welche immer noch in der durch AB und CD»

gehenden Ebene liegen soll, mit A B den Winkel a; so erhält man durch

Zerlegung. der Kraft P in zwei aufeinander senkrechte Seitenkräfte,

wovon.die eine nach DE, d. i. parallel mit BA wirkt, ganz einfach,

 

für den Druck auf A nach aufwärts: ep

für den Druck auf B nach abwärts: y= aemeu)

und für den Druck auf A und B in der Längenrichtung von B gegen A:

$—=P Cosa.

4. Aufgabe.

Eine gewichtlose, unbiegsame horizontale Ebene RS (Fig. 7) ist

in den drei Puncten A, B, C unterstützt und im Puncte M mit dem

Gewichte P belastet; es soll der Druck bestimmt werden, welcher auf
jeden der drei Stülzpuncte Statt findet.

1. Auflösung.

Bezeichnet man den gesuchten Druck auf den Punei A mit «,

jenen auf B mit y und den Druck auf © mit z, nimmt ferner die Ver-
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bindungslinie AB zur Momentenachse und bezeichnet die für das Gleich-

gewicht in dem Puncle € normal auf die Ebene RS nach aufwärts an-

zubringende Kraft durch p; so hat man, wenn CD und ME senkrecht

auf AB gezogen werden,
ME

p CD=P.ME oder Pe

folglich, da der Gröfse nach s3=pist, auch
ME

= -—.P
cD

Da sich die Flächen der beiden Dreiecke ABC und ABM, von

einerlei Grundlinien wie ihre Höhen verhalten , also

ME AABM
En i st, so ist auchN Statt findet, 

 

„Ar AA Bi p

AABC

Ganz analog damit erhält man auch für die Pressungen in den

Puncten Bund A, wenn man beziehungsweise AC und BC zu Mo-

mentenachsen nimmt:

N ee: und rn
AABC AABC

Zusatz 1. Esistalo e+y-+z=P und

z:y:z—=JBCM:d4ACM:.!ABM.

Zusatz 2. Fälli der Punct 7 mit dem Schwerpunct des Drei-

eckes zusammen, so ist wegen JBCM=JACM—=JABMauch

2yes:

 

Fällt der Punct M in eine der drei Verbindungs- oder Umfangs-

linien des Dreieckes ABC, z. B. in jene AB; so wird, wegen

JABM—0 auch 2—09 und wenn z. B. m der Punct ist, mit wel-

chen M zusammenfällt, sofort

z:y=4JBCm:44Cm—=Bm: Am

weil diese beiden Dreiecke einerlei Höhe haben.

Fällt endlich zugleich auch der Punet C in diese Verbindungslinie

AB, so werden die sämtlichen Dreiecke Null und daher folgt aus

den allgemeinen Werthen

en y—ß;, z%;

zum Beweis, dafs der Druck auf die drei Unterstülzungspunele einer

in einem Puncte belasteten geraden unbiegsamen Linie unbe-

siiman bist, oder die Verlheilung des Druckes P ‚auf diese 3 Puncte

auf unzählige Arten geschehen kann.
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2. Auflösung.

Setzt man (Fig 8) MA=a, MB=b, MC=und die Win-

kel ANB—=s, AMC=ß, BM C—y, wobeialso „= 360°— (aß)

ist, bezeichnet ferner wie zuvor, die Drücke, welche die Puncte A,

B, C durch das in M angebrachte Gewicht P erleiden, beziehungsweise

mit 2, y, x; So hat man fürs erste:

BRRE RSRTRHRGED
und dann, wenn man AM als Momentenachse nimmt, da die Kräfte

y und x in Beziehung auf diese Achse im Gleichgewichte stehen müs-

sen, auch, wenn BD und CE perpendikulär aufAM gezogen werden:

y.BD=z2.CE d.i. y.bSina=z2.cSinß (D

Eben so folgt, wenn man BM als Momentenachse gelten läfst:

z.aSina=x.cSiny (8)

Aus diesen 3 Gleichungen (1), (2), (8) erhält man ganz einfach,

wenn man noch Kürze halber
abSina-tacSin®-+beSiny=N selzt:

   

be sü Sin $ b Süa 1p, ne Un “mg @p

Dabei ist, wie sich von selbst versteht, Sin y —= — Sin(a--ß).

Anmerkung. Dieselben Werthe erhält man auch ganz einfach aus den
Werthen der vorigen Auflösung, wenn man dort (Compend. $. 57)
AABM=tabSina, BACMH=!acsind, ABCH=!bcSiny und
AABC=4(ab Sina+ ac Sin8-+ bc Sin ’y) setzt.

Zusatz. Für a=ß== 180° tritt der vorhin. erwähnte Fall ein,

in welchem die 3 Puncte A, B, C mit dem Angriffspunet M der Kraft

Pin einer geraden Linie liegen und wobei der auf diese 3 Puncte

vertheilte Druck P ganz unbestimmtist, also diese letztere so gestellte

Aufgabe unzählig viele Auflösungen, die allerdings innerhalb gewisser

Grenzen liegen, zuläfst. Eine dieser Auflösungen erhält man, wie

bereits bemerkt, indem man in den vorigen Werihen von x, y, x die

Winkel «a = ß — 180° setzt; es wird dadurch, wegen ‚Sin y—

 

—Sin (a+B) =— Sin2a— 2 Sina Cosa und Sind —= Sina sofort,

wenn man gleich mit Sin « dividirt:

Jubnoy ol Tiailosıe

ab+ac—2beCosa‘
oder wegen Cosa—= Cos180°—= — 1, auch:

2beP
EZ

ab+ac+2bc
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acP abP
Eben so ist _— m

AI

BERN
eeaCe

Anmerkung. Geht man auf die 3 Grundgleichungen (1), 2), (3) zurück ;

so gehen sie in dem vorliegenden speciellen Falle über in

z--y+z=P, yb Sin180°=2c Sin 180°, za Sin180’=xc SinO.

Da aber diese beiden letztern Gleichungen identisch sind und sonach

nur Eine ausmachen, indem jede 0=0 wird, so bestehen in der That

nur zwei Gleichungen, aus denen sich also die 3 Unbekannten 2, %, 3

nicht vollkommen bestimmen lassen.

Es bestehen nämlich, wenn man in Fig.9 AU=a, MB=b und

MC=c setzt, für das Gleichgewicht der 4 Kräfte ?, z, y, & $.80W

Nr. 20) nur die beiden Relationen:

z+y+z=P () wd ar=dby+ez (8)

Da nun sowohl y als auch z Null seyn kann, so sind die Grenzen,

innerhalb welcher die sämmtlichen Werthe von Z, Y, 3 liegen und diesen

beiden Bedingungsgleichungen entsprechen, folgende :

 

 

2 Pc Pb
fürı2% 2 und 5%

Y Pa
für 9 „0 und zz

5 Pa
für 3: +6 und 0.

Drückt man zwei von den 3 Gröfsen 2, Y, 3 durch die dritte, z. B.

x, y durch 3 aus, so erhält man:

DBP+(.— 5) aP—(a+co%

= Trgagas und = er

so, dals also, wenn für 3 ein innerhalb der eben angegebenenbetreffenden

Grenzen liegender Werth angenommen wird, die beiden übrigen Grölsen

vollkommen bestimmt sind; so ist z. B. für 2= 0 sofort :

P ar
aee

Eine ähnliche Unbestimmtheit, wie sie hier in Beziehung auf die 3,

in einer geraden Linie liegenden Puncte vorkömmt, findet auch Statt,

wenn eine unbiegsame, in einem Puncte belastete Ebene, in mehr als

3 Puncten unterstützt, und der Druck auf jeden dieser Puncte gesucht

wird.

Übrigens mufs bemerkt werden, dafs die hier erörterte Unbestimmtheit

sogleich verschwindet, wenn man der geraden Linie (oder in dem eben

angeführten Falle der Ebene) eine, wenn auch noch so geringe Bieg-

samkeit, wie diefs in der Wirklichkeit immer der Fall ist, zugesteht.

(Man sehe die Anmerk. zur 38. Aufgabe.)
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5. Aufgabe.

Ein Sparren oder Balken, welcher hier durch eine steife gerade

Linie AB (Fig 10) dargestellt wird, lehnt sich, während er sich zu-

gleich auf den horizontalen Boden CR stützt, an eine verticale Wand

CS in der Art, dafs er selbst in einer verticalen (auf C.R und C'S per-

pendikulären) Ebene liegt und mit dem Horizonte den Winkel ABC—=a

bildet; wenn nun in irgend einem Puncte M dieses Balkens ein Gewicht

P aufgehängt wird, so soll unter der Voraussetzung, dafs der Balken

selbst kein Gewicht hal und weder am Boden CR noch an der Wand

CS irgend eine Reibung Statt findet, sowohl der horizontale Schub

als auch der verticale Druck des Balkens gegen die Wand Cs
und den Boden CR bestimmt werden.

Auflösung.

Es sey AM—=a und BM=5, so entsteht von der lothrecht

wirkenden Last P auf die beiden Puncte A und B nach derselben Rich-

tung ein Druck, welcher ($. 20) für den Punct A durch ng P

und für den Punct B durch 1=,,,P ausgedrückt wird.

Schneidet man daher AD—=p ab und construirt das Parallelo-

gramm EF, so ist die Seitenkraft AF=AD Cota—=p Cota und jene
AD

AH £
Sina Sins’

Verlängert man ferner AB, schneidet auf der Verlängerung

BG=AE ab und construirt das Rechteck HJ, so ist

  

; Dias psp kiie 2 nikDe
BI—-BGSin«— —, Sina—p undBH=BGCosa—..,_ Cosa

=pCota.

Es ist also der horizontale Schub gegen die Wand in A:
b

S=ANSpRn= Tr, P Cob«

und der verticale Druck gegen den Boden in B:

D=49+BJ=g+p=P.
Aufserdem ist der Schub, mit welchem der Balken am Boden CR

nach horizontaler Richtung auszuweichen sucht:
b

ee

also eben so grols wie in A gegen die Wand.
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Ist M der Halbirungspunet von AB, also b=a, so ist. der

horizontale Schub: S—=1PCota.

Anmerkung. Es muls also, um das Gleiehgewicht herzustellen, in 3 eıne

horizontale, von 4 gegen B wirkende Kraft S angebracht werden.

Für «= 90’ ist S=0 und füra=0 wird S unendlich grols, weil.

da keine Reibung angenommen wird, keine, auch noch so grolse Kraft

im Stande ist, den Sparren horizontal gegen die Wand so zu drücken,

um dadurch das Herabgleiten desselben längs der verticalen Wand zu

verhindern.

Zusatz. Sind also zwei gleiche Balken oder Sparren A C und

BC (Fig. 11) in einer verticalen Ebene ABC unter gleichen Winkeln

gegen den Horizont an einander gelehnt, oder zu einem sogenannten

Leergesperre (technischer Ausdruck bei den Holzverbindungen)

verbunden ; so läfst sich der dabei entstehende horizontale, oder soge-

nannte Sparrenschub, weımnman AD=BD=b, AC—=BC=I,

CD=h, W.CAD=W.CBD=a und das Gewicht eines Sparrens

AC oder BC=G selzt, durch
S—=1@0ofa

AD
oder wegenAH auch durch

b
s=367»

und wenn man annimmt, dafs der laufende Fufs jedes Sparrens (sein

eigenes Gewicht mit eingerechnet) mit dem Gewichte q belastet, also

G=1!g und Sin a -! ist, auch durch

2 d
—1 lg —
eier

ausdrücken.

Der in A und B Statt findende verticale Druckist sofort

D=Gz=ogl

6. Aufgabe.

Die vorige Aufgabe mit Rücksicht auf die an der verlicalen Wand

und am horizontalen Boden Statt findende Reibung aufzulösen.

Auflösung.

Bezeichnet man den horizontalen Schub oder normalen Druck des

Balkens gegen die Wand A € (Fig. 10) indefs durch X, so mufs ohne

Rücksicht auf Reibung in B nach der Richtung HB eine Kraft Y wirken,
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für welche (vorige Aufgabe) Y=X ist. Selzt man den auf den Boden

in B Statt findenden verlicalen Druck —Z und den Reibungscoeffizien-

ten zwischen dem Balken und horizontalen Boden =jı, so ist slalt Y

nur eine Kraft Y’—= X — ıZ erforderlich, um das Ausgleiten bei B zu
verhindern.

Die in A und B vom Gewichte P im Puncte M herrührenden loth-

rechten Kräfte sind nach der vorigen Aufeabe beziehungsweise AD—=p

und =g; anstall wie vorhin »p in AFund AE zu zerlegen, mufs

man jelzt, wenn j„’ den Reibungscoeffizienten zwischen dem Balken

und der verlicalen Wand bezeichnet, p— ‘X zerlegen. Dadurch
erhält man:

AF=X=(p—yw'X)Cota.. (a) und ERre
Sin z

aus der ersien dieser beiden Gleichungen folgt:
» Cot a p

1 a Cola w+Tanga‘ " cn

Wird ferner BG —= Win die beidenSeitenkräfte BH und BJ zer-

legt, so wird BH—= W Cos a = (p—ı‘ X) Cota oder wegenGleich. (a)

BH=X

und BJ=WSina, d.i. BJ=p—ywX.

Es ist also der senkrechte Druck auf den Boden in B:

=g+-BJ=p+g—- WX=P—ywX,

woraus u Z—=jn(P— X), und wenn man diesen Werth in Y’ sub-

stituirt, sofort Y—=X—n(P—X) folgt. Setzt man in diesen
letztern Ausdruck für X den Werth aus (5), so erhält man

Y’—=(-yıy)oe—ıP oder wegen p=—

gabe) endlich die für das Gleichgewicht von H gegen B nöthige hori-

zonlale Kraft:

X=  

 E (vorige Auf-

1-+ ep‘ DR

w + ange“ a+b

Zusalz 1. Um jenen Neigungswinkel a’ des Balkens gegen den
Horizont zu finden, bei welchem die Reibung allein im Stande ist, das

Ausgleiten zu verhindern, darf man in diesem leiztern Ausdruck nur
Y’—=0 setzen; dadurch erhält man

AudbP—(a-+b5)(w' —Langa)nP und daraus:

DZ Ela

»(a+b)
Selzt man w„—=j1 und suchl den Werth von j, für welchen bei

irgend einem Neigungswinkel « das Aus- und Abgleiten des Balkens
Burg’s Mechanik, Suppl. »4

  Yv— uPR ee

tang ul —
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verhindert wird; so erhält man wieder aus der vorigen Gleichung (ec)

für Y’= 0 nach gchöriger Entwicklung:
— (a + D)tanga + v [(a+d)’tanga’+ ad]

BZ 5 .

Zusatz 2. Selzi man die Länge des Balkens oder Sparrens

unn
pZ

Da nun der Zähler dieses Bruches um so gröfser wird, je kleiner

a ist, so wird auch a’ nahe in demselben Verhältnifs gröfser, der Bal-

ken gleitet also unter übrigens gleichen Umständen um soleichter aus,

je näher sich die Last P gegen den Punct A befindet.

a-—+b=I!,soist auch Langa’—

h 1 = 5
Für a= 0 wird fang a’ — 2: für =(1-+up)a wird

 nr und a’ —0.
1+pp
Fällt endlich der Aufhängpunct M der Last P in die halbe Länge

‘; zZ y
AB, so wird wegen b5=a solorl fang a—rt dieser Ausdruck

PR

nähert sich immer mehr der Nulle je gröfser « wird, für a—=90° wird
5 db

wegen fany «= OO sofort a—=0. Für a=0 dagegen wird «= V:

und wenn noch dabei d=aist, a—1.

7. Aufgabe,

Die Bedingungen anzugeben, unter welchen der Balken AB

Fig. 12) vom Gewichte @ ohne Reibung zwischen den beiden schiefen

Ebenen AC und BC im Gleichgewichte bleibt.

Auflösung.

Da das Gleichgewicht nur möglich ist, wenn die durch den

Schwerpunct © des Balkens gezogene lothrechle Linie @H zugleich

durch den Punet F geht, in welchem sich die beiden, durch die End-

puncte A, B auf die schiefen Ebenen AC und BC errichteten Perpen-

dikel AF und BF schneiden; so seyen a und die Neigungswinkel

dieser schiefen Ebenen mil dem Horizonte DE, so wieAF=p und

BF=g die aus dem Gewichte G= FG entstehenden, auf AC und

BCnormalen Seilenkräfte. Diels vorausgeselzt, hat man

p:G= 8in:Sin(a--[5) und daraus:
@ Sind 6 Sina

Pp—+undwebenisdVe7ee 1 sm(a+ 8)
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Setzt man ferner die Länge des Balkens AB—=!, den Winkel,

welchen derselbe mit dem Horizonte bildet BAJ=g und A0O=H1;

so ist AL=!t100sg=AFSinAFL=AFSina

folglich 31Cosp—=pSin« und Cosg = 7 Sina,

oder wenn man für p den Werth aus (1) selzt:

2 6Sina Sind

Zen 1sin(c+ a

Will man das Gewicht @ eliminiren, so darf man nur berücksich-

tigen, dafs W.ABC=n=ß—p, folglich W.FBO—= 909° — n=

90-+9—ß und daher wegen F0:0B — Sin FBO :: Sin OFB=

Cos (g—B):Sinß, also FO Sind = OB Cos (#—ı:) oder @ Sind =

1Cos(p— 5), folglich wenn man diesen Werth in(2) substituirt, auch:

2 Sina Cos (2 — ß)

gar Sin (a nz

ist, so, dafs wenn man Cos(p—ß) auflöst, die Gleichung durch

Cos 9 dividirt und gehörig reducirt, sofort
Sin (a + 8) — 2 Sina C0s3

2 Sina Sin®

 

tangp = (3)

wird.

Zusatz. Für a—ß wird zangp—=0, folglich mufs der Balken

für das Gleichgewicht horizontal liegen.
Für «—=0 und ß=90° wird tangg—=43—= OO, folglich muls

der Balken in diesem Falle vertical stehen.

S. Aufgabe.

Der Balken oder Sparren AB (Fig. 13) liegt in A auf der verli-

calen Stütze oder Mauer AC auf und stülzt sich am andern Ende bei B

auf den horizontalen Boden BC; wenn nun wieder in irgend einem

Puncte M des als gewichllos gedachten Balkens eine Last P aufgehängt

wird, so sollen die dadurch gegen die verlicaleMauer und den horizon-

talen Boden entstehenden Pressungen bestimmt werden.

Auflösung.

Ist, wie in der 5. Aufgabe, AM—=a, BM—=b undW. ABC=a;

so sind, wie dort
d

AD Guah et ee =— —PaP und BJ—=yg

die in A und B lolhrecht wirkenden Kräfte,

a
=on
a+b

J4*
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Zerlegt man p in zwei auf einander senkrechte Seitenkräfte AE

und AF senkrecht und parallel mit AB, so erhält man

AE=—pCosa und AF=pSina.

Verlängert man AB, macht BH=AF, und zerlegt diese letz-

tere Kraft in die horizontale und verlicale Seitenkrafi B@ und BJ;
so wird

BG=AF.Cosa—pSinaCosa und BJ=AF.Sina=pSina?

der gesammte verticale Druck in B ist daher D=y+BJ—=
a d E89 g
aPURE d. i.

a+b

a + b Sina?
— P (l

+5 1

  

D— 

so wie der horizontale Schub in Bsofort S=B@=p Sin«aCosa,

 : b b
d. i. =mas,

Zerlegt man ferner die oben ausgedrückle Kraft A E in eine hori-

zontale Aa und eine verlicale Seitenkraft Ad, so erhält man:

Aa=—=AESina und AbD=AECosa,

folglich, wenn man für AE den Werth setzt:

„PSin2a. (2)

          
b

Aa=p Cosa Sina —= eraLardonınd=

und Ab=p cosLuPCosa?. (4)

Dieser letztere nach € fortgepflanzte verticale Druck mit jenem

summirt, welcher in B nach dieser Richtung Statt findet, gibt, wie es

seyn soll:
$ 2

a?
u; P Cosa -- ia P=P.,

Zusatz 1. Hat der Balken AB das Gewicht @ und liegt dessen

Schwerpunet im Halbirungspunet der Länge 7, so, das b=a=4%I

ist; so hat man aus den vorigen Formeln, für den unbelasteten

Balken :
im Puncte A den horizontalen Schub S'—=4@Sin2a

„ verticalen Druck D'—=1GCosa?

im Puncte B den horizontalen Schub S=4@Sin2a«—=S’

„ verticalen Druck D=!G@(1-+8Sina?)

Für «—=45° wird der horizontale Schub am gröfsten und

zwar wird dafür S=S6’—1@.
Zugleich wird auch D’—=1@ und D=3@.
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Für «= 90° wirdS=S’—=0 und D’=0,D=@.

Für «a—=0 endlich ist S=S’—=0 und D’ = D—=+ 6.

Zusatz 2. SetztmanbeieinemLeergesperre ACB Fig. 11)

die Länge eines Sparrens AC=BC=1, die halbe Tiefe des Daches

AD—=BD—b, die Höhe desselben CD—=% und das Gewicht des

laufenden Fulses der Belastung (mit Einschlufs des eigenen Gewichtes

des Sparrens) —=g; so erhält man wegen @=gl, für den verli-

calen Druck auf die Säule CD im Puncte C:

D—2><tglcosatgregi.+gn=g(7 +)

für den verticalenDruckin Aund B:

N
=; (1 +z)9

und für den Sparrenschubin A und B:
hob bh bhBe Ayla mn ae ae

Ss 291-7 "77 29 I 21 70 ! 2°)

oder auch S—4gb Sina.

Der Sparrenschub wird also bei einerlei Tiefe 2% des Daches um

so kleiner , je kleiner der Winkel a ist; es ist daher zur Verminderung

des sonst so nachtheiligen Sparrenschubes bei flachen Dächern sehr

vortheilhaft, solche Säulen oder Stützen CD anzubringen.

9. Aufgabe.

Auf die verticale Säule AB (Fig. 14), welche bei B im Boden

befestigt ist, wirkt im Puncte A nach horizontaler Richtung die Kraft P

mit dem Bestreben diese Säule umzuslürzen; wein nun in der durch A B

und die Richtung der Kraft P gehenden Ebene die Strebe CD ange-

bracht und bei © mit der Säule, bei D mit dem Boden befestigt ist, so

sollen die Pressungen gefunden werden, welche diese Kraft P auf die

Säule und Strebe hervorbringt.

Auflösung.

Die Kraft P bringt auf den Punct € den horizontalen Zug
AB

on zur oder wenn man AB=h, CD=! und W.CDB=«a

seizt, wegen BC—=ISina, jenen

h

1 Sin
CIE — 

hervor.
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Zerlegt man diese Kraft CE in die beiden Seitenkräfte CF und

©J, nach den Richtungen der Säule und Strebe, so wird, wenn man

die erstere mit p und die letztere mit g bezeichnet, wegen p: CE—=
Sina:Cosa, sofort;

p=CEtanga — m 

2Cos a

und wegen g: CE=1:Cosa der Werth von g:

CE hP 2ı— anaerare
7 Cosa 1Sina (Cosa 1Sin2a S

Die Kraft P äufsert demnach das Bestreben die Säule A B mit der
Kraft CF—=p zu heben oder aus dem Boden zu ziehen, und die Strebe
nach der Richtung CD mit der Kraft CIJ—=g zu zerdrücken. Die-

 

ser Druck ist für a=45° am gröfsten und —= 2 . P.

Zerlegt man endlich noch den Druck, welchen die Strebe auf den

Boden nach der Richtung CD ausübt, in einen verlicalen und horizon-

talen Seitendruck = nnd s; so wird der erstere:

 r—=qgSina—
Cosa

und der letztere :

TIPRETFEE

ii & A
Für « —=45° ist onP;

1v2

10. Aufgabe.

Der horizontale Balken A C (Fig. 15) ist in A und noch aufserdem

durch die Strebe DE mit der verlicalen Säule AB verbunden; wenn

nun in € die Kraft lothrecht wirkt, so ist die Frage, welche Pressungen

dadurch entstehen.

Auflösung.

Selzt man die Länge des Balkens AC—=/!, die Höhe der Säule

AB=h, die Länge der Sirebe DE—=b und den W. ADE—a; so

bringt die Kraft P für's erste auf den Punet D einen Zug p lothrecht

nach abwärts hervor, wofür

AC I

PT 4D°  boosa
Zerlegt man diese Kraft » in zwei Seilenkräfte Da und DD nach

den Richtungen des Balkens und der Strebe, so wird:

 

2, 38).
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Da:p=Cosa:Sin«ı und Db:p=1:Sin«a

 folglich BRROBEN

DIR
und Tube hie>arose az,

Sina b Sina Cosa b Sin2a

Von diesen Ausdrücken, welche für sich selbst sprechen , wird

der letztere (Gröfse des Druckes, welchem die Strebe durch ihre rück-

wirkende Festigkeit widerstehen muls) am gröfsten für «—=45° und

zwar wird dafür Dö —2 Ep.

213. Aufgabe.

Zwei Balken oder Sparren AB und BC (Fig. 16), wovon sich

der obere gegen eine verlicale Wand AD, der untere gegen den hori-

zontalen Boden CD stützt und dabei nicht ausweichen kann, sollen in

einer verlicalen Ebene so aufeinander gestellt werden, dafs sie unter

einander im Gleichgewichte stehen; es ist die Frage, welche Winkel

sie dabei mit dem Horizonte bilden müssen %

Auflösung.

Es seyn AB=!, BC—=!' die Längen der Sparren und g das

Gewicht des laufenden Fulses (oder überhaupt der Längeneinheit), ihre

Schwerpuncte in den Halbirungspuncten der Längen, und wenn BE und

CD horizontale Linien sind, die gesuchten Winkel ABE=a und

BCD=.«'‘. Diels vorausgesetzt, hat man (Aufgabe 5) im Puncte B

den horizontalen Sparrenschub:

S—1yl1Cora

und den verlicalen Druck: Dzygt.
Schneidet man nun auf der durch B gezogenen verlicalen Linie

BF das Stück Be=D ab und zerlegtdiese lothrechte Kraft in zwei

Seitenkräfte nach den Richtungen BE und BC, d.i. horizontal und

nach der Länge des Sparrens BC; so wird die erstere

neBeCosa’ er D er a’

Sin 2! Sina’

und die letztere Bb= 79 = ar — zn s
Sin a’ Sina‘ Sin a!

Ferner entsteht durch den Sparren BC, dessen Gewicht q ’ ist,

in B ebenfalls ein Schub nach BE, .welcher durch
S—HgV Cot a’

  —g1Cot il
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ausgedrückt wird, und da dieser Sparren am Boden €D nicht aus-
weichen kann (wie vorausgeselzt wurde), so mufs für das Gleichgewicht
der horizontale Schub nach Be von Seile des Sparrens AB, dem Schube
nach BE von Seite des Sparrens BC gleich seyn, d. h. es muls die
Bedingungsgleichung bestehen:

S=S'+Bad.i.3ylCota—=1gl' Cotu' gl Costa‘.
Ausdieser Gleichungfolgt:

u vCot« —= (2 — | Cot«’ oder auch fang «’— (2 + 5 lang «.

Für zwei gleich lange Sparren, d. i. für ?—/, wird:
lang a’ —3tang«a oder tanga:tanga’—= 1:3.

Zusatz. Das Gleichgewicht wird offenbar auch noch bestehen,
wenn man slall der verlicalen Wand den beiden Sparren AB, BC zwei
gleiche A B‘, BC’ symmetrisch enlgegen aufstelli (Fig. 17)

Ist z. B. in diesemFalle und für ”—1 der Winkel « — 45°, so
wird wegen tanga = 1 und tang a’ —=3 der Winkel « — 71° 33° 54
oder nahe 71031.

12. Aufgabe.

Die Bedingungen anzugeben, unter welchen die Balken oder Spar-
ren AB, BC, CD...(Fig. 18), welche in einer verticalen Ebene als
Seiten eines Polygons aufgestellt sind „im Gleichgewichle stehen, vor-
ausgeselzt, dafs sich wieder der oberste bei A gegen eine verlicale
Wand und der unterste gegen den horizontalen Boden stützt.

Auflösung.

Bezeichnet man die Gewichte der Balken AB, BÜ.., durch
G, €, @,... und die in den Punclen B, C, D... Statt findenden
(horizontalen) Sparrenschübe beziehungsweise durch S, S,, S,..; so
ist, wenn die Schwerpuncte der Sparren wieder in der Mitte liegen
(vorige Aufgabe) für den PunctB:

S=}3600oa ()
und der verlicale Druck DC,

Zieht man durch die Puncte B, €, D... die horizonlalen Linien
BM, CN, DO.. und zerlegt die durch Be dargestellte lolhrechte
Kraft @ in zwei Seitenkräfte Ba@ und Bd nach den Richtungen BM
und BC; so hat man

BeCos D 6Ba=——"— GCotı und Bi= — = — .
Sina, Sina,
  

Sina,
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Von dem zweiten Sparren entsteht in B ebenfalls noch ein Schub

nach BM, und zwar ist dieser =3@, Cota,, so, dals der Gesammt-

schub nach BM—= GCota, +16, Cot«, ist Für das Gleichgewicht

im Puncte B muls also seyn:
3G@Cota= @Cot«, +36, Cote, (2)

Auf den Punct © übergehend, ist der nach B C’Statt findende Druck:

An Ga
Cd=Bb-+ Sina,

Wird diese Kraft C@ in die beiden Seitenkräfte Ce und Ef nach

horizontaler und verticaler Richtung zerlegt, so erhält man
Ce=Cd.Cos«, und Cf=Cd.Sina,, d.i.

S—=Ce=(G-+1G)Coa, und D’=-C/+3%, =6&+6..

Mit Rücksicht auf die vorige Gleichung (2) ist auch

S'—=1G(Cota=S (wegen Gleich. 1.)

Zerlegt man weilers die verlicale Kraft ’—=Cf+fy—=Cy in

die beiden Seitenkräfte CR und Ci, so wird

Ch= CgCoto,—D’ Cotı, = (@ + 6,) Cote,

und re m ur
Sina, Sin d., Sind,

Der Sparren €D bringt im Puncte C noch aufserdem den hori-

zontalen Schub gegen CN von der Gröfse 4 &, Co «, hervor, so, dafs

also der gesammte in € nach dieser Richtung Statt findende Schub

gleich (@ +6, +4G,) Cot, ist und sonach für das Gleichgewicht in

diesem Puncie € sofort

S'—=(G 6, +36@,) Cola, d.i.

16Cta = (Ed +6, +36) C0otoy... (9

Statt finden mufs u. s. w.
Aus den Gleichungen (1), (2), (8) folgt ganz einfach:

> +3 eree
5 s

  

lang a — y lang co, —= "lang a, = us S:=W.

  c+@
und Langa, —langa—=; = !

G, @.
er „ tany a,— lang a, —3.— a

a Ss
u.s.W,

a G+@ 6 6.
also ist st) Fr Desur mals ii

tang a,— tang  tang a, — tang a,

Fr 6===... wird tanga:tanga,:tangay:..

—la.

Zusatz. Ist die Anzahl der Balken oder Sparren allgemein =,

sind dabei @,, G,... 6, ihre Gewichte und a, ,ay...an die obigen

Winkel, so hat man also:
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S=2GCota, und
AG +6, NR

"Tanga, —tange, Lang a, —Lung a,eeLang an—tanga,_,
Da man nun rn Unbekannte (d. i. die Winkel & 5, Ay..An) Und

dafür nur a—1 Gleichungen hat, so muls man einen dieser Winkel,
z. B. jenen «, als bekannt annehmen und alle übrigen durch diesen aus-
drücken.

So hat man z. B. wie in Fig. 17 für zwei Balken die Gleichung

25
 

 

Bag a:G, Cota, = ——2

—

und daraus fang

a,

—at ganR "lang a, — lung a, rnT 6, u:1so, dafs also wieder, wie schon oben gefunden wurde, für 6, = &,
sofort lang, —3tanga, wird.
Anmerkung. Werden die Seiten des Polygons unendlich klein, so geht

dasselbe in eine (umgekehrte) Kettenlinie über, welche bekanntlich
die charakteristische Rigenschaft besitzt, dafs die horizontale Spannung
in jedem Puncte der Curve eine constante Gröfse ist.

13. Aufgabe.

Wenn die beiden Sparren AC und BC (Fig. 19) mit dem hori-
zontalen Balken oder Bundtram AB in A und B, und aufserdem noch
in © durch die verticale Hängsäule CD verbunden ist (einfaches
Hängwerk), den Druck und Schub zu bestimmen , welchen die
belasteten Sparren in den Puncten A und B hervorbringen.

Auflösung.

Ist die mit Einflufs des eigenen Gewichtes über einen Sparren
gleich vertheilte Last —=P, die Last, welche die Hängsäule (durch Be-
lastung des Balkens AB) zu tragen hat — Q, selzi man ferner AD—=
BD=bund CD=n; so erhält man für den Druck im Puncte € nach
der lothrechten Richtung CD:

sP+3P+0=P+0,
folglich, wenn man Cd— P-+ 0 abschneidet und das Parallelogeramm
construirt, sofort Ap—=Bp'=Ca—Cb als Druck in den Punelen
Aund B, nach den Richtungen Ap und Bp‘. Construirt man daher
noch die Rechtecke mn und m’n‘, so wird

An=Bn"—=Cc—=!(P-+0)
und da jeder dieser beiden Puncte A und B noch aulserdem mit sp
gedrückl wird, so ist der gesammte Verticaldruck sowohl in A
wie in B: D=-IP+W-+!P—P-+1Q,
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Ferner ist in demselben Puncte der horizontale Schub:

Am—=Bm'—=S= ac oder wegen Cc:ac—=h:b, auch

d 6
s=0e.,=3P+D,—a(PFDCote,

wenn man nämlich W.CAB=W.CBA= « selzi.

14. Aufgabe.

Die bei dem zusammengesetztenHängwerkin Fig. 20

vorkommenden Pressungen zu bestimmen.

Auflösung.

Ist die Belastung des horizontalen Balkens AB gegeben, und

kommt davon auf jeden der Puncte E und F die Last O, ist ferner

AE—=BF=a, EF=b, CE=DF=h und W. CAE=\W.

DBF=«; so läfst sich in € die verticale Kraft 0 Cd nach den

Richtungen CA und CD zerlegen und zwar ist, wenn Ca und Cb

diese Seitenkräfte sind:

2 rs Me und Cd=(CdCota=0Cota.
‚Sin a Sina

Es wird also die Strebe CA mit der Kraft

Ca=0=2a”+18)

und der Spannriegel CD mit jener
AE

Bo0
CE

 N

zusammengedrückl.

Die beiden Hängsäulen CE, D Fwerden mit der Kraft O und der

Balken AB mit jener Q Cot«, aufihre absolute, so wie dieser leiz-

tere noch aufserdem in Beziehung auf seine relative Fesligkeit in

Anspruch genommen, während die Puncte A und B jeder den verlica-

len Druck © zu erleiden haben.

Anmerkung. Stellt z.B. AZ eine gleichförmig belastete Brücke

vor, so kann man als einfachste Hypothese annehmen, dals jeder der

beiden Puncte Z und F den 3ten, so wie die Puncte A und 2 jeder den

6ten Theil der ganzen Belastung zu tragen haben. Ist sonach W diese

Belastung, also OQ=# 1; so ist der verlicale Druck in jedem der Puncte

Aund 3B=0+:W=3;W.
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15. Aufgabe.

Die verschiedenen Pressungen bei einem einfachen S prengwerk
(Fig. 21) zu finden.

Auflösung.

Wird der Punct € verlical mit dem Gewichte @ gedrückt, so
entfällt davon auf jede der beiden Streben CD, CE der Druck 40,
denn es ist, wenn man auf der durch € gezogenenlothrechten Linie
Cg=0 abschneidet und (in der durch AB, CD und CE gehenden
verlicalen Ebene) das Parallelogramm 57 construirt, sofort (wegen
Cb:C0g= Cosa:Sin2 a):

Re
Sin? a 2 Sina 2 Sina.

Daraus entsteht aber der horizontale Schub:
S=Ca=0bCosı—=10Cota

und der verticaleDruck:
D=0f= CbSina—=}0

gerade so, wie bei dem einfachen Hängwerk.

16. Aufgabe.

Es sollen die verschiedenen Pressungen gefunden werden, welche
bei dem z usammengeseizten Sprengwerk (Fig. 22) vor-
kommen,

Auflösumg.

Entfällt auf die Puncte C und D die Last @, so ist nach dem vori-
gen Verfahren der horizontale Schub S=Ca—=0 Cota, so wie der
verlicale Druck D= Ce — 0.

0Der Druck nach CE ist (wegen Cdb:Cc—=1:8ina) Ob —
Sina’
 

folglich wird der Spannriegel CD mit der Kraft Ca= 0 Cota,

0uud jede der beiden Streben CE und DF mitder Kraft Cb = am:

und zwar ebenfalls in Beziehung auf ihre rückwirkendeFestig-

keit in Anspruch genommen.

17. Aufgabe.

Ein einfacher Keil AB € (Fig. 23), dessen Cathete oder Höhe AC

verlical steht und welcher zwischen zwei Prismen DG, EJ, die an
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seine Seitenflächen genau anpassen , eingeschobenist, wirkt durch sein

plofses Gewicht zur Verschiebung dieser Prismen nach den Richtungen

CG und CJ; wenn nun diese Prismen eine feste unverschiebbare Lage

haben, so soll bestimmt werden 1°t°ns die mittlere Kraft sämmtlicher

Normalpressungen auf die Seitenfläche des Keils welche durch A €, und

eben so für die Seitenfläche, welche durch BCgeht (beide diese Ebenen

stehen perpendikulär auf der Ebene ABC), 2'°°> derjenige Werth des

Winkels ACB am Keil, für welchen die erste dieser beiden mittleren

Kräfte ein Maximum wird, 3ts der Ort dieser mittleren Kraft,

tens wenn die beiden auf einer horizontalen Ebene liegenden Prismen

DG und EJ blofs durch ihr eigenes Gewicht in ihrer unverschiebbaren

Lage erhalten werden sollen, die Gewichte dieser Prismen , und

5tens (ie Gröfse der Basis € @ des erstern Prisma, damit in demselben

keine Drehung um die durch @ gehende Kante Statt finden kann.

Auflösung zu 1.

Bezeichnet man das Gewicht des Keils ABC durch 0, die mittlere

Kraft sämmtlicher Normalpressungen anfdie senkrechte Seitenfläche A C

mit x, so wie die milllere Kraft der Normalpressungen auf die schiefe

Seitenfläche BC durch y, den Reibungscoeffizienten für die erstere

Fläche AC mit „a, jenen für die letztere BC mit „’ und den W. ACB

mit «; so wird, wenn man y in die beiden nach den in Fig. 23. durch

die Pfeile angedeuteten Richtungen auf einander senkrechten (horizontal

und vertical) Seitenkräfte r und s zerlegt, sofort

r—=yCosa und s=ySina... (m)

Zerlegt man ferner die aus dieser Kraft y entspringende, in der

Richtung MB (Fig. 23.6) wirksame Reibung „’y in zwei eben solche

Seitenkräfte » und u, so wird

u=yn'yCosa« und vo=y'ySina.. (n)

Da nun für das verlangte Gleichgewicht sowohl die horizontalen

als auch die vorhandenen vertlicalen Kräfte für sich im Gleichgewichle

stehen müssen, so hat man
z=r—vund Q=u+s-+ue,

d. i. wenn man die Werlhe aus (m) und (n) substituirt:

z=yCosa—u'ySina.. D

und 0O—=ywyCosa--ySinatı®.. (%

Aus diesen beiden Gleichungen erhält man ganz einfach die Werthe

für z und y, und zwar wird, wenn man Kürze halber den gemein-

schaftlichen Nenner:
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tr+l—upN)tanga=N
selzt, sofort:

_.1—p‘tang a
a— 5

Sec a.und ir;
y N

Setzt man die Höhe des Keils AC=h, die Länge der horizonta-
len durch A, B, C gehenden Seitenkanten desselben — und das Gewicht
der cubischen Einheit des Keils —=1; so ist, wegen
0=3glh?tang« auch

0

|Ih? (1 — y’tang.a) lang a
2Zope

od

qlh? Secatang a

er

(8)

(4)

Auflösung zu 2.

Um den Winkel a für den gröfsten Werth von & zu finden, darf
man nur in der vorigen Gleichung (3) den Werth von N herstellen,

a
a E 5 dzhierauf nach der bekannten Regel den Differenzialquotienten j, dus-

da
' l

5drücken und aus der Gleichung alt = 0 den Werth von zany a beslim-da

men; man findet so ohne Schwierigkeit

B+%’ vle@+29)A+2eN]——, Hu—EN 0.5
1— pp’ P(i— pp) en

für welchen Werth von a die mittlere Pressung x in der That ein Maxi-

tang a —= —

. : er 4 i 1 d’z -mum wird, weil dafür der 2 Differenzialquotient iz Negativ
a

2

ausfällt.

Auflösung zu 3.

Setzt man die Höhe der Prismen CD — a (Fig. 23) und für einen
beliebigen Punct M der Seite DC die Abseisse DM=x, so wie
Mm=dz; so folgt für den im Puncte M Statt findenden Normaldruck
aus der Gleichung (3), in welcher jelzt alles bis auf %, wofür x ge-
selzt werden mufs, constantist:

c=Ag,
wenn man nämlich Kürze halber den constanten Factor mit A bezeichnet.
Daraus folgt für die Normalpressung auf den unendlich schmalen Streifen
von der Höhe Ma — dx und der Breite !, der Werlh de = 2 Axdx,
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und wenn man den Punct D als Mittelpunct der stat. Momente ansieht,

so ist das stat. Moment dieses Druckes:

dM—=z2dr —=2Ar?dz.

Man erhält daher aus dieser Gleichung für die Summe der stat.

Momente sämmtlicher von D bis € vorkommender Pressungen durch

Integration:

M=2A(de—tdat
0

Ist ferner O der gesuchte Ort der mitllern Kraft z (wenn die ver-

licale Ebene #J durch die halbe Länge 2 des Keils gedacht wird) und

dafür DO—=X, so ist auch M=X.2—X Aa? (aus Relat. 3, in

welcher a stalt A zu selzen ist) folglich X Aa?—= 3Aa? und daraus

Nzn. 16.46)

Auflösung zu 4.

Es seyen P und O die gesuchten Gewichte der beiden Prismen

CF und CH, so wie j’ der Reibungscoeffizient derselben mit der

horizontalen Ebene, worauf diese Prismen ruhen und verschiebbar sind;

so hat man für.das Gleichgewicht zwischen dem Keil und dem Prisma

CF offenbar:

pn’P= x und daraus nk n1

wobei für x der Werth aus der Gleichung (8) zu nehmenist.

Ferner ist für das Prisma CH, wenn man sich die Kraft y in

Fig. 23.a in enlgegengeselzter Richtung wirkend vorstellt (um die nö-

ihige Gegenwirkung von Seite des Prisma Q zu erhalten) und daher

auchdie Seitenkräfte r—y Cosa und s=y Sina (Relat. m) nach gerad

entgegengeselzten Richtungen wirkend annimmt, sofort für's Gleich-

gewicht:
n’cO--ySina)=yCosa, woraus

gu Brezr TE, - Auen

folgt, und wobei der Werth von y aus der Relation (4) zu selzen ist.

Auflösung zu 3.

Setzt man die gesuchte Dimension C@—=u, so muls für das

Gleichgewicht der Stabilität des Prisma CF mit dem durch O gehenden

horizontalen Drucke z, damit nämlich um den Punct @ keine Drehung

entsteht, die Gleichung bestehen:
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©.C0O=P.30@ d.i. mit Rücksicht auf die Relation (6):
2ax =3uP oder 2ur=3uP,

und wenn man die Länge des Prisma (die auf der Ebene @D senkrechte
Dimension) gleich jener des Keils, d. i. — Z und das Gewicht der cubi-
schen Einheit —=g‘ selzt, wodurch P— y'alu wird, auch 2ax —
3alg’u?, woraus endlich

VE). @
folgt, in welchem Ausdrucke für x der Werth aus (3) zu setzen ist.

Nach der vorigen Relation (7) muls, um der 4ten Bedingung zu
enisprechen (man setzt nämlich P=yalu),

= 10Tom (10)

seyn, so, dals man also, um beiden Bedingungen 4 und 5 zugleich
zu entsprechen, von diesen beiden, aus (9) und (10) ausgedrückten
Werthen u den gröfseren beibehalten mufs,

u

18. Aufgabe.

Die Bedingungen des Gleichgewichtes für die mit ihren ebenen
Flächen aufeinander liegenden Steine eines Tonnen gewölbes
ABM’N’ (Fig. 24) zu bestimmen, wenn in den Fugen weder
Reibung noch Cohäsion Statt findet und sich dabei der oberste Stein
gegen eine verlicale Wand, und der unterste gegen eine feste Wider-
lage stülzt *),

*) Da die Definition der Gewölbe erst in der Baukunst vorkommt, so wollen
wir hier zur grölseren Verständlichkeit darüber Folgendes vorausschicken,
Stellt Fig. 24 den vertiealen Durchschnitt von der Hälfte einesGewölbes
vor, so heilsen die aufeinander liegenden keilförmigen Steine AB,
AB,... Gewölbsteine; die ebenen Flächen, mit welchen sich diese
Steine berühren die Bindungs- oder Lagerflächen, so wie deren
Grenzlinien AB, AB, ... Fugen. Diejenige Masse MS, von welchem
das Gewölbe getragen wird, oder gegen welche sich der Untertheil des-
selben stützt, heilst die Widerlage, bei Brücken der $ tirnpfeiler,
oder wenn sich zwei neben einander befindliche Gewölbe darauf stützen,
der Pfeiler. Der zunächst an der Widerlage befindliche Theil des Ge-
wölbes heilst der Anfang, der unterste Gewölbstein MN der erste
und der oberste AB, der Schlulsstein des Gewölbes. Die concave
Fläche des Gewölbes, welehe durch die Durchschnittslinie BB, NN geht,
heilst die innere Wölbung (Intrados), so wie jene, welche durch
die obere Linie AA, MAgeht, die Äulsere Wölbung (Zaztrados),
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1. Auflösung.

1. Es seyen O0, O,, 0,.. die in ein und derselben verticalen
Ebene liegenden Schwerpuncte der Steine AB,, A, B,.., ihre Gewichte

der Reihe nach @, G,, @,.. und die Winkel, welche die Fugen A,B,,

A, B, .. mit der Verlicalen AZ bilden, eben so a, a,,0,...

Zerlegt man die im Puncte O vertical wirkende Kraft @ in eine

horizontale Seitenkraft S nach OD und in eine zweite N normal auf die

Fuge A, B, nach OD,; so hat man wegen @:S:N=Sina: Cosa:l
sofort:

S—=GCota oder G=Stanga und N= we sasihla)
‚sin a

Zerlegt man ferner eben so die durch O, gehende verticale Kraft
G, nach 0,D, normal auf die Fuge A,B, und 0,D, normal auf die
folgende Fuge A,B, ; so folgt, wenn man diese beiden Seitenkräfte mit
N, und N, bezeichnet, aus der Proportion

N,:N,:6, = Sin (90 — 0,):Sin (90 — a): Sin (a), —a)

Cosa, Cos a

Sen a, —e) ALLENSra
Aufgleiche Weise erhält man durch Fortsetzung dieses Verfahrens,

d. h. wenn man die in O, wirksame Kraft @, in zwei Seitenkräfte N,
und N,, beziehungsweise normal auf die Fugen A,B, und A,B, zerlegt:

N, = öN G, und sen
Sin (a, — 2) Sin (2, — a)

Sollen nun diese mit ihren absolut glallen Fugen oder Fiächen
aneinander liegenden Steine in jeder Beziehung im Gleichgewichte blei-
ben; so müssen die gegenseiligen Normalpressungen nicht nur einander
gerade entgegengesetzt, sondern auch paarweise einander gleich seyn,
d. h. es müssen die Bedingungsgleichungen Statt finden:

 sofort =

G, u s.w.

die genannten beiden Linien die Wölbungslinien, 2 und A ihre
Scheiteln.

Bilden die Wölbungsflächen eylinderische Flächen, so heilst das
Gewölbe einTonnengewölbe und zwar ein horizontales, wenn
ihre Achse horizontal ist. Die bei diesen Gewölben noch vorkommenden
beiden verlicalen Flächen werden Stirnflächen genannt, und je nach-
dem diese Flächen auf der geometrischen Achse der innern cylinderischen
Fläche recht - oder schiefwinkelig stehen, heilst ein solches Tonnenge-
wölbe auch noch ein gerades oder schiefes Gewölbe, Nur von
diesen erstern ist hierin der vorliegenden Aufgabe die Rede, welshalb
wir auch die Definitionen der Gewölbe nicht weiter fortsetzen wollen.

Burg's Mechanik, Suppl. 25
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N=N» N =N,, N, =N, u. 8w.

oder wenn man für N, N, .. die gefundenen Werthe setzt:
G 6, Cosa, G, Cosa @.Cose,

Sina  Sin(2—a)’ Sinta —a)  Sin(,— a)’
6, Cos 2, 6, Cos a,
ENT
Sin (2, — 2) zur (a, —,).

Löst man in der ersten dieser Gleichungen Sin (a, — a) auf, divi-

dirt Zähler und Nenner mit Cos . Cos«, und bestimmt dann G@,; so

erhält man:
1

tang a, — tung a
ee)G

tung 2

Auf dieselbe Weise folgt aus den übrigen Bedingungsgleichungen :
ss tang a, — tang <, Pr tunga,—lang, ae.

tanga, —tanga *’ ° tange,—tanga, *

Da aber (obige Relation a) @=Stanga ist, so folgt auch

G, =S(tanga, —tang«) (1)

und wenn man diesen Werth in der nächsten Gleich. setzt:

G,=S(tang «, — lang «,) und eben so:

G, =S (fang a, — lang az) U. 8. W.

Es verhalten sich also bei einem im Gleichge-

wichte befindlichen Gewölbe die Gewichte der einzel-

nen Gewölbsteine, wie der Unterschied der Tangenten

der Winkel, welche ihre Fugen mil der Verticallinie

bilden.

II. Aus diesen letzteren Relationen folgt auch:

Stanya—=@G

2) "Sunga=GC-+G6,

RE&, U, 8. W.

Ist Q das Gewicht des Gewölbebogens AMNB, dessen oberste

Fuge AB vertical ist und wobei die unterste Fuge MN mit der Verli-

calen den Winkel 9 bildet; so ist nach diesen letztern Relationen (2):

Stang =6 +6, +6G,+..=

oder S=0C0tg (3)
wobei S den horizontalen Schub im Scheitel bezeichnet.

Ist 0’ das Gewicht des auf das Gewölbstück O folgenden Gewölb-

steines und 4‘ der Winkel, welchen dessen untere Fuge mit der Ver-
ticalen bildet; so ist eben so

Stange’ =0-+-.0' also O-+0':0 = Lang y’:tang 9

oder 0:0= (tangs'—tangg):tangp (4)

o2
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II. Bilden endlich die beiden Fugen MN, M’N’ eines Gewölb-

steines vom Gewichte 0’ mit der Verticallinie die Winkel 9 und 9°; so

ist der Normaldruck auf den nach unten zunächst folgenden Gewölbstein
LTR

80@'—g)

Zerlegt man diesen Druck N in einen horizontalen S’ und vertica-

len D, so ist °=NCosp’ und D=NSing’, oder wenn man für

N den Werth setzt:

(vergleiche den obigen Ausdruck N,).

„_ 0CospCosg‘ 0 ()
Sm—5)  Ttange'—tange

oder wegen 0'—=S (tang £' — tang 9)

(wie aus der Gleichung (4) folgt, wenn man für Q seinen Werth
Stangg setzt) auch:

S—=S (5)
u D— ae 2’ C0s% sr 0’ tang g'

Sin (#' — 2) tang $' — Tango

oder wegen 0:0’ O0 —=tangg'-—tang 9: tang £' (was ebenfalls aus

0’ tang 4‘ich. KlMal) |
Gleich. 4 folgt) woraus man erhäl ET 0’-+-0 auch

D=0-+0. (6

Anmerkung. Alle diese Relationen sind für sich klar und begründen

gewisse Eigenschaften der Gewölbe, bei welchen die absolut glatten Ge-

wölbsteine für sich im Gleichgewichte sind; so folgt z.B. aus der Relation

(5), dafs der horizontale Druck oder Schub in jeder Fuge also

auch in der letzten an der Widerlage constant, und zwar dem hori-

zonlalen Drucke gleich ist, welchen das Gewölbe gegen die am Scheitel

befindliche verticale Fuge ausübt; die Gleichung (6) dagegen sagt aus,

dals der verticale Druck eines jeden Gewölbstücks, dieses vom Scheitel

an gerechnet, gegen die darunter beflndliche Fuge , dem Gewichte dieses

Gewölbstückes gleich ist u. s. w.

 

2. Auflösung.

Zieht man aus irgend einem Puncie € (Fig. 25) der Verticallinie

AZ die Geraden OT, CT,, CT, ... beziehungsweise parallel mit den
Fugen A,B,, A, B,, A, B,...; so steht CT perpendikulär auf der
Richtung Ob des Normaldruckes gegen die Fuge A,B,, CT, perpen-
dikulär auf der Richtung O,c des Normaldruckes gegen die Fuge
A, B, u. s. w.

Ist ferner EF horizontal, also senkrecht auf die Richtung der
Kraft @, so verhalten sich (mit Beibehaltung der vorigen Bezeichnung)

Da
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die 3 Kräfte @, S, N wie die Seiten 0J, OD, OD, des Dreieckes

0DJ (Fig. 25.a) d.h. es ist
G:S:N=0J:0OD, OD,,

oder da dieses Dreieck jenem CTE ähnlich ist (indem die Seiten wech-

selweise aufeinander senkrecht stehen) auch G:5:N=ET:CE:CT;

daraus folgt od Fig air
N cT S CE

Genau eben so erhält ınan aus den folgenden Dreiecken:
GG ST TR

RT Ze ug
Setzt man ferner in Fig. 25 den horizontalen Druck Oa=S,

den Normaldruck gegen die Fuge A, B,, d.i. Oo—N,, jenen OD5—N,
den Normaldruck gegen die Fuge A,B,, d.i. O,c=N, und jenen

0,c—=N, u. 8. f., so hat man nach den eben entwickelten Relationen:

u. 8. W.

Gi Br (u ya
en Segen. D) EB — __ 8

1 ey: 2 2

Da nun fürs Gleichgewicht der Gewölbstene N=N, N, —=N,,

N,=N, u.s. w. seyn muf[s, so erhält man durch Division der Relation

a ET
(1) durch (2), d.i. = E cher

(2) Lan

& 2 il aune
6... 17

oder da, wenn man CE= I nimmt, ET— tanga, TT,= ET, —ET=
tanga, —langa, T,T,=ET, — ET, —=tanga, —tanga, U. 5. W.
ist, auch:

(Ö)yUur &oW.

eben so

G tanga 6 Lang a 6, __tangs, —tang aIs m EI ni: A Zu et,
S SDNND) a, — lang a? 6, tanga, — lang a,

daraus folgt wieder, wie in der 1. Auflösung:
G=Stanga, G,—=S(tany a, —Lang a) U. 8. W.

Es ist ferner, wie leicht zu sehen:
S:N:N,.:N,. = CE:CT:CT,..=1:Seca:Seca, :Secaz:..

Bildet also irgend eine Fuge mit der Verticalen den Winkel $, so
ist der Normaldruck N’ auf diese Fuge, wegen S:N'=1:Secp sofort

 

N’ — S see 9 =. =—.
c0s%

Da überdiefsnoch @:@,:6,..—=ET:TT, : T, T,:..Stalt findet,
so drücktz.B. E T, das Gewicht O= @ +. @, + 6, des Gewölbstückes

AA,B,B aus und es ist daher, wenn die Fuge A,B, mit der Verlical-

linie den W. 9 bildet:
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G:Q=ET:ET, —langa:tangp, woraus

0—= ch, oder wegen @—=Stanga wieder , wie obentang «

Q=Stangg folgt.

Anmerkung. Dafür einehorizontale Fuge ?= 90° wird, so ist da-
für O= OO, d. h. das Gewicht des über einer Fuge befindlichen Ge-
wölbstückes, dieses von der betreffenden Fuge bis zum Scheitel gerechnet,
muls, wenn das Gleichgewicht bestehen soll, um so grölseres seyn,
je mehr sich der Winkel, welchen diese Fuge mit der Verticallinie
bildet, einem Rechten nähert; für eine horizontale Fuge kann (unter den
gemachten Voraussetzungen) das Gleichgewicht bei keinem, auch noch
so grolsen Gewichte des darüber stehenden Gewölbbogens bestehen.

19. Aufgabe.

Es soll die Dicke eines Tonnengewölbes ABRS (Fig. 26), d.i.
die Höhe der einzelnen Gewölbsteine gefunden werden, wenn die
sämmtlichen Fugen auf der innern Gewölbslinie AMR perpendikulär
stehen und das Gleichgewicht besteht, ohne dafs zwischen den einzelnen
Gewölbsteinen eine Reibung oder Cohäsion Statt findet.

Auflösung.

Es sey Mn irgend ein Gewölbstein, dessen obere Fuge MN mit der
Verticalen den Winkel 9, dagegen die untere jenen nCZ=g9-+tau
bildet; ferner sey @ das Gewicht dieses Gewölbsteins und S wieder der
constante horizontale Schub des Gewölbes.

Diefs vorausgesetzt, ist (vorige Aufgabe, III. Gleich. IE
G ‚Sin o.

iS Er Cos2 Cos (2 + a)

und wenn man sich (wodurch das Gleichgewicht nicht beeinträchtigt
wird) den Gewölbstein so dünn, also den Winkel « so klein vorstellt,
dafs man Sin«—=a« und Cos(p + a)— 005 % setzen kann „ auch:

[4 a
Kies Dosa: 44 .CE)

Ist ferner „= CMder Kriimmungshalbmesser der innern Gewölbs-
linie AMR für den betreffenden Punct M, so ist Mm=pa, folglich,
wenn man die gesuchte Länge der Fuge MN—x setzt, sofort

Nn=(p+4Da,
und daher, wenn man die Stirnfläche dieses Gewölbsteines NMmn—=f
selzt:

f=3CN.Nn—3CM,Mm=1 [P+»?a—p2a].
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So wie diese Fläche fdem Gewichte @ des Gewölbsteins Mn pro-

portional ist (weil das Gewölbe durchaus gleiche Länge oder Tiefe hat)

oder demselben entspricht, eben so läfst sich eine Fläche f’ angeben,

welche dem horizontalen Schub oder Druck S gegen die verticale Fuge

oder Ebene entspricht; es darf dazu blofs f’ aus der Proportion

f:f’= @:S bestimmt werden, so, dals also = e , oder wenn man

die Dicke des Gewölbes im Scheitel, d.i. AB=a und f’=ab setzt,

wobei d noch eine unbestimmte Constante bezeichnet, auch <= I,

oder wenn man für f den vorigen Werth setzt:

6 2zu;[eP+9?—r]
wird. Dieser Quotient dem obigen (a) gleichgesetzt, erhält man:

[+]
und daraus ganz einfach:

+Vlrtn) ©
Setzt man den Krümmungshalbmesser für den Scheitel A gleich r,

so wird, da in diesem Puncte = «a, p—=r und g=0 ist, wenn man

diese Gleichung (5) auf den Scheitel des Gewölbes anwendet:

=—r+ V(r+ 22) und daraus (a+ r)?=r?-+ 2ab

oder 2ab—a?-+2ar, so, dafs wenn man diesen Werth für 245

in der vorigen Gleichung (5) substituirt, auch

a+2ar a
s=—r+V(o2——re ) ..(0) wird.

Ist p das Gewicht der eubischen Einheit des Gewölbes, so ist nach

 

ii

der gemachten Voraussetzung S=fp=abp, folglich auch ad = -

25
und daher 2ab—=a?+2ar— —, also auch

s=—r+Y(rKasselRR

so wie S—1(a?-+2ar)p.. (©

Zusatz. Ist die innere Wolbungsline ein Kreis, so istp=r

constant, folglich die Dicke des Gewölbes:

BERSER®® un=“

ARTE VG ro;
Für den Scheitel wird g== 0 und daher, wie es seyn soll, z=a;

für die weiter davon entfernten Puncte, wird, da Cose abnimmt und
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sich immer mehr der Nulle nähert, & fortwährend gröfser, und wird

endlich für eine horizontale Fuge, wofür g—=90°, also Cos 9 = ist,

Unendlich (was mit der Anmerkung der vorigen Aufgabe überein-

stimmt).

20. Aufgabe.

Es soll bei der bisherigen Voraussetzung , dafs die Gewölbsteine

unter sich ohne Reibung und Cohäsion im Gleichgewichte sind, die

Dicke ED des Widerlagers DF (Fig. 27) bestimmt werden, welches

mit dem Drucke des Gewölbbogens ABGF im Gleichgewichte steht,

vorausgesetzt, dafs die als eine einzige Masse angesehene Widerlage

an ihrer Basis DE nicht ausgleiten oder abrutschen kann.

1. Auflösung.

Es sey der Winkel, welchen die an der Widerlage befindliche

Fuge @F mit der Verticalen bildet FCA=«, das Gewicht des Ge-

wölbbogens BF (als die Hälfte des ganzen Gewölbes) =0@, ferner

AB—=b, FG=b’, NJ—=h (wobei GN—=NF) und die gesuchte

Dicke der Widerlage DE=«.

Besteht die Widerlage aus einem Materiale von demselben speci-

fischen Gewichte wie das Gewölbe und ist p das Gewicht der cubischen

Einheit, so kann man für eine Gewölblänge (senkrecht auf die Stirn-

fläche @FAB verstanden) =1, wenn man die Fläche ABGF—=F

und Fläcbe DGE=DE><JN=he selzt, sofort das Gewicht des

Gewölbbogens O—=pF und das Gewicht der Widerlage oder des Pfei-
lers 9=phz@ setzen.

Nun bringt das Gewölbe auf die Widerlage den verticalen Druck
0 und den horizontalen Schub (18. Aufgabe, Relat. 3) S— 0 Cot«

hervor, und da diese lelztere, nach Nn gerichtete Kraft, den Pfeiler

oder die Widerlage um den Punct D (d. i. um die durch diesen Punct

gehende Längenkante) umzustürzen strebt; so mufs, wenn man Fm
perpendikulär auf NJ zieht, und wenn O der Schwerpunct der Wider-

jage, so wie OH eine durch diesen Punct gezogene Verlicallinie ist,

für das Gleichgewicht
g9.DH+0.DJ=S.NJ

seyn. Danun DH=32, DJ=r - Fn—=x —1b' Sin«, NJ=h
und S— 0 Cota ist, so folgt 442 +02 — 105 Sina—=h0 Cota,
oder wenn man für g und © die Werihe selzt:

sphz’+pF&a—zpb FSina=pFnCota,
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Wird diese Gleichuug nach & aufgelöst, so erhält man nach einer
einfachen Reduction:

_. —Ff+tVvI7(Fr+b'nSina-+ 2n? Cota))— 2 e 

Zusatz. Ist die innere Wölbungslinie ein Kreisbogen vom
Halbmesser r, so ist (vorige Aufgabe, Zusatz)

j 270 +°
b =—r-4+ V(r+ EEE )

G
und (eben dort wo f=ub=abtang p wegen (3) in Aufgabe 18 war)

 

2rb+b? ! i $ ans
AHst ontang « in der vorigen Gleichung von x zu substituiren

2. Auflösung.

1. Um zuerst den horizontalen Schub gegen das Wider-

lager zu bestimmen, denke man sich den Druck auf die Fläche @F

(Fig. 28) in dem Puncte M concenirirt und KMals die Richtung dieser

Kraft N. Eben so sey € jener Punct, in welchem man sich den Druck

S in der verlicalen Fuge AB vereint denken kann, so wie K C ihre

(horizontale) Richtung; ferner sey 0° der Schwerpunct der Gewölbs-

hälfte ABFG und KV eine durch diesen Punct gezogene Verticallinie.

Diefs vorausgesetzt, so muls dem nach der Richtung KL wirksamen

Gewichte Q des Gewölbbogens durch die beiden den daraus entsprin-

genden Kräften KC—S und KM=N entgegen wirkenden Pressungen

(nach dem Satze der gleichen Wirkung und Gegenwirkung) das Gleich-

gewicht gehalten werden. Ist daherML eine horizontale Linie , so

verhalten sich diese 3 Kräfte Q, S, N wie die Seiten des Dreieckes

MLK, so, dals wenn KL das Gewicht oder die Kraft @ vorstellt,

sofort MK=N den auf die Fuge &@F Statt findenden Druck und

ML=S den horizontalen Schub oder Druck gegen das Widerlager

bezeichnet; es ist daher fürs Gleichgewicht dieser 3 Kräfte:

0:S:N=KL:ML:KM,

AL KM
also er und er

und zwarfinden diese Ausdrücke unter allen Bedingungen , also auch

dann Statt, wenn in der Fuge @F irgend eine Reibung oder Cohäsion

angenommen wird. Selzt man dagegen wieder wie bisher eine ab so-

lut glatte Fuge ohne Reibung und Cohäsion voraus, so muls fürs

Gleichgewicht die Richtung der Kraft N, d. i. KM aufdie Richtung der
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Fuge @F normal seyn; bildet daher die Fuge @F mit der Verlicalen

den W.@VK=a, so ist auch W.KML=« und daher

 

ML KM v

Ensa
Q

i ee und N=folglich S—=0Cota un =.

Zerlegt man die normal auf @ F wirkende Kraft N in eine. hori-

zonlale Kraft P und in eine verlicale D, so erhält man natürlich wieder
P=S ud D=0.

II. Was weiters die Stabilität des Pfeilers oder Widerlagers be-

trifft, so steht dieser bekanntlich mit den Kräften, welche ihn umzu-

werfen streben gerade noch im Gleichgewichte, wenn die Resullirende

JR aus allen auf ihn einwirkenden Kräften durch den Punct D geht,

um welchen das Umstürzen Statt finden kann; aufserdem mufs, wenn

der Pfeiler DEG nur durch die Reibung vom Gleiten auf dem horizon-

talen Boden verhindert wird, der Winkel RJH=», welchen diese

Resultante mit der Vertlicalen bildet, kleiner als der sogenannte Reibungs-

winkel seyn. Denn ist R die Gröfse dieser Mittelkraft und x der Rei-

bungscoeffizient des Pfeilers oder Widerlagers auf seiner Basis DE, so

ist, wenn man R in eine horizontale und eine verticale Seilenkraft zer-

legt, die erstere p—=RSinß und dieletztere = R Cos 3, folglich der

Betrag der, der Kraft p entgegenwirkenden Reibung =uy=yR Cos'ß

und daher fürs Gleichgewicht p=g, d.i. RSinß—=yRCosß,

woraus tangß —=y, also ß,der Reibungswinkel ist.

Ist nun der vorhin genannte Winkel $ gröfser als jener ß, so wird

p>gund es findet ein Gleiten des Prisma in der Richtung ED Stalt;

es mufs daher für die Stabilität hinsichtlich des Gleitens des Pfeilers
; ; H

tangp <tangß, d.i. = <u (oder  <{) seyn.

Nun erhält man aber die Resullirende R=JR aus den beiden

durch die Schwerpuncte O und 0’ des Widerlagers und Gewölbbogens
wirkenden verlicalen Kräften O und g, so wie der durch den Scheitel €

gehenden horizontalen Kraft S, indem man durch den Punct J, in wel-

chem die durch O gezogene Verlicallinie, die verlängerte Gerade XM

schneidet, JT= nach horizontaler und JH= 0-1 y nach verticaler
Richtung abschneidel, daraus das Rechteck HT construirt und die
Diagonale JR zieht; dadurch wird die vorige erste Bedingung:

au
Be
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In Beziehung auf die zweite Bedingung, dafs nämlich die Resul-

tante JR durch die äufsere Kante D des Pfeilers gehen soll, hat man,

wenn die Gewölbshöhe KL=a, der Horizontalabstand FZ=c, die

innere Pfeilerhöhe EF = h’ und die Dicke der Widerlage DE=x

geselzt wird, für das Gleichgewicht in Beziehung auf den Momesten-

punct D: Sco+M)=gc+mD)+0.z,

oder wenn man wieder die mittlere Pfeilerhöhe MU==% und das Ge-

wicht der cubischen Einheit der Widerlage =p selzt, wodurch für

jeden Fufs Länge des Pfeilerss OQ=phz wird, auch:

Sc=g(c+n)-+Ipha?.. ©

woraus sofort

u +V{a +2DAlSca+m) gel}
= zn ....(2) 

folgt.

Anmerkung. Damit für die Dauer eine hinreichende Sicherheit gewonnen

werde, und. weil nach dieser Entwicklung die Stabilität des Pfeilers nur

eben noch mit der Kraft, welche ihn umzustürzenstrebt, im Gleich-

gewichte steht, nimmt man in dieser letztern Formel 2,5 statt S, wo

»>1 und zwar nach den Erfahrungen von Audoy, n=1'9 seynsoll.

Um den Pfeiler gegen das Gleiten zu sichern, mufs nach der Be-

dingungsgleichung (1): O+g> =ARE re q oder
—_ R !

up
dieser letztere ausfällt, so wird man in diesem Falle auch den erstern

(im enlgegengesetzten Falle diesen letztern) beibehalten.

Da man für sehr hobe Pfeiler A’ = A setzen und in der obigen Relation

(ÖD a gegen A und g(E +2) gegen 4pAhx* auslassen kann, so erhält

man unter dieser Voraussetzung SA=45Az2” und daraus eine Art von

 > seyn; danun in der Regel der erstere Werth (2) gröfser als

28
Grenz - oder Maximalwerth für die Widerlagsdicke 2 = Vz ‚ oder

wenn man der vorigen Bemerkung gemäls 1'9 $ statt S schreibt, auch

“ii V388
p

21. Aufgabe.

Den Schwerpunct einer Cycloide oder gemeinen Radlinie zu

finden.

Auflösung.

Es sey (Fig.29) AB — a ein Durchmesser des Erzeugungskreises

und zwar durch den Scheitel A der Cycloide D AD’ auf ihre Grund-
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linie DD‘ perpendikulär gezogen, ferner seyen für irgend einen Punet

M der Curve AP=xz und PM(=PM)=y die rechtwinkeligen

Coordinaten. Die Differenzialgleichung dieser Curve ist, wenn AB=2a,

ydy
DP'—= und PM= ygeselzt wird (Comp. $.726) de — —-———

E ; ei) 0 vaay—y®)'
folglich mufs man in derselben um auf die hier Rn Bezeich-

nung überzugehen a stall 2a, DB—-BP'—=tar—y stalt x und

AB—AP==a— x slatt y selzen; dadurch erhält man, nach einer

einfachen Substitution und Reduction:
(a— z)dr
———ı. (a)
v(az— rt’)

Ferner erhält man für das Element des Bogens ds, wenn AM= ist:

day? (VE m.
ds=de vÄ+ vh +pr ei wegen. der vori-

gen Gleich. (a), und wenn man gehörig reducirt:
a

ds= dx Vz ..

woraus sofort Be Vafa* de=2\Var

ohne Constante folgt, weil für 2—=0 auch s=0 seyn muls.

dy=

 

Setzt man nun in die beireffenden beiden Gleichungen

Xxs—=[@ds und Ys=|yds der Relationen I. in Nr. 22, für s

und ds die vorigen Werlhe, so erhält man:
ı

2X VYaa—yvalz’dı und 2YVao—Va|yade

wobei diese Integrale so zu nehmen sind, dafs s mit « zugleich ver-

schwindet. Die erste Gleichung integrirt, gibt:

2XVar=:r\ax,

woraus Benr tolee

Um die zweite Gleichung zu intesriren, benülze man das theil-

weise Integriren nach der Formel (Compend. $. 792)

fuo=ur— vdw und setze darin „—=y und do—= Ti , woraus

v—=2\/e folgt; dadurch wird
ydz
7=2yVa—2[dyVe

oder da, wenn man für dy den Werth aus (a) selzt,

Ja a
fiyve = as—[ir Ya - 2)=0—3(a — a)’

va-
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wobei die Pokagtk €, da das Integral für= 0 verschwinden (also

0=0—-2u: seyn) mufs, den Werth 2a \/a hat, auch:

rn2y de-3[(0-2).

so, dafs also durch Integration dieser zweiten Gleichung :

2aYVao—va|2yVr+ia— 2) —-zava|

und daraus v4]2] « 20h

Durch diese Coordinaten X und Y ist sofort der Schwerpunct
des Bogens AMbestimmt.

Zusatz. Für den gegen die Achse AB symmetrischen Bogen

MAM?'liegt der Schwerpunct in der Achse AB selbst und zwar in
einem Puncte O, wofür AO—12AP ist.

Für die halbe Cycloide AMD ist 2—=a und y=lar zu

selzen ; mit diesen Werlhen erhält man aus (1) und (2):

X=4a und Y=(47—3)a (oder nahe 9 a).

22. Aufgabe.

Den Schwerpunct des Bogens der gemeinen Kettenlinie zu

finden.

Auflösung.

Nimint man die durch den tiefsten Punct A (Fig. 30) der Ketten-

linie DAD’ gezogenen lothrechten Linie AB zur Abseissenachse und

den Punct A zum Ursprung der rechtwinkeligen Coordinaten, setzt also

für irgend einen Puncet M derCurve AP—=xz, PM=y, Bog.AM—s

und wern © der gesuchte Schwerpunct des Bogens AM ist, AN—=X,

NO= Y; so hat man zuerst nach Nr. 43, Anmerk. 2:

ee.
ser :) u

folglich auch:
x u

ul20 3)ay u;

y SE 2

und wegen wietayıla + e :) dy? sofort:
Y =)
e te ”"Jdy

also wenn man iılegrirt:
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abe) BE ca,
und zugleich, wegen Relat. (a):

3—ba (3)

Nun ist nach der oben genannten Relation X s=j zds (Nr.22)

odr Xs=xs —f» dx und da (wegen Relat. a und Gleich. 2)

y N Y IN“
frae=4fray(& — e =f(e e )) dy =

z = € ”) 08
vlnr: :) ee —2y|=22[0423.27]

=3sb+m)—iby

ist, auch: Xs—rSs annv3e- De’ R 2 nn
2 2 2 e

woraus endlich : Di,-tem folgt.

Um ferner auch die Ordinate Y zu bestimmen, hat man:

ve(ya=ys— sdy

oder da nach Relat. (3) sdy=dbda ist, auch:

Y=ys—(bir—ys— bi,

wo überall keine Constante hinzukömmt, weil für z—0 auch y—=9
und s—= 0ist.

Aus dieser letztern Relation folgt:

RE
s

Zusatz. Setzt man für die halbe Kettenlinie AMD 2—
AB=a, y=BD=e und Bog. AMD=1, so folgt aus diesen
gefundenen Ausdrücken für X und Y:
= el-ab

und Y= 

Für die ganze Keltenlinie DAD‘ wird, da die Achse AB selbst
durch den Schwerpunct geht (wenn nämlich die beiden Aufhängpuncte
D und D’ in einerlei Horizont liegen), von diesen beiden Coordinaten
die leiztere Y—=0.

Anmerkung. Mit Hilfe der Variationsrechnungläfst sich zeigen, dafs unter
allen isometrischen , durch die beiden Aufhängpuncte D, D’ gehenden, undin derselben Ebene liegenden Curven ‚ der Schwerpunct der Kettenlinie
am tiefsten liege,
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23. Aufgabe.

Es soll der Schwerpunct von dem eyeloidischen Segmente

MAM’M(Fig. 29) gefunden werden.

Auflösung.

Da der Schwerpunctdieser ebenen Fläche in dem durch den Schei-
tel A auf die Grundlinie DD‘ gezogenen Perpendikel AB liegen mufs,
so handelt es sich hier blofs um die Bestimmung der Abseisse

X= 40 des gesuchten Schwerpunctes O.

Nun gibt von den Relationen A. in Nr. 26 die letztere, d. i.

r-(ur, für den vorliegenden Fall r=2[yde, oder wenn man
v

wieder theilweise inlegrirt, wodurch f de = 2y— @dy, oder we-

a — x) dr .
gen dy= En | (aus Relat. « in Aufgabe 21, wenn man die

dortige Bezeichnung auch hier beibehäll),

fr dr0—fdV(ar — 2?) wird, sofort auch:

F=22y—2[de Vlaxz—e?).

Wird der über AB gezeichnete Erzeugungskreis von der Ordinate

MM‘ in den Puncten N, N‘ geschnitten, so bezeichnet dieses letztere

Integrale fir Ca»— x?) nichts anderes als die Kreisfläche APN,

folglich das doppelte Integral den Kreisabschnilt NAN’N, so, dafs

wenn man diese letztere Fläche mit f bezeichnet, endlich auch

(a) Ferry—f ist”.

Die 1:°t° der erwähnten Relationen A. (in Nr. 26), nämlich

XF=|zdF geht im vorliegenden Falle über in

xr—2[eyde—aty—(ardy (wenn man nämlich

wieder theilweise integrirt). Nun ist, wenn man für dy den oben

angegebenen Werth selzt:

*) Fällt M auf D, so hat man für die Fläche der Cycloide AD’D,

wegen T=u,2y=ar und /=ta’r solo F=a’r—ia’n=$u’r;
diese ist also 3 Mal so grols als die Fläche des Erzeugungskreises. (Ver-

gleiche Lehrb. Ill. $S, 448.)
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fey= adea2—3) —tafdear— Er) —

fa — )dır Var — 2) = 2af—3(ax — 2?)

wozu keine Constanle kommt, weil diese Integrale für &=0 ver-

schwinden müssen. Esist daher:
a

XAF=a°’y—laf+!(ar— a”)

und daraus, wenn man zugleich für # den vorigen Werth aus (a) setzt’

w
i

_2’y+4(ar— 2’)? - taf
af 2249 —-f

Zusatz. Für die ganze cycloidische Fläche DAD’D

widze=a, y—=lar und f—4a?z, folglich X= 5

X

d.

24. Aufgabe.

Den Schwerpunct der durch Umdrehung des eycloidischen

Bogens AM (Fig. 29) um die Achse AB entstehenden Rotations-

fläche zn bestimmen.

Auflösung.

Mit Beibehaltung der in den beiden vorigen Aufgaben (21 u. 23)

gewählten Bezeichnung (und Berücksichtigung der Gleich. 8 in der

21. Aufgabe) gehen die beiden hieher gehörigen Gleichungen in

Nr. 29 in die folgenden über:
ui x a er x Gr x

0=2-(yaZund Ox=2r(aydoyarVafydeva.

Aus der erstern dieser Gleichungen folgt, wenn man theilweise

inlegrirt: 0—=2rVa|2yVo—2 dyve |

oder wegen fü Ve —[taV(a— x) auch:

0=41rVa.yVa—4rVafdeVa— 2).

Eben soist 0Xx=2rValievVe.y—tfayeve|

=iryavan-IrValadeyla— a).

(Gleich. «, 21. Aufg.)

Nunist aber fir va— D=0— 2(a— wobei, da dieses
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Integral für = 0 verschwindensoll, C©—=2a', folglich

für vV(la—ı)=3 fe — (a— er] ist ; ferner wird, wie leicht zu

finden (wenn man a — 2 —=x, also je —=a4—3 und de = —-dz selzi

und nach der Integration die Werthe wiederherstellt):

fedeVa— D)—=0—EEEa

wobei die Constante, da das Integral für 2—=0 wieder verschwinden
3 5

s 2.58 3 2 a? inmuls, C=3%a.a’ — za’, folglich
x 8 a s 3

fede(a = &)—!a [e— (aa)| — 2 &(aa)]
s R

wird. Setzt man daher in die beiden vorigen Gleichungen von @ und

OX die Werthe dieser Integralien hinein, so erhält man nach gehöriger

Reduction :
3

O—=4AzyVar+!rVala — a)—!xa?

und
8

0oX=&ryaeyasz— era? 8 za /a(a— 2)—
5

ExrVa(a— 2)

ae 0X i ö
durch welche beide Gleichungen sofort (= -) X bestimmt ist

Zusatz. Geht der Bogen AM in die halbe Cycloide AMD

über, so wird, wegen z—=a und y=3ar solort:
O=2a?r(r— 9

und 0X=2a° ar — 5

. (Em)
folglich X—la Ten nahe — '4808 a.

erst)

a
l

25. Aufgabe.

Es soll der Schwerpunct eines Ellipsoiden-Abschnittes

bestimmt werden, dessen beide Grundflächen auf einer der 3 Haupt-

achsen perpendikulär stehen.

Auflösung.

Sind 2a, 2b, 2c die drei Hauptachsen des Ellipsoides (oder

elliptischen Sphäroides) und nimmt man die erslere zur Achse der =, so wie

den Mitlelpunct zum Ursprung der rechtwinkeligen Coordinaten; so ist,

wenn man die Fläche eines auf der Achse der « perpendikulären Schnittes,
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welchem die Abseisse & entspricht, mit F bezeichnet und damit parallel
noch einen zweiten, der Abscisse z +d.x entsprechenden Schnitt führt,
das Volumen des zwischen diesen beiden Schnitten enthaltenen Körpers,

dV=Fdz und daher nach den Relationen II in Nr. 33:

v=(Fi und zeEr

wenn man die Rechnung nämlich auf ein Segment des Ellipsoides be-
schränkt, welches von zwei auf der Achse der © perpendikulären Ebenen
eingeschlossen oder begrenzt wird, dessen Abscissen die Werthe «’
und ©’haben.

Nun ist aber die Gleichung des Ellipsoides (d. i. von dessen Ober-
fläche), wenn die rechtwinkeligen Coordinaten vom Mittelpuncte aus
gezählt werden (II. S. 434):

€” y” 2?

a + » —+ 2 al, (m)

Führt man daher in der Entfernung vom Mittelpunet = einen
Schnitt perpendikulär auf die Achse 2a oder der =, so enisteht eine

Ellipse von den Halbachsen 5 VA = =) und c VA == »

daher ist wegen (Compend.$. 860) F=rbec (\ — =) nunmehr:

Br 7 “2 Ymadı 2V=rbe da ,)=rse@—n[ı 2 +27’ +r ]

2 a’ 3a?
nd

x

u

er 2
„2 „42Vx=rbefade(1- ,)=zbe 1@’-a[ı Beer ]

= a 2a”
 

folglich

armen, ‘ u 2a? — (2° zc'*')

re
Zusatz 1. Für das halbe Ellipsoid it -—0 und @"—a

ci

folglich V=zrabe und X=3a.

Für das ganze Ellipsoid dagegen it = —=— a und 2” — +4,
daher V=#rabe und X—0.

Geht das Ellipsoid in eine Kugel vom Halbmesser r über, so
mufs man in diesen Ausdrücken a=b—=c—r setzen.

Zusatz 2. Zur Bestimmung des Schwerpunctes eines K u gel-
abschnittes, welcher durch Umdrehung des Kreissegmentes BAB’
(Fig. 31), wofür der Halbmesser CA=r und Bog. BAB'—s ist,
um die Achse AC entsteht, mufs man in dem obigen Ausdruck (A)Burg’s Mechanik, Suppl-

26
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s
E = ONECO; x'=r und a=r selzen,

r

dadurch erhält man für die Abscisse CO des Schwerpuncles 0:
Ss

(sin a

x=!r(1400,,). gr
T ee1+58in gr BR

Für die Halbkugel folgt daraus, wegen s=rx:
heeallX=3r.3=3tT.

 

2

26. Aufgabe.

Ein gerader Kegel von kreisförmiger Grundfläche besteht aus

zwei verschiedenen Malerien, wovon die obere das specifische Gewicht

s und die untere jenes S besitzt; beide Theile berühren sich in einer

mit der Grundfläche parallelen Kreisebene vom Halbmesser r; der Halb-

messer der Grundfläche des ganzen Kegels ist —R und die Höhe des

untern Theiles (nämlich des parallel abgestutzten Kegels) vom specif.

Gewicht $—n; es soll der Schwerpuuctdieses Kegels bestimmt werden.

Auflösung.

Da bei der Voraussetzung, dafs jeder der beiden Theile für sich

homogen ist, der gesuchte Schwerpunctin der geometrischen Achse

des Kegels liegt, so sey d die Höhe des obern Theiles des Kegels und

X der Abstand des gesuchten Schwerpunctes von der Grundfläche des

ganzen Kegels; so hat man zuerst:

b:6--A=r:R oder b:h=r:R—r, also b = Fan
i h

Der Inhalt des obern Theils des Kegels ist o—=4rr’b=yr® Fe

folglich dessen absolutes Gewicht, wenn y das Gewicht der cubischen

Einheit des Wassers bezeichnet:

 

 

h
gear’ (a)

und der Abstand des Schwerpunctes von der untern Grundfläche:

hr
d=h+z0 =h4+4,7, bs [))

Eben so ist das Volumen des untern Theiles des Kegels (als ab-

gestutzter Kegel von den Grundflächen r?, R?x und der Höhe %R):

v=!nhr?-HR’-+Rr)r

und dessen Gewicht:
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—=1rySh@c?’+R?+I  )

so wie der Abstand seines Schwerpunctes von der Basis (Nr. 35):
2 2

D=4ih _2 (89)

Nunist für das Gleichgewicht nach statischen Gesetzen (wenn man

den in der Basis des Kegels liegenden Punct A der Achse AC, Fig. 32,

zum Mittelpunct der statischen Momente nimmt und daher AE=D,

AO=X und AF—=d setzi):

(G+NX=gd+GD
Aus dieser Gleichung folgt nun, wenn man für g, G,d, D die

Werthe aus (a), (1), (ß), (8) substituirt, X bestimmt und so weit als

möglich reducirt und abkürzt:
x!(erner)

4 G= DWsn 7)]

Zusatz. Für r—=0 wird, wie es seyn soll, da der Kegel

dann durchaus von einerlei specifischem Gewichte oder homogen ist:
h

Ke=E
A

 

 

27. Aufgabe.

Auf einen in den Puncten A und B (Fig. 33) befestigten Faden

ANB wird mittelst eines Ringes das Gewicht P aufgehängt; es ist die

Frage, in welcher Lage dasselbe ruhen wird ?

Auflösung.

Zieht man in der durch die Puncte A und B gelegten verticalen

Ebene, in weicher sich sofort die Fadenstücke AN und BN befinden

müssen, wenn das Gewicht im Puncte N zur Ruhe kommt, AC hori-

zonlal, so wie DN und BE vertical oder lothrecht, selzt AC= a,
BC=b, die Länge des Fadens AN--NB==! als gegebene),

AD=z und DN=y (als unbekannte Gröfsen); so hat man, wenn

noch NF parallel zu AC gezogenwird, DC=a— z—=NF—=NB><

CosBNF und BF=b+y=NB.SinBNF, folglich

@—2+b+W?—=NB?
oder wegen NB=(1—AN?= [1— \(a@?+y2]? auch

w—-+6+NW’=T— Va’+y%]?.. @)
Geht man nun von dem Satze aus, dafs bei dieser gleitenden Be-

wegung des Gewichtes P das Gleichgewicht nur dann erst einlritl, wenn
oe
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dessen Schwerpunct die möglichtiefste Lage eingenommenhal, so muls,
wenn man die Ordinate y als eine Function der absolut variablen Abseisse
x ansieht, jener Werth für = AD gesucht werden , wofür Y—DN!
ein Maximum wird, folglich aus der vorigen Gleichung (&) der Diffe-

d 4 : ! ;renzialquolient z bestimmt und gleich Null gesetzt werden. Diefs gibt:

 

 

dy
U er 5 ZEUG

eeee

und in Zn.
dz

ds Junker AR ae Ir ke),

v(a@’+v‘) v(a@®+y°)

der ee Ce)
vie’ +y?)

woraus sofort y-vVean.. (1) folgt.
Ohne die Entwicklung weiter zu verfolgen, geht auch schon aus

dieser Gleichung (1) die Übereinstimmung mit dem Resultate in $. 67
(Beispiel) hervor, wonach der Winkel ANB durch die, durch den
gesuchten Punet N gehende Verticale DN halbirt wird. Denn da in
diesem Falle NE=NB, daher AE=AN—NB=! und EC—=
V®— a2), folglich wegen AD:DN=AC:CE d.i.

mem: All a)
ist; so folgt daraus wieder die vorige Gleichung (1).

Zusatz. Steht ein System von Gewichten pP, p', p".. im Gleich-
gewichte, deren Schwerpuncte von einer horizontalen Ebene die Ab-
stände @, 2,2”... haben, so wird bei einer unendlichkleinen Bewegung,
nach demSatze der virtuellen Geschwindigkeiten sofort
pdz+p'de'—p"de"-..—0 oder was dasselbe ist

dpa+paetp'e"t.)—=0. (m)
Ist aber X der Abstand des Schwerpuncles des ganzen Systemes,

folglich BE„ so ist auch
Dun

daFT3
int Da ter

oder zufolge der vorigen Relation (m) auch
dr=0,

zum Beweis, dafs X constant ist, also der gemeinschaftliche Schwer- _
punci bei dieser eingeleiteten oder angenommenen Bewegung der im
Gleichgewichte befindlichen Gewichte weder steigt noch fällt.
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(Dasselbe gilt auch von dem Schwerpuncte bei Maschinen, welche unter
dem Einflusse von Gewichten im Gleichgewichte stehen.)

Wendet man diesen Satz auf die vorliegende Aufgabe an, so kann
man beim Differenziiren der vorigen Gleichung (a) y als constant an-
sehen und dadurch die Entwicklung in elwas vereinfachen.

Anmerkung. Wird ein materieller Punct vom Gewichte D blols in Folge
seines Gewichtes bewegt, so ist die Arbeit, welche die Schwerkraft aus-
übt, während der Punct von der Lage M, (Fig. 34) in die tiefere M,
gleichgiltig durch welche Curve M, M übergeht, sofort W=p(AM

-

AM,),
oder wenn man die verticalen Abstände AM, und AM von einer horizon-
talen Ebene AX durch 3, und & bezeichnet

W=P@-2,);
dabei wird WW oder die Arbeit negativ, wenn der Punct 4 höher als jener
M, liegt, also 2, > 3ist.

Sind allgemein p, 9‘, 9”.. die Gewichte der einzelnen Puncte irgend
eines Systemes von materiellen Puncten, 2,, %,> 2”,.. die von irgend
einer horizontalen Ebene nach abwärts gezählten verticalen Ordinaten der
anfänglichen Lage dieser Puncte, so wie 2, 2, 2.. die Ordinaten ihrer
Endlagen nach einer gewissen Zeit; so ist nach der vorigen Relation die
Arbeitsgrölse der Schwerkraft für dieses System während dieser Zeit;

W=p@&-— 2) + 92° —HDEr SEE

=P2 PS +... = (#3, #93, +.)
oder W=2(p2) — 2(p2,);

bezeichnet man aber das Gesammtgewicht des Systems, d.i. die Summe
p+p'+p”..=%(p) durch P, so wie die verticalen Ordinaten des
Schwerpunetes des Systemes für die erste und letzte Lage desselben durch
Z, und Z, so erhält die vorige Gleichung (Nr. 17) auch die Form:

WZrZ PZ,=P(Z -Z,)

woraus sofort der Satz folgt, dafs indem durch die Schwere
wie immer bewegten Systeme, die Arbeit der Schwer-
kraft gleich ist dem Gesammigewicht des Systemes
multiplicirt mit der verticalen Höhe, um welche der
Schwerpunct desselben gesunken ist.

Da nun für eine unendlich kleine Bewegung des Systemes die obigen
Differenzen 3 — 2, #2 —2/,.. in dz,, ds‘... übergehen, so wird dafür
aW=pd,+pde, +..= P(Z— Z)=P4d4Z, und daher, wenn die
sämmtlichen materiellen Punete oder Gewichte unter sich im Gleichge-
wichte stehen, was nach dem Satze der virtuellen Geschwindigkeiten
die Gleichung 2 d,+p'di,+..=0 bedingt, auch dW —U 0,
woraus wieder folgt, dals bei dieser unendlich kleinen Bewegung, der
Schwerpunet des Systems weder steigt noch fällt.Br“
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28. Aufgabe.

Eine sogenannte Zugbrücke, welche in der Zeichnung (Fig 35)

durch die gerade Linie AC vorgestellt ist, lasse sich in der verlicalen

Ebene ACB um den Punct € drehen; an dem Endpuncte A derselben

ist eine über die Rolle N geführte Schnur oder Kelte befestigt, an wel-

cher das Gewicht X aufgehängt ist; es soll nun die Gröfse dieses Ge-

wichtes so bestimmt werden, dafs dasselbe mit dem Gewichle Q der

Brücke bei irgend einer Lage MC derselben im Gleichgewichte steht.

Auflösung.

Es sey die Länge der Brücke, als Halbmesser des Quadranten

AMBd.i. AC=MC=BC= Rund wenn O der Schwerpunct der

Brücke ist, CO=a; ferner soll die Gröfse des Gewichtes X“ für jene

Lage der Brücke MC gefunden werden, für welche, wenn BC eine

Verticale, dr W.BCM= u ist. Zieht man durch O die lothrechte

Linie OE und auf die Sehne BM das Perpendikel CD, so hat man,

wenn das Gewicht der Schnüre oder Kelten dabei nicht berücksichtigt

wird, fürs Gleichgewicht

0.CE—=X.CD oder 0.aSma—=X.RCostı

  Sin4 Cos u
und daraus: ER IEU EL

R Cosz a

eax="sinia.. (m)

Zusatz 1. Für a=0 wird also X—0 und für a=90° da-

gegen X = 2 19/2=

Zusatz 2. Bezeichnet man das nach statischen Gesetzen auf

den Endpunct A redueirte Gewicht Q der Brücke durch P, so ist

RP=a0, folglich läfst sich die vorige Relation (m) auch so schreiben:

X=2PSinta,

oder es ist, wenn man die dem Winkel « entsprechendexSehne BM — $

 

PS . :
setzt, wegen S=2RSinia, auch X = z woraus die Proporlion

folgt: P: ZB... (MM

29. Aufgabe.

Das Gewicht X der vorigen Aufgabe zu bestimmen, wenn dabei

auch das Gewicht der Kette berücksichtigt wird.
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Auflösung.

Es sey g das Gewicht des laufenden Fulses der Kette und die

Brücke wieder in der Lage CM (Fig. 35), so ist das zur Balancirung

der Brücke nöthige Aufhänggewicht in dieser Lage nach der Relat. (n)

im Zusatz 2 der vorigen Aufgabe:
Ss

p= E P.

Da ferner das Gewicht des Kettenstückes MB= S die Gröfse q8

besitzt und ihr Schwerpunct im Puncte D liegt, so ist das statische

Moment dieses Gewichtes:

M=g9S><CE=g9S><CDSinla=gS><RCosz ı Singa

oder endlich wegen S—=2RSin4x auch

M—=2gR?Sin?la Cosza.

Mufs ferner dieses Gewicht p noch wegen des Gewichtes q$ der

Kette um p‘/ vergröfsert werden, so ist dessen stal. Moment

M=p'>x<CD=p'.RCosy«a

und da für das Gleichgewicht M—=Mseyn muls, sofort

p’RCosla—2gR?Sin?2a Cosy«

also p'=2qRSin?}«.

Liegt nun selbst bei der horizontalen Lage AC der Brücke das

untere Ende der Kette schon auf dem Boden CL auf, so, dafs also

auch in jeder andern Lage CM der Brücke, das Gewicht der Kelle von

derselben Länge BC=R wirksamist; so hat man, da dieses lelziere

Gewicht —=gR ist, für die Gröfse des gesuchten Aufhänggewichtesbei

irgend einer Lage MC der Brücke X=p+p'—qR;, oder, wenr

man für p und p’ die vorigen Werthe setzt, auch:

x-7 P-+2gRSin’i«a—gR.

Ss
Zusatz. Wegen AP-24RSin?ta,

gibt es offenbar einen gewissen Werth von «, wofür X—=0 ist. Setzt

man, um diesen Werth zu finden, in der vorigen Gleichung X=0,

so erhält man, wegen S=2RSinya:

qR=2PSinla-+2yR Sin’z=

und daraus durch Auflösung dieser quadratischen Gleichung:

BE ARE RE)
Sinta =

2 2qR



30. Aufgabe.

Auf zwei miteinander in Verbindung stehenden krummen Flächen,
die im Durchschnitte mit einer verticalen Ebene, durch die beiden Cur-
ven BMC und BmD (Fig. 36) dargestellt sind, liegen die beiden,
mittelst eines über die Rolle A gehenden Fadens MAm miteinander ver-
bundenen materiellen Puncte M und m, von den Gewichten 0 und g;
es ist die Frage, welche Eigenschaften diese beiden Curven gegen-
einander besitzen müssen, wenn diese Gewichte Q und q in jeder Lage,
die sie darauf einnelimen können, miteinander im Gleichgewichte stehen
sollen ?

Auflösung.

Nimmt man die durch A gehende in der Verticalebene ACD lie-
gende lothrechte Linie AE zur Abscissenachse und setzt für irgend
einen Punct M der Curve BMC (in welchem sich das Gewicht 0 befin-
den soll) AP=X und PM—=|Y, so wie für den entsprechenden Punct
m der Curve daD (in welchem sich das zweite Gewicht 4 befindet)
Ap=z und pm=y; so wird, während O um den BogenMM’—=dSs
aufwärts gleitet, jenes y um das Bogenelement mm’ abwärts gehen,
oder es wird das erstere Gewicht um die Höhe PP-—dxX steigen, dagegen
dasletztere gleichzeitig um die Höhe pp’ —=dx sinken. Es folgt daher
nach dem Principe der virtuellen Geschwindigkeiten für das Gleichge-
wicht zwischen O und 98

0dX+yde=0
oder wenn man integrirt:

0X+g92=C..()
wobei C eine unbestimmte Conslante bezeichnet.

Ist X’ der Abstand des gemeinschaftlichen Schwerpunctes der
Gewichte O0 und q von der durch A gezogenen Horizontalen,, so ist

OHLPRX—=-OX+yz—=C(wegen 1), und daraus
©

X———

RR
eine constante Gröfse, d. h. der gemeinschaftliche Schwerpunct kann
bei dieser unendlich kleinen Verschiebung der Gewichte @ und g auf
ihren Curven weder fallen noch steigen. (Vergl. die 27. Aufgabe.)

Ist nun die Länge des Faden MA+ Am —I und AB—=a; so ist

=V[X++Y) +/[@+0?+y].. @)
Wenn daher die eine der beiden Curven, z. B. jene BMC durch
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die Gleichung Y=F(X).. 6)

gegeben ist, so läfst sich aus den Gleichungen (1), (2), (3) sofort auch

die Gleichung der zweiten Curve BmD, d. i. y=f(x) bestimmen.

31. Aufgabe.

Essoll die in der verticalen Ebene ACD (Fig. 37) liegende Curve

AmD bestimmt werden, auf welcher das constante Gewicht P, wel-

ches in der 28. Aufgabe statt dem variablen Gewichte X gesetzt wird,

herabgleiten mufs, damit dasselbe in jeder Lage mit dem Gewichte der

Zugbrücke im Gleichgewichte stehe,

Auflösung.

Setzt man wie in der 28. Aufgabe CE=ME—=AE—R und

für irgend eine Lage der Zugbrücke ME (für welche sich das Gewicht

P in m befinden soll) die Sehne AM—S, dagegen, um die Bezeich-

nung der vorigen Aufgabe beibehalten zu können, das auf den Endpunct

M reducirte Gewicht der Brücke = 0 (statt P in der 28. Aufg.), so

ist nach der Proporlion (n) in der 28. Aufgabe O:P=R:S oder

Ss
ea (a)

wobei mit der Bezeichnung der vorigen Aufgabe verglichen, P statt

q steht.

Die 3 Gleichungen der vorigen Aufgabe sind, wegen a=0 (in-

dem hier die beiden Puncte A und B der Fig. 36 zusammenfallen) und

q=P sofort:

BEPre dBihr) ar /ar Ey... (2)
und Y=F(X) oder da die Curve AMC ein Kreisbogen vom

Halbmesser R ist,

Y?LX—2RX.. 9
Die Gleichung (2°) wird daher= V2RX-\/(2?-+y2) oder

da aus jener (1) X—= er folgt, auch:

Ver+ö=1-V[7«-rn] Eu

Um die in dieser Gleichung der gesuchten Curve AmD vorkom-
menden unbestimmten Constanten P und € zu finden, darf man nur
bemerken, dafs erstens das freie, durch die Curve noch nicht vermin-
derte Gewicht mit dem Gewichte der Brücke in ihrer horizontalen Lage
im Gleichgewichte, und da das Gewicht P in diesem Falle im Anfangs-



410

puncte A ist, für 2—=0 auch y=0 seyn mufs. Mit der ersten dieser

beiden Bedingungen folgt aus der obigen Relation (a), indem für diese

Lage die Sehne ANM—=S in AC—=R\/2 übergeht:

P=-MEgeoR.. ®
und mit der zweiten Bedingung erhält man aus (2):

RC 0”
0—=1— m oder Paz en)

Setzt man daher diese Werthe für P und € in die vorige Gleich.

(2) und zugleich auch =AC=R\2, so erhält man nach einer

ganz einfachen Reduction:

Va?+yD=RVY2—VÜRR—aVD].. (8
Da sich nun aus dieser Gleichung zu jedem beliebigen Werthe von

x =Ap die Distanz oder Sehne Am—=\(x? y?) sehr einfach be-

rechnen läfst, so kann die gesuchte Curve AmD leicht mittelst Puncte

m, m’ .. construirt werden.

Zusatz. Da aus der vorigen Gleichung (8) die nachstehende

@?+y? +2 RV2.2—4RN—=I6R’(R—2/2)
folgt, so ist die eigentliche Gleichung der gesuchten Curve AmD eine

algebraische des vierten Grades.

Anmerkung. Belidor, welcher (in der Science des Ingenieurs) zuerst

die Anwendung dieser Curve zum Aufziehen der Zugbrücken zeigte, nennt

sie Sinusoide, weil er bei ihrer Construction die Sinus der Erhebungs-

winkel benützt. Übrigensist diese Curve (wie Joh. Bernoulli und Z’Höpital

zuerst gezeigt haben) nichts anders als eineEpieycloide, bei welcher

der Grund - und Erzeugungskreis gleiche Durchmesser haben.

32. Aufgabe.

Die Gleichung der elastischen Linie zu finden.

Auflösung.

Da man unter der elastischen Linie nichts anderes als die neutrale

Schichte ($. 255) eines elastischen prismalischen Körpers versteht,

welcher in einem oder mehreren Puncten befestigt und durch das eigene

oder ein sonsliges Gewicht gebogen wird; so kann man sich diese

Linien immer als elastische Stäbe ohne Dicke vorstellen.

I. Ist also erstens ein gewichtsloser elastischer Stab AB (Fig. 38)

mit dem einen Ende B in eine verticale Wand BN befestigt und am

andern Endpunct 4 mit dem Gewichte @ belastet, wobei jedoch die
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Krümmung oder Biegung nur wenig von der Horizontalen abweichen

soll; so ist, wenn man AC=a, AE—=BC= und für irgend einen

Punct M der Curve die rechtwinkeligen Coordinaten AP=z, PM=y

so wie den Bog. AM—=s, den Krümmungshalbmesser OM=p und

wenn MT eine in diesem Puncte gezogene Tangente ist, W.MTP—a«

setzt, sofort das statische Moment der Last Q in Beziehung auf diesen

Punct M—=0.x. Bezeichnet daher E‘ das Biegungsmoment (oder die

relative Elasticität) , so ist nach Relation (2) in Nr. 4423:

EiZ=n082..,.(m
3

Nun ist (Compend. $. 710) p=— wet oder da man bei der

vorausgesetzien geringen Biegung dx statt ds selzen kann, auch:

DB nn, (vergl. auch Nr. 148); es ist also

AV guEa5 ()

(vergleiche Relat. (a) in Nr. 9 48) oder da d.r constantist,

muOd,
de

Diese Gleichung integrirt, gibt

ee
dz 2

um die Constante C zu bestimmen bemerke man, dafs wegen

lange, für 2—=«a (weil die Tangente BE im Puncte B mit der

Abseissenachse parallel ist) «a—=0, also auch dy —0 ist; diefs gibt

0a? , :
era folglich ist, wenn man diesen Werth substituirt:

2 2

und wenn man abermals integrirt:

EPERLIEREN
wozu keine Constante kommt, weil für 2—=0 auch y=0 seyn muls.
Die gesuchte Gleichung ist daher:

Q
64

Zusatz Die gröfste Ordinate oder Biegung erhält man aus
dieser Gleichung für « —=a und zwar wird

el
3

 u Ba?z—z®.. ()

(2)
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Der Krümmungshalbmesser für irgend einen Punet M ist
4$ E

obige Relat. m) p—= sw oder wenn man für E’ den Werth aus der

Relat. (2) setzt:

a?

m: 8)
Für 2=0 wird p=00, zum Beweis, dafs der Stab im Auf-

hängpunet A nicht gekrümmt ist. Dafernerp für x —aam klein-
sten wird, so besitzt der Stab am Befestigungspunct B die grölste
Krümmung.

 p

II. Ist der Stab über die ganze Länge gleichförmig belastet,
und zwar auf die Längeneinheit mit dem Gewichte g; so kommt auf
den ganzen Stab die Last ga und auf das Stück AM jene gx. In Be-
zug auf den Punct M ist das stat. Moment dieser Belastung g sofort
M=3;2.90—=392?; wird daher dieses Momentstatt jenem O x in
der obigen Relation (n) gesetzt, so erhält man für den vorliegenden Fall:

ayer 1 2

den _ Ar
und daraus wieder, wie vorhin zuerst

dy ie, 1 3E' a C—=3ge,

& 2 2 dwobei, da für z—= «a wieder mens seyn muls, C=4ya?, also

eigentlich E' v = ya?—1ga®

ist, und dann weiters:

Ey=4g(a’0 —}ıx*)

ohne Constante, weil für 2—=0 wieder y=0 seynsoll.

Die Gleichung der elastischen Linie ist daher in diesem
zweiten Falle:

wen Gozo)...
24E

Zusatz i. Die gröfste Ordinate oder Biegung ist (für— a)
4 3

a
8E 8E

wenn man nämlich die ganze Last ga —= 0 setzt.

Da die obige Relation (m) für den gegenwärtigen Fall in

—Inga? Sl)

übergeht, so folgt daraus, wenn man auch gleich für E’ den aus (2%)
4

folgenden Werth > selzt:
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a* ;

der kleinste Werth des Krümmungshalbmessers ist, wegen z —=a sofort

48

Zusatz 2. Die Vergleichung der beiden Relationen (2) und (2%

gibt die Proportion 6:5°—=8:3 (vergleiche Nr. 1419).

Sucht man jenes Gewicht g, welches am freien Ende A des ge-

wichtslosen Stabes bei B dieselbe Biegung, wie die über die ganze

Länge gleichlörmig vertheilte Last O hervorbringt, so muls p für den
Punct B in beiden Fällen denselben Werth besitzen. Nunist für die

p

Last y in A aus Relat. (m) p—= 5 und für die Last Q über die ganze

2E 2E E 2E' 3Lä = — = —— [elderänge, aus (m’) p ar , folglicha di

4=20.

III. Es sey endlich der gewichtslose Stab A B am freien Ende A
mit dem Gewichte Q und aufserdem noch über die ganze Länge mit
dem Gewichte ga gleichförmig belastet, so, dafs die beiden vorigen
Fälle hier vereint Statt finden; so hat man für den Punct M der Curve
das stat. Moment:

M=0s+}r g2=024+240°
folglich wie oben

d?

B:mn 02—342°,
4 2 3

daraus eiig
de 2 6

2 3

oder (da wieder für»— a, 2 =

0

ist) wegen C—= on + en „ auch

Mor ar OE> q=2°Eee eg (7 #r)
y 2 A u 2 a 6 Hi

folglich
0a? ga® DEN Nr“

E'y—= — — Bra ur Je uYy ik a RE
ohne Constante.

Zusatz 1. Füre=a wird y=%", gleich der gröfsten Bie-
gung, folglich aus dieser Gleichung:

a? /0 gaÖl ei En le WMz ea
Auch ist wieder aus der Relation E=p(02+192%), wenn

man für E‘ den Werth aus der vorigen Gleich. (2”) setzt:
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0 ga
SE “
Pe

Zusatz 2. Besteht die gleichförmige Belastung ga blofs in dem

eigenen Gewichte @ des Stabes, so nehmen die vorigen Gleichungen

(1°) und (2°) die Form an:

6
Ey=a:40+492—1(02°+,,.*)

ER) 6
und ö er (+ e vergl. Nr. 119).

33. Aufgabe.

Ein gewichtsloser elastischer Stab A BA’ (Fig. 39) ist in einer

verlicalen Wand BE in der Art befestigt, dafs er in seinem natürlichen

Zustande die Lage aa’, dagegen, wenn er in den freien Endpuncien A

und A’ mit den Gewichten Q und O‘, welche sich umgekehrt wie die

Abstände AC und A’C‘ von der Wand verhalten, belastet wird, jene

ABA annimmt; es sollen die Krümmungen bestimmt werden, welche

der Stab unmiltelbar am Befestigungspunct B zu beiden Seiten der ohne

Dicke gedachten Wand annimmt, vorausgeselzt, dafs der Stab auf der

einen Seite der Wand soll gebogen werden können, ohne dals dieses

auf die Biegung auf der andern Seite der Wand einen Einflufs hat.

Auflösung.

Setzt man die horizontalen Abstände AC—= x und A’C' = «', so

ist nach der gemachten Vorausselzung::
0:0 = 2:2 odr Or=0'r..

Ist ferner für den Punct B der Krümmungshalbmesser in der Curve

AB=r und in der Curve A’B’—=r’, so ist (Aufgabe 32, Relat. »)

E'—=r0.x, und da der Stab durchaus dieselbe relative Elasticität be-

sitzen soll, auch #=r'0'x', folglich r O2 =r'0'«' und wegen

Relat. (x) sofort: 7;

d h dieKrümmung des Stabes istim Puncte B zu beiden

Seitender Wand die nämliche, es halten sich daher die Fibern

desselben bei B, zu beiden Seiten der Wand oder des Befestigungs-

punctes B das Gleichgewicht.

Es bleibt sonach das Gleichgewicht, so wie die ganzeLage AB 4’

auch ungeändert, wenn man die Wand BE wegnimmt und dafür den

Stab im Puncle B mit einemStill so befestigt, dals sich der Stab um
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denselben drehen kann, dieser Stift oder Befestigungspunct B erleidet

dabei einen verticalen Druck nach abwärts =0-- 0’, so, dafs man

diesen Punct auch ohne Störung des Gleichgewichtes durch eine vertical

aufwärts wirkende Kraft P=0_--0’ ersetzen kann. Werden ferner

die beiden Puncte A und A’ befestigt, so erleiden diese Puncte (da das

Gleichgewicht immer noch bestehen bleibt) verlical aufwärts einen Druck,

beziehungsweise von O und ©’.

Kehrt man endlich das Ganze um, so kann auch ohne Störung

des Gleichgewichtes der in den Puncten A und A’ nach abwärts Statt

findende Druck © und O0’ durch Stützen aufgehoben werden, wie diefs

in der That in Fig. 40 dargestelltist.

Zusatz. Wird also ein an beiden Enden unterstützter oder frei

aufliegender elastischer Stab, in irgend einem Puncte B belastet, so

wird derselbe genau so gebogen, als ob er in dem Belastungspunct

befestigt, dagegen durch vertical aufwärts wirkende, in den Unter-

stülzungspuncien angebrachte Kräfte, die dem Drucke auf die Stützen

gleich kommen, gebogen würde; dabei bestimmen sich diese Kräfte

oder Verlicalpressungen auf dıe Stützpuncte genau so, wie beim gerad-

linigen Hebel nach dem Satze der statischen Momente.

34. Aufgabe.

Der gewichtlose elastische Stab ABA’ (Fig. 41) liegt auf den

beiden in einerlei Horizont befindlichen Stützen A und A‘ frei auf und

ist im Puncte B mit dem Gewichte © belastet; es sollen die Gleichungen

der beiden entstehenden Curven AMB und A’M’B, ferner die Grölse

der Biegung oder der Pfeil CB u. s. w. gefunden werden.

Auflösung.

Es sy AC=a und AA —=I, so wie für irgend einen Punct M

der Curve AMB und einen Punct M’ der Curve A’M’B (bei Voraus-

selzung von rechtwinkeligen Coordinaten), AP=x, PM=y und

AP'=:x', P'M'=y’, ferner wenn BT die im Puncte B gezogene

(folglich — vorige Aufgabe — beiden Curven gemeinschaftliche) Tan-
genle ist, W.ATB=a; so ist, wenn man diein den Puncten A und

A’ auf die Stützen Statt findenden Pressungen mit p und p’ bezeichnet,

sich also (vorige Aufgabe) vorstellt, dafs der Stab in B befestigt, und

in den Puneten A, A’ durch die Kräfte p, p’ vertical aufwärts gezogen

wird, zuerst, wegen pl =0(l—.a) und p!—=0u:
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P="u-a) und v_ta ee)

(also, wie es seyn soll, p-+p’= 0). Ferner ist in der Curve AMB,

für den Punct M das stat. Moment =p x, folglich (Aufg. 32):

Er ER
de? 2

—=— px und daraus e® =ı0—
dr

S rd pa”
oder da für —a der Quotient 17 fanya, also dar + E’tanga

wird, auch:
2 2a

E'dy= er —+E tang«) dar — 7” dv,

aus welcher Gleichung wieder weiters
2 x®

E’'y— En + B’tang«)a a

oder wenn man für p den Werth aus (a) setzt, sofort:

Ey—= (l— a) 2 + w Etang a — 4 ad—-a)az°?.(D

folgt.

Eben so ist in der Curve A’M/B für den Punct M’ das stat. Moment

4‘ ‘ : d’y‘ 4 ‘=p' x’ folglich E'Zen

4“ uvm?

und daraus wieder or enDe
ig 2

oder da für =—=27— a der Quotient ne —= — fanga, folglich die Con-

stante Om ad — a)? — E’tang a wird, auch

u dy/ — . ad— a)? de’— E' tang a de’ — En de’

woraus endlich durch weiteres Integriren

Bau _ . d— a)? 0’— x’ E'tang«2 a”

oder wenn man auch hier für p‘ den Werth aus (a) setzt:

Byd— a)? &' — @' E’tang a — 2 x’8 ı.& (ID

folgt.
Setzt manin der Gleichung (D «= a undin jener ID 2—=1!—a,

so wird für beide Werthe y„=y’—=BC=, daher ist beziehungsweise

nach einer einfachen Reduction:
3

(Di El air d— a) + aE’tang« und

Eö— = «d— a)°— (I—.a)E'tang a
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so, dals wenn man diese beiden Werthe einander gleich setzt und dann

E’tang « bestimmt , sofort
a

E' tanga— 4 d—-a)ld—2ua).. (Ö

wird. Substituirt man diesen Werth für E’tang« in die beiden Rela-

tionen (I) und (ID, so erhält man nach einer ganz einfachen Reduction,
für die Gleichung der Curve AMB: |

um LEM N - a8De ge a)[@al—- ar —z°].. Aa)

und für die Gleichung der Curve A/M’B

De9a a 2 nie ‘een [a ae)... CH

dabei darf in der erstern Gleichung x blofs von 0 bis «, und in der
leiztern 2’ von 0 bis >— a genommen werden.

Setzt man den vorigen Werth von E’tang a auch in die Gleichung

(5), so erhält man nach gehöriger Reduction:
Va?! — a)”

= as (2)

Zusatz 1. Zur Bestimmung des tiefsten Punctes des gebo-

genen Stabes ABA’, mufs man die gröfsten Ordinaten y und y’ auf-

suchen. Nun folgt aus (1) nach der bekannten Regel:

paA ei EN NO= et a) [@al!— a9) —3 2?) —=0

und daraus:

Br a(2l—-a)ee.
Da aber z Za seyn muls, so muls seyn

  

are <a? oder

12a.

Ist daher > 2a, d.h. liegt der Punct C näher bei A als bei A‘,

so gibt es in der Curve AMB keine grölste Ordinate y. Ist dagegen

I—=2a oder =2a—e, so wird beziehungsweise e—=a«a und

=(a?’—z.ae) und dafür, weil der 2:° Differenzialquotient negativ
ausfällt, die Ordinate y ein Maximum.

Eben so folgt aus der Gleichung (19:

dy‘ Da

dr‘ =lE

Ve).
Burg’s Mechanik, Suppl.

 W—a?— 32 9)—=0

und daraus:

27
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get Mn :
Da nun x’ <!--a seyn muls, so muls er <d—ay,di.

15 2a seyn, so, dals wenn ’<2a, also 7—a<a oder der Punct

€ näher bei A’ als bei A liegt, in der Curve A’/M’B keine gröfste Or-

dinate y’ vorhandenist, was mil der vorigen Bemerkung für y im Ein-

klange steht.
Für = 2a oder 24e würde beziehungsweise:

= = a und — V(e+ te) und dafür y’ ein Maximum.

Der tiefste Punct des gebogenen Stabes liegt also

immer zwischen demAufhängpunctB derLastunddem-

jenigen Stützpunct A’, dessen Entfernung vom Auf-

hängpunct die gröfsere ist.
Ist z.B. a—=1 und 7=3, so ist die der gröfsten Ordinate y'

entsprechende Abscisse (ausRelat. d) @° —\/2 und damit diese Ordinate

32 160°
selbst a

Imas. 27'812”
£ . DDr

während nur aen

folglich in der That y„> ist.

Zusatz 2. Für den besondern Fall, in welchem die Last Q in

der Mitte hängt, folgt aus den Gleichungen (1), (1‘) und (2), wegen

!—=2a, beziehungsweise:

008 Bi anve

=: er Ga?r'’— x'°)

0a°
Ö — oeund Fu

endlich folgt aus der Relation (e) fang a—0, also a0.

Für die gröfste Ordinate ist = 2’ —a und damit

A.
erYan: 6E ar

Zusatz 3. Aus den Relationen F=pp@==pp’=’ (Gleich. m

*) Will man in diesem Falle den Halbirungspunet zum Ursprung der rechtw,

Coordinaten nehmen, so muls ınman in dieser Gleichung a — = statt z

selzen, dadurch erhält man die Gleichung :

Y @a’— 3ar’+ 2).T. 198
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in der 32. Aufg.) und=ema (obige Gleich. 2) folgt der

Krümmungshalbmesser:
2 1—

für die Curve AMB: Rt
307
2 2

und für die Curve AM'B: p =Bu
350

E ; a’ : a°
Für—=2a wird ns und p

2i i ö a i
Für= a wird p am kleinsten und zwar p—= sv dagegen ist

für 2=0 sofort p= OO.

35. Aufgabe.

Der gewichtlose elastische Stab ADB (Fig. 42) liegt auf zwei

Stützen A und B horizontal frei auf, und wird durch ein über seine

Länge gleich vertheiltes Gewicht belastet; es soll die dadurch entste-
hende Curve gefunden werden.

Auflösung.

Es sey die Länge des Stabes, welche bei der stets vorausgeselzten

geringen Biegung der Entfernung der beiden Stützen gleich ist, AB=1,

die auf die Längeneinheit kommende Belastung —g, der Neigungswin-

kel der im Puncte A an die Curve gezogenen Tangente AT mit der

Horizontalen —a, für einen beliebigen Punct M der gesuchten Curve

AP=x und PM=y (wobei wieder PM senkrecht auf AB) so wie

der Krümmungshalbmesser in diesem Puncle —p. Diefs vorausgesetzt,

ist der Druck auf jede der beiden Stützen p—*tgl, so, dafs man die

Stützen wegnehmen und dafür in A und B die Kraft p vertical aufwärts

anbringen kann. Denkt man sich dabei noch den Punct M befestigt,

wodurch (33. Aufgabe) in dem Zustande des Stabes nichts geändert

wird, so ist .das statische Moment in Beziehung auf M, da auf den

Bogen AM das Gewicht 92 (indem man die Länge des Bogens mit der
Abseisse verwechseln darf) gleichförmig vertheilt ist, folglich im Hal-
birungspuncle von AMdie Kraft gx abwärts, dagegen im Puncte A
die Kraft p—=4yI aufwärts wirkt = —32.ga@a+telg =
—392°”-+3g!n. folglich (Aufgabe 32, Relat. n)

‚aYyje Se’inte
27*



=
5 d

und daraus wieder E’ 2 —=C+3g92°—1912,

# od J ,
oder da für «—=0 der Quotient _ —tanga, folglich die Constante

der Integration C= E’fanga wird, auch

E’dy=darE’tanga+Iga®de— 4g1n?dı.

Durch weitere Integration dieser Gleichung erhält man:

q geEy = Be nr m
rs ey 120?

ohne Constante, wobei sich die noch unbestimmte constante Gröfse

tang « aus dem Umstande bestimmenläfst, dafs für x = I die Ordinate

y=0 werden muls; diel[s gibt:

ar
Eltangga — —. 4WRITE, (m)

so, dafs wenn man diesen Werth in der vorigen Gleichung subslituirt

und daraus y bestimmt, sofort die gesuchte Gleichung der Curve

die Form erhält:

 qy=,,®r—2le—at)..

Zusatz. DBezeichnet man wieder die gröfste Ordinate durch 5,

so hat man, um diese zu finden, nach der Regel:

 

dy q=—(W610? 3) — d37 jap 2’ +429)=0 un

d’y q 2.mannNiet+12ed;

aus der erstern dieser beiden Gleichungen folgt z—=%!, womit der

zweite Differenzialquotient negativ wird; es ist daher die durch die

Mitte C von AB gezogene Ordinate CD=5 die grölste, und zwar

ist, wenn man in der Gleichung (1) @—=%! selzt und reducirt:

5qi*
=—— 2

384° @

Fernerfolgt aus den Relationen (32. Aufgabe, Relat. m)
i 5gi*

E'=p(—3g92°”-+3g1:x) und (vorige Gleich. 2) E== ä

wenn man diese beiden Ausdrücke einander gleich setzt und p bestimmt:

5.“

=ee
Für 2—=0 und z—=! wirdp=0O, so, dals also der Stab in

den Auflagpuneten A und B gar nicht gekrümmtist; dagegen wird
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. < 52°
pam kleinsten für 2—=4I! und zwar ist dafür Ar 155 dafs

also der Stab in der Mitte bei D am stärksten gekrümmtist.
Da die Gleichung der Curve (1) nicht geändert wird, wenn man

I — x statt x schreibt, so zeigt dieses an, dafs die CurveAMB durch

die aus dem Halbirungspunct € gezogene Verlicalliniie CD in zwei

symmetrische Aeste gelheilt wird. Nimmt man daher diesen Hal-

birungspunet € zum Ursprung der Coordinaten, selzt also CP=x,

so mufs man in der vorigen Gleichung (1) 4/— & slalt x selzen ; da-

durch erhält man für die neue Gleichung der Curve:
q DIRT

el.„919)
oder wenn man die halbe Länge L/—=a selzt, auch

en (a— 6a?2?—+ x*) 2. N)QAE
a qa° bqga*
d lat. —= _—, (Relat. 2) 5=-—— undFerner wird (Relat. m) fang «a a (Relat. 2) nz

ba*
(Relat. 3)DI@_) s

36. Aufgabe.

Der gewichtlose elastische Stab ADB (Fig. 42) liegt horizontal

auf zwei Stützen frei auf und ist sowohl in seiner halben Länge mit dem

Gewichte Q als auch durch ein über die ganze Länge gleich vertheiltes

Gewicht, welches auf die Längeneinheit —=g ist, belastet, es soll die

Gleichung der dadurch entstehenden Curve bestimmt werden.

Auflösung.

Seizt man die Entfernung der beiden Stützen AB=2a und

nimmt man den Halbirungspunct € zum Ursprung der rechtwinkeligen

Coordinaten,, setzt nämlich für irgend einen Punct der Curve OP —=x

und PM=y, so wie den Druck, welchen jede der beiden Stützen er-

leidet —=p; so ist für diesen letzteren p.2a—=0.a-2ag.a oder

P=30+ag..
Fernerist das stat. Moment in Beziehung auf den Punct M (wel-

chen man sich wieder befestigt, dagegen die Kraft p im Puncle A auf-
wärts, und jene AP.g in der halben Länge von AM abwärts wirksam

denk) pa - I —ag.CPpa)—gan),
folglich (Aufgabe 32, Relat. m):
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d?

E=—pla— a) +iga—a)

Darausfolgt durch Integrirung

E'—=MREEE4a27 —anı 32°)

oder da für z&=0 der Quotient ©m (als Tangente des Winkels, welchen

die im tiefsten Puncte D an die Curve gezogene geometr. Tangente mit
der Abscissenachse bildet) =0, also die Constante € ebenfalls —0
wird, auch

Edy=—p(as—z2’)de+4g002—ar’ +12) de.. (B)
woraus ferner

ale? amp
uu1=)+4(IPa

oder da für z=a, N 0, folglich die ic der Integration
C=!pa?—1!ga* wird, GR

 

ar ef na _e niEy=zra’—zga'—p =) +30 u
oder wegen p—=40- ga in =a

20:iu See! 9a 2 ds
zu Tore (Odin +0 eeNE
folgt.

Zusatz 1. Wollte man die Lage der im Puncte A gezogenen
Tangente AT bestimmen, so dürfte man in der Relation (3) sofort nur

dy 2 ; hz=a und —utang « setzen (weil y abnimmt, wenn = zunimmt)

und fang « daraus bestimmen; diels würde geben:

 

  

30a’ +4Agua®
eg 1lang a IB (1)

Da für 20 die Ordinate „=CD—=5 am grölsten wird,

0a° 5ga*
so hat manaus (I) E’6= E + 5% und daraus:

3 4“
en AQu’+5ga (2)

24

Endlich ist (vergl. 32. Aufgabe, Relat. mm)

E=p[plka— a) — 49(a— x)?
folglich, wenn man in diese Gleichung für E’ den Werth aus der vori-
gen Relation (2) und für p den Werth aus (a) setzt und dann p bestimmt,

die Grölse des Krümmungshalbmessers im Puncte M:

BD * 40+5g04 (3)

ranFran
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Zusatz 2. Setzt man g=0, so gehen die Gleichungen (D,

(1), (2) und (3) über in jene:

@Qa?—3ax?- x?)

tan er
yETTEE

 
y nz“

0a’

3°(a— 8)

welche Werthe mit jenen in der Aufgabe 34, Zusatz 2, wie es seyn

soll, genau übereinstimmen.

Setzt man dagegen O=0, 50 gehen die genannten 4 Gleichungen

DD), (1), (2) und (3) überin:

 

und DD

 

u 2,2 „ENuu—050 — 6a? x?- 2°)

ga:

ar SEE, a5

eb

Han _

und ee
12 °(a — 2°)

was wieder mit den analogen Ausdrücken der vorigen Aufgabe (Zusatz)

gehörig übereinstimmt.

Anmerkung. Will man nicht schon im voraus den mittlern Punet D als

den tiefsten der Curve ADB gelten lassen, also bei der Bestimmung der

dy Bu
Constante C der ersten Integration den Quotienten Hr un — Or nicht

dy
schon als bekannt ansehen und wie es oben geschehen dafür en = (0

setzen, d. h. die an diesen Punct D gezogene Tangente als parallel mit

AB annehmen; so bilde diese Tangente mit der Abseissenachse AB gegen

A hin allgemein den Winkel @, so, dafs in der obigen zweiten Differen-

dy
zialgleichung (des ersten Grades) für 2=0 der Quotient ass = fang o,

daher die Constante C= E’tang« wird. Mit diesem Werthe erhält man

bei dem vorigen Verfahren für den Ast AMD:
3Va 5qa* a a

nen zunga(+ 2roEL

ER
12 en

und für den Ast AMD, wobei sich nichts ändert, als dals Zang« mit

entgegeugesetztem Zeichen zu nehmenist:
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a® 5ga* u 5
Ey = atanga+ = + 24 + ztanga— 2 + z’+

0,  MIEE

12 ah 2
Um nun den Werth für Zanga zu finden, sey für 2=0 die Ordinate

Y=°, so ist aus diesen beiden Gleichungen:

 

 

0a? 5ga*
E ° =— war,alanga-+ 6 24

r Das 500:
und E'’d=alanga-+ 6 + 28

daraus durch Subtraetion :

0=2atanga oder tanga=0.. (m)

 

z =a?’ 5“a*
durch Summirung dagegen entsteht 227° —=2 + und

kOa’tsgat
on ==, sule,ohen,

Aus derGleichung (A) folgt zur Bestimmung der grölsten Ordin ate,
mit vr auf die vorige Gleichung (8):

0a ve Oz m
--(7+ eeon

 daraus folgt =

r ae dy 0a gaund daraus z= 0, womit der zweite Quotient ee " + er

in der That negativ ausfällt.

37. Aufgabe.

Der gewichtlose elastische Stab ACA’ (Fig. 43) ist in A einge-
mauert, in C mit dem Gewichte @ belastet undliegt am andern Ende A’
auf einer Stülze frei auf; es soll die Curve bestimmt werden , welche
der Stab dabei annimmt.

Auflösung.

Es sy AB=a, A4’—=1 und der Druck auf die Stütze in A/

=p, ferner seyen die rechtwinkeligen Coordinaten irgend eines Punctes

M der Curve AMC, AP=x, PM=y, so wie eines Puncles M’ der

Curve A’M’C, AP —=x’ und P'M'=y'; so ist das stal. Momentin

Beziehung auf den Punct M (wobei man sich nach Aufe. 33, Zusalz,
den Punet M befestigt und in A’ die Kraft p aufwärts, dagegen in €
jene @ abwärts wirkend denken kann) M=pl— 2) — 0la— ze),
folglich wieder

wi
die“

— pdl— a)0a - a) und daraus
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BY=—p (1-5)+0 El,Er

wozu keine Constante kommt, weil für z= 0 auch©—en ist, ferner

lcCr
ebenfalls ohne Constante, indem für z2—=0 auch y=0 seyn muls;

dabei liegt & innerhalb der Grenzen 0 und a.

Eben so hat man in Beziehung auf den Punct M’ der Curve A’W’C

das stat. Moment (indem man sıch M’ befestigt, und im Puncte A’ die

Kraft p aufwärts wirkend denkt) M=g— x‘), folglich

BRAR ‘ 4E er =pler, also m =c—p[1e---
rc”

 

oder da für &’—=a der Quolient aanEn Aufgabe 33, die beiden
: } : e ayfe %

Curven im Puncle € eine gemeinschaftliche Tangente haben) r jenen

; a ed}
Werth annimmt, welcher aus der Relation (m) für hervorgeht, wenn

man 2 = a setzt, folglich

ale—=(0—p (1-5) oder ct

a “ ‚2

wird, auch: Ari eepie   

dc

und daraus weiters:
0a? l£'° x’

Bone 025 er) ©.le er

Da ferner y’ für #’—=a jenen Werth annimmt, welchen y für

=anwiso hat man zur Bestimmungder Constanten €:

 

ve _ 0a® La’a le N c(7 = +
3

und daraus get ;
6

folglich, wenn man diesen Werth substituirt, auch:

0a’ 0a? lt
Ey=—— +0 _ 2y FG) cm)

wobei x’ von a bis Z genommen werden kann.

Um endlich noch die unbestimmte Gröfse p zu bestimmen, beı ülze

man die Bedingung, dafs für x =! die Ordinate y„=0 seyn muls, so
erhält man:

ai u(3l- a)
aP 07,.@
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welcher Werth noch in die Gleichungen (D)_ und(IT) der Curven AMC

und A’M’C gesetzt werden kann.

Zusatz 1. Zur Bestimmung der gröfsten Ordinate oder

des tiefsten Punctes des gebogenen Stabes hat man zuerst aus der

Gleichung (D:

E=-n(ie-8)40(0-3)=0
und daraus, nachdem man mit © abgekürzt (oder die Wurzel » — 0

beseitigt) hat: \
0ua—pien (1)

setzt man in dieser Gleichung Z= aa‘ und für p den Werth aus (n),

so zeigt sich, dafs nur dann, wie es die Natur der Sache erfor\ert,

 a

© <a seyn kann, wenn a’ < on ist. Da der zweite Quotient

d’y .

a2’
unter dieser Bedingung wirklich ein Maximum von y Statt.

Esfolgt ferner aus der Gleichung (IT): e

Eule)
und daraus, wenn man wieder für p den Werth aus der Relat. (n) selzt:

i—a—[ı— }"17
Da aber für diese Curve AM’C z=’Za seyn muls, so folgt, dals

wenn man in diesem Ausdrucke von =’ die Grölse =a--a’ selzt,

—=—0Oa(2a?-+aa’-2a'?):dabei negativ wird, so findet

 

diese Bedingung nur erfüllt wird, wenn « S u: ist.

Auch wird in der That dafür der zweite Differenzialquotient

—= —p(I— x’) negativ, also die Ordinate y’ ein Maximum.

a

By’

de’?
 

Diese Untersuchung zeigt also, dafs in dem Aste oder in der Curve

Per ähgg findet,AMC für y ein Maximum und zwar für 22.

wenn I=a--a’ geselzi, a Z Zt Ferner dafs in dem Aste oder

in der Curve A’/M’C eine gröfste Ordinale y’ exislirt und zwar für

eo — I: u Volsgurgpele wenn/=a-- a’ geselzt, « 5B ist.

Für «—-,; wird in beiden Fällen z— x’=a, so, dafs dann

 

der Aufhängpunct € zugleich auch der tiefste Punctist.
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Findet also das Maximum in der ersten Curve Statt, so kann kein

% 7

er
solches in der zweiten Curve bestehen, und umgekehrt, nur für «=

fallen beide gröfsten Ordinaten im Aufhängpunct € zusammen

Zusatz 2. Füra’=aode !=2uawird p=2;0

und aus der Relation (2): a—Ua,

es liegt also, da dieser Werth z> a ist, kein Maximum von y in der

Curve AMC.

Dagegen wird für den zweiten Ast A’M’C aus der Gleich. (2)

©=2a(1—\%)
und da dieser Werth von x‘ zwischen a und 2a liegt (indem &’>«

und <2a is), so findet in. er Anl eine gröfste Ordinate y’ Stalt

und zwarist m“a

Die beiden Gleichungen (I) und (IM der Curventheile AM C und

 

A’M’C gehen über in jene:
3a 11

Ey= 3

ur: 96
4 Ei A Br2 3

irer+ ER, ee)

Zusatz 3. Setzt man wieder den Pfeil oder die Ordinate des

Aufhängpunctes BC=5, so erhält man sowohl aus der Relation (D

und

als aus jener (IT) füra sofort y=y'—5 und zwar

0a 3 2=rm le Bi1 te)

Für I=a+7>, wird =!=“a)

welcher Werth in 1That, wie esRn soll, mit der gröfsten Ordinate

’yin(D oder y’ in(ZD, welche für = x’ —=a entsteht, übereinstimmt.

Anmerkung, Für 2=2a@ ist nach Zusatz 2 die grölste Ordinate in dem
a:0a 0

Aste A’M’C und i NZ ne ahe =— -ste und zwar ist Ye! 6v5.B’ oder nahe I3aP° wäh

a: 0a°

rend die Ordinate des Aufhäng ger Enate des Aufhängpunctes sw’ oder nahe 137E°

also in der That y‘  >d ist.

38. Aufgabe.

Derelastische, gewichtlose Stab BA B/ (Fig. 44) liegt horizontal
auf 3 Stülzen A, B, B‘, von denen sich jene A in der Mitte zwischen
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den beiden andern B,B’ befindet, frei auf; wenn nun jede Hälfte des

Stabes in der Mitte C und C’ mit den Gewichten O und Q’ belastet ist,

so soll der auf jede der 3 Stützen entfallende Druck und zugleich die
Biegung bestimmt werden, welche der Stab dadurch erleidet.

Auflösung.

Es sey AB=AB'’=a, der Druck auf den Punct A gleich p

und auf die Puncte B und B’ beziehangsweise g und g‘, so wie der

Winkel, welchen die im Puncte A an die Curve gezogene Tangente mit

der zur Abseissenachse genommenen Geraden BB’ bildet —=a; so hat
man zuerst:

Pete SEOFR m
ferner, wenn man sich die Pressungen p, g, g’ als Kräfte vorstellt, welche

den in den Puncten A, B, B’ nach aufwärts wirkenden Kräften p, , q’

gleich und entgegengeselzt sind, nach statischen Gesetzen (wenn man
B als Drehungspunct ansieht):

2ay+pa=0.3a-+0.3a

und (B’ als Drehungspunch) :

2ay+pa=0.3a-+ 0a

folglich 2W—-M=0—0.. 0)

Setzt man für die rechtw. Coordinaten eines Punctes M der Curve

ACB, AP—=x, PM=—y und denkt sich von dem Theile BCMder

Curve den Punct M befestigt, dagegen in C und B die Kräfte @ und y

ab- und aufwärts angebracht; so ist das stat. Moment in Beziehung

auf diesen Punct =g(a — 2) — 0 er _ 2), folglich (genau so wie

bei den vorhergehenden Aufgaben):
1?

2 n=0(5 2) run)des
‚ıy ax ca wc"und daraus Ei (7 -3)-r(ae-) +6im

ie 2 d IE i
oder da für e=0 der Quotient r =langa seyn soll, mithin die

cd

Constante C=Etang«a wird, auch:
dy BE De ( 6ee aee BD —— tangan.B (5 >) glax )+tang« (a)

woraus durch abermaliges Integriren , sofort
(ze 0 OBER

Ey (2-2 me 7 —,) x E’tanga..u «(ee ga (D

folgt, wozu keine Constante kömmt, weilfür x = 0 auch y== 0 seyn nuls.
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Diese Gleichung bezieht sich auf alle Puncte der Hälfte AMC, so, dafs

darin z nur von 0 bis = genommen werden darf. “

Auf die zweite Hälfte BC.der Curve ACB übergehend, sey für

irgend einen Punct M, AP’— x‘ und P-M‘=y’, so, dals hier «’ nur

von — bis a genommen werden darf; so ist (wenn man sich den Punct

M’befestigt, dagegen im Puncte B dieKraft p aufwärts wirkend denkt)

das stat. Moment in Beziehungauf den Punct M’=g(a — «')
2d’y'

022

x”?

eY= e-+(ee-75-).

Um die Constante € zu bestimmen, bemerke man, dafs die beiden

Hälften AC und BC der Curve ACB in C eine gemeinschaftliche Tan-

folglich wieder E' ——ga 2)
und daraus:

bi ei ei d &
gente haben müssen, dafs also der vorige Quotient Er für el 5

; 3 5 adys {
denselben Werth, wie der obige Quotient z Ina) für 2— a erhalten

muls; diefs gibt die Bedingungsgleichung:

100? —2ga?+ Etanga—=— 39a’ +C

woraus C=40a?-+ E’tang « folgt, so, dafs wenn man diesen Werth

substituirt, sofort

„ay“ , LEE 5 —=10a?-+ Etanga—g («2 _ =)

und daraus durch abermaliges Integriren

Ip 1 2 pi % az” xEy—=C-+300°0 + 2'E tanga—g en

folgt. Zur Bestimmung der Constanten C’ bemerke man, dafs y’ für

 

2’ = - denselben Werth wie y für = = in der vorigen Gleichung(I)

annehmen mufs; stellt man daher wieder wie vorhin die dieser Bemer-

kung entsprechende urya auf und bestimmt daraus C*,

so erhält man e—=—70u°

und damit aus der DOREEN Relation die Gleichung der Curvenhälfte BM’C:
“2 “3

ry—!#2’ + z’E’tanga—gq = -)- Kr . ID

Aus diesen Gleichungen (I) und (ID, welche den EISıneilen

AMC und BM’C der Hälfte ACB entsprechen, erhält man jene für
die Curventheile AC’ und B’C* der Hälfte A C’B’, ganz einfach, indem
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man in diese Gleichungen Q’ statt O und g‘ statt q setzt und fang « mit

dem sulgegengeseizien Zeichen nimmt; man erhält dadurch:
LEE'y— 0'(—2) “=)—zE'tanga «>

a Eu u
und Ey‘Me(7IE I)

dabei ist in der erstern Gleichung x von 0 bis und in der letztern

x' von e bis «a zu nehmen.

Setzt man in (IT) und (IM) x'’=a, so wird y'=0, folglich,

wenn man gehörig reducirt und mit a abkürzt:

0=E'tanga+50a?— ya? (8)

und 0=—E'tanga +2 0'a°— ig’a? (4)
so, dafs sich aus den vier Gleichungen (1), (2), (8), (4), die noch

unbestimmten Grölsen a, p, 9, q‘ bestimmen lassen. Man erhält nämlich

durch die Subtraction von (8) — (4):

0=2Etanga-+ za?0— 0) — za? (a— 9)
oder, wenn man für g—g‘ den aus (2) folgenden Werth substituirt

und fang « bestimmt:

N)
tung « —ve (III)

Mit diesem Werthe von Zang «a folgt ferner aus (3):

130 — 30°
47 Av)

und eben so aus (4):

‚_130'-30
I CM

und damit aus (1):

20-303
BET

Anmerkung. Wie man sieht, so trägt die mittlere Stütze A um der

ganzen Last Q-+ 0’ mehr als das Doppelte von dem, was die backen

Stützen 3 und 3° zusammen tragen, oder mit andern Worten, diese Stütze

trägt etwas weniges (und zwar um 5) mehr als 5 der ganzen Last.

Auch sieht man, dals die reed auf die Stützen von der Gröfse

E’ unabhängig sind, folglich dieselben bleiben, der Stab mag viel oder

wenig biegsam seyn. Aus diesem Grunde fällt auch die bei der Ver-

theilung des Druckes einer in 3 Puncten unterstützten geraden steifen

Linie bestehende Unbestimmtheit, wie sie in der 4. Aufgabe vor-

kömmt, sogleich hinweg, wenn man dieser Linie auch nur die allerge-

ringste Biegsamkeit zugesteht.
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Zusatz. Für den besondern Fall, dafs Q’—=0 wird, erhält

man aus den vorigen Relationen :

P=Rr0,9=d"—=70 und fanga—0

‚so, dafs also die Abscissenachse BAB’' zugleich eine Tangente an die

Curve im Puncte A bildet. Die Gleichungen (D und (IT) oder (I) und

dr) gehen dabei in die Gleichungen über :

Ey. (Iaz?— 112°)

und E'y= c204120e'— 15a='?+5 2°)

wovon die erstere den Curvenhälften AC und AC‘ und die letztere

jenen BC und B’C’ entspricht.

Für ==, gib die erstere, und für ==, die letztere densel-

700°
n® ob=y= I .ben Werth ET

Für2==0 gibt die erstere, und für x’ — dieletziere y—= y'’—0,

Alles wie es seyn soll.

 

Zur Bestimmung der Be Ordinate folgt aus der ersten dieser

i , dy
beide — — —— (18 — 3) —= nd darausiden Gleichungen az- (l8ax ad=0 u

. RO: AB a
== 0 für ein Minimum und e—=4%a, welcher Werth gröfser als >>

folglich für diese Curvenhälfte AC unbrauchbar ist. Aus der zweiten

ß 4 UYRBO EE De
Gleichung dagegen erhält man Pen(12a°—-30az-+1529—0

unddaraus 2’—=a + a\/4, wovon, da =’ nicht grölser als a seyn darf,

nur der zweite Werth 2/’= a (i —;) , welcher, wie es für den Cur-

ventheil BC seyn soll, gröfser als 2 und kleiner als @ ist, in der That

einem Maximum von y‘ entspricht, indem dafür der Quotient

Bin:—=4A(—304—+30x2) negativ ausfällt, und zwar ist dafür

 

de® R
3

Veoden nahe — el.
mar... AB Y/dE 107 2°

während der obige Werth für die Ordinate des Aufhängpunctes € nahe

den Werth ö—=et gibt, dieser also jedenfalls etwas kleiner als

der vorige Werth von y’ ist.
Was endlich den Krümmungshalbmesser betrifft, so läfst sich dieser
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für jeden der beiden Curventheile A€ und BC wieder eben so, wie bei

den vorhergehenden Aufgaben ohne Schwierigkeit bestimmen.

Anmerkung. Setzt man hier (in diesem Zusatz) überall 2# statt z, so

erhält man genau dieselben Gleichungen und Werthe wie im Zusatz 2,

der vorigen Aufgabe. Jede Hälfte des Stabes ACB und AC'B’ ist also

hier genau in derselben Lage. als ob dieselbe in A eingemauert wäre und

beziehungsweise in 3 und 2° frei aufläge.

39. Aufgabe.

Die vorige Aufgabe mit Rücksicht auf das eigene Gewi cht des

elastischen Stabes oder Balkens aufzulösen.

Auflösung.

Behält man durchaus dieselbe Bezeichnung wie in der vorigen

Aufgabe bei und selzt das Gewicht der Längeneinheit des Stabes Coder

wenn dieser gewichtlos betrachtet wird, die noch aufser der Belastung

0 auf die Längeneinheit kommende gleichförmige Belastung) =9;5 SO

nufs manjetzt für das erstere, auf den Punct M bezogenestat. Moment

der vorigen Aufgabe

nor D—0(5—2)-ina-a)

=0 (2-2) +39)’—1a—2)

seizen (also hier noch das Glied g(a— x).2(a— ©) hinzufügen,

woraus man, genau wie früher verfahren, nach und nach

wage)(ae er)
q («.— 2) — E’tang a

 

und daher   

und

aeutert

ul —+2E'tang« «D

erhält.

Für die Hälfte BC ist jelzt das stat. Moment

—= g(a— x) —tg(a— x)? folglich

d’y’
E' de”® :

und daraus (da die Constante cc! —+ E’tang «a wird):

—0la2)
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m=1y(e2 — ar?+2Be+E‘itang«

 
 

        

dz

und
a?x? ac” (5

ni = ar uFeEy =;s( 2 Ilm

0a’ , Lz Bu r (Im

die den 4 Gleichungen (1), (2), (8), (4) der vorigen Aufgabe analogen

Gleichungen sind hier :

p++r7=0+0+2a9
2W—- W=09—-V ©

ferner, wenn man in (IT) und (IF) (welche letztere Gleich. aus jener

Hy entsteht, wenn man wieder @’ und g’ statt Q und g schreibt und

tang « negativ nimmt) ©’—= asetzt, wofür y'—0 wird:

0=4ga—1ya?+&Va®+aEtanga (3)

und 0—=4lga—iya®+30a®—aE'tung« (4)

Aus diesen Gleichungen folgt ganz einfach, wie in der vorigen

Aufgabe:
a(0 0)
BE

130—30’+12ageen

1307 —30-+12ag

32

_20+N)+20a,
32

Endlich erhält man für die Ordinate des Aufhangpunctes (für x =

tang « =

dagegen

ne

und

v
i
s

aus (D) oder =, aus (ID:

70a° ga*

Serton
welche Ausdrücke sämmtlich, wie es seyn soll, für g=0 in die cor-

respondirenden der vorigen Aufgabe übergehen.

40. Aufgabe.

Wenn zwei malerielle Kugeln aus homogenen Schichten oder
Schalen gebildet sind, deren sämmtliche Puncte sich im geraden Ver-
hältnifs ihrer Massen und im umgekehrten Verhältnifs des Quadrates
ihrer Entfernung anziehen, die Resultante der Kräfte zu finden, welche
jede Kugel auf die andere ausübt.

Rurg's Mechanik. Suppl. 28
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Auflösung.

I. Betrachtet man zuerst die Anziehung einer homogenen Kugel-

schale, deren Mittelpunct € (Fig. 45) ist, gegen einen materiellen Punei

O0, welcher au[serhalb der Schale liegt; so sey x der Halbmesser

der Schale und ö ihre unendlich kleine Dicke, folglich V=4r?x ihr

Volumen; ferner bezeichne p die anziehende Kraft, welche zwei mate-

rielle Puncte in dem Abstande —=1 gegen einander ausüben, wenn jeder

Punct die Masse —=1 besitzt, m sey die Masse des materiellen Punctes

in O und m’ die Masse der Volumeneinheit der Kugelschale, folglich

M=4r?z5m’ jene der Schale selbst; ferner sey ©0= a der Abstand

des materiellen Punctes O vom Mittelpunct € und für irgend eine unend-

lich kleine, im Puncte M liegende Oberfläche «» der Kugelschale, der

Abstand MO=x, folglich, da das Volumen dieses Elementes der Schale

= w»6ö und dessen Masse = wöm’ ist, die Anziehungskraft gegen den

Punct O, nach dem angenommenen Geselze:

oomm'
DS us (a)

Denkt man sich die Kugelschale durch zwei Ebenen MM’ und

mm’ geschnitten , welche auf der Geraden CO perpendikulär stehen und

einander unendlich nahe liegen, so, dafs für OP—=xz O(p=x-dxr

ist; so hal die Resultirende aus allen ähnlichen Kräften wie p’ in («)

der dadurch abgeschniltenen unendlich schmalen Zone, die Richtung

OC und als Gröfse oder Intensität die Summe aus den Projeclionen der

sämmllichen elementaren Kräfte »‘ auf die Achse OC*).

Nun ist die Projection der Kraft p/, welche in M wirkt, auf die

Achse CO offenbar = —=uömm’p a (Relat. «), folglich gibt die

 

*) Nimmt man nämlich in Nr. 15 die Richtung der Resultante R für die

Achse der £, so wird in der dortigen Relation «= 0, d=c = 90° und daher

R=:L(PCosa), Z(PCos$) —=0 und E(PCosy) =0.

Vondiesen Relationen sagt die erstere aus, dals die Grölse der

Resultante mehrerer auf einen Punct wirkenden Kräfte

gleich istderalgebr. Summe aus den Projectionen die-

ser Seitenkräfteaufdie Richtung der Resultanle, so wie

jede der beiden letzten, dafs die algebr. Summe aus den Pro-

jeetionen dieser Seitenkräfte auf eine zur Resultiren-

den perpendikulären Achse gleich Null ist.
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Summe aus allen ähnlichen Werthen, welche den auf der genannten

unendlich schmalen Zone liegenden Elementen » entsprechen, die Ge-

sammtanziehung dieser schmalen Zone auf den materiellen Punct O.

Setzt man daher, da alle auf dieser Zoneliegenden Elemente «» dasselbe

x und x haben, für die Summedieser Elemente den Sector selbst, d. i.

2rrda, so ist die eben genannte Anziehung der materiellen Zone

MM’m'm gegen den materiellen Punct O und umgekehrt des Punctes O

gegen die Zone, sofort:
M zdt

a ae

Da aber =2?+ MP?—= 2°4+1r?— («—z)?—=r’—a’+2ar,

folglich

          

z»’+a’—r?’ dz
ct—=———— und POER \-

2a 2a

ist, so folgt auch nach gehöriger Substitution und Reduction:

de7? E& + (a?32]

Wird diese Gleichung: integrirt, so erhält man für den allge-

meinenFall:
Ne. Mmp ——rGt)Pe[:——=] ni

Liegt nun

a) der Punct O, wie oben angenommen worden, aufserhalb der

Kugelschale, so mufs dieses Integral innerhalb der Grenzen von s=a—r

bis <= a-+r genommen ; cn erhält man:

 

 

           

 

_ Hmp — r;

nsägen [«rnAz1%

oder nach gehöriger Reduction:
Mm

P=—,p MW

Liegt aber

b) der Punet O (Fig. 46) innerhalb der Kugelschale, so muls

das vorige Integral zwischen den Grenzen von s=r—a bis s=r-a
genommen werden, wodurch En a

mp
Zi [7 +age#7

oder nach gehöriger Reduction

P=0 (2) erhält.

Aus der Relation (1) folgt, dafs die anziehende Kraft,
welche die Kugelschale von der Masse —=M auf den

28*
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änfsern Punct 0 von der Masse =m (und umgekehrt

m gegen M) ausübt, genau dieselbe ist, als wenn die

gesammte Materie der KugelschaleinihremMittelpunct

vereinigt wäre.
Dagegenzeigt die Relation (2), dafs die Anziehungskraft,

welche die Kugelschale gegeneineninnerhalb liegen-

den Punct ausübt, Null ist.

I. Da nun das eben Bewiesene von jeder mit dieser concentri-

schen Kugelschale gilt, so folgt, dals ein aus homogenen concentrischen

Kugelschalen zusammengesetzter Körper, dessen sämmtliche Puncte

einen aufserhalb liegenden materiellen Punct nach dem umgekehrten

quadratischen Verhältnifs der Entfernung anziehen, dieselbe Wirkung

auf diesen Punct, so wie auch umgekehrt dieser‘Punct auf den Körper

ausübt, als wenn die ganze Materie dieses Körpers in seinem Miltel-

puncte vereinigt wäre.
Weiters folgt, dafs sich bei demselben Anziehungsgesetze die

Wirkung eines aus homogenen Kugelschalen gebildeten Körpers gegen

einen in seinem innern befindlichen Punct auf die Wirkung jener Ma-

terie beschränkt, welche von der durch diesen Punct gehenden Kugel-

fläche eingeschlossen wird, gegen welche nämlich dieser Punct als ein

äufserer erscheint, während die Wırkung der ihn einschlielsenden

concentrischen Schichten Nullist.

Anmerkung. Wäre demnach unsere Erde genau kugelförmig und homogen,

so würde ihre Anziehung auf einen Punct im innern derselben dem

Abstande dieses Punctes vom Mittelpuncte der Erde direct proportional

seyn, wäbrend ihre Anziehung auf einen aulserhalb oder über ihrer

Oberfläche liegenden Punct dem Quadrate der Entfernung umgekehrt

proportional wäre. Denn man mülste nach dem letztern Satze für einen

innern Punct 0 (Fig. 46) die Masse M der anziehenden Kugel dem

Cubus des Halbmessers CO = «a proportional, also in der obigen Formel(1)

M=ua°M' setzen, wodurch P=eM'm.a wird, während für äufsere

Puncte die Masse M(=*rr°) constant, also auch die Formel (1) unge-

ändert bleibt.

III. Liegen endlich die Mittelpunete €, €* zweier aus homoge-

nen concentrischen Schichten bestehenden Kugeln von den Massen M

und M’ umdie Entfernung a auseinander, so ist die Wirkung der ersten

Kugel © auf jeden materiellen Punct der zweiten Kugel €’ eben so, als

wenn die Masse M der ersten Kugel in ihrem Mittelpuncie vereinigt

wäre; ihre Wirkung ist daher auf die Gesammtmasse der zweiten

Kugel die nämliche, als wenn im Puncte € die Masse M befindlich
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wäre, welche ihre Wirkung auf diese zweile Kugel C’ ausübte. Die

Resultante dieser Wirkung ist aber
MW

W=—p
a?

gerade so, als wenn auch die Masse M’ der zweiten Kugel in ihrem Mittel-

puncte C* vereinigt wäre; hieraus folgt der Satz, dafs die Resulti-

rende der Kräfte, welche jede Kugel auf die andere

ausübt, genau dienämlicheist, wie wenn diegesammte

Masse oder Materie jeder Kugel in ihrem Schwer-

oder Mittelpuncte vereinigt wäre.



B) Aus der Dynamik.

41. Aufgabe.

Ein auf einer schiefen Ebene AB (Fig. 47) liegender Körper vom

Gewichte O ist durch einen mit der Ebene AB parallel laufenden, über

eine Rolle geführten Faden mit dem Gewichte P verbunden; es sollen

die Gesetze der durch das Herabsinken des Gewichtes entstehenden Be-

wegung, mit Rücksicht auf die Reibung , welche zwischen dem Körper

und der schiefen Ebene Statt findet, bestimmt werden.

Auflösung.

Ist « der Neigungswinkel der schiefen Ebene und „ der betreffende

Reibungscoeffizient, so ist O Sina das relative Gewicht des Körpers und

0Cos« der normale Druck, folglich u QO Cosa der Betrag oder die

Gröfse der Reibung. Die nöthige Kraft um den Körper über die schiefe

Ebene hinauf zu ziehen ist demnach K=0Sina—+10Cosa; ist daher

P>K, so ist die bewegende Kraft K—=P— 0 Sina10 Cosa

und die bewegte Masse M—=P--0, folglich entsteht eine gleichförmig

beschleunigte Bewegung für welche dieBeschleunigung ($. 146,G1.2)
geht P— 0 Sina— x 0 Cosa

HM P+0
und womit sofort Alles gegeben ist; denn es ist z. B. der in der Zeit £

zurückgelegte Weg s=16,

die dabei erlangte Endgeschwindigkeit o—=@t u. 8. w.

Zusatz. Soll dieBewegung gleichförmig werden, so muls

G= 0 seyn, diels gibt also 0 = P— 0 Sina—0 Cosa, woraus

 = — tang
& 0 Cosa 2

folgt, wenn nämlich (aufser 0) die Gröfsen P und a gegeben, oder

P=0(Sina-- u Cosa)

wenn die Gröfsen ı und « gegeben, oder endlich
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P+pvlt+e) 0’— Pf]
A1+r)0

wenn die Gröfsen P und x gegeben sind

Sina =

Anmerkung. Ist OSina>P-+,0Cosa, so gleitet der Körper 0 mit

gleichförmig beschleunigter Bewegung über die schiefe Ebene herab, und

zwar ist die Beschleunigung :
0Ssina—P—,0C0osa

Dos =» &
Die Bewegung wird dabei gleichförmig, wenn G=0 di

0Sina=P+y00osa oder P= 0(Sina - „ Cosa) ist.

 

42. Aufgabe.

Die Bedingungen anzugeben, unter welchen das Gewicht P den

Körper 0 vom Gewichte Q (Fig. 47) in der kürzesten Zeit über

die schiefe Ebene AB, bei welcher die Höhe BC—=h gegebenist,

hinaulzieht.

Auflösung.

Wird auf die Reibung keine Rücksicht genommen, so ist, wenn

P>0Sina, die Beschleunigung :
ee En

P+0 Sina

Wird demnach der Weg AB in der Zeit £ zurückgelegt, so ist

AB=!Gt? oder =V(7 , oder wenn man für AB und @ die

 

Werthe setzt, auch:
2h(P+ 0

=V|; Sina(P— 0sina) I a

Da nun der Zähler dieses Bruches constant ist, so wird £ am

kleinsten, wenn der Nenner, oder der Factor P Sin« — Q Sin? « am

gröfst ist; setzt man daher
x —PsSina— OSin?a,

so ist nach der Regel:

dz
er PCosa—20Sin«Cosa= 0 und daraus
5

MER: ie
Cosa—0 als die eine, und Sin « as als die zweite Wurzel.

Der zweite Differenzialquolient
d’z
a =PSina— 20 C— Sin? «+ Cos? a)
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ist für den erstern Werth, nämlich für Cos«— 0, wofür «= 90° und

Sina=1 ist, sofort =20—P, dagegen für den zweiten Werih,

BAT9)
20 :

Da nun, wenn a möglich seyn soll, P<20 seyn muls, so ist

für den letztern Werth, d. i. für P<20, wofür a<90° ist, dieser

zweite Differenzialquotient negativ, folglich dafür x ein Maximum.

Für P—20 dagegen, wofür «= 90°, also Cosa = 0 ist, wird

dieser zweite Quotient und damit auch der dritte Differenzialquotient

=(0sı(—P+3830Sin.), Null und endlich der vierte Differenzial-

quolient = P Sina -+ 80 (Cos*« — Sin?«) dafür negativ, so, dafs

auch für diesen Werth x ein Maximum oder £ ein Minimum wird, d.h.

P
d. i. für Sina — wie leicht zu sehen —

i : R i P#, .
die Zeit £ wird am kleinsten, wenn Sina —= 36 ist, esmag dabei P—

oder <20 seyn

Ohne Anwendung der Differenzialrechnung gelangt man zu dem-

selben Resultate auch auffolgende Art.

Setzt man nämlich den gesuchten gröfsten Werth des obigen Nen-

ners z,d.i. PSina— OSin?«—=A, so folgt daraus

P+v(P®—
Sina—— y« Air

20
soll nun « möglich seyn, so kann A höchstens so grols werden, dafs

ß Linie
P?—-440=0,(d.i A= 1 wird, was sofort

y A
Sina = 26 a AN

wie zuvorgibt.

Um aber den kleinsten Werth von £ aus der Gleichung (1) zu

erhalten , darf man nur für Sin «a diesen gefundenen Werth = selzen ;

dadurch erhält man:

8h0(P I-V[ee oe. 2.20)

Ist aulserdem noch P—=20, also «= 90°, so wird dafür der kleinste

61Werth: FeVe)

Zusatz. Ist © jener Winkel der schiefen Ebene, bei welchem

unter Beibehaltung derselben Höhe %, P mil O im Gleichgewichte steht,

 

P ’also P=OSiny oder 20 Sin ist; so hat man, wenn a jenen
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Winkel der schiefen Ebene bedeutet, für welchen die Hubzeit £ ein Mi-

nimum wird, zufolge der vorigen Bedingungsgleichung (y),
Sina =+ Sino.

Ist z.B. inFig.48 AB=L und AB= 1, so ist, wegen BC=h

sofort A=1Sinp=LSin«, folglich nach der vorigen Bedingungs-
h h

gleichung 5 3 z RAZER

Anmerkung. Ohne Rücksicht auf die Bedingungen des Maximum und

Minimum, also ohne Beziehung des Winkels « auf die Grölsen ? und 0,

folgt aus (1) für « = 90° sofort:

2A(P+0)

DIR 0)

wobei offenbar weder ein Maximum noch ein Minimum möglich ist, weil

sich, wenn ? ohne Ende zunimmt, die Zeit # ohne Ende dem Werthe

2h
(für den freien Fall von ?) vona und wenn ? sich ohne Ende

dem Werthe von O0 nähert, die Zeit Z fortwährend zunimmt und zuletzt

unendlich grols wird.

Ist jedoch der Winkel « nicht im voraus gegeben, sondern ist es frei
gelassen den Körper O über eine schiefe Ebene oder vertical zu heben und

frägt man nur, wie diefs in der kürzesten Zeit geschehen könne; so geben

die obigen Relationen hierauf die Antwort und zwar sagen sie aus, dals

wenn P<20 ist, diese Bedingung nur bei jener schiefen Ebene möglich

wird, für welche Sina= - ist, wofür dann die nöthige Zeit in (2)

gegeben, dals diese Bedingung jedoch, wenn ?=2 ist, nur durch das

verlicale Heben, also durch gar keine schiefe Ebene zu erreichen sey, in

welchem Falle diese kürzeste Zeit durch die Gleichung (3) bestimmt ist,

und dafs endlich wenn ?>2 0, diese Bedingung weder durch eine schiefe

Ebene, noch durch das verticale Heben zu erreichen sey.

43. Aufgabe.

Ein Körper fälll von einer so bedeutenden Höhe herab, dafs man

dabei die Anziehungskraft der Erde nicht mehr (wie diefs in gewöhnli-
chen Fällen annähernd geschieht) als constant ansehen kann, sondern
diese nach dem Gesetze in Rechnunggebracht werden muls, nach wel-
chem diese Kraft genau so abnimmt wie das Quadrat der Entfernung
vomMittelpunct der Erde zunimmt; es soll die Geschwindigkeit bestimmt
werden, welche der fallende Körper erlangt hat, nachdem er durch eine
gewisse Höhe gefallen ist.
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Auflösung.

Ist A (Fig. 49) der Punct, von wo aus der Körper fällt, € der
Mittelpunct der Erde, also AC eine lothrechte Linie, welche die Ober-
fläche der Erde im Puncte B schneidet und P jener Punct der Geraden

AC, in welchem sich der fallende Körper am Ende der Zeit £ befindet;

so sey der Halbmesser der Erde CB=r, dieHöhe BA—=h, dasStück

AP= x und die Distanz CP=x, ferner sey, wie immer, g die be-

schleunigende Kraft der Schwere an der Oberfläche der Erde, dagegen

$ ihre Intensität im Puncte P, d.h. in der Entfernung CP. Diefs voraus-

gesetzt, hat man zuerst nach dem ausgesprochenen Gesetze:

GETR

und daraus =nd ei)

Nun ist aber » während der unendlich kleinen Zeit di als constant

anzusehen, so, dafs während dieser Zeit die Bewegung gleichförmig

beschleunigt ist, folglich hat man nach den bekannten Relationen, wenn

v die Geschwindigkeit bezeichnet, die der fallende Körper im Puncte P,

d. i. am Ende der Zeit £ besitzt:
2 2

dv—=y de =de oder auch ob—’, ode,

d
oder wegen vod&—=dxr, auch vd—gr?= und wegen s=r+h—

3

de

arh— 2)?’
aus welcher Gleichung durch Integration ganz einfach

vo’ 1it all, „IR
Yurzuchait Pier E

endlich: vd=gr?

folgt.

Da nun für =0 auch v—=0 ist, so erhält die unbestimmte
„2

Const =— g!stante den Werth € Eh und damit ist

1 1 )
ABEL „2 urEi gi. ne

A (er r+A
E 29T

Ader en|

Für= AB=nlolgt daraus für die erlangte Geschwindigkeit

VeVar
X

Zusatz. Diese Geschwindigkeit ist also, des Faclorsve
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wegen, kleiner, als wenn die Schwerkraft durch die ganze Höhe A

constant geblieben wäre. Ist die Fallhöhe % so unbedeutend, dafs man

h gegen r auslassen kann, so geht die vorige Formel (2) in die ge-

wöhnliche von v=\/2gh über, welcher die Voraussetzung zum

Grundeliegt, dafs die Schwerkraft durch diese geringe Fallhöhe % als

eine constant wirkende Kraft angesehen werden könne.

44. Aufgabe.

Es soll für die vorhergehende Aufgabe die Fallzeit bestimmt

werden.

Auflösung.

Setzt man wieder wie vorhin OB (Fig. 49) =r, AP—=x, da-

gegen CA=a, so ist nach der vorigen Relation (m) die Intensität der

Schwerkraft im Puncte P:
gr’

(a - 2)’
dv

folglich da nach Relat. (1) in Nr. 55, s=n und nach Relat. (2)

 =

2

derselben Nr. auch - ist, sofort

araıah ger

de? a-—n”

Multiplieirt man diese Gleichung mit 2 da, so erhält man:
2de.d’z 2gr’de i d.(dz’) 72 de

di? (-9)0573 wa TH (a—z)’
oder da di constantist, auch:

(a)
und daraus durch Integration, und da auch ©ih

On
Zurneder Constanten C hat man, da für z—=0 auch

   

 
 

v=0 wird, (=ei C, folglich C—= — en und damit

N 2( Bäns
ey _Taagt a .)=" 2,

Diese Gleichung gibt : d=-V ade
29 Vlaz—zAy" >

und daraus folgt durch een:



u

bu (a— z)dr

Vare

a
oder wegen a— x == 2243- auch

dr 5 de)ia
aWarrenStln ee

Nun ist ganz einfach [man darf nur ar — x?—=x selzen und

auf die bekannte Weise (Comp. $. 790) verfahren]

er ?) dz

1; — (aa — x?) und (Comp. $. 778)
V(a2- 2°)

a

Br 27—-u a a 22
— S are sin ( )=$ are cos ( )

Vlıaz =’) 2 a a a

folglich, wenn man diese Werthe substituirt und gehörig redueirl:

Vz |ves-3+3 arc Cos =))a
wozu gas Baldet| kommt, weil für 2—0 auch £= ist.

  

Zusatz 1. Durch Vergleichung der obigen Differenzialgleıchung

(ß) mit jener () in der 21. Aufgabe ersieht man, dafs, wenn man über

CD eine halbe Cycloide construirt, deren Scheitel in A und Ursprung

in D liegt, wobei CD auf AC perpendıkulär ist, und durch den Punct

 

2

P die Ordinate MP gezogen wird, sofor MP—=t v“ ist, 50,

dafs also die Ordinate MP dieser Cycloide die Zeit angibt, welche der

Körper braucht, um durch die entsprechende Abscisse AP zu fallen,

und umgekehrt.

Zusatz 2. Fürz—=AB=h lolgt aus der Gleichung (1) für

die Fallzeit durch die Höhe A, wenn man zugleich auch für a seinen

Werth ah selzt:

r—h
arc Co8. [= ] (2)

(=! v— [v4

Ist 2Fallhöhe % sehr klein gegen den Erdhalbmesser r, so kann

rnz‚vVrh= War und are CosGr —

! h
ue-()Test)=aresin(2\/

1.3.X°
oder wegen areSinX —Nr ABERerFria +... wenn man
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god V: setzt und in der Reihe alle höhern Potenzen dieses kleinen

h h
Bruches ausläfst, also are sin ( 2 v:4—aVG setzt, sofort

varEn(a)=;VE 2.Bo

folglich = V:=.ee Ueeı_ a"a»)

setzen , welche Formelns matar für die,Fallzeit durch die Höhe A

übereinstimmt, wenn dabei die Schwere als eine constante Kraft

angesehen wird, indem aus dieser Relation (3) jene a—=4g t? folgt.

Zusatz 3. Die in diesen beiden letzten Aufgaben entwickelten

Formeln gelten nur in so lange, als der Körper oder materielle Punct

nicht in das Innere der Erde eindringt, weil dann ein anderes An-

ziehungsgesetz eintritt und die Schwerkraft (40. Aufgabe, Anmerk.)

nur mehr der ersten Polenz der Entfernung des materiellen Punctes vom

Mittelpunct der Erde, und zwar direct proportionalist.

Nimmt man nun für diesen leiztern Fall an, dafs der Körper von

dem Puncte B (Fig. 49) der Erdoberfläche mit der Anfangsgeschwin-

digkeit Null zu fallen anfängt, und dafs man, wenn der Körper durch

die Höhe BP’ gefallen ist, den Abstand des Puncies P’ in enigegenge-

setzter Richtung, nämlich von € gegen A zählt und COP’—= x setzt; so

hat man, wenn wieder $ die Intensität der Schwerkraft im Puncie P’

und g jene in B ist, nach diesem Gesetze:

 

9:9=x:r also 9—,b

2

und daher (Nr. 55) auch = —_—[,,
r

weil £ zunimmt, wenn & aainmk, Be wenn man wieder mit 2 dx

multiplieirt : =uZ'gdpliei (© kp}

Diese Gleichung integrirt, He
de EEE de
Et Neeie Be u(5 =( wi v” (wegen dp =)

oder da für =r die Geschwindigkeit v—=0 seyn soll, wodurch die
Constanle C=grwird, and;

(4rgl7„er ©).

Ausdieser Gleichung folgt nö,

-VEe-»] ©
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und dann d=— V: iESE
oder wenn manintegrirt:

7 ED
— is C orgct WE arc Cos = (5)

wozu keine Constante kommt, weil für 2=r, t=0 ist,

Wird diese Gleichung (aus z—arc Cos y folgtnämlich y= Cos x)

nach & aufgelöst, so erhält man:

T g 9
=Cost V: oder e=rCost. (6)

die Gleichung (1) zeigt, dafs v am gröfsten für x— 0 wird, und zwar

ist dafür v=vrg;

ferner , dals fir e=—r, v—=0, d.h. die Geschwindigkeit im untern

Endpunct B’ des Durchmessers eben so grofs als im Anfangspunct B

desselben ist. Da sich der Körper oder materielle Punct von B’ aus

wieder eben so gegen B hinbewegt, als von B gegen B’, so wird er

in ganz gleiche ohne Ende fortdauernde Schwingungen zwischen den

Endpuncten des Durchmessers BB’ versetzt. Da endlich die Geschwin-

digkeit v von der zweiten Potenz von z abhängt, so wird diese für

a und —a, d.i. für zwei Positionen, welche vom Mittelpunet €

gleich weit abstehen, wie z. B. in den Punclen P’ und P‘’ (wenn CP=

CP‘) gleich grols.
Die Gleichung (5) zeigt, dafs der Körper oder materielle Punct,

um von der Oberfläche der Erde B bis zum Mittelpunct € zu fallen,

die Zeit IV7» folglich, um eine der genannten Oscillationen

von B bis B’ zu vollenden, die Zeit T=2!= :V7 braucht, welche

(Nr. 59) mit derSchwingungszeit des einfachenKreispendels von

der Länge r zusammenfällt. Für zwei Epochen, welche von diesem

Zeilmomente (in welchem der ıaterielle Punct im Mittelpunet € is!)

gleich weit entfernt sind, sind auch die Längenentfernungen vom Mittel-

punctie gleich grofs.

Anmerkung. Auch diese Formeln gehen in jene für die gleichförmig be-

schleunigte Bewegung über, wenn man den Fallraum A=r — x als sehr

klein gegen den Abstand €?’ vom Mittelpuncte, also die Anziehungskraft

nahezu als constant ansieht. Denn da unter dieser Voraussetzung aus (4),

wegen ?— 2’=(r+2)r -—z)=harH+E wdr=er—h=r ge

setzt werden kann:

{I
DZ V (2.2.27) =v200;

ferner folgt aus (6), wenn man den Cosinus in die bekannte Reihe auflöst,



gt Pe ] ge
er15+ Dauer" nen

wenn man nämlich die folgenden Glieder, mit Potenzen von 7 im Nenner

als verschwindend auslälst, daher ist

h=r—c.=igt.

45. Aufgabe.

Es befinde sich in einer verticalen Ebene die Cycloide BAC

(Fig. 50) deren Basis BC horizontal liegt und Scheitel A den tiefsten

Punct bildet; dies vorausgesetzt, soll die Zeit für das Herabgehen eines

schweren Punctes in dieser Curve bestimmt werden, wenn die Bewe-
gung ohne Reibung Statt findet.

Auflösung.

Beginnt der schwere Punct seine Bewegung im Puncte L der

Cycloide, so ziehe man durch diesen Punct die Horizontale Z L’, welche

die verlicale Achse AD im Puncte A’ schneidet, und setze für irgend

einen unterhalb Z liegenden Punct M der Curve, AP= x und Bog.
AM=—s, ferner AA’— h und den Durchmesser des Erzeugungskreises
AD=NT=2r; so ist die Geschwindigkeit, welche der schwere
Punct in M erlangt:

=V[29 (RA— 2)], woraus

d—=———" _,,, (a)
v29.v(h—a)

folgt. Ist aber MT die Tangente und MN die Normale im Puncte M
der Cycloide, ferner in dein Elementardreieck Mmn, Mm=ds und

mn— dır , so ist (aus den beiden ähnlichen Dreiecken Mn m und MTO)

Mm:mn = MT:TO oder ds:de= VY2rz:x (wegen MT—

TO><TN) folglich d=7? und wenn man diesen Werth in

der vorigen Relation (a) substiluirt und berücksichtigt, dafs de und ds
verschiedene Zeichen erhalten müssen (indem & abnimmt, wenn £ zu-
nimmt) , auch:

N dz
d=—V -.——_

vVv(hz— 2°)
oder wenn man von 2—=h bis 2= 0 integrirt und gleich die Grenzen

h

umkehrt: VAWerne
Dr wa
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und da das allgemeine Integral ten ee(7) ist,
vihzs— 2) h

ROOT?— V; [arc Sin 1 — arc Sin — 1] = V; 2arcSinl,d.i.

b=—x 70 (1)

als Fallzeit in der krummen Linie LMA durch den Bogen LM. Da

aber diese Zeit von der Höhe AA’—=h ganz unabhängig ist, so

folgt, dafs, wenn mehrereschwere Puncte von verschie-

denen Puncten der Cycloide gleichzeitig ausgehen,

diese sämmtlich in derselben Zeit im tiefsten Puncte

Ader Curveanlangen. Aus diesem Grunde heifst die Cycloide auch

Tautochrone, oder Curve gleicher Schwingungsdauer.

Zusatz. Da der schwere Punct dieselbe Zeit zum Steigen durch

den Bogen AL’, wie zum Fallen durch jenen ZA braucht, so ist die

für eine Oscillation von Z bis L’ nölhige Zeit T=21!—=2r V;
g

und zwar bleibt diese Zeit genau dieselbe, wenn die Oscillationen anstatt

von L aus, von irgend einem andern Puncte M derCurve aus beginnen

und daher nicht LAL’, sondern überhaupt MAM’ der Schwingungs-

bogenist.

Für einen kleinen Bogen AMfällt die Cycloide mit dem enispre-

chenden Bogen des Krümmungskreises für den Scheitel A zusammen,

und da dessen Halbmesser für diesen Scheitelpunet = 4r [gleich der

doppelten Normale (Comp. $. 728)] ist, so hal man, wenn dieser Halb-

messer — / geselzt wird,
1

1 Ber V-
g

als Schwingungszeit im Kreispendel, lür kleine Schwingungsbögen

(vergl. Nr. #9).

Anmerkung. Beim Herabsinken eines schweren Punctes durch einen

ı
kleinen Kreisbogen M7 vom Halbmesser/, ist = 4V z , dagegen

1

durch die entsprechende Sehne HT (8.148) !=2 V; also ist

re
PiBlm : = 785: 1.

46. Aufgabe.

Die Linie des schnellsten Falles zu finden.
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Auflösung.

Es seyen M, M/, M’ (Fig. 51) drei unendlich nahe liegende Puncte

der gesuchten Curve, so wie die lothrechten Abstände der Puncte M

und M’ von der durch jenen Punct gezogenen horizontalen Abscissen-

achse AX, von welchem der schwere Punct seine Bewegung ohne Ge-

schwindigkeit beginnt, PM—=y und PM=y'; so ist die Zeit des

Herabsinkens von M nach M”(Relat. a der vorigen Aufgabe):

ar, Mae
Zn Vor

Ist aber, wie verlangt wird, diese Zeit * ein Minimum für alle
Wege, welche das Bewegliche, um von M nach M“ abwärts zu kom-
men, einschlagen kann; so darf die durch eine Verschiebung des Punctes
M’ in horizontaler Richtung, z. B. von M‘ nach R, wobei M/R gegen
die Längen MM’ und M’M“ unendlich klein ist, unter Weges zuge-
brachte Zeit nur eine Änderungerleiden, welche hinsichtlich der vorigen
Zeit in (m) unendlich klein ist. Nun ist die Zeit für den Weg MRM'

Bi MR RM”

BIETURTTT
wobeider Fehler, welchen man begeht, unendlich abnimmt, wenn sich
R dem Puncte M‘ ohne Ende nähert. Es mufs also, da £von £ nur
um unendlich wenig verschieden seyn soll,

Mr ICE ce Du RM"

van Ton Tao t Tor

U

sehr nahe u  

   

oder

MM MR = RM’ — MM"

VE
   

Statt finden.

Zieht man RN perpendikulär auf MM’ und M’N’ perpendikulär
auf M’R, so läfst sich für MR die Projection MN (welche bekanntlich
nur um unendlich wenig von der Linie selbst abweicht) und statt MM“
die Projection MN’ setzen; dadurch wird im ersten Theil der vorigen
Gleichung der Zähler MW’ — MR—=M'N—= M’RCos. SM’N, und im
zweiten Theil RM’ — MM’= RN —=RM' CosSRM’—= RM x
Cs. S'M‘M”, so, dafs also diese Gleichung übergeht in

i cos. SHN Cos. SSM’M"

Ze
Setzt man nun, da MM’, MM“ zwei aufeinander folgende Ele-

mente der Curve und MO, M’0ihre Horizontalprojectionen (auf die
Achseder «) sind, MM’— ds, M/M’— ds‘, MO —= de und MO'—dr/;

Burg’s Mechanik, Suppl. 29
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so erhält man C0s.S M'N= MR u 2 Cos. S’M’M'’— ori ErMM ds’ wu de
und daher, wenn man diese Werthe in der vorigen Gleichung substituirt:

dag, de a

de’ vu de 'vy
Diese Gleichung sagt aber aus, dafs in jedem Punete der gesuch-

ten Curve der Ausdruck 47
dsvV
 7 constant ist, eine Eigenschaft, welche

bekanntlich der Cycloide oder gemeinen Radlinie zukömmt *).
Die gemeine Cycloide wird daher dieser Eigenschaft wegen auch

Brachystochrone oder Curve des schnellsten Falles genannt.
(Eigentlich gehört dieses, zuerst von Johann Bernoulli im J. 1696 auf-
geworfene Problem, in das Gebiet der Varialionsreehnung, m. s. Lehrb.
Bd.III. S. 585.)

447. Aufgabe.

Das Moment der Trägheit eines homogenen Ellipsoides in
Beziehung auf eine der Hauptachsen zu bestimmen.

Auflösung.

Die Gleichung des in Fig. 52 dargestellten Ellipsoides, in welchem
die Hauptachsen AA— 2a, BB— 20 und CO —2c sind, und wobei
die rechtwinkeligen Achsen der &,y,x mit diesen Achsen der Figur
zusammenfallen , ist (Lehrb.III. S. 439:

rc: y°’ 2?

Fl
folglich, wenn man das Moment der Trägheit zuerst in Beziehung auf

 

*) Ist nämlich @ der Halbmesser des Erzeugungskreises der Cycloide, so ist

 

 

(Comp.$.726, 11. S. 219) bei dieser Bezeichnung dx —ne und

dy dz 1 ydyds= Va.a daher Een = u7y* vaay

-

9)

v@a—y) 1
- = Jagd also constant.

Oder es ist in Fig. 50, wenn man für irgend einen Punet M der Cy-
ecloide BN= 2, NO=y und Bog. BM=s setzt, YHn:Mm=N0:MN

oder wegen HN=V(2r.NO)= Y2ry, auch de ds=y:VY2ry=
de 1

: Ir ‚on, s i ‚je ee lee.vVYy:V2r, woraus sofort wieder I Var !0i8
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die Achse der x (als Umdrehungsachse) sucht, die durch den Punct m
gehende zur Achse der % parallele Ordinate

2 2

mn—x—cV (\ u a = 5) oder die Doppelordinate

en? 5%)nn—=2c\/ (\ ze)

Das Volumen eines Prisma von der Grundfläche de dy (Fig. 52%)
und dieser Höhe nn’ ist daher, wenn man das Volumen des ganzen
Ellipsoides mit V bezeichnet;

V—2cdedy vd -—%)

da ferner dieses Prisma (als materielle gerade Linie, welche mit der
Achse der x parallel ist) von der Umdrehungsachse den Abstand Om—
Ve? y®) hat, so ist dessen Moment der Trägheit, wenn man das
Volumen gleich für die Masse gelten läfst und das Moment der Trägheit
des Ellipsoides mit „ bezeichnet:

du —(2? + y2dy,
oder, wenn mansubstiluirt:

"2(fa+DyV(1-55) di
€’ Y 2 €” Yy°’

= 2offardeay(1-5—)+2f dady/(1-— y

—=A-+B.
Da nun z und y von einander unabhängig sind, so hat man für

das erstere Integral A, wenn man zuerst nach y integrirt, dabei also x
als constant ansieht, für das allgemeine Integral (Comp. $. 801,2):

= 2er DW... 2
ICaeureera rn =) =

F day
arc.Sin| -— s

: 5 v(@—- 2)/’
da jedoch dieses Integrale zwischen den Grenzen von y=PM bis

=PM (Fig. 52%) d.i. ” -5) ;y (Fig. 5 dl von y +3V(1 za) bis

„=—Y (1 ze genommen werden mufs, so geht dasselbe,

wenn man gehörig substituirt und redueirt, über in
(Gi oa refı «? Dr (i ec?r Be RED ig
4 2 AN a)" u a)

Mit diesem Werthe wird nun

BO. Ca
a=2e| ze (1

 

29*



452

und zwar mufs dieses Integrale von e—=— a bis r—=-.a (d i. von

OA bis 0A) Bene en Diefs gibt ganz einfach

A=ber|[ +25:(£ N &) J=#arder
oder da das Volumen des Ellipsoides V=#rabe ist, auch

A=—1Va*, und da man hier das Volumen statt der Masse genommen

hat, endich A—=*2Ma*, wenn man nämlich die homogene Masse des

Ellipsoides durch M bezeichnet.

Das zweite Integrale B des obigen Ausdruckes u erhält man

offenbar aus jenem A ganz einfach, wenn man darin z und y, dann

gleichzeitig «a und d mit einander verwechselt; dadurch wird

B=1M6?* und daher ist das gesuchte Moment der Trägheit des Ellip-

soides in Beziehung auf die Achse der x:

p=1M(a? +09.

Eben so erhält man Din blofses Vertauschen der Buchstaben)

dieses Moment der Trägheit in Beziehung auf die Achsen der & und y,

respective: wW—=#M(a?+cH und 1„"—=4M(b?’+ ce”).

Zusatz. Füra=db=c erhält man als Moment der Trägheit

der Kugel vom Halbmesser @, welche sich um einen Durchmesser

als Achse dreht:

pluaz

wie es seyn soll (Nr. 78).

Selzi man die Dichte der Kugel —, so ist auch:

R= F- röa°

48. Aufgabe.

Die Bedingungsgleichung für das Gleichgewicht eines um eine

Achse rolirenden Körpers zu finden.

Auflösung.

Die in Nr. 24, Anmerk. 2 aufgestellten allgemeinen Gleichungen

für das Gleichgewicht eines freien Systemes von fest miteinander ver-

bundenen Puncten, gehen, wenn das System aus irgend einem festen

Körper gebildet wird, über in die folgenden:

[z ae DR. 20for dim—(X dm, Saar, fr dim—[Z dm

SFran=(ev—ym dm
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IEIm=|[@X— 22) im

Ptdim—((y2— x Yydm

Nimmt man nun die Rotationsachse des betreffenden Körpers zu

einer der 3 rechtwinkeligen Coordinatenachsen, z. B. zur Achse der x,

so genügt (man vergl. die Anmerk. in Nr. ®4) die einzige Gleichung:

enesun
und zwar ist dieses die alleemeine Gleichung der Bewegung
eines Körpers um die Achse der 2.

Ist ferner, wenn man eine ungleichförmige Rotationsbewe-
gung voraussetzt, ww die Winkelgeschwindigkeit am Ende der Zeit £

und die Länge des aus dem Elemente des Körpers dzn auf die Rotations-
achse x gefällten Perpendikels; so ist=rw die absolute Geschwin-
digkeit des Elementes d»n am Ende der Zeit r; zerlegt man diese in zwei

aufeinander senkrechte Seitengeschwindigkeiten »' und vo“ nach AX und

AY (Fig. 53), so erhäll man, wenn m die Projection des Elementes

dm auf die Ebene der &y ist und durch diesen Punct die Gerade Am

und darauf in derselben Ebene NN’ perpendikulär gezogen wird, welche

die Achsen AX und AY unter den Winkeln « und 8 (Fig. 53%) schnei-
den mag, sofort, weil die Rotationsgeschwindigkeit » mit NN
parallel ist:

mn An
vV—=v(losa—v.— und v/=vCosß—=v. —

Am Am

oder wegnv=rw, Am—r, An—= x und mn =— y auch:

v— — yvundv'’—=rw.

dz d
Da nun aber auch " — a, und v’— „ ist, so erhält man durch

Gleichsetzung dieser Werthe:

do: dy 2 22Trund noch aufserdem #?+ y?—=r?,

Wird die erste dieser Gleichungen mit y, die zweite mit z mul-
tiplieirt und a subtrahirt , so entsteht

=2—=u@+ yY=rtw oder zdy— yde = r?w dt.

Areine differenziirt gibt, da .z, y, ww Functionen von 5,
dagegen r und di constant sind, wenn man abkürzt:

x d’y — yd?r—=r?dwdt.
Da nun dıo für ‚alle Elemente dm des Körpers denselben Werth

behält, also bei der Integration nach dm constant ist, so hat man:
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z2d’y - yd’z 1Enfreu
so, dafs also die obige Gleichung (a) in die folgende

= r?dm—|(eY—yX)dm (3)

übergeht. Da aber ferner das Integrale from nichts anderes als das

Moment der Trägheit des Körpers in Beziehung auf die angenom-

mene Rotalionsachse ist, so erhält man endlich, wenn dieses Moment

mit M bezeichnet wird:
1Pr —[(zY—yX)dm (i)

woraus sich sofort do für irgend eine Position des Körpers bestimmen

läfst.

49. Aufgabe.

Die Bedingungen anzugeben, unter welchen ein auf einer schiefen

Ebene AB (Fig. 54) liegendes geradesPrisma, dessen Längenkan-

ten auf der verticalen Ebene ABC perpendikulär stehen, durch den

blofsen Einflufs der Schwere, eher um eine dieser Kanten umstürzt,

als über die schiefe Ebene herabgleilet.

Auflösung.

Es sey O der Schwerpunct des Prisma, also auch des Querschnit-

tes ab desselben, welcher aus einem verticalen, durch diesen Punct O

geführten Schnitt entsteht, O das Gewicht des Prisma, « der Neigungs-

winkel der schiefen Ebene AB, OD perpendikulär auf AB, und wenn

O mit dem Puncte E, um welchen das Umstürzen möglich ist (d. h.

durch welchendie betreffende Kante geht), verbunden wird, W. DOE=i,

und endlich „ der betreffende Reibungscoeffizient; so entstehen, wie be-

kannt, aus dem Gewichte Q zwei durch den Schwerpunct 0 wirksame

Kräfte P= 0 Sin« und P’=0_0Cosa, wovon die erstere mit AB

parallel und die letztere darauf senkrecht ist. Da man nun den Betrag

der Reibung „P’ als eine durch den Schwerpunct O wirksame, der

Kraft P gerade entgegengesetzte Kraft ansehen kann (Nr. & R, Anm.2, 8.),

so folgt, dafs das Prisma, wenn es nicht umslürzt, eine gleitende

Bewegungüber die schiefe Ebene anfängt, sobald P>yP’ d. i.

OSina>n0Cosa oder

tange >... (DD ish



455

Damit jedoch ein Umstürzen um den Punct E (im Querschnitt
ab) oder eine drehende Bewegung des Prisma um diesen Punct ein-
treie, muls, auf den Punet E bezogen, das stat. Moment der Krafi p
gröfser als jenes der Kraft P‘, d.i P.OD>P‘.DE, nämlich

r D0D.QSin«>DE.OCosa, oder tang «> Fr ‚ und wegen
DE
zu = tangi, endlich

tanga>lanyi.. (2)
d.i. a>i seyn.

Ist also der Reibungscoeffizient ,ı so klein, dafs ı <tang a, (nach 1)
und doch noch fang a <tang i (nämlich die Bedingung 2 nicht erfüllt),
also auch »<tang: ist; so wird der Körper eher gleitend über die
schiefe Ebene fortrücken , als zum Umstürzen kommen.

Ist dagegen der Winkel z sehr klein, wie z. B. bei einem Cylinder,
einer Kugel u. s. w. (wobei, wenn die Berührung zwischen absolut
harten und glatten Flächen , also nur in einem geometrischen Puncte D
Statt fände, sogar i—0 wäre), so kommt der Körper schon bei dem
geringsten Neigungswinkel « der schiefen Ebene in eine wälzende
Bewegung.

Nimmt der Winkel i zu, so kann der Körper nur gleitend über
die schiefe Ebene herabgehen, so lange fang « zwischen der kleinern
Grenze „ und der grölsern tang:i liegt; so wie aber «>i wird, so
stürzt der Körper auch bei diesem grölsern Werth von z um.
Anmerkung. Nimmt man an, dals die Berührung einer Kugel mit einer

Ebene wirklich nur in einer unendlich kleinen Fläche Statt findet, d..h.
selzt man voraus, dafs die Kugel und Ebene vollkommen hart und glatt
sind, ohne jedoch dabei eine gleitende Reibung auszuschlielsen, so ist der
Widerstand der wälzenden oder rollenden Reibung auf einer horizon-
talen Ebene gleich Null und eine horizontale ‚ durch den Schwerpunet
oder Mittelpunct der homogenen Kugel wirkende Kraft, setzt die Kugel in
eine wälzende Bewegung, bei welcher sehr bald die Geschwindigkeit des
berührenden Punetes = 0 und die Bewegung, je nachdem die Kraft eine
momentane oder constante ist, gleichförmig oder gleiehförmig beschleunigt
wird, d.h. die drehende Bewegung des untersten Punctes nach rückwärts
(im gröfsten Kreisbogen) genau dieselbe Geschwindigkeit, wie der Mittel-
punet nach horizontaler Richtung vorwärts besitzt, eine Bewegung, welche
Euter die vollkommene Wälzung nennt, um sie von der gemisch-
ten Wälzungsbewegung zu unterscheiden, welche dann Statt findet,
wenn bei der Wälzung zugleich auch ein Gleiten eintritt und der unterste
Punet nicht die) Geschwindigkeit Null besitzt, also der Wälzungsbogen
grölser oder kleiner als der vom Mittelpunet zurückgelegte Weg ist.
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Wird die Kugel auf eine sehiefe Ebene gelegt, so fängt (durch das

Gewicht der Kugel) sogleich die Wälzung an und Zwier war Anfangs der

Meinung, dals dabei die fortschreitende Bewegung ste‘s grölser als die

wälzende seyn müsse und die vollkommene Wälzung (wobei sich der
jedesmalige Berührungspunet eben so schnell im Bogen rückwärts bewegt,

als der Mittelpunct fortschreitet) hier niemals Statt finde. Dem wurde

jedoch von Dan. Bernoulli und durch die Experimente von Ärafft wider-

sprochen, so. dals Zwler diese Meinung dahin abänderte, dafs die be-

schleunigende Kraft, welche die Kugel über die schiefe Ebene herabtreibt,

allerdings das Bestreben habe, dem jedesmaligen Berührungspunctstatt der

Geschwindigkeit Null (wie sie bei vollkommener Wälzung Statt hat) eine

grölsere fortrückende Bewegung zu ertheilen, dafs diese jedoch bei nicht

zu grolser Neigung der schiefen Ebene, stets durch die Reibung, welche

das Fortgleiten aufhält, unterdrückt wird. Bei einem grölseren Neigungs-

winkel, bei welchen: die gleitende Reibung nicht mehr hinreicht um

das Fortrücken gänzlich zu hemmen, entstehe dann eine gemischte
Wälzungsbewegung, bei welcher der Wälzungsbogen kleiner als der vom

Mittelpunct zurückgelegte Weg ist. Bei einem Neigungswinkel von « = 90°

hört endlich die Wälzung gänzlich auf und es findet nur eine fortschrei-

tende Bewegung Statt.

50. Aufgabe.

Es wird einer, auf einer horizontalen Ebene liegenden homogenen

Kugel, eine rotirende Bewegung um einen horizontalen Durchmesser,

und gleichzeitig auch ihrem Mittelpuncte eine fortschreitende Be-

wegung in horizontaler, auf diesem Durchmesser perpendikulären Rich-

tung mitgetheilt; es sollen die Gesetze dieser zusammengeselzten Be-

wegung bestimmt werden, wenn dabei auch auf die Reibung Rücksicht

genommen wird.

Auflösung.

I. Stellt die Figur (Fig. 55) einen Schnitt der Kugel und der

horizontalen Ebene mit einer auf der Rotationsachse perpendikulären

(also verticalen) Ebene vor, so bewegtsich der Mittelpunet der Kugel €

auf der Geraden AB, welche durch € mit der Geraden DE (als Durch-

schnitt dieser verticalen mit der horizontalen Ebene) parallel läuft.

Es sey in einem Augenblicke, nämlich am Ende der Zeit £, in

welchem die Berührung der Kugel mit der horizontalen Ebene im Puncte

M Statt findet, der Abstand des Mittelpunctes € von einem festen Puncte A
der Geraden AB, nämlich AC—=r, also die Geschwindigkeit des

? i dr :
Punctes € nach CB in diesem Zeitmomente r= 7 ' ferner sey in
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demselben Augenblicke « die Winkelgeschwindigkeit der Kugel um ihre
Rotationsachse , welche als positiv oder negativ angesehen werden soll,

je nachdem die Rotation in der durch den Pfeil angedeuteten,, oder in

entgegengesetzter Richtung Statt findet, endlich sey für denselben Zeitmo-

ment u die absolute Geschwindigkeit des Punctes M und CM—=r der

Halbmesser der Kugel; so hat man zuerst:

u-r+ru=@4+rw Rn (m)

Je nachdem nun dieser Ausdruck positiv oder negativ ausfällt,
bewegtsich der Punct M gegen E oder D, und dabeiist die in diesem
Puncte nach entgegengesetzler Richtung von w Statt findende Reibung
beziehungsweise nach D oder E gerichtet. Ist u—=0, also der jedes-
malige Berührungspuncet M in der Ruhe, so rollt die Kugel ohne zu
gleiten (vollkommene Wälzung) und die dabei entstehende Reibung
ist die der zweiten Art, nämlich die sogenannte rollende oder wälzende.

 

U. Diefs vorausgeseizt, sey Q das Gewicht und M die Masse
der Kugel, ı der Reibungscoeffizient, also ı O der Betrag der Reibung
in der Richtung ME oder MD, ferner g die Beschleunigung der Schwere,

daher (Nr. 54, Anmerk. 3) Mes die Masse der Kugel und M*?ihr

Momentder Trägheit (in der allgemeinen Form , welche für alle Körper
von der Masse Mgilt, Nr. 6%) in Beziehung auf ihre Rotationsachse,
Nimmt man nun an, dafs « posiliv, also die Reibung j O gegen MD
gerichtet sey, so sind die Gleichungen für die fortschreitende und

rotirende Bewegung beziehungsweise (Nr. 36) M G =—ı0

oder wgen 2 —=g (und weil man sich die Masse der Kugel in ihrem

Mittelpunct vereinigt, und die Kraft durch diesen Punct parallel mit ihrer
Richtung wirkend denken kann)

d’z
BE. CH

und (da man sich bei dieser Rotation die Rotationsachse als fest denken
kann) vorige Aufgabe, Relat. (1), wegen Y=0, y=-—r,

x=—u, » m—=M und W—=Mk? sofort:

url— rar dIM—— rum “...(m)

di. Dun.)
"dr
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oder da für die Kugel das Moment der Trägheit (Nr.M—2Mr?’

also k®—2r? ist, auch:
dozerinab EB
ee me 2)

Werden diese beiden Gleichungen (1) und (2) integrirt, so erhält
d

man aus (1) wegen (7) —=—ııgdt sofort

de r
Fre

und aus (2):

v—le—30gt a)

dabei bezeichnen die Constanten € und C* beziehungsweise die Anfangs-

geschwindigkeiten = und im Puncie A (für £= 0). Aus der obigen

Gleichung (x) erhält man mit diesen Werthen:

u=C+rl=tugt.. (9

II. Da nun der gemachten Annahme zufolge die Constante

C-+rC positiv ist, so bleibt auch « während einer gewissen Zeit

!=T positiv, wird am Ende derselben Null und hierauf negativ.

Diese Zeit T folgt aber aus der Bedingungsgleichung

0=C-+rC - Zug T und zwarist

BEER | cr) am (de

al
Während dieser Zeitperiode T bestehen die beiden Werthe von (13)

und (y) wirklich und die beiden Bewegungen der Kugel (die fortschrei-

tende und rotirende) sind gleichförmig verzögert.

s in,
IV. Am Ende der Zeil # = — wird gi 0 und wenn "<T

7 d
a C+rC)

was für — <2 Gibt
BI UY 8

a

e<2nCls So)

Statt findet, wird 2 über die Zeit * hinaus negativ, so, dals sich

der Mittelpunct € der Kugel von C gegen A zurückbewegt.

Dieser letztere Fall tritt z B. bei einer Billardkugel ein, wenn man

diese so trifft, dafs sie sehr schnell um einen horizontalen Durchmesser

in der Richtung des Pfeiles (Fig. 55) rolirt und sich gleichzeitig ihr

Mittelpunct, jedoch nur langsam von © gegen B vorwärts bewegt, so,

dafs beide obige Constanten C und C* positiv sind und der Bedingung

(n) Genügeleisten. Bei dieser rolirenden und fortschreitenden Bewegung
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der Kugel erschöpft aber dıe am Billardtuche Statt findende Reibung sehr
hald diese letztere Bewegung, während die rotirende noch fortbestehen
bleibt und daher die von M gegen D wirkende Reibung (welche man
sich in den Mittelpunct © transferirt und von € gegen A wirksam denken
kann) die Kugel von € gegen A zurückführt.

V. Hat die Kugel im Anfange, d. i. wenn der Punct € noch in
A ist, keine rotirende Bewegung, ist also ©= 0, oderist noch allge-

- : : Ede. ümeiner C>35rC', so wird die Geschwindigkeit nn nicht früher als

jene « gleich Null, folglich kann der Mittelpunct € nicht zurückgehen.
Übrigenshatin allen Fällen der Berührungspunct M nach Verlauf der Zeit T
keine Geschwindigkeit mehr, so , dafs die gleitende Reibung verschwin-
det und dieKugel ohne zu gleiten fortrollt; dabei werden die Geschwin-
a d de sdigkeiten . und ww allmählig constant oder nehmen nur mehr sehr wenig

ab (indem der Betrag der rollenden Reibung gleich Nall ist). Man erhält
ihre Werthe aus den Relationen (8) und (y), wenn man = T selzt,
und zwarist:

dz 5C—2IrCl= 2 a2 =(0-50-2:2r0= Fa

'B% 2rc—5Cund Zeane

Zusatz. Die obigen Gleichungen (1) und (2) gelten auch noch
für andere durch Umdrehung erzeugte Körper, jedoch mit den betreffenden
Werthen von %2; so ist z. B. für einen geraden Cylinder mit kreis-
förmiger Basis, welcher sich um seine geometrische Achse dreht,
k&— 172.8. w.

Anmerkung. In der hier behandelten Aufgabe, in welcher die Rotations-
achse parallel mit der horizontalen Ebene und senkrecht auf die Richtung
der Bewegung ist, welche von A nach 2 Statt findet, können folgende
3 Fälle eintreten :

1) Es kann die Wälzung eine vollkommene seyn, nämlich der
Punet M im Bogen MF eben so viel zurückgehen als der Mittelpunet €
nach der Richtung C 2 vorwärts geht; dann ist die Geschwindigkeit des
jedesmaligen Berührungspunctes im Augenblicke der Berührung gleich
Null.

2) Es kann der Punet M eine schnellere drehende Bewegung, nach
rückwärts (d.i. gegen MF) als der Mittelpunet € nach vorwärts haben ;
in diesem Falle nimmt die Beschleunigung der Rotationsbewegung durch
die Reibung allmählig ab und es tritt sehr bald eine vollkommene Wäl-
zung ein.
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3) Rotirt der Körper in der durch den Pfeil angedeuteten Richtung von

M gegen F, so wird die rotirende Bewegung (mit der vollkommenen

Wälzung verglichen) vermindert und diese kann unter gewissen Umständen

sogar in die entgegengesetzte übergehen; es kann aber auch (wie bereits

in dem Beispiele der Billardkugel bemerkt) der nach C2 fortgehende

Körper umkehren und die entgegengesetzte Richtung CA annehmen.

54. Aufgabe.

Eine homogene Kugel vom Halbmesser €7 (Fig. 56) wird auf

eine schiefe Ebene AB gelegt, es soll mit Rücksicht auf die Reibung

das Gesetz bestimmt werden, nach welchem diese Kugel über die schiefe

Ebene hinabrollt.

Auflösung.

I. Es stelle die Figur einen verlicalen Schnitt der Kugel und

schiefen Ebene durch den Mittelpunct € vor und es sey der Neigungs-

winkel der schiefen Ebene ABD==a, ferner nach Verlauf einer gewissen

Zeit 2, € der Ort des Mittelpunctes und M jener des Berührungspunctes

der Kugel mit der schiefen Ebene, folglich CM=r perpendikulär auf

AB, weilers sey in demselben Zeitmomente » die Geschwindigkeit des

Mittelpunctes nach CE parallel mit AB und w die Winkelgeschwindig-

keit der Kugel um einen horizontalen Durchmesser als Rotationsachse,

wobeidiese als posiliv gelten soll, wenn die Rotation in der durch den

Pfeil angedeuteten Richtung Statt hat; so ist die in diesem Augenblicke

Statt findende absolute Geschwindigkeit des Punctes M:

u=v—rw
dz a .

oder wegen o— —, wenn man nämlich irgend einen Punct A’ der

durch € mit AB geführten Parallelen zum Anfangspuncte nimmt und

A’C—=.« für das Ende der Zeit £ setzt, auch:

u=7 —rw ken)

Ist ferner O das Gewicht der Kugel, also ] =" ihre Masse, Mk?

wieder ihr Moment der Trägheit in Beziehung auf einen Durchmesser,

und „ der Reibungscoeflizient für die Kugel und schiefe Ebene; so hat

man, wenn das Gewicht O in zwei Seitenkräfte y und g‘ nach CE und

CM zerlegt wird, sofort= 0 Sina und g’=0Cos«, folglich ag’

die aus der Reibung entstehende, nach der Richtung MA wirkende

Kraft (welche man wieder, Nr. 68, Anmerk. 2, in 8. mit MA parallel
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in den Schwerpunct € transferiren, also nach der Richtung €4’ wirkend

annehmen kann).

Die Resultante aus den auf den Mittel- oder Schwerpunet € der

Kugel wirkenden bewegenden Kräften ist daher die nach der Richtung

CE wirkende Kraft p=g—.ug’, d.i.

p=0(Sina —nu Cosa),

welche positiv, Null oder negativ wird, je nachdem beziehungsweise

der Reibungscoeffizient u„<—=>tanga, oder wenn jı gegeben ist,

für den Neigungswinkel der schiefen Ebene, tanga> —= << ist.

Für die progressive Bewegung hat man daher (Nr. 56):

ws 0 (Sin Cosa) oder wegen ®men ai ven — =g:Mn p ( 4 Cosa Be g

d?

= =9g(Sina-—nCosa)... (1)

und für dierotlirende Bewegung derselben [vorige Aufg., Relat. (zn),

wobei w nach der hier angenommenen Bedeutung mit enigegengeseiziem

Zeichen zu nehmenist]:

dMe —rng’—=rn0Cosa

oder wegen k—=?r? und . — 9), auch:
4

dw
dz

durch Integration der beiden Gleichungen (1) und (2) erhält man:

— 579 00s« EN)

d7 = C+916Sina— u Cos a) De)

w=0'+379tC0sa er (03)

und mit diesen Werthen aus der obigen Gleichung («):

u=C—rÜ+gt(Sina—ZpnCosa).. (8).

Läfst man die beiden Bewegungen in dem Augenblicke beginnen,

in welchem sich der Mittelpunet © im Anfangspuncie A’, in welchem

nämlich = 0 ist, befindet, so werden die Constanten € und € gleich

Null und es ist nach Verlauf der Zeit z die absolute Geschwindigkeit des
betreffenden Berührungspunctes M in der Richtung MB:

u=yt(Sina— Zu Cosa)... (&)

dagegen die Geschwindigkeit des Mittelpunctes C nach der Richtung
CE (aus 5):

v=gt(Sina—Cosa)... (A)

so , dals also der Unterschied v — u—=$ugt Cosa ist.
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Soll nun u positiv seyn, so mufs (aus <) Sina>2jC0s a,
Bi. a) sang «>37, oder wenn « gegeben, u <2 lang «

seyn, dagegen wird vu Null, wenn

b) tanga=zy oder un —? Lang « ist.

II. Der jedesmalige Berührungspunct M gleitet also im erstern

Falle von M gegen B abwärts, so, dafs so lange gleichzeitig die Ro-

talion der Kugel Statt findet (welche nur, wie die Relat. (y) zeigt, für

p=0, oder für a= 90° verschwindet) eine gemischte Bewegung

eintritt; im zweiten Falle dagegen, in welchem der Berührungspunct M

genau so viel im Bogen zurückweicht als der Mittelpunet C nach CE

fortrückl , findet eine vollkommene Wälzung Statt. (Aufg. 49, Anm.)

1lI. Dafs endlich im gegenwärtigen Falle w nicht auch negativ

seyn, d. i. der Punct M nicht mehr zurückweichen kann,als der Mittel-

punct € vorwärts geht, ist leicht einzusehen , weil die Reibung wohl das

Abwärtsgleiten der Kugel verzögern oder selbst ganz aufheben, niemals

aber eineBewegung nach entgegengesetzter Richtung,d.i. ein Aufwärts-

schieben der Kugel bewirken kann.

Ist also fang a <2,., so wird dabei nichts anderes, als was bei

tanga—Zu, d.i. nur eine vollkommene Wälzung bewirkt. Man

kann daher sagen , dafs für einen Neigungswinkel «, von jener Grenze

angefangen, bei welcher das Herabrollen der Kugel überhaupt beginnen

kann (Aufgabe 49) bis zu jener Grölse, wofür fang «—#y ist, immer

eine vollkommene Wälzung, dagegen für noch gröfsere Werthe

von a, ein Abwärtsgleiten des Berührungspunctes M, d.i. eine ge-

mischte Bewegungeintritt, welche endlich bei «—=90° in eine blofs

gleitende übergeht.

IV. In jenen Fällen, in welchen die Kugel mit vollkommener

Wälzung herabgeht,, in welchen also tang.a nicht grölser als 5, näm-

lich u 0 ist, folgt aus Relalion (e) Cosa —#Sin « und wenn man

diesen Werth in der Relalion (A) substituirt, so erhält man für die Ge-

schwindigkeit des Miltelpunctes €:
e=%gt Sina. (m)

und für den in der Zeit £ zurückgelegten Weg:

2 —3.1gl”Sina,
während ohne Reibung, d. i. für a —0 die Endgeschwindigkeit

Y=ytSin« und der zurückgelegte Weg X —=4g1”Sina wäre.

v. So lange daher der Neigungswinkel « innerhalb der in II.

angeführten Grenzenliegt, hat die Gröfse der Reibungaufdie Zeil, binnen
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welcher die Kugel auf der schiefen Ebene (bei vollkommener Wälzung)
einen gewissen Weg = zurücklegt, gar keinen Einflufs, und es verhält
sich der Weg &, welcher bei dem Vorhandenseyn irgend einer Reibung
(ob gröfser oder kleiner) von der Kugel oder ihrem Mittelpuncte in einer
bestimmten Zeit z zurückgelegt wird, zu dem Wege X, welcher bei
vollkommen glatten Oberflächen von der Kugel in derselben Zeit £ zu-
rückgelegt würde, d.i.

eX=}:1l=35:7,
eben so verhalten sich auch die Endgeschwindigkeiten nach der Zeit £ in
diesen beiden Fällen, d.i. 2: V—5:7.

Übrigens folgt von selbst, dafs die Gröfse der Reibung „ wenigstens
in so weit dabei Einflufs hat, als dadurch der obere Grenzwerih von «
(nämlich aus tanga=jı) bestimmt wird, bis zu welchem noch die
vollkommene Wälzung Statt findet.

Ist z. B. der Reibungscoeffizient H= 75, s0 erhält man für diesen
Grenzwerth « — 19° 17’24”, dagesen bei n=3, dafür «— 49024
und es würde in diesem letziern Falle die Kugel über alle Eberen, bei
welchen die Neigunswinke] von beinahe Null angefangen, bisa — 490 24°
mit vollkommener Wälzung herabgehen.

V1. Für absolut glatte Flächen würde A=0 und die Ge-
schwindigkeit des Mittelpunctes C (Relation A):

v=gtSina,
so wie jene des Berührungspunctes 7 (Relation e):

u=gtSina,
folglich v=u, so, dafs also in diesem Falle , wie es seyn soll (und wieauch aus der Relat. , folgt, indem für „—= 0 und @—=0 auch w— 0
wird) gar keine Rotation der Kugel Statt finden, sondern diese wie
jeder andere Körper mit gleichförmig beschleunigter Bewegung über
die schiefe Ebene herabgleiten würde.

Zusatz. Die vorige Relation (m) in IV. läfst sich auch durch
folgende Betrachtungenableiten.

Rollt ein Cylinder oder eine Kugel auf der schiefen Ebene AB
(Fig. 57) herab, so wird die Bewegung des Punctes rn, welcher für
den untersten Punct a des Durchmessers ab den Mittelpunct des
Schwunges bildet, durch die in a Statt findende Reibung in nichtsgestört, weil eine in a auf 6 perpendikulär wirkende Kraft nichts wei-teres als eine Drehung des Punctes « um diesen Punct n hervorbringt.Nach einer unendlich kleinen Zeit wird der Durchmesser «6 im Allge-
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meinen die Lage a’b’ angenommen haben, so, dafs also der Mittelpunct

ec durch die im Puncte « Statt findende Reibung um die Grölsenn’— cc‘

zurückgehalten worden, während ec‘ — aa‘ die Zunahmeodereigentlich

die Gröfse der Rotation angibt (indem die Rotation aa’=cc’ gleich

Null ist).

Es verhält sich also die aus der Reibung entstehende Verzögerung

des Mittelpunctes ce zu der durch das Gleiten verminderten Rotation

(nach der Richtung des Pfeils), wie cn zu ca, man hat nämlich

(nn’— cc'):(cc — aa) =cen:ca.

Sobald aber die vollkommene Wälzungeingetreten, ist aa’ —0

und daher
(nn’— ce):c —=en:ca oder nn’:ce' =an:ac.

Ist nun wieder v die Geschwindigkeit des Mittelpunctes e in die-

sem Augenblicke, d. i. am Ende der Zeit £, und v’ jene des Punctes n,

also v„—=Gr=grSina; so ist der in der Zeit ds zurückgelegte

Weg cc’ —=vdt und jener nn’ —v’ de—gtdt Sina, folglich, wenn

man diese Werlhe in der letzten Proportion subslituirt und dann v

bestimmt :
ac &

o——- gt Sina.
an

Nun ist aber für die Kugel vom Halbmesser r der Abstand des

Mittelpunctes des Schwunges n vom Endpunct a des Durchmessers

($. 170) an—=#r, mithin an —* und daher

v—=®gtSina,

welches sofort die erwähnte Relation (m) ist.

Anmerkung. Man kann offenbar statt der Kugel jeden andern runden

Körper annehmen, welcher durch den mittlern (in der halben Länge ge-

führten) Querschnitt in zwei gleiche symmetrische Längenhälften getheilt

wird, wenn man nur jedes Mal für 7%” den entsprechenden Werth setzt.

So ist z. B. für einen geraden Cylinder von kreisförmiger Basis,

dessen Halbmesser =r ist, =#r?”, folglich die Grenze des Neigungs-

winkels « bis zu welcher immer noch die vollkommene Wälzung

2F
Stall findel, aus Zanga = (i + = p, sofort Zanga= dp, SO, dals

also für das obige Beispiel von £= 7, hier nahe a=16°42' würde,

während für die Kugel dieser Grenzwerth über 19° betrug, mithin, unter

übrigens gleichen Umständen, der Cylinder eher als die Kugel zu gleiten

anfängt. Für —=+, wird hier « = 45°.
Ferner beträgt der Weg des Mittelpunctes oder eigentlich der Achse des

Cylinders während der Zeit Z, nach der allgemeinen Formel:
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r.

%ar)gU Sina,

für den Cylinder sofort
=4.23y7 Sina

und die Endgeschwindigkeit:
—=3gt Sina,

während bei der Kugel statt dem Bruche 3 jener # steht, so, dafs also

der Cylinder mehr als die Kugel zurückbleibt u. s, w.

Burg’s Mechanik. Suppl- 30



C) Aus der Hydrostatik.

52. Aufgabe.

Ein gleichseitiges Dreieck ABC (Fig. 58) wird in eine Flüssig-
keit vollständig und zwar so eingelaucht, dafs die eine Seite A C loih-
recht, d. i. perpendikulär auf die Oberfläche NR zu stehen kommt; es
soll das Verhältnifs der Pressungen bestimmt werden, welche die Flüssig-
keit auf diese drei Seiten ausübt.

Auflösung.

Sind 0, 0', 0" die Halbirungs- also zugleich auch die Schwer-
puncte der Seiten AC, AB, BC, und ziehl man aus diesen Puncten auf
die lothrechte Seite AC die Perpendikel OB, 0’D, 0"E; so liegen,
wenn der Punct A den Spiegel NR der Flüssigkeit berührt, diese ge-
nannten Schwerpuncte um die Tiefen AD=,AC, AO=2AC und
AE=2AC unter der Oberfläche NR der Flüssigkeit, so, dafs wenn
man diese Tiefen beziehungsweise durch A, 4, h”, die gesuchten Drücke
auf die Seiten AB, AC, BC mil D, D’, D' bezeichnet und AB—
AC=BC=a selzt, sofort ($. 310)

D=yah, D’—=yah‘, D’—=yah’”, folglich
D:D:D'—=n:n:n—=1:1:2—=1:2:3

Statt findet.

53. Aufgabe.

Das Rechteck AD (Fig. 59) wird vertical in eine Flüssigkeit
so eingetaucht, dafs die Seite AB im Spiegel N R derselbenliegt; es
soll das Verhältni£s der Pressungen bestimmt werden, welchedie Flüssig-
keit auf die, durch die Diagonale BC entstehenden beiden Dreiecke
ABC und BCD ausübt,



1467

Auflösung.

Sind © und 0‘ die Schwerpuncte dieser beiden Dreiecke ABC

und BCD, so liegt der Punct 0, die Ebene des Rechteckes AD mag

verlical oder schief stehen, um 3 AC und jener O0’ um 2AC unterm

Spiegel NR der Flüssigkeit. Bezeichnet man daher dieFläche der beiden

genannten Dreiecke durch 7, die Seite AC mit » und die gesuchten

Pressungen auf diese Dreiecke durch D und D’, soist D=y.F.in

und D’—=y.F.3%, mithin hat man:

nn= e. 2%

54. Aufgabe.

Ein Rechteck AD (Fig. 60) wird senkrecht in eine Flüssigkeit so

eingetaucht, dafs die Seite AB im Spiegel der Flüssigkeit liegt; man

soll in diesem Rechteck vom Winkelpunet B aus eine Gerade BE so

ziehen, dafs sich die auf die beiden Flächen ABEC und BED Statt

findenden Pressungen wie m:n verhalten.

Auflösung.

Es seyen, wenn BE die gesuchte Gerade ist, D, d und « die

Drücke oder Pressungen, welche die Flüssigkeit beziehungsweise auf

die ganze Fläche ABCD und ihre Theile BED und ABCE ausübt;

so ist der Bedingung der Aufgabe zufolge

d:d—n:m oder d:D=n:n--.m.

Nun ist aber d=y.2BD.DE.2BD=1!1,DE.BD®,34

 

und D=y.AB.BD.2BD—=!,AB.BD?:,

folglieh auch n:n-m—=4DE:1AB,
n

3woraus sofort DE=). ns

folgt.

Zusatz. Soll m:n—=1:2 seyn, so ist wegen n—=2m sofort

DEABSABEnG,
3m

also die Diagonale BC die gesuchte Theilungslinie (übereinstimmend
mit dem Resultate der vorigen Aufgabe).

55. Aufgabe.

Das bis zur Seite AB (Fig. 61) vertical in eine Flüssigkeit einge-

tauchte Rechteck, ist durch eine mit AB parallele Gerade EF in zwei

80%
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bestimmte Theile getheili; es soll das Verhältnifs der Pressungen be-
stimmt werden, welches die Flüssigkeit auf diese beiden Theile ausübt,

Auflösung.

Es seyen D, d und a’ die Pressungen, welche die Flüssigkeit
beziehungsweise auf die Flächen AD, AF und ED ausübt; so ist

D:da—=1,AB.A0?:1,AB.AE®—=AC?: AR?
und daraus: D—d:d=d':d—=AC?— AE?: AR:

Zusatz. Sollen die beiden Pressungen oder Drücke einander
gleich seyn, so mufs wegen «—=d auch AC”—AE?—=AE?, d.i.
AC=AE\?2 oder AE:AC—=1:\/2 Statt finden.

36. Aufgabe.

Es soll das Rechteek AD (Fig. 61) der vorigen Aufgabe dureh
eine mit AB parallel geführte Gerade EF in zwei Theile dergestalt ge-
theilt werden, dafs sich die Pressungen auf die obere und untere Fläche
AF und ED wie m:n verhalten.

Auflösung.

Nach der vorigen Aufgabe ist d:—=AE?: AC? — AE?
und nach der gegenwärtigen Bedingung d:d“—=m:n,
folglichist

AE?: AC?— AE?—m:n oder AEt:ACO—=m:m-n.. (a)

woraus sofort AE—=ACVi) folgt.

Zusatz. Fürm—=n wird wieder wie in der vorigen Aufgabe

AE=AC\V} oder AC=AE\V2.

3%. Aufgabe.

Das vorige Rechteck AD (Fig. 61) durch mit AB parallele
Linien in n Theile so zu theilen, dafs die Pressungen,, welche die Flüs-

sigkeit auf die einzelnen Theile oder horizontalen Streifen ausübt, alle

einander gleich werden.

Auflösung.

Ist ED der n° oder unterste Streifen , so ist nach der Proportion
(a) der vorigen Aufgabe AC?:AE?—=n:n—1, folglich:
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AE=AcY("— und EC=AC—AE—AC[V()]

vn—v@-1)
vn

Setzt man im Zähler dieser Formel (1) für » nach und nach n—1,

n— 2... so erhält man die entsprechenden Höhen der verschiedenen

Streifen oder Theile, diese von unten nach aufwärts gezählt.

So ist z. B. für n=4, d.i. wenn dieHöhe AC des Rechteckes in

4 Theile von der genannten Beschaffenheit getheilt werdensoll, in Fig. 61,@

CE='134AC, EE'—=:'159AC, E’E’—='207 AC und endlich

AE"—= 500 AC.

 

d.i. 20 Ale, lb)

58. Aufgabe.

Ein hohler gerader Kegel ABC (Fig. 62) ist in eine Flüs-

sigkeit so eingetaucht, dafs dessen Achse CD gegen den Horizont oder
Spiegel NR unter dem Winkel AE C— geneigtist und der Endpunct

A des Durchmessers AB der Basis in diesem Flüssigkeitsspiegel liegt;

es soll jener mit der Basis parallele Querschnitt M.M‘ des Kegels gefun-

den werden, in welchem der Druck am gröfsten ist.

Auflösung.

Da sich der Druck irgend eines Querschnittes MM’ wie die Gröfse

desselben und die Tiefe dessen Schwer- oder Miltelpunctes unter dem

Spiegel NR verhält, so läfst sich hier, indem die Querschnitte abneh-

men, wenn die Tiefe ihrer Schwerpuncte zunimmt, im Voraus ver-

muthen, dafs in irgend einem dieser Querschnilte der Druck am

gröfsten ist.

Es sey nun OP das vom Mittelpunct O des gesuchten Querschnilles

MM’ auf die Oberfläche der Flüssigkeit NR gezogene Perpendikel,
also eine Verticallinie, CDo=h, AD—=BD=r, CO= x und

EC=ED-+DC= zu —h=a; sohatder durch 0 mit der Basis

AB parallel Berein die Fläche (aus F:r?z—= (C0?:CD%

F=&ee) r?r —=— r?r und es ist daher der auf diesen Querschnitt

ausgeüble Druck 3—=yF.PO, oder, wenn man für F den Werth setzt

und berücksichtigt, dafs PO—=EO. Sin a — (a—x) Sina ist, auch
_ yr’n Sina
= ie0?— a).
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Da nun x ein Maximum werden soll, so hat ınan nach der Regel:
dz
on2a2—3x2”)—0 und daraus 2—=0 und 2—=3a.

Da nun mit diesen Werthen der zweite Differenzialquotient
d’z
er 2 —12 A(2a—6 x)

beziehungsweise positiv und negativ ausfällt, so entspricht der
erstere (wenn man sich den Kegel über die Spitze € hinaus fortgesetzt
denkt) einem Minimum und der letztere einem Maximum von x. Dieser
grölste Druck oder Werth von x ist sofort

r’a’r Sina

n? r
Zusatz. Ist die Achse des Kegels vertical und die Spitze © nach

abwärts gerichtet (liegt also die Basis AB im Spiegel der Flüssigkeit),
so ist «= 90° und a=%, folglich z—=5h ud Z=S&yrrtn.

Z= 37

59. Aufgabe.

Zwei ganz gleiche Cylinder A und B (Fig. 63) vom specifischen
Gewichte 2s sind mittelst eines über eine Rolle C geführten Fadens
miteinander verbunden und dabei jeder in eine Flüssigkeit, und zwar A
in eine, deren Dichligkeit im Verhältnifs der Tiefe, vom Spiegel an ge-
rechnet, zunimmt, und B in eine Flüssigkeit getaucht, deren Dichtigkeit
durchaus —s ist. Wenn nun bei irgend einer Stellung dieser Cylinder
das Gleichgewicht besteht und hierauf der Cylinder B um eine gewisse
Tiefe weiter herabgezogen wird (wodurch also der Cylinder A, da er
in die weniger dichte Schichte der beireffenden Flüssigkeit kommt, relativ
schwerer wird), so ist die Frage, um wie viel dieser Cylinder B ver-
längert werden mufs, damit durch das zunehmende Gewicht desselben
das Gleichgewicht wieder hergestellt werde.

Auflösung.

Es sey a die Grundfläche und d die Höhe eines jeden der beiden
Cylinder, und in der ursprünglichen oder ersten Lage des Gleichgewichts
e der Abstand der obern Basis des Cylinders A von der Oberfläche der
betreffenden Flüssigkeit. Ist ferner % die Tiefe, in welcher das specifische
Gewicht dieser nämlichen Flüssigkeit —= s ist, so erhält man das specifische
Gewicht s’ in der Tiefe © (aus der Proportion s:s' —h:x, der Bedin-

gung der Aufgabe zufolge) Pe €.
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Das Gewicht jedes der beiden Cylinder ist, im leeren Raume

gewogen —=2yabs (wobei y, wie hier durchaus, das Gewicht der

eubischen Einheit des Wassers bezeichnet) und das Gewicht des vom

Cylinder A in der ge oder ursprünglichen Lage verdrängten Flüssigkeit
b-+e
Serra“rde —22|EOZE[-1@ 04200)

so, dafs also dabei die Spannung des Faden DA nämlich

S—27abs— 1024280) er

ist.
Geht nun in der zweiten Position der beiden Cylinder, für welche

das Gleichgewicht hergestellt werden soll, der Abstand e in den k einern

ec’ über, so wird die Spannung desselben Fadenstückes DA eben so:

S—2yabs—".(°+250) A.

seyn, welche sofort un S’—S1%N)gröfser als die vorige ist.

Was ferner die Spannung desFadentheiles EB betrifft, so ist diese

in der ersten oder ursprünglichen Lage, in welcher der Cylinder B noch

seine anfängliche Länge d besitzt, sofort:

Ss, —=2yabs— yabs=yabs,

dagegen in der zweiten Lage, in welcher der Cylinder die Höhe d‘ be-

sitzen soll: Ss, =2yab's—yab's=yab's,

folglich um S”,u —=yas(b' — b) gröfser als in der ursprünglichen

Lage des Alöhgeinen Da nun aber, wenn das Gleichgewicht auch

in der zweiten Position bestehen soll, diese Zunahmen der Spannungen

beiderseits einander gleich seyn müssen, so hat man die Bedingungs-

gleichung —S—S/, — S,, oder wenn man subslituirt und dann

daraus b’ — b bestimmt, für die gesuchte Verlängerung des Oylinders B:

Des 20-0).

60. Aufgabe.

Wie tief sinkt ein durch Umdrehung erzeugtes Paraboloid

ABD (Fig. 64) in eine Flüssigkeit ein, deren specifisches Gewicht n Mal

so grofs als jenes des festen Körpers ist, wenn dabei die Achse AC ver-

tical und der Scheitel A nach aufwärts gekehrt ist?

Auflösung.

Ist M EM’ jener Querschnitt des Paraboloides bis zu welchem
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dasselbe in die gegebene Flüssigkeit einsinkt, und setzt man AC—=a
und AO=x; so ist der Bedingung der Aufgabe zufolge:

Vol. MM’ BD:Vo.ABD=1:n
“oder Vo. AMEM':Vl.ABD=n—1:n.

Setzt man in diese Proportion für die Volumina die entsprechenden
Werthe, d.i. wenn BC=R und MO=r ist, Vo. AMEM'—=1xrr?x
und Vo. ABFD=!rR?a, so erhält man nach gehöriger Abkürzung

r?a2:Ra=n—1:n
oder wegen ?—=p.x und R’—=pa, wenn p der Parameter der erzeu-
genden Parabel ist, auch

pzr:pa—n— len div: a=Van—lıyn
woraus sofort

e=aV("> oder =.-.[72]

folgt.

61. Aufgabe.

Ein Kubikzoll eines Metalles, dessen specifisches Gewicht = s ist,
wird in einen hohlen geometrischen Kegel verwandelt; es soll dabei
jenes Verhältnifs zwischen der Höhe und dem Halbmesser der Basis
gefunden werden, für welches, wenn man den Kegel in reines Wasser
mit der Spitze abwärts einhönkt, die im Stande des Gleichgewichtes
Statt findende eingetauchte Fläche ein Minimum wird.

Auflösung.

Setzt man für den bis zum Querschnitt DE (Fig. 65) in das Was-
ser einsinkenden Kegel ABC, 40=r,C0=z, CP =z undDP=r',
so ist zuerst r:’—=&:x, also der Halbmesserjjenes Querschnittes, his

zu welchem der Kegel einsinkt, r=.

Das vom Kegel dadurch verdrängte Wasser beträgt daher:
3

ar?n.CP—4rr? ”,
folglich ist dessen Gewicht, wenn man den Zoll als Einheit nimmt und

2°’
y für das Gewicht von ı Kubikzoll Wasser gelten lälst —4y art.

Zufolge der Bedingung der Aufgabe ist das Gewicht des Kegels
=ys, folglich muls für das Gleichgewicht
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2°

1 DS uaI,xr —=yss?’ ziel

seyn, woraus sofort
3

2 38
=—— ® —

BR vGr
folgt.

Die Mantelfläche des ganzen Kegels it =r x \/(r?-+ x?) und da

sich ähnliche Flächen wie die Quadrate ähnlicher Seiten verhalten, so

ist, wenn man die eingetauchte Mantelfläche DEC—=y setzt:
ravVe + a9:ıy=@?:2?

woraus, wenn man y bestimmt und für x seinen Werth aus der Re-
lation (a) setzt, sofort nach allen Reductionen

3 5 4

Bo Vz=-® : /a?+ 22) folgt.

Setzt man Kürze halber den constanten Factor dabei = A und

quadrirt diese Gleichung , so erhält man auch

y-y:— 4? (r2ai).

Soll nun y ein Minimum werden, so wird es auch für denselben

entsprechenden Werth von z das Quadrat davon, d. i. y =y?* seyn

müssen und man hat nach der Regel:

Y — ne(70+30")=0

und daraus z—=r\/2, welcher Werth in der That einem Kleinsten

entspricht, indem damit der zweite Differenzialquotient positiv ausfällt.

Das gesuchte Verhältnifs von AO: OCist daher:

r:2=1: Vi2.

Mit diesem Werthe von x (als die im Kreise der Basis AB ein-

geschriebenen regelmäfsigen Viereckseite) erhält man für die Tiefe der

Einsenkung aus der Relation (a):

«=Y(2er.r2.— Eye,

62. Aufgabe.

Aufeinen bis zu einer gewissen Tiefe in eine Flüssigkeit eintauchen-

den Körper wird ein Gewicht so aufgelegt, dafs der Schwerpunct der

verdrängten Flüssigkeit und jener des schwimmenden Körpers in eine

und dieselbe Verticallinie fallen; es soll die durch das aufgelegte Gewicht

bewirkte Einsenkung des Körpers bestimmt werden.
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Auflösung.

1. Essey X (Fig. 66) das variablein D aufgelegte Gewicht, bei wel-
chem der Körper bis zum QuerschnittMM einsinkt, wofür AP— & seyn
mag. Für X—=0 soll das Einsinken bis zum Querschnilt 55°, wofür
Ac=a, und für X=P, bis zum Querschnitt BB’ Statt finden, wofür
eC=2z, also AC=a-+-% seyn soll; endlich sey die Fläche des Quer-
schnitts MM'—=Z. Diefs vorausgeselzt, wird, wenn X um dX zu-
nimmt, auch das Einsinken,, d.i. » um dx zunehmen und das Volumen
des dabei einsinkenden Körperelementes ist dV=Zdr, so wie das
Gewicht des dadurch verdrängten Wassers — ysdV—=ysZdr, wen
nämlich wieder s das specifische Gewicht der Flüssigkeit und ’ das Ge-
wicht einer cubischen Einheit Wasser bezeichnet. Für das Gleichgewicht
hat man also dX—=ysZdx, oder wenn man integrirt:

pP a+z ö a+z
Jr-ref Zde d.i. P=sy[ Zdie.:

o a
a

II. Ist der betreffende Körper durch Rotation um die verticale
Achse AD entstanden, so geht die vorige Formel, wegen Z= y?r,
wobei y„=PM= PM’die der Abscisse AP— x entsprechende Ordi-
nale in der erzeugenden Curve AM

B

ist, über in
az

P=ysa| y’dr..

1) Für einen Cylinder vom Halbmesser »ist y=r, folglich
aus (2);

az
P=ysrr”’| de=ysır’z = 8A

wenn man nämlich die Basis oder den constanten Querschnitt des Cylin-
ders durch A bezeichnet, so, dafs also

II ist
ysA

Ist für das Gewicht P/ die Einsenkung —=x‘, so ist eben so
P' E

Iae folglich

2326 P:P‘,
Uebrigens gilt dasselbe für jeden prismatischen Körper, dessen

Querschnitte constant und — A sind.
2) Für einen geraden Kegel, dessen Achse verlical und Spitze

nach abwärts gekehrtist, folgt, wenn r den Halbmesser der Grundfläche
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und % die Höhe des Kegels bezeichnet &:y=h:r, also =: z und

 

aus (2): i

2 na+tz ser?

P=ysr,, erde — 8a?z-+3a2?+x2°)

aus welcher Gleichung x zu bestimmenist.

3) Für ein Paraboloid mit vertikaler Achse und abwärts ge-

kehrtem Scheitel ist „’=p x, folglich
a-+z

P=ysxzp die —’—- (2 ax-+ x?)

woraus wieder x bestimmt werden muss. Es ist hier ganz einfach,

wenn man die quadratische Gleichung nach x auflöst:

=—aua+ V(*+-)

Anmerkung. Hier wie in allen diesen Fällen hängt der Werth @ vom

ursprünglichen Gewichte des eintauchenden Rörpers ab und kann derselbe

durch Versuche gefunden werden. Will man jedoch @ durch Rechnung

finden, so sey @ das Gewicht des Körpers, folglich ist, da das Volumen des

Theiles DAU =!(bo*.r.Ac=!pa.n.a=!npa’, also 4ysrpa’

das Gewicht der von demselben verdrängten Flüssigkeit ist, sofort

 

 26 ;
G=!ysrpa? und daraus 0 = V(; A 5) ‚ welchen Werth man

noch einfacher aus dem vorigen Werthe von 2 erhält, wenn man, wie es

in der Ordnung, 2=4, @=(0 und ?P= 6 setzt.

4) Für einen geraden Cylinder D@C (Fig. 67), welcher als

Basis die von der Parabel begrenzte Ebene DCE besitzt, hal man,

wenn a) die Kanten DF, EG horizontal sind und der Scheitel € nach

abwärts liegt, zZ=2y'V, wenn DF=EG==! ist, oder wegen
1

y=\pzx, auch Z=21\/p.x*. Mit diesem Werthe folgt aus der ur-

sprünglichen Relation (1):
az,

P=2ys1Vp| 2 de—=tysiyp.[a+ DI’—a]

aus welcher Gleichung sofort x bestimmt werden mußs.

Liegt dagegen b) der Scheitel wie in Fig. 67,a nach aufwärts,

und ist die Höhe CF—=b, so mufs man in dem vorigen Ausdruck

= vV[p&® —®)] setzen.

5) Liegen bei dem vorigen parabolischen Cylinder die

Grundflächen DEC horizontal, stehen also die Kanten DF, E@ ver-

tical; so bildel die Querschnittsfläche Z ein parabolisches Segment und
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zwar ist Z=3Ddc, wenn CF—=b und DE—=c ist. (Fig. 67,0). Es
folgt daher wieder aus Relation (1):

P=3ysbc ee,

Se

2ysbe
Zusatz. Taucht der Körper oder das Gefäfs vom Gewichte @ ur-

sprünglich bis aufdie Tiefe AB (Fig. 68) in die Flüssigkeit ein und wird
dasselbe durch ein Gegengewicht X bis MM/ gehoben ; so darf man, um
diese Hjhe AM—x zu bestimmen ‚in der obigen Relation (1) nur x
und P negativ nehmen.

So ist z.B. für ein cylindrisches oder prismatisches
Gefäfs vom Querschnitt A, wie diefs bei Gasometern vorkömmt,
nach dem 1. Beispiel

und daraus =

 

X=ysAx
oder wenn man, um das Gewicht @ des Gefäfses in die Formel zu brin-
gen, die Höhe desselben AC—=% setzt, wodurch G— ysAh wird,
auch

i-0),
h

so, dafs also das Gegengewicht X genau so wie die Höhe AM zunimmt,
für z=0 ebenfalls Null und für 3% gleich & wird.

63. Aufgabe.

In einem Gefäfse befinden sich zwei verschiedene Flüssigkeiten,
die sich mit einander nicht vermischen, eine über der andern, und zwar
hat die Obere, als die leichtere, das spezifische Gewicht s und die untere
oder schwerere jenes s’; wenn nun ein fester Körper vom specifischen
Gewichte s>s und <s’ in diese Flüssigkeiten eingetaucht wird, so
wird er, sobald das Gleichgewicht eingetreten, zum Theil in der einen,
und zum Theil in der andern Flüssigkeit schwimmen, es soll das Ver-
hältnifs angegeben werden, in welchem die beiden, in diese Flüssigkei-
ten eintauchenden Theile des Körpers zu einander stehen.

Auflösung.

Es sey » das Volumen jenes Theiles des Körpers, welcher in die
obere oder leichtere, und »‘ jener Theil, welcher in die untere oder
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schwerere Flüssigkeit eintaucht ; so folgt unmittelbar für das Gleich-

gewicht

es+vVs’—=(o4+0)s

oder v( —)=vls’ — sc) d.i. ve! =’ — 6:10 —$

und daraus folgt auch noch, wenn man das Volumen des Körpers

v+v'=PVP setzt:

v0: V=s'—c:8'—s

und v:V=6—8s:"—s.. (a)

64. Aufgabe.

Ein Körper vom Volumen V und dem specifischen Gewichte 6

schwimmt einmal zum Theil im Wasser, zum Theil in der Luft, und ein

zweites Mal im Wasser und leeren Raume; es soll das Verhältnils an-

gegeben werden, in welchem in diesen beiden Fällen die in das Wasser

tauchenden Theile zu einander stehen.

Auflösung.

Es sey der in das Wasser einsinkende Theil des Körpesr im erstern

Falle gleich v, und im leiztern —v,, so ist nach der Relation (a) der

vorigen Aufgabe, im erstern Falle, wenn s das specifische Gewicht der

Luft und s’ jenes des Wassers bezeichnet:

6 —,8
 

=
]
J$

und im zweiten Falle, wegen s=0:

Es ist daher

a
.

v oe s!’—s$
 a

” s'o—s$

besteht der betreffende Körper z.B. aus einem Stück Eschenholz vom

specifischen Gewicht ‘904, so ist, wegen s—='904, s’—=1 und wenn
man für die Luft s= 00125 setzt:

2— 1:0001.

65. Aufgabe,

Es soll das Mafs oder die Gröfse der Stabilität eines Schiffes

bestimmt werden.
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Auflösung.

I. Es bezeichnhe DEZ (Fig. 69) den gröfsten Querschnitt des
Schiffes, welcher durch den Schwerpunkt © desselben senkrecht auf
die Längenachse geführt wird, A B die Schwimmlinie, wenn das Schiff
aufrecht schwimmt, und A’ B’ diese Linie, wenn das Schiff durch eine
kleine Drehung oder Schwankung in die in der Zeichnung dargestellte
schiefe Lage ‚gebracht wird. Ist o der Schwerpunct des verdrängten
Wassers in der ursprünglichen oder aufrechten, und 0’ dieser Punct in
der schiefen Lage desSchiffes; so sucht ($. 320) die im Puncte O senk-
recht nach abwärts wirkende Kraft @ (gleich dem Gewicht des Schiffes)
und die im Puncte 0’ verlical nach aufwärts wirkende Kraft P— G,

d.h. das Kräftenpaar P=G, die ursprüngliche Lage des Schiffes

wieder herzustellen, wenn nämlich das Metacentrum F höher als
der Schwerpunct O des Schiffes liegt.

Da aber, wenn FJ perpendikulär auf die Richtung der Kräfte P

gezogen wird, das Moment ‚S dieses Kräftenpaares P nach einem bekann-

ten Salze S=@.FJ ist”), so dient dasselbe zugleich als Mafs für die

Gröfse der Stabilität. Setzt man die Entfernung des Metacentrums vom

Schwerpunct des Schiffes, d.i. OF=a, und den Drehungswinkel
ACA’=a, so wird auch die Grösse der Stabilität:

*) Bekanntlich läfst sich zu zwei gleichen parallelen Kräften, welche auf eine

gerade Linie nach entgegengesetzten Richtungen wirken, d. i. zu einem

sogenannten Kräftenpaar ?.($.21) keine dritte Kraft, wohl aber ein

zweites Kräftenpaar 0 finden, welches mit dem erstern im Gleichgewichte

steht. Um nämlich die Bedingung fürs Gleichgewicht zu finden, sey in

Fig. 1]. das Kräftenpaar ? in den Puncten 3° und jenes 0 in den Puncten

CC’ der Geraden AD in derselben Ebene angebracht. Fällt man aus irgend

einem Puncte A dieser Geraden auf die Richtungen dieser vier Kräfte die

Perpeudikel AD, AZ undsetzt DD’=a und ZX’=d; so besteht das

Gleichgewicht, wenn (Nr. 20, Anmerkung 2)

P.AD+0.AE=P.AD'+0 AB oder POAD— AD’) = 0 (AE—AE)
d.i. wenn die Relation Pa=.05

Statt findet, d. h, das Kräftenpaar ?P ist mit jenem Q im

Gleichgewichte, wenn das Product aus einer Kraftin

ihren Abstand von der Gegenkraft bei dem einen Kräf- .

tenpaar eben so grols wie bei dem andernist, oder da

man das Product Pa das Moment des Kräftenpaares ?, so wie jenes

05 das Moment des Kräftenpaares Q nennt, wenn die Momente der

beiden Kräftenpaare einander gleich sind.
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S=GaSina... (D

wobei man jedoch den kleinen Winkel a als eine constante Grösfe, die
bei der Beurtheilung von S nicht mit in Anschlag kommt, zu beirach-
ten hat.

I. Um diese Entfernung oder den Faktor a dieser Formel näher
zu bestimmen, bemerke man, dass durch den Uebergang des Schiffes
aus der aufrechlen in die schiefe Lage, der Schwerpunct o des verdräng-
ten Wassers nach o‘ rückt und sich der keilförmige Raum A CA! aus
dem Wasser heraus, dagegen der eben so grofse BCB’ in das Wasser
hineinzieht, so als ob die Drehung um die durch € gehende Längen-
achse Statt gefunden hätte, wodurch sonach der Auftrieb auf der. einen
Seite um die Gröfse einer im Schwerpuncte e des Dreieckes A CA! an-
greifenden Kraft p vermindert,: dagegen auf der andern Seite des Punc-
tes € durch eine im Schwerpunct ce’ des Dreieckes B CB’ angreifende,
eben so grosse Kraft p vergröfsert wird.

Der in o wirksame Auftrieb P sammt dem Kräftepaar p wird also
durch den in o’ wirksamen Auftrieb P ersetzt, so, dafs wenn man sich
in 0’ eine nach abwärts wirkende gleiche Gegenkraft P angebracht
denkt, diese mit dem in o wirksam gedachten Auftrieb P und dem ge-
nannten Kräftepaar p, folglich mit andern Worten, die heiden Kräften-
paare P=G, in o und o‘ angebracht, und pin c und e’ angebracht,
sofort mil einander im Gleichgewichte seyn müssen. Diefs gibt nach
dem bekannten Satze der Momente (vergleiche die vorige Note), wenn
Fi perpendikulär auf die durch o gehende Verticale ist,

REnn.

Ist aber derQuerschnitt des eingetauchten Theiles AZB—=A'ZB'=F,

jener des Theils ACA=BCB’—=/f, ferner der horizontale Abstand

der beiden Schwerpuncte e, c’ der Dreiecke ACA’ und BCB' d.i.
rr'—=b, und der Horizontalabstand der beiden Schwerpuncte ec, c’ des
verdrängten Wassers, d. i. die Horizontalprojeclion des Weges, wel-
chen der Schwerpunct o bei dem Neigen des Schiffes beschreibt, näm-
lich Fi= c; so geht die vorige Bedingungsgleichung, wegen Pls
in jene Fe—=fb über, woraus sofort

c df

Sina FsSina

Nun ist, um auf die obige Relation (1) zurückzukommen, der
Factor a= OF= 00-+-0F oder, wenn man die Entfernung der bei-
den Schwerpuncie O und o des Schiffes und verdrängten Wassers in

 
bf

en und of— folgt.
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der aufrechten Stellung des Schiffes, d.i. Oo==e setzt und für oF
den eben gefundenen Werth substituirt, auch

—6 (esin«+Y) .. 0)

Ist nun der Drehungswinkel a sehr klein, so kann man Sin a= a.

und für die Flächen der beiden schmalen Dreiecke ACA!=BCB',

wenn man die Breite des Schiffes AB—= A’B’— B setzt,
B

e

dadurch wird der vorige Ausdruck S= @= E= e) a oder im Falle

                    
v7

FSina’

f=4:.3B.3Bo=;B?’9, sowier =b—=2.2-_—3B seizen;

der Schwerpunet o unter jenem Ofällt, wodurch e negativ wird, auch

2 — 0) folglich ist allgemein das Mals der Stabi-
s-0(7;
lität:

 

s=e( +e)« .. 9

Die Stabilität desSchiffesistdaher um so gröfser,

je breiter das Schiffist, je tiefer der Schwerpunct

des Schiffes unter jenem des verdrängten Wassers
liegt und je gröfser dessen Gewicht ist.

Liegt der BRBSPERUOh:O über jenem o, wird nämlich e negativ,

so hat das Schiff für in—Zz wodurch S negativ ist, keine Stabi-

3

lität, ist dagegen e—=Ialso S= 0, so schwimmt das Schiff im so-

genannten indifferenten Gleichgewicht.

Zusatz 1. Für ein rechtwinkliges Parallelopiped, dessen

Querschnitt AE (Fig. 70) die Breite AB=b und Höhe AD—n%hat

und wofür die Tiefe der Einsenkung FD= ist, hat man F=bc und

e=00=— (**) ‚ folglich nach der Formel (8) für das Mals

der Stabilität:
b* h c

ae (Gr gun 2)
oder wenn n:1 das Verhältnifs zwischen dem specifischen Gewicht des

Parallelopipedes und jenem der betreffenden Flüssigkeit ist, wodurch

c=nhwird, auch

Am, [+%-sam]
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b°

12n%

ausEURE n=44+V(ı- es) 2. (folgt,

RES 5; a i
Für 2 <4,di. NR erhält ». zwei Werthe, für welche

das indifferente Gichgeich eintritt; so ist z.B. für= b sofort

Soll S= 0 werden, so mufs =Rn Statt finden, wor-

—14+ _—_- d.i.n= 7887 und n— 2118.

Ist n sehr klein, also das specifische Bere des Körpers gegen

 jenes der Flüssigkeit gering, so ist auch - anahCl—n) und es

schwimmt der Körper mit Stabilität, =wi horizontal ist.

Ist5 d.i. 6:hA= 3:2, so gib es nur einen Werth

für n, nämlich n—+, bei welchem das Parallelopiped ohne Stabilität

oder im indifferenten Gleichgewichte schwimmt. Für : = 2 gibt es

dagegen gar keinen Werth von n, für welchen dieses Gleichgewicht ein-

treten kann, sondern der Körper schwimmt bei allen Werthen seines

specifischen Gewichtes mit Stabilität, so lange dieses Gewicht nur klei-

ner als jenes der Flüssigkeit ist, und zwar in aufrechter Stellung.

Zusalz 2. Die obige Formel (2) kann auch dazu dienen, die

verschiedenen Lagen eines Körpers zu finden, bei welchen er im in-

differenten Gleichgewichte schwimmt; man darf nämlich

darin nur S=o setzen und die entstehende Gleichung nach a auflösen.

So ist z. B. für ein Parallelopiped von der Breite AB=a
(Fig. 71) und Einsenkung FD=c die Fläce FPDEG=F'DEG'—

F= ac, so wie jene ey= 06@'=f=4OF.FF*‘ oder wegen

OF—ta und FF'—=%atang « auch f—=+tatanga; ferner ist, wenn

e und c’ wieder die Schwerpuncte dieser rechtwinkligen Dreiecke be-
zeichnen, und ca auf OF und er so wie ab auf NR perpendikulär

sind, sofort ac=3FF'—=+atanga und Oa—=20F—La, folglich
ist der Horizontalabstand des Schwerpunctes e von Od. i.

Or=0b-+br=0a.Cosa-+ ac.Sina—1aCosa-1aSinalanga

und sonach der Horizontalabstand beider Schwerpuncte ce und c’ von
Sin? a

Cosa’
Mit diesen Werthen erhält man aus der genannten Bedingungs-

gleichung,, in welcher, da hier der Schwerpunct o des verdrängten
Burg s Mechanik. Suppl. 31

i i er ;
einander, d..r —=b—=3aCosa--ia
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Wassers. tiefer als jener O des Körpers liegt, e negativ zu nehmen,

also
b

N %— e Sina zu setzenist, sofort

 

  

 

2%
DrNE(2 00+ 0) —esima

oder

sina[ ,g (1 ; )-e]- oder wegen —1 +-tang?
L24c ea Eng s Csa Ber

. 2

auch: Sin a 1 (2 + tang? a) — e] =o0.

Aus dieser Gleichungfolgt als die eine Wurzel Sin«—= 0 undals

R 24ce
zweite Wurzel lang a zvt r   
von diesen beiden Werthen entspricht der erstere (wofür a= 0) dem

aufrechten und der letztere dem schiefen ArÜreSEn

Dies                                            

>, oder wenn die Höhe des Parallelopides = und dessen spe-

cifisches Gewicht =s, wodurch, da das specifische Gewicht des Was-
—c

2
 

4 h h a .
sers = List, c=sh und e= zu — s) wird, wenn die Be-

i A 1
dingung enaStatt findet.

ah. 1
a’ 6s(1—-9)

dafs auch in diesem Falle das Parallelopiped aufrecht schwimmt.

Ist z.B. AJ=a, und s—=#, so wird
rap 2

ang=V(Fr— 2)=1, daher a=45°.

Im letztern Falle ist für denselben Werth von s—4:

wird tanga=o, also abermals a= 0, so,

Mh else vrBaur Fre
vw m? a v3

was sofort auch aus der obigen Relation (s) im Zusatz 1 folgt, indem

für diesen Werth von 3 (dort +) die Verhältnifszahl n = wird.



D) Aus der Hydrodynamik.

66. Aufgabe.

In einem mit einer kleinen Bodenöffnung versehenen prismatischen

Gefälse AD (Fig. 72) befinden sich mehrere Flüssigkeiten , welche sich

nicht mit einander vermischen, übereinander; es soll die Ausflufszeit für

alle diese Flüssigkeiten bestimmt werden.

Auflösung.

Es seyen von unten auf gezählt s, s‘, s“.. die specifischen Gewichte

der einzelnen Flüssigkeitsschichten CE‘, EF', FG’.., A der constante

Querschnitt des Gefälses und a die Gröfse der Bodenöffnung; so ist

während die unterste Schichte vom specifischen Gewichte s und der Höhe

CE ausflielst, der Druck gegen die Öffnung eben so grofs, als wenn

anstatt der über der Schichte CE’ stehenden Flüssigkeiten von den spe-

cifischen Gewichten s‘, s“.. und den Höhen EF,FG@G.. eine einzige

Flüssigkeit vom specifischen Gewichte s und der Höhe

h= —EF + C+= GH —+.. stände. Es handelt sich also

zuerst blo[ls darum, die Ausflufszeit für die untere Schichte CE’, d.i.

die Zeit zu bestimmen, binnen welcher der Spiegel einer gleichartigen

Flüssigkeit, welcher ursprünglich um die Höhe H=CE-+n über der

Öffnung steht, um dieHöhe % herabsinkt; diese Zeit ist aber ($. 335
und Nr. 163):

2a
“7ZvH— vh).

Ganz auf dieselbe Weise erhält man auch die Ausflufszeit für die

nächste Schichte E F’, wenn man für die darüber stehenden Flüssig-
keiten wieder eine einzige homogene Flüssigkeit von dem specifischen

 

Gewichte s’ und der Höhe % en FG+ z GH--.. annimmt und

St
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die Zeit bestimmt, in welcher der imaginäre Flüssigkeitsspiegel von der

Höhe H=EF-N’ auf jene A‘ herabsinkt; diese Zeit ist aber

’ 24 Y. ‘CE(VEH—\Yh).

Fährt ınan auf diese Art fort die einzelnen Zeiten bis zur letzien

oder obersten Schichte HB zu bestimmen , so erhält man zuletzt für

die gesuchte Ausflufszeil aller Flüssigkeitsschichten::

PTR.

 

67. Aufgabe.

Ein senkrechtes prismalisches, mit Wasser gefülltes Gefäfs besitzt

sowohl im Boden, als auch in einer Seitenwand, und zwar in der halben

Höhe, eine kleine Öffnung ; es soll, wenn beide diese Öffnungen zu gleicher

. Zeit aufgemacht werden , die Ausleerungszeil für die obere Hälfte des

Gefälses gefunden werden.

Auflösung.

Es sey A der Querschnitt und 2% die Höhe des Gefälses, ferner

a die Gröfse oder Fläche jeder der beiden Öffnungen und « die Höhe des

Wasserspiegels über der Mitte der obern Öffnung am Endeder Zeit e; so

würde, wenn constant bliebe, während einer Secunde aus der obern Öf-

nung die theorelische Wassermenge($ 327) a vg x) und aus der untern

jene a /[29(A-+ 2)] ausfliefsen Sucht man daher die Ausflufsmenge

für die Zeit de, binnen welcher «= als constant angesehen werden kann,

so ist diese
dM=adıyY2gae ade VY[2y(a+@)]

und da auch dIM= Ada ist, so folgt, wenn man gleich die und de mit

verschiedenen Zeichen einführt (weil « abnimmt während £ zunimmt)

de.a/29 [Ve + Vıa+ 2)] =—Ad und daraus

— A dz

OT ay2g9g VE+HVvAh+D'
Wird diese Gleichung von e—0 bis=integrirt, so erhält

man für die gesuchte Ansleerungszeit der obern Hälfte des Gefälses (bei

SIEB ie Grenzen):

a" A [Ye]

kai ovztvateu -

oder da das igemanl Integral
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fir Va+»— Ve] =3a40)—32°
ist, nach gehöriger Reduction :

Avıhı
=: (y2=--1) —— oder nah er INR D,I ahe V/h.

Zusatz Wäre blofs die untere Ölfnung worden, so

würde sich diese obere Hälfte des Gefäfses erst während der Zeit

Avh
a

entleert haben , es ist daher : T=3:1=2:3.

 

68. Aufgabe.

Ein aus zwei prismalischen oder cylinderischen Theilen zusammen-

geseiztes Gefäfs ADEH (Fig. 73) besitzt bei O eine kleine Bodenöffnung;;

wenn nun das Gefäfs mit einer Flüssigkeit bis A B gefüllt wird, so soll

die Zeit bestimmt werden, innerhalb welcher während des Ausfliefsens

aus dieser Öffnung der Flüssigkeitsspiegel erstens in dem weitern Theile

AD bis JK, und zweitens in dem engern Theile EH bis LM herabsinkt.

Auflösung.

So lange der Flüssigkeitsspiegel AB nicht unter ED "herabsinkt,

fliefst die Flüssigkeit genau so aus, als ob sich die Öffnung im Boden

NR des Gefälfses ANRB befände; erst wenn der Spiegel unter die

Linie ER herabgesunken, kommt die Weite des kleinern oder engern Ge-

fälses in Betracht.

Setzt man daher den Querschnitt des obern, weitern Gefälses — A,

jenen des untern, engern — A’ und die Fläche der Ausflußöffnung —= a;

so ist-die Zeit, die der Flüssigkeitsspiegel bedarf, um von AB bis JK

und CD zu sinken, beziehungsweise:
24v— J I gienVJN) und =DAR VEN

so wie die Zeit, während BR der Spiegel von ED oder EF bis LM

”ei (VGE— GL).

Es ist daher die Zeit, binnen welcher der Flüssigkeitsspiegel von
ABbis LM ah T=t 1", di.

T=Tr [AKYAN—VEN) +4 (VEG— LO).
Für die ganze Entleerungszeit ist blofs LG 0 zu selzen.

 

 herabgeht: =
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Zusatz. Bei der umgekehrten Lage des Gefäfses und der Aus- :
flufsöffnung im Boden AB, wäre eben so die Zeit, innerhalb welcher
die Flüssigkeit von GH bis JK herabsinkt:

2
DT5, AVAO—VAN+AVANVA0].
Die Entleerungszeit erhält man, wenn man in diesem Ausdrucke

AJ=0 setzt.

Ist z.B.AC=CN=h, so verhalten sich die Entleerungszeiten
in diesen beiden Fäln : T=A(Y2—)+A:4(\2—D-+A,
so, dafs wenn z.B. noch A’—=3A wäre, sofort T: T’— 1'828:2-414
Statt fände.

69. Aufgabe.

In der verticalen Wand eines mit Wasser beständig voll erhaltenen
Gefälses befindet sich eine rechteckige Oeffnung mit zwei horizontalen

Seiten; es soll erstens die Ausflulsmenge, zweitens der Ort der mitt-

lern Ausflufsgeschwindigkeit, und drittens für den Fall als die obere

Kante der Oeffnung im Wasserspiegel liegt und die Summe der Seiten

des Rechteckes eine constante Grölse ist, jenes Verhältnifs der Seiten

dieses Rechteckes bestimmt werden, für welches die Ausflufsmenge ein
Maximum wird.

Auflösung.

Es sey DE (Fig. 74) die verticale ebene Gefälswand und zuerst

allgemein die Oeffnung von der Horizontalen @a’ und den beiden gegen

die verticale Achse AD symmetrischen Curvenästen AMa und AM’a’

begrenzt; ferner sey CD=h, CA=h‘ und für den unendlich schma-

len horizontalen Streifen M’m die Abscisse AP—= x und die Ordinate

PM=PM'=y.
I. Diefs vorausgesetzt ist die während der Zeit £ aus dieser unend-

lich schmalen Oeffnung Mm= 2y x ausflielsende Wassermenge

dM=2tyda\[29(#+ »)], folglich, wenn man
h-h’

integrirt: M=2t\/2y ydaylW+2)..(D

wobei für y der jedesmalige Werth „=f(«) aus der Gleichung der

betreffenden Curve AMa oder AM’a’ zu setzen ist.

II. Ist ferner H die mittlere Höhe, d. h. der Abstand jenes °

unendlich schmalen horizontalen Streifens der Oeffnung vom Wasser-



487
 

spiegel, in. welchem das ausfliefsende Wasser die mittlere „ d.i. jene

Geschwindigkeit besitzt, welche nach der ganzen Höhe der Oeffnung in

den sämmtlichen horizontalen Streifen Statt finden müfste, damit in der-

selben Zeit # wieder die nämliche Wassermenge M der Formel (1) aus-

fliessen würde; so folgt, da die Gröfse der ganzen Seitenöffnung
h—h’

aMAM'a—=| 2ydz ist, die Bedingungsgleichung::

ß h—h' h—h’

ERAVGER] ufyde =21,% ofs de Ch’ 4x) und daraus:

nd

fr de Vi+ «)
vamn, ©

fda

Ist also die Oeffnung ein Rechteck von der Höher—=W—=a

und der Breite 2y—=b, so folgt aus der Formel (1), wegen

feva+o-3a+0 für die in der Zeit c ausfliefsende

Wassermenge:

"mz2peVYaglatn —nÄ]=201\29m— 19) (8.332),

und aus der Formel (2) für die mitilere Höhe: pn

reHyWA)
u)

Zusatz. Liegt die obere Kante des Rechteckes im Wasserspie-

gel, so ist a’ —=0 und daher M=!bht\Y2gh und H=3ı=5a.

@. 331.)

IT. Ist in diesem letztern Falle d-- A = a eine constante Grölse

ö i
und soll das Verhältnifs 7 bestimmt werden, dafs die Wassermenge

M—=2bht\/2gh am gröfsten wird; so hat man, da auch

u:bh— vr(.—M= ah —m in diesem Falle ein Maximum seyn

muls, nach der Regel:

und daraus, da die Wurzel 7? — 0 hier unbrauchbar ist, Bga—5h= 0
d ni e

oder a=$a, und damit 6o—= a—h=5a, so, dass, —2 wird. Da

mit diesen Werthen von » und d der zweite Differenzialquotient ne ga-
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tiv ausfällt, so entspricht dieses Verhältnifs von b zu % in der That
einem Maximum von M und zwarist

Mr =shrt Vagh.

7O. Aufgabe.

Die theoretische Ausflufszeit aus horizontalen Bodenöffnungen für
verschiedene durch Umdrehung um ihre verticale Achse entstandenen
Gefälse zu bestimmen, wenn dieselben mit Wasser gefüllt sind und kein
weiterer Zufluss mehr Statt findet.

Auflösung.

Ist » die Höhe des Gefälses und a? die horizontale Ausflufsöffnung,
80 ist (Nr. 164) die gänzliche Ausflufszeit

a ee eea
RI Ve

I. Bildet das Gefäls einen geometrischen Cylinder (oder ein
Prisma) von der Grundfläche A?, so ist zy?— A? und daher die
theoretische Ausflufszeit:

24°
IaD

II. Bildet das Gefäfs einen abgekürzten Kegel (oder eine
Pyramide) von den horizontalen Grundflächen A? und a?, wobei
A? der ursprüngliche Wasserspiegel ist, so wird, wenn Rund r die

_ 2
Halbmesser dieser beiden Grundflächen bezeichnen, y?—[+2a]

und daher nach allen Reductionen (und wenn a? nur klein gegen
A? ist):

 

ehAare Yuaht 2Wenfa +4Aa-+8aY)Yıh (9)

Ist a? äufserst klein gegen A®, so hat man sehr nahe
24° :

T= ara I)

II. Bildet das Gefäfs denselben Kegel aberin der um gekehrten
en 3

Lage, so wird „= (R-®) und daher

da 42Tja,8A’+ 4Aat 3aYh (8)
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Ist wieder die Grundfläche a? gegen jene A?,sehr klein, so kann
16YAh

15a? yv2g

IV. Bildet das Gefäfs ein Paraboloid von den horizontalen
Grundflächen A? und a? und ist A? der ursprüngliche Wasserspiegel,
so ist, wenn wieder % die Höhe des Gefälses, R der Halbmesser der
grölsern und r jener der kleinern Grundflächeist,

2 2 2 aBr Ba
y’=r?-+px oder wegen p— - „ auch „’=r?-+ —-a

und damit aus der Formel (@) nach einer einfachen Reduction:

man auch nahe T= . (3') setzen.

 

42 1 2 2Beegl +20)Vh... (a)

a is Re JAVA y
oder wenn j sehr klein ist, nahe T= Seryapech (4)

v. Bildet das Gefäfs dasselbe Paraboloid, jedoch in der umge-

kehrten Lage, so wird „=R?— z und 

 

nn ! z 2Ta.2A +a9Vh... (5

AAryhAr. 4 . it Iund wenn zein sehr kleiner Bruch ist, ayaran : (5%

Bildet das Gefäls eine Kugelzone von den horizontalen Grund-
flächen A* und a, wobei A? die gröfsteKreisfläche und der ursprüng-
liche Wasserspiegel ist; so hat man, wenn wieder 7% die Höhe des Ge-
fälses ist und R,r die Halbmesser der Kreisflächen A? und a2 bezeich-
nen, Kr.. und=R?— r?, folglich

=[27+2"vereara d.i.

2 2=.nn WALL SED /H®. (6)

Für sehr kleine Werthe von 5 kann man auch nahe

SEBe
ag

VII. Für dieselbe Zoneinumgekehrter Lageisty?’—= R?— x?

(6°) setzen.

und

 
we 2 2 2San +adVYh.. m

8Ar/h j
Baryag'“ a)
 

a = 3%.
oder wenn 3 sehr klein it, T=
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VII. Bildet das Gefäfs eine volle Kugel vom Halbmesser r, so
ist wegen „"—=2r =— x? die Ausflufszeit für die obere Halbkugel:

2r 1
2Ray Ara’KaAee(8/2 — (8)

und für die Uhaduk Halbkugel:

Gfee d al23ar
a?y29, S Ada 15ay2g 1arv2g " @

daher für die ganze Kugel: TV32 (a0)

ev?9 Nr. 166)
IX. Befindet sich endlich die Oeffnung a? nicht im Scheitel, son-

dern in der Basis A?=r?x einer vollen Halbkugel, so ist
I1:—© und

a urae an an ar=fee x BE (11) 

oder auch,. wegen h=r
A’vh

5a”gi

Zusatz. Ist der Bruch 1 sehr klein und haben A,a,% in den

T=!

 

(12)

Formeln (1), (2°), (8% ,.. (7% dieselben Werthe, so verhalten sich

die durch diese 7 Formeln ausgedrückten Entleerungs- oder Ausflufszeiten

beziehungsweise wie die Zahlen 15:3:8:5:10:7:12.
Die Ausleerungszeit für die obere Halbkugel durch den Schei-

tel der untern verhält sich zur Ausflufszeit der untern Halbkugel

durch dieselbe Oeffnung :

(8) :(9) oder ei —=(8V2 — T):7 oder nahe wie 4°-312:7;

dagegen, wenn sich die Oeffnung in der Basis dieser obern Halbkugel

befände
(8): (12) = (82 — 7): 12 oder nahe wie 4:312:12.

Ferner verhalten sich die Ausleerungszeiten einer Halbkugel,

einmal durch den Scheitel und dann durch die Basis:

HN:AD=7:12
u. Ss. w.

71. Aufgabe.

In der verticalen Seitenwand eines mit Wasser beständig voll er-

haltenen Gefälses befinden sich zwei ganz gleiche, jede von einer Pa-
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rabel, deren Achse vertical ist, und der gröfsten Doppelordinate be-

grenzte Oeffnung, und zwar liegt bei der einen der Scheitel und bei

der andern Oeffnung: die Basis oder Doppelordinate im Wasserspiegel ;

es soll das Verhältnifs zwischen den Ausflulsmengen aus diesen beiden

Seitenöffnungen bestimmt werden.

Auflösung.

I. Nimmt man in der Tiefe z unterm Wasserspiegel einen unend-

lich schmalen horizontalen Streifen von der Höhe dr, so ist für die erste

Oeffnung die Breile dieses Streifens 2y—=2\/p x, also die per Secunde

aus dieser schmalen Oeffnung 2ydxz ausflielseude Wassermenge

dM—=2ydaz\/2gx, so dafs also die in einer Secunde aus der ganzen

Oeffnung von der Höhe % ausflielsende Wassermenge

M=V2n[® de=h?\/2py ist.

II. Für die zweite Oeffnungist dagegen dM’—2yda/[29—)] )
folglich

M=2V/2pg 2vhe— 2”.

Nun ist (Comp. $. 809)

fdoy/(ha-—-@)= —1(h—2 a)/(ha—a*)+1h?arcsin()
h

und da der algebraische Theil für beide Grenzen verschwindet, sofort

u Mn fr na er h? 2
neel u oa lelichfieVuar w)= 7 ( = 2) 3 7, folglic

M=7*\V2ps.

das gesuchte Verhältnifs ist daher M:M'=1:

 

—

r
a

Anmerkung. Befinden sich die Seitenöffnungen anstatt in einer verticalen,

in einer schiefen Wand, welche mit dem Horizont den Neigungswinkel

a bildet, so mufs man überall statt der verticalen Höhe der Öffnung %,

jener Bjen Sina setzen

72. Aufgabe.

Die Ausflußszeit für die Seitenöffnung ABD (Fig. 75) eines ge-

raden geometrischen Kegels zu finden, dessen Achse verlical und
Spitze nach abwärts gekehrtist.
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Auflösung.

Es sey die Höhe des Kegels AC—=h, die Seite oder Kante
AE=AB=1, der Halbmesser der Basis EC=CF=r, der Nei-

gungswinkel CAF=CAB=a, die obere Breite der Oeffnung BD=b,

die Abscisse AP=x, Pp=dx und PM perpendikulär auf AC;

soist AM = x Sec«und Mm=de Sec a, ferner AB: BD— AM: MM’

 

dS
oder ?:5= x Seca: MM’, woraus MM’— 2 folgt; endlich ist

i - . si y d Sec’ a
die unendlich kleine Ausflufsöffnung Mm’=,M M''.Mm="EBdr

die wir Kürze halber wieder durch a bezeichnen wollen.

Ist der Wasser - oder überhaupt Flüssigkeitsspiegel von € bereits
bis P’ gesunken und setzt man diese variableHöhe A P’—x, soflielst,

wenn der Spiegel auf dieser Höhe erhalten wird, während einer Secunde

aus der unendlich kleinen Oeffnung Mm’—a die Wassermenge (wenn

man nämlich für die betreffende Flüssigkeit Wasser nimmt) :

in=ay [2 w—n]=FEN9.2deVa—2)”

folglich aus der bis ab, d.i. zum Wasserspiegel reichendenSeitenöffnung

Aab die Wassermenge, wenn man Kürze halber den constanten Factor
d Sec?

‘ 2g=A selzt: 

o z 2

M=—A|ade VYe—DAadeVs—a)= 1548’

aus, weil (wie leicht zu finden) das allremeine Integral
3 a

friwv&-»=}« = 2’23(8— 2)? ist.

Da nun aber x nur während der unendlich kleinen Zeit dö con-

stant bleibt, so ist die während dieser Zeit aus der genannten Seitenöfl-

nung Aab ausflielsende theoretische Wassermenge

dM—+As’ de.
Da ferner während dieser Zeit der Wasserspiegel von der Höhe

aufjene s— dx"herabsinkt und diese unendlich dünne Wasserschichte

das Volumen dM’— Zdz besitzt, wenn Z den durch P‘ geführten hori-

zontalen Querschnitt des Kegels bezeichnet, also (aus r?z:Z—=h?: 2?)

 

*) dM und dz erhalten entgegengesetzte Zeichen, weil M zunimmt, wenn z
abnimmt.
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7-7 3? folglich auch darEggs; sohat man, dadM=dM’

seyn mufs, sofort (wenn man wieder berücksichtigt, dafs de und dz
entgegengesetzte Zeichen erhalten müssen):

AAdı— BB 2? dx oderus dr

und daraus folgt für die Zeit, während welcher der Wasserspiegel von

der Höhe % auf jene %° herabgeht (wenn man gleich die Grenzen um-
kehrt):

rpbz. nr
[fs irur 2(Yh—/h)

oder wenn man für A den Werth wieder herstellt:

ERREREN
2 "pn’/29.Sec?a

ORG, „ tang’a i
Setzt man für > den Werth fang « und ren. den gleichgelten-

den Werth Sin?a, so erhält der vorige Ausdruck für z auch die Form
151 Sin’ a
= (VYh—V/h.=, Vh-Vm

Endlich hatman für die ganzeEntleerungszeit T, wegen”—0:
15 r 2 Sin’a 15rr Sina= ———_ Nı=—DaYan

73. Aufgabe.

Den Widerstand zu bestimmen, welchen eine Kugel bei der

geradlinigen, gleichförmigen Bewegung in einem widerstehenden Mittel,
z. B. im Wasser oder in der Luft erleidet.

1. Auflösung

a) nach der gewöhnlichen Theorie.

Es sey DA’ (Fig. 49) die Richtung, nach welcher sich der Mittel-
punct © der Kugel vom Halbmesser r mit der Geschwindigkeit » bewegt,
und A’BEB’ ein durch diese Richtung EA’ gelegter gröfster Kreis,
ferner seyen für einen beliebigen, im Umfange dieses gröfsten Kreises
genommenen Punet M, CP—=z und PM=y die rechtwinkeligen
Coordinaten, so wie W.M C.A’—a« und endlich für den, diesem unend-
lich nahe liegenden Punct m, Mm—=ds, Pp—=dr und mn—=dy; so
ist auch 2=r Cosa und y=r Sin a.
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Der bei der angenommenen Bewegung auf die Flächeneinheit Statt

findende normale Widerstand ist ($. 359):

IP BIN)

wobei y das Gewicht der cubischen Einheit der betreffenden Flüssigkeit,

z. B. des Wassers oder der Luft, und % den aus der auf S. 326 (des

Comp.) aufgestellten Tabelle zu nehmenden Erfahrungscoeffizienten be-

zeichnet.

Diese auf den Punct M parallel mit A/E wirkende Kraft p zerlegt

sich in eine nach der Richtung der Normale MC und in eine darauf

senkrechte, nach der Richtung des Elementes Mm, wovon die erstere

p'=pCosa, und die letztere für unsere Untersuchung nicht weiter zu

beachtenist.

Zerlegt man ferner auch noch diese nach MC wirkende Kraft p’ in

zwei aufeinander senkrechte Seitenkräfte nach den Richtungen CE und

CB‘, so ist die erstere p’—=p’Cosa—= pCos?a und die letztere

—=p’ Sina, welche jedoch, wenn man auf den mit M im untern Quadran-

ten A/B‘ symmelrisch liegenden Punct übergeht, von einer eben so

grofsen nach CB wirkenden Kraft aufgehoben wird, also hier ebenfalls

nicht weiter in Betracht kommt.

Da die Projection der zwischen den beiden durch MP und mp

gehenden Parallelkreisen liegenden Kugelzone auf die durch BB’ senk-

recht auf die Richtung der Bewegung EA’ gelegten grölsten Kreisebene

dF=2rydyist, so hat diese eben genannte unendlich schmale Kugel-

zone bei der angenommenen Bewegung einen Widerstand zu überwinden»

welcher durch die Formel dIR—p“ dF—=pCos?«.dF, oder wenn man

für p den obigen Werth aus (a) und für dF den vorigen Werth setzt,

durch

dRn—2 din Cos?a.ydy

ausgedrückt werden kann.

Da nun Cosa= und für den vorliegenden Fall @?-+ y*=r*,

E ist, so hat man, wenn dieser Werth für 
2’

also Cos?ı == E
nr &

Cos”.« substituirt und dann innerhalb der Grenzen von y=0 bis y=r
integrirt wird, für den Widerstand , welchen die vordere Hälfte, also

auch die ganze Kugel bei der angenommenen Bewegung erleidet, den

Ausdruck:
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Dr "ir= rn, dy(r— y9—=9rky —.,—R ar hang »f» y(r y?) ww ne Ar

d. i. wenn man zugleich die gröfste Kreisfläche x r?— F setzt:
vo

bi anR=jkyF,, (m

Zusatz. Da für einen gleichseitigen Cylinder von derselben
Grundfläche F', welcher sich mit der Geschwindigkeit v nach der Rich-
tung seiner Achse bewegt ($. 359, Relat. r)

R=kyF-
29

ist, wobei % den nämlichen Werth wie in der vorigen Formel (1) besitzt,
so folgt, dafs die Kugel bei ihrer Bewegung nur halb so viel Wider-
stand alsein herum beschriebener Cylinder zu erleiden
hat, welcher sich mit derselben Geschwindigkeit und in dem nämlichen
Mittel, nach der Richtung seiner Achse bewegt.

Aus der oben angezogenen Tabelle ($. 359) folgt für den Wider-

standscoeffizienten ,. wegen ; =1 aus der letzien Rubrik k— 1:2824;

dabei ist, je nachdem die Bewegung im Wasser oder in der Luft Statt
findet, beziehungsweise y— 56-4 und ($. 466, da man den sehr kleinen

v r Ei 000525 5
Bruch Tarzgegen die Einheit auslassen kann) „=g=TER> 564

zu seizen, wobei d den Barometer- und £ den Thermometerstand be-
zeichnet. Nimmt man als mittleren Werth (von d= 76” und = 18° ©.)

64 h
=== ‚ so wird der Zahlenwerth für Wasser:

ky__1:2824x564
20” 62

und jener für die Luft:
kq__12824x56% ,
ee0013725.

Der Widerstand einer Kugel von der gröfsten Kreisfläche F, welche
sich geradlinig mit der Geschwindigkeit » bewegt, ist also endlich nach
dieser Theorie, wenn die Bewegung im Wasser geschieht:

R=:5833 F v? Pfund

und wenn sie in der Luft Statt findet:

R = :0006862 Fv? Pfund

wobei der W. Fufs und das W. Pfund als Einheiten zum Grunde liegen.

= 1'1666

Anmerkung. Wie aus $. 466 erhellet, gilt diese letztere Formel nur für
Geschwindigkeiten von » < 1317 Fuls, indem nur dafür in dem vorigen
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2v
Ausdrucke von NERu das Gewicht von 1 Kubikfuls Luft

®
1317 gegen 1 auslassen kann,

v
e=q (i Er >! oder, wenn man

; 000525 d
a 1400427 gesetzt werden kann, sonst aber, d.i. für o>1317F.

qa’=2g gesetzt werden muls.

2. Auflösung

b) nach der Annahme von Duchemin.

1. Da die Beobachtungen und Versuche gezeigt haben, dafs die

gewöhnliche Theorie, nach welcher der Widerstand oder der Druck

auf die vordere Fläche einer Ebene (in der Richtung der Bewegung ge-

nommen), welche sich im ruhigen Wasser nach einer schiefen Richtung

bewegt, einfach dem Sinus des Einfallswinkels proportional ist, die

Widerstände für einen von krummen Flächen begrenzten Körper etwas zu

grofs gibt, so kommt man der Wahrheit näher und zwar in der That

sehr nahe, wenn man der Entwicklung folgende, von Duchemin aufge-

stellte Hypothese zum Grundelegt.

Ist. nämlich allgemein AB’ (Fig. 52°) die Erzeugungslinie irgend

einer krummen convexen Oberfläche, welche den vordern Theil eines

Körpers begrenzt, der sich z. B. im ruhigen Wasser nach der durch

den Mittelpunct 0 der Figur gehenden Richtung 0A bewegt, ferner

BB’ der Durchschnitt der gröfsten auf OA perpendikulären Querschnitts-

fläche F, v die Geschwindigkeit der Bewegung, 4 die Dichtigkeit des

Wassers oder der betreffenden Flüssigkeit überhaupt, und für irgend

einen Punct M der Erzeugungsliniie OP—=x, PM—=y, BM—s und

MM, = ds; so mufs man nach der Annahme von Duchemin, um den

Beobachtungen zu genügen, für den auf die Flächeneinheit im Puncte M

Statt findenden Druck p selzen:
Av” Sin’g

he
wobei @ der Einfallswinkel des Elementes MM, im Puncte M und g° jener

des Elementes im Puncte A mit der Bewegungsachse AO bezeichnet.

2. Ist nun der Körper ein Rotationskörper und AO dessen

Achse, so beschreibt das Curvenelement MM, — ds bei der Erzeugung

des Körpers, eine Zone vom Halbmesser y, deren Projection auf den

durch BB’ gehenden auf der Achse AO perpendikulären gröfsten Quer-

schnitt F gleich 2x ydy ist. Diese Zone hat demnach bei der erwähnten
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Bewegung nach der Richtung AO einen Druck zu erleiden, welcher
Sin’o

Sin’z'?
 

j dydurch 2xzpydy—= 2x Zv? ydy oder wegen Sing= „,, durch
Kc2 7%

en yalı ausgedrückt wird.
Sin’s' "ds

Selzi man den Durchmesser des gröfsten Querschnitts BB’—.a,
drückt die in der eubischen Einheit der Flüssigkeit enthaltene Masse 4

 

durch das Gewicht 7 aus, setzt nämlich (Nr. 54, Anmerk. 3) 4-7

und nimmt für den Widerstandscoeffizienten % wieder den dem Verhält-

22
nifs von = entsprechenden Werth aus der Tabelle in $.359 ; so erhält

man für den gesuchten Widerstand R auf den ganzen Körper:

anky vr" dy'yR= —: —" ee 1Fi a)
2

Was dabei den Werth von Sin 9° betrifft, so wird dieser aus dem

 

allgemeinen Werth Sing — 2, nämlich aus der Gleichung der Er-

zeugungscurve erhalten, wenn man diesen Quotienten auf den Punct A
0 E; : ibezieht, so, dals Sing’ — en wird, wenn man die allgemeinen Werthe

2, y, s für den Punct A mit einem Striche bezeichnet ; es kann daher auch
2 RN 6 4

R=2rkr, (7) Dr vn
29 \dy’ »s:ds

2
geselzt werden.

3. Geht die krumme Oberfläche in den ebenen gröfsten Quer-
schnitt F durch BB‘ über, so wird für alle Puncte derselben dy=ds

und Sing‘ -7 —=1, folglich der Widerstand:

*) Es hat also der Widerstand oder der Druck, welchen die Flüssigkeit auf
die Flächeneinheit irgend eines Punctes der Vorderfläche des bewegten
Körpers ausübt, das Gewicht einer Flüssigkeitssäule zum Malse, deren
Höhe der doppelten, der Geschwindigkeit des Körpers entsprechenden
Fallhöhe gleich ist, multiplieirt mit dem Cubus des Sinus des Einfalls-
winkels des Elementes der Erzeugungslinie der vordern Fläche des Körpers
in dem betreffenden Punete, und dividirt durch das Quadral des Sinus
des Einfallswinkels jenes Elementes dieser Erzeugungslinie, welches an der
Achse des Körpers liegt,

Burg’s Mechanik, Suppl.
32
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1
w
ı
2

v 2 a

ge Irkyzı dy=arky 7.} ar Ne

oder wegen F—= (2):x als Grundfläche des Cylinders, auch:

R=kyBe NLA)

(vergleiche $. 359) wie es seyn soll.

4. Ist die Erzeugungslinie AM B’einegeradeLinie, so beschreibt

diese bei ihrer Umdrehung um die in der Richtung der Bewegung: 4/A

liegenden Achse OA einen geraden Kegel. Setzt man dafür den

Halbmesser der Grundfläche OB’—=r und dieHöhe OA=n, so ist die

Gleichung der Erzeugungslinie (wenn O der Ursprungder Coordinaten

sb); y—r (hH— &)

i d i
folglich en ,„ ds— —Ve?—- 4°) und

dt h

dy dy’ PRRen z
eests ———— mithin nach der obigen
ReATTRFFL n z
Formel (1):

v’a "2
R=—2rk gr

® N ter2)os z

en ee chedeeI5d.i. wegen "=Fund ETapa

wobei » den Einfallswinkel der Kanten (mit der Achse des Kegels) bil-

det, sofort:

Rn

vo’

R=kyF,g sin p-

Der Widerstand eines PER von derselben Grundfläche F und

derselben Länge %, welcher sich mit der nämlichen Geschwindigkeit v

nach der Richtung seiner Achse bewegt, wird bei demselben Werth von

k durch
3

v
1

29

ausgedrückt, welches zugleich auch der Widerstand des eben betrach-

teten Kegels für. dessen Grundfläche ist, d. h. wenn bei der angenom-

menen Bewegung anstatt der Spitze die Grundfläche vorausgeht. Bezeichnet
mandiesen letztern Widerstand durch R/, so ist

R:R’=Sinpg:l,

was auch mit den Erfahrungen ganz gut übereinstimmt.
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5. Ist die Erzeugungslinie AB’ ein Viertelkreis, die krumme
Oberfläche also eine Halbkugel; so ist die Gleichung dieser Curve,
die Coordinaten vom Mittelpunct O aus gezählt,

x? t y? —r?

des de —yDaraus folgt, wegen ds — Yyy(ı + me und Too,
Y (=)

De Geyn)
Fe r

sofort os und da im Puncte A y=0 ist, auch
Ss

dy’

ds’
gen Formel (1) substituirt und a=2r setzt, der Widerstand der
Halbkugel:

v 0 1? — ya\8 Pe
R=2,(vlt—2rR ae

v 2

1: . . .Sing’ — mil, dafs wenn man diese Werthe in der vori-

29 .

2i —2 FeZHdee R=zakyı 29 sky 29 IC)
wird.

Nimmt man für % den entsprechenden Werth, d.i. für das Ver-

hältnifs , 50 gilt derselbe Ausdruck auch für die ganze Ku-

gel, so, dafs wenn man den Widerstand des herumbeschriebenen
Cylinders, welcher sich unter denselben Umständen in der Richtung
seiner Achse bewegt, durch R’ bezeichnet, sofort, wegen

2

R=kyR,- (vorige Relat. a)

Br ist.

Anmerkung 1. Dieses mit den Beobachtungen und Versuchen sehr gut
übereinstimmende Resultat weicht also von dem vorigen, durch die ge-
wöhnliche Theorie erhaltenen, in so weit ab, als man dort R=2R',
folglich den Widerstand um 4; AR‘ gröfser gefunden hat.

Anmerkung 2. Wird der vordere Theil eines Rotationskörpers, welcher
sich in der Richtung seiner Achse im ruhigen Wasser oder in der Luft
bewegt, von einer concaven Fläche begrenzt, wie eine solche z. B,
durch die Umdrehung der Curve DZ’ oder ZDB um die Bewegungsachse
4’D (Fig. 52°) erzeugt wird; so muls man nach Duchemin, um den Be-
obachtungsresultaten zu entsprechen, den Druck auf die Flächeneinhe

de -+ dy
=Aov| ——

z »( ef)
also den Widerstand des ganzen Körpers durch

re lz +d
R=anky—

|

ydy de a (a)
ATI ds

32*

it dureh
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ausdrücken, wobei wieder der Werth von % aus der Tabelle in $. 359

für das Verhältnifs des Durchmessers B3’=.«und der Länge 04’ zu

nehmenist.

Sucht man z. B. diesen Widerstand für eine kreisförmige con-

cave Vorderfläche, nimmt zu diesem Ende DO zur Abseissenachse und

D zum Anfangspunct der rechtwinkeligen Coordina‘en; so hal man

a
y’=2r2— 2°, und wenn Bog. DB’ =p° ist, sofort = Sing und

a?

F=ee 1?” Sin’ o.

Bezeichnet man den variabeln Werth des Mittelpunetswinkels für irgend

dee,
einen Punct N durch «a, so ist y=rSina, dy=rCosala, TE ‚Sina

dy
und Fe Cosa, folglich wird das vorige Integrale

2 /dc+d <
f» dyasfaSina Cos a. (Sin a + Cos «) da

oder en (Comp. $. 820, Form. 1.)
r®

„ a + siny— Sing Cos’o — CosW=Tatsi2 — 008’)

so, dals also endlich wegen nr”= in sofort

r v (1 + Sin’o — Cos’o i
R= Er yann een, wird

Sucht man jenen Werth von 9, wofür der Widerstand 2 am gröfsten

wird, so erhält man die Bedingungsgleichung:

Sin’o + 3 Sin’ 0089 + 2.0089 —2= 0
woraus man nabe = 61°38° findet. Dafür wird der Pfeil 02 nahe

genug =ärT.

74. Aufgabe.

Den Widerstand zu bestimmen, welchen ein um eine Achse

rotirender Körper in einem widerstehenden Mittel zu überwinden hat.

1. Auflösung.

a) nach der gewöhnlichen Theorie.

1. Es sey € (Fig. 76) der Durchschnitispunet der auf der Ebene

der Tafel senkrechten Rotalionsachse, MC—=p das von irgend einem

Puncte M der Vorderfläche des Körpers auf diese Achse gefällte Perpen-

dikel, ad die Durchschniltslinie der durch dieses Perpendikel und die
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Rotationsachse gelegten Ebene mit dem Flächenelement in M, welches

manin allen Fällen als eben ansehen kann und hier durch dF bezeichnet

werden soll; ferner sey Mm ein in der Ebene dieses Elementes auf ab

errichtetes Perpendikel und mn senkrecht auf CM, so ist mMC= «a

der Neigungswinkel dieses Flächenelementes mit der genannten durch

CM zchenden Achsenebene, und nm die Richtung, nach welcher

sich das Flächenelement dF in dem Augenblicke der gegenwärtigen

Lage und zwar mit der Geschwindigkeit vo= pw bewegt, wenn w die

constante Winkelgeschwindigkeit des rotirenden Körpers bezeichnet.

Diefs vorausgesetzt, ist die Projeclion des Elementes dF auf die

Achsenebene =dF.Cos« und daher, wenn sich der Widerstand hier

eben so, wie bei der geradlinigen Bewegung ausdrücken läfst und £ den

betreffenden Widerstandscoeffizienten bezeichnet, sofort der gesuchte

Widerstand auf das Element d# der Vorderfläche ($. 359):

dg=Bv? CosadF=ßBp?w?CosadF.

Zerlegt man diese, in der Richtung mn wirksame Kraft dy in

zwei aufeinander senkrechte, wovon die eine dp normal auf das

Flächenelement, so ist dp—= dy. Cosa, während die zweite, mit die-

sem Elemente parallel, für die gesuchte Wirkung verloren geht.

Aus diesem normalen Drucke dp entsteht aber eine in der Richtung

mn wirksame Kraft d"—=dp.Cos « und ein mit der Achsenebene paral-

leler Druck dp‘, welcher jedoch von der Achse aufgehoben wird.

Da nun das statische Moment dieser Kraft dr in Beziehung auf die

Rotalionsachse = pdr oder, wenn man für dr, dp und dy die vorigen

Werthe substituirt:
dM—=ßp°?w? Cos’a dF

ist, so erhält man für das statische Moment des Gesammtwiderstandes,

welchen die Vorderfläche des rotirenden Körpers erleidet, den Ausdruck:

M=ß w[p° GossxdH 2. @b

wobei das Integrale, je nach der Form und Ausdehnung des Körpers,
innerhalb der betreffenden Grenzen zu nehmenist.

Zusatz 1. Da dieses Integrale für irgend einen bestimmten oder

gegebenen Körper eine constante Gröfse bildet, so folgt, dafs das
Moment des Widerstandes dem Quadrate der Winkel-

geschwindigkeit proportional ist.

Zusatz 2 Ist der betreffende Körper einRolationskörper
und findet die Schwingung oder Kreisbewegung um dessen Achse Stalt,
so ist für alle Elemente der Winkel «—= 90° und daher:
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fr 6osar=0, woraus sofort folgt, dafs runde Körper,

wie z. B. Kugeln, cylinderische Wellen, Radkränze
u. dgl. bei ihrer Rotation oder Achsendrehung (z.B. in
der Luft) keinen Widerstand erfahren *).

2. Fallen die sämmtlichen Elemente der Vorderfläche in eine ge-
meinschaltliche Achsenebene, so wird dafür der Winkel «—0 und
daher das Moment des Widerstandes:

Burn. ED)

Ein solcher Fall tritt z. B. ein, wenn sich das Rechteck 4’B
(Fig. 77) um eine Achse RS dreht, welche in der Ebene des Rechteckes
und mit den Seiten AB und A‘B‘ parallel liegt.

Zieht man nämlich durch den Schwerpunct O des Rechteckes die
Gerade CD senkrecht auf die Achse RS und selzt UNE ea PABE
ED=a, CP=zund Pp=dx; so, geht der vorige Ausdruck (2)
für diesen speciellen Fall, wegen p—=x und dF—bd« über in:

e+z an® an&
M=ßw2b rd -)-(e-3) ]

Ta E er, 22
oder, wenn man entwickelt, reducirt und bemerkt, dafs aa—=F ist,
auch:

En Qs
M=ßw?Fe a)2

Erstreckt sich die Fläche des Rechteckes bis zur Achse, so, dafs

4‘B' mit RS zusammenfällt, so wird wegen CO—=e— 5 sofort das

Moment des Widerstandes:

M=4BFatw?.. (Ay

Was den Widerstandscoeffizienten 3 anbelangt, so kann man unter
der gemachten Voraussetzung, dafs nämlich der Widerstand bei der
Kreisbewegung jenem bei der geradlinigen Bewegung: gleich sey, sofort

De ze (n)

selzen, wobei y das Gewicht der cubischen Einheit der betreffenden

Flüssigkeit, g die Beschleunigung der Schwere (folglich :—

*) Es wird nämlich hier durchaus von jenem geringen Widerstande abstrahirt,

welcher durch die blofse Adhäsion, oder wenn man es so nennen will,

Reibung des widerstehenden Mittels an der Oberfläche des Körpers entsteht
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Dichtigkeit oder die in der cubischen Einheit enthaltene Masse) und

—1:254 den in $. 359 für dünne Platten angegebenen Erfahrungs-

coeffizienten (welcher nicht blols für das Wasser oder die Luft, sondern

nach Duchemin für alle Flüssigkeiten überhaupt gilt) bezeichnet.

Will man den Widerstand selbst, und zwar auf den Mittelpunct

der Fläche bezogen bestimmen, so hat man, wenn dieser Widerstand

durch R bezeichnet wird, wegen M—=Ne aus den beiden Gleichungen

(8) und (4) beziehungsweise

R-kyr) (e+2 ....(5) und RayFa? ä (6)

Ist z.B. bei diesem Rechteck a—=2, dD=1, e=4Fuls, und be-

wegt sich dieser Flügel im Wasser mit einer Winkelgeschwindigkeit

von w—=1Fuls; so erhält man nach den Formeln (3) und (5), wegen

y=564 und g=31:

M=155:176 und R—38:794 Pfund.
Findet dagegen dieselbe Bewegung in der Luft Statt und nimmt

man für das Gewicht derselben den mittleren Werth von on so
2

wird dafür
1 4m .m 155176 38:794
 0 18256 undr—",, — 04564 Pfund.

3. Bezieht man allgemein den rotirenden Körper auf 3 rechtwin-

kelige Coordinatenachsen AX, AY, AZ (Fig. 78) und läfst eine der-

selben, z. B. die Achse der y mit der Rotalionsachse zusammenfallen,

selzt für irgend einen Punct M der Vorderfläche des Körpers die Coor-

dinten AP=&, Pm=y und mM—=xz, lälst x und y um de und

dy zunehmen, construirt in der Ebene der @y das unendlich kleine

Rechteck dedy= nn‘ und legt durch die vier Seiten desselben , senk-

recht auf die Ebene der xy, die vier Ebenen; so schneiden diese auf
der Oberfläche des Körpers im Puncie M das Flächenelement dF ab,

dessen Projeciion auf die Ebene der xy das eben genannte Rechteck

dr dy ist.

Die im Puncte M an die Fläche des Körpers gezogene Normale

MN schneidet die Ebene der &y in eineni Puncte N, wofür (Comp.

$.739) die Coordinaten sind AQA= we —=xc-+ (z) z und OXN=y'‘
7

=y-+ (5) 3, während die Länge der Normale durch

15\2 /day2
un=a=sy|ı en rs) + (Z) ] ausgedrückt wird.

de
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Ist ferner « der Neigungswinkel des Flächenelementes d# gegen
die Ebene der zy, folglich auch der Winkel, welchen die auf diese bei-
den Ebenen gezogenen Normalen a und x miteinander einschlielsen, so

de dyist Cosa=,, folglich dedy=dF. Cosa oder dF—a nz

Da der Druck der Luft, oder der betreffenden Flüssigkeit überhaupt,
auf das Flächenelement dF in der Richtung der Normale MX Statt fin-
det, so kann man sich diesen Druck, mit Beihehaltung der genannten
Richtung, von M nach N verlegt denken; dadurch erscheint die Ebene
der zy für das in N gedachte Element dF als eine Achsenebene, welche

mit diesem Elemente den Winkel a bildet, wofür Cosa — ? ist, wobei
a

dieEntfernung des Elementes von der Rotationsachse p—x’— x +(2)*

und endlich dessen Projeclion auf diese Achsenebene

dr.C0s.—}dFr=de da, folglich dF—? dr dx ist,
Man hat daher nach dem allgemeinen Ausdrucke (1) für das sta-

tische Moment des Widerstandes, wenn man berücksichtigt, dafs hier
eine doppelte Integration, und zwar eine nach y, die andere nach « ein-
irelen muls:

M=ßw? .Cos® adF —=3w? I. + (=)*] 2 r . dırdya de DD
; J 2” dz 3dar M—B((* de dy [-+ (2)*] ne

Will man die Normale a eliminiren, so darf man nur dafür den
vorhin angegebenen Werth substituiren, und man erhält

M=ßw:=ker (8)PRINT
U
T

..

IE)
Beispiel. Schwingt z. B eine Kugel vom Halbmesser r um

eine Achse, welche von ihrem Mittelpuncte um die Gröfse e absteht,, so
ist die Gleichung der Kugeloberfläche, wenn man den Miltelpunct zum
Ursprung der rechtwinkeligen Coordinaten nimmt (Comp. $. 596)

=Hysten?

Benülzt man, weil hier die Normale a—rconstant ist, die For-
mel (7), bestimmt also aus der Gleichung der Kugel den Differenzial-

5 ds = n dsquotienten

(

— ); so erhält man vanz einfach x u undde Y de
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damit aus der genannten Formel (7), in welcher man e--« statt x

selzen mufs (und wegen 2=r?—0?— y9):
3

M=ßw? ffüe dya?— 2? — y?).

Integrirt man nun zuerst nach y und zwar innerhalb der Grenzen

ai— y bis -+ y, so erhält man

ya)=2"dy a?a?y) —=2[0”—e”) y— 34°)

wobei y„=\r?—2?) ist. Mit diesem Werthe folgt weiters:
3 —r 2 =

M—PBw:; " da [(?— ©)? —1(r?— 2?)]) =

e 3

ne A 2 a. 2 ® 2 2,3
zpw er 2 (rt — 2’) =;ßw Er) za” — =

ey o

Nun ist m. der Reductionsformel € im Comp. $. 799)

fire79-7+5].ve—ed+zSr23)
folglich, wegenpl— Arc Sin 7 und da der erste Theil die-

Ve=) r
ses Integrales für beide Grenzen, d. i. sowohl für = als auch für

» at E
2=r verschwindet , dagegen der zweite Theil in Arc Sin =:

übergeht , sofort

ae grM=z33w ara F

oder wenn man die Geschwindigkeit des Mittelpunctes mit » bezeichnet,

wodurch v=ew wird, so wie wegen r?x—=F und (Relat. (n) in 2)

ky 0
Br, oh: M—jkeyFzo;

endlich folgt daraus für den Widerstand X, diesen auf den Mittelpunet

der Kugel bezogen, wegen M= Ne:
2

R—ik,P.hy P,

Zusatz. Diese Reialion mit jener (m) in der vorigen Aufgabe

(erste Auffösung) verglichen, zeigt, dafs nach der gewöhnlichen Theorie
der Widerstand der Kugel bei der kreisförmigen Bewegung jenem bei
der geradlinigen Bewegung genau gleich ist, wenn bei der erstern der
Mittelpunct dieselbe Geschwindigkeit v hat, welche bei der leizlern Be-
wegung die sämmtilichen Puncte der Kugel besitzen.
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2. Auflösung

db) nach Duchemin.

Nach den Beobachtungen und Versuchen von Duchemin findet je-
doch bei der kreisförmigen Bewegung , durch den Einfluls der Centri-
fugalkraft, welche durch die Reaction der umgebenden ruhigen Flüssig-
keit aufgehoben werden muls, ein gröfserer Widerstand als unter übri-
gens gleichen Umständen bei der geradlinigen Bewegung Stalt, und er
findet, dafs wenn R den Widerstand bei der geradlinigen, und R’jenen
bei der kreisförmigen Bewegung bezeichnet und der Mittelpunct der
Figur dieselbe Geschwindigkeit v besitzt, welche bei der erstern Bewe-
gung Stalt findet, sofort ($. 359, Anmerk. 2)

324883

w—n|ıAee m
gesetzt werden müsse, wobei % den vorigen (in der Relation n angege-
benen) Erfahrungscoeflizienten, a den Abstand des Mittelpunctes O der
Figur des auf dem beschriebenen Kreisbogen normalen gröfsten Quer-
schnitts F des Körpers von der Rotationsachse, und s den Abstand des-

selben Punctes O0 vom Schwerpuncte o jenes Theiles der Fläche F,

welche vom Mittelpunete O aus gegen die Rotationsachse zu liegt, und

endlich x eine lineare Gröfse bezeichnet, welche die Dicke der parallel

zur vordern Fläche des Körpers abgelenkten Wasserfäden ausdrückt;.
dabei ist für einen Rotationskörper, wenn D der Durchmesser des gröfs-
ten, auf der Richtung der Bewegung normalen Querschniltes F, und $

der Einfallswinkel des nächsten an der Achse des Körpers liegenden

Elementes der Vorderfläche bezeichnet, wobei jedoch vorausgesetzt wird,

dafs diese Achse zur Richtung der Bewegung parallel ist:

x—=4}DSinp,
dagegen für jeden andern Körper s=1\/F.Sin 9.

Beispiel. So wäre z.B. für das vorige Rechleck, in welchem

F=2, a=4 und v=4 ist, wegen g —= 90°, s—=4, s=3 Y2= 7017,
undk—=1'254, sofort

324883 3,2488 %x 707 _ „ggg
k(e—s) "25435

folglich nach dieser Relation (1):

a

Bewegt sich dieses Rechteck geradlinig, in einer auf seiner Ebene
perpendikulären Richtung: mit 4 Fufs Geschwindigkeit im ruhigen Was-

 

j 16 s ;ser, 50 ist ($.359) R= 1'254 > 56'4><2 > 5365 und daher
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R'’= 1'523 >x<36'5 —=55°59 Pf.

während oben nach der gewöhnlichen Theorie für diesen Widerstand

nur R—38'8Pf. gefunden wurde, so, dafs also hier nahe

ni est:

Beispiel 2. Bei einem der von Borda angestellten Versuche,

um den Widerstand einer im ruhenden Wasser sich kreisförmig bewe-

genden Kugel zu finden, betrug (Alles in französischem Mafs und Ge-

wicht ausgedrückt) der Durchmesser der Kugel 59 Linien, der Abstand

des Mittelpunctes der Kugel von der Drehungsachse 4, und die Ge-

schwindigkeit dieses Punctes> Fufs; diefs gibt auf das W. Mafs

bezogen (wobei das Verhältnifs von 1°"— 1-2764”" zum Grunde
60'631

144

fläche F—'139236%, die Geschwindigkeit des Mittelpunctesv—1'24215’,

die lineare Gröfse x—4D Sin 90°—='210525‘, den Abstand des Mittel-

punctes der Kugel von der Drehungsachse a—=4:1106’ und den Ab-

stand desselben Punctes vom Schwerpunct des Halbkreises ($. 50)

Ss = b - —:089395..
am

Mit diesen Werthen geht die Formel (1) über in

R' = 1'13263 R,
wobei R den Widerstand bezeichnet, welchen dieselbe Kugel bei der

geradlinigen Bewegung im ruhigen Wasser erfährt, wenn dabei die Ge-

schwindigkeit 124215 Fuls beträgt.

Nun ist aber nach der vorigen Aufgabe (2. Auflösung, Relat. s)
(124215) °

62

liegt) für den Durchmesser D — == 4210’, die grölste Kreis-

2

R=3kr —=2>< 1'2824 ><56°4>< 139236 x

de, 3 — 10258 DE

folglich R’—=1-13263 R— 116187 Pfund.

Zusalz. Drückt man diesen Widerstand in Pariser Pfunden

(nach der Relation von 100"—8741""") aus, so erhält man
RB’ = 132922 Par. Pf., während der Borda’sche Versuch dafür -1242
Par. Pf. gegeben hat.

Anmerkung. Dxchemin findet nach seiner Berechnung (er nimmt jedoch
von % nur zwei Decimalstellen, in welchem Falle wir 2 = ‘10239 W. Pf.
und A‘ = 13267 Par. Pf. gefundenhätten) %’ = ‘1265.

Für die Geschwindigkeiten von v = ‘42598, '59574, ‘85376, 1'2087,
17016, 2'4154 Pariser Fuls, geben die Beobachtungen für den Widerstand
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KR‘ beziehungsweise ‘0155, 0310, 0621, "1242, ‘2483, ‘4966 Par. Pfund,

während Duchemin nach der genannten Formel ‘0156, 0311, "0626, ‘1265,

2517, 5076 P. Pf, findet.

75. Aufgabe.

Die Zeit zu bestimmen, in welcher eine Kugel, welche spezifisch

schwerer als Wasser ist, in dieser Flüssigkeit von einer gegebenen Höhe
herabfällt.

Auflösung.

Es sey D der Durchmesser und ö die Dichtigkeit der Kugel, also ihre

Masse M=4xD°5—=2DF5, wenn man nämlich wieder die gröfste

Kreisfläche mit F bezeichnet. Da der Widerstand, welchen die Kugel

bei ihrer Bewegung im ruhigen Wasser erfährt (Aufgabe 63, Relat. s)

vhs 3 | HRLI .
R=:ky Ms ist, so wird die auf sie einwirkende verzögernde (oder

kky v*

>» 29

wenn » das Gewicht der cubischen Einheit der Kugel im leeren Raume

oder negative beschleunigende Kraft, nach Nr. 56) durch=
u

r D
ist, wegen ö=- auch durch

9

 

R lan
Een)
a Bm

ausgedrückt, wobei (Nr. 359) k—=1' -— 56.4 ist, wenn           

man den Wiener Fuls und das W. Pfund zum Grundelegt.

Das Gewicht der Kugel ist im leeren Raume —=2DFp und im

BRP=3DF(p—.,), also ihre beschleunigende Pr

=-,- (\ —")» und da ihr die verzögernde Kraft %y enlgegen-

wirkt, so bleibt noch als beschleunigende Kraft:
ky 2

bb)... .G—=@— „=(1-2) zu

Nun ist aber auch (Nr. 56, Anmerk.) die beschleunigende Kraft

lv :
IEL: + und aufserdem (Nr. 58) ds—=vdt, folglich, wenn

man gehörig substituirt:
1v vdvıo.

gyamia dEissoHMauleb Dan
Ya a ( zeSe

(i .) u Ye Bm

*) Diese beiden Ausdrücke erhält man auch ganz einfach aus der Relalion (@)

 w
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2 AhSetzt man Kürze halber (\ _ 2 g9=a und Fe zo, we-

hält man durch Integration von o bis £ für £&, von o bis vo für v und von

o bis s für s, sofort

ER ai, und Be an.
"33 Ba 2 2a) ,#"—v „—v
 

oder (Comp. $. AR und 762):
b?

1= 2,logn.6) und Sr)Eur— Iogn.(=)

at
Setzt mana so ist EEE —togn. A a)

=D,

A—1 : b* A+1
v=b (=): so wies togn. (5):

Ist A eine sehr grofse Zahl, so kann man A slalt A-+-1 setzen
2 b?

wodurch man s—% logn.2 VA ar (logn. A— logn.2) und daraus
a

a2as
logn. A oder 2                   d.i. wenn man die

Werthe @ und d wieder en ae, logn.2 — 2'3026 log. 2 setzl, um

nämlich den natürlichen Logarithmus in den Tafel-Logarilhmus zu ver-

wandeln, endlich:

—(sa1x 2:3026 2)|3ky ir AUNYaS
102 —y)g9

hehe”a den von Newton über den Fall von Kugeln

im Wasser angestellten Versuchen, halte eine der Kugeln einen Durch-

inesser von -84224 englische Zolle und im destillirten Wasser gewogen

ein Gewicht von 77 Gran (Troygewicht), die Fallhöhe im Wasser be-

trug 112 Zoll und die beobachtete Fallzeit 4 Secunden.

Da das Gewicht eines Londoner Kubikfufs destillirten Wassers
76 Pfund (Troygewicht) beträgt, so wiegt eine Kugel dieser Flüssigkeit

von 5 engl. Zoll Durchmesser nahe genug 16600 Gran. Bezeichnet

man daher allgemein das Gewicht einer solchen Flüssigkeitskugel von

D Zoll Durchmesser mit g’ und das Gewicht der festen Kugel bei glei-

chem Durchmesser, im deslillirten Wasser gewogen, mit g; so hat man
D’

g' Ta 16600 Gran und ® —!a. Mit diesem Werthe wird in der

2 Be ; do pr 0 RB 5 Yin Nr, 261, aus welcher Eu folgt und wobei As G (1- 2)

R 3 Aky0
und N TyTFDp v” zu setzenist,
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vorigen Formel (2) der Bruch _?_ — sul
Drilla S

Q und daher wegen

s=112, D—='84224, k—=1'2824 und g—=12><31 sofort

— 4:035 Secunden,

welches Resultat mit jenem der Beobachtung: sehr genau übereinstimmt.

Anmerkung. Duchemin, welcher diese Formel überhaupt auf 8 solche

Beobachtungen anwendet, findet dafür den etwas grölsern Werth von

410 Sec.

Die Beobachtungs- und Rechnungsresultale dieser Newzon’schen Ver-

suchsreihe sind folgende:

Die Durchmesser der Kugel waren '84224, ‘81296, ‘99868, 1'00010,

1'00010, ‘99970, *99970, 1'00990 Zolle; ihre Gewichte im Wasser be-
ziehungsweise 77, 55, 74, 214, 794, 64, 140%, 4% Gran; die Fallhöhen

112, 112, 182, 182, 182, 182, 182, 182 Zoll; die beobachteten Fall-
zeiten 4, 15, 24%, 14%, 8, 254, 64, 31% und die berechneten 4'01,

1489, 25°00, 14'42, 753, 26'20, 5'69, 32:26 Secunden.

Zusatz. Duchemin bemerkt mit Recht, dafs ungeachtet der sehr

guten Übereinstimmung dieser Rechnungs- mit den Beobachtungsresul-

taten, gleichwohl die obige Formel (2) nicht alle Umstände der Aufgabe

umfasse, indem sich diese Formel nur auf den bei der gleichförmigen

Bewegung vorkommenden Widerstand bezieht, bei welcher nämlich der

Körper und die ihn umgebenden Flüssigkeitsfäden nach der durchlaufe-

nen Linie eine constante Geschwindigkeit besitzen, während es sich hier

um eine veränderliche Bewegung handelt, wobei die Geschwin-

digkeit des Körpers am Ende der Zeit c-+de die Größse vo—-dv er-

langt.

Der Erfahrung zu Folge bestehen die den in Bewegung befindlichen

Körper umgebenden Flüssigkeitsfäden aus Molecülen, welche in bestän-

diger fortrückender Bewegung begriffen sind, deren Anzahl aber gleich-

wohl in jedem Augenblicke dieselbe ist, und deren Sirömungso ange-

sehen werden kann, als fänden sie in schmalen, an dem beweglichen

Körper befestigten Kanälen Statt. Was nun die Anzahl dieser Molecülen

betrifft, so findet Duchemin, dals bei dieser veränderlichen Bewegung

das Volumen _’ der Masse der Flüssigkeitsfäden, welche sich mit dem

Körper mit forlbewegt, wenn dieser ein Rotalionskörper ist, durch die

Formel

H 290%
9-:]} ErBVL- ar] (m)
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ausgedrückt werden könne, wobei die darin vorkommenden Gröfsen

dieselbe Bedeutung wie in den Formeln (1) (73. Aufgabe, 2.Auflös. und

74. Aufgabe, 2. Auflös.) haben; die dort nicht vorkommende Gröfse b

bezeichnet hier die Länge jenes Cylinders (wenn überhaupt ein solcher

vorhanden) , welcher den Vordertheil des Rotationskörpers vom Hinter-

theil trennt (für eiue Kugel z. B. ist == 0) und dessen Achse in der

Richtung der Bewegungliegt.

Bezeichnet O das Volumen des bewegten Körpers, ö seine Dich-

tigkeit, Z jene der Flüssigkeit und R den Widerstand bei der gleichför-

migen Bewegung desKörpers; so reducirt sich die obige hier angewen-

deie Relation (6), wenn man zugleich für & den Werth aus (e), d.i.
A

-. seizt, auch auf die Form (wegen !I—_ 5

en (\ —!)s—y oder wegen M—=05 auf jene

d
07=6—N04 —R

Duchemin findet nun, dafs man statt dieserRelation, für die ver-

änderliche verticaleYen selzen müsse:

+0nE=+06—-Ng—R (m

wobei sich von den Beten Zeichen das obere auf die beschleunigte,

und das unlere auf die verzögerte Bewegung bezicht.

Wird dieser Ausdruck für die erstere Bewegung, und zwar auf

eine Kugel vom Durchmesser D angewendet, so hat man wegen

0—1 =D", F=1xrD?, Sing —=1,b= o und ($. 499)
o

Has;=:F, nach der vorigen Formel (m):

2

N..0'=,rD®, also all; a)

und damit aus der Relation (n), als den genauern Werth für die Fall-

zeit, wenn man wieder stait den Massen 4 und ö die Gewichte r und p
selzt:

10D@+:67) 3ky|;En= 23026 1092|V|.

—

el.
102 (P—y)g

Indem man also die durch die beschleunigte Bewegung mit fort-
gerissene Flüssigkeit in Betracht zieht, erscheint die Fallzeit um den

10D 3%Ausdruck *6

><

— i 2ck 62 8026 1092/|TIP gröfser als

der nach der obigen Formel(2).
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Diese Vergröfserung beträgt jedoch bei den vorhin angeführten

8 Versuchen nach der Berechnung Duchemin’s beziehungsweise nur

032, 116, :147, 085, ‘044, ‘154, ‘033, :192 Secunden, welche

Bruchtheile sofort ohne Fehler noch vernachlässigt werden können.

Indefs ist der Einflufs dieser Masse der Flüssigkeitsfäden bei dün-

nen Platten, welche sich in einer auf ihren Ebenen senkrechten

Richtung bewegen, viel bedeutender, indem dafür, wenn a die Dicke

und F die Fläche derselben bezeichnet ,

0‘ vVF
0 —= 1347 aan

also z. B. für F—=4 und a— „I, sofort G —= 1413, nämlich über

23 Mal gröfser als im vorigen Falle wird.



E) Aus der Aörostatik.

76. Aufgabe.

Es soll der in irgend einem Puncie N (Fig. 53°) einer schweren
elastischen Flüssiekeit herrschende Druck bestimmt werden.

Auflösung.

Wirken auf zwei gleiche Quantitäten einer elastischen Flüssigkeit
die Drücke oder Spannkräfte p und p/, und nehmen diese Flüssigkeits-
mengen dabei die Volumina @ und 0’, so wie die Dichtigkeiten Z/ und
ZJ' an; so hat man nach dem Mariotte'schen Gesetze SEAT

A

agea na)
Ist ferner das Gewicht der cubischen Einheit dieser Flüssigkeit

unter dem Drucke p=y und unter dem Drucke »’—=4g'; soist(Nr. 54,
Anmerk. 3) y=gy4 und Y—=y 2’, folglich auch (Gleich. 1.):

q a »

D

»
— — — — — oder =-q4aan nr

g 2 }und wenn man den Quolienten Ei 8 k selzi, auch:
q

a,
Es sey nun der durch die Schwere auf die elastische Flüssigkeit

im Puncle N’ (Fig. 53% hervorgebrachte und bekannte Druck auf die
Flächeneinheit =p‘, und der gesuchte Druck auf den Punct N—»;
ferner sey AY eine durch N’ gehende lothrechte Linie, NA horizontal
NN=s,W.ANN=ß, YN=2,YA=z, 4 die Dichtigkeit der
Flüssigkeit in m, g das Gewicht der eubischen Einheit in demselben
Punct, also, wenn g die Beschleunigung der Schwere a, (= 94,endlich sey @ der unendlich kleine Querschnitt einer in der Richt
gedachten Flüssigkeitsröhre; so ist das Vol

Burg's Mechanik, Suppl-

ung N’N

umen dieser Röhre bei

33
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m= ads, folglich ihre Masse =a /ds und ihr Gewicht =ag/ds—

agds, als Druck im Puncte m nach verticaler Richtung. Zerlegt man

diesen Druck nach mN’ und eine darauf senkrechte, so ist der er-

stiere —agCosads, folglich der Druck auf die Flüssigkeitsröhre vom

Querschnitt a = af Cos ads und auf die Flächeneinheit -/4 Cosa ds.

Nunist aber »„ —p +fü Cosads, folglich wenn man diese Glei-

chung , in welcher p die einzige Variable ist, differenzürt:

  

 

 

 

 

0—=dp--4yCosads und daraus dp—=—gCosads, oder wegen
5 yo; ee Cosa doe Cosa

(Gleich. 2) a auch dp — — z pds d.i. yoik ds.

Diese Gleichung innerhalb der gehörigen Grenzen integrirt, gibt:
pP s

eyfe d.i. p— Ip! =— Sn
»’? k o k

€ ; - ; i
oder I — __ @*, und wenn » die Basis der natürlichen Logarith-

rear
men bezeichnet, me 5

Setzt man Cosa — ==="so erhält man endlich

@—21) 5
 

pp no und sn —kln. ch)

Aus dieser Relation (3) folgt, dafs der Druck p nur von dem

verlicalen Niveauunterschiede &— x, der beiden Puncte N und N’ ab-

hängig, dieser also in allen Puneten einer und derselben horizontalen

Ebene derselbe ist, oder dafs die Flächen von gleichem Niveau

auch hier (wie es bei den tropfbaren Flüssigkeiten von geringer Aus-

dehnung der Fall) Horizontalebenen sind.

77. Aufgabe.

Es sollen die Gesetze für das Aufsteigen eines Luftballons mit

Rücksicht auf die veränderliche oder abnehmende Dichtigkeit der Luft

bestimmt werden.

Auflösung.

1. Setzt man voraus, dafs die Temperalur und hygroskopische

Beschaffenheit der Luft durch die ganze Höhe, die der Ballon durchsteigt,
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dieselbe sey, setzt das Gewicht der cubischen Einheit der Luft im An-
fangspuncie der Bewegung —g’ und den in diesem Punele herrschenden

Druck der Atmosphäre auf die Flächeneinheit = p‘, bezeichnet durch

q und p dieselben Gröfsen für eine Lufischichte, welche um die Höhe s

über dem Anfangspuncte liegt, und welche der Ballon nach Verlauf der

Zeit £ erreichen soll; so hat man zuerst, wenn % einen constanten Er-

fahrungscoeffizienten bezeichnet (vorige Aufgabe, Gleichung 2) p=ky

und (vorige Aufgabe, Gleich. 3, wegen 2, —0 und 3=s):

p=p’e “ oder wegen p=kg und p —=kg’ auch:

a. (a)

Ist O das Volumen und @ das Gewicht des Ballons, so wirken auf

ihn während er aufsteigt in jedem Augenblick der Widerstand R der Luft

und das Gewicht @ abwärts, dagegen der sogenannte Auftrieb 40
\ 6

aufwärts. Man darf daher nur in der Gleichung (2) Nr. 262 >;

und P=90—G, oder wenn man auch noch das Gewicht jener

Luftquantität berücksichtigen will, welche sich während der Bewegung

an den Ballon anhängt, statt @, @-+ 690 (folgende Aufgabe) selzen

und berücksichtigen, dafs (Gleich. d, in Nr. 262) R=a(1-+Bov)v?
und dabei, wenn A die gröfste Kreisfläche des kugelförmigen Ballons

s A i a
bezeichnet, «== 513ra ist, wenn man nämlich den constanten

Factor -5313 1 —a setzt, und dafs man die kleine Gröfse Bo— —-
29 1317

vernachlässigen, also R= agv? setzen kann *).

Dadurch erhält man aus der genannten Formel (2):

G@-+'690 vdv
ds—=— 2702 Segen cd)

2. Aus dieser Relation (1) folgt fürs erste, dafs sich der Ballon

mit beschleunigter Bewegung vom Boden erheben und mit einer solchen

so lange fortsteigen wird, so lange die Resultante der nach aufwärts

wirkenden Kräfte, nämlich g0— agv? — G positiv ist, indem dann

auch ds positiv ausfällt. Kommt der Ballon in eine Höhe, für welche

 

—u

*) Auch könnte man, um strenger zu verfahren, wie es in Nr. 263 geschehen,

für 14» einen constanten Mittelwerth ZB=1+4ß(V-+o) setzen,
wobei © die Geschwindigkeit des Ballons für die Zeit 2=0 und V jene
für die beliebige Zeit Z bezeichnet.

33*
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(a) 90 — @=Pist, oder befindet er sich gleich von vorne herein in

einer solchen Höhe über dem Erdboden, so hat er kein Bestreben weiter

zu steigen und bleibt sonach in Ruhe. Die gröfste Höhe, welche der

Ballon erreichen kann, folgt daher aus der vorigen Bedingungsglei-

chung (a’) aus welcher man zuerstawenn man diesen Werlh

 
an 6

in der Gleichung (a) substituirt, —2 —ie er Rn

und endlich:

EnAch

erhält.

Anmerkung. Es versteht sich von selbst, dafs im Augenblicke als der

Ballon diesen durch die Relation (5) ausgedrückten Höhenpunet erreicht

oder durchläuft, nicht blofs die Kraft q0— 6G=0, sondern auch noch

der Widerstand der Luft @q v* von oben nach unten auf ihn einwirkt, so,

dafs also der Ballon die Höhe s schon mit verzögerter Geschwindigkeit

passirt und daher das Maximum der Geschwindigkeit in einen Punct fällt,

welcher unterhalb der Höhe s liegt. Übrigens wird der Ballon diese Höhe

s bis zu einem gewissen Puncte überschreiten , hierauf zurücksinken und

so in immer enger werdenden Exceursionen um diesen Höhenpunctoseilliren.

3, Ist die Geschwindigkeit » des Ballons überhaupt nur eine

mäfsige, so wird der Widerstand der Luft ayv? gegen das Gewicht

der vom Ballon verdrängten Luft g0 nur gering, und da » sehr bald

einen milllern Werth anzunehmen strebt, welcher sich bei der weitern

Bewegung nur mehr sehr wenig ändert, so kann manin der im Nenner der

obigen Formel (1) vorkommenden Differenz agv?— 90 =(av?— O)gq

bei der auszuführenden Integration, ohne merklichen Fehler das Glied

av? als constant behandeln und für » entweder jenen Werth v’ selzen,

welchen die Geschwindigkeit » am Ende der Zeit £ erlangt, oder dafür

auch den mittlern , zwischen 0 und v’ liegenden Werth 40° nehmen.

Dadurch wird, wenn man im erstern Falle v‘, im Ipkzlern 4v’ mit

ce bezeichnet, in der genannten Formel (1):

gKar—NatEds
vd ———

&+ ‘690 e

Nunfolgt aber aus der obigen Relation (6) and oder

17 / n ‚ also, wenn man s als eine Funclion von g betrachtet,

Eee ee
q
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es ist daher, wenn man diesen Werth für ds in der vorigen Gleichung

substituirt:
gokllac’— O)q+ elda

a(E+ 609)

und daraus (rdv— 4leZuarsE1dR,

(4 £ Er.
Zerlegt man den Bruch unterm zweiten Integralzeichen in die bei-

den Partialbrüche:

00, @6, 0,2390
MiAi

vd —

, so erhält man

 

G
& +55

Let Fa I }
2 0 0en(ac 1'6 0) 5 .

( Fo!
oder, wenn man diese einfachen Integrationen at und möglichst

reducirt:
usee 609+4@ne()]AEr 60gy+ 6

Setzt man, da dieser wavon v der Endgeschwindigkeit nach

Verlauf der Zeit # entspricht, nach der vorigen Bemierkung, im zweiten

Theile dieser Gleichung wieder v statt ce und löst dann die Gleichung nach

v auf; so erhält man

609g +6N\ u

v2 er60q4+Au
604 + e\

eree,
oder wenn man, um die natürlichen Logarithmen 7 in Brigg’sche log.

zu verwandeln, Zähler und Nenner mit dem Modul 4342945 multipli-

eirt und zugleich berücksichtigt, dafs g’> gist:
J 60446 4

SUN Be)
 

„uk 609+6 q 9

rn,PHEHTIH GI.gr Ge
durch welche Gleichung also die Geschwindigkeit, so nahe als es hier

nur immer nöthig ist, als eine Function der Gröfse g, d. i. des Gewich-

tes der cubischen Einheit der Luft in der Höhe s ausgedrückterscheint.

Um also die Geschwindigkeit des Ballons in der Höhe s zu finden,

mufs man zuerst den in dieser Höhe herrschenden Werth von g aus der

obigen Gleichung («) bestimmen und dann in die vorige Gleichung (2)

substituiren. Es kann noch bemerkt werden, dafs (aus Gleichung a)
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7= also log. „1129457 is. Was endlich die Werthe von

%k und g’ beirifft, so kann man für gewöhnliche, mit Wasseı dampf ge-

schwängerte Luft (welche bei 18°C. 850 Mal leichter als Wasserist)

nach Nr. 249 (Note) k—=25932 (1-+ 0040 und ($.439, «, wo

man nach den Bemerkungen in Nr. 24% Note, genauer :029585 stalt

un setzen, wobei £ die be-

treffende Temperatur nach der 100theiligen Skala und 5 den Barometer-
stand in W. Fuls bezeichnet.

4. Um endlich auch die Höhe s, in welcher sich der Ballon am

Ende der Zeit < befindet, durch diese Zeit, oder umgekehrt, auszudrücken,

-03042 setzen kann) g’—= 029585

hat man wegen de— = sofort

dds

=[
und da sich vo als Function von s, für jeden beliebigen Werth von s

nach der vorigen Bemerkung aus der Formel (2) bestimmen läfst, so

kann man hier mit Vortheil zur Bestimmung dieses Integrales (3) die in
Nr, 255 angegebene Näherungsformel (A) anwenden.

Theilt man z.B. die Differenz s— 0 in 4 gleiche Theile, setzt die-

ser Näherungsmelhode zufolge ‚= y und bezeichnet die Werthe, welche

y für s=0, 48, 3, $s und s annimmt, der Reihe nach durch y,, yı»

Ya> Y3, Y, ; 50 hat man nach dieser genannten Formel:

[=mn—ta,+2+4y+v) (4)

dabei ist der gröfste Werth, welchen man der Gröfse s geben kann,

durch die obige Relation (d) gegeben.

Anmerkung. Dafür s=0 auch v»= 0 und daher Y, Unendlich, also diese
Formel (4) unbrauchbar wird, so mufs man diese Rechnung erst für die

bereits eingeleitete Bewegung des Ballons beginnen, und z B. die Zeit
von dem Augenblicke an zählen, in welchem der Ballon bereits eine, wenn

auch noch so kleine Geschwindigkeit erhalten hat. Setzt man z.B voraus,

dafs sich der Ballon bereits um 1 Fuls über den Aufsteigpunct erboben

habe, so wird man die Zeit aus der Formel [7— bestimmen, indem

man ohnehin nur Werthe schäir, welche blofs annähernd richtig sind.

Beispiel. Es habe z.B. ein sphärischer Ballon ein Volumen von 10000 Ku-
bikfuls und im gefüllten und ausgerüsteten Zustand ein Gewicht von

6045 Pfund, der Barometerstand sey 2'3124 Fuls und die mittlere Tem-
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peratur der Luft 15°C; so ist die gröfste Kreisfläche A = 561169,

561°169
 — 46432, q’ = 064541 und

k= 25932 > 1:06 = 27487'92, folglich damit aus Relat. (2) sehr nahe

s= 1800 Fuls als gröfste Höhe, in welcher der Ballon allmählig zur Ruhe

kommt. In dieser Höhe ist (wenn auch hier die Temperatur mit 15° an-

genommen wird) q = "0604496.

Theilt man nun zur Bestimmung derZeit, nach der Sömpson’schen Formel

A
a='513 —_ = '513x

29

L 1800

diese Höhe s in 8 gleiche Theile (man kann dabei ohne Fehler = statt

1800 —
+> ein und berechnet Z annähernd nach der Formel:

eo1800

7 wetan+ 204utUrAH20H+

so findet man für s=1 aus der Relation (@) d. i. aus

logq = logqa’ — x log e (wobei log q’ = '8098325 — ? und

loge ='4342945) q = "0645382 und damit aus der Formel (2):

v=1'1919, also damit den reciproken Werth 9, = 2 = 8391 Verfährt

ag
man auf dieselbe Weise mit den Werthen von s= — =225,

8

1800 1800 i 1800
ee, 615 u.8. W. bis = 8.57 = 1800; so er-

hält man der Reihe nach folgende Werthe::

für wird

ei, q= :0645382, v= 11919, %, = '8391

= 225 = '0640143 = 10'446 9, = 0977

= 450 = '0634925 = 104131 9%, = '0960

= 675 = 0629749 = 102125 9, = '0980

900 —= 0624615 = 99033 9, = '1010

= 1125 = 0619537 = 95460 9, = '1047

—= 1350 = 0614472 = 91417 y, = '1094

= 15755 = 0609463 = 87080 9, = 1149

= 1800 = 0604496 = 83353. y, = 1214

und damit wird aus der vorigen Formel nahe Z= 2424 Secunde oder

etwas über 4 Minuten, welche der Ballon braucht, um in eine Luftschichte

zu gelangen, die in runder Zahl um 300 Klafter über dem Aufsteigepunct

des Ballonsliegt.

Die hier gerechneten Werthe von v bestätigen das in der vorigen An-
merkung über die Bewegung des Ballons Gesagte vollkommen, und man

sieht, dafs der Ballon jene, um 1800 Fuls über dem Aufsteigepunct gele-
gene Luftschichte anfangs noch mit einer Geschwindigkeit von etwas

über 8 Fufs passirt, um hierauf wieder bis in diese zurückzukehren.
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Setzt man in der obigen Relation (ec) für ds den Werth v.di, so erhält
kdq

man d=— 7 7’ daher, wenn man v als constant ansieht:

tft k ("ag kg
7RE ERBENNimmt man für 9° jenen Werth, welcher der Höhe von 1800 Fuls ent-

„
, ! q

spricht, so ist Z Dir (’8098325 —2) (7813935 — 2) = 028439.

Würde man nun für » den miltlern Werth nehmen, welcher der vorigen
Reihe von © = 10:24 bis » — 8:22 entspricht, , d. i.

763975
= -

8
 = 9:55 setzen, so würde man annähernd ?— 1884 Secunden

für die Zeit-finden, welche der Ballon braucht, um von der Höhe von
225 Fufs auf jene von 1800 Fuls zu gelangen, so, dafs er für die ersten
225 Fuls (die Zeit für den ersten Fufs nicht gerechnet) nahe 2424 — 188} =
54 Seeunden benöthigte.

78. Aufgabe.

Die Schwingungszeit eines Kugelpendels zu bestimmen , welches
in einem widerstehenden Mittel, z. B. in der Luft, oder im Wasser
schwingt.

Auflösung.

1. Bezeichnet man überhaupt, ohne Rücksicht auf die Form des
Pendels, dessen Volumen mit O und Dichtigkeit mit 5, so wie die Dich-
tigkeit des betreffenden Mittels, in welchem das Pendel schwingt, durch
A; so ist die absolute Masse des Pendels — 05, dagegen dessen re-
lative Masse, deren Gewicht die Bewegung des Pendels in der Flüs-
sigkeit bewirkt (a)... M=06—a)®.

Bezeichnet man ferner das Moment der Trägheit des Pendels in
der betreffenden Flüssiekeit und auf die Schwingungsachse bezogen
durch M, so ist, da die absolute Masse O5 des Pendels von der Flüs-
sigkeitsmasse OA begleitet wird, wenn nämlich 0’ das Volumen dieser
Masse bezeichnet, dessen Werth allgemein in der 75. Aufgabe, durch
ie Relation (m) gegeben ist, sofort M gleich der Summe der Trägheits-
momente beider Massen 05 und 0%&A. Nun ist, wenn a den Abstand

Berer

*) Es ist nämlich Q&g das Gewicht des Pendels im leeren Raume, folglich,
weil 0&g das Gewicht der verdrängten Flüssigkeit ist, sofort O(d— 4)g
das Gewicht des Pendels in der betreffenden Flüssigkeit. :

'
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des Schwerpuneles des Pendels von der Schwingungsachse, und O5 m?.
das Moment der Trägheit des Pendels in Beziehung auf eine durch den
Schwerpunet mit der Schwingungsachse parallele Ache bezeichnet, fürs
Erste das Moment der Trägheit der Masse O5 gleich @> (a? m?).

Umferner das Moment der Trägheit M’ der Masse Q’A zufinden, kann
man annehmen, dafs, so wie es bei der geradlinigen Bewegung der Fall,
auch bei der kreisförmigen Bewegung, das Volumen @ des Pendels,
von jenem O’ der Flüssigkeit so umgeben werde, dafs beide Volumina
dieselbe Achse und denselben Mittelpunct der Figur haben; dann ist,
wenn (O0 0%)A m’? das Moment der Trägheit der Masse (0-1 0% A
in Beziehung auf eine durch den gemeinschaftlichen Schwerpunct ge-
hende, mit der Schwingungsachse parallele Achse bezeichnet , sofort

AO+-Oca+mY)—=A0la +md) HM‘
folglich MW=4(0+0%(a?+m')— 10 (a?-+ m?).

Mit diesen Werthen ist endlich das gesuchte Moment der Trägheit
des Pendels in der betreffenden Flüssigkeit genommen, wenn man noch
der Kürze halber

Gene und sr setzt, sofort

M_ 5a + m) [A —N)O-+efc0-+0N]
oder, da a gegen die Dimensionen der Volumina O und 0+0', folg-
lich nah gegen m und m’ gewöhnlich so grofs sind, dafs man ohne
Fehler c=1 selzen kann, auch

M—=ö(a?+m?)(O+fO)...

2. Geht man jetzt speziell auf das Kugelpendel über und
nimmt an, dafs die Kugel, deren Durchmesser =D und gröfste Kreis-
fläche zD’<—F seyn soll, an einem so dünnen (undehnbaren) Faden
aufgehangen sey, dafs man dessen Gewicht und Widerstand unberück-
sichtigt lassen kann, setzt ferner nicht gar zu kleine Schwingungsbögen
voraus, in welchem Falle man den Widerstand des Mittels dem Qua-
drate der Geschwindigkeit proporlional zu setzen pflegt; so kann
man nach Duchemin (74. Aufgabe, 2. Auflösung, Relat. 1) den Wi-
derstand der Kugel bei der kreisförmigen Bewegung (da dieser gs der

  

geradlinigen Bewegung 73. Aufgabe, 2. Auflösung, — 2kym—e.

durch

234 2%, 324882

5 ka — s)  
ausdrücken, wobei (74.A 2. Beispiel)
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x—.D,enk=1'2824 ($.359) y=ga das Gewicht

der cubischen Einheit der betreffenden Flüssigkeit, und « der Abstand

des Mittelpunctes der Kugel von der Drehungs- oder Schwingungsachse

ist. Mit diesen Werthen wird auch, wenn man, was hier hinreichend

ist, überall nur 4 Decimalstellen beibehält:

12667 DR=- 292 men 200650 yD?» (147) (2)

3. Um nun die Differenzialgleichung für die Bewegung dieses Pen-

dels aufzustellen, hat man zuerst für die kreisförmige Bewe-

gung (Aufgabe 48, Gleich. 1) die Relation:
d

Mfermin,

wobei die Rotationsachse in die Coordinatenachse der z fällt, und X,

Y die beschleunigenden Kräfte bezeichnen, welche parallel mit den

Achsen der = und y auf das Massenelement dm einwirken. Nimmt man

im vorliegenden Falle die Achse der y in lothrechter Richtung und zwar

im Sinne der Schwere, so wird, da g die Intensität der Schwere be-

zeichnet, sofort X—=o und Y=g, folglich

do
I dınu sfz ’

oder wenn man die Abscisse des Schwerpunctes des Pendels durch =,
und dessen gesammte Masse durch M, bezeichnet, wodurch (Nr. 33)

feim=a,m, wird, auch

Mwu9gM,&;:

Bildet der Pendelfaden im Augenblicke als die Oseillation beginnt,

mit der Verticalen oder der Ebene der yx den Winkel « und am Ende

der Zeit © jenen 9, so ist die Winkelgeschwindigkeit des

5 d
Schwerpunctes in diesem Augenblicke » — — a also dessen abso-

Er A d
lute Geschwindigkeit v= aw=—aa und daher wegen

xz,=aSing, auch
d’o ä

Na=gaM,Sinp.

Mit Rücksicht jedoch auf den Widerstand, welchen das Pendel

zu überwinden hat, mufs man in dieser Gleichung fürs Erste statt der

absoluten Masse M, die relative M faus (a)] und ferner gM Sin g —R

statt 9MSing setzen, indem es eigentlich diese Differenz ist, welche
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hier die bewegende Kraft des Pendels bilde. Dadurch verwandelt sich

die vorige Gleichung in die nachstehende oder gesuchte Differen-

zialgleichung der BasNER

_N-—= (gM Sing — R)a

oder was dasselbe ist, in jene:
de ——Yo
er. paan Bere)

4. Diese letztere ei, mit 2dp multiplicirt und integrirt,

gibt

ciZurt se+ns+e
wobei € die unbestimmte4 bezeichnet; um diese zu bestimmen,

da

 

bemerke man, dafs für £= 0 erstlichp — «a und dann auch @Fr=—)

seyn muls, so, dafs also
R 2agM,

(— ITCosa +5 a—+C odr C=— ITnr

e

(=Y—=2%009)+0).

ist.

Aus dieser Gleichung läfst sich die Winkelgeschwindigkeit des

Pendels (d. i. von dessen Schwerpunct) in jedem Augenblicke, je nach

der Position seines Schwerpunctes bestimmen.

Zusatz. Reducirt sich die Kugel auf ihren Mittelpunct, also die

Masse M, auf einen materiellen Punct und setzt man den Widerstand

des Mittels R=0; so erhält man das einfache, im leeren Raume

schwingende Pendel. Da nun für diesen Fall M,=Mund W—=Ma?—0da?

ist, so folgt aus der obigen Relation (1), wegen 0'—=0 sofort auch

m 0 und damit erhält man, aus der vorigen Gleichung (4), da auch

G)=:ds

ganie>
29 (Cos 9 — Cos u) 29 v(Cosa — Cosa)

Nun ist, da man für kleine Schwingungsbögen die vierten und
höhern RNaen von p und aDT kann,

                

Cosg—1 —5" und Cosa—=1— —, folglich
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dp she do

v(082 — Cosa) (2)
V Bier 40

und daher, wenn man diesen Werth substituirt und integrirl:

r d:

guteaa
aınund weren ——_ —arcSin®, auch t—= V--& Te a’ c e 9 Q2

so, dals also die Schwingungszeit des einfachen Pendels, im leeren
Raume

 

T=-2t—x v; wird (Nr. 59).
5. Geht man auf die Gleichung (3) zurück und substitnirt für R

den Werth aus der Relation (2), setzt aber darin Kürze halber:
1'2667D. 2 an006508 D € Fa2122021220)=u.. (89)

dp

also R—y1v”; so erhält man, wegen BAANI.uEEE sofort:
= dz

{ do agM a’y dp?
—sus EI — —,.,.06az IT or 8)

oder, wenn man. mit 2 dp multiplieirt, auch

PRIZEM 2a2ado?
= — dy b2dp X= m -Sinodp—+ m ie

Wird diese Differenzialgleichung PL und

dp? p? dy
= al ya —

de”aBel = dp
gesetzt, so erhält man ganz einfach :

dy E 2agM
 2a’y

dp M Cosp eb M Y

als eine lineäre Gleichung der ersten Ordnung, diese nimmt die Form

2a, in ERdy— nrw ydr—2 m) Cospdp

oder , wenn man

2a’y

M
—=P und Bu

iy-EPydr=04p
an, welche sich ganz einfach (Comp. $. 847) integriren läfst. Es ist

nämlich das allgemeine Integral

LaPa 049+€)

  Cos$ = (0 selzi, jene
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2 8.

oder wegen (Pip=—&; “=— nr =—u’p, wenn man

3

nämlich 2@# = u’ setzt, auch
M

aBao
c)=y—e (74 e Cosgd +C) =

Ce +"fe"?cos9 do.

Setzt man zur Bestimmung dieses letztern Integrals e"=a,s

wirdf* PCospdynnpdy, und da

fe Cospg dd = 117,08: Cos+ Sing ist”), so hat man, wegen

la=—u:

endoEu (Sin 9 — u’ Cos Y)
Let

folglich ist, wenn man substituirt und reducirt:
u2 ,2agM 1

y=(Ce +——reg———(Sing —u’ 0039).

Wird diese Gleichung nach 9 differenzürt und setzt man für 2
IR

2 dp? 5 i ;
wieder den Werth zurück, so erhält man endlich die Gleichung

wiePo |2auMrwas 1.8

als erstes Integral der obigenae(5) in endlicher Form.

Zur Bestimmung der Constante C hatman für = a sofort “ ee

folglich =GyPAR 2agM 1
  

 

 

Mm Ir (Cos «—+- u’ Sin a)

n N x urn In
*) Es ist nämlich (Comp. 9.814) Xa’ de = me. Xadr, und

dX a? Cos
dabei x = ——, folglich fe Cs;= Ta 3 + ee a?sing d=

a? Cos g ” RR o ]

la la L la Be a! Cosa dp und daraus

1
fe 0055 %(1 +) = 2 (la.Cos% -+- Sing) oder endlich

?
© u ii .

fe Cos da = MEPa (la. Cosg + Sing).
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; 2agM 1 2 —u/aoder A (emigp, 5REFaStunhe F

es ist daher, wenn man diesen Werth substituirt , allgemein für jeden
beliebigen Zeitmoment:
dp? 2agM u PN —p’(a- 9)ar " anmaMm Cos+u Sing— (Cosa + u’ Sina)e i

(6)
6. Für den tiefsten Punct hat man aus dieser letzten Gleichung

wegen 9—=0:
de” 2agM — ua—ee02320 "Si17 ei 0sa—+- ’ Sina) e ]

als Quadrat der Geschwindigkeit des Schwerpunictes des Pendels in die-

sem Puncte, welche sofort kleiner als in jenem Falle ist, in welchem
das Pendel im leeren Raume schwingt.

Das Pendel steigt also mit dieser verminderten Geschwindigkeit
auf der andern Seite bis auf eine Höhe, welche um etwas kleiner als

jene ist, von welcher es herabgegangen. Bezeichnet man den entspre-

chenden , entgegengesetzten Winkel von 9 durch —a,, so muls dafür
d 4 Ä E &

1_— e =0, folglich, wenn man diesen Werth in der vorigen

Gleichung (6) substituirt:

Cosa, — u‘ Sina, =(Cosa—- u’ Sina) erer)

 

oder auch

(Cos a, — y' Sina,)ae(Cosa u‘Sin a)ra seyn.

Entwickelt man die Exponentialgröfsen nach Potenzen von j‘, läfst

aber schon die zweite Potenz dieser sehr kleinen Grölse aus, so erhält

man:

(Cos a,— pn‘ Sina,) + (Cosa,— y' Sina,)a,n'=

(Cos a + u’ Sina) — (Cosa + u’ Sina) ayı' *)

oder, wenn man nach „’ ordnet, näherungsweise::

Cos a, — (Sin a, — a, Cosa,) u = Cosa (Sina — a Cosa) nu’

Da nun der, dieser Gleichung entsprechende Werth von a, nur

schr wenig kleiner als « ist, so selze man «,—=a — ö und vernach-

lässige die Glieder in 5? und ’ö, so erhält man:

6 Sina = 2 (Sina -— a Cosa)

.
x 2’*) Es ist nämlich nach der bekannten Reihe von e =1+2+ 12 Ts

‘ RR

sofort e d—1+ a,und e F*=1— au‘ zu setzen.
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mithin, wenn man daraus ö bestimmt und den Werth in die vorher-

gehende Relation setzt:

Mu=(Sin a — a Cosa),

als jenen Werth des Winkels 9, welcher am Ende der ersten

Schwingung Statt findet. Sind unbeschadet der gemachten Voraussetzung

(von nicht zu kleinen Schwingungen) die Oscillationen noch so klein,

dafs man die vierten und höheren Potenzen von a vernachlässigen kann;

so geht der vorige Ausdruck über in den einfacheren:

a=a— nat... M
bezeichnet «, den Winkel der zweiten halben Schwingung, so wird

a, aus a, eben so, wie a, aus a gefunden; es ist nämlich
a,u Fed (8)

und eben so ist «,— a, — 3 pay U. 8. W.

7. Um endlich die irgend einem Winkel $ entsprechende Schwin-

gungszeit £ zu finden, müfste man den aus der Gleichung (6) zu bestim-

menden Werth von z integriren; da es sich jedoch hier nur um kleine

Schwingungsbögen handelt, so kann man sich dafür eine hinreichend

genaue convergente Reihe, und zwar auf folgende Weise verschaffen.

Da nämlich $ eine Function von £ und « ist, welche sich für

«—0 auf Null reduciren mufs, so kann man

gmmetmttpat.. 9
setzen, wobei 9,5 %,.. von a unabhängige Coeffizienten bezeichnen.

Aus dieser Annahmefolgt, wenn man durchaus die dritte und höhern

Potenzen von «a ausläfst:

dp, 2 d’p d’p, 2

(2)= anBee du
s

ee

2

Substituirt man diese Werthe für = und Sing in der obigen

Gleichung (5), ordnet beiderseits nach Potenzen von a und setzt dann

die gleichnamigen (weil von « unabhängigen) Coeffizienten einander

gleich, so erhält man
d’o, agM dp, au do, \? agM

een een) mr
Wird die erste dieser beiden Gleichungen, in welcher wir der

Kürze wegen

  

agM __
m —=A’®, dl)



Be...
setzen wollen, mil 2d>, multiplieirt und dann integrirt, so erhält man

do, \?
)—=(C0- 40?
dz ) Ası

Zur Bestimmung der unbestimmten Constanten bemerke man über-

haupt, dafs, damit für = 0 auch 2 = 0 undg—=.a seyn kann, sofort

(wie aus Relat. 9 folgt) erstlich die Anfangswerthe von g,, 9, .. so wie

dp, dp,

de Baar%
do,

u

. dafür sämmtlich Null seyn müssen, dagegen 9, —=1 und

=0 werden mufs. Es ist daher

Bunt do, Ne e 2
C=A4, milhin kobro) =Al— HI) di.

dy,
—=dVA,

VadlZ Wi
folglich, wenn man abermals2

arc. Sing, =tVA+C

und nach der vorigen Bemerkung are. Sin —= ==, mithin

arc. Sing, — Fa

oder =8m (Fuaa)e= Cost VA. . (1%)
darausfolgt =YA.SineyYA und (=)=Asin?e/A

so, dafs mit diesem letziern Werthe, die zweite der vorigen Gleichun-
gen (10) übergeht in jene

ae Byemm Asın tVA— AP, .: (13)

oder auch in Hidl
a?

Zi24 Ap;=Aus Cos21\/A)
k

Wird diese Gleichung (13) integrirt und werden die Conslanten

dabei so bestimmt, dafs für &— 0 sowohl 9,= 0 als auch nu

wird; so erhält man

B
= =Cos2tyA—3%2 CostyYA Wan. (14)

u oh mwenn man nämlich noch Kürze halber 2 A—R „also =see
” De

a a’y

*) Setzt man nänlich indels 9% = Y,,t—= 2 nd De A=B2, so erhält die

genannte, zu integrirende Gleichung die Form:
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Setzt man diese für 9, und 9, gefundenen, in den Relationen (12)

und (14) ausgedrückten Werthe in die (aus 9 folgende) Gleichung

 

d*

nn +4Ay=Bsin’zy4,

da

oder, wenn man zyA=a, also de = zZ setzt, auch:

2d ;
Zu AnAN a,

oder, wenn man ER und z statt « setzt, endlich

d’y us
an: +y=usin’z.. (a

Um nun diese Gleichung zu integriren, setze man:

y=Yz..°(b)

so wird!

dy Y d’y d’z d/de a’rydz d
Sets ae und merretzatt 0)

Dieser Werth in der Gleichung (@) substituirt, gibt, wenn man noch

asinz=R%. ı.(d)

— (= Ay dYdg d’Yy
ofort : —;, +3 ehren asetzt, sofor de: ) un X.

Bestimmt man nun, was, wie wir sehen werden, immer möglich ist

2 so, dafs
2

A (e)

wird, so geht die vorige Gleichung über in

 dYdz 9%

dr dz RR de?” ®
d’

oder, wenn man me Le)

daR de
setzt, wodurch dr wird, in jene

ar 202 „X
de "sie x

oder endlich, wenn man

2.dz X
rer und 7 a)

setzt, wobei ?P und 0 bekannte (oder leicht zu bestimmende) Funetioneu

von Z sind, in die Gleichung

zhrr=0.. (a

Hat man aus dieser Gleichung F° gefunden, so folgt aus jener (f) :
Burg’s Mechanik, Suppl. 34
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9=ap, ta?We so erhält man nach einer einfachen KOARRBEN, und
B

wegei ae FE , die Gleichung:

r-[rir+ © und dann ist (Relat. @)

v-rs=3lf. üe+ ec]. Pr)!

Um nun zuerst 3 aus der Relıtion (e) zu finden, multiplieire man
diese Gleichung u2dz, so folgt nachdem man integrirt hat

ds

ec& VEeg
wobei e, die unbestimmte Constante ist. Wird diese letztere Gleichung
abermals integrirt, so erhält man

          

arc sin Fr =TCt+e,

oder, da für 2=0 auch 3=0 seyn muls, folglich die Constante c_= 0

» + 3 3 » .

ist, auch nn = 7 oder — = Sinz d.i.
1 1

= ve SINE..." -(K)

“ ds
Aus dieser Gleichung folgt de

P=2Cotz und (mit Rücksicht auf die Relation 4)

= ve, (os und daher aus (g):

a
0 = rar SURRE.

ve

Es ist also [ri = 2 de Cotz=21Sinz, und wenn man

fP dx LS Sp dx i
e cz =» setzt, wegen = Sin’z, sofort e = Sin’z

=hPdr 1

und e — ER folglich ist weiters:

SPax
fe. de ==er Sn2le=— 73— (2 08T + Cosz Sin’+ C

(Comp. $. 820, Babies, 7). Nun folgt aus de Relalion (4), wie oben
AOR P dx

(Comp. 9.847) Y’=e S fee de e) ‚ also ist, wenn man

diese eben gefundenen Werthe substiluirt:

 

         

1 a 2005T c

u3ve, Sin’z + 00) m Sin? £
uud daher

v-fr 2 00scde Mr cdz a
eg Tele Sin’c :) SIND.

2
— — =e- R# 3 er(sine 5) C.Cot2
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 9 (0 350 )oosıVA+2Gart!»enrCos21A . (15)

wobei noch ;ı den in (s) ah% angegebenen Werth hat und

(Relat. 1) A— is.

8. Wegen = —alis, wenn man die vorige Gleichung (15)

nach £ differenziirt und den Quolienten E bestimmt, sofort:

v=ayA. («—- sp“a2) Sinigna.Sin2t\/A.. (16)

Da am Ende einer jeden Oscillation oder Schwingung v»—0 ist,

so erhält man für diese Momente aus der vorigen Gleichung, wenn man

2 Sint\/A.Cost\/A statt Sin2e\/A setzt und mit aa \/A abkürzt:

0 ( 4a+3 em Cost/A) Sint\/A.

Da nun a ein nitkleiner Winkel ist, so kann der erste dieser

beiden Factoren nicht Null seyn, dagegen wird es der zweite Factor

und zwar für die Werthe von eYA—=0,+,2r..nr; es folgt also,

dafs das Zeitintervall T zwischen zwei unmillelbaraufeinander folgenden

Geschwindigkeiten Null, di. die Schwingungszeit T oder die Dauer

einer vollen Schwingung erhalten wird, wenn man TYA=r selzt

 

Endlich folgt mit diesen Werthen von & und Yaus der Relation (2):

a
942 Sin’z) — Cv/c, COst.

Zur Bestimmung der Constanten C und ec, hat man, da für 20

d
sowohl y= 0 als auch nn —=0 seyn muls, die beiden Bedingungsglei-

 

dz
2a sis

chungen 0 = 133 —CyveudO0=P0, folglich ist aus der erstern

2a h : Fr 1— (los T
Cvyeo= = und damit, wenn man auch gleich Sa” 2 = n

setzt und gehörig reducirt:

g Ze eaya, tg MET 3 08T.

Stellt man endlich die Werthe für #, £, y wieder ker, d.i, setzt man

B
g statt a, LVA statt z und 9, stall y; so erhält man die oben angege

bene Integralgleichung (14):

B B 4
=ter?IVA -

1
m

I

CostVA.

34*
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(indem man z.B. c\/A von (n—1)r bis nx nehmen kann), wodurch

man T=Iy oder wenn man für A den Werlh aus Relat. (11) her-

; agM
stellt, d.i. A—m setzt, auch:

M
DZ x Br ei)

erhält.

Zusatz. Schwingt dasselbe Pendel im leeren Raume, so haben

M und M dieselbe Bedeutung wie in $. 170 und das dortige & ist hier

—=a, folglich ist, wenn für den leeren Raum M und M in M‘ und M‘

übergehen, die Schwingungszeit im leeren Raume:
Mm

1
Ve2

und da, wie man aus den Relationen (1) und (a) ersieht M>M’ und

M<M’ist, so folgt, das der Widerstand des Flüssigen auf dieSchwin-

gungszeit eines zusamm engesetztenPendels keinen andern Einflufs

hat, als dafs das Moment der Trägheit desselben elwas grölser und des-

sen Gewicht (gM) etwas kleiner, dadurch also die Schwingungsdauer

T selbst etwas gröfser als jene 7” wird.

Für das einfach e Pendel dagegen wirdin beiden Fällen M = Ma*,

folglich die Schwingungszeit in dem widerstehendenMittel

Dez V5

eben so grofs, wie im leeren Raume, so, dafs also der Widerstand der

Luft oder der Flüssigkeit überhauptauf die Dauer einer ganzen Schwin-

gung bei diesem Pendel keinen Einflufs hat.

Gleichwohl wird durch diesen Widerstand die Zeit vergröfsert,

welche das Pendel braucht um dentiefsten Punci zu erreichen, d.i. bis

—=0 wird; bezeichnet man nämlich diese Zeit durch e’, so hat man

aus der Relation (15):

0=(« IT:2)CoseVA+ Sn, na a2 00821 YA.

Da nun, wie man sieht, der kleinste Werth von €4, welcher

 

 

dieser Gleichung Genüge leistet, sehr wenig von r abweicht, so selze

man U VA=-

wobei ö eine so kleine Grölse ist, dafs man ö? und «ö vernachlässigen

kann. Dadurch erhält man:
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Cost YA= CosO0’ )= —Sni=—5

und Cos 21! VA= Cos (180°— 2) =— C0s25=1,
folglich nach der vorigen Gleichung:

pa? pa
0=-—.aö -- menm

3 3 3

und daraus eern

also damit

(erViEVilHER) m 

oder da für das einfache Pendel M = Ma? und eraa ist, end-
A agM

lich dafür A ER (vs3
2 V 9 er rn M

während im leeren Raume = =V; ist.
I

Selzt man den vorigen , in (n) ausgedrückten Werth von 4 in die

obige Gleichung (16) von v, so erhält man, da man nahe
3

sine /A= sn (1435) za und
T

3

Sin2u VA= sin (1435
nr

genug die Geschwindigkeit im tiefsten Punete:
agM ( AOH

va Tante

 )=0 selzen kann, sofort nahe

Mm 1 on, m a)a,

während diese in leeren Raume durch
agM

analSie
und für das einfache Pendel (wegen M — Ma?) durch:

v=a\Vag 2 RR)

ausgedrückt würde,

Bezeichnet man endlich den Winkel 9 für das Ende der ersten

Schwingung durch —a,, welcher Werth sofort der Zeit eYA=r

entspricht, so erhält man aus der Gleichung (15) nach einer einfachen

Reduction:
u?

gemare

El
welcher Ausdruck mit jenem in Relation (7) (wegen=

vollkommen übereinstimmt.

Anmerkung. Der vorige Ausdruck für den Winkel «, ist den Versuchen

zufolge aus dem Grunde etwas zu grols,, weil die Geschwindigkeit‘ des
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Pendels im Anfange und am Ende einer jeden Schwingung sehr klein Ist
und in diesen Momenten auch noch der von der Zähigkeit der Flüssigkeit
herrührende Widerstand in Rechnung gebracht werden muls. Nach Duche-
min muls man, um den Beobachtungen des kugelförmigen Pendels im
Wasser und in der Luft annähernd zu genügen, statt des obigen Cocfli-
zienten 3=1'33, jenen 1'5486 nehmen , also

- (1-1

Beispiel 1. Bei einem Versuche von Dabuat über die Schwingungen des
Kugelpendels im Wasser, war für die erste Schwingung D = 2645 Zell,

     m er
setzen,

a= 56 637 Zoll, = —= 11'057 und a2 = 12 Zoll. Nun ist für die Kugel

überhaupt O=+rD° und (75. Aufgabe, Relat. g) 0 =7nD° oder

E = 6, und in der Relation (1) dei. in M = (8 (a’+ m?) (i +f .)

sofort man: 4 750° (Nr. 79) und f= Su Lerahl‘
T Ash? AR .T gorT EOS

nach der vorigen Formel (19), wenn wan darin für u den Werth aus der
Relation (s) (in 5.) und dabei y=yA= 3024 setzt, weil hier das
französische Fulsmals zum Grunde liegt, sofort

1'5486 x 00650x 302 D’a’a a 1'2667 D

(ir 82123en) E

es wird also

 

0Ca’ +my (1I N

und wenn man diesen Ausdruck berechnet :

a, = 24670 oder aa, = 90381 Zolle.
Die Beobachtung gibt dafür «=, = 9'25 Zoll, so, dals also der berech-

nele Werth bei dieser Grölse des niedersteigenden Bogens von « = 18°46°

um '212 Zoll kleiner als der beobachtete ist, während diese Formel die

Beobachtungsresultate für kleinere Bögen von @, wie z.B. von 6° abwärts,

sehr genau wieder gibt. Duchemin findet für dasselbe Beispiel :

aa, =8'995 Zoll, welcher Werth jedoch schon aus dem Grunde etwas

unrichtig ist, weil er in »9° den Durchmesser mit dem Halbmesser ver-

wechselt und 2°= 3 D? statt 27? setzt,

a= ——
1

Beispiel 2. Bei einem andern von Dabwuat angestellten Versuche, wohri

die Schwingungen des kugelpendels in der Luft Statt fanden, war

ö
D=4'%0416 Zoll, @= 36'535 Zoll und Mn 11'33. Für den Werth von

aa= 12 Zoll gab die Beobachtung @a, = 10'00 Zoll und die Rechnung

10:005 Zoll, was also eine sehr gute Übereinstimmung nachweiset.

9. Nimmt man den Widerstand des Flüssigen blofs der ersten
Potenz oder der einfachen Geschwindigkeit des Pendels proporliona
aD, so stimmen die berechneten Werlhe mit den beobachteten nur so

lange überein, als die Schwingungsbögen kleiner als 20 Minuten sind,



Man nähert sich jedoch der Wahrheit weit mehr, wenn man den

vollständigen Ausdruck des Widerstandes anwendet, in welchem näm-

lich ein Glied, welches der zweiten Potenz, und ein Glied vorkömmt,

welches der ersten Potenz der Geschwindigkeit proportional ist.

Mit Rücksicht auf den Umstand, dafs der Widerstand bei mehre-

ren unmittelbar aufeinander fo!genden Pendelschwingungen etwas gröfser

als bei der gleichförmisen,, continuirlichen Kreisbewegung ist, selzt

Duchemin diesen Widerstand:
R=zyya(Aaa + BVag)

wobei u den in der obigen Relation (s) ausgedrückten Werth, (Relat. k)

«ag die größste Geschwindigkeit, welche das einfache Pendel von der

Länge a im leeren Raume (im tiefsten Punct) erlangt und endlich A und

B zwei Conslanten bezeichnen.

Die Differenzialeleichung für die Bewegung des Pendels ist unter

dieser Vorausselzung (nach der obigen Relation 3):
2

_ — * [M Sing — na (Aa c-- B\V/ay)) a)

woraus man für den aufsteigenden Bogen a, , d.i. für den Werth von

— » am Ende der ersten Schwingung undfür die Dauer Tdieser Schwin-

gung beziehungsweise erhält:

«lt 2Auat B Jan| il)

und T=x Van ee

wenn ınan nämlich den Sehwingungswinkel « so klein vorausselzt, dafs

man ohne Fehler schon die vierte Polenz von « und 9 vernachlässigen

kann *).

°) Multiplieirt man nämlich die obige Differenzialgleichung (4) mit 2 de, in-

tegrirt und bestimmt ie Constante so, dals für = a der Quolient

d; g
u —=(0) wird, so erhält man ganz einfach :

do? 2agM
n

e

eo: |(oe  Eattas+ Bvag)a-o)|

#

ß x
oder, wenn man nach der obigen Bemerkung (os =1— 5 und

 

2

a?

0086 —1.— 3 setzt, auch:

do?  agM 2m ä
wm [.-* 7 adas+BYana]: . (@)
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Setzt man für die n!° Schwingung:

nn «1 —N. = (Aaa +BVag)| ee URN

und bestimmt die Constanten A und B dieser Formel aus den Borda’schen
1Versuchen, so erhält mana—— —='5417lundB— —02879.
"846 42'039

Anmerkung. Bei den hier erwähnten Bordw’schen Versuchen bestanden
die Schwingungen des Kugelpendels in derLuft in 12 aufeinander folgenden

dAm Ende der ersten Schwingung ist = — a, und u =0(, folglich

agM 2% x
0= M talaa, = 74daa+Bvag)|

 

agM
und wenn man mit dem Factor E (@-+ @,), welcher nicht Null wer-

den kaun, abkürzt und «, bestimmt, sofort :

2p=.[: - yastBvan|.
Was ferner die Schwingungszeit 7 betrifft, so folgt zuerst, wenn man

a 2pa ayM
der Kürze wegen STE (Aaa+BYag)=yg und m =N setzt,

aus der vorigen Gleichung (®) (da d> und dz verschiedene Zeichen erhal-
ten müssen):

—dp
Nieda

vilad- 24e)]"
Fernerist (Lehrb. 1.1. S, 312, Han 2

 

eiDZu 2c2—b e
Vlatbe—2) a are sin VGace+ıy tr

folglich, da hier «= a’— ga, B=gq ude=1 ist, sofort:

ze egNt= C— are Sin

|

———— |=0—_ are sin3
V(@a’—4ga+q°)

Um die Constante C zu bestimmen, hat man, da für saua,t=0=

 

= R BlC=arc Sn1= 9 > folglich allgemein Nt= , — are Sin 2
2 a—gq

und da fürpo= —a, =g—.a die Zeiti=7 wird, sofort:
Te BE(a

NI= 5 —aresm| =” 2
2 29a--q

Aus dieser Relation folgt endlich, wenn man für N den Werth wieder
herstellt:

*) Indem man nämlich nach derRelat. (3) urwanna
u. 8. w. nimmt.

 

nr 2 nr Tr

teie 2 4

agM'
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Perioden und zwar jede aus 1800 Schwingungen, d. h, es wurden die

Schwingungsbögen nach jeder solchen, 1 Stunde dauernden Periode be-

°
obachtet und zwar war dabei D= 1'347 Zoll, a= 144 Zoll, To 17600

und 2 = 1800; der Bogen betrug beim Beginn des Versuches 120 Minuten

und dieser nahm allmählig so ab, dals er am Ende jeder der 12 Perioden

oder Stunden der Reihe nach die Werthe annahm: 61'2, 35°4, 21°9, 141,

94, 63,41, 27, 1'8, 12, ‘8, *% Minuten, so, dafs also, wenigstens
a

für die spätern Werthe sehr nahe = = ist,

Die obige Formel gibt (nach der Berechnung von Duchemin) für die

abnehmenden Werthe des Winkels a beziehungsweise 60°55, 35°50, 2203,

1418, 9:15, 6°04, 3-97, 2°64, 176, 1'17, '78, ‘52 Minulen, woraus

die hinlängliche Übereinstimmung mit den Beobachtungsresultaten her-

vorgeht,

Diese entwickelte Formel(8) pafst jedoch nieht blofs für so kleine Schwin-

gungsbögen, wie sie bei den vorstehenden Borda’schen Versuchen vor-

kommen, sondern sie ist auch noch für grölsere Bögen hinreichend genau.

Denn bestimmt man daraus die Schwingungszahl 2, so erhält man:

An

(MH
a

2p (Aaa+Bvag)'
Nach den Versuchen von Dudbuat mit dem bereits oben erwähnten

Kugelpendel, wobei D= 2'645, «= 36'637 und @# = 12 Zoll war, und

welches er in der Luft schwingen lies, waren, wenn die Kugel in der

Luft 2348 Gran wog, 312, wenn das Gewicht doppelt so grols war, 65,
und wenn das Gewicht des Pendels 3 Mal so grols war, 95 aufeinander

folgende Schwingungen nothwendig, um einen Bogen von ««=12 auf

jenen za, = 10 Zoll (d.i, vona=18°46° auf nahe a, = 15° 38°) herab

zu bringen.

n=

a
2 10Nach der vorigen Formel erhält man, wegen — = 1» = %, für diese

3 Versuche beziehungsweise 2 = 31°59, 6317 und 9476, so, dals sich

also auch bei diesen bedeutend gröfseren Schwingungsbögen noch eine

genügende Übereinstimmung zeigt, man daher mit Recht schlielsen

darf, dals der Ausdruck für den Widerstand der Flüssigkeit bei solchen

Pendelschwingungen aus zwei Gliedern bestehen muls, wovon das eine

dem Quadrate und das andere der ersten Potenz der Geschwindigkeit pro-

portionalist.

Schlufsbemerkung. Die hier behandelte Aufgabe dient natürlich auch

zur sogenannten Reduction der in der Luft oder im Wasser
angestellten Pendelversuche aufdenleeren Raum, dh,

zur Bestimmung der Länge des einfachen Pendels, welches im leeren

Raume eben so schwingt, d.i. dieselbe Schwingungsdauer besitzt, wie

das betreffende zusammengesetzte Pendel in der Luft oder im Wasse;,
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Das gewöhnliche Verfahren bei dieser Reduction beruht auf dem hydro-
statischen oder Archimed’schen Satze, dafs jeder in eine Flüssigkeit-
eingetauchte Körper eben so viel von seinem Gewichte verliert, als das
Gewicht des von ihm verdrängten Flüssigkeitsvolumen beträgt. Sind näm-
lich Z und Z die Längen der einfachen Pendeln, welche ihre Schwingungen
beziehungsweise im leeren Raume und in der Flüssigkeit in derselbenZeit
oder synochron mit dem zusammengesetzten Pendel in: dieser Flüssigkeit
machen, ferner ? und » die Gewichte des Pendels in der Flüssigkeit und
der von dem Pendel verdrängten Flüssigkeit; so hat man nach diesem
Verfahren Z:/= P+p:P unddaraus:

P+»
werRe REN

Dubuat, welcher zuerst auf die Unzulänglichkeit dieses Verfahrens und
darauf aufmerksam machte, dafs man dabei auf die das Pendel beglei-
tende Flüssigkeilsmasse Rücksicht nehmen müsse, setzt dafür:

P+np B
2=( ee )

wobei 2 ein Erfabrungseoeflizient, jedoch immer grölser als die Einheit
ist, Aus seinen zahlreichen Versuchen, welche er mit Kugelpendeln aus
verschiedenen Massen, von verschiedenen Durchmessern und Längen(die
Kugeln an feinen Fäden aufgehangen) vornahm, ergibt sich als Mittelwerth
r»=1'585, während aus drei andern von Dxbwat mit solchen Pendeln
gemachten Beobachlungen, die er in der Luft schwingen liefs, als Mittel-
werth 2 = 1560 hervorgeht. Übrigens bemerkt Dudwat, dals die einzel-
nen Werthe, welche diese Mittelwerthe von 2 geben, für dieselbe Kugel
mit der Länge, und bei derselben Länge mit der Abnahme des Durch-
messers elwas zunehmen

bessel folgert aus seinen scharfsinnigen Untersuchungen über die Länge
des einfachen Secundenpendels (Berlin, 1828), dals man

a?+ m’+ (n—1) a?f

= ai)
selzen müsse, wobei (nach der frühern Bezeichnung) @ der Abstand des

 

2.0)

Sehwerpunctes des zusammengeselzten Pendels von der Rotalionsachse,

a°’+ m” das Moment der Trägheit des Pendels in Beziehung auf diese

Aa
Achse dividirt durch dessen Masse, [= y das Verhältnils der Dichtig-

keit der Flüssigkeit und der absoluten Dichtigkeit des Pendels, und end-

lich 2 einen durch die Beobachtung zu bestimmendenCoeflizienten bezeichnet.

Übrigens bemerkt Besse/, dafs man bei der Anwendung dieser Formel

a’+m?
auf seine Versuche (@’-+ m?) f’= a?f* selzen, diese also, wegen en

auf die Form der Dadwar'schen Formel (3°) bringen könne,

Bessel fand aus den Versuchen mil zwei Kugeln, wovon die eine aus

Elfenbein, die andere aus Messing bestand, und die er an einem, im Ver

hältnils ihres Durchmessers schr langen Drahte aufgehangen in der Luft
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schwingen liefs, = 19454, während er aus den Versuchen mit der

Messingkugel, die er im Wasser und in der Luft schwingen liefs, 2 = 1'602,

wenn das Pendel nahezu die Länge des Secundenpendels hatte, dagegen

2 = 1'648, wenn dasselbe ungefähr 3 Mal so lang war.

Endlich beweist Bessel in einer zweiten Abhandlung (vom J. 1852),

dafs der Coeffizient 2 von der Diehtigkeit des Pendels unabhän-

gig sey.

Aus den von dem englischen Capilän Sabine unter dem gewöhnlichen

und unter einem sehr geringen Drucke der Alımosphäre angestellten Ver-

suchen ergab sich, dafs die Anzahl der Schwingungen seines Pendels in

24 Stunden im leeren Raume, um 10'36 grölser als in der gewöhnlichen

Luft gewesen, während diesee Überschufs nach der gewöhnlichen , oben

angegebenen Regel (Gleich. a‘) der Reduction nur 6°26 betragen haben

würde, Dieser Versuch bezieht sich auf ein sphärisches Seeundenpendel

1088
und gibt 2= en 1:655.

Noch auffallender ergibt sich die Unzulässigkeit der gewöhnlichen Re-

duetionsmelhode aus den Versuchen von Baily (London, 1832), indemsie

zeigen, dals diese Correetion in gewissen Fällen 27 Mal zu klein ist. Diese

Versuche geben für ein Kugelpendel von denselben Dimensionen, wie das

Bessel’sche war, a=1'751 und für das Mittel aus den Versuchen mit

3 Kugeln von verschiedenen Durchmessern 2 = 1'778.

Mehrere Gelehrte, und darunter auch der berühmte Poisson, waren

geneigt, den Satz, welcher aus den Bessel’schen Beobachtungen hervor-

zugehen schien, aufzustellen, dafs der Gewichtsverlust, welchen ein

Pendel in einer Flüssigkeit erfährt, während der Bewegung grölser als in

der Ruhe sey. Allein Duehkezuin bemerkt mit Recht, dafs diels nach dem

neuern Stande der Wissenschaft beurtheilt, auf einer Täuschung beruht

und dals man die durch die Versuche constatirte Zunahme der Schwin-

gungsdauer des Pendels, einer Ursache zuschreiben müsse, weiche unter

die zur Strömung der Flüssigkeit von dem vordern nach dem hintern

Theile des Körpers erforderlichen Bedingungen gehört und sofort in der

Erhaltung der Form des Fadenbündels oder der Masse der den bewegten

Körper umgebenden Flüssigkeitsfäden, folglich in der gemeinschaftlichen

Bewegung dieser Masse mit jener des Körpers besteht.

Aus dem 1, Absatze dieser Aufgabe folgt für die relative Masse

des Pendels H=08°(1—f)

undfür die Summe der Trägheitsmomente der absoluten Masse des Pen-

dels und der dasselbe begleitende Flüssigkeitsmasse

R 0
M = 05(a’+ m?) ı-+ erlı + =

a arm? FR
wobei /= 5 und e=ee also wenig von der Einheit verschieden,

wenn «4 gegen m und m‘ bedeutend grofs sind.

Da nun die Länge Z des einfachen Pendels, welches mit dem zusam-
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mengesetzten dieselbe Schwingungsdauer besitzt ($. 170), aus der Formel
M

ZiMH bestimmt wird, so ist, wenn man für M und M die vorigen

Werthe setzt:

a?’+ m? 0

"7un 1-rrerlirg)]- &
aus welcher Formelsofort folgt, dals die das Pendel begleitende Flüssig -

keitsmasse 0° die Länge des einfachen Pendels um die Grölse

eer[:(i u]:)- ı]
vermehrt, weil, wenn man diese Masse 0° unberücksichtigt lälst und

daher nur, nach der gewöhnlichen Reductionsmethode, den Gewichtsver-

lust des Pendels in der TE in Benin: bringt, sofort:

Rich Tatm’

Talı-fBe
a’ +m

 

 und f= >—, diese For-
ae

mel (8°) mit jener (3°) des Dudwat übereinstimmt, wenn man

Mansieht leicht, dafs wegen =

0 Ä ;
n =<l1 + o setzt. Kann man nun, unter den erwähnten Bedingun-

gen näherungsweise c = 1 selzen, so ist ebenfalls annähernd 2=1 + v

und daher z B. für das Kugelpendel, wegen (75. Aufgabe, Relat. 7)
u

° ='6, sofort 2= 1'6.

Um jedoch den Beobachtungsresultaten noch besser zu entsprechen und
7

weil eigentlich 1-+ vo mit dem Factor ce, welcher etwas grölser al,

die Einheit ist, multiplieirt werden sollte, setzt Duchemin Tür das
Kugelpendel:

(i an 1'0625 ( . )( 2)n=rt Sr er a en a

5 Q a u. 0

wobei s die in der 74. Aufgabe (2, Auflösung) angegebene Bedeutung hat

2D or
und für die Kugel (Beispiel 2, der genannten Aufg.) = .= ist; mit die-

iv

sem Werthe und Ed a, = ‘6 wird also für dieses Pendel:

or;2)le

Auf gleiche Weise setzt er für einen Cylinder, welcher seiner Länge
nach aufgehangenist:

n=c6 (\ +7) = 1:075 I: + 5 (1-7)]
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oder da für den Cylinder vom Durchmesser D und der Länge D,
0‘ ON:
0 1) er und s=4#Ö ist, sofort:

n= 1015|1475(5)'(:- 25)| ...()

Die Formel (e) enthält in der That die von Duduatfür das Kugelpendel

gefundenen Consequenzen, dafs nämlich der Werth von 72 desto kleiner

ist, je grölser bei derselben Länge des Pendels die Kugel, dagegen für

dieselbe Kugel desto gröfser wird, je länger das Pendel ist, Diese Formel

gibt z.B. für @= 1 Meter und für Kugeln von den Durchmessern 2 = '027,

-054, ‘081, "108 und '135 Meter beziehungsweise 2 = 1'681, 1'661,

1'642, 1'623 und 1'604, woraus sofort folgt, dafs die Veränderungen des

Durchmessers der Kugel auf die Werthe von 2 für das Secundenpendel

wenig Einfluls haben.

D
Liegen hingegen die Werthe von er zwischen sehr weiten Grenzen, so

variiren diese Werthe von ”% ziemlich stark, wie eine Vergleichung der

folgenden nach dieser Formel berechneten und von Dubuat beobachteten

Werthe zeigt.

Für den Durchmesser der Kugeln = 667 Zoll und den Pendellängen von

9'178, 14'894, 55°5, 12542 und 219'46 Zoll, sind die Werthe von 2

beziehungsweise nach den Beobachtungen 1'27, 1'394, 1'654, 1'664 und

1'674, dagegen nach der vorigen Formel 1'216, 1'392, 1'614, 1'662 und

1'678. a

Für den Durchmesser von 6'625 Zoll und der Länge von 96°08 Zoll ist

nach der Beobachtung und Berechnung beziehungsweise 2 = 1:63 und

1'651. Dabei wurden die 5 ersten Versuche im Wasser, der 6te in der

Luft angestellt.

Was endlich die Formel (x) für das Cylinderpendel betrifft, so

zeigen die folgenden Zahlen die genaue Übereinstimmung der nach dieser

Formel berechneten mit den von Baily mit solchen Pendeln, die er in der

Luft schwingenliefs, beobachteten Werthe.

  

 

Länge D der gg Werte on Werthe von 2

Mn: der Cylinder beobachtet

|

berechnet

Zoll Zoll Zoll i

2:06 2:06 39 1'860 1'860

4.00 2:06 39 2.032 2141

56'40 1:50 28:20 2318 2.311

Dabei war der Cylinder des erstern Pendels aus Messing und an einem

Metalldrahte von „; Zoll Durchmesser aufgehangen. Der Cylinder des zwei-

ten Pendels bestand aus einem messingenen hohlen Cylinder, welcher mit

Blei ausgegossen und an einem Messingdrahte von .'185 Zoll Durchmesser
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aufgehangen war; das Gewicht derselben betrug 2050 Gran, Das dritte
Pendel endlich bestand einzig aus einer Messingröhre, an deren obern Theile
unmittelbar die Rotationsachse angebracht war. Es ist also merkwürdig,
dals dieselbe Formel (») eben so gut für das erste Pendel, wobei ein nur
2 Zoll langer, an einem Faden aufgehangener Cylinder, als für das letztere
Pendel pafst, welches aus einem 56 Zoll langen hohlen Cylinder bestand.
Der für das zweite Pendel nach dieser Formel berechnete Werth von 2
weicht aus dem Grunde von dem beobachleten elwäs ab, weil dabei die
Pendelstange schon zu stark war ‚ als dafs man ihre Masse und jene der
sie umgebenden Flüssigkeitsfäden unberücksichligt lassen könnte.

Weitere wichlige und interessante Bemerkungen über diesen Gegenstand
findet man in der eitirten Schrift von Duchemin (Recherches experimen-
tales sur les lois de lu resistance des fetides) im Kapitel XI

a US Ace 1.

Ableitung der Simpson’schen Näherungsformel.

Um die in diesem Werke mehrere Male angewendete sogenannle
Simpson’sche Regel auf eine einfache Weise abzuleiten, kann man fol-
genden geometrischen Weg einschlagen.

Bekanntlich beruht die Quadratur der ebenen Curven, d. h. die
Bestimmung der krummlinigen ebenen Flächen auf der Entwicklung des

. ne . . . sbestimmten Integrales

(

yda, wobei y die der allgemeinen Abseisse xix
entsprechende Ordinate der betreffenden Curve, und .’, .r” die den bei-
den äufsern Ordinaten, welche die zu bestimmende Fläche mit begren-
zen, zugehörigen Werthe von z sind. Läfst sich nun y nicht als eine
Function von z ausdrücken, oder ist die Curve nnr eine empirische,
für welche die, gewissen Abseissen entsprechenden Ordinaten nur aus
Beobachtungen gefunden wurden, oder ist endlich der Ausdruck ydır
überhaupt nicht integrabel; so muls man zu Näherungsmethoden Zu-
flucht nehmen, nämlich die zu bestimmende Fläche durch nahe an
einander liegende Ordinaten in schmale Trapeze, wovon eine Seile ein
Theil der Curve ist, zerlegen und diese einzelnen Trapeze mit dem
erforderlichen Grade der Genauigkeit zu berechnen suchen, indem dann
ihre Summe sofort auch der näherungsweise Werth des obigen Inte-
grales ist.

Man verfährt dabei am einfachsten, wenn man in allen diesen
Fällen die betreffende Curve alseine gemeine oder Appollonische
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Parabel ansieht und die bekannten Eigenschaften dieser Curve dabei
gehörig. benützt.

Um nämlich die von den beiden Ordinaten pm, p'm’ (Fig. 30) der
Abseisse pp‘ und dem Bogen amam‘ der Curve AaD’ begrenzte ebene
Fläche näherungsweise zu bestim men, denke man sich den Bogen mam’
als einer gemeinen Parabel angehörig, welche durch die drei Puncte
m, a, m’ geht und wobei die Ordinate ag in der Mitte zwischen jenen
pm und p/m‘ liegen soll. Da jedoch die völlige Bestimmung der Parabel
(Lehrb. IL $. 135) vier Bedingungen erfordert, so kann man noch
als vierte Bedingung hinzufügen, dafs @ der Scheitelpunet eines Durch-
messers ag (Comp. $. 514) seyn soll.

Diefs vorausgesetzt, wird (Comp. $.516) die Sehne mm’ durch
die Ordinate ag im Puncle d halbirt und die zu mm‘ durch a gezogene
parallele Gerade nan‘ bildet in diesem Puncte a eine Tangente an die
Curve. Da nun bekanntlich das parabolische Segment mam'm — 3 Pa-
rallelogramm zn’, dieses also doppelt so grofs als die Fläche znnam'n‘
ist; so hal man, wenn man das Trapez pmbm'p' — A, jenes pnn’„'= B,
die parabolische Fläche pmam'p —=F und das parabolische Segment
man'm = f'selzi, solort f= F— A—2 (B—F) und daraus:

sf—AlaB,. (ı)
Nun ist aber A= (pm -F- p’m’)pgy und B=(pn+p'n’)pg oder

wegen ay—= MER auch B= 249 ><pg, folglich , wenn man diese

Werthe in der vorigen Retation (1) subslituirt:

F=pm+ p'm’ +-4ag), oder wenn man pp'—a selzt, auch:

ll z (pm +p'm’--4ag)... (2)

Halbirt man ferner auch noch p»g und gp’ in ß und ‘, und zieht
durch die Halbirungspunele die Ordinaten Pa undj:‘a‘, so ist, wenn
man pg=gp'= a! selzt, auf dieselbe Weise, die Fläche:

pmag—+ n (mp ag -- 4x5) und die Fläche

gam'p' —4. = Cagq -} m’p' + 443), folglich :
a “ a; i «B=4: F (mp-+ ay--4ıß--ayg-m'p +4ap)—l, n [mp +

mp! +4 Ca: a)+ 2ag]

oder wegen a‘ az und wenn man die Ordinalen pm, x... p'm' der

Reihe nach mit yo, y, .. y, bezeichnet, auch:



Re
FrWtiy+2+44m

eine Formel , welche sich leicht fortselzen läfst, im Falle man die Inter-

valle pß,ßg ... abermals halbiren, d.i. die ursprüngliche Basis pp‘ in 8»

und durch fortgesetztes Halbiren noch weiter in 16, 82.u.s. w. gleiche

Theile theilen will.
Theilt man dagegen jedes der beiden vorigen Intervalle pg= qp‘

in 3 gleiche Theile, bezeichnet die aufeinander folgenden Theilungs-

puncte mit 1, 2,3, 4,5,6, so wie die durch diePuncte poder 0,1,2..6

oder p’ gezogenen Ordinaten der Reihe nach durch y,,y, --ys und setzt

die Gröfse: der Intervalle 0,1=1,2—=..—=5,6=a”; so hat man

nach ‘der dureh die Relation (2) ausgedrückten Regel für die Flächen

der aufeinander folgenden Trapeze oder Streifen der Reihe nach:
ui N at ur

5tr+2, Yetuat Au) autor49)
& d ® ; a

folglich , wenn man diese Flächen summirt,, sofort, wegen a’ — 3;

F=+nt+4+2+4490)

Man sieht aus der bisherigen Entwicklung, dafs wenn man die

Basis pp’‘— a überhaupt nur in eine gerade Anzahl, z.B. in 2n gleiche

Theile theilt, sofort allgemein

=,tntentuttr2y2,_a+4Yy2._1T%2»)

ist und dafs man die gesuchte Fläche F um so genauer erhält, je

grölser n ist. y

Setzt man die Summeder beiden äu[sern Ordinalen yn+Y, 1Sau3

jene der durch die ungeraden Theilungspuncte gehenden:

uty+:- IV.S2,_, und die Summe der durch die geraden

Theilungspuncte gehenden Ordinaten (wobei die letzte sofort ausgeschlos-

sen ist) yytyat 4 Y2,_a 82,_2 5 80 ist auch:

a U ’De(Sant 48,214 28,1 _2)-

Da nun aber nach der einleitenden Bemerkung: diese Fläche nichts
zur

anderes als das bestimmte Integral( yda ist, wenn man nämlich die

den Ordinaten y, und y,, entsprechenden Abscissen durch =’ und

bezeichnet; so hat man endlich wegen a — =’— «‘, als einen Näherungs-

werth von beliebiger Genauigkeit:
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fr de=En Y-t4yı +29,+4%+- .—+2Y,.enYen)

==Sta8,5)

wobei es sich also nur darum handelt, die Differenz ©’— x’ in eine

beliebige, jedoch gerade Anzahl (=2n) gleicher Theile zu theilen,

die durch die Theilungspuncte 0, 1, 2..2n gedachten Ordinaten yy,y,>

Ya--Ya„ zu berechnen oder durch Beobachtung zu bestimmen, und in

die vorige Formel, welche eben die Simpson’sche ist und um so genauere

Resultate gibt, je gröfser man 2» nimmt, zu subsliluiren.

 

Zusatz ?%

Die in vielen Fällen eben so brauchbare (und in $. 173 gleichfalls

angewendete) Näherungsformel:

f.reoode = [:f@+r@) Lfa+9+fa+
29+ :.

.+fla+a—n] ]5

>& und’ n eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, läfst sich
 wobei &=

auf folgende Weise ableiten.

Läfst man die Gröfse e—a nach und nach um die kleine Gröfse

‚5 zunehmen, also » allmählig in a, a--ö, a+25..a-+4-nö—b über-

- gehen, so, dafs zwischen den beiden Grenzwerlhen a und d n— I

Werthe oder Zwischenglieder liegen, und setzt man das allgemeine In-

tegral: 1r@yde— HF(%),

also das besondere:

[row<-r@—r@ BD.

so hat man,a in a--ö übergeht, nach IR Taylor'schen Theorem :

a—es

Setzt man Kürze halber

   
da dar 12

en —f'(@) ; Ra) u. S. W.

d.F(£)
so ist wegen F (x) =(fo) da sofort de

Burg’s Mechanik, Suppl.
35

72), also.aueh: 
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2a 3

a) —f(a), und eben so . aı Ka), 22da da da?
fort, so, dafs also der vorige Ausdruck auch die Form annimmt:

g? 53

Fat)Fa)ROHFa)He.+.
Analog mit diesem Ausdrucke erhält man für die folgenden Werthe:

F@HDI-FaHYHFa+9.+Ma+ 9.+ ..

FCa+35) = Fla+2°) +fia+29.04fa+ 25). n un

 

 —ER

 

F(a-+n») =F[a+(n-1)5] ‚+fla+(n-1)3].5-4/° [a+(n-1)5]+

Werden diese Reihen addirt, so erhält man, wegen a-nö—=b
sofort:

83£ 3 8°(2) F(b)—F(a)— fi a+i5).42fa4+9.;+>f«a+19)- ar
wobei z der Reihe nach = 0, 1, 2..(n—1) zu setzen ist, so, dals z. B.
ZRa+i)—=fla)+flat)fla +29)+..-Hffa+(n—1)5] wird.

Nimmt man ferner nach und nach I), f’(&).. statt F(x2) und
f’&), fa)... stalt f(x), so erhält man eben so:

FW fa) = =f«a+i).5-+ Zfa+is. = ZER,
d?

f6)—(a) — Zfa-+).5 4 2f"(a+i8). TE +..

PFO—fa) = Zf'«a+i5).5+..
Vernachlässigt man nun die dritten und höhern Potenzen der klei-

nen Grölse 5, so kann man zufolge der vorstehenden Relationen in der
obigen Gleichung (2) stait

2 d?

Zf’(a-+is) .n setzen: [f(d) — f(a)] ; — [Fo —fa)] se

und statt Sf"(a-+-i5) nr setzen: [f’() — fca)] <

(während Alles folgende nach der gemachten Voraussetzung wegfällt).
Dadurch geht aber die genannte Gleichung (2) in die folgende über:

ö s 8?#6) — Fa) = 2fCa+8).54+[FIRa)] [FOFa] ;,

oder es ist (Relat. 1):
b

SRde= EIRD+ROI+Ra+D+Ne++ ..
a ja

++-Or]:
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Dieser Ausdruck gibt das gesuchte Integrale um so genauer , je
; a Es 5 ö : : :kleiner & —= d. i. je gröfsern ist, und je langsamersich die Func-

tion f(2) zwischen ihren Grenzen a und 5 ändert.
In den meisten Fällen wird man das letzte in 2 multiplieirte Glied

auslassen können, wodurch diese Formel (#) in die einfachere
b

rFdde—HKDHK] +HRa+Y +Ra+29+..
u. ffa4a—1)2] (ö 2.

übergeht, so, dafs diese letztere Formel nur die speciellen Werthe von
X) enthält, die in Zahlen gegeben seyn können, ohne dafs die Form
dieser Function f(x) selbst gegeben oder bekannt zu seyn braucht.
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