Zweiter Abschnitt.
Hydrodynamik.

Ausflufs des Wassers bei constanten Druck-
hohemn.

(5. 321.)

151.Um die Analysis auf die Bewegung der Fliissigkeiten,
deren Untersuchung einen der schwierigsten Theile der Mechanilc bildet,
mit einigem Erfolg anwenden zu konnen, geht man von der Voraus-
selzung aus, dafs sich die in einem Gefilse bewegende Fliissighkeit durch
lauter sehr enge Rohrehen ergiefse und alle Theilchen ein und derselben
sehr diinnen Querschichle mit einerlei Geschwindigkeit in der Richtung
der Achse der Rohre forleilen; in dieser Annahme, welche von der
wahren Bewegung einer fliissizen Masse in einem rohrenformigen Gefils
um so weniger abweicht, je kleiner dic normalen Querschnilte des Ge-
fifses sind, besteht die sogenannte Hypothese desParallelismus
der Querschichten oder schlechiweg der Schichten.

£52. Um nun, auf diese Hypothese gestiitzt, den Ausflufs des
Wassers aus einer horizontalen Offnung ab eines Gefilses a B
(Fig. 93) bei unverindertem Wasserspiegel A B zu bestimmen, sey bereits
der Beharrungsstand , d. h. derjenige Zustand eingelreten, in welchem
die Geschwindigkeiten der in einem Augenblicke durch irgend einen
Querschnitt gehenden Fliissigkeitstheilchen dieselben sind, wie jene der
Theilchen, welche in einem andern Augenblicke durch denselben Quer-
schnitt gehen; ferner denke man sich die ganze flissige Masse in lauter
horizontale , unendlich diinne Schichten getheilt und bezeichne die obere
Fliche der 1sten Schichte durch A, ihre untere Fliche oder die obere
Fliche der 2ten Schichte durch s, die der 3len Schichte durch =, u.s.W.
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die der nten Schichte M N, welche um die Tiefe € D — 2z unterm Was-
serspiegel liegt, durch %, _, und die der folgenden mn (woliir D d — d.)
durch %_; ferner werde der auf die Flicheneinheit bezogene, auf die
1te Schlchte oder Fliche A ausgeiibte Druck durch eine Wassersiule
von der Hohe 2/, auf die 2te Fliche « %, » welches zugleich auch der
Gegendruck (von unten nach oben) auf die 1ste Schichte ist, durch o,,
auf die 3leFliche %, durch o, u. 8. w., auf die nte Fliche MN—zn_l
durch o, , und auf die n—}—l te mn=x, durch 5, , so wie endlich
der auf die Tiefe C E = A unterm Waseersp]egel henende Offnung von
der Grofse a Statt findende Gegendruck durch die Wassersiule 4” aus-
gedriickt.

Betrachtet man nun eine dieser Schichten Mn, deren Masse sofori
dM =y xd ist, wenn y wieder das Gewicht der cubischen Einheit des
Wassers bezeichnet, bei ihrem Durchgange durch zwei unmiltelbar auf-
einander folgende Querschnitte MN und mn, und bezeichnel die betref-
fenden Geschwindigkeiten durch o’ und o”; so ist die nothige Arbeit
oder Wirkungsgrolse um die Masse dM von der Geschwindigkeit v auf

/2 /2
jene ©” zu bringen (§.186) dw=y zda (%)

Da aber %y (6—é'+da) die bewegende Kraft dieser Schichte
und da der dabei zuriickgelegte Weg ist, so lifst sich diese Wirkungs-
grofse auch (§.172) durch dw — % /(5—5/-}—(1.;-) ausdriicken und
es ist daher:

7;“’—-0" .

gyde(d—&+do) =y zda g ) st it ¢ )]
oder wenn man abkirzt und beriicksichtiget, dafs wegen der (§.306)
vorausgesetzten Incompressibilitt der Fliissigkeit durch jeden Querschnitt
in derselben Zeit auch die namliche Wassermenge durchfliefsen , folglich,
wenn v die conslante Geschwindigkeit ist, mil der das Wasser bei ab

a
ausflielst, v’:v=ua:% oder v'= 0 und eben so v — 2 5/ b seyn mufs,

Guvs Ll 1
auch: o — &' da::——(——— S
u Py T (a)
Selzt man nun in dieser Gleichung der Reihe nach :
By By 4fghe o) vil Bineagin IR0 B == Tt b Sty e und
(5=1L’, 5 , (52 b g 611—23 also é’:ﬁl, 52 e Teilie bn—l;
a*v*

s0 erhidlt man, — —= N geselzt:

29
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wido 1
h’—él-{—d.v:N(-Z—,l——X,)
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61—(‘2—‘—(1.'1,'=N(;§———2—f)

sk
52—’33+dl‘=N(;§ -‘z—;)

vid st AR e
511—-2 '\n _1+d1’-——N\za = =
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n—g

und durch Summirung dieser Gleichungen, wobei &;p:‘:fd.v:w ist:

aiv: /il 1
4 152  — ity
vmspom i (b —g) - @
oder wenn man, um auf die Ausflufsoffnung iberzugehen, s=a,
o=n" und @ = h setzt, auch:

@it 1
/ /" ] — e
Mol Z 29 (az A*
woraus sofort:

h hlfhll
v=—A \/[2q (1‘2—:;2—)J sl )

folgt.

153. Da fir die gewohnlichen Fille der Anwendung der Druck
auf die Oberfliche und gegen die Mindung oder Ausflufsoffuung von der
Atmosphire herriihrt und daher bei dem gewohnlichen Hohenunterschied
W' = k" geselzt, ferner auch, da die Ausflulsoffnung gegen den Quer-
schnitt des Gefifses gewohnlich sehr klein ist, a® gegen A? ausgelassen
werden darf; so erhilt man aus der vorigen Gleichung (1) die gewohn-
liche Formel : v=\/29h .. (2
(§. 321, Gleich. m).

Anmerkung 1. Hat das Gefils eine solche Form (Fig. 94), dals das Wasser
nachdem es bis zum tiefsten Pnnct gesunken, wieder bis zur Ausflulsoff-
nung @b steigen mufs; s0 sey CDE die Achse eines ganz willkiirlich
angenommenen sehr engen Wasserkanales , dessen obere und untere Miin-
dnng jedoch beziehungsweise auf 4 B und ¢ b normal seyn soll, in welchem
sich ein Wasserelement vom Wasserspiegel 4 B bis zur horizontalen Aus-
flufs6ffnung @b bewegt. Denkt man sich nimlich durch die Puncte # und
m, welche um die Tiefe CP =z und Cp =1 4+ dz unterm Wasserspiegel
liegen, zwei Querschnitte des engen Kanals normal auf die Achse CD E;
so schliefsen diese ein Wasserelement von der Lange M7 = ds ein. Behal-
ten die obigen Grofsen z, 2/, &, &, v’ etc. die vorige Bedeutung, jedoch
auf diesen engen Kanal bezogen ; so hat man, da jetzt die Masse d# = % ds,
die bewegende Kraft = (¢ — 8’4 dz) yz und der zuriickgelegte Weg
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= ds ist, anstait der obigen Gleichung () in Nr. 152 die folgende :

27//2 v/?
@—+dz) yzds = y=ds —N) welche, wenn man abkiirzt

i : . a d 2
und fiir ©* und v wieder die Werthe —0 und =it setzt, genau in jene

(@) iibergeht, aus welcher durch dasselhe oben angewandte Verfahren
wieder die Gleichung () entsteht , in welcher z die algebraische Summe
aller Hohen Pp, pp’... der einzelnen Wasserelemente bezeichnet,

Ist nun wieder FE—/L der lothrechte Abstand der Ausflufsoffoung @ b
vom Wasserspiegel 4 B, so ist diese algebraische Summe vom Wasser-
spiegel angefangen bis zum tiefsten Punct und von da wieder hinauf bis
zur Ausflufsoffnung, da sich die unter der horizontalen Ebene /& befind-
lichen Hohen der ab - und aufwiirts sich bewegenden Elemente aufheben,
ebenfalls =%, so, dals also auch die weitern Gleichungen (1) und (2) fiir
diesen angenommenen Wasserkanal ihre Gilligkeit haben; da endlich das-
selbe von allen den feinen Wasserkanilen gilt, aus welchen man sich den
ganzen Querschnitt zusammengesetzt denken kann, so folgt , dals diese
genannten Gleichungen (1) und (2) auch bei dieser Form des Gefilses gelten,

Anmerkung 2. Wie aus der Herleitung der Formel (2) aus jener (1)

folgt, so ist diese nur richtig, wenn, wie es allerdings in der Regel der
Fall , die Ausflulsoffnung @ bedeutend kleiner als der obere Querschnitt 4
des (re ifses ist. Im entgegengeselzten Falle ist die gemachte Voraussetzung
der Riickwirkung und Fortpflanzung des Druckes nicht mehr zuldssig und
die Formel (2) gibt dann von der Wahrheit abweichende Resultate. Aus
der richtigen Formel (1) erhiilt man auch in der That fiir @ = 4 eine
unendlich grofse, und fiir @ > A cine ima gindre Geschwindigkeit.
Die Ursache ]ltgt in dem, dals die Ausflufsgeschwindigkeit in diesen beiden
Fiillen nicht constant, sondern eine Function der Zeit ist (fir @ =4 wird
v =yg¢) und dals schon im erstern Falle, niimlich in dem gleichweiten,
bodenlosen Gefils, das Wasser mit einer immer wachsenden und zuletzt
mit einer un(,udllch grolsen Geschwindigkeit von oben zufliefsen muls, um
das abflielsende zu erselzen und die Miindung auszufiillen, ein Umstand,
welcher im zweiten Falle ganz unmoglich ist,

Dieser schon von Daniel Bernoulli entwickelte und spiiter von Einigen
in Zweifel gezogene Salz, lilst sich iibrigens auch noch auf folgende Weise
ableiten.

Ist fiir den ersten Fall die horizontale Ausflufsoffnung @ ein so kleiner
Theil von dem obern Querschuitt A des Gefilscs, dafs man den Wasser-
spiegel als unbeweglich und daher die Druckhohe % und Ausflulsgeschwin-
digkeit » als constant ansehen kann und ist 0 das Gewicht der in Jeder
Secunde ausfliel[senden Wassermenge ; so ist die Arbeits - oder Wirkungs-
grolse dieses von der Hohe % herabsinkenden Gewichtes @ (0.184) = 0 4;
um aber die Masse @ von der Ruhe aus aul die Geschwindigkeit  zu

: Rils: 3 L v* ; ;
bringen, ist eine Wirkung (§. 186) 0=,)—(] nothwendig und da diese
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02
beiden Wirkungsgrofsen einander gleich seyn miissen, so hat man 4 = —

29

oder v = /2gh.
Mufs dagegen, um den Wasserspiegel auf gleicher Hohe zu erhalten,
bestindig eben so viel Wasser oben zuflie[sen als unten abflielst und setzt
man die Zuflulsgeschwindigkeit = ¢ und den obern Querschnitt des Ge-

a
filses = A; so ist zuerst Ac = awv, also ¢ = 7 v und dann die gesammte

cl

Arbeitsgrofse, wenn mar Tq = ' setzt, = Q0 (h+ A'), folglich:
2

0(k+/l’)=021y- oder o= /29 (h+ %)

oder auch v=(Qgh-+c*) (vergleiche §.322, Anmerk.)
und wenn man fiir ¢ den vorigen Werth setzt und ¢ bestimmt :

o=1V (7%%)

welches, wenn man den Druck auf den Wasserspiegel jenem gegen die
Ausflulsoffnung wieder gleich grols voraussetzt, die obige Gleichung (1) ist.

4 : 4
Setzt man in der vorigen Formel fiir # den obigen Werth ;c, so erhalt

A

= 29k
e
aus welcher Gleichung sofort folgt, dafs fiir jeden endlichen Werth von ¢,
immer « < 4 ist.

Beispiel. Ist z. B. A= 60 und @ = 12 Quadratzoll, so wiirde die Formel
(2) = /2gk die Geschwindigkeit » bedeutend zu klein geben, indem
diese zufolge der richtigen Formel (1) noch mit dem Factor:

\/(A:i ) = 46'233 = 12922 multiplicirt werden muls. Wire dagegen

man auch : a

bei diesem Werthe von A nur @ = 1 Quadratzoll, so wiirde dieser Faclor
A 60

v(A*—a® = 59991

= 1'0001, so gut wie keinen Einfluls haben.

1 54. Wird die Fliissigkeit mittelst eines Kolbens, wie z. B. bei
einer Druckpumpe oder Feuersprilze durch eine kleine Oeffnung hinaus-
gelricben , so sey, um die entsprechende Geschwindigkeit zu finden,
mit welcher die Flussigkeit austritl, A die Querschnitisfliche des Geléfses,
a jene der Offnung, P der Druck auf den Kolben, A B=h (Fig.95)
die anfiangliche Druclkhohe und A’ die Hohe einer Flissigkeitssaule, der-
selben Gattung, welche iber dem Kolben stehend denselben Druck P
ausiibt, also, wenn ; wieder das Gewicht der cubischen Einheil der

betreffenden Flissigkeit ist, P =A% ,;; so ist im erslen Augenblicke
Burg’s Mechanik, Suppl. 11
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die gesammte Druckhohe = & 4 4’ und daher, wenn g ein kleiner Bruch

ist, die Ausflufsgeschwindigkeit v=\/2g (h 4 h’) oder wegen

P ‘

= — -p—, wenn man némlich den auf die Flidcheneinheit des Kol-
Y

=g

bens Statt findenden Druck durch p’ bezeichnet, v=\/2¢ (h—]-]i).
¥

Ist dagegen der Druck auf die Flicheneinheit in der Tiefe der Offnung

BC=p, also p=(h—|—‘;i,) 'y 80 ist auch:

(3) v=\/2y§;

die Ausflulsgesch windigkeit ist also der Quadrat-
wurzelaus der Pressung auf die Flicheneinheit (gewohn-
lich ist4 gegen A’ aufser Acht zu lassen) direct und dem spezifi-
schenGewichte derFlissigkeit umgekehrt proportional.
Wire Quecksilber gerade 16 Mal so dicht als Wasser, so wirde dieses
bei gleichem Drucke 4 Mal langsamer als das Wasser ausfliefsen. Ist die
Luft 770 Mal leichter als das Wasser, so stromt diese bei gleicher
Pressung nahe 27¢ Mal schneller als das Wasser aus u. s. w.

Unterschied zwischen dem hydrostatischen
und hydrauwulischen Drucke.

155. Aus der Gleichung (6) in Nr. 8 52 folgt fir den Druck
auf die Flicheneinheil der Schichte M n (Fig.938) wihrend der Bewegung
(wenn man o stalt y 6 nimmt) :

j aers il 1
R 29 (z’_A")
oder wenn man die Geschwindigkeitshohen, welche den in A B und M N

Statt findeden Geschwindigkeiten gv und Sv entsprechen ; mit 2, und
2,2 3,2

A « a
h, bezeichnet, wegen 4, — - undin= ¥ auch:

294?
@ .. dv=n42—hy—h).

Da nun dieser Druck, wenn die Ausflufsoffnung nicht vorhanden,
die Flissigkeit néamlich in der Ruhe wére, o, = A’ -} & seyn wiirde, so
folgt, dals der Druck einer bewegten Flissigkeit, der
sogenannte hydraulischeDruck,von jenemeiner ruhen-
den, dem Ahydrostatischen Druck, verschieden, nam-
lich kleiner ist, und zwar ist dieser Unterschied



