
Zweiter Abschnitt.

Hydrodynamik.

Ausflufs des Wassers bei constanten Druck-

höhen.

($. 321.)

151. Um die Analysis auf die Bewegung der Flüssigkeiten,

deren Untersuchung einen der schwierigsten Theile der Mechanikbildet,

mit einigem Erfolg anwenden zu können, geht man von der Voraus-

setzung aus, dafs sich die in einem Gefäfse bewegende Flüssigkeit durch

lauter sehr enge Röhrchen ergiefse und alle Theilchen ein und derselben

sehr dünnen Querschichte mit einerlei Geschwindigkeit in der Richtung

der Achse der Röhre forleilen; in dieser Annahme, welche von der

wahren Bewegungeiner flüssigen Masse in einem röhrenförmigen Gefäfs

um so weniger abweicht, je kleiner die normalen Querschnilte des Ge-

fäfses sind, besteht die sogenannte Hypothese desParallelismus

der Querschichten oder schlechtweg der Schichten.

252. Um nun, auf diese Hypothese gestützt, den Ausflufs des

Wassers aus einer horizontalen Öffnung ab eines Gefälses a B

(Fig. 93) bei unverändertem Wasserspiegel A B zu bestimmen, sey bereits

der Beharrungsstand , d. h. derjenige Zustand eingetreten , in welchem

die Geschwindigkeiten der in einem Augenblicke durch irgend einen

Querschnitt gehenden Flüssigkeitstheilchen dieselben sind, wie jene der

Theilchen, welche in einem andern Augenblicke durch denselben Quer-

schnitt gehen; ferner denke man sich die ganze flüssige Masse in lauter

horizontale, unendlich dünne Schichten getheilt und bezeichne die obere

Fläche der Isten Schichte durch A, ihre untere Fläche oder die obere

Fläche der 2ten Schichte durch z,, die der 3ten Schichte durch x, u-S. W.



Su
die der nten Schichte MN, welche um die Tiefe CD—= x unterm Was-
serspiegelliegt, durch z,_, und die der folgenden mn (wofür Dda—d.r)
durch &,; ferner werde der auf die Flächeneinheit bezogene, auf die
Ite Schichte oder Fläche A ausgeübte Druck durch eine Wassersäule
von der Höhe %°, auf die 2te Fläche 2, Welches zugleich auch der
Gegendruck (von unten nach oben) auf die Iste Schichte ist, durch 6,5
auf die 3teFläche x, durch ö, u. s. w., auf die »te Fläche MN=x_,
durch 5,_, und auf dien —+1temn—x, durch 6,, so wie endlich
der auf die Tiefe CE=h unterm Wasserspiegel liegende Öffnung von
der Gröfse a Statt findende Gegendruck durch die Wassersäule 7° aus-
gedrückt.

Betrachtet man nun eine dieser Schichten M n, deren Masse sofort
dM=yxd« ist, wenn y wieder das Gewicht der cubischen Einheit des
Wassers bezeichnet, bei ihrem Durchgange durch zwei unmiltelbar auf-
einander folgende Querschnitte MN und mn, und bezeichnet die betref-
fenden Geschwindigkeiten durch » und ©”; so ist die nölhige Arbeit
oder Wirkungsgröfse um die Masse dM von der Geschwindigkeit » auf

„2 «2

jene v“ zu bringen ($.186 do—yxda«(Y

Da aber 2,(6— 5° +.dix) die bewegende Kraft dieser Schichte
und dx der dabei zurückgelegte Weg ist, so lälst sich diese Wirkungs-
gröfse auch ($. 172) durch do —= 276— 5’ +.dx) ausdrücken und
es ist daher:

Ba

zyde&— 84 de)—=yxde Be Yang

oder wenn man abkürzt und berücksichtiget, dafs wegen der ($. 306)
vorausgeselzten Incompressibilität der Flüssigkeit durch jeden Querschnitt
in derselben Zeit auch die nämliche Wassermenge durchfliefsen , folglich,
wenn v die constante Geschwindigkeit ist, mit der das Wasser bei ab

ö a aausflielst, v:v»—a:x oder W — v und eben so v’— zo seyn muls,
2.2

auch: Banana (a)

Setzt man nun in dieser Gleichung der Reihe nach:
mAy 2 Br le auge ABO, an Gut und
BeeuaAr Su Öehis

£ a? v*
so erhält man, Fri N geselzt:
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11
va,den(5-5)
re =
5, —+ N. 3

1 1
tens—

 1 1

AFO in de—=N (m za ) ur
ee }n—2

und durch Summirung dieser Gleichungen , wobei defde—e ist:

vs+=(35): ©
29

oder wenn man, um auf die Ausflufsöffnung überzugehen, 2a,

$—=nh"und z—hselzt, auch:
aaa 1

‘ 4 I an ns

WM —h"+-h= 29 er

woraussofort:
ee nen
A(dl)

folgt.

153. Da für die gewöhnlichen Fälle der Anwendung der Druck

auf die Oberfläche und gegen die Mündung oder Ausflufsöffnung von der

Atmosphäre herrührt und daher bei dem gewöhnlichen Höhenunterschied

h’—=h‘' geselzt, ferner auch, da die Ausflulsöffnung gegen den Quer-

schnitt des Gefäfses gewöhnlich sehr klein ist, a* gegen A? ausgelassen

werden darf; so erhält man aus der vorigen Gleichung (1) die gewöhn-

liche Formel: v—=\V2gh A)

($. 321, Gleich. m).

Anmerkung 1. Hat das Gefäls eine solche Form (Fig. 94), dals das Wasser

nachdem es bis zum tiefsten Pnnet gesunken, wieder bis zur Ausflufsöff-

nung @b steigen muls; so sey CDE die Achse eines ganz willkürlich

angenommenen sehr engen Wasserkanales, dessen obere und untere Mün-

dnng jedoch beziehungsweise auf AB und «5 normal seyn soll, in welchem

sich ein Wasserelement vom Wasserspiegel AB bis zur horizontalen Aus-

flufsöffnung ab bewegt. Denkt man sich nämlich durch die Puncte Y und

m, welche um die Tiefe (P=z und (p=T + dz unterm Wasserspiegel

liegen, zwei Querschnitie des engen Kanals normal auf die Achse CDE;

so schliefsen diese ein Wasserelement von der Länge Ym=ds ein. Behal-

ten die obigen Grölsen 3, 2°, 8, 9, v’ etc. die vorige Bedeutung, jedoch

auf diesen engen Kanal bezogen ; so hat man, da jetzt die Masse dY= y2ds,

die bewegende Kraft —= (8 — &° +d2)yz und der zurückgelegte Weg
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= ds ist, anstatt der obigen Gleichung (D in Nr. 152 die folgende :
ve—_y:

&—%+de)yzds— yzdsl — 3 -) ‚ welche, wenn man abkürzt
 

@ : : a a ERund für 0° und v“ wieder die Werthe zw und gro setzt, genau in jene

(a) übergeht, aus welcher durch dasselbe oben angewandte Verfahren
wieder die Gleichung () entsteht ‚ in welcher z die algebraische Summe
aller Höhen ?p, pp’... der einzelnen Wasserelemente bezeichnet.

Ist nun wieder FZ= der lothrechte Abstand der Ausflulsöffnung @d
vom Wasserspiegel AB, so ist diese algebraische Summe vom Wasser-
spiegel angefangen bis zum tiefsten Punct und von da wieder hinauf bis
zur Ausflulsöffnung, da sich die unter der horizontalen Ebene J5 befind-
lichen Höhen der ab - und aufwärts sich bewegenden Elemente aufheben,
ebenfalls =, so, dals also auch die weitern Gleichungen (1) und (2) für
diesen angenommenen Wasserkanal ihre Gilligkeit haben; da endlich das-
selbe von allen den feinen Wasserkanälen gilt, aus welchen man sich den
ganzen Querschnitt zusammengesetzt denken kann, so folgt, dals diese
genannten Gleichungen(1) und (2) auch bei dieser Form des Gefälses gelten.

Anmerkung 2. Wie aus der Herleitung der Formel (2) aus jener (1)
folgt, so ist diese nur richtig, wenn, wie es allerdings in der Regel der
Fall, die Ausflulsöffnung @ bedeutendkleiner als der obere Querschnitt A
des Gefälses ist. Im entgegengesetzten Falle ist die gemachte Voraussetzung
der Rückwirkung und Fortpflanzung des Druckes nicht mehr zulässig und
die Formel (2) gibt dann von der Wahrheit abweichende Resultate. Aus
der richtigen Formel (1) erhält man auch in der That für @=A4 eine
unendlich grofse, und füra> Aeine im aginäre Geschwindigkeit.
Die Ursache liegt in dem, dals die Ausflulsgeschwindigkeit in diesen beiden
Fällen nicht constant, sondern eine Function der Zeit ist (für @= 4 wird
=gt) und dals schon im erstern Falle, nämlich in dem gleichweiten,

hodenlosen Gefäls, das Wasser mit einer immer wachsenden und zuletzt
mit einer unendlich grofsen Geschwindigkeit von oben zufliefsen muls, um
das abflielsende zu ersetzen und die Mündung auszufüllen, ein Umstand,
welcher im zweiten Falle ganz unmöglichist.

Dieser schon von Daniel Bernoulli entwickelte und später von Einigen
in Zweifel gezogeneSalz, lälst sich übrigens auch noch auf, folgende Weise
ableiten,

Ist für den ersten Fall die horizontale Ausflulsöffnung @ ein so kleiner
Theil von dem obern Querschnitt A des Gefälses, dals man den Wasser-
spiegel als unbeweglich und daher die Druckhöhe 2 und Ausflulsgeschwin-
digkeit » als constant ansehen kann und ist O das Gewicht der in jeder
Secunde ausfliefsenden Wassermenge; so ist die Arbeits- oder Wirkungs-
grölse dieses von der Höhe % herabsinkenden Gewichtes 0 ($. 184) = 01;
um aber die Masse 0 von der Ruhe aus auf die Geschwindigkeit © zu

bringen, ist eine Wirkung ($. 186) 0-5, nothwendig und da diese
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v’

beiden Wirkungsgröfsen einander gleich seyn müssen, so hat man A= 37

oder v= v2g9h.

Mufs dagegen, um den Wasserspiegel auf gleicher Höhe zu erhalten,

beständig eben so viel Wasser oben zuflielsen als unten abflielst und setzt

man die Zuflulsgeschwindigkeit =c und den obern Querschnitt des Ge-

a
fälses = A; so ist zuerst Ac=av, also c= A v und dann die gesammte

c*

Arbeitsgrölse, wenn maı % —=% setzt, = ((h+ 4‘), folglich:

2

0+M)= 07, oder D=Y20(+M)
oder auch v=v(29h+c?) (vergleiche $. 322, Anmerk.)

und wenn man für e den vorigen Werth setzt und ® bestimmt :

o-1V(325)
welches, wenn man den Druck auf den Wasserspiegel jenem gegen die

Ausflufsöffnung wieder gleich grols voraussetzt, die obige Gleichung (1) ist.

 

A
Setzt man in der vorigen Formel für v den obigen Werth 26 5° erhält

A

ZB h

Di)
aus welcher Gleichung sofort folgt, dafs für jeden endlichen Werth von ec,

immer & <A ist.

Beispiel. Ist z. B. A= 60 und@= 12 Quadratzoll, so würde die Formel

(2) v= 29h die Geschwindigkeit v bedeutend zu klein geben, indem

diese zufolge der richtigen Formel (1) noch mit dem Factor:

Go = ans = 1'2922 multiplieirt werden muls. Wäre dagegen

man auch: a
 

 

bei diesem Werthe von A nur «= 1 Quadratzoll, so würde dieser Faclor

A
Var = 50-991 = 1'0001, so gut wie keinen Einfluls haben.

2154. Wird die Flüssigkeit mittelst eines Kolbens , wie z. B. bei

einer Druckpumpe oder Feuerspritze durch eine kleine Oeffnung hinaus-

gelrieben , so sey, um die entsprechende Geschwindigkeit zu finden,

mit welcher die Flüssigkeit austritt, A die Querschnitisfläche des Gelälses,

a jene der Öffnung, P der Druck auf den Kolben, AB=h (Fig. 95)

die anfängliche Druckhöhe und A‘ die Höhe einer Flüssigkeitssäule, der-
selben Gattung, welche über dem Kolben stehend denselben Druck P

ausübt, also, wenn y wieder das Gewicht der cubischen Einheit der

betreffenden Flüssigkeit ist, P=Ah’,; so ist im ersten Augenblicke
Burg’s Mechanik. Suppl. 11
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die gesammte Druckhöhe =h+ 4’ und daher, wenn : ein kleiner Bruch

ist, die Ausflufsgeschwindigkeit v=\Y2g(h+h‘) oder wegen

N gi ES Im wenn man nämlich den auf die Flächeneinheit des Kol-

bens Statt findenden Druck durch p/ bezeichnet, v—= \/29 (+2).

Ist dagegen der Druck auf die Flächeneinheit in der Tiefe der Öffnung

BC=p, also »= (+) y,» so ist auch:

(8) o=Vayt;
die Ausflufsgeschwindigkeit ist also der Quadral-

wurzelaus der Pressung auf die Flächeneinheit (gewöhn-

lich ist 4 gegen »‘ aufser Acht zu lassen) direct und dem spezifi-

schenGewichte derFlüssigkeit umgekehrt proportional.

Wäre Quecksilber gerade 16 Mal so dicht als Wasser, so würde dieses

bei gleichem Drucke 4 Mal langsamer als das Wasser ausflielsen. Ist dıe

Luft 770 Mal leichter als das Wasser, so strömt diese bei gleicher

Pressung nahe 272 Mal schneller als das Wasser aus u. s. w.

Unterschied zwischen dem Aydrostatischen

und Rydraulischen Drucke.

155. Aus der Gleichung (5) in Nr. 152 folgt für den Druck

auf die Flächeneinheit der Schichte Mn (Fig. 93) während der Bewegung

(wenn ınan ö stalt yö nimmt):

! : Geo 7A 1

ET 29 er
oder wenn man die Geschwindigkeitshöhen,, welche den in AB und MN

Statt findeden Geschwindigkeiten 70 und Mr entsprechen , mit %, und

22 342
a

h, bezeichnet, wegen 4, — - und %, = et auch:
294?

Wehr(ig —h):

Da nun dieser Druck, wenn die Ausflulsöffnung nicht vorhanden,

die Flüssigkeit nämlich in der Ruhe wäre, &, —=4h’-+ x seyn würde, so

folgt, dafs der Druck einer bewegten Flüssigkeit, der

sogenannte AydraulischeDruck, vonjenemeiner ruhen-

den, dem Ayarostatischen Druck, verschieden, näm-
lich kleiner ist, und zwar ist dieser Unterschied


