Erster Abschnitt.
Hydrostatik.

Gestalt der freien Oberfiiche tropfbarer
KFliissighkeiten.

(5. 308.)

135, Um die allgemeinen Gleichungen des Gleichgewichtes einer
fliissicen Masse itberhaupt zu finden, geht man am einfachsten von der
in §.305 erwihnten Eigenschalt der Flissigkeiten aus, dafls sie den auf
ihre Oberfliche ausgeiibten Druck nach allen Richtungen hin gleichmilsig
fortpflanzen oder vertheilen; denn der Druck, welchen jedes Element
der Fliissigkeit erleidet, kann als eine auf dasselbe wirkende Kraft ange-
sehen werden, welche von einem Punct der Masse zum andern variirt
und die sich sonach als eine Function der seine Lage bestimmenden
Coordinaten darstellen oder ausdriicken lafst.

Belrachtet man nédmlich die ganze Masse der Flissigkeit als eine
Zusammensetzung aus unendlich vielen rechtwinkeligen Parallelopipeden,
deren drei Dimensionen unendlich kleine Elemente der ihre Lage bestim-
menden Coordinaten sind, und zerlegt man die auf sie wirkenden be-
schleunigenden Krifte parallel zu den Coordinatenachsen; so erhilt man
drei partielle Differentialgleichungen zwischen diesen Kriften und dem
aus ihnen hervorgehenden Drucke, aus denen sich durch Integration die
Grofse dieses Druckes, so wie die Bedingungen, denen die beschleuni-

genden Krifte geniigen miissen, wenn das Gleichgewicht bestehen soll,
bestimmen lassen.

1 36. Esseyen daher AX, AY, AZ (Fig. 83) die drei recht-
winkeligen Coordinatenachsen, wobei die letztere oder Achse der % in
die Richtung der Schwere fallen, folglich die Ebene @y horizontal lie-
gen soll. Befindet sich nun unterhalb dieser Ebene eine fliissige Masse
(diese mag homogen oder heterogen, zusammendriickbar oder unzu-
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sammendriickbar seyn) und zwar in jenem Winkel, in welchem die Co-
ordinaten positiv sind, und bezeichnet man durch a, y, = die Coordinaten
des dem Anfangspuncte A am néchsten liegenden korperlichen Winkels
M eines der genannten unendlich kleinen Parallelopipeden; so ist das
Volumen dieses Elementes = dz dy dz und wenn p die Dichte der Fliis-
sigkeit im Puncte M ist, dessen Masse dm = p dz dydx. Dabei ist der
Factor p bei homogenen Fliissigkeiten constant (wenn man némlich
von den elwa vorhandenen kleinen Compressionen abstrahirt) und bel
heterogenen und elastischen Fliissigkeiten (welche sofort nicht durchaus
gleichméifsig comprimirt sind) variabel und irgend eine Function von
Lyl s

Es seyen X, Y, Z die drei parallel zu den Coordinatenachsen auf
das Element dm wirkenden beschleunigenden Seitenkrifte, folglich
X dm, Y dm, Zdm(Nr. 56) die nach den Richtungen dieser Achsen auf
dm wirkenden bewegenden Krifte. Da nun dasElement dm von der um-
gebenden Fliissigkeit auf alle sechs Seitenflichen einen Druck von aufsen
nach innen erleidet, so miissen, wenn dieses Element in der Ruhe bleiben
soll, diese dufseren Pressungen den innern Kriften X dm, Ydm, Zdm
das Gleichgewicht halten.

Bezeichnet daher p den Druck auf die Flicheneinheit, welcher in
der Richtung der Schwere auf den Punct M Statt findet, so erleidet das
Element dan auf seine obere Fliche da: dy nach abwiirts den Druck p da dy,
und da p im Allgemeinen eine Function der Coordinaten «, y, % ist,
50 wird dieser Druck p im Puncte M’, dessen Coordinaten z, y, & - dz

sind, p - gg dx seyn, so, dals also die untere Flache dieses Elementes

1 :
im Sinne der Schwere einem Drucke (p +:Tf dx) de dy ausgesetzt ist.
Da aber der Widerstand des Fliissigen, worauf sich das Element dm

sliitzt, eine diesem Drucke gleiche und entgegengesetzte Kraft bildet;
50 wird dieses Element von den zwei nach entgegengesetzten Richtungen

wirkenden Kriiften p da dy und (p - :—‘:dz) dx dy getrieben, welche als

; ’ ! d
Resultirende die von unten nach oben wirkende Kraft (dl;) do dy dx als

Differenz der beiden vorigen geben. Damit sich dieses Element dm aber
weder nach aufwirts noch nach abwiirls bewege, so mufs diese letztere
Kraft der oben genannten, nach der Achse der % wirkenden Kraft
Zdm = Zp dx dy d=x gleich seyn, so, dals man dafiic hat:

d i
((—éj drdyds = pZda dydz d. i (;—g)=ﬂz-
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Auf gleiche Weise erhilt man auch noch die beiden Gleichungen :

DN el 7N St
d—y)_—pY und (dz)_—pX,

welche Statt finden missen, damit sich das Element dm weder im Sinne
der Achse der y noch in jenem der Achse der @ bewegt. Dabei ist man
von der immer richligen Vorausselzung ausgegangen, dafls der Druck
auf die Seilenflichen dadz und dy dz des Elementes auf die Flichenein-
heit bezogen, ebenfalls = p ist

Diels vorausgesetzt, sind daher die allgemeinen Gleichun-
gen der Hydrostatik, d. i des Gleichgewichtes einer flissigen
Masse, worauf belicbige beschleunigende Krafte wirken (mag diese Masse
gleichartig oder ungleicharlig, zusammendriickbar oder unzusammen-
driickbar seyn) sofort:

® (@)= (D)=rm, (&)=r2

1 3'7. Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit do, die
zweite mit dy, die drilte mit d= und addirt sie hierauf, so erhalt man
(Comp. §. 657):

(2) dp=pXde-+ Ydy+ Zdz)

Soll nun p moglich seyn, so mufs dp ein vollstindiges Diflerential
einer Function von &, y, % darstellen; dieses ist aber der Fall, wenn
(Lehrbuch Il S. 68, Compend. §. 662) die drei Bedingungsgleichungen

bestehen:
( ) d.pZ
) ( dy ) 3

d. oX) ((l oY) (d aX) (

Fmden diese Gleichungen Statt, so lifst sich die Gleichung (2)
integriren und der daraus gefundene Werth von p leistet dann den Be-
dingungsgleichungen (1) fir das Gleichgewichi Geniige.

E3S8. Selzt man in diesen Werth von p=f(a,y,% fir die
3 Variablen die Coordinaten irgend eines Puncles der Umfliche A B A’
(Fig. 84) der Fliissigkeit, so erhilt man die Grofse des Druckes dieser
Flissigkeit auf den entsprechenden Punct der Wand des Gefilses, in
welchem sie enthalten ist, ein Druck, welcher von der Festigkeit der Ge-
falswand aufgehoben wird. Da jedoch dort, wo das Gefils offen ist, dieser
Druck durch nichts aufgehoben wiirde, so mufs derselbe fiir das Gleich-
gewicht an diesen offenen Stellen, d. i an der freien Oberfliche
ADAE der Flussigkeil gleich Null seyn, und diefs gibt (Gleich. 2)
sofort die Bedingungsgleichung:

Burg s Mechanik. Sappl 10
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@ Xde4Ydy+Zdz=o.

Diese Gleichung zeigt, dals die Resultirende der beschleunigenden
Krafte X, Y, Z, welche auf jedes Theilchen der im Gleichgewichte
befindlichen Fliissigkeit wirkt, auf dieser freien Oberfliche perpendi-
kular steht. Denn zieht man auf dieser Oberfliche irgend eine Curve
und ist ds das Element derselben, welches dem Puncte a, y, = enlspricht;

¢ dz dy dz
s0 sind BV
in diesem Puncte @, y, = gezogene Tangente mit den Achsen der x, y, =
bildet. Ist ferner R die Resultirende aus den Kriiften X, ¥, Z, so sind

die Cosinus der Winkel, welche die an die Curve

X 4 . ; s
eben so die Cosinus der Winkel, welche R mit diesen Ach-

)
T
sen einschlielst [= Cos(R.z), Cos(R.y), Cos(R.x)]. Dividirt man
alle Glieder der vorigen Gleichung (4) durch R ds, so erhilt man:
Xis Ky za
Rt ds) 'l s da g eolia deis
woraus sofort folgt (Comp. §. 572), dals die Resultirende B mit der
Tangente der Curve, welche man auf der freien Oberfliche willkiirlich
gezogen hat, einen rechten Winkel einschliefst, folglich die Richtung
von R mit der Normale des betreffendenPuncles «, y, = zusammen-
fallt. Aufserdem versteht es sich von selbst, dafs diese Kraft R von
aufsen nach innen gerichtet seyn mufs.

Anmerkung. Ist die Fliissigkeit homogen, so ist ihre Dichte p constant
und wenn man sie zur Einheit nimmt, so wird die obige Gleichung (2)
in Nr. 137: dp = Xdr+ Ydy + Zdz, wobei also, wenn p moglich
seyn soll, der zweite Theil dieser Gleichung ein vollstindiges Differenzial
seyn muls.

Die vorige Bedingungsgleichung (4) integrirt, gibt:

j(/\'da:—}- Ydy+ Zdz) = C,

wobei € die willkiirliche Constante ist. Gibt man derselben nach und nach
verschiedene Werthe, so erhilt man eben soviele particulire Integrale,
welche eben so vielen Flichen angehoren und jede die obige Gleichung
(4) als Differenzialgleichung haben, und folglich ebenfalls die Eigenschaft
besitzen, die Resultirende der Kriifte X, ¥, Z unter rechten Winkeln zu
schneiden; man nennt diese Flichen daher Niveau-Flichen Die
von zwei unendlich nahen Niveauflichen begrenzte unendlich diinne Schichte
heilst Niveau-Schichte.

Ist die TFliissigkeit nicht gleichformig dicht und Xdz + Ydy + Zds
ein vollstindiges Integral, so wird , wenn man Kiirze halber

ﬂXda: + Ydy + Zdz) = u setzt, wo % irgend eine Function von z, %, %

ist, die Gleichung (2):
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(5) dp=pdu.

Damit aber der zweite Theil dieser Gleichung, wie es der erste ist, ein
vollstindiges Differenziale sey, so muls p irgend eine Function von z seyn;
dann.ist aber auch p eine Function von % und die Gleichung der freien
Oberfliche des Fliissigen firs Gleichgewicht: f(#) = Const. oder einfach
u = Const (wegen p = [f(u) ist dp = df(w), daher wegen p =0 fir
die freie Oberfliche, df (%) =0 und [(%) = Const.) Die Druckkraft p
und Dichte p sind daher fiir alle Puncte in derselben Niveauschichte constant.
Das Gesetz der Dichtigkeitsveranderung von einer Niveauschichte zur andern
hingt von einer dieses Gesetz bestimmenden Function von # ab, wodurch
dann auch der, jeder Schichte entsprechende Druck durch die Integration
der Gleichung (5) gegeben ist.

Aus allem bisher Gesagten folgt also, dals, wenn eine fliissige Masse
(tropfbar oder luftformig) mit freier Oberfliche ins Gleichgewicht kommen
soll, sie sich so lagern mufs, dals 1stens die Dichte fir alle Niveau-
Schichten zwischen zwei unendlich nahen Niveau-Flichen constant, und
2tens die Resultirende der auf die dufsere Oberfliche wirkenden beschleu-
nigenden Krifte auf diese perpendikulir seyn mufs.

139. Un eine weitere Anwendung von der vorigen Gleichung
(4) zu zeigen, wollen wir annehmen, dals alle Theilchen einer vollig
freien (in keinem Gefilse eingeschlossenen), nicht schweren Flussigkeit
von einer Kraft angezogen werden, welche von einem im Innern dersel-
ben liegenden festen Punct ausgeht und dem Abstande von diesem Puncte
proportional ist. Ist nun ¢ der Werth dieser Kraft im Abstande 1, und
nimmt man den genannten festen Punct zum Ursprung der rechtwinkeligen
Coordinaten, so sind X=v o, Y=9¢y, Z=¢ < dic auf das Element
oder den Punct &, y, = wirkenden, mit den Achsen parallelen Seiten-
krifte, folglich ist, wenn man diese Werlhe in der obigen Gleichung
substituirt und gleich mit ¢ abkirzt, @xdr -+ ydy+zdz=0 die
Differenzialgleichung fiir alle Niveau-Flichen, also auch der freien Oher-
fliche selbst.

Diese Gleichung gibt, wenn man integrirt @® -y} =2 = ¢,
und wenn man, um die Constanle C zu bestimmen, den Abstand des
Punctes «, y, = vom Ursprung der Coordinalen —7r selzt, wodurch
(Comp.§. 549) r* = x?+ y* -+ %* wird, so folgl C= 2, mithin wird
die vorige Integralgleichung, wenn man fiir C diesen Werth substituit :

2?4 y? gt =02
welches sofort (Comp. §. 596) die Gleichung einer Kug elfliche vom
Halbmesser 7 ist. Die fliissige Masse bildet also in diesem Falle eine
Kugel, deren Mittelpunct der genannte feste Anziehungspunct ist;
10%
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zugleich sind die simmilichen Niveauschichten concentrische Ku-
gelflichen von demselben Mitlelpuncte.

Von dem Gleichgewichte und Drucke schwerer
Fliissighkeiten auf den Bodcen eines Gefiafses.

(§. 309.)

1 £@. Es befinde sich in dem oben offenen Gefifse C E (Fig. 85),
dessen ebene Grundfliche horizontal seyn soll, irgend eine schwere ho-
mogene Flissigheit bis zur Hohe A B, so wird, wenn das Gleichgewicht
eingetreten (Nr. 3 8), die [reie Oberfliche AB horizontal, s,
perpendikulir auf die Richtung der Schwere seyn und das Gleichge-
wicht wird auch nicht gestort werden, wenn man auf diese Oberfliche
noch aufserdem irgend einen constanten Druck in dieser Richtung ausiibt.

Der auf die Einheit der Fliche bezogene Druck ist ferner nach der
ganzen Ausdehnung irgend einer horizontalen Schichle der Flissigkeit
conslant; setzt man diesen fiir die in der Tiefe s unter der Oberfliche
A B liegenden Schichte mn gleich p und ist p die constante Dichte der
Fliissigleil, so wie ¢ die Schwere, so hat man nach der Gleichung (2)
in Nr. 887 (wegen X=0, Y=0, Z=g) sofort dp=pgdz und
wenn man integrirt: p=rg=-t+gq,
wobei die Constante ¢ den éufsern auf die Oberfliche 4 B Stalt findenden
Druck bezeichnet, welcher in der Regel in dem Drucke der Atmosphiire
besteht. Dieser constante Druck pflanzt sich unveréindert aul alle Puncte
des Gefiilses, so wie auf die in die Flissigkeit eingetauchten Korper fort
und er kommt in jedem Puncte der Fliissigkeit zu dem aus der Schwere
herriihrenden variablen Druck hinzu. Da man nun diesem Drucke der
Almosphire iiberall leicht Rechnung tragen kann, so wollen wir iln der
grofseren Einfachheit wegen hier ganz auslassen oder Null selzen, wo-
durch die vorige Gleichung in p = ¢ % iibergeht.

Ist nun die Bodenfliche = F', ihr Abstand von der Oberfliche
AB=1, so wie der Druck auf den Boden =P ; so0 folgt aus dieser
Gleichung wegen =/, sofort:

m) P=pF=pgFh,
woraus also ersichtlich ist, dafs der auf den horizontalen Boden aus-
geiibte Drack, ohne Ricksicht auf die Form des Gefilses (es
mag gleich weil, oder nach aufwirts erweitert oder verengt seyn), gleich
ist dem Gewichte eines Fliissigkeitsprisma oder Cylinders, welcher F
zur Grundiliche und 2 zur Hohe hat, dessen Volumen und Masse also
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beziehungsweise V=F#4 und M=p F & ist. (Da hier ¢ das Gewicht
der Masseneinheit bezeichnet, so ist §.35, Anmerk. Mg=P das Ge-
wicht der Masse M.)

Anmerkung.  Befinden sich in einem Gefifse mehrere Fliissigkeiten
eine iiher der andern, so ist es fur das Gleichgewicht nothwendig und
auch hinreichend , dals die Separationsflichen zwischen zwei aufeinander
folgenden Fliissigkeiten (138. Anmerk.) horizontal seyen, weil in die-
sem Falle jede iiber einer andern stehenden Fliissigkeit auf alle Puncte
ihrer Grundfliche einen constanten Druck ausiibt, welcher also nach der
oben gemachten Bemerkung das Gleichgewicht der unter ihr liegenden
Fliissigkeit nicht storen kann.

Gielst man nun in das vorige Gefils CZ (Fig 85) tiber die Fliissigkeit
ABCD eine neue, von der Dichte p’, deren obere Fliche A’B” wieder
horizontal ist und iiber der Schichte A B den Abstand %’ hat, so iibt diese
Fliissigkeit auf die Sehichte AB= F’, als ihre Basis nach der vorigen
Gleichung (72) , den Druck P’/ = p’g F’ %’ aus, welcher sofort durch die
untere Flissigkeit auf die Bodenfliche 7 des Gefilses nach §. 307 gleich-
milsig fortgepflanzt wird und dadurch auf diesen den Druck o’y 7 /4’ her-
vorbringt ; der von beiden Fliissigkeiten auf die Bodenfliche ausgeiible
Druck ist daher P+ P' =0 g Fh+p'gFh' =g F(p h+ p! ).

Auf dieselbe Weise findet man, dals, wenn {ber diese zweite noch
eine dritte Fliissigkeit von der Dichte p” bis A’ 8" gegossen wird und
diese Schichte 47/ B, welche von der vorigen A’ B/ um %’/ abstehen mag,
wieder horizontal steht, dadurch erstens das Gleichgewicht nicht gestort
wird und dann der Gesammtdruck auf den Boden des Gefilses:
=(oh+p W +p"l)gF ist.

Fihrt man so fort, so zeigt sich, dafs wenn beliebig viele tibereinander
befindliche Fliissigkeiten von verschiedener Dichte in einem Gefillse
im Gleichgewichte stehen, der Druck auf die horizontale Bo-
denfliche lediglich von der Grofse dieser Flache, von
der Hohe der einzelnen Flissigkeitsschichten und von
ihren Dichtigkeiten abhidngt. Da dieser Satz auch noch Statt
findet, wenn diese horizontalen Schichten unendlich diinn sind, so gilt er
auch fiir den Fall, dals sich die Dichte der Fliissigkeit nach verticaler
Richtung continuirlich und gleichmiifsig dndert, wie diefs bei ¢ om-
pressiblen Flissigkeiten der Fall ist Auch gilt dieser Satz noch, wenn
mit der Dichte die Schwere von Schichte zu Schichte variirt.

A4 §. Wird der Boden des Gefilses durch keine Ebene , sondern
durch irgend eine krumme Fldache gebildet, so seyen, um den Druck
auf denselben zw beslimmen, x, y, = die rechtwinkeligen Coordinalen
irgend eines Pustetes M (Fig. 86), so wie w das demselben Puncte ent-
sprechende Flucﬁ;jiclement dieser krummen Fliache (wobei ¢ wieder in

der Richtung dergSchwere liegen solD). Bezeichnel ferner p den Druck



150

auf die Fliacheneinheit, go ist pw der auf dieses Fiichenelement nach
der Richtung der Normale N’ M Statt findende Druck. Bildet diese Normale
mit den drei Achsen der z, y, = beziehungsweise die Winkel o, 3, y; so
sind bekanntlich die Neigungswinkel des Flichenelementes w, d. i der
Tangentialebene im Puncte M mit den Ebenen der 2 y, @ %, y = bezichungs-
weise =y, (3, a, s0, dals wenn das Flichenelement auf die 8 genannten
coordinirten Ebenen projicirt und die Projectionen beziehungsweise mit
u, v’y w" bezeichnet werden, soforl:
u=—w Cosy, w'=—wCosi3, u'—w Cosx Statt findet.
Multiplicirt man diese Gleichungen mit p, so erhilt man:
pu=pwCos;, pw=pwCosp, pu’=pw Cosa,
woraus hervorgeht, dals die Producte pu, pw/, puw” nichts anderes
als die nach den drei Achsen der %, y,  genommenen, also beziehungs-
weise auf den Ebenen der 2y, x %, y= perpendikuliren Seitenkrifte
des Normaldruckes p e sind, so dals man also iberhaupt den
aus dem Normaldruck pw abgeleiteten senkrechten
Druck auf irgend eine Ebene erhiilt, wenn man in dem
Producte pw das Element der krummen Fliche w mit
dessen Projection auf die belreffende Ebene vertauscht.

E42. Wird nun auf die Oberfliche der in dem prismatischen
oder cylindrischen Gefiifse enthaltenen tropfbaren Fliissigkeit ein verticaler
Druck P der Art ausgetibt, dals davon auf die Flicheneinheit der Druck p
(welcher sofort §.307 auf jedes Flichenelement normal ist) entfillt,
und abstrahirt man dabei von dem Gewichte der Flissigkeit; so ist der
Gesammtdruck auf den Boden €D E des Gefilses nach verticaler, d. i.
lothrechter Richtung =p u~+ pu, + pu,+ —=pu—+t+u,+..)=pFH,
wenn ndmlich F die Projection der krummen Fliche auf die horizontale
Ebene C E ist.

Anmerkung. Stellt dieses Gefiils, welches ein Cylinder vom Halbmesser 7
seyn mag, einen beweglichen Kolben z. B. einer Wassersiulenmaschine
vor, so ist der Wasserdruck auf denselben ganz gleich, er mag durch
irgend eine krumme Fliache €D L oder durch die Kreisebene
CE=r"n geschlossen seyn, indem dieser I'ruck immer = pri= ist,
wenn 2 den Druck auf die Flichencinheit bezeichnet.

B4 3. Rihrt der Druck auf die Bodenfliche von dem Gewichte
der Flissigkeit her, so ist p nicht mehr constant, sondern eine Function
von %, wenn = die Tiefe des betreffenden Flichenelementes unter dem
Spiegel der Flussighkeil ist, die Ebene der @y also mit diesem Spiegel
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zusammenfillt. In diesem Falle findet man den lothrechten Druck auf

die krumme Fliiche, also senkrecht auf die Ebene der 2y, so wie auch

gegen die beiden iibrigen coordmirten Ebenen durch eine doppelte Inte-
gration,, wie aus dem nachstehenden Beispiele zu ersehen ist.

Beispiel. Es sey z. B die Kugelschale CDE (Fig. 86), welche die

Hilfte einer hohlen Kugel vom Halbmesser 7 bilden und deren Kreisebene

€ E horizontal liegen und mit der Ebene der £y zusammenfallen soll, bis

an diese Kreisebene mit einer Fliissigkeit gefiillt, wovon das Gewicht der

cubischen Einheit = 7y ist.

Bezeichnet man den Gesammtdruck auf die Kugelschale in der Richtung

der Schwere oder Achse der z mit 2, so ist (142.) dP =pu oder wegen

p =72 und = dz dy auch dP =y dz dy 3, wobei aus der Gleichung der

Kugelfliche (Comp. §. 596) 2=/ (r’—z*'—y*) = V(e —y?) folgt,

wenn man Kiirze halber 7* — z* = o® setzt. Durch eine zweifache Inte-

T Q
gration erhilt man P=47fd$f‘dy \/(‘o:_ya).
F 0 0
Nun ist aber f dy v (p*—y) =30’
(1)

T
folglich P=4y.zfdz(r’—z‘):yn.%r’=§r’n.y
o

gleich dem Gewichte der in dem Gefilse enthaltenen
Fliissigkeit, wie es seyn soll.

Erscheint diese Kugelschale als Boden des Cylinders 4 Z, welcher eben-
falls mit dieser Fliissigkeit und zwar bis A B gefiillt ist, so kommt zu
dem vorigen Drucke , noch der constante auf die Kreisfliche C'£ ausge-
iibte Druck y.7*= /& hinzu, wenn % der Abstand des Spiegels A B von der
genannten Ebene € Z ist. Ist der Cylinder gleich weit, so ist der Gesammt-
druck y.27*n--y.7*n %k = dem Gewichte der in dem Gefifse enthal-
tenen Fliissigkeit, wie es sich von selbst versteht.

Seitendruck.
(G 3105

L144. Es sey auf der schiefen Wand D E (Fig. 87) des bis auf
die Hohe A B mit einer tropfbaren Flissigkeit gelillten prismatischen
Gefilses die krumme Linie a Mbma gezeichnet und der Druck der
Fliissigkeit auf die von dieser Curve begrenzte ebene Fliche zu bestimmen.

Legt man durch den Punct A eine verticale Ebene AJ senkrecht
auf die Ebene D E, zdhlt auf der dadurch entstehenden Durchschnitts-
linie AL von A aus die Abscissen und nimmt darauf senkrecht die,
Ordinaten der geschlossenen Curve, welche also horizontal seyn werden
selzt ndmlich fir einen beliebigen Punct M der Curve, welche wir der
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grofseren Einfachheit wegen, gegen ab als symmetrisch voraus-
selzen wollen, AP =z und PM=Pm=y, zicht ferner in der
Entfernung Pp=da eine zweite Ordinale ; so ist die von diesen beiden
Ordinaten eingeschlossene unendlich schmale Fliche df = 2 ydz und es
liegen alle ihre Puncte um die Tiefe NP = % unler der Oberfliche der
Fliissigkeit, so dafs der Druck auf diesen schmalen Streifen Nr. L 40)
durch dP=1yxdf=2yxyde, oder wenn der Neigungswinlkel
BAL=a ist, wegen s = Sin«, durch dP— 2 ySinayx dr aus-
gedriickt wird, wenn y das Gewicht der cubischen Einheit der Flissig-
keit bezeichnet.

Aus dieser Gleichung folgt, wenn man die Grenzen A ¢ — 2 und
Ab = x setzt, sofort durch Integration der gesuchie Normal-
druck auf die von der Curve aMbm eingeschlossene
ebene Fléiche:

“

P=2ySina| yede . (1)

wobei die Gleichung der Umfangscurve y = /() gegeben seyn mufs.

045, Ist z. B. die belreffende Fliche ein Rechteck, dessen
zwei Seiten, wovon jede =a horizontal, also die beiden andern, jede
b mit A L parallel seyn sollen; so hat man nach der vorigen Formel (1)
wegen y=la und @’ =a' - b:

MEEY
P=2)'Sz'naf”§aa:da;=yab(w’—|—%b)82‘na.

Ist 2 der Abstand des Schwerpunctes dieses Rechteckes vom Spiegel

der Fliissigkeit, so ist 2 = (2’ 4-16) Sin«, folglich auch:
P=yab.h
(Vergleiche §. 310.)

Anmerkung. Ein Schulzbret oder eine Spundwand hat also, ohne Riick-
sicht darauf, ob viel oder wenig Wasser anliegt, immer denselben Druck
auszuhalten, so lange sich der Abstand des Schwerpunctes dieser Wand
vom Wasserspiegel nicht indert.

E46. Unm auch eine Anwendung des in Nr. 84 ¥ entwickellen
Satzes fiir den Druck auf krumme Flichen hei dem Seitendruck zu
zeigen, wollen wir annehmen, dafs der hohle Kegel ABM O (Fig. 88)
ganz mit Wasser gefiillt sey und den dadurch entstehenden Druck im
Gefifse bestimmen.

Denkt man sich den Umfang der Grundfliche in unendlich viele
gleiche Theile wie Mm = ds getheill und die Theilungspuncte mit der
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Spitze des Kegels durch gerade Linien verbunden, so hat man die Man-
telfliche in unendlich schmale gleichschenlkliche Dreiecke zerlegt, wovon
jedes die Fliche % ¢ds besitzt, wenn man die Seite oder Kante des Kegels
mit ¢ bezeichnet. Ist ferner O € = A die Hohe des Kegels, so liegt der
Schwerpunct o eines solchen Flichenelementes O Mm um 2p un-
term Wasserspiegel, d. i. unter dem Punct @, und es ist daher
nach der vorigen Nr. der Druck des Wassers auf dieses Element
dN=11ds.2hy=71ylhds, folglich der Normaldruck auf die
gesammte Mantelflache.

34

2T
=Llymfds=1y lhfrda=§7‘”)’”’
[\

oder wenn man die Mantelfliche = O setzt, auch N=0.3h.y.

Zerlegt man nun, um den Seitendruck parallel zur Achse zu erhal-
ten, den auf das Flichenelement O Mm Stalt findenden Normaldruck
dN in zwei aufeinander senkrechte Seitenkrifte dP, dP’, wovon die
erstere parallel zur Achse O €', die andere also darauf senkrecht ist; so
hat man, die Projection des Flichenelementes O Mm auf die Grund-
fliche des Kegels, d.i. M Cm= dF gesetzt, nach dem erwilnten Salz
inNr. 141 :

dP—=dF 2hy, folglich P=2Fhy=3r’xhy
als Resultirende aller zu O € parallelen Krifte, wihrend sich die darauf
senkrechlen , in der verlingerten Kreisebene @ o b liegenden Krifte rings-
herum aufheben.

Der Druck auf den Boden des Kegels ist gleich 7?7z .&y, und da
der vorige Druck P diesem entgegengeselzt ist, so bleibt noch ein Druck
nach abwirls (normal auf die horizontale Ebene worauf das Gefafs steht)
=r2zhy—2rzhy=>1r?zhy also gleich dem Gewichte des
im Gefidlse enthaltenen Wa ssers, wie es seyn mufs.

Wiirde man die Mantelfliiche von dem Boden lostrennen, so wiirde
der Boden mit der Kraft 72z 2y abwiirts gedriickt und die Mantelfliche
mit der Kraft 272z &y verlical aufwirls gehoben.

Anmerkung Hat der Kolben z. B. einer Wassersiulenmaschine die Trich-
terform ABCD (ig. 89) wobei AB=2R der grofsere, und @b =2r
der kleinere Durchmesser ist und bezeichnet p den von der Wassersiule
auf die Flicheneinheit ausgeiibten Druck; so ist der Druck auf die Fliche
AB aufwirts = R*n.p und der Seitendruck nach abwirts, welcher
von dem auf die Mantelfliche A Ba b ausgeiibten Normaldruck herriihrt
= (R*—7*)=.p, so, dals also noch nach aufwiirts der wirksame Druck
P=R.p—(R*—7r*)mp=1r*n.p ibrig bleibt, welcher sofort blofs
dem Querschnitt des Cylinders @b CD entspricht.
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Mittelpunct des Druckes,
(9. 312.)

14'7. Un den Mittelpunct des Druckes O (Fig. 90) fiir die von
der Curve @M b ma umschlossene ebene Fliche zu bestimmen, wenn das
Gefils € D G mit einer schweren Flissigkeit gefiillt ist, nehme man die
horizontale Kante E F des Gefilses zur Achse der statischen Momente
und setze, wie in Nr. 144 AP—=az, PM—=Pm=—y, Pp=duz,
Aa=a' und Ab=2"; so ist der Normaldruck der Flissigkeit auf
das Flichenelement Mn, welches um die Tiefe & Sin« unter dem Spic-
gel EG liegt, dp=2yde.2 Sina.y und dessen statisches Moment
gegen EF, xdp=2ySina.yax*dx, folglich die Summe der stati-
schen Momente aller Flichenelemente :

M=2ySina( ya?de
wobei die Gleichung y =f(x) der Umfangscurve gegeben seyn muls.
Ist nun P die Resultirende aus allen den (zu einander parallelen) Nor-
malpressungen , d.i. aus dem Gesammt - Normaldruck auf die betreffende

Fliche aMbm a, nimlich P =2y Sina| yxdx, und 40=X die

Abscisse ihres Angriffspunctes, d.i. der Mittelpunctdes Druckes;
80 ist auch M=PX, oder, wenn man fir M und P die vorigen
Werthe substituirt, und abkiirzt :

jiyz’dz
b, gty TIEEN

j yxdze
wodurch dieser Punct 0, da er bei der gemachten Voraussetzung , dafls
die betreffende Fliche durch die Abscissenachse A B in zwei symmetrische
Theile getheilt wird, in der Geraden A B liegt, vollkommen bestimmt ist.
Anmerkung. Lilst sich die Fliche durch die Gerade 4B nicht in zwei
symmetrische Theile theilen, so muls man noch eine zweite, am einfach-

sten mit der A B parallele Momentenachse annehmen und auf dieselbe Weise
den Abstand ¥ des Punctes 0 von dieser Achse bestimmen.

B A8, Ist, als einfachster Fall, die Fliche ein Rechteck, dessen
beide horizontal liegende Seiten = & und die beiden andern (parallel
mit 4 B) = a sind und wofiir 4a=d, folglich Ab=a-}4a ist; so
hat man nach der vorigen Gleichung (1), wegen y =} b sofort:
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L G
s ’fd , (a+d)?P—d*

gt S@tay—a
;bfzdz G2
a
MR e Lol
d iy Eos 3, o g . m

(Vergleiche Gleich. 1 in §.312.)

Liegt die obere Kante im Wasserspiegel, so ist wegen d=0,
X — % a.

149. Ist die Fliche ein gleichschenkliches Dreieck,
dessen Spitze im Wasserspiegel und Hohe 2 in der Geraden A B liegt,
so hat man, wenn die Basis des Dreieckes =2 b ist, wegen x:y=~h:b,

h
sz’dz
Xzi_ﬂ____
h
ffx‘d:c
) o

Firr die umgekehrte Lage, wenn ndmlich die Basis im

Wasserspiegel liegt, ist
Vi (k)
- | z°dz (h—
,lf (h—x)

0

b h
— | zdz(h—2z
s )

o
Anmerkung Dieselben Ausdriicke gelten auch fiir ein rechtwi nkeli-
ges Dreieck CAB (Fig. 91 u. 91°), dessen Cathete A C'= £ parallel mit
der Geraden A B (Fig. 90) liegt. Es ist néimlich im erstern Falle, wenn die
Spitze € (Fig. 91) im Wasserspiegel liegt, CP={CA und im letztern
(Pig. 919 AP =3 AC.
Da ferner in beiden Fillen der gesuchte Punct ¢ in der Halbirungslinie
A B liegen mulfs, so ist in diesen beiden Fillen beziehungsweise P 0 = $AB
und PO=%AB.

b
also y=7 sofort:

—
— )

N — =%h.

1 5@®. Ist endlich die betreffende Fliche ein Kreis vom Halb-
messer 7, dessen Mittelpunct von der Achse E F' um a absteht, und ver-
wechselt man fiir dieses Beispiel zur Veremfachung der Rechnung die
beiden Coordinatenachsen, setzt nimlich (Fig. 92) AP = Cp = und
pM=pm=y; soist y= \/(r*— % und der Druck auf das Fliichen-
element M n, da dessen Schwerpunct um die Grofse @ Sina lothrecht unterm
Wasserspiegelliegl, dp=2 y dz aSina.y=2 ay Sinadx\/(r*—a?),
folglich der Gesammtdruck auf die Kreisflédche :
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P=2frdp=4aySz'nmf;lw\/(r2—.z"2)
oder wegen fd.p Vi — 2?) = \/(rz—a:2)—[— — arcSzn =

folglich fd.z- \/(rz— i) :;_ g auch P=r%*zyaSina (analog

0
mit dem Salze in §. 310).
Um ferner das statische Moment M dieses Druckes zu finden , hat
man fir den Abstand Po des Mittelpuncts des Druckes des unendlich
schmalen Rechteckes Mn nach Nr. 3 48 Gleichung (m), in welcher

d=a—y und =2y zu selzen ist, Po:a—}-iyz folglich das
slatische Moment des auf dieses Element ausgeiibten Druckes :

BloSdp— (a+ §1~ yz) 2aySinayde
a
=2ya*Sinayde 42y Sinaydde.
Das gesuchte Moment ist daher :

k]

M=2ya®Sina. fd.l)\/(l —a?) 42y Sina. 2fd.t(7 — )]

8

7 T
oder wegcnfd.z- VAT = ] fdw (it = r‘* )
0 232 0
auch: M=yr?z Sina (a*+Lr?).
ey . ; S i
Da nun fiir's Gleichgewicht P X = M, also X = ist, so erhilt

man, wenn fir M und P die Werthe gesetzt werden, sofort:
¥ 1 rbma((z-{— 7) + r? ba*+r*
yr? waSing Lo T Jhen
Liegt der Scheitel des Kreises im Wasserspiegel, so ist wegen @ =r:
X = Zr
wihrend der Schwerpunct des Kreises nur um £ unterm Wasserspiegel
liegt. (Vergleiche §.314.)

*) Ls ist nimlich (Comp. §. 799 und §. 801, 2

8 .
3 T il
fdz'(r‘—— z*) = i Gri—z) v @r—z*) +irtarc Sin 7



