
SE.
E’= '110Mr*, dabei ist es gleichgiltig, ob der Punet D des Kreisbogens

unterhalb AB (wie in der Zeichnung) oder oberhalb A2 liegt.

3) Um das Biegungsmoment des in Fig. 68 dargestellten, gegen

die neutrale Achse 7272 symmetrischen Querschnittes zu finden, darf man

nur von dem Momente des ganzen als voll gedachten Rechteckes 5%,

jenes der vier hohlen Rechtecke 4 (6° — 5) (A — A‘), deren neutrale Achsen

von jener 7272 um die Grölse Ch + A’) abstehen, abziehen; dadurch erhält

man:= 50 N—(0—b) (aM)? — (0-6) (h—h) (h+ NP,
oder nach gehoriger Entwicklung und Reduction:

E=4M4[{0h°’+ (0 —b)A°).

4) Um endlich noch das Biegungsmoment Z’ des T förmigen Quer-

schnittes in Fig. 68° zu finden, wobei aulser der in der Figur ersichtlichen

Bezeichnung «d-+ a’b’=b‘ seyn soll, hat man zuerst Alles auf die

Achse AB bezogen, das Moment des ganzen, voll genommenen Rechteckes

bhd.i. (Relat.o) = 5Mbh’+M.oh ir =4MbN;
eben so ist das Moment der beiden hierzu fehlenden Rechtecke = ıMv'n®,

also das Moment des T förmigen Querschnittes in Beziehung auf die Achse

AB: w=4M(bn?— b'N*).
Um nun auf die neutrale, durch den Schwerpunet O0 gehende Achse

(h+ N)
überzugehen, hat man F=bAh—b’A’ und Be= bier bringen

ae, h 6h’— 0b’? 6n—bn"

awin 2 2(BR— m) ’
nach der obigen Formel (£):

  ‚ folglich e= demnach

bh®— bh)?

P=E=1u(bn— bn®u

5 (&A— dh?) — Abonn (h— WM)’

ut, bn— bw ;
Anmerkung 2. Ist das Biegungsmoment eines Körpers 7=MX

bekannt, so lälst sich auch daraus leicht die relative Festigkeit

und das Tragvermögen bestimmen. Es ist nämlich, wie manleicht

ES, ar " m’
un® und das Tragvermögen 0/= Mn

wenn 72 die Spannung der äulsersten, von der neutralen Schichte um A

abstehenden Fasern im Augenblicke des Zerreilsens (die absolute Festigkeit)

und »»°’ die Spannung dieser Fasern in dem Augenblicke, als ihre Ausdeh-

nung die Elastieitätsgrenze erreicht hat, bezeichnet. Ist diese Ausdehnung

—NXund die Spannkraft in diesem Augenblicke = m’; so ist (. 252)

Im‘ MA
=, zalı ala = agu also 72 7

 

sieht, die Festigkeit 02= Bi

Bestimmung des Moduls der Elasticität M.

248. Um zu zeigen wie man den Modul der Elasticität für die

verschiedenen biegsamen Körper durch Versuche findet, setzen wir
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wieder den Fall, dafs der Balken CN (Fig. 48 und Fig. 49) an dem

einen Ende eingemauert und an dem andern belastet sey, wodurch er

eine Biegung annehmen soll, welche jedenfalls noch innerhalb der Bla-

sticitätsgrenze lieet. Es sey nın AM (Fig. 69) die Curve, welche die

neulrale Faserschichte dabei annimmt, und für einen beliebigem Punct 7

derselben die horizontale Abscisse AP—= x, die Ordinate PM —=y,

der Krümmungshalbmesser —p und der Winkel, welchen die an M

gezogene Tangente mit der Abscissenachse bildet —=a; so ist unter der

Voraussetzung einer nur geringen Biegung, wie sie auch wirklich in der

Praxis vorkommt, die Länge der Horizontalprojection AP=AM und

AC=AMB=!, so wie (Nr. 145, Gleich. 2) Ox=E' .. (n)

(wenn man nämlich das eigene Gewicht des Körpers vernachlässigt).

Um jedoch den Krümmungshalbmesser p durch eine leichter mefs-

bare Gröfse, und zwar durch die im Anfangspuncte A Statt findende

Senkung, Biegung oder den Pfeil4A=BC, den wir durch ö

bezeichnen wollen, zu Ei hat man (Comp. $. 710)

r»-—[ı +(22)rS# oder da für kleine Biegungen:

" —fang a so klein ist, dafs man die zweite Potenz davon gegen die
T

de A B
Einheit auslassen darf, auch pP = — = a folglich ist, wenn man diesen

s 5 5 Be; dx’
Werth für p in der vorigen Gleichung substituirt: Qx> =—E,

d’y 0
d u—oder (a) iz an

dr ar Ä„)= ei zda, weil de constant ist.
dz E

un=’
Diese Gleichung integrirt, gibt (reräh

Um die Constante € zu bemerke man, dafs für =!

die Ordinate y am gröfsten wird, oder was zu demselben Schlusse führt,

die Tangente in B mit der Abscissenachse parallel läuft, so, dafs für

a : 1 i a i
diesen Werth von & der Quotient E —=0 wird; diels gibt:

076 nn2 d mit di Werth= 5 Wworau iz und mit diesem Werthe:

0722209
(r)  02 2 BE
aPN oder y- ,W—29 de folgt,

Wird diese letztere Gleichung abermals integrirt, so erhält man:
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0 2’
Tem (?ER

wozu keine Constante kommt, weil für z2—=0 auch y=0 seyn mufs.

Setzt man in dieser letzten Gleichung 21, so geht dafür y.in 5 über

und man hat:
7

(d o—1t = B

Setzt man endlich für Z/ den Werlh MX (Nr. 446) und be-

stimmt M, so hat man für den Modul der Elasticität:

‚ge
er

wobei die lediglich von der Form und Gröfse des Querschniltes abhän-

 —

gige Gröfse X -;, in Nr. 446 für die wichtigsten Fälle angege-

benist.

Ist z. B. der Querschnitt ein Rechteck von der Breite d und

Höhe 3, so it X—=7,54?, folglich nach (w):
OU 42 Z

—1 . 7, = 5
ee On eon «P 804°

(Vergl. $. 264 Gleich. 3.)

Wäre dabei umgekehrt M bekannt und die Biegung ö zu bestim-

401°

Mbh*°

so wie endlich bei diesem Querschnitte, die am freien Ende A aufzu-

hängende Last O, welche die Biegung ö hervorbringt, aus der Gleichung

$MDn® ö
0— ER (Gleich. 1)

 men, so wäre aus dieser letztern Gleichung &—= (Gleich. 2)

 

zu bestimmen wäre.

Auf dieselbe Weise erhält man die, jedem andern bisher behan-

delten Querschnilte, entsprechenden Gleichungen für 7, ö und Q.

129. Soll das eigene Gewicht @ des Balkens oder Prisma mit

berücksichtigt werden, so mufs man, da das Stück AP—=x das Ge-

wicht a; hat und auf den Querschnitt in M das statische Moment

Ge
1
‚2:07 ausübt, in der obigen Gleichung (n) (vorige Nr.) statt

D
i
e

ee :

0 x setzen O2 +P.r?, wenn man nämlich indes 7, —P setzt. Da-

durch erhält man bei dem nämlichen Verfahren wie vorhin, ohne Schwie-
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ia re bi “
riekeit: IBEDE er 202°+P x”

und daraus, wenn man gleichzeitig 2—=! und y=5 setzt und den

Werth von P wieder herstellt:

40419. N

Ist @—=0, so geht dieser Werth von ö in den obigen (2) über.

Ist aber O—=0, so erhält man für die Biegung‘, welche das eigene Ge-

wicht des Stabes oder eine über die ganze Länge desselben gleich ver-

: j Ge
theilte Last @ hervorbringt: %—4 ee

23

Ist also die Last O einmal am freien Ende angebracht, und das

zweite Mal über die ganze Länge gleichförmig vertheilt, so verhalten

sich die entstehenden Biegungen 5:—4:1—8:3—=1:3

 

3

Anmerkung 1. Die vorige Formel (f) d.i. &= 3m Orr 6) mit der

n>

 : en 0
obigen (N d.i. mit I=,p

des Stabes so wirkt, als ob ? davon am freien Ende aufgehangen wäre.

verglichen , zeigt, dals das eigene Gewicht

0
Anmerkung 2. Die obige Gleichung (r) gibt Zanga = IB (’—er’)

E Bi
und für den Anfangspunct A, wegen 2= 0 sofort Zanga = I B

(wegen Gleich. £). Endlich stellt die Relation (s) die Gleichung der

Curve AMB vor, welche man die elastische Linie nennt, ihre

stärkste Krümmung findet in 3 statt, wofür der Rrümmungshalbmesser

ist.=

120. Wirkt die am freien Ende des biessamen oder elastischen

Stabes angebrachte Kraft @ wie in Fig. 70 aufwärts, so ändert sich in

der Gleichung (s) der Curve gar nichts, dagegen mufs in jener (f), in
welcher das Gewicht des Stabes berücksichtigt ist, dieses negaliv genom-

men werden, so dafs iader die Biegung den Ausdruck erhält:

—u 80 —36).. (M.

Liegt nun ein Balken oder ein Stab horizontal auf beiden Enden

frei auf, wie in Fig. 71, und wird dieser in der Mitte mit dem Gewichte

0 belastet, so bringt dieses im Verein mit dem eigenen Gewichte eine

Biegung 5 hervor, die sich (stets unter der Voraussetzung, das die
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Belastung innerhalb der Elasticitätsgrenze liegt) auf folgende Weise

bestimmen läfst.

Ist y der Druck, welchen jede der beiden Stützen erleidet und @

das Gewicht von der halben Länge 7 des Stabes, so befindet sich jede

solche Hälfte, wie z.B. jene ACD, in derselben Lage, als wenn diese

in CD eingemauert und am freien Ende A durch eine Kraft g verlical

aufwärts gezogen würde; es ist daher nach der vorigen Formel (f') die

: cv
Biegung: DZAR (84 — 3@')

oder wegen ”—=4! (wenn AB=ND, y=30+1@G und @=36@,

wenn nämlich wieder @ das Gewicht des ganzen Balkens bezeichnet,

nach gehöriger Substitution und Reduction:
dr

—GT:IN)

Dieser Ausdruck zeigt, dafs eine über die ganze Länge gleich-

förmig vertheilte Last @ gerade so wirkt, als ob an dem gewichtslosen

Stabe in der Milte ein Gewicht von 3 @ angehängt würde.

Da diese Formel für die practische Bestimmung des Elasticitäts-

moduls am bequemsten ist, wobei gewöhnlich Prismen von rechteckigen

Querschnitten benützt werden, wofür also (Nr.216) E—=Mbü?

ist; so hat man ganz einfach daraus, wenn %» verlical, also d horizontal

k 2 r

Anmerkung 1. Liegi das Prisma, wie vorhin, auf den beiden um AB=/

voneinander entfernten Stützen, frei auf, und wird dieses nicht in der

Mitte, sondern in dem Puncte # (Fig. 71°) mit dem Gewichte 0 belastet

und setzt mn AD=BD=a, DE=3, EF=2, so wie für die Curve
AMF, AP=z, PM=y und für jene BMF, BP=z, PM'=y;

ö

 

i ee (a+2 i Bi
so ist der Druck auf die StützeA, 2=30 7 und jener auf die

% (a— 2) i i r
Stütze 3, v?/=40 aa und die beiden Theile A7 und 37 des Prisma

befinden sich in derselben Lage, als ob sie in # eingemauert und bezie-

hungsweise durch die Kräfte p und 9° senkrecht aufwärts gezogen würden.

Mit Vernachlässigung des eigenen Gewichtes hat man daher nach der

Relation (@) in Nr. 118 für den Theil AMF:
2 2

Z=— . x oder durch Integration 2 =(C— SE

Setzt man zur Bestimmung der Constanten © den Winkel, welchen die

im Puncte 7 an die Curve gezogene Tangente mit der Horizontalen A 2 bildet

en dy
= a, so wird für z=AZ=a— der Quotient Ir tang a, daherist
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a— 2)"
tunga = C— 5 Fer oder C= = (a— 2)’+tanga , folglich

dy
— 2 —Ag mw [« Da:] + fang a.

Durch weitere Integration erhält man aus dieser Gleichung :

nn 5 3 =] r
y=,% (@— 3) I + Zlanga.

Da nun für =m. die Ordinate = werden muls, so

hat man: Zu”(a— 2)’ +(a— 2) langa,

Genau auf dieselbe Weise erhält man für die Curve 3M’ F die Gleichung
p' x°

2, op [@+9'2—5|- zung. und 

=2 (a+2)’—(a+ 32) Tanga.

Da nun &°=8 ist, so erhält man durch Gleichsetzung dieser Ausdrücke

und wenn man zugleich für > und 7° n setzt:

(a+2)
an (a— 2)’ + (a— z2)tanga = aeAr 2)’—(a +2) tanga.

2
Aus dieser Gleichung folgt zang a = + ar (a’— 3”) und damit aus

einer der beiden vorigen Gleichungen:

en
= 7 (a? — 3°)? oder wegen «=#/ auch

6ak

 {=   Zen
Ze

Für 3=0 erhält man d = Pr’ übereinstimmend mit dem Ausdrucke

3lE

in (2), wie es seyn soll.

Bezeichnet man die in 7 aufgehängte Last durch 20 und setzt die

Entfernung AB=2/, so wird

EF=3=t E 23)? 

OHORh"

07+@

So wäre z. B. für ein hochkantig gelegtes Prisma von rechteckigem

Querschnitt, dessen Dimensionen d und 2 sind und mahei h>b, wegen

oder für AE=a und BE=a’ auch =:

  

0 0,0%
.116) Z=4Mbn° fort = 8——(Nr. 116) al ‚ sofort =we2, oder wenn man

h e 3 Kuna,
die ganze aufgehängte Last mit 0bezeich t; d=g g 0 bezeichnet; =Fr

Für a=«=3/ erhält man, übereinstimmend mit der Relation (M:

— or

 AMbN®
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Anmerkung 2. Soll also ein als gewichtlos gedachter, an beiden Enden

horizontal frei aufliegender Balken durch das Aufhängen eines Gewichtes

0 in seiner halben Länge um eben so viel, als durch das Auflegen einer

über die ganze Länge gleich vertheilten Last 0° gebogen werden, so muls

0:0'=5:8 Statt finden.

Anmerkung 3. Nimmt, wenn man zu dem Gewichte 0 noch jenes q

hinzulegt, die Senkung oder der Pfeil $ um 8° zu, so hat man nach der
3

vorigen Formel (k) d= +36) und
AMbh’

3
I u. ;

e+V-mm (0 +4 +26), folglich ist, wenn man subtrahirt

ai
= AM® und daraus:

at
Tadeon®

ein Ausdruck, welcher oft bei practischen Versuchen bequemer als der

vorige (A. ist.

 M

Rückwirkende Festigkeit.

($. 269.)

2214. Essey AE (Fig. 72) ein mit seinem unternEnde BE auf
einer festen horizontalen Ebene sich frei stützender Stab oder Balken,

dessen oberes, in derselben Verticalen AB liegendes Ende mit dem

Gewichte © belastet ist und dadurch die Ausbiegung A CB der neutra-

len Schichte hervorbringt; übrigens soll diese Belastung wieder inner-

halb der Elasticitätsgrenze liegen, d. h. nur so grols seyn, dafs bei

ihrer Wegnahme die im Stabe entstandene Biegung wieder gänzlich ver-

schwindet. Diefs vorausgesetzt, seyen für irgend einen Punct M der

Curve ACB, AP—= x und PM = y die rechtwinkeligen Coordinaten,

so wie für den Halbirungspunet €, AD=!!undDC=5, so dals

also ö die grölste Ordinate oder die Biegung bezeichnet.

Da nun dieser Fall mit jenem in Nr. 8 88 behandelten, in welchem

der Stab horizontal an dem einen Ende befestigt und am andern verlical

belastet, ganz analog ist, mit demeinzigen Unterschiede, dafs dort das

stalische Moment der Last inBeziehung auf den Querschnilt in M= 0x

ist, während es hier durch Oy ausgedrückt wird, hat man, ohne die-

selbe Entwicklung von vorne zu wiederholen , wenn man in der Gleichung

(a), Nr. 48, Oy stall Ox selzt, sofort:

eyemo oder wenn man mit dy multiplicirt:
zT u


