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E’'= 110 Mr*, dabei ist es gleichgiltig, ob der Punct 2 des Kreishogens
unterhalbh A B (wie in der Zeichnung) oder oberhalb AB liegt.

3) Um das Biegungsmoment des in I'ig. 68 dargestellten, gegen
die neutrale Achse 7272 symmetrischen Querschnittes zu finden, darf man
nur von dem Momente des ganzen als voll gedachten Rechteckes &%,
jenes der vier hohlen Rechtecke {(6‘— &) (2 — %), deren neutrale Achsen
von jeuer 7272 um die Grolse {(lz + %’) abstehen, abziehen; dadurch erhalt
man: E =50 0P — & (0'—0)(h—N)>— &5 (0'=0) (h—N') (h+ '),
oder nach gehoriger Entwicklung und Reduction :

L= MW+ (0 —0) 2.

4) Um endlich noch das Biegungsmoment £“ des T formigen Quer-
schnittes in Fig. 68’ zu finden, wobei aulser der in der igur ersichtlichen
Bezeichnung @b+ @’ 6’ =6’ seyn soll, hat man zuerst Alles auf die
Achse A B bezogen, das Moment des ganzen, voll genommenen Rechteckes
bh d.i (Relat. 2) p/'=&MOR+MU.0h S4°=LHbR%;
eben so ist das Moment der beiden hierzu fehlenden Rechtecke = %Mb’lz”,
also das Moment des T formigen Querschnittes in Beziehuug auf die Achse
A w =L On — b ).

Um nun auf die neutrale, durch den Schwerpunct 0 gehende Achse

(h+ ')
iiberzugehen, hat man F=0A—06'A' und Fe=0b(h— 1) —2—
Akl oR*— b h* P o= n?
([’_b)ﬂ'g = . , folglich e=2(blz—~b’lz’)’

nach der obigen Formel () :

demnach

bh*— b h)?
po=E =L h— b‘h’“)~{JU£W
oy BRE— bR — L b0 M (h—h)?
4 oh—0' N {
Anmerkung 2. Ist das Biegungsmoment eines Korpers £'= M X
bekannt, so lilst sich auch daraus leicht die relative Festigkeit

und das Tragvermogen bestimmen. Es ist nimlich, wie man leicht
H BRr=rtmas (/B 2% i m 5
sieht, die Festigkeit ¢ /= E/LL und das Tragvermogen (/= oA S
wenn 72 die Spannung der dufsersten, von der neutralen Schichte um 2
abstehenden Fasern im Augenblicke des Zerreilsens (die absolute Festigkeit)
und 7’ die Spannung dieser Fasern in dem Augenblicke, als ihre Ausdeh-
nung die Elasticititsgrenze erreicht hat, bezeichnet. Ist diese Ausdehnung
=) und die Spannkraft in diesem Augenblicke = m’; so ist ({. 252)
lm’ M

M=iT s = s i
I also  m J

/

Bestimmung des FModuls der Elasticitit J.

1 E8. Unm zu zeigen wie man den Modul der Elasticitat fir die
verschiedenen biegsamen Korper durch Versuche findet, setzen wir
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wieder den Fall, dafs der Balken €'~ (Fig. 48 und Fig. 49) an dem
einen Ende eingemauert und an dem andern belastet sey, wodurch er
eine Biegung annehmen soll, welche jedenfalls noch innerhalb der Ela-
sticititsgrenze liegt. Es sey nun 4 M B (Fig. 69) die Curve, welche die
neulrale Faserschichte dabei annimmt, und fir einen beliebigem Punct M
derselben die horizontale Abscisse AP =, die Ordinate P M=y,
der Krimmungshalbmesser —p und der Winkel, welchen die an M
gezogene Tangente mit der Abscissenachse bildet =—=a; so ist unter der
Voraussetzung einer nur geringen Biegung , wie sie auch wirklich in der
Praxis vorkommt , die Lange der Horizontalprojection A P—= A M und
AC=AMB=—1, so wie (Nr. 1 15, Gleich. 2) pQax—=E' .. ()
(wenn man namlich das cigene Gewicht des Korpers vernachlissigl).
Um jedoch den Krimmungshalbmesser p durch eine leichter mefs-
bare Grofse, und zwar durch die im Anfangspuncte A Stalt findende
Senkung, Biegung oder den Pfeil 4’4 = B €, den wir durch &
bezeichnen wollen, zu ersetzen, hat man (Comp. §. 710)

_[ +( ) ] i oder da fir kleine Biegungen:

al-l = (ang « so klein ist, dafs man die zweile Potenz davon gegen die
iz

dzs . .
Einheit auslassen darf, auch p=— (% ) folglich ist, wenn man diesen
" : . S do®
Werth fiir p in der vorigen Gleichung substituirt: Q@ (% =—EFE',
d’ T h, B

d e —
oder (a) b =
do de ( )— el xdz, weil dz constant ist.

dz E
0 .’B
Diese Gleichung integrirt, glbt = Erahi

Um die Constante C' zu bestlmmen, bemerke man, dafs [ir & =1/
die Ordinate y am grofsten wird, oder was zu demselben Schlusse fiibrt,
die Tangenle in B mit der Abscissenachse parallel lauft, so, dals fiir

. ; 1 g : :

diesen Werth von & der Quotient %:0 wird ; diels gibt:
0 Wi g

0= C— g o Woraus o 7% und mit diesem Werthe :

i+ Vg

7 ——
L dz 2E

72— oder dy = (* — ) du folgt,

Wird diese letztere Gleichung abermals integrirt, so erhalt man:
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@ y=L(ra—7)

wozu keine Constante kommt , weil fiir =0 auch y =10 seyn mufs.
Selzt man in dieser letzten Gleichung & =1, so geht dafiir y in 5 Gber
und man hat:
0z
([) (3:% E’; .
Setzt man endlich fiir E den Werth M X (Nr. £ 86) und be-
stimwt M, so hat man fiir den Modul der Elasticitét:
or
(¥) M=1} 3
wobei die lediglich von der Form und Grofse des Querschnittes abhin-

gige Grofse X _% in Nr. 1 6 fiir die wichtigsten Fille angege-

ben ist.
Ist z. B. der Querschnitt ein Rechteck von der Breite & und
Hohe 4, so ist X =642, folglich nach (u):
L0l Mol S 2F
S oRNn: 3on’
(Vergl. §.264 Gleich. 3.)

Wiire dabei umgekehrt M bekannt und die Biegung & zu bestim-
4010°
Mbhr®
so wie endlich bei diesem Querschnitte, die am freien Ende A aufzu-
hingende Last @, welche die Biegung & hervorbringt, aus der Gleichung

O h ;‘ (Gleich. 1)

men, so wire aus dieser letztern Gleichung & = (Gleich. 2)

zu beslimmen wire.

Auf dieselbe Weise erhilt man die, jedem andern bisher behan-
delten Querschnilte, entsprechenden Gleichungen fiir 3, & und 0.

11 9. Soll das eigene Gewicht G des Balkens oder Prisma mit
beriicksichtigt werden, so mufs man, da das Stick A P=ax das Ge-

wicht GlE hat und auf den Querschnitt in M das statische Moment

1 G

i
2%y

..7;'=%Gf-2ausiibt, in der obigen Gleichung (n) (vorige Nr.) statl

T 4
0 « setzen Q & P 2*, wenn man niimlich indels = =P setzt. Da-

durch erhélt man bei dem némlichen Verfahren wie vorhin, ohne Schwie-
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d 7 1
rigkeit : y=E(§Q+§Pl).z--—127LT @Qx*+ra®

und daraus, wenn man gleichzeitic =1 und y =25 setzt und den
Werth von P wieder herstellt :

5=—l\§Q+§G)" (f)

Ist G=0, so geht dieser Werth von & in den obigen (£ iber.
Ist aber 0 = 0, so erhilt man fiir die Biegung, welche das eigene Ge-
wicht des Stabes oder eine iiber die ganze Linge desselben gleich ver-
; 4 G
theilte Last G hervorbringt: o'=1 =
Ist also die Last Q einmal am freien Ende angebracht, und das
zweite Mal iiber die ganze Lénge gleichformig vertheilt, so verhalten

sich die entstehenden Biegungen 6:6'=1:1—=8:83=1:%.

3

l
Anmerkung 1. Die vorige Formel (/) d.1i. 3=3_E,(Q+§G) mit der

3

: gy, 0
obigen (£) d.i. mit S—SE’

des Stabes so wirkt, als ob 2 davon am freien Ende aufgehangen wire.

verglichen , zeigt, dafs das eigene Gewicht

0
Anmerkung 2. Die obige Gleichung (7) gibt fang 2 = il *—z?
B

VB! 27

(wegen Gleich. £).  Endlich stellt die Relation (s) die Gleichung der

Curve 4 MB vor, welche man die elastische Linie nenut, ihre

stirkste Krimmung findet in B statt, wofiic der Kriimmungshalbmesser
B

€=o—l ist.

und fiir den Anfangspunct A, wegen = = 0 sofort fang o =

L 20. Wirkt die am freien Ende des biegsamen oder elastischen
Stabes angebrachte Kraft @ wie in Fig. 70 aufwiirts, so andert sich in
der Gleichung (s) der Curve gar nichts, dagegen mufls in jener (f), in
welcher das Gewicht des Stabes beriicksichtigt ist, dieses negativ genom-
men werden, so dafs man fiir die Biegung den Ausdruck erhalt:

13
=57 (80—36) .. Y

Liegt nun ein Balken oder ein Stab horizontal auf beiden Enden
frei auf, wie in Fig. 71, und wird dieser in der Mitte mit dem Gewichte
0 belastet, so bringt dieses im Verein mit dem eigenen Gewichte eine
Biegung & hervor, die sich (stets unter der Voraussetzung, das die

o
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Belastung innerhalh der Elasticilitsgrenze liegt) auf folgende Weise
Destimmen lafst.

Ist ¢ der Druck, welchen jede der beiden Stiilzen erleidet und G
das Gewicht von der halben Lénge ¢ des Stabes, so befindet sich jede
solche Halfte, wie z. B. jene A€ D, in derselben Lage, als wenn diese
in € D eingemauert und am freien Ende A4 durch eine Kraft ¢ vertical
aufwiirls gezogen wirde ; es ist daher nach der vorigen Formel (£*) die

’ l
Biegung : = oy (8¢ —38G"
oder wegen I'=21/ (wenn AB=10), ¢=30-+ 16 und &¢'=3G,
wenn nimlich wieder G das Gewicht des ganzen Balkens bezeichnet,
nach gehoriger Substitution und Reduction :
13
=RE (O TG @)

Dieser Ausdruck zeigt, dafs eine iiber die ganze Linge gleich-
formig vertheilte Last G gerade so wirkt, als ob an dem gewichislosen
Stabe in der Milte ein Gewicht von & & angehéingt wiirde.

Da diese Formel fiir die practische Bestimmung des Elasticitits-
moduls am bequemsten ist, wobei gewohnlich Prismen von rechteckigen
Querschnitten beniitzt werden, wofir also (Nr. 1 1 6) E=LMbn®
ist; so hat man ganz einfach daraus, wenn / vertical, also & horizontal

q (4 =
st : M=m(0+§l}) R )

Anmerkung 1. Liegt das Prisma, wie vorhin, auf den beiden um A 8=/
voneinander entfernten Stiitzen, frei auf, und wird dieses nicht in der
Mitte, sondern in dem Puncte # (Fig.71‘) mit dem Gewichte @ belastet
und setzt man AD =BD=a, DE=x%, EF=2, so wie fir die Curve
AMF, AP=x, PM=y und fir jene BM'F, BP =z, PM' =y;

(a+ 2
a

o

50 ist der Druck auf die Stiitze A, p=3 0 und jener auf die

P (@a—32)
Stiitze B, p'=1%0 pom und die beiden Theile A # und B # des Prisma
Definden sich in derselben Lage, als ob sie in # eingemauert und bezie-
hungsweise durch die Kriifte » und p” senkrecht aufwiirts gezogen wiirden.
Mit Vernachlissigung des eigenen Gewichtes hat man daher nach der
Relation (@) in Nr. 118 fir den Theil A ¥ F:
d’ » dy »z’
i T oder durch Integration Py (e Za "
Selzt man zur Bestimmung der Constanten € den Winkel, welchen die
im Puncte # an die Curve gezogene Tangente mit der Horizontalen A B bildet

dy :
—— = lung =, daher ist

= a, 80 wird fiw & =4 Z=a— 2 der Quotient e
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a—2)*
tang a = C—Z QQ— oder €= EPE’ (@a— 2)* + tang » , folglich
dy

2=y s - T
G QE' [(a 2t ] + tang a.

Durch weitere Integration erhilt man aus dieser Gleichung :

o [ , f_] :
y_QE’ (@— 2) x—3 + ztang a.

Da nun fiir z = AE-—((I— %) die Ordinate ¥ =3 werden muls, so
hat man: d=1 7 (a—z) + (@ —2) tang =,

Genau auf dieselbe Weise erhilt man fiir die Curve B M’ F die Gleichung

pl .,L.3
V=,p l:(a-i—z)’z———]—zmnya und

ge— " Z (@+2)*—(a+ 2) tang .

Da nun &‘= ¢ ist, so erhilt man durch Gleichsetzung dieser Ausdriicke
und wenn man zugleich fiir  und p’ die Werthe setzt:

(a+2) s
i (a—2)*+ (a—2) tang e = 00 ((z-l—z) —(a + %) tanga.

0
Aus dieser Gleichung folgt tang o = 3§ —

2 2 <
T 2 (a 2*) und damit aus

einer der beiden vorigen Gleichungen:

0
3= GaE,(a —2%)* oder wegen @ =1/ auch

8 0 l! 2
= )
97

Fiir 2= 0 erhilt man ¢ = M’ libereinstimmend mit dem Ausdrucke

in (¢), wie es seyn soll.
Bezeichnet man die in # aufgehiingte Last durch 2 ¢ und setzt die
Entfernung A B=2/, so wird

EF=38=1% IQE‘ (B—ai)

d s s
oder fir AZ=a und BZ= a’ auch _EL“ 'm-
So wire z. B. fiir ein hochkantig gelegtes Prisma von rechteckigem
Querschnitt, dessen Dimensionen 6 und 4 sind und wobei h>b, wegen

0 aae
. 116) E' = L Mbh®, sofort § =8-——
(Nr ) i3/ sofor SMblz“ e oder wenn man
2 /3
die ganze aulgehdngte Last mit @ bezeichnet; & = Ldije.9
Mok a+a
Fir @ = a'= 3/ erhilt man, {ibereinstimmend mit der Relation (%) :

— 013
TAMORY
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Anmerkung 2. Soll also ein als gewichtlos gedachter, an beiden Enden
horizontal frei aufliegender Balken durch das Aufhdngen eines Gewichtes
¢ in seiner halben Linge um eben so viel, als durch das Auflegen einer
tiiber die ganze Linge gleich vertheilten Last 0’ gebogen werden, so mufs
0: 0= 5:8 Statt finden.

Anmerkung 3. Nimmt, wenn man zu dem Gewichte @ noch jenes ¢

hinzulegt, die Senkung oder der Pfeil  um &/ zu, so hat man nach der
3

vorigen Formel (%) &= +326) und

AMON @
3

/ : .
348 = iwon @ te + 2 6), folglich ist, wenn man subtrahirt

-
T AMon®

/

und daraus:
qr
T avoen
ein Ausdruck, welcher oft bei practischen Versuchen bequemer als der
vorige (% ist,

M

Riickwirkende Festigkeit.
(§. 269.)

121. Essey AE (Fig. 72) ein mit seinem unternEnde B E auf
einer feslen horizontalen Ebene sich frei stiitzender Stab oder Balken,
dessen oberes, in derselben Verlicalen A B liegendes Ende mit dem
Gewichte Q belastel ist und dadurch die Ausbiegung A €'B der neutra-
len Schichte hervorbringt; ibrigens soll diese Belastung wieder inner-
halb der Elaslicititsgrenze liegen, d. h. nur so grols seyn, dals bei
ihrer Wegnahme die im Stabe entstandene Biegung wieder ginzlich ver-
schwindel. Diels vorausgesetzt, seyen fiir irgend einen Punct M der
Curve ACB, AP—=x und P M = y die rechtwinkeligen Coordinaten,
so wie fur den Halbirungspunct €, A D=1 und D C=>s, so dals
also & die grofste Ordinale oder die Biegung bezeichnet.

Da nun dieser Fall mit jenem in Nr. § 88 behandelten, in welchem
der Stab horizontal an dem einen Ende befestigt und am andern verlical
belastet, ganz analog ist, mit dem einzigen Unterschiede, dals dort das
stalische Moment der Last inBeziehung auf den Querschnilt in M= Q @
ist, wiihrend es hier durch @y ausgedriickt wird, hat man, ohne die-
selbe Enlwicklung von vorne zu wiederholen , wenn man in der Gleichung
(@), Nr. E 48, Qy stall Qa selzt, sofort:

diy o

oder wenn man mit dy multiplicirt :
iz &




