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3q
i Cm i il SRR S e (e
gmby 39 (a x?) woraus ¥y mb( )
on

oder wegen (fiir den milllern Querschnitt €'D) lag=¢m .

3q n? h?
°4 == folgt, auch y*=— (a®*—z?®
woraus p-ob pr et, Y a"< D’

als Gleichung der Begrenzungscurve AMB, welche sofort
3
eine (halbe) Ellipse von den Achsen 2a="? und 22=2a m%

st, deren grofse Achse 2a in AB liegt.

Biegungswiderstand prismatischer Korper.
(§. 264.)

A1 4. Ist wieder, mit Beibehaltung der Bezeichnung in Nr.O4,
G D (Fig.48) der an dem einen Ende unbeweglich befestigte oder ein-
gemauerte und an dem andern Ende mit dem Gewichte Q belastete pris-
malische Korper und dadurch in demselben eine Biegung entstanden,
welche noch innerhalb der Elasticitilsgrenze liegt; so sey um einen Aus-
druck fiir den Widersland der Biegung zu finden A 0 B (Fig. 49) die
neutrale Schichte, darauf 4 0 =2, 0 0’'=dz und 4 B=1, ferner
wieder B €=~ und die Spannung der obersten Faser in d = p’ und in
C=p. Zieht man in den Puncten O und 0’ die Normalen Oc¢’, O'f
der Curve 4 0 B und verlingert diese bis zu ihrem Durchschnittspunct
J, so bildet dieser den Mittelpunct des Kriimmungskreises fiir das Cur-
venelement 0 0/, wofir J 0=J 0'=p der Krimmungshalbmesser ist.

Die urspriingliche, v or der Biegung bestandene Linge der ober-
sten Faser in dem Korperelement fa ist cd=dz, dagegen nach der
Biegung ec =dxz -} 2/ dx, wobei die bewirkte, nach unserer Annahme
innerhalb der Elaslicititsgrenze liegende Ausdehnung ¢ d = 4 dz, durch
die in §. 252 Gleich. (1) ausgedriickte Relation zldz:‘%ﬁ-f oder we-

gen p’:p=z:l woraus p’=§ % folgt, durch 4dz= l—%zdz )
ausgedriickt wird, wobei M den Elasticitatsmodul des Balkens
bezeichnet.

Da die Bogenelemente O 0 und cd als gerade Linie zu nehmen

sind, so geben die beiden &hnlichen Dreiecke O J 0/ und ¢ 0 & die Pro-
porlion d 0:d¢c=0'J:00' d. i. h:ddx=p:dz, so, dals also,
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wenn man fir Zdz den Werth aus der vorigen Gleichung (a) setzt

P Ml ; 3
hdzg =-— psdz oder =— .. A
7 L p e (6 wird

Bei der gemachlen Vorausselzung ist aber, wenn man Kiirze
halber den doppelten Integralausdruck in (4) Nr. 9% o d. 18

h h!
2fy.r2da:—|—2 y' @?de=X selzt, sofort sz—X also
o0 0

/i
0kt : ; ; ;
= und wenn man diesen Werth fiir p in der vorigen Gleichung
(b) substituirt, auch : N =?’ R
P

woraus man fir das statische Moment der Kraft oder des Gewichtes 0
in Beziehung auf den Querschnitt acd ¢’ (Fig. 48) oder da’ (Fig. 49)

nx

erhalt : Q%= - D)

2

I
wenn man nimlich dabei das Gewicht des Korpers aulser Acht lafst.

Anmerkung 1. Da nach der obigen Proportion p':p =2:4, pa=p'l
ist, so folgt aus der vorigen Gleichung (5), wenn man diesen Werth sub-
stituirt:  p* = MTk , woraus sofort folgt, dafs die Spannung der
Fasern im Qﬁelvsclxlxitle dd dem entsprechenden Kriim-
mungshalbmesser umgekehrt proportional ist.
merkung 2. Ubereinstimmend mit der Bemerkung in Nr. 107, wo das
Product mE= @/ das Brechungsmoment genannt wurde, wenn
m den Brechungscoeflizienten , oder die im Augenblicke des Bruches
Statt findende grofste Spannung auf 1 Quadratzoll Querschnitt bezeichnet,
¢ben so nennt man auch m £ das Elasticititsmoment eines Quer-
schuitts, d. h. die Summe der statischen Momente aller Spannungen und
Pressungen, welche in einem Querschnitt eines Stabes in Folge einer
Biegung desselben entstehen, wenn man unter 7 die auf 1 Quadratzoll
bezogene grofste Spannung, welche bei der Biegung in dem betreffenden
Querschnilt vorkommt, versteht (so, dals also hier fiic 72 nur ein gowisser
Brachtheil, fiic Maschinenconstructionen in der Regel der 10te Theil von
dem Werthe 72 in der erstern Bedeulung, d.i. vom Brechungscoeffizienten
zu nehmen ist).

Bezeichnet man ndmlich das Elasticititsmoment irgend eines Quer-
schnittes durch #, so ist:

()oM=mE

wobei auch m Z = P/ ist und £ dic den verschiedenen Querschnitten
entsprechenden (in Nr. 107 angegebenen) Werthe besitzt,

=

1 25. Da der Zahler M X des vorigen Bruches, welcher lediglich
von der physischen Beschaffenheit (wegen M) und der Form des Quer-
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schnittes des prismatischen Korpers (wegen X) abhéngt, fiir einen gege-
benen prismatischen Korper constan tist, so folgt, dals der auf den
Querschnitt @a’ (Fig. 49) sich beziehende Kriimmnngshalbmesser p genau
in demselben Verhiltnifs abnimmt, in welchem die Entfernung = des
betreffenden Querschnittes vom freien Ende 4 zunimmt, so dals also
p im Querschnitte € ¢/, niimlich fir %=1 seinen kleinsten Werth erreicht
hat, also die Krimmung und Spannung der Fasern an dieser Stelle am
grofsten ist. (Siehe Anmerk. 1. zu Nr. 1 1 4.)

Das genannte Product M X, welches sofort fiir alle Querschnitte
des Korpers oder Balkens constant ist, wird nach Einigen das Bie-
gungsmoment, nach Andern die relative Elasticitat des
Balkens genannt; wir wollen die erstere Benennung beibehalten und
dieses Moment durchaus mit E’ bezeichnen. Diels vorausgesetzt, geht
die vorige Gleichung (1) iiber in folgende:

(] jpa— £, AR,
]

1 1 6. Eine Vergleichung des Biegungsmomentes E‘=M X mit
dem Momente der relativen Festigkeit (4) in Nr. 9., d. i mit 0%

oder Ql:%x zeigt, dals man in diesem Festigkeitsmoment nur M

stalt p setzen und mit dem Abstand A der obersten oder am stiirksten
gespannten Fasern multipliciren darf, um fiir alle Querschnilte des Bal-
kens das Biegungsmoment E' zu erhalten; es ist ndmlich durchaus:
E'=MRE (). Da wir in Nr. 1@7 das Fesligheitsmoment durch
p E oder m E ausgedriickt und dort auch fir verschiedene Querschnilte
die Werthe von E angegeben haben, so erhilt man am einfachsten die
Werthe E aus diesen letztern m E durch das eben angegebene Verfahren.
Man findet so ganz einfach fir einen rechteckigen Querschnilt,
wobei b die Breite und 2 die Hohe ist, E'=1Mbh*><th={5;Mbh>;
fir einen quadratformigen Querschnitt von der Seile a,
E' =} Ma*; fir einen krei sformigen Querschnilt vom Haibmes-
ser » oder Durchmesser &, E'=21zMr*={g;=Ma*; fir einen
hohlen Cylinder von denHalbmessern  und 7, oder Durchmessern
dund @y E'=LzM@*—r*) =21 ~M@* —d*); fir einen drei-
eckigen Querschnilt in der Lage Fig.58, wo AB=0b, CF=1ist,
E =LMbh*><th=7Mbhr® undin der umgekehrten Lage (Fig.59)
E' =L Mbh*><2h=Z2Mbh?*, also inbeiden Lagen gleich
grofs; endlich istfir einen elliptischen Querschnitt von den Haupl-
Burg's Mechanik, Suppl. 8



achsen 2« und 25, wenn die erstere oder grofsere vertiical steht,

E

1 Ma®b,und wenndiese Achse horizontalliegt, E =37 Mab®

Anmerkung Da nach Gleichung ‘2) (in der vorigen Nr.) das Biegungs-

moment Z’ den Widerstand darstellt, welchen der Kérper einer durch die
Last @ bewirkten Biegung entgegensetzt , also zugleich auch einen Begriff
von derSteifigkeit desKorpers gibt; so kann man durch Vergleichung
dieser Werthe von % bestimmen, welche Querschnittsformen, bei dem-
selben Aufwande an Materiale vortheilhafter sind. So verhilt sich, um nur
ein Beispiel anzufiihren, die Steifigkeit des Balkens von rechteckigem
Querschnitt, in der hochkantigen Lage, zu jener des Balkens mit
dreieckigem Querschnitte, die Spitze auf- oder abwarts gekehrt
Eie=5Mbh*: 5 M0h*=3:1, wihrend sich bei einerlei Liinge ihre
kubischen Inhalle wie o2 =20k =2:1 verhalten; obschon also
der parallelopipedische Balken doppelt so viel Mate-
riale als der dreikanlige besitzt, so ist er dafiir nicht
blofs 2, sondern 3 Mal so steif als der dreikanlige
Balken, so, dafs die Anwendung dieses letzteren in dieser Hinsicht nichts
weniger als vortheilhaft wave.

Ferner folgt aus diesen Werthen von £7, dals die Steifheit parallelo-
pipedischer Balken wie die Breite und der Cubus der Hohe
zunimmt; dals diese bei Cylindern wie die vierte Potenz der Halb - oder
Durchmesser wichst u. s. w.

Interessant ist die Vergleichung zwischen Rohren und massiven
Cylindern von einerlei Matertale, welche dem Studirenden
selbst tiberlassen bleibt.  Buchanan gibt fir hohle gufseiserne Wellen
als das zweckmilsigste Verhiltnifs zwischen dem ionern und dufsern Halb-
messer jenes von 3:4, 7redgold nimmt die Wandstirke za 75 des dufsern
Ialbmessers an ; in erstern Falle findet man bei gleichem Materialeaufwand,
dals die hohle Welle beinahe 3% Mal so viele Steifigkeit als die volle
Welle besitzt ; im letztern Falle beinahe 3 Mal so viel u. s. w.

E E'7. Geht in besondern Fillen, wie z. B. wenn der Querschnitt

eines Korpers aus mehreren einzelnen getrennten Theilen
besteht, die neutrale Achse a b (Fig. 48) nicht durch den Schwerpunct
0 des Querschnilles a ¢ b ¢’ (obschon sie immer noch durch den Schwer-
punct des Gesammtquerschniltes geht), sondern liegt diese in
AB (Fig. 66), wobei der Normalabstand von a b, d. i. O C=e seyn
soll, und bezeichnel man das Biegungsmoment des Querschniltes ac b ¢’
in Bezichung auf die Achse a b mit p, dagegen auf die Achse A B mit
p'; 50 mufs man, um aus p=MX, u’ zu finden, in dem Integral-

h h!
ausdruck X = 2[ 'fy.z-2 (e —}—fy’ ok dw] in dem ersten Integrale
v 0
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statt 2 setzen 2 — e und in dem zweiten statt @ selzen e — (— x) =
e+ x; dadurch erhélt man:

Sh ‘ h
p’=M.2[j y(w—e)zdw—}—fy’(w—l—e)zdm]
h B/ h
=M{2[fyw2d.z'—|—fy’w2d.z-]—4efy.z-d.z'
L 0 0 = 0
he % h he
—|—4efy’.z'd.z'—}—¢*[2fydw+2fy’d.z-:]}
0 0 0 J

oder wegen der Bedingungsgleichung (@) in Nr. 97, Anmerk. 2,
und wenn man die Fliche des Querschnittes acbc¢’—= F selzt, auch
W=MX-}+Me*F, oder:

p'=p-+MFe* () oder p=p'—MFe?® .. (1)
Hieraus folgt zugleich, dals das Biegungsmoment eines
Korpers inBeziehung auf dessenneutrale Achse (wegen
e—o0) am kleinsten sey.

Anmerkung 1. Der durch die Gleichung (3) ausgedrickte Satz kann dazu
beniitzt werden, das Biegungsmoment eines Korpers in Beziehung auf
seine neutrale Achse (deren Beslimmung oft sehr schwierig ist) zu be-
stimmen . wenn dasselbe beziiglich einer andern Achse bekannt oder
leichter zu finden ist.

1) Nehmen wir z. B. das Biegungsmoment des dreiseitigen
Prisma in der Lage Fig. 59 in Bezichung auf die durch € gehende
Achse, wobei also CF=1%h, CO=2h und AB=1 ist; so hat man

h b
X=f Ydz.z* oder wegen Y:b=x:h, woraus ¥= ;z folgt, auch
o

b (h
X=7‘fz’d.7;=%b/l’; es ist daher p/=MX=1Mbr* und zufolge
o

der obigen Relation (2):
E=p=4M0l*—M.50h.s 0 =MOR*(s—3) =LK MoA°,
wie friher.

2) So findet man ferner z. B. das Biegungsmoment eines Halb kr ei-
ses ACHB (Fig. 67) als Querschnitt eines halben Cylinders,
mdem man dasselbe zuerst in Beziehung auf den Durchmesser A B als
Achse bestimmt und dieses dann nach der Formel (8) in Bezug auf die
neutrale, mit A B parallele Achse @b ausdriickt.

Es ist aber das erstere Moment die Hilfte von jenem des ganzen Krei-
ses oder (Nr. 116) p/=4=nM7r*, ferner F==%r*n und wenn O der

4r
Schwerpunct der halben Kreisfliche ist, (§.50) e= o folglich nach
K3

®): E=p==LiaMr‘*—M.ir’x. i = &64/”1" oder nahe
} : a 9n? 2w

8*
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E’'= 110 Mr*, dabei ist es gleichgiltig, ob der Punct 2 des Kreishogens
unterhalbh A B (wie in der Zeichnung) oder oberhalb AB liegt.

3) Um das Biegungsmoment des in I'ig. 68 dargestellten, gegen
die neutrale Achse 7272 symmetrischen Querschnittes zu finden, darf man
nur von dem Momente des ganzen als voll gedachten Rechteckes &%,
jenes der vier hohlen Rechtecke {(6‘— &) (2 — %), deren neutrale Achsen
von jeuer 7272 um die Grolse {(lz + %’) abstehen, abziehen; dadurch erhalt
man: E =50 0P — & (0'—0)(h—N)>— &5 (0'=0) (h—N') (h+ '),
oder nach gehoriger Entwicklung und Reduction :

L= MW+ (0 —0) 2.

4) Um endlich noch das Biegungsmoment £“ des T formigen Quer-
schnittes in Fig. 68’ zu finden, wobei aulser der in der igur ersichtlichen
Bezeichnung @b+ @’ 6’ =6’ seyn soll, hat man zuerst Alles auf die
Achse A B bezogen, das Moment des ganzen, voll genommenen Rechteckes
bh d.i (Relat. 2) p/'=&MOR+MU.0h S4°=LHbR%;
eben so ist das Moment der beiden hierzu fehlenden Rechtecke = %Mb’lz”,
also das Moment des T formigen Querschnittes in Beziehuug auf die Achse
A w =L On — b ).

Um nun auf die neutrale, durch den Schwerpunct 0 gehende Achse

(h+ ')
iiberzugehen, hat man F=0A—06'A' und Fe=0b(h— 1) —2—
Akl oR*— b h* P o= n?
([’_b)ﬂ'g = . , folglich e=2(blz—~b’lz’)’

nach der obigen Formel () :

demnach

bh*— b h)?
po=E =L h— b‘h’“)~{JU£W
oy BRE— bR — L b0 M (h—h)?
4 oh—0' N {
Anmerkung 2. Ist das Biegungsmoment eines Korpers £'= M X
bekannt, so lilst sich auch daraus leicht die relative Festigkeit

und das Tragvermogen bestimmen. Es ist nimlich, wie man leicht
H BRr=rtmas (/B 2% i m 5
sieht, die Festigkeit ¢ /= E/LL und das Tragvermogen (/= oA S
wenn 72 die Spannung der dufsersten, von der neutralen Schichte um 2
abstehenden Fasern im Augenblicke des Zerreilsens (die absolute Festigkeit)
und 7’ die Spannung dieser Fasern in dem Augenblicke, als ihre Ausdeh-
nung die Elasticititsgrenze erreicht hat, bezeichnet. Ist diese Ausdehnung
=) und die Spannkraft in diesem Augenblicke = m’; so ist ({. 252)
lm’ M

M=iT s = s i
I also  m J

/

Bestimmung des FModuls der Elasticitit J.

1 E8. Unm zu zeigen wie man den Modul der Elasticitat fir die
verschiedenen biegsamen Korper durch Versuche findet, setzen wir



