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Da unterm Aequator unserer Erde die Schwere und Centrifugalkraft
einander gerade entgegen wirken, so hat dort die Schwere einen Werth.
welcher jenem gleich wire, wenn die Rotation der Erde nicht bestinde,
vermindert um die Centrifugalkraft. Abstrahirt man von den geringen
Verinderungen der Schwere in den verschiedenen Breiten, so kann man
diese unterm Aequator = ¢ setzen, und wenn man ihre Intensitit, in der
Voraussetzung dafs keine Achsendrehung der Erde Stait finde, durch &
bezeichnet, so ist nach dem Vorigen :
4rn®

ti

Da nun aber fiir den Aequator in runder Zahl 277 = 40000000 Meter
und #= 86164 Secunden betrigt, so ist wegen g = 9'S308 M. sehr nahe

g=6G—

hrr? 1 v
—_gt’ = 289’ folglich
Y 1
9=06—4q9 oder auch nahe y=G(1 — 2*86)

so, dafs also die Schwerkraft dort um den 289sten Theil ihres Werthes
vermindert wird. Da aber 289 das Quadrat von 17 und die Centrifugal-
kraft dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional ist, so folgt, dals
wenn die Rotationsgeschwindigkeit unserer Erde beildufig 17 Mal grélser
wiire, die Schwere unterm Aequator gleich Null seyn wiirde.

Von dem Fomente der Tragheit.
(9. 159.)

65. Wir haben bereits in der Einleitung (§. 2, 6.) bemerkt,
dafls man das Streben der Materie, in dem Zustande der Ruhe oder Be-
wegung zu verharren, Tragheit nennt, und diese muls sofort als
ein Nalurgesetz oder als erstes Geselz der Bewegung der Korper betrach-
tet werden. Diese Tragheit ist auch die Ursache, dals man, um einen
auf einer horizontalen Ebene liegenden Korper, selbst wenn er weder
von der Reibung, noch einem sonstigen Widerstand zuriickgehalten
wiirde,, auf dieser Ebene fort zu bewegen, einer gewissen Ansirengung
bedarf, eine Anstrengung oder Kraft, welche bei einerlei Geschwindig-
keit in dem Malse grofser wird, als die Masse des Korpers zanimmt.

Bringt man zwischen dem Korper M (Fig. 31) und der zichenden
Kraft P, welche wir zuerst als eine constante ansehen wollen und etwa
in einem Gewichle bestehen kann, eine Spiralfeder a b an, so wird sich
diese wihrend der Bewegung der Masse M, welche unter den gemach-
ten Voraussetzuugen eine gleichformig beschleunigende seyn wird , bis
zu einem gewissen Grade ausdehnen und in diesem Zustande des Gleich-
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gewichtes, so lange die Bewegung dauert, permanent verharren; hieraus
folgt also, dals die Feder durch die blofse Tragheit der Masse des Korpers
M in der Richtung von a gegen ¢ mit derselben Stirke zuriickgehalten,
als durch die Kraflt P von 6 gegen d gezogen wird. Die Wirkung oder
Action, welche an dem einen Ende & der Feder ausgeibt wird und
dic Beschleunigung der Masse M hervorbringt, ist daher immer von
einer gleichen und enlg}gcngesetzlen Gegenwirkung oder Reaction
an dem andern, mit dem Korper verbundenen Ende @ derselben beglei-
tet, und da die Feder in diesem Zustande des Gleichgewichtes wie von
zwei gleichen entgegengeselzt wirkenden Kriflten gezogen wird, so hat
man wohl auch diese von @ nach ¢ Stalt findende Reaction, obwohl
nicht ganz richtig, Kraft der Tré gheit genannt.

Alle Erfahrungen und Versuche beweisen, dals bei allen durch
constante Krifte erzeugten Bewegungen, Action und Reaction
bestandig einander gleich sind, und da man auch eine ver-
anderliche IKraft wihrend einer unendlich kleinen Zeit als constant an-
sehen kann, so gill diese Eigenschalt in der Mechanik als ein allgemeines
Gesetz, so, dafs so oft ein materieller Punct auf einen andern eine Wir-
kung oder Action ausiibt und erzeugt, dieser letztere immer auch auf
den erstern eine gleiche und entgegengesetzte Wirkung oder Reaction
hervorbringt, dergeslalt, dals wenn diese Puncte auf eine unverander-
liche Weise miteinander verbunden wiren, sich diese beiden Wirkungen
vollkommen aufheben oder zerstoren wiirden.

Driickt man z B. mit dem Finger einen Korper, zieht man einen
Korper mitlelst eines Fadens, oder stolst diesen mittelst einer Stange ;
so empfindet man einen Druck, Zug oder Stols nach entgegensetzter
Richtung von ganz gleicher Grolse oder Stirke.

Darch diese Reaction oder den Widerstand, welchen ein freier Korper
jener Kraft entgegenselzt, welche in ihm Bewegung erzeugen oder zer-
storen will und welche sofort dieser Kraft oder ihrer Wirkung selbst
gleich ist, wird zugleich die Triigheit der Masse oder Materie dieses Kor-
pers gemessen.  Man weils, dafs dieser Widerstand mit der Masse und
der Geschwindigkeit zunimmt, welche in der Masse erzeugt oder zerstort
werden soll.  Hingl man z. B. einen Korper vertical an eine Federwage,
so wird diese im Stande der Ruhe das Gewicht des Korpers anzeigen;
hebt man dagegen die Wage samml dem daran hingenden Korper mit
einer gewissen Geschwindigkeit in die Hohe, so wird sich die Feder, in
Folge des Widerstandes , welchen die Trigheit der Masse oder Materie des
Korpers dieser Bewegung entgegensetzt, noch weiter biegen, oder der
Zeiger gleichsam ein noch grofseres Gewicht anzeigen. Bleibt bei dieser
Bewegung die einmal erlangte Geschwindigkeit constant, so nimmt die
Feder oder der Zeiger wicder genau jenen Stand ein, welcher anfangs im
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Stande der Ruhe Statt fand und dem Gewichte des Korpers entspricht ;
nimmt dagegen die Geschwindigkeit ab, so geht der Zeiger noch weiter
zuriick und zeigt dabei sogar ein kleineres Gewicht als im Stande der
Ruhe an-

Befestigt man an einen undehnbaren Faden, dessen Masse man vernach-
lissigen kann und wovon der eine Endpunct fest gemacht ist, einen ma-
tericllen Punct 72, setzt diesen in Bewegung und iiberlifst ihn blofs der
Kraft, welche der gespannte Faden von der Linge 7 auf ihn ausiibt (so,
dafs also auch von der Schwere abgesehen wird), so bewegt sich dieser

Punct gleichformig im Kreise mit der Geschwindigkeit » und es ist (Nr. 61,
2

mv
Gl. 7) e die Intensitit der Kraft, mit welcher der Faden auf ihn wirkt.

In Folge nun dieses Principes oder allgetneinen Naturgesetzes (dafs jede
Wirkung von einer gleichen Gegenwirkuug begleitet ist), iibt dieser Kor-
per oder materielle Puncl auch seinerscits auf den Faden und also auch
auf den festen Mittelpunct des Kreises eine Kraft von derselben Intensitit
mo*

r
gegen die Peripheric) ist.

aus, deren Richtung aber entgegengesetzt (d.i. vom Mitfelpuncte

Man kann iiberhaupt alle Korper als Aggregate von maleriellen Puncten
ansehen, auf welche fortwihrend zwei Arten von Kriiften in Thitigkeit
sind, und zwar sind diese entweder iulsere (wie z. B. die Schwere),
oder innere, und diese letztern bestehen in den wechselseitigen Wir-
kungen, welche die materiellen Puncte des Korpers oder Systemes selbst
aufeinander ausiiben. Empfingt néimlich eines dieser Elemente, dessen
Masse wir mit 7 bezeichuen wollen, eine Kraftiulserung von Seite eines
andern Elementes von der Masse 7' und bezeichnen wir diese Kraft durch
», so empfingl eben so das Element 72° von jenem 72 eine Kraft p‘ und
das Princip der Gleichheit zwischen Wirkung und Gegenwirkung besteht
nun in Folgendem :

1) Die Richtungen dieser beiden Krifte liegen in der

Geraden, welche die beiden Elemente verbindet.

2) Beide Kréifte haben die nidmliche Intensitat, und

3) sie sind dem Sinne nach einander entizgegengesetzt,

wirken alsobeide anziehend oder beide abstofsend.

Obschon von den Gesetzen dieser innern Krifte nichts weiler bekannt
ist als die erwiihnle Gleichheit der wechselseitigen Wirkungen, so kann
man sich tber die Art, wie die Elemente der Kérper aufeinander wirken,
gleichwohl ecine ziemlich klare Vorstellung machen, wenn man die von
mehreren Gelehrten aufgestellte flypothese zu Hilfe nimmt. Nach dieser
erstreckt sich das Gesetz der allgemeinen Gravitation auch auf die klein-
sten Theile der Materie, so, dals sich diese um so stirker anziehen , je
niher sie sich kommen; aulserdem aber besteht (nach dieser Hypothese)
zwischen zwei benachbarten Massentheilchen eine abstofsende Kraft, welche
von der Wirme oder von dhnlichen Ursachen abhingt und welche sich
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mit der Entfernung indert, jedoch nach einem andern Gesetze als dis
Gravitation.

Demnach wire jede von den beiden genannten Kriften » und p* die
Differenz oder Resultante zweier Krifte, nimlich 1) der wechselseiligen
Gravitation zwischen den beiden Elementen 72 und 7, dann 2) der wech-
selseitigen Abstolsung in Folge von Ursachen, welche der Wérme analog
sind. "

Diese Resultante wiirde anziehend , abstofsend oder null seyn, je nach-
dem die Inlensitit der erstern Kraft grofser, kleiner, oder gleich der
Intensitdt der letzlern ware.

6 6. Dehnt man die in §.159 in Bezichung auf einen materiellen
Punct gegebene Definition auf einen Korper von was immer fir Di-
mensionen aus, so versteht man unter dem Moment der Trégheit eines
Korpers in Bezichung auf irgend eine Gerade als Umdrehungsachse, die
Summe der Producte der Massen aller einzelnen Elemente des Korpers
in die Quadrate ihrer Abstinde von dieser Geraden. Bezieht man die
Lage des Korpers, dessen Masse = M seyn soll, auf drei rechtwinkelige
Achsen und nimmt die Umdrehungsachse fiir die Achse der z, so ist
das Moment der Trigheit in Bezug auf diese Achse:

1t :f<m2 -+ yz) dM

wobei dM die Masse des Elementes oder materiellen Punctes bezeichnet,
dessen Coordinalen @, y, % sind, und wobei sich das Integrale auf die
gesammte Masse M erstreckt. Auf gleiche Weise bezeichnen die Aus-
driicke :

ﬁw’—{—z’) dM und f(y’-{—z”)dM

die Triigheitsmomente dieses Korpers in Bezichung auf die Achsen der
y und .

6'7. Kennt man das Moment der Trigheit eines Korpers in Bezug
auf irgend eine Achse, so kann man dasselbe leicht auch fiir jede andere,
mit der erstern parallele Achse finden.

Denn nimmt man die erstere Achse oder Gerade zur Achse der
und legt durch diese und die mit ihr parallele Gerade oder neue Achse
die Ebene der @ %, selzt den Abstand dieser beiden Geraden = a, die
Masse des Korpers = M und bezeichnet das Moment der Trigheit des-
selben in Bezug auf die Achse der x durch I, so wie in Beziehung
auf die neue , mit dieser parallelen Achse durch 5 so ist, wie leicht
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zu sehen (da man in dem Ausdrucke von It =f(.’p2—}—y2) dM, r—a

stalt = setzen muls):

o =f[(w_,,)z+ y?] szf(.p’ 4y dM azfdM

—2 aj‘m dmM

d. i M — M —|~Ma2——2af:r:dM,
oder wenn X die Abscisse des Schwerpunctes des Korpers bezeich-
net, also (Nr. 383.) XM= | dM ist, auch

M =M+ Ma®>—2aXM.
Liegt der Schwerpunct in der Achse der % selbst, so ist X =10
und (D M=M4+Ma?,
oder , wenn man, da das Moment der Trégheit immer diese Form an-
nimmt, M= MkK? setzt, auch W' =M *k*+}+a® .. (2)
(Vergleiche §. 161, Gleich. 1).
Anmerkung. Hieraus folgt, dals das Trigheitsmoment in Beziehung auf

eine durch den Schwerpunct gehende Achse kleiner, als in Beziehung
auf jede andere mit ihr parallele Achse ist.

68. Un das Moment der Trigheit einer materiellen geraden
Linie A B (Fig. 32) zu finden, welche sich um ihren Endpunct A dreht,
sey ihre Linge A B=1 und die gleich vertheilte Masse, welche also
dieser Linge proportional ist (so dafs in der Rechnung, wie bei der Be-
stimmung des Schwerpunctes, eines fiir das andere genommen werden
kann) = M; nimmt man ferner in dieser Geraden in dem Abstande
A M=z cin Element derselben Mm — dx, so kann man dieses fir
das Element der Masse dM setzen und man hat fir das Moment der
Triagheit dM dieses materiellen Punctes nach §. 159, Relat. 2:

1
dM=a2da, folglich 9)t=f erde=10=11.12=1M
(§. 162, Gleich. 1). :

Anmerkung. Will man nicht unmittelbar statt der Linge der Linie ihre
Masse setzen, so sey e die auf die Langeneinheit kommende Masse, also
M=m! and dM = mdz; dann ist:

L
A=z d¥ = mzidr und W =m | z=de ="Tmi.1*
o
d.i. M =L M?°, wie zuvor.

Auf dieselbe Weise konnte man auch bei allen folgenden Ableitungen
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verfahren, wo wir uns des einfacheren Vorganges bedienen und die auf
die Lingen- oder Flicheneinheit kommende Masse 22, welche am Ende
der Rechnung ohnehin wieder hinausfillt, tberall auslassen werden.

69. Un das Moment der Trigheit eines Rechteckes AD
(Fig. 33) zu finden, welches sich um ihren Mittel- oder Schwerpunct
0 oder eine durch O gehende auf der Ebene des Rechteckes perpendi-
lulire Achse dreht und dessen Masse = M seyn soll, selze man die
beiden Seiten AB=a, BD =06 und ziche damit parallel durch den
Punct 0 die Coordinatenachsen der a+ und y. Zieht man mit dieser
letztern parallel in den Abstinden O P =2 und Pp=dax die beiden
Geraden von der Linge BD, so schliefsen diese ein Rechteck b de ein,
welches ein Element des Rechteckes, also auch dessen Masse M bildet,
50, dafs man (mit der in der vorigen Anmerkung erwihnten Abkiirzung)
dM = b dx setzen kann.  Schneidet man aber auf diesem unendlich
schmalen Streifen, indem man in den Abstinden PM =y und Mm=dy
mit der Achse der x zwei Parallele zieht, selbst wieder ein Element ab,
50 bildet dieses neue Rechteck dz dy das Differenzial von der vorigen
Masse dM, oder es ist d2M = dx dy. Da nun aber dieses Element als
ein materieller Punct zu betrachten ist, welcher yom Drehungspuncte
den Abstand O M hat, wofir O M*= z2-}-y* ist; so hat man nach
dem ersten Salze (§. 159, Gl 2) fiir dessen Moment der Tragheit, wel-
ches, wenn man jenes des Rechteckes 4D mit M, folglich jenes des
Rechteckes E B mit d9N bezeichnet, durch d(dM) = d*IN ausgedriickt
werden mufs, sofort d?M = (224 y» da dy. Wird dieser Ausdruck
zwei Mal und zwar, da @ und y von einander unabhingig sind, ein-
mal nach y (wobei  als conslant) und einmal nach @ (wobei y alS
constant zu nehmen ist) bezichungsweise innerhalb der Grenzen von
—1 bis 416 und —La bis 4L oder einfacher von 0 bis 36 und
0 bis %« integrirt und im letztern Falle jedes Integrale 2 Mal genommen,
so erhilll man, da die Ordnung der Integration (Comp. §. 838) will-
liirlich ist:

-

1

a ~3 D

M=4| dz 2(.1-2—{— y>Hdy
o o

durch die Ausfithrung dieser Integration erhilt man zuerst

f*"‘ slu
i 4J"d.u Goa?41.1%=2 bj “da (@2 L 6%), lerner

M=256C2.1ad+Lla. LD =ab(a*+ 50>
oder wenn man wieder fiir die Fliche a6 die Masse M setzt, auch



80

M = L M (a® - b).
(vergl. §. 163, Gleich. 1).

Anmerkung 1. Dals dieselbe Formel zugleich auch fiir das Moment der
Trigheit eines senkrechten Parallelopipedes gilt, das sich um
seine geomelrische Achse dreht und fiir welches das vorige Rechteck A 2
einen auf dieser durch 0 gehenden Achse senkrechten Querschnitt bezeich-
net, wenn man dabei nur unter dem Factor # die Masse des Parallelo-
pipedes versteht, ist bereits in der Anmerkung zu §. 163 erwihnt. Ist
nimlich / die Linge oder Hohe des Parallelopipedes und nimmt man die
Umdrehungsachse zur Achse der 2, so ist, wenn man aulser den vorigen
mit den Achsen der z und y parallel gefihrten Schnitten (hier Ebenen,
welche mit jenen der z % und # % parallel sind), auch noch mit der Ebene
der zy (wofiir man die untere Grundfliche A2 des Korpers nehmen
kann) in den Abstinden % und 2 dz parallele Schnitte fiihrt und dadurch
das Korperelement d*M = dz dy dz, ferner damit

d*M = (z*+y* dzdydz, alsv nach Obigem
1 %a %h ab 1 £ s 1 .
W:fdzf dl:c ({:Z+yz)dy= E-f({t +lz)dz=1—211bl(a + 0%

o Falaivh Tigb 9
oder wegen abi= M sofort wieder M = 5 M (a® + 0*).

Beinahe mnoch einfacher ist die Ableitung fiir den Fall, dafs sich das
rechtwinkelige Parallelopiped, dessen drei zusammenstolsende Seiten
a@, b, ¢ und Dichte oder Masse der cubischen Einheit = seyn soll,
um die eine Seite oder Kante z. B. um jene ¢ dreht.

Nimmt man ndmlich diese drei genannten Seiten fir die Achsen der
z, ¥y, %, theilt jede dieser Seiten in unendlich viele unendlich kleine
Theile und legt durch alle Theilungspuncte Ebenen, welche mit den Sei-
tenflichen des Parallelopipedes parallel laufen (jene durch die in der Kante
¢ liegenden Puncte gelegten Ebenen ndmlich parallel mit der Seitenfliche
ab oder Ebene der zy u.s.w.), so theilen diese drei Reihen von Ebenen
das Parallelopiped in lauter unendlich kleine Theile, wovon jener, welcher
den Coordinaten z, y, 2 entspricht, das Volumen dzdydz, also die
Masse 7 dx dy dz hat, so, dals wenn # die Masse des Parallelopipedes
bezeichnet , sofort d*# = m dx dy dz ist. Das Moment der Trigheit dieses
Korpers ist daher in Beziehung auf jene Kante, welche man zur Achse
der 2 genommen bat:

> = a b C
Em:mj fj(z“+y2)dzdydz=mfdx fdyf(z2+y”)dz

=imabc(a®+0*)
oder, wegen m abc = M, auch W = ; M (a® + b*).

Anmerkung 2. Nimmt man den Umdrehungspunct A fir das Rechteck
B E (Fig. 34) oder Umdrehungsachse fiir das rechtwinkelige Parallelopiped
von den Grundflichen BZ aulserhalb an, und setzt auf zwei mit B¢
und B2 parallele Achsen AX, A ¥ bezogen, die Abscissen AP = @,
A P/ =@’ und Ordinaten 4 0 = b, A 0'= b, wodurch die beiden Seiten
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BC=a'—a und BD = b'—b werden; so erhdlt man nach dem Satzs
in §. 161 (Gleich. 1) fiir das Moment der Trigheit auf diesen Punct A
oder einer mit der vorigen durch den Schwerpunct 0 gehenden parallele

-+ a'\? b 22
Achse bezogen, wegen A0’=(——1—————) +( + ) :

2
M = & M[(@— @) + &' — )" +4 M[(@+ a)* + (0 + )]
oder wenn man entwickelt und reducirt :

M= M@+ 0 +a*+ 0" +aa'+b0").

%®. Um das Moment der Trigheit eines rechtwinkeligen
Dreieckes ABC (Fig. 35) zu finden, welches sich um eine durch
den Winkelpunct A (des rechten Winkels) auf der Ebene A B € perpen-
dikuldren Achse umdreht, seyen die beiden Catheten A B=a und
AC=1b. Zicht man in dem Abstande 4 P=a mit A C parallel die
Ordinate PN = g’ und nimmt darauf in den Absland PM =y den
Punct M, lifst z um do und y um dy zunehmen, um das Flachenele-
ment da dy zu erhalten, welches vom Punct A den Abstand A M besilzt,
wofiir A M*= 2?4 y?; so hat man wieder wie vorhin:

a vy’
A2M = (@2 y» da dy oder M :f d.z'f (@24 y»dy
o 0
wobei jedoch y* von & abhéngig und zwar wegen a:b= (@ —x):y’

sofort y :%(a-— a) ist. Fithrt man die Integration aus, so erhilt man

zuerst Emzfldm @y’ 4 ry®
0

und wenn man fiir y/ den Werlh setzt, integrirt und reduciri:
M= [1'—; (a*+ 4? oder wegen M==%ab auch:

m:%M(ll-2+b2)
¢vergl. §. 161, GL 1).

%% 1. Zur Bestimmung des Momentes der Trigheit eines gleich-
schenkeligen Dreieckes A B C (Fig. 86), welches sich um eine
durch den der Basis gegeniiberliegenden Winkelpunct € gehende, auf
der Dreieckebene perpendikulire Achse dreht (oder eines senkrechten
Prismas, welches dieses Dreieck zur Grundfliche hat), sey die Basis
AB=2a und das auf dieselbe aus € gelillte Perpendikel C.D=~h.
Nimmt man auf diesem ¢ P — & und zieht duich den Punct P mit AB
die Parallele NN’ =2 y/, ferner auf dieser P M=y und lafst wieder
@ um do und y um dy zunehmen, um durch die diesen Puncten ent-
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sprechenden, mit AB und C'D Parallelen, das Flichenelement dx dy
zu erhalten, welches dem d®M entspricht; so hat man wieder genau
wie vorhin :

h v’
42N = (22} y> de dy oder 9)?=fd-z‘ f(m’—{—y’)dy
R Y [;I y
=2j dwf<w2+yﬁ)dy=2 dz @y’ + 3y'°)
oder wegen y'=;—z.r (aus @:y’=h:a) auch:

h 2 4 122

a a 2a /h a*h
Wt ozd“"’“ri‘hi”*):;(ﬁﬁ —tah(a*+ 38"
oder endlich wegen ah=M, auch:

M =1 M(a?+ 342
Will man die Seite A ¢ = BC= d hineinbringen, soist wegen 4* = d'—A*
4w
auch M =L1M (d*+ 24%) = M( 5 + 3—) (vergleiche §. 165).

w. Um das Moment der Triigheit eines geraden Cylinders
von kreisformiger Basis zu beslimmen, welcher sich um seine
geomelrische Achse umdreht, sey AB (Fig. 37) eine unendlich diinne,
auf der Achse senkrechte Schichte des Cylinders, dabei dessen Halb-
messer CA=r, Linge =17 und Masse = M. Zieht man in dieser
Kreisfliche (oder eigentlich unendlich diinnen Kreisscheibe) von der Masse
m—dM mil den Halbmessern CP =a und Cp = - dz aus dem
Mittelpuncte € die concentrischen Kreise, so schliefsen diese ein unend-
lich schmales Kreisband ein, dessen Fliche = (x4 da)* n — 2* =
22 7de -+ = de? =22 = da (also eben so grols wie das Rechteck von
der Basis des Umfanges 2 @ = und der Hohe da) ist und welche sofort
das Element der Masse dm darstellt. Ist p das Moment der Tragheit
dieser Schichle A B, also du jenes des schmalen Kreisbandes, so ist
nach der Giundformel: dp=2razde.2*=2zzdz
folglich: ,u=2nfra,‘3d.l‘=2 x.2—‘=‘%‘r2n,r2=%mr2, weil die

()
Masse m der Kreisfliche »2 = proportional ist. Besteht nun aber der

Cylinder aus » solchen Schichten (wobei n unendlich grofs) so ist auch
wegen n i =Lnmr?, und np="M\,, so wie nm =M sofort das Mo-
ment der Tragheit des Cylinders: M=2Mr? (welcher Ausdruck
sich namlich wieder in nichts von jenem p=3%mr? der Kreisfliche,
als in der Bedeutung der Factoren M und = unterscheideb).
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Oder es ist, wenn dz die Dicke dieser Schichte oder Cylinder-
elementes bezeichnet, auf den Cylinder bezogen p — dM und
m=r?zdx=dM, folglich dMM=1r*~dx und daraus:

1
932:;:-%f dy=1r2z0.02 =1 Ms2
o

)

Oder noch einfacher fir m=—dM soforl dM=1r*aM also
M=1Mr2 (Vergl §. 167, Gleich. 1).

3. Ist der Cylinder hohl und sind R und » der #ufsere und
innere Halbmesser desselben, so darf man das obige Integral nur anstatt
von o bis r hier von #» bis B nehmen; dadurch erhilt man:

R
w—2 .-rj x®dr :9.4_1: (R4—7'4)=§(R2—r2) (R* 41

oder da man (R®—7® ~ fiir die Masse m der unendlich diinnen
Schichte nehmen kann, auch j= Lm (R2--22). Ist wieder M das
Moment der Trigheit des Cylinders, so wie M dessen Masse, so ist
nach dem vorigen eben so :
M—1MR>*1| 7>,
(§. 168, Gleich. 2).
Anmerkung. Selzt man fir einen Radkranz die Breite des Kranzes
(in der Richtung des Radhalbmessers) = ¢ und dessen Dicke (in der
Richtung der Achse) = b, so wie den mittlern Radhalbmesser = R’; so

ist wegen R’ = und R —r=ua, also R*—7r*=2Ra und

-+ 7
2
2 2

a
R+ =a*+ 2Ry =u’+2£”—~2— = -+ 2 B, wenn man diese

b= S
Werthe in die obige Formel 9t = T (R*—r*) (R*+1r?) substitairt

und reducirt, sofort das Moment der Triigheit dieses Radkranzes:

a®
= QR’abﬂ(Z —|—1i’",)

: . o X 1 ps
oder wenn, wie es z B. bei allen Schwungriddern der Fall, @ <<} R
2

also = < 435 R ist, fiir die Anwendung immer genau genug :
4 100 ’ (=}

M=22nR*ab.

7 4. Um sogleich allgemein das Moment der Trigheit fiir alle
durch Rotation erzeugten Korper zu beslimmen, drehe
sich die von der Curve N N’ (Fig. 38) und den beiden rechiwinkeligen
Ordinaten QN, Q'N' begrenzte Ebene QN um die Abscissenachse
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AX; so enistehl ein Korper, dessen Masse wir mit M bezeichnen,
und fir welchen wir das Moment der Triigheit 9 in Beziehung auf
diese Achse A X beslimmen wollen.

Selzt man AQ=a, AQ'=a und zieht zu den Abscissen
AP =z und Ap =2 -+ dz die Ordinaten PM und pm, nimmt auf
diesen Pn =y, nn’'=dy und zieht darch » und »‘ mit der Abscissen-
achse die Parallelen; so erhilt man das Flichenelement nr = da dy,
welches bei seiner Umdrehung um A X einen Korper, d. i. einen Kreis-
ring erzeugt, welcher =2 y = dy da ist und sofort das zweite Differen-
zial des Volumens, also auch (nach unserer Annahme) der Masse des
Korpers bildet, so, dalsalso d2M =2 = y dedy ist. Fir dieses Massen-
element ist aber das Moment der Trigheit d*M = y? d*M=2 = y>da dy
und wenn man zweimal integrirt und die von a abhéngige Ordinate
PM—=—y' selzt:

a¢ ¥’ i
9)?:-2rrfda:f‘y3dy=2rrf—i~y’“dw di.

a 0 a

9)?_——% ﬂf y’q'd.l‘ e (@)

wobei diese zweile Integration erst dann ausgefiihrt werden kann, wenn
die Nalur der Curve N N/ d. i. ihre Gleichung y/ = f(a) bekannt ist.

Beispiele.

% 5. Dreht sich anstait der Curve eine mit AX parallele
Gerade, welche von 4 X den Abstand » hat, um diese Achse, und
setzt man @ =0, a’=1 gleich der Liinge des dadurch erzeugten Cy-
linders; so wird wegen y'=r sofort:

1
B e 1.0 2 ag.g
E)J?-~27rf1 de =2 n*zl.5% =3 M1

indem man fiir das Volumen des Cylinders dessen Masse setzt. (Vergl.
Nr. ¥2.)

%7 6. Geht die Gerade AB (Fig. 39) durch den Ursprung und
ist € B=7r der Halbmesser und A ¢'=17 die Hohe des erzeugten g e-

raden Kegels, soist wegen @ :y'="h:r solort y’:%a:, folglich :
h s 7r 5
9:)?‘——%7] 7/1_‘1.4(]‘1.:%”—_"____1_,.4”]‘
0

e
5 10
2

Burg's Mechanik. Suppl.
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7'7. Ist die Curve eine Ellipse von den Halbachsen & und b,
welche sich um die grolse Achse 2 @ umdreht, so erhilt man wegen

2
92:?7:(“2 — «?) (die Abscissen vom Mittelpunct aus gezéhlt, Comp.

§.457.) fiir das Moment der Triigheit des elliptischen Sphiroides
(nach der obigen Formel (o) in 7 4.):
M=1 ﬂf ; 21 dz (a*—aH*=2.4 = b—‘jl"d.z- (a*— 2 a*2® -+ %)

«
a) o

b* Ja® 50 gl 8
—T ot ((t5—3—+ 5—)2—’) T abt,
Nun ist aber das Volumen dieses Korpers, wofiir wir wieder die
Masse setzen, oder (Comp. §. 866) M==%ab?r, folglich auch:
=2 M2

7 8. Bei der Umdrehung der Ellipse um die kleine Achse wird
eben so, wenn wieder M die Masse des dadurch entstchenden Ellipsoides
bezeichnet : M=2Ma?

7 9. Geht die Ellipse in einen Kreis vom Halbmesser a =6 =1r
iiber, so hat man fiir die Kugel, welche sich um einen Durchmesser
dreht, aus beiden vorigen Formeln:

M=2Mr%
(Vergl. §. 169, Gleich. 2).
Ist die Curve eine Parabel und dreht sich diese um ihre geometrische
~ Achse 4 (Fig. 40), so wird wenn man AC=2 und CB=r setut,
wegen y* =pz ued (Comp. §.866) M =3r’nh=3inph® (Wegen
7* =ph) wenn £ die lohe des entstehenden Paraboloides ist:
oh ?
’J)E=§1:j pdr="1npt "
o 3
oder auch M =SMph=3Mr"

€. Dreht sich die von dem Kreisbogen AN (Fig. 41) be-
grenzte Fliche ANB um die (in der Richtung des Durchmessers
liegende) Achse A B, so enisteht ein Kugelsegment mit einer
Grundfliche N AN*B von der Hohe A B. Setzt man den Halbmesser
des Kreises (gleich dem Kugelhalbmesser) =7, und AB=a (gleich
der Hohe des Kugelsegmenles) so folgt aus der Formel («) in 74.
wegen y'*=27rx — x*:



83

ﬁ)?:—;-xf de@rez—a»?*=1a*zEr* —ar-t+1la®
0

=L a7 (20r*—15ar-+43a?
oder wenn man die Masse M des Segmentes dem Volumen gleich selzt,
also :

a’n k
M=3}BN*z.a+t1la*z=Llar@2ra—a®»+t3ia®r= al Br—a)
setzt und diese in den vorigen Ausdruck einfihrt, auch:

aM

Soer o o 4 2
10(39‘—(1)@0' 15ar438a* .. (©

Ist dagegen m die Masse der cubischen Einheit, also M = ﬁs_" (3r—a)m,

50 ist endlich auch:
93?—_-3—:) a®*m20r* —15ar43a% . . (d)
(vergl. §. 169, Gleich. 1).

S 1. Besteht eine Pendellinse aus zwei solchen Kugelseg-
menten , deren Grundflichen aufeinander liegen und sich decken, so ist
ihr Moment der Tragheit in Bezug aufl ihre geomelrische Achse A B
(Fig. 42) genau durch die vorige Formel (¢) ausgedriickt, wenn M die
Masse der Linse bedeutet. Bringt man statt dem Kugelhalbmesser 7 den
Halbmesser C N=p der Grundflichen der beiden Segmenle in diese
Formel (¢); so erhilt man wegen p? =2#a —a? sofort r=a—’ﬂ2

2a
und damit nach gehoriger Substitution und Reduclion :

M — M ra'+ Sna“p’—}-.lOp‘ o4 Y
10 a +3p°
Anmerkung. Ist dieLinse, wie gewohnlich nach der Richtung ¥* durch-
bohrt, um die cylindrische Pendelstange, welche in der Regel aus einem
andern Materiale als dic Linse besteht, durchschieben zu konnen; so mufs
man von dem vorigen Werthe noch das Moment der Triigheit dieser

Bohrung (den hohlen Cylinder als massiv gedacht) abziehen, (Man sehe
Nr. 83. Anmerk.)

$2. Um endlich noch das Moment der Triigheit eines gewohn-
lichen Cylinders zu finden, welcher sich um eine Achse dreht, die
durch den Schwerpunct des Cylinders geht und auf dessen geometri-
scher Achse perpendikulér sleht, nehme man die geometrische
Achse des Cylinders fiir die Achse der %, den Ursprung A der drei
rechtwinkeligen Coordinatenachsen im Schwerpunct des Cylinders, so

6"
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wie die Umdrehungsachse fiir die Achse der y; so ist, wenn man den
Cylinder in den Entfernungen von 4 €= % (Fig. 43) und % -} dx durch
zwei Ebenen parallel mit der Ebene der a y durchschneidet, die unend-
lich diinne Kreisscheibe, welche man dadurch erhélt, ein Element des
Cylinders und = dM, wenn M wieder die Masse des Cylinders, dessen
Halbmesser =7 und Liinge = seyn soll, bezeichnet. Sind B B‘ und
D D’ die Durchschnitte der Ebenen der « = und y = mit dieser Kreis-
scheibe von der Dicke dx und legt man in den Entfernungen € P = &
und @ - da wieder zwei Ebenen und zwar parallel mit der Ebene der
y%; so erhdlt man aus dieser Kreisscheibe als Element derselben das
Parallelopiped von der Grundfliche dz dz und Linge mm'=2 y, wenn
man némlich die der Abscisse € P=a enlsprechende Ordinate des
Kreises Pm’ =P m= y selzt. Da nun dieses Korperelement (gleichsam
eine materielle gerade Linie) d®2M= 2y dzdx von der Umdrehungs-
achse Y Y' den Abstand w hat, wofir w?= 2?2+ =2 ist, so hat man,
wenn M das Moment der Trigheit des Cylinders, folglich dR jenes der
Kreisscheibe und endlich d* jenes des unendlich diinnen Prismas be-
zeichnet, nach der Grundformel sofort: d* = 2 yde dx (2 -+ 32,
folglich wenn man zweimal innerhalb der gehirigen Grenzen integrirt:
f;f lisgasias z r
M =2 fiz y @453 de= Sf’(;z.f y (@?+ 2D da.
e 0 0

Wegen y=\/(r*— z wird
f‘:z/ @?*+ 2® da —_—frwz do\(r*— 22 z"f‘.dw \V(r?—a?)
und ‘()ia (Lehrb. Bd. III S. 0336, Beispiel 4) b
f?mmmﬂ—w%=%@t—a%mﬂﬂ~m%+%#MMMf
ferner (S. 339) fdw V@i —ad=1L1a/@*—a?) -+ LiriarcSin ;E,
80 ist innerhalb der angezeigten Grenzen

r‘n rr

" 2 2 N 2 M.k LIS
z 2D de=2Lrt - |- g2 . 1p2-=— P
fny( dhra® g 2+ SRR 4 2

folglich wenn man diesen Werth fiir das zweite Inlegral substituirt :
2*8_[ IT — )dz—m f (——l—z)dz

il
— D ——|—
(8 24

oder wegen M =727 endlich:

M= @r2 D0 (D
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83. Schwingt eine cylindrische Pendelstange vom Halbmesser r
und der Lange 2 um ihr oberes Ende, so ist ihr Moment der Tragheit
(§. 161, Gleich. 1):

93?:{K @Br2+AH 4 M. 1= .1’.’%(3 r*4-40%

2
r3 ll
oder auch M=M (4— —}—3- 5

Anmerkung Das in Nr. 81 bemerkte Moment der Tragheit derBohrung
der Pendellinse, welches von dem dortigen Ausdrucke (e) abzuziehen
kommt, wire also nach der vorigen Formel (f) wegen /=NN'=2p

M i 5
(Fig. 42) sofort M = T Gr*+4ip) =M (4— + %) so, dals also

das eigentliche Moment der Tragheit der in 81. betrachteten Pendellinse
auf ihre geometrische Achse bezogen M = I — MM’ wire, wobei M
den genannten Werth in (f) besitzt. Steht endlich der Mittelpunct oder
die geometrische Achse der Linse von der mit ihr parallelen Schwingungs-
achse um die Grofse ¢ ab, so muls man statt " setzen:
M (M — M) 3% = W + M 3?

wobei 4 die Masse der massiven, nicht durchbohrten Linse und #* die
durch das Ausbohren wegfallende Masse, also M die wirkliche Masse der
Linse bezeichnet,

Theorie der Hurbel in Verbindung mit dem
Schwungrade.
(9. 188 —§.192.)

84. Ist CA=r (Fig. 44) die Hohe des Kurbelkniees, also
ABA'B’ jener Kreis, welchen die Kurbelwarze beschreibt, d. i der
Kurbelkreis, M die nach dem Moment der Trigheit (§. 159, Gl 3)
auf den Kurbelkreis reducirte Masse , O jene Last, welche auf den Kur-
belkreis aufgewunden, den Widerstand vorstellt, welcher durch die
Umdrehung der Kurbel iberwunden werden soll, so wie endlich P die
conslante Kraft, welche, indem sie dabei bestéindig mit dem Durch-
messer A A’ parallel wirkt, die Kurbelwarze M hin und her schiebt um
die Kurbel umzudrehen; so ist, wenn die Kurbelwarze nach M gekom-
men, und dafiir der Winkel A C M = « ist, die aus der Zerlegung der
Kraft P in zwei aufeinander senkrechte Seitenkriifte abgeleitete Tangen-
tialkraft p= P Sina. Da aber diese verinderliche Kraft p wihrend die
Warze um einen unendlich kleinen Bogen fortschreitet, d.i. a um dx
zunimmt, als constant angesehen werden kann, so ist ihre Wirkung
dw oder Arbeit wihrend ihres Fortschreitens um rd«, nach §. 174:



