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P pr*® und das Ahnliche auch fiir die 7/% 72, .. enthaltenden Glieder Statt
findet, eben so P*R*=P Z(pr*)— Z(pp’a®) oder endlich:
PE(pr®) = P'R*+ = (pp'a’)

aus welcher Relation sofort der Satz folgt, dafs wenn der Abstand
R des Schwerpunctes eines Systemes von schweren
Puncten oder Korpern von irgend einem festen Puncte
(A) constant bleibt, dagegen sich dieLage des in seiner
Form unverdnderlichen Systemes wie immer dndert
(wodurch sich sofort die Winkel «, 2, y u.s. w. dndern) die Summe
der Producte aus den einzelnen Gewichten in die Qua-
dratederAbstindeihrerSchwerpuncte vondiesem festen
Puncte ebenfalls eine constante Grofse ist.

Da ferner, wie dieselbe Relation zeigt, = (p7?) fir R = 0 am kleinsten
ist, so folgt noch, dafs die Summe der Producte der Ge-
wichte in die Quadrate der Abstidnde ihrer Schwer-
puncte von diesem gemeinschaftlichen Schwerpunct
cin Minimum ist.

Einige weitere wichtige Eigenschaften des Schwerpunctes werden noch
in Nr. 61, Anmerk. 2 unter 8., 9. und 10. angefiihrt werden.

PDie Kettenlinie.
(4. 69.)

42. Um cine Gleichung der in den Puncten 4 und B (Fig. 19)
aufgehéngten vollkommen biegsamen Schnur oder Kette (von sehr feinen
Gliedern) A M CB, wovon gleiche Lingen auch ein gleiches Gewicht
haben sollen, abzuleilen, nehme man den einen Aufhéingpunct 4 zum
Ursprung der rechtwinkeligen Coordinaten und die durch diesen Punct ge-
zogene Horizontale A4 4’ zur Abscissenachse, setze also fiir einen beliebigen
Punct M der Curve AP =2, PM=y und Bog. A M= s; selzt man
ferner die Linge der Kette 4 CB = ¢, die Coordinaten des zweiten
Aufhéngpuncles B d.i. A E=¢, EB = d und ersetzt (wodurch nichts
gedndert wird) diesen feslen Punct B durch eine nach der Tangente wir-
kenden Kraft §', welche der in diesem Puncte Statt findenden Spannung
gleich ist, so kann man diese Kraft in zwei aufeinander senkrechte Sei-
tenkrafte P und Q zerlegen, wovon die erstere vertical, dle letztere
daher horizontal wirkt. Die im Puncte M nach der Richtung der Tan-
gente MT Slall findende Spannung T, welche sofort dem Gewichle,
also auch der Linge des Bogens M C B proportional ist, kann eben so
in zwei Seitenkrifte P/, Q' nach verlicaler und horizontaler Richtung
zerlegt werden, und zwar ist, wenn man W. TM P = ¢ selzt, dafiir:
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mn dz

P/ — T Cos o und Q' = T Sin ¢ oder wegen Sin ¢ =~ = — und
B M ds
Mn dy e B : :
Cos pi= %[—; = 7? (wenn niimlich Mmn das soganannte Differenzial-
M

dreieck vorstellt) auch P’ = T 9 und 0 — TLL?.
ds ds
Ist nun R die Resullirende aus dem Gewichte des Bogenstickes
M€ B, somiissen fiir das Gleichgewicht die beiden Gleichungen bestehen :
0’ — Q und PP'=R, oder wenn man fir 0’ und P’ die obigen

Werthe setzl und beriicksichtigt, dafs wenn p das Gewicht der Lingen-
cinheit des Bogens s bezeichnet, sofort R —_—.fp ds = — fpds ist,
1z i
auch (1) T L N L ) ssapou f p ds oder (mit Riick-
ds ds 7
sicht auf diese Gleich. 1) Q —(:—Z' ——P— f}) dg 3,
ar c
Differenziirt man diese letzlere Gleichung, in welcher P, O und d &

; ¥ 2 \y?
conslant sind, so erhilt man Q dd—g:~p ds=—pde \/(l -+ ud )

s

d*y

0 dy 7
oder r—'((flf—— — — p dy und daraus durch Inlegralion:
Vi bl 5
dy’
o\(1+ 5] =C—ry @
dz

Um die Constante € zu beslimmen beriicksichtige man, dals der
! d; A LARETEaT, a :
Quotient T(/ , welcher bekanntlich die trigon. Tangenle des Winkels dar-
ar

slellt, welchen die in irgend einem Puncle (&, y) der Curve gezogene

Tangente mit der Abscissenachse bildet, fir y = 0 in tang« tibergeht,

wenn man den Winkel der Tangente der Curve im Anfangspuncte A mig

a bezeichnet, so, dafs also ¢'= 0 \/ (L - tang a®) = Q Sec & und
2

damit in (m) Q \/(1 -+ dy ) — QSeca —py wird. Aus dieser

das?

2 O Ran e AL
Gleichung folgt aber% z(’()b_cc_a_gf_y)__(’_’ oder wenn man den
a

conslanlen Quolient £ b... ) und bSeca=
v

==t 2 1')
Cos a (

12
selzt , auch;—';c = % \/ [bSec i~ T udlibal und
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o dy
de = ———F(H. . (3
x v [(e—y)* —b] =
durch die Integration dieser Differenzialgleichung erhilt man (Compend.

§. 777, Wo a=a?*—b?*, =—2a und y =1 zu setzen ist):
e=bt{a—yF Vv [@a—p*—0p7} +C
um die Constante € zu bestimmen, darf man nur beriicksichtigen, dals
fir & =0 auch y =0 seyn mufs (und dals fir diesen Punct 4 von
den doppelten Zeichen blofs das obere gilt), wodurch man erhilt
C=—0bl[(a— \/(@*— %] und womit endlich, wenn man diesen
Werth substituirt und reducirt,
a—yﬁ—\/ =0 Al @
a— (a°—0b%) }.’
wird, welches sofort die gesuchle Gleichung der Kettenlinie ist.

Zur Bestimmung des Bogens s hat man ds = d= \/(1 _|_ dy

ch— Ol

oder wenn man fﬁra‘; den Werth aus der obigen Gleichung (¢) sub-

slituirt, auch ds= (_”T— o .. (k) oder wegen Gleich. (3):
(a—y) dy
d$ = —————
Vv [(a—y)*—0"]
8= @/ [la—p%—b*].

Da nun fiir y=0 auch s=o seyn muls, so wird die Conslante
C=\/ (a®>—b®) =b\/(Seca®—1) = btanga=a Sina, folglich
s = aSina I \/ [(a—y*—b*] . . AD.

Snd AD = ' und D ¢ = y' die Coordinaten des tiefsten

1
Punctes € der Curve, so ist fir diesen Punct, wie bekannt (ly — ().
azr

und daraus durch Integration:

also aus Gleich (3) @ —y'=10, oder y’—a — b; ferner folgt damil

augiGlerchs @™ () o’ = bl [ ] und aus jener (I):

a—/ (a
8= AMC=1!=0btanga = aSin« und damlt auch allgemein :

s =1 1 \/ [(a—yp*—b*].

43. Wic man aas der Gleichung (I) ersieht, so ist die Form der
Curve von dem zweiten Aufhingpunct B oder 2 =¢, y=ad ganz un-
abhiingig. Nimmt man nun diesen ebenfalls in der Horizontalen oder in
der Achse A A" in A’ an, so0 ist dafir ¢= A A’ und =0, folglich
aus (D) fir y=0:

Burg's Mechanik. Suppl. Q)
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o= Nl [”"’ A G T3 [ T —~]
a—  (a*--b%) [a— v (&*—b*)]*

b
=200l ————= %532 = 2
e [(t 4 (11*—1)2)] &

(wegen Gleich. ©), so dafs also die Ordinate des tiefsten Puncles C die
Abscissenachse im Halbirungspuncte D von A A’ schneidet

Anmerkung 1. Zur Bestimmung der Dbeiden constanten Grofsen ¢ und &

A

1]

wodurch auch (Gleich. 7) der Winkel 2 gegeben ist, kann man, da
¢, d, I als bekannt anzusehen sind, in der Gleichung (1) z=¢, ¥y = d
und in jener (II) s =17 und y = d setzen, durch welche beide Gleichun-

a
gen (in deren letztern auch noch Seca = 3 M beriicksichtigen kommt)

dann, wenigstens im Principe, @ und & gegeben sind.
merkung 2. Die obige Gleichung (1) der Kettenlinie lifst sich durch
folzende successive Transformirungen auf eine einfachere Form bringen.
Zihlt man nimlich zuerst die Abscissen auf der Ordinatenachse 4 ¥ (Fig. 20),
setzt nimlich Ap = z, wofiic sowohl p ¥ als auch p M’ =y ist; so
mufs man in der Gleich. (1)  mit ¥ verwechseln, wodurch man erhilt
ro— a2  [(a—=z)*—b]
y=>bl |_ - ]
a— v (@-0) .
Nimmt man €D zur Abscissenachse, setztalso D P, =&, P, M=P M=y
so mufs man in dieser letzten Gleichung statt ¥ setzen 4D -~ ¥ . mit dem
obern und A 2 -+ ¥ mit dem untern Zeichen; dadurch erhiilt man, wegen

14
ADS—3b1 [;z—:\/—(;sz’j] (Gleich. #) fiir beide Fille denselben

a—zT a—zx)*—-0*
Werth : —ty.—_bl[ +\/[11( ) ;
%
st 1
oder es ist ¢ = : [(z——x 4+ v [(a—z)’—b’}]
N
Bt
und e =iz [a— o —  [(@— z)“—-b*]] (wo e die Basis der
nat. Logarithmen bezeichnet) .
y V7
Sy B )
folglich e + e = ? (@—x)
Zihlt man die Abscissen vom Puncte € aus, setzt also CP = z und

P.M = P, M=y, so mufs man in dieser letzten Gleichung statt @
schreiben C) —z=y'—2x = ¢—b— %, wodurch das vorige Binom

e ]
5 4 . »
@—z in b + 2 und die Gleichung der Curvein jene & -2 =75 \ € i

iibergeht.  Zieht man ferner in der Entfernung €A =0 mit A4’ eine
Parallele, nimmt diese zur Abscissenachse und den Punct A’ zum Ursprung
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der Coordinaten, setzt nimlich 4P, =z und 4 0 = 4 ¢’ =y ; so erhilt
man aus dieser letzten Gleichung, da man darin  — & statt z setzen mulfs,
y y
b By B 13)
T =5 e e , man erhilt endlich durch Verwechslung der
beiden Achsen, wodurch 4“0 = A" Q' =z und QM = Q' W' =y wird,
als einfachste Gleichung der Kettenlinie:

x

b(f) "1:)
Y5 L sae e

2

4 4. Aus der obigen Gleichung (1) folgt fiir die Spannung

s e : i 1 —
der Kelle in irgend einem Puncle M (Fig.«19) T — 0 f = i) £ z >
b7y

(Gleich. %). Da nun im Aufhéngpuncle 4 die Ordinate y = o, so folgt,

dafs diese Spannung in 4 am grofsten und zwar T — (/iQ isl.
)

Fiir den tiefsten Punct € ist die Ordinate y =y’ am grofsten, folg-

. s o (A==
lich die Spannung an diesem Pancle T — 7

0 = 0 (wegen y' =

a—0b) am kleinsten.

45. Anstalt der Voraussetzung, dafs gleiche Bogenlingen
der Curve 4 CB (Fig. 19) gleiche Gewichte haben, kann man auch,
wie es bei Kettenbricken der Fall ist, bei welchen das Gewicht
der Ketten gegen die Belastung der horizontalen Fahrbahn vernachlissigt
werden darf, annchmen, dals gleiche Lingen der Projectionen der
Curve auf die horizontal gezogene Abscissenachse A A’ gleiches Gewicht
haben sollen, so, dals also nicht mehr die Curve, sondern die Abs-
cissenachse gleichformig belastet erscheint.

Unter dieser Vorausselzung verwandell sich, wenn jetzt p das
Gewicht der Lingencinheit der Abscisse a bezeichnet, dagegen alle
ibrigen Bezeichnungen die némlichen bleiben, die Gleichung (2) in

| Q=
Nr. 42. in die folgende T %:—P—-j p dz, wihrend jene

(1), nimlich («).. T ;L: = 0 ungeéindert bleibt.

Die erstere dieser beiden Gleichungen integrirt, gibt
dy .
T e =—P-p (c—a) und wenn man diese so crhalliene Gleichung
durch die vorige (o) dividirt:

3*
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@ Ay 5 = Bbiniee=a) &
P4 i 0

i ki —Ptpe
Da fiir # = 0 der Quotient Ei—g = tang a, also tang a = opr

wird, so hat man auch, diesen Werth in (3) substituirt

dz
Diese letzte Gleichung integrirt, gibt:

] :
@) (—'?/—_:[an_qn—p—; oder dy = tang a d.z‘—i—;a;da,-.

v

2 = x tang o — — 2%,

@) ¥ Vs mmend
wozu keine Constante kommt, weil fir 2z =0 auch y=0 seyn muls.
Da ferner fir @ = ¢, y = d seyn soll, so folgt aus dieser lelzten
2

Gleict = 2
shune = L
eichung ¢ tang a 20
oder (8) tang w == +

‘) 0
Wird dieser Werth in der Glelchung (2) substiluirt, so erhilt man
als Gleichung der gesuchten Curve:

e —~v+—<w~¢~>

und zwar ist dieses (Compend. §. 493, wo nur @ mit y verwechselt
werden darf) die Gleichung der gemeinen Parabel

Anmerkung 1. Um in dieser letztern Gleichung die Constante ¢ zu bestim-
men, kann man fiir irgend einen Punct A die Abscisse 4 2= 2’ und
Ordinate P M =y’ messen und fir & und ¥ in dieser Gleichung substi-
tuiren. Am einfachsten ist es jedoch in der Curve einen Punct & anzu-

c
nehmen, wofiir die Abscisse AF = 2 ist. Setzt man dann die gemessene

d
Ordinate FN=FO0+ 0N = 7 + £, wobei also auch % als bekannt an-

zuschen ist; so erhilt man durch Substitution dieser Werthe fiir z und ¥
in der Gleichung (4):
d d.e ? c" (ih pc? DL
5+It—02+ = Y dxﬁ:sooder0=§7
Mit diesem letztern Werthe lilst sich nun auch leicht die zweite Con-
stante Zang o finden; denn es folgt aus Gleich. (3):
d. . pca8 R a 4h di4k
tang o =V Pi=Ninemiealie e
(4] 2 De c ( c
Auch lassen sich diese beiden Constanten @ und Zang « durch die Coor-
dinaten des tiefsten Punctes € ausdriicken.

Anmerkung 2. Liegt der zweite Befestigungspunct B mit dem erstern A
in derselben horizontalen Linie A A” in 4%, so ist @ =0 und (aus Gleich 4)
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4 2 hol PACK 42 A
y=*2-—0(cz-rz),woe10——8h,tanya= o1 g0 =
c
FN=0ON=DC (wegen AF= §=AD) die grofste Ordinate ist.

Setzt man in dieser Gleichung der Curve fiir @ den vorigen Werth, so

iy
wrd auch y = F (cz—z"), oder wenn man die Abscissen von 2 aus
. s c
zihlt, also D P= z selzt, wodurch man in dieser letzten Gleichung 5-—-"

41
statt z setzen muls, nach gehoriger Reduction: ¥ = o (Z —z’).

Verwechselt man ferner & mit ¥, setzt namlich (Fig.20) 2P, =z und

4k
P, M=y, so erhilt man £ = po (Z—y’), und wenn man endlich

die Abscissen aul der Geraden €2 vom Puncte € aus zihlt, also CP, =z

setzt, wodurch in dieser letzten Gleichung %—- statt & zu setzen ist
2

San F

als Gleichung der Curve A CA’ und zwar als Gleichung einer gemeinen
2

Parabel vom Parameter —— e deren Scheitel € und Achse CD ist.

47
auch : e ¥* oder y*

46. Zur Bestimmung des Bogens s subslituire man in der
Gleichung  ds = do \/(I d/) fir “~ den Werth aus der obigen
dx
Gleichung (1), so erhilt man
Cds—di \/(l —+ (tang « — % w)z) oder wenn man Kiirze
halber fanga = m und § = n setzt, auch:

ds =daz\/q +m*—2mnaztna?) =da\/(at+pBe+yad),

wenn man namlichnoch 1 4+ m?*=a, —2mn=—3 und n?>=y setzt.

Aus dieser letztern Gleichung erhilt man durch Integration (Com
pend. §. 809, Beisp.), Substitution- und Reduction, wenn man noch Kiirze

halber 1 <lany « —g .7;)2:.4 setztb:

0 ‘ .
S 0= 2—p[’(tanya —’éw) \/A—|—logn. (tanya—-—%.z-—i—\/A)r]

wobei die Constante, da fir @ =0 auch s=0 seyn soll, den Werth

hat C = % [_[any a \/A -+ logn. (tang « + \/A)].
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4'7. Aus der obigen Gleichung («) in 4 5. folgt fiir die Span-
nuno der Kette im Pancte M (Fig. 19) nach der Tangente :

/i X I Z
T = Qﬁ_:()\/(l RIS :Q\/(l—}—(tanga—-%a;)z).. o).

dzs

. 4 d . : s
Da im tiefsten Puncte € der Curve ﬁ = 0 ist, so ist die

Spannung an diesem Puncte T = @ am kleinsten.
Im Aufhingpunct A ist die Spannung, wegen & =0 sofort

T=Q\/(l—}—tm:y ) = (_0%'; am grofsten.

Im zweilen Aufhinopunct B ist diese Tangentialspannung

r —o\/(1 4 (anga —25%).

A8. Was dic Spannung der Ketle nach lothrechter oder
verticaler Richtung belrifft, so ist diese im Puncte M sofort:
il

1 1
S =T CosmMni—1T i (P 4

o
ds dx \/<| + (tang « — %Q 2 )1

wenn man nimlich fir ds den Werth aus (;) in 4 6. setzt, oder endlich,

1 z - 3 &
wegen = = tang « P (Gleich. 1 in 45.) auch:
dz 0
e
tang a« — —
(tang 0 )

\/(l —+ (tang « — %25 2)

wenn man nimlich fir T den obigen Werth aus (°) in 4'¢. subslituirt.
Im Aufhiingepunct A ist wegen @ = 0, diese Verlicalspannung

= = Qtanga—px,

S =0 tang« am groflsten.
T 9 5 dy
Im tiefsten Puncle € dagegen ist diese Spannung wegen — = 0
dzx

sofort $=0 am kleinsten. ®

Bedingungen fiir die Empfindlichkeit der
KHrimerwage.
(9. 85)
49. Un die Bedingungen zu finden, unter welchen die gemeine
Kriimerwage empfindlich wird, d. h. die Eigenschaft erhilt, dals der

“) Ausfiimlicheres hieriiber findet man in dem Mémoire sur les Ponts
suspendus von Nawvier. Paris, 1824.



