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Ppr* und das Ähnliche auch für die r’°, r”*... enthaltenden Glieder Statt
findet, eben so P*R’=PE(pr?’)— Z(pp’a?) oder endlich:

PZ(pr’) =P’R’+2(pp‘a?)
aus welcher Relation sofort der Satz folgt, dafs wenn der Abstand

R des Schwerpunctes eines Systemes von schweren

Puncten oder Körpern von irgend einem festen Puncte

(A) constant bleibt, dagegen sich dieLage desin seiner

Form unveränderlichen Systemes wie immer ändert
(wodurch sich’ sofort die Winkel @, 8, y u. s. w. ändern) die Summe

der Producte aus den einzelnen Gewichten in die Qua-

dratederAbständeihrerSchwerpunctevondiesemfesten

Puncte ebenfalls eine constante Grölseist.

Da ferner, wie dieselbe Relation zeigt, & (pr?) für A= 0 am kleinsten

ist, so folgt noch, dafs die Summe der Producte der Ge-

wichte in die Quadrate der Abstände ihrer Schwer-

puncte von diesem gemeinschaftlichen Schwerpunct

ein Minimum ist.

Einige weitere wichtige Eigenschaften des Schwerpunctes werden noch

in Nr. 61, Anmerk. 2 unter $., 9. und 10. angeführt werden.

Die Kettenlinie.

($. 69.)

42. Um eine Gleichung der in den Puncten A und B (Fig. 19)

aufgehängten vollkommen biegsamen Schnur oder Kette (von sehr feinen

Gliedern) AMCB, wovon gleiche Längen auch ein gleiches Gewicht

haben sollen, abzuleiten, nehme man den einen Aufhängpunct A zum

Ursprung der rechtwinkeligen Coordinaten und die durch diesen Punct ge-

zogene Horizontale A_4’ zur Abscissenachse, setze also für einen beliebigen

Punct M der Curve AP=z, PM=y und Bog. AM=s; selzt man

ferner die Länge der Kette ACB — I, die Coordinaten des zweiten

Aufhängpunctes B d.i. AE—=c, EB=d und ersetzt (wodurch nichts

geändert wird) diesen festen Punct B durch eine nach der Tangente wir-

kenden Kraft $, welche der in diesem Puncte Statt findenden Spannung

gleich ist, so kann ınan diese Kraft in zwei aufeinander senkrechte Sei-

tenkräfte P und O zerlegen, wovon die erstere vertical, dIe letztere
daher horizontal wirkt. Die im Puncte M nach der Richtung der Tan-
gente MT Statt findende Spannung T, welche sofort dem Gewichte,
also auch der Länge des Bogens MCB proportional ist, kann eben so
in zwei Seitenkräfte P/, 0’ nach verticaler und horizontaler Richtung:
zerlegt werden, und zwar ist, wenn man W. TMP — 9 seizt, dafür:
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mn de

P'— TCoso und 0' — T Sin g oder wegen Song =, —ı. und
i Nm ds

Mn dy Br . :

Cs =—n (wenn nämlich M mn das soganannle Differenzial-
Mm ds

; 12 le

dreieck vorstellt) auhb P=T und 0, — Ten: :
ds ds

Ist nun R die Resullirende aus dem Gewichte des Bogenstückes

MCB, so müssen für das Gleichgewicht die beiden Gleichungen bestehen :

0 — 0 und P-P’—=R, oder wenn man für Q/ und P‘ die obigen

Werihe setzt und berücksichligt, dafs wenn p das Gewicht der Längen-

einheit des Bogens s bezeichnet, sofort R fi, ds = — op ist,

1x z

auch (1) T ig O und T UrD as f. p ds oder (mit Rück-
ds ds n

sicht auf diese Gleich. 1) @ a ——P— ie ds (2).

Differenziirt man diese letztere Gleichung, in welcher P, O und dr
2 2

conslant sind, so erhält man @ u——pd=—pdeve Eu “ ) 

 

dies,

0dy a

oder —_—ur — — p dy und daraus durchInlegralion:

Aare Aa

ov(bi+)=e—ry m
Um die Constante € zu beslimmen berücksichlige man, dafs der

! d, KalanzE 4 ü 2

Quolient = , welcher bekanntlich die trigon. Tangenle des Winkels dar-

dr

stellt, welchen die in irgend einem Puncle (w, y der Curve gezogene

Tangente mit der Abscissenachse bildet, für y= 0 in tanga übergeht,

wenn man den Winkel der Tangente der Curve im Anfangspuncte A mit

a bezeichnet, so, dafs also C= 0 Ye (L 4 tanga?) = 0 Sec & und

2

damit in (m) © v( -- du ) — OSeca -—py wird. Aus dieser

Gleichung: folgt aber “7, _LINIE, oder wenn man den
L

conslanlen Quolient Ei. ; (n) und bSeca« —
D

 
da?

 SERUM r)

cos 4 (

1

setzt, auch =. — : V [® Sec amDe) und
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b.dy
= ———,, (3)

v la —y)’— 0°] ®
durch die Integration dieser Differenzialgleichung erhält man (Compend.

$. 777, wo a=a?—b?, B=— 2a und „—=] zu selzenist):

s—blla-ytvV[la-w’9], +€
q

um die Constante C' zu bestimmen, darf man nur berücksichtigen, dafs

für 2—0 auch y=0 seyn mufs (und dafs für diesen Punci A von

den doppelten Zeichen blofs das obere gil), wodurch man erhält

=—b!lla—Vca? — v°)] und womit endlich, wenn man diesen

Werth substiluirt und reducirt,

fa—yzv Ma)’ - DJ}= 4 —IN I4 bl \ Ey j &

wird, welches sofort die gesuchte Gleichung der Kettenlinie ist.

Zur Bestimmung des Bogens s hat man ds = dx v( un: )
de’

oder wenn man für 2 den Werth aus der obigen Gleichung (g) sub-

de

(a—y) stituirt, auch ds— dz.. m oder wegen Gleich. (8):

in (aeY)dl,

 Ylda—y)’—0°]
s=Cc—v [a-W%-b?].

Da nun für y=0 auch s—o seyn muls, so wird die Conslante
C=Y (a?—bP) —=b\V(Seca®— 1) = btanga—=aSina, folglich

s—=aSinat V [ka—wW’—b°] .. A).

Sınd AD= x‘ und DC = y‘ die Coordinaten des tiefsten
k : 1

Punctes € der Curve, so ist für diesen Punct, wie bekannt nn -R0r,
dz

ds und daraus durch Integration:

also aus Gleich (3) a—y'’=b, oder „=a—b; ferner folgt damit
b

a—(a5

s—= AMC=!—=blanga—=aSin« und damit auch allgemein:
s= l! FV [a-y’—02).

ana Gleich. (db: SG x —r [ ] und aus jener db:

43. Wie man aus der Gleichung (I) ersieht,, so ist die Form der

Curve von dem zweiten Aufhängpunet B oder —=c, y=ad ganz un-

abhängig. Nimmt man nun diesen ebenfalls in der Horizontalen oder in

der Achse AA’ in A’ an, so ist dafür c—= AA’ und d=0, folglich
aus () für y=0:

Burg’s Mechanik. Suppl. a
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aenv (a’—b*) ee]

a—v (a’--D°) [a — vta’—*)]”

— 2015|2
a — v (a’—b°)

(wegenGleich. ©), so dafs also die Ordinate des tiefsten Punctes C die

Abscissenachse im Halbirungspuncte D von A A’ schneidet

Anmerkung 1. Zur Bestimmung der beiden constanten Gröfsen « und d

Aı 1

wodurch auch (Gleich. 7) der Winkel = gegeben ist, kann man, da

c, d, U als bekannt anzusehen sind, in der Gleichung () = 6 y = d

und in jener (I) s=Z2 und y=d setzen, durch welche beide Gleichun-

a

gen (in deren letztern auch noch Seca = zu berücksichtigen kommt)

dann, wenigstens im Prineipe, @ und d gegeben sind.

merkung 2. Die obige Gleichung (1) der Kettenlinie läfst sich durch

folgende successive Transformirungen auf eine einfachere Form bringen.

Zählt man nämlich zuerst die Abscissen auf der Ordinatenachse A F(Fig. 20),

setzt nämlich Ap = z, wofür sowohl MWals auch aM’ =y ist; so

muls ınan in der Gleich. (I) z mit 9 verwechseln , wodurch man erhält

a=,-2+v ler)—=].

—,v.@ 5)
Nimmt man CD zurer.£ setztalso DR =2, PM=P, M=y

so muls man in dieser letzten Gleichung statt y setzen AD: y. mit dem

obern und AD +Y mit dem untern Zeichen; dadurch erhält man, wegen

ADIZ—r0LI] (Gleich. #) für beide Fälle denselben

Werth: +y=Db1l [et]
b

} y,

b

oder es ist e@ I : [er 1% Ka"]

Y

und e 3 : [«- 2—-vV Ku] (wo e die Basis der

nat. Logarithmen bezeichnet) x

en
folglich eu Mer > (a— 8)

Zählt man die Abseissen vom Puncte € aus, setzt also CP, = & und

PM= P,M' = y, so muls man in dieser letzten Gleichung statt Z

schreiben COD— z=y’—ıc =ua—b—-%, wodurch das vorige Binom

a—zZin d +& unddie Gleichungder Curve in jene d + 2 =Airr

übergeht. Zieht man ferner in der Entfernung €cA'=b mit AA‘ eine

Parallele, nimmt diese zur Abseissenachse und den Punet A“ zum Ursprung
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der Coordinaten, setzt nämlich A” P, =z und 470=4" 0'=y; so erhält

man aus dieser letzten Gleichung, da man darin 2 — d statt z setzen muls,

ri
b Br

IT= ( e-+e y, man erhält endlich durch Verwechslung der

beiden Achsen, wodurch 470 =4A"09"=r und 0 Y=0M=y wirl,

als einfachste Gleichung der Kettenlinie:
x

dr A
YV=_ e-+e e

2

44. Aus der obigen Gleichung (1) folet für die Spannung

der Kelle in irgend einem Puncle M (Fig. 19) T— 0 = — (N) z =

(Gleich. 7). Da nun im Aufhängpuncle A die Ordinate y= 0, so folgt,

 

dafs diese Spannung in A am gröfsten und zwar T — 0 ist.

Für den tiefsten Punet €ist die Ordinate y—y' am gröfsten,, folg-
. : . I
lich die Spannung an diesem Puncte T — = 0—=0 wea y—

a—b) am kleinsten.

45. Anstalt der Voraussetzung, dafs gleiche Bogenlä neen
der Curve ACB (Fig. 19) gleiche Gewichte haben, kann man auch,
wie es bei Kettenbrücken der Fall ist, bei welchen das Gewicht
der Kelten gegen die Belastung der horizontalen Fahrbahn vernachlässigt
werden darf, annehmen, dafs gleiche Längen der Projectionender
Curve auf die horizontal gezogene Abscissenachse A A’ gleiches Gewicht
haben sollen, so, dafs also nicht mehr die Curve, sondern die Abs-
cissenachse gleichförmig belastet erscheint.

Unter dieser Vorausselzung verwandelt sich, wenn jetzt p das
Gewicht der Längeneinheit der Abscisse = bezeichnet, dagegen alle
übrigen Bezeichnungen die nämlichen bleiben, die Gleichung (2) in

>Nr. 42. in die folgende TU —=—P—f p dr, während jene

cl), nämlich «).. T = = 0 ungeändertbleibt.

Die erstere dieser beiden Gleichungen integrirt, gibt
dy hT z =— P--p (e—x) und wenn man diese so erhaltene Gleichung

dureh die vorige (a) dividirt:
3%
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» Ay a SAUREN:
nisse 0

S ä dy —P+pe
Da für z= 0 der Quotient 17 fang a, also fang « — — 

wird, so hal man auch, diesen Werth in (3) substituirt:

de

Diese letzte Gleichung integrirt, gibt:

] r
Aa) I = tang «—7 oder dy = tang a de — Gede.

v
D = ztanguı — _ m*,(2) y g“ u:

wozu keine Constante kommt, weil für 2—=0 auch y=0 seyn muls.

Da ferner für 2 = ec, y— d seyn soll, so folgt aus dieser lelzten
2

Gleic! d 2eic hung = tang a— 20

oder (a) Tangme — rn+&
a a

Wird dieser Werth in derDr (2) substituirt, so erhält man

als Gleichung der gesuchten Curve:

rea + 7, 002)
und zwar ist dieses (Compend. $. 493, wo nur «= mit y verwechselt

werden darf) die Gleichung der gemeinen Parabel.

Anmerkung 1. Um in dieser letztern Gleichung die Constante 0 zu bestim-

men, kann man für irgend einen Punet M die Abseisse AP= 2° und

Ordinate PM =y’ messen und für z und Y in dieser Gleichung substi-

tuiren. Am einfachsten ist es jedoch in der Curve einen Punet N anzu-

c
nehmen, wofür die Abseisse Af= 2 ist. Setzt man dann die gemessene

d
Ordinate FN=F0O+0N = 2 + %, wobei also auch A als bekannt an-

zusehen ist; so erhält man durch Substitution dieser Werthe für z und %

in der Gleichung (4):

d d.e Da (ln 005 ; D.C” DIR
rReap pe 7520\3 zZ) di = %, ar 0=

Mit diesem letztern Werthe lälst sich nun auch leicht die zweite Con-

stante Zung a finden; denn es folgt aus Gleich. (3):

d BO AR, & 4 An. Ag Ah

a, NETT AR
Auchlassen sich diese beiden Constanten O0 und Zang « durch die Coor-

dinaten des tiefsten Punetes © ausdrücken.

Anmerkung 2. Liegt der zweite Befestigungspunct 3 mit dem erstern A

in derselben horizontalen Linie AA’ in A/, so ist d= 0 und (aus Gleich 4)
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p h A pc: Ah
3, 8 - 2), wobäi 0 = Sn tunga = = ud h=NZ 2

c .

FN=0N=DC (wegen AF= > AD) die grölste Ordinateist.

Setzt man in dieser Gleichung der Curve für 0 den vorigen Werth, so

Ah
wrd auch „= Pr (ex—2”), oder wenn man die Abscissen von D aus

Pr . c

zählt, also DP=2 setzt, wodurch manin dieser letzten Gleichung =

Ah fe?
statt z setzen muls, nach gehöriger Reduction: y= ei rn 2).

Verwechselt man ferner z mit y, setzt nämlich (Fig.20) DA =z und

Ah fe
P,M=y, so erhält man 2= 7 (Fr), und wenn man endlich

die Abseissen auf der Geraden CD vom Puncte C aus zählt, also CA =r

setzt, wodurch in dieser letzten Gleichung A—-X statt 2 zu setzen ist

4 2 2 Giauch: N oder "= ,7,7:

als Gleichung der Curve ACA’ und zwar als Gleichung einer gemeinen
2

Parabel vom Parameter an deren Scheitel C und Achse CD ist.

26. Zur Bestimmung des Bogens s subslituire man in der
ö Iy? d :Gleichung ds = dr v( +u für n den Werth aus der obigen

T dz

Gleichung (1), so erhält man

DM ds —ıde v(i + (tang a — e »)*) oder wenn man Kürze

halber fanga = m und : —=n setzt, auch:

ds=deVdA+m— 2mne-+tn?e?) — deVQGa+tBe+tyed,

wenn man nämlich noch 1 + m?—=a,— 2 mn=j3 und n?—y setzt.

Ausdieser letztern Gleichung erhält man durch Integration (Com.

pend. $. 809, Beisp.), Substitulion-und Reduction, wenn man noch Kürze

halber 1 + (tang « 5 DPA setzt:
0 e

— c—;,|Lang. 59 VA--logn. Ganga+VA |

wobei die Constante, da für z—0 auch s=0 seyn soll „ den Werth

hat C= 2 |fans a v4 + logn. (lang « + va].
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4%. Aus der obigen Gleichung («) in #5. folgt für die Span-

nung der Kette im Puncte M (Fig. 19) nach der Tangente:

ri ds „ a ® :

Tr =eyvfi nat = 0/1 +Ctang a )-- ©).
dz

 

d i ee
Da im tiefsten Puncte € der Curve — 0 ist, so ist die

Spannung an diesem Puncte T—= 0 am kleinsten.

Im Aufhängpunet A ist die Spannung, wegen 20 sofort

T=0VA+tang:u = am grölsten.

Im zweiten Aufhängpunct B ist diese Tangentialspannung

T— ov(i —- (lang a 73°).

48. Was die Spannung der Kelle nach lothrechter oder

verticaler Richtung betrifft, so ist diese im Puncte M sofort:

„au_

dr vi + (tang a ru y

wenn man nämlich für ds den Werth aus (,) in & 6. setzt, ai endlich,

Ss —TCosmun—ı —/
ds

dy
wegen „, lang a — e; (Gleich. 1 in 45.) auch:

nz
(fang « Eu

0
a aee 2ET )reDIET,

DR,
' vC + (tang « —=#)®)

wenn man nämlich für T den obigen Werth aus (5) in &%. substituirt.

Im Aufhängepunct A ist wegen « — 0, diese Verlicalspannung

S—0tang« am grölsten.
Be s i dy

Im tiefsten Puncte C dagegen ist diese Spannung wegen — —= 0
= dz

sofort S—0 am kleinsten. *)

Bedingungen für die Empfindlichkeit der

Krämerwage.

($. 85)

49. Umdie Bedingungen zu finden, unter welchen die gemeine

Krämerwage empfindlich wird, d. h. die Eigenschaft erhält, dafs der

”) Auslühlicheres hierüber findet man in dem Hemoire sules Ponts

suspendus von Navier. Paris, 1824.


