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Dasselbe Resultat erhiilt man offenbar auch fiir eine Zone mit einep
Grundfliche, d. i. fir eine Kugelhaube oder Kugelschale, indem
man dafiir nur 2 = €A = 7 setzen darf. Auch wird fir die Oberfliche
der Halbkugel, wegen ' = 0 und 2 = 7 ebenfalls nach dieser Re-
Zeliks — = 2g]

Schwerpunct der RKorper.
rHo0]

3 3. Da bei homogenen Korpern, wie sie hier immer vorausge-
selzl werden , das Gewicht dem Volumen proportional ist, das Volumen
daher zur grofseren Einfachheil stalt dem Gewichte gesetzt werden darf
(indem der Factor, welcher das Gewicht der cubischen Einheit bezeichnet,
zuletzt tberall hinausfillt); so erhdlt man zur allgemeinen Bestimmung
des Schwerpunctes eines Korpers, wenn man dessen Volumen mit V,
also ein Element davon mit dV bezeichnel, die nachstehenden (mit jenen
in 22. analogen) Gleichungen:

Vx=fmdv, VY:fde, Vz:fzdv,

o= de.

wobei sich die Grenzen, innerhalb welcher die Integrationen ausgefiihrt
werden miissen, in den ecinzelnen specielien Fillen immer von selbst
ergeben

|
S am
]

34. Um z. B. den Schwerpunct einer Pyramide 4 B ¢ D
(Fig. 17) von eciner beliebigen Grundfléiche zu bestimmen, verbinde man
die Spitze der Pyramide A mit dem Schwerpunct E der Grundfliche,
wodurch A E eine Linie der Schwere wird, in welcher sofort der gesuchte
Schwerpunct 0 liegt. Fillt man ferner aus demselben Puncte A auf die
Grundfliche der Pyramide das Perpendikel A F', nimmt dieses zur Abs-
cissenachse, so wie den Punct A zum Ursprung der rechtw. Coordina-
ten, legt durch die Puncte P und p wofir AP = 2 und Pp = dw
ist, zwei Ebenen b cd und &/ ¢/ @ parallel mit der Grundfliche B CD,
bezeichnet die Grofse der Grundfliche B € D mit f, so wie jene des
dhnlichen Polygones 6 ¢ @ mit % und endlich die Hohe der Pyramide 4 F
mit %3 so ist zuerst dV = = do oder wegen f: x — h*: 2%, woraus

% = /% a*® folgt, auch dv __—1{_’ 2* de und daraus

5 ViR ¥ ; )
|4 =fu = 2 de = j3 3 = }/ % (wie ohnehin hekannt, )
1

—
?
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Mit diesen Werthen von ¥V und dV erhiilt man aus der erslern der
Relationen (III) in 3 3.
lfle__ff %:%f/ﬁ
und daraus = 24,

so, dals also, wenn AN die Absmsse des gesuchten Schwerpunctes O
ist, sofort AN = 2 AF, folglich auch A0 = } AE wird (§. 55).

35. Zur Beslimmung des Schwerpunctes einer mit der Grund-
fliche parallel abgestutztien Pyramide BCd (Fig. 18), in
welcher die grofsere Grundfliche BCD = F, die kleinere becd = f,
ihre Hohe fF = h, jene der Ergiinzungspyramide Af = %’ und die
Hohe der erginzten Pyramide 4 F = A" ist, mufls man die beiden vori-
gen Integrationen von & — A& bis @ = A ausfihren. Dadurch findet
man fiirs Erste, nach einigen einfachen Reductionen (und wie ohnehin
aus der Geometrie bekannt) V=% h (F-f -4 V/ Ff) und damit
weiters

FAF L r 4+ PO X =50y

r et — Y
ST AV D
Nimmt man ferner zwei hnlich liegende Seiten der Pyramide, z B.
be, BCund setzt b c=a, BC=A; so erhilt man wegen &’ : b’ =
@A Ui — az:Az, auch »':h =a: A—a und 2" : h =

A:A— a, folglich » =

het F o=
3 A R SN s s R
f dr = it 4

h¢

woraus X = . (a) folgt.

b und A = iIz,, so wie auch [ =
—a A—a

a’ : £ Aad e : k
o Diese Werthe fir 4/, 4 und £ in die vorige Gleichung (a) sub-
stituirt und gehorig reducirt erhilt man auch
X=2 .

g (A—a) @3 + da+ a®)
und wenn man den Abstand des gesuchten Schwerpunctes anstatt von
der Spitze A abwiirls, von der Grundfliche d. i. vom Puncte F' aufwirls
zihlt und diesen Abstand mit X’ bezeichnet, wodurch in der vorigen
Relalion X = 2" — X* zu setzen ist, endlich auch nach allen Re-
ductionen :

R = A”j}— 24a+ 36’
A*+Ae+a®

e ) Nl o)
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86. Zur Bestimmung des Schwerpunctes einesRotationskor-
pers drehe sich die von der Curve N N (Fig. 12) den beiden recht-
winkeligen Ordinaten BN, B’N‘und der Abscisse B B’ begrenzte ebene
Fliche um die Abscissenachse A X; so entsteht ein Rotationskorper,
dessen Schwerpunct O offenbar in dieser Achse selbst liegt und wofir,
wenn A der Ursprung der Coordinaten ist, 4 0 = X seyn soll.

Mit Beibehaltung der in Nummer 29. gewihlten Bezeichnung be-
schreibt bei dieser Rotation das Flichenelement P (welches bekanntlich
als ein Rechteck anzusehen ist) einen Cylinder von kreisformigen Grund-
flichen, dessen Inhalt dV = y®= da ist. Damit verwandeln sich die
obigen Relationen (III) in 3 3. in die folgenden :

<t

V—=xf y*dr und VX=xfmy2d.1‘.

8'7. Dreht sich als einfachstes Beispiel das rechtwinkelige Drei-
eck A B C (Fig. 15) um die Cathete A C, so entsteht ein gerader
Kegel von der Hohe A C = % und der kreisformigen Basis vom Halb-

messer BC = . Da nun y :2— o die Gleichung der Geraden A B

ist, so folgt nach den beiden vorigen Relationen:

It o3 ~2 28
7 2 B 1

V—'r =2 (].D:ﬂ—~:§r2n/&, ferner
0/ /‘13
he s 7 s
. . /t
L72nh X — rj‘ L atde—ax L2 =192 242
3 3 5 2 i 2 TR %
e A 4
und daraus wieder X S

Anmerkung. Ist in dem genannten Dreiecke A BC (Fig. 15) & ¢ parallel
mit BC, und setzt man b¢c =7, BC =R, Ac = ¥, AC = } und
Cc=h"—Nh =h; so beschreibt bei der angenommenen Rotation die
Fliche €' einen mit der Grundfliche parallel abgestutzten Kegel,
dessen Hohe = £ ist, und deren Grundflichen die Halbmesser £ und 7
haben

Um nun dafiir den Schwerpunct 0 zu bestimmen , darf man nur die
beiden vorigen Kelationen in die nachstehenden

W pa b pa
V= nf z?dz und VX = ﬂf — z* dz verwandeln,

he B3 W R ?
2 T 2
woraus man V= 0 R B *—n % und VX= ;LT:E L=t
Bt et
folglich X =it e el

% AV — B
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Nun ist 2°: 4 =7r:R oder &' :h=r:R—7r und A" :h= R: R—r, also
7 n”
MG N =8 e folglich auch , wenn man diese Werthe

LT R
(Rt nl(E R
,l RK Sod 7.5

substituirt : AO—TRE

=]

oder wenn man € 0 = X’ setzt, wodurch X=A 0 =" — X' =/ A un X

wird, nach gehoriger Substitution und Reduction, endlich:

RO RS Uigiga

XoEit P i .
R4+ Rr+r

(analog mit der Gleich. () in 33.)

38. Ist die Begrenzungscurve NN’ (Fig. 16) ein Kreishogen,
folglich der Rotationskorper ein Kugelabschnitt mit zwei Grund-
flichen, so ist, wenn man die Abscissen vom Mittelpunct €' zédhlt und
den Halbmesser milt » bezeichnet, y* = r*—a* und daher (Relatio-
nen in $6.):

i
V=r| dz (*—a®» =z[1?@ —a)—L@@">—a%]
L
=lrz(e'—a)@Br*ra*— 'z’ —a! &)
e
pn AN — n-f 2 de 1 —wf) = = [2r2 (@4~ 2'?) —
5
% <J)“4—~.Z'14'>] - i 7 (;L'”z——~~l»" 2) (27'2—.’1,‘/2——.'1,'“ 2)

s M el A s & . .
woraus durch Division =45 und gehoriger Reduction, sofort

X 8 (@' +z) @ i
“F Ve % 37.2_$12_x/$//_xug

folgt.

Fir einen Kugelabschnitt mit einer Grundfliche, folgl aus
diesem Ausdrucke, wegen z* = » und wenn man die Hohe des Kugel-
segmenles mit % bezeichnet, wodurch @‘=»— & wird, sofort

Xt @r—2)"
P .
3r—nh

Eudlich folgt noch aus dieser letztern Relation fiie den Schwerpunct
der Halbkugel, wegen £ = r, ibercinstimmend mit dem Werthe
COin§ 58: X —2 ‘

$9. Ist endlich die erzeugende Fliche von einem parabolischen
Bogen A N (Fig. 12) begrenzt, folglich der Rolalionskorper ein par a-
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bolisches Conoid, so erhilt man, wegen y* = pa (Gleich. der
Parabel AN’, die Abscissen vom Scheitel A gezéhlt) :
x z? x 3
V:::fpa:d.z;:rrpT und SV Rt By % d B ek 1:7,
o i 1 ) 9

folglich : X =2

@l

Guldins’che Regeln.

4®. Slellt o (Fig. 12) den Schwerpunct der ebenen Curve NN/
= [ vor, 50 istfir Po = Y nach der zweiten der Relat. (I) in 22 :

S1
Y! =f yds oder, wenn man mit 2 = wulliplicirt, auch
S0

2Y7rl=fl2'l/7rds.
S0,

Nun entsteht aber durch Umdrehung dieser Curve ¥ N/ um die Achse
A X eine Rotationsfliche, deren Oberfliiche durch den zweiten Theil die-
ser Gleichung ausgedriickt wird, wiihrend der erste Theil nichts anders
als das Product aus dem Weg des Schwerpunctes o in die Linge ¢ der
Curve bezeichnet: die durch Umdrehung einer ebenen Curve
um eine in ihrer Ebene liegende Achse erzeugte Rota-
tionsfliche ist also gleich dem Producte aus der Linge
der Curve in den Weg, welchen der Schwerpunct der-
selben bei dieser Umdrehung beschreibt.

4 1. Bezeichnet dagegen o den Schwerpunct der von der Curve
NN’ (Fig. 12) begrenzten ebenen Fliche BN' —= F und ist wieder
Po = Y, so entsteht durch die Undrehung dieser Fliche um dic Achse

L1

A X ein Rolationskorper, dessen Inhalt durch Ayzzt dz ausgedriickt

x!

wird. Bs ist aber nach der zweiten Relation (II) in 26.

17

YF = f sy dF oder wegen dF — yd. und wenn man auch gleich

wieder mit 2 z mulliplicirt :
2 . K zf y*zda,

d. h. derInhalt des durch Umdrehung der ebenen Fliche
F um die Achse AX erzeugten Korpers ist gleich dem
Producte aus dieser Flidche in den Weg, welchen ihr
Schwerpunct bei dieser Rotation zuricklegl.



