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Dasselbe Resultat erhält man offenbar auch für eine Zone mit eine;

Grundfläche, d. i. für eine Kugelhaube oder Kugelschale, indem

man dafür nur z7 = CA = rsetzen darf. Auch wird für die Oberfläche

der Halbkugel, wegen 2 = 0 und 2” = r ebenfalls nach dieser Re-

Belt — 1

Schwerpunet der Körper.

0.55

33. Da bei homogenenKörpern, wie sie hier immer vorausge-

selzt werden, das Gewicht dem Volumen proportional ist, das Volumen

daher zur gröfseren Einfachheit statt dem Gewichte gesetzt werden darf

(indem der Factor, welcher das Gewicht der cubischen Einheit bezeichnet,

zuletzt überall hinausfällt); so erhält man zur allgemeinen Bestimmung

des Schwerpunctes eines Körpers, wenn man dessen Volumen mit V,

also ein Element davon mit dV bezeichnet, die nachstehenden (mit jenen

in 22. analogen) Gleichungen:

vx=[zav, vr=[yar, vz=[sv, |

v- far. !

wobeisich die Grenzen, innerhalb welcher die Integrationen ausgeführt

werden müssen, in den einzelnen specielien Fällen immer von selbst
ergeben

AD

34. Um z. B. den Schwerpunct einer Pyramide ABCD

(Fig. 17) von einer beliebigen Grundfläche zu bestimmen, verbinde man

die Spitze der Pyramide A mit dem Schwerpunct E der Grundfläche,

wodurch AE eine Linie der Schwere wird, in welcher sofort der gesuchte

Schwerpunet0 liest. Fällt man ferner aus demselben Puncte A auf die

Grundfläche der Pyramide das Perpendikel AF, nimmt dieses zur Abs-

eissenachse, so wie den Punct A zum Ursprung der rechtw. Coordina-

ten, legt durch die Puncte P und p wofür AP= x und Ppp—= dx

ist, zwei Ebenen de d und b’ c’ @ parallel mit der Grundfläche B CD,

bezeichnet die Gröfse der Grundfläche B € D mit f, so wie jene des
ähnlichen Polygones dc d mit x und endlich die Höhe der Pyramide A F
mit %; so ist zuerst AV —= dx oder wegen f:x — h?:©?, woraus

29

>
> x” folgt, auch dV -7 x? de und daraus

Be fm: ’ 2 3
Vv= =, du=p35—= Yr h (wie ohnehin bekannt.)

=
Dt
7
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Mit diesen Werthen von V und dV erhält man aus der erstern der

Relationen (ID in 33.

1fh.X = af.0? dr 4% ep

und daraus = :nh,

so, dafs also, wenn AN die "ak des gesuchten Schwerpunctes O

ist, sofort AN —= #3 AF, folglich auch AO — 2 AE wird ($. 55).

35. 7ur Bestimmung des Schwerpunctes einer mit der Grund-

fläche parallel abgestutzten Pyramide BCd (Fig. 18), in

welcher die gröfsere Grundfläche BCD—= F, die kleinere bed = f,

ihre Höhe fF —= n, jene der Ergänzungspyramide Af= h‘ und die

Höhe der ergänzten Pyramide AF = h”ist, mufs man die beiden vori-

gen Integrationen von x — Ibis x — 4‘ ausführen. Dadurch findet

man fürs Erste, nach einigen einfachen Reductionen (und wie ohnehin

aus der Geomeirie bekann) V=4h(F+f+ V Ff) und damit

weiters
N?

ol+ vV FAXerade=.

Fo atony"
® RE REHFHVEN!

Nimmt man ferner zwei ähnlich liegende Seiten derPyramide, z B.

bc, BC und seizibc—=a, BC—=A; so erhält man wegen 4’:—

a:A und f: F=a?:4?, auch W:A=a:A—a und W:h—

A:A—-a, folglich a‘ —

woraus X— . (a) folgt.

 7 und hd — aa so wie auch f=
a A—a

5 F. Diese Werthe für A‘, »“ und fin die vorige Gleichung (a) sub-

stituirt und gehörig reducirt erhält man auch:
xo3 Ar—ai

r dee(4’+Aa+ a?)

und wenn man den Abstand des gesuchten Schwerpunctes anstatt von
der Spitze A abwärts, von der Grundfläche d. i. vom Puncte F aufwärts

zählt und diesen Abstand mit X’ bezeichnet, wodurch in der vorigen

Relation X =" — X’ zu setzen ist, endlich auch nach allen Re-

duclionen:

Aoa

Aa
xi—=1ln   rel

m
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36. Zur Bestimmung des Schwerpunctes einesRotationskör-

pers. drehe sich die von der Curve NN’ (Fig. 12) den beiden recht-

winkeligen Ordinaten BN, B’N’ und der Abscisse B B‘ begrenzte ebene

Fläche um die Abscissenachse AX; so entsteht ein Rotationskörper,

dessen Schwerpunct © offenbar in dieser Achse selbst liegt und wofür,

wenn A der Ursprung der Coordinaten ist, AO = X seynsoll.

Mit Beibehaltung der in Nummer 29. gewählten Bezeichnung be-

schreibt bei dieser Rotation das Flächenelement Pm (welches bekanntlich

als ein Rechteck anzusehen ist) einen Cylinder von kreisförmigen Grund-

flächen, dessen Inhalt dV = y?r de ist. Damit verwandeln sich die

obigen Relationen (II) in 33. in die folgenden :
xt

v=r[yde und Pera

3%. Dreht sich als einfachstes Beispiel das rechtwinkelige Drei-

eck ABC (Fig. 15) um die Cathete AC, so entsteht ein gerader

Kegel von der Höhe AC —= h und der kreisförmigen Basis vom Halb-

messer BC—=r. Da nun y ei x die Gleichung der Geraden AB

ist, so folgt nach den beiden vorigen Relationen:
h.2 7?

Wein realen —=r -—ırıh, ferner

of m 3
h.z 2 pi

a BAR Li.
12h X — % = dicu—

ER n’ 4
und daraus wieder x=3:h.

r
l

Anmerkung. Ist in dem genannten Dreiecke ABC (Fig. 15) de parallel

mit BC, und setztmn dsc=r,BC=R, Ac=4,AC= 4und

Cc=h"—h=h; so beschreibt bei der angenommenen Rotation die

Fläche Cd einen mit der Grundfläche parallel abgestutzten Kegel,

dessen Höhe = % ist, und deren Grundflächen die Halbmesser 2 und r

haben

Um nun dafür den Schwerpunet 0 zu bestimmen, darf man nur die

beiden vorigen Relationen in die nachstehenden
hn2 h’’n2

Dr *f, dr und re f, — z°’dxz verwandeln, 
ne 4? a ZZ

2 R?

worausman V=az (x °—%°) und FA= Fr 4lh—W‘)

nN—M*

folglich Xi enennihäll;4 h"®—n
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Nun ist 4:4” =r:R oder WoA=r:R—r und A:A=R:R—r, also

7% R
nN—=h —-ud2”=h ———- , folglich auch ,' wenn man diese’ Werthe

R—r a)

Ute)
substituirt : a ng

2 R r

oder wenn man CO = X’setzt, wduchX= A0=M}}"— X =h EA ad

wird, nach gehöriger Substitution und Reduction, endlich:

RL 9 Rr-+3r7°
Kuala Vedig

R’+-Rr+r

(analog mit der Gleich. (d) in 35.)

38. Ist die Begrenzungscurve NN’ (Fig. 16) ein Kreisbogen,

folglich der Rotationskörper en Kugelabschniti mit zwei Grund-

flächen, so ist, wenn man die Abscissen vom Mittelpunet € zählt und

den Halbmesser mit r bezeichnet, y? = r?— x” und daher (Relatio-

nen in B6.):
EL

V=xr de Gr x» =r jr (a ES x£') an 1 (a Sy >|

‘
 

x

— ir @'" a) (em2 Bri22 nlze)

undes PX — «f 2 de 1? a9) — x. 77 @#29 —
ge

4 (@* — a9] ai 4 ze) ar?—aan?)

a 8 & n
woraus durch Division iR und gehöriger Reduction, solort

 
ee (+2)@re=

nu reeen?
  

folet.

Für einen Kugelabschnitt mit einer Grundfläche, folet aus

diesem Ausdrucke, wegen 2’ — r und wenn man die Höhe des Kugel-

segmenles mit 7 bezeichnet, wodurch 2—=r— Ah wird, sofort

Fi @r—n?

neh
Endlich folgt noch aus dieser letztern Relation für den Schwerpunet

der Halbkugel, wegen % = r, übereinstimmend mit dem Werthe
CD in$. 58: N j

Me

39. Ist endlich die erzeugende Fläche von einem parabolischen
Bogen AN’ (Fig. 12) begrenzt, folglich der Rolalionskörper ein para-



29

bolisches Conoid, so erhält man, wegen y® = px (Gleich. der

Parabel AN’, die Abscissen vom Scheitel A gezählt) :
x cr’ x 3

verfpede=ry, und uRem ren nn
o # + o >

folglich : Neal

“
l
ı
s

Guldins’che Regeln.

4®. Stell o (Fig. 12) den Schwerpunct der ebenen Curve NN

—= I! vor, so ist für Po — nachder zweiten der Relat. D in 22:

Sı
Yı il; yds oder, wenn man mit 2 x mulliplicirt, auch

Ei

2,Yzl= [see

so

Nunentsteht aber durch Umdrehung dieser Curve N N’ umdie Achse

AX eine Rotationsfläche,, deren Oberfläche durch den zweiten Theil die-

ser Gleichung ausgedrückt wird, während der erste Theil nichts anders

als das Product aus dem Wee des Schwerpunctes o in die Länge 7 der

Curve bezeichnet: die durch Umdrehung einerebenen Curve

um eine inihrer Ebene liegende Achse erzeugte Rota-
tionsfläche ist also gleich dem Producte aus der Länge
der Curvein den Weg, welchen der Schwerpunct der-
selben bei dieser Umdrehung beschreibt.

4%. Bezeichnet dagegen o den Schwerpunct der von der Curve

NN‘ (Fig. 12) begrenzten ebenen Fläche BN’— F und ist wieder

Po= Y, so entsteht durch die Umdrehung dieser Fläche um die Achse
ZH

AX ein Rolationskörper, dessen Inhalt durch er dx ausgedrückt
xt

wird. Es ist aber nach der zweiten Relation (I) in 26.
zii

Yh — & 3ydF oder wegen dF — yd.r und wenn man auch gleich

wieder mit 2 x multiplicirt:

2Yx.F a y’rde,

d.h. der Inhalt des durch Umdrehung der ebenen Fläche
F um die Achse AX erzeugten Körpers ist gleich dem
Producte aus dieser Fläche inden Weg, welchen ihr
Schwerpunct bei dieser Rotation zurücklegt.


