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beiden Gleichungen: RX = =(Pz) und RY = =(Py), wobei

1 9. Liegen dagegen die simmilichen Puncte M, M, . . . in einer
geraden Linie und nimmt man diese zur Achse der 2, so erhalt
man aus den beiden lelzten der Relationen (1) in B '¥. wegen

Y=l — s — 0 und 5 — & =%, .. ..— 0,
wenn das Gleichgewicht nich( Stalt hat, also % nicht Null ist (da
fir das Gleichgewicht dieser Punct X, ¥, Z ohnehin nicht besteht),
sofort Y =0, Z = 0, zum Zeichen, dals in diesem Falle (wie es
ohnehin bekannt) der Mittelpunct der parallelen Kréfte in der namli-
chen Geraden liegt.

Satz der statischen Momente.
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2®. Wirken auf einen frei beweglichen Punct 4 (Fig. 8) beliebig
viele in ein und derselben Ebene liegende Krifie P, P,, P, . . . nach

den angedeuteten Richlungen, und fillt man aus irgend einem, in der-
selben Ebene liegenden Punct O aul dgie Richtungen der Krifte oder de-
ren Verlingerungen die Perpendikel 0w, Oa, . . . und bezeichnet ihre
Grofse oder Linge beziehungsweise durch p, p,, p, . . . so sind Pp,
Py p, u s w. die statischen Momente dieser Krifte in Bezie-
hung auf den Punct 0.

Nimmt man die durch diesen Punct 0 und den Angriffspunct A
gezogene Gerade X X' zur Abscissen- und die durch A darauf perpen-
dikulire Gerade ¥ ¥ zur Ordinatenachse, bezeichnet die Winkel, welche
die Kridfte P, P, . . . mit X X’ einschliefsen, wie inNr. & ¥ durch «
@y ay . . . zerlegt wieder, wie dort, jede dieser Krille in zwei
auf einander senkrechte Seitenkréfte, nimlich nach AX und A Y, und
bezeichnet gerade so wie dort die Mittelkraft aus allen nach der Achse
X X’ wirksamen Seitenkrafte mit P’, so wie jene nach ¥ ¥’ wirkenden
Krifte mit @, so, dafls also (wiein & £.) P’ = P Cosa - P, Cos a4
und @' = PSina 4 P, Sina, - ... wird; so hal man aus dieser
lelztern Relation, wenn man den beliebigen Abstand 4 0 — selzt,
wodurch

Sina =§, Sin oy =%, Sin o, =p; il

u
wird, sofort:

p» b,
o=rlyn? 40,
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oder wenn man durchaus mit « multiplicirt :
Qu = Pp + P,p, + P,p, + - .. (m.

Ist nun R die Resultirende aus diesen Kriften P, P, . . . also
auch der heiden Mittelkrafie P/, @/, und falll man auf diese Kraft eben-
falls aus O das Perpendikel 06, dessen Linge v heifsen soll; so ist
nach dem Satze (1) in §. 29 RNv=0'¢'--P'p’', oder da hier ¢'=u
und p’ = 0 ist, auch ®v = Q’w, und wenn man fir Q" u den Werth
aus der vorigen Relation (an) selzt:

Rt =Pp +P,p, +P,p, + ... (1)

Anmerkung 1. Die in dieser algebraischen Summe vorkommenden Glicder
werden positiv oder negativ, je nachdem (da man die simmtlichen Krifte
P als positiv anzusehen hat) dic Perpendikel p = # Sina, p, =uSina, . ..
positiv oder negativ ausfallen, d. h. je nachdem die enlsprechenden Win-
kel « im 1ten und 2ten oder 3ten und 4len Quadranten liegen.

Auch Jifst sich dieser Gegensatz in den Zeichen der Glieder Pp leicht

dadurch finden, dafs man sich die simmtlichen Perpendikel 2, p, . . .

im Puncte O fest mit einander verbunden, zugleich aber um diesen Punct

drehbar denkt und sich vorstellt, dals die Kvilte P, P, . . . an ihren

Endpuncten @, @, . . . wirksam sind; dann bilden die Krafte, wie hier

P und P,, welche dasSystem von O @, O, . . . nach der einen Rich-

tung drehen wollen, den Gegensalz zu jener, wi* hier P,, welche dieses

System nach der entgegengesetzten Richtung zu drehen streben. Die

Resultirende sucht das System im positiven oder negativen Sinne zu drehen,

je nachdem die algebraische Summe der Glieder Pp (wobei man will-

kiirlich die eine oder die andere Richtung als die positive annehmen kann)
positiv oder negativ ausfallt.

Anmerkung 2. Da fiir den Fall des Gleichgewichtes, wegen 3t = 0, sofort
Pp + P p, + P,p, + ... = 0 wird, so folgt, dals in diesem Falle
dic Summe der statischen Momente jener Krifte, welche das genanute
System nach einer Richtung zu drehen suchen, gleich seyn mufs der Summe
der statischen Momente der iibrigen, d. h. jener Krifte, welche das Sy-
stem nach derentgegengesetzten Richtung drehen wollen. Aulserdem
miissen auch noch, wenn O ein freier Punct ist, die beiden Bedin
gungsgleichungen (13.) P/ = 0 wnd @' = 0 bestehen.

Ist dagegen O ein fester Drehungspunct, so ist das Gleichgewicht
von der Bedingungsgleichung P/ = 0 unabhingig, d. h. diese Gleichung
braucht nicht Statt zu finden.

Anmerkung 3. Lilst man, ohne die Grofse der Perpendikel 2, 2,, 2, ...
zu dndern, die ganz willkiirliche Distanz 4 0 = % allmiilig zunehen und
setzt endlich # = OQ, so laufen zuletzt die Krifte P, P, P, . . . un-
ter einander parallel, ohne dals dadurch die obige Relation (1), in
welcher diese Grofse 2 nicht mehr vorkommt oder hinausgefallen ist, ihre
Giltigkeit verliert (§. 33),
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2 1. Die vorige Relation (1) gilt aber nicht blofs fiir den Fall, in
welchem die Krifte P, P, . . . auf einen einzigen Puncl, sondern
auch wenn diese auf verschiedene, mit den Kriften in dersel-
ben Ebene licgende, jedoch fest mit einander verbundene Puncte 4,
A, A, ... (Fig. 9) wirken. Denn sucht man zuerst zu den beiden
Kriften P und P, , welche sich in M schueiden, die Mittelkraft R, fer-
ner zu dieser und der 3len Kraft P,, welche sich in N schneiden sol-
len, die Mittelkraft B, u. s. w. fort, fillt dann aus irgend einem in der-
selben Ebene liegenden Punct 0 auf die Richtungen der Krifie P, P, . . .
R, R, . .. die Perpendikel Oa = p, Oa, =p, . .. 0b = 7,
0b, = r, . . .; so folgt nach der genannten Relation (1) der vorigen
Nummer: Rr = Pp -- P, p,, ferner eben so

Rr.=Rr 4+ P,p,=Pp—+ P p +P,p,,
und wenn man auf diese Weise forlfihrt. und die letzle Resullirende aus
allen Kréiften wieder durch 8, das aus 0 darauf gefillte Perpendikel durch
t bezeichnet, endlich wie zuvor:

Re=Pp+Pip, +Pp, + ... = Z(Pp ... (2
Anmerkung 1. Bezieht man die Angriffspuncte 4, 4, . . . auf zwei

willkiirliche in dieser Ebene gezogene rechtwinkelige Achsen, und zerlegt
Jede der gegebenen Krifte P, P, ... in zwei mit diesen Achsen paral-
lele Krifte, deren Angriffspuncte man sich in diese Achsen verlegt denken
kann; so erhdlt man genau so wie in 12., wenn man die dortige Be-
zeichnung der Winkel, welche die Krifte P, P, . . . mit der Achse X X*
bilden, beibehilt, zwei Gruppen von parallelen Kriften, von denen
die mit der Achse XX’ parallele Gruppe die Resultirende P/ = = (P Cos «)
und die mit ¥ ¥ parallele die Mittelkraft @’ = = (P Sin o) besitzt.

Soll also hier das Gleichgewicht Statt finden, so wmiissen gleichzeitig
die drei Bedingungsgleichungen bestehen :

Z(PCpsa) = 0, E(PSina) =0, Z(Pp) = 0 (J).

Auch lassen sich die in der vorigen allgemeinen Gleichung (2) vorkom-
menden Producte oder stat. Momente so ausdriicken, dafs dadurch zu-
gleich die Zeichen der Perpendikel v, p, p, . . . in die Augen fallen.

Nimmt man nidmlich zuerst nur zwei Krifte 7, P, an und bezieht diese
auf ein durch den Punct @ gehendes rechtwinkeliges Achsensystem, be-
zeichnet die Coordinaten der Angriffspuncte 4, A’ dieser Krifte bezichungs-
weise mit z, y und z,, y,, die Winkel, welche die Kriifte P, P, und
ihre Resultirende R mit der Abscissenachse bilden, mit @, «, und @; so
erhilt man fiir die aus dem Anfangspunct 0 auf die Richtungen der Krifte
P, P, R gefillten Perpendikel p, p, , 7, wie leicht zu sehen, die Aus-
driicke

»=ylosa — zxSinc, p, =y, (osa, — z, Sin a,
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und wenn X, ¥ die Coordinalen irgend eines Punctes der Resultirenden 72
sind , 7 = Ylosa — XSina.

Dadurch erhilt also die obige Gleichung Rr = Pp + P, p, die Form:
R (Y (vsa—X Sina) = P(y Cos a— z Sina) + P, (y, Cosa, —z, Sina,).

Verbindet man jelzt gerade so, wic es vorhin geschehen, diese Resulti-
rende R mit der dritten Kraft P, und setzt fir R, P, und ibrer Resulti-
renden R’ die der vorigen analoge Gleichung an, verbindet ferner B’ mit
P, u. s. w. fort, bis man auf diese Weise zur lelzten Kraft gekommen ist,
und bezeichnet die letzte Resultirende wieder mit R, die Coordinalen eines
ihrer Puncte durch X, ¥, so wie den Winkel, welchen sie mit der Abscis-
senachse bildet, durch @; so ist die der vorigen analoge Gleichung:

N (¥Cosa— XSina) = Z[P(yCosa—zxSina)] (m),
welche den Abstand ¢ angibt, in welchem die Resultante & vom An-
fangspuncte der Coordinaten durchgeht, wihrend die beiden obigen Glei-
chungen P’ = R Copsa und @' = R Sina, d. i

Msa = Z(PCosa) und RSins = Z(PSina) .. . (n),
die Grofse und Richtung derselben angeben.

Nach den vorhin aufgestellten Bedingungsgleichungen (2) folgt, dafs eine
beliebige Anzahl von in derselben Ebene liegenden Kréften im Gleichge-
wichte steht, wenn 1. die Summe der Seitenkriafte dersel-
ben nach den Richtungen zweier beliebiger in dieser
Ebene angenommenen rechtwinkeligen Achsen jede fir
sich gleich Null und 2. die Summe der statischen Mo-
mente der Krifte in Beziehung auf irgend einen in der
Ebene angenommenen Punct ebenfalls gleich Null ist.

Hitte die Ebene, in welcher die Krafte licgen, einen festen Punct, so
brauchte ihre Resultirende nicht mehr = 0 zu seyn, sondern es wiirde
fiir das Gleichgewicht hinreichen, dals diese durch den festen Punct geht.
Nimmt man diesen Punct zum Ursprung der Coordinaten, so redu-
cirt sich dic Bedingung des Gleichgewichtes auf die einzige Gleichung
E(Pp) = 0, wihrend der Werth der Resultante

R = J{:[E(PCosa)]’ + [Z(Psma)]’}

den Druck gegen diesen festen Punct angibt.
Wiren die simmtlichen Krifte parallel, so wire a==@a, =2, = ...,
folglich hitte man R Cosa = Cosa2(P), RSina = SinaZ(P) und
Nr = =(Pp), woraus sofort
Cosa = Cosa, Sina = Sine und N = E(P)

folgl; es ist also die Resultante in diesem Falle (wie hekannt) den Seiten
kriften parallel und ihrer Summe gleich.

Fiir dasGleichgewicht ist R = 0, also £(P)= 0 und = (Pp)=0.

Anmerkung 2. Wirkoonen jetzt auch auf den allgemeinen Fall iiber-
gehen und die Gleichgewichtshedingungen fiir ein System von fest mit ein-
ander verbundenen Puncten bestimmen , auf welche Krifte nach beliebi-
gen Richtungen im Raume wirken.
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Lg% seyen® ftimlichl B, Pp,« P, s .. Siiese Keaftos 5zl ngiiday) s, v,, 3,
u.s. w. die auf irgend ein rechtwinkeliges Achsensystem bezogenen Coor-
dinaten ihrer Angriffspuncte; a, B, v, a,, B,, 7, u. s. w. die Winkel,
welche die Krifte bezichungsweise mit den Achsen der #, ¥, s bilden.
Diels vorausgesetzt, zerlege man jede Kraft P in drei mit den Coordina-~
tenachsen parallele Krifte, so sind diese (Nr.15) fir die Kraft P bezie-
hungsweise P Cos o, PCos3, PCosvy; fir jene P, : P, Cosa,, P, Cosp,,
P, Cosvy, u.s. w. Man verlingere ferner die (mit der Achse der z pa-
rallele) Kraft P €ps « bis zu ihrem Durchschaitt V (Fig. 9, @) mit der Ebene
der ¥ %; so hat dieser Punct N die Coordinaten An=y und Am = 2.
Zerlegt man diese Kraft P Cos o in zwei gleiche mit ihr parallele Krifte,
welche in derselben und zwar in der durch p ¢ gehenden Ebene liegen
(wofiir Ap = Agq ist), so fillt von diesen beiden, wit der Achse der
z parallelen Krifte § P Cos o, cine in die Ebene der zy und hat von der
Achse der & den Abstand Ap= 247 =2y, und die andere in die Ebene
der zz in den Abstand Ag=2Am =23 von dieser Achse.

Zerlegt man auf gleiche Weise auch die @ibrigen mit der Achse der x
parallelen Krifte P, Cos o, . .. jede in zwei gleiche dieser Achse parallele
Krifte, so erhdlt man fiir das System der mit der Achse der z parallelen
Seitenkrifte zwei Gruppen solcher mit dieser Achse paralleler Krifte
LPCosa, +P, Cosa, . .., wovon die eine Gruppe in der Ebene der zy
in den Entfernungen beziehungsweise 2¢, 27, . . . und die zweile in der
Ebene der £ % in den Entfernungen 2 2, 22, . . . wirksam ist.

Eben so kann man das der Achse der w parallele System der Seiten-
krifte PCosB, P, CospP, . . . durch zwei Grujpen dieser Achse parallcle
Krifte ersetzen, von denen dic eine in der Ebene der x% in den Entfer-
nungen 2z, 2z, . .. und die andere Gruppe in der Ebene der y % in
den Entfernungen 2%, 2%, . . . wirksam ist,

Endlich kann man auch fiir das dritte System der mit der Achse der z
parallelen Seitenkriifte P Cosy, P, Cosvy, . . . zwei Gruppen von mit der-
selben Achse der = parallelen Krifte 3 P Cos y, 3P, Cosvy, . . . substitui-
ren, wovon die eine Gruppe in der Ebene der z 3 liegt und deren einzel-
nen Krifte die Abstinde 2z, 2z, . . ., die andere in der Ebene der 3
wirksam ist, und die Abstinde 2y, 2y, ... von dieser Achse der 2
haben.

Durch dieses Verfahren hat man aber anstatt der urspriinglichen Krifte
P, P, . . welche ganz willkiirliche Richtungen im Raume haben kdnnen,
durchaus Kriifte erhalten, welche lediglich in den 3 coordinirlen Ebenen
wirksam, und darin in je zwei, beziehungsweise mit den in diesen Ebencn
liegenden Achsen parallelen Gruppen vertheilt sind ; es ist klar, dals wenn
in jeder dieser 3 coordinirten Ebenen Gleichgewicht besteht, auch das ganze
System im Gleichgewichte seyn muls.

Nun sind aber die Bedingungen fiir das Gleichgewicht in den 3 genann-

ten Ebenen der zy, T %, yz bezichungsweise (nach den vorigen Relatio-
nen (7) und (7,), wenn man 8 = 0 setzt):

Burg's Mechanik  Suppl. 2
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LE(P Cosa) =0, 3Z(PCosE)=0, L1z (P[2yCosa—2zCosP])=0
LS (P Cosa)=0, LZ(PCosy) =0, += (P[22 Cosa — 22 Cosy]) =0
12(P(vsB) =0, +=(PCosy)=0, :Z(P[23CosB — 2y Cosy]) =0

Da jedoch diese 9 Gleichungen nur 6 verschiedene ausmachen, so
wird das angenommene freie System im Gleichgewichte seyn, wenn die
Kriifte P, P, .. folgenden 6 Bedingungsgleichungen Geniige leisten :

iE(PCosa):O, S (PCosP) =0, Z(PCosy)=0

s) < S(P[yCosea—=z Cosﬁ;l) =0

‘I = (P [z Cosa— z Cosy]) = O
VE(P[z CosP — yCosy]) = 0

Auch lifst sich leicht zeigen, dals ohne Erfillung dieser Gleichungen
das Gleichgewicht nicht bestehen kann.

Ist das System nicht frei, sondern z.B. durch einen festen Punct
gehalten, um welchen es rotiren kann; so ist es fiir das Gleichgewicht
nicht mehr nothwendig, dafs die Resultirende Null sey, sondern es gentigt,
dafls diese durch den festen Puncl geht. Nimmt man diesen Punct zum
Ursprung der Coordinaten, so bilden die 3 letzten Gleichungen der vori-
gen Relationen (s) die hier ndthigen Bedingungsgleichungen fiir das Gleich-
gewicht (weil jetzt v statt 9%t Null ist)

Wird das System durch zwei feste Puncte oder durch eine feste
Achse gehalten, so werden alle zu dieser Achse parallelen und auf diese
perpendiculiren Krifte durch ihren Widerstand aufgehoben. Nimmt man
daher diese Achse zu einer der Coordinatenachsen, z. B. fiir jene der 3,
so werden alle in der Ebene der 3 und ¥ = liegenden Krilte aufgehoben
oder vernichtet und es wird also fiir das Gleichgewicht nur néthig seyn,
dafs die Resultante der in der Ebene der ¥ wirksamen Krifte nach der
Achse der % gerichtel sey, d. h. dals sie durch den Ursprung der Coordi-
naten gehe; dadurch wird die Bedingung des Gleichgewichtes auf die ein-
zige Gleichung = (P [y Cosa— x CosB]) = 0 reducirt, so, dafs also
in diesem Falle nur die Summe der stat. Momente in Beziehung auf diese
feste Achse = 0 zu seyn braucht.

Nimmt man an, dafs die simmtlichen Krafte = unter einander paral-
el sind, so darff man nur e = ¢, = o, =..., =03 =£, = .. und
9 =7, =v,=.. setzen, um fiir das Gleichgewicht aus den Rela-
tionen (s) die Bedingungsgleichungen zu erhalten :

€osaE(P)=0, CosBZ(P)=0, CosyE(P)=0, &.i.Z(P)=0
und  Cosa 2 (Py) - CosBE(Px)=0, CosaZ(P2)— CosyZ(Px)=0
CosBE(Pz)— CosyZ(Py) =0
welchen letztern Gleichungen geniigt wird, wenn
2 (Px)=0, ZPy)=0, Z(P2)=0 ist

Findet das Gleichgewicht nicht Statt und haben die Krifte die Resul
tivende 22, welche mit den Achsen der #, ¥, % bezichungsweise die
Winkel @, &, ¢ bildet; so darf man zur Herstellung des Gleichgewichtes
offenbar zu den Kriften P, P, . . nur noch eine der £ gleiche und gerade
entgegengesetzt wirkende Kraft hinzufigen; dadurch gehen die vorigen
Bedingungsgleichungen iiber in folgende:
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€CosaZ(P)—RCosa=0, CosPE(P)— RCo8b=0, und
CosyE(P) —RCosc = 0,
woraus zuerst R = = (P) und @ =2, b'= 8, ¢ = y folgt,
und, wenn z’, y’, 2’ die Coordinaten irgend eines Puncles dieser Resul-
tirenden R sind . ferner:
Cos 2 [S(Py) —y* = (P)] = Cos 3 [ (P2) — o' 2(P)]
(05 2 [ (P3)—-2' = (P)] = Cusy [E(Pz)—z' = (P)]
Cos . [2(P2) — 3 Z(P)] = Cosy [Z(Py)—y' = (P)]
welchen letztern 3 Gleichungen offenbar fiir
3(Rz) ; =(Py) ; Z(P2%)

BB tod 1B, 1y 2CE)
Geniige geleistet wird, und welches sofort (Nr. 17, Relat. 3) die Coordi-
naten des Mittelpunktes der parallelen Krifte sind.

Auf gleiche Weise hiitte man schon in dem allgemeinen, durch die Re-
lationen (s) gegebenen Falle die Resultirende hestimmen konnen, wenn
kein Gleichgewicht vorausgesetzt worden wire.

T =

Schwerpunct der Liniemn.
(. 44)

22. Soll allgemein fiir irgend eine Curve im Raume B B (Fig. 10)
der Schwerpunkt bestimmt werden, so beziehe man diese auf ¢in recht-
winkeliges Coordinatensystem AX, AY, AZ, bezeichne die Coordi-
naten irgend eines Puncles M dieser Curve mit @, y, ¥ (AP = «,
AQ=y, AR = %), seize die Linge des variablen Bogens B M — 8,
so wie die des ganzen Bogens BB’ = [; so slellt ¥ds das diesem
Puncte M entsprechende Curvenelement und da man dieses (nach der in
§. 44 gemachten Vorausselzung) gleich unmittelbar stalt dem Gewichte
des materiellen Punctes =, y, % setzen kann, sds das Moment dieses
Gewichtes auf die Ebene der & y bezogen vor. Bezeichnet man ferner die
Werlthe von s auf die Endpunkte B, B’ des Bogens BB’ — 7 bezogen,

S
bezichungsweise mit s,, s,; so stellt das beslimmle Integral f zds

0
die algebraische Summe der Momente = (P %) in den Relationen (1) von
1'7. vor, wobei P unendlich klein ist und stalt d s steht. Eben so sind

s

die Integrale I

wichte auf die Ebenen z und y % bezogen, so, dafs e ceni Rl —=7,
die genannten Relationen (1) in B'¢. zur Bestimmung des Schwerpunctes
@, y, % (dort Mitlelpunct der parallelen Krifte genannt) einer krum-
men Linie im Raume, hier in folgende tibergehen :

fy dsund [z ds die Summe der Momente dieser Ge-

0 S0

Q*



