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beiden Gleichungen: RX = 3(Pz) und RY= Z(Py), wobei
F = 2(Pyist.

19. Liegen dagegen die sämmtlichen Puncte M, M, . . . in einer

geraden Linie und nimmt man diese zur Achse der x, so erhält

man aus den beiden letzten der Relationen (1) in 8%. wegen

Juu —= undses —% ...—0,

wenn das Gleichgewicht nicht Statt hat, also ® nicht Null ist (da

für das Gleichgewicht dieser Punet X, Y, Z ohnehin nicht besteht),

sofort Y=0, Z=0, zum Zeichen, dafs in diesem Falle (wie es

ohnehin bekannt) der Mittelpunct der parallelen Kräfte in der nämli-
chen Geradenliegt.

Satz der statischen Momente.

($. 32.)

2®. Wirken auf einen frei beweglichen Punct A (Fig. 8) beliebig

viele in ein und derselben Ebene liegende Kräfte P, P,P,.. nach

den angedeuteten Richtungen , und fällt man aus irgend einem, in der-

selben Ebene liegenden Punct O auf die Richtungen der Kräfte oder de-
ren Verlängerungen die Perpendikel Oa, Oa, . ... und bezeichnet ihre
Gröfse oder Länge beziehungsweise durch p, p,, p, - - - so sind Pp,
P,p, us. w. die statischen Momente dieser Kräfte in Bezie-
hung auf den Punct 0.

Nimmt man die durch diesen Punct O und den Angriffspunct A
gezogene Gerade X X’ zur Abscissen- und die durch A darauf perpen-
dikuläre Gerade Y Y’ zur Ordinatenachse, bezeichnet die Winkel, welche
die Kräfte P, P,... mit X X’ einschliefsen, wie inNr. E # durch «
“9 @y ».. zerlegt wieder, wie dort, jede dieser Kräfte in zwei
auf einander senkrechte Seitenkräfte, nämlich nach AX und AY, und
bezeichnet gerade so wie dort die Mittelkraft aus allen nach der Achse
XX’ wirksamen Seitenkräfte mit P’, so wie jene nach Y Y’ wirkenden
Kräfte mit Q‘, so, dafs also (wien UR.)P'=PCosa-+P, Cos +...
und 9 —= PSin«+ P, Sina, +... wird; so hal man aus dieser
letztern Relation, wenn man den beliebigen Abstand AO — u selzt,
wodurch

Sina =?, Sina, a, Sina, EB el
u

wird, sofort:
D DG=PP+Pp" 4.
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oder wenn man durchaus mit u multiplieirt:

O(u=Ppr + Bn Bra 4 «a

Ist nun R die Resultirende aus diesen Kräften P, P, . . . also

auch der beiden Mittelkräfte P', 0’, und fällt man auf diese Kraft eben-

falls aus 0 das Perpendikel Od, dessen Länge tv heifsen soll; so ist

nach dem Satze (1) in $. 29 Rr=0'g’—+P’p', oder da hier ’=u

und p’ —= 0 ist, auch Rt = (u, und wenn man für O0’den Werth

aus der vorigen Relation (zn) setzt:

Xt=Pp-+P,», +PRm +.:- N.

Anmerkung 4. Die in dieser algebraischen Summe vorkommenden Glieder

werden positiv oder negativ, je nachdem (da man die sämmtlichen Kräfte

P als positiv anzusehenhat) die Perpendikel a =u Sina, p —=UuSe

positiv oder negativ ausfallen, d. h, je nachdem die entsprechenden Win-

kel « im iten und 2ten oder 3ten und Alten Quadranten liegen.

Auch lälst sich dieser Gegensatz in den Zeichen der Glieder ?p leicht

dadurch finden, dafs man sich die sämmtlichen Perpendikel 2,72, . - -

im Punete 9 fest mit einander verbunden, zugleich aber um diesen Punet

drehbar denkt und sich vorstellt, dals die Kräfte ?, P, .. . an ihren

Endpuneten #, @, . . . wirksam sind; dann bilden die Kräfte, wie hier

P und P,, welche dasSystem von O@, 04, .. . nach der einen Rich-

tung drehen wollen, den Gegensatz zu jener, wi: hier P,, welche dieses

System nach der entgegengesetztenRichtung zu drehen streben. Die

Resultirende sucht das System im positiven oder negativen Sinne zu drehen,

je nachdem die algebraische Summe der Glieder 7» (wobei man will-

kürlich die eine oder die andere Richtung als die positive annehmen kann)

positiv oder negativ ausfällt.

Anmerkung 2. Da für den Fall desGleichgewichtes, wegen R= 0, sofort

Pp+P», + PD, --...= 0 wird, so folgt, dals in diesem Falle

die Summe der statischen Momente jener Kräfte, welche das genannte

System nach einer Richtung zu drehen suchen,gleich seyn mufs der Summe

der statischen Momente der übrigen, d.h. jener Kräfte, welche das Sy-
stem nach derentgegengesetztenRichtung drehen wollen. Aufserlem

müssen auch noch, wenn 0 ein freier Punet ist, die beiden Bedin

gungsgleichungen (13.) P = 0 und 0° = 0 bestehen.

Ist dagegen 0 ein fester Drehungspunet, so ist das Gleichgewicht

von der Bedingungsgleichung ?’ = 0 unabhängig, d. h. diese Gleichung

braucht nicht Statt zu finden.

Anmerkung 3. Läfst man, ohne die Gröfse der Perpendikel 2, 2, 23...

zu ändern, die ganz willkürliche Distanz AO = % allmälig zunehmen und

setzt endlich 2 = OO, so laufen zuletzt die Kräfte ?}, PP, P,... un

ter einander parallel, ohne dals dadurch die obige Relation (1), in

welcher diese Grölse z nicht mehr vorkommt oder hinausgefallen ist, ihre

Giltigkeit verliert ($. 33),
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21. Die vorige Relation (1) gilt aber nicht blofs für den Fall, in

welchem die Kräfte P, P, ... . aufeinen einzigen Punct, sondern

auch wenn diese auf verschiedene, mit den Kräften in dersel-

ben Ebene liegende, jedoch fest mit einander verbundene Puncte A,

A,, A, » » » (Fig. 9) wirken. Denn sucht man zuerst zu den beiden

Kräften P und P, , welche sich in M schneiden, die Mittelkraft A, fer-

ner zu dieser und der 3len Kraft P,, welche sich in N schneiden sol-

len, die Mittelkraft R, u. s. w. fort, fällt dann aus irgend einem in der-

selben Ebene liegenden Punct O auf die Richtungen der Kräfte P, P,...

R, R,... die Perpendikl Oa=p, 0, =p,..:.00 = r,

0b, =1t, . . :; so folgt nach der genannten Relation (1) der vorigen

Nummer: Rr=Pp--P,p, , ferner eben so

Rr,=Rr+Pp,=Pp-+Pyp -+P,p,

und wenn man auf diese Weise forlfährt.und die letzte Resultirende aus

allen Kräften wieder durch R, das aus O darauf gefällte Perpendikel durch
t bezeichnet, endlich wie zuvor:

Xtt=Pp+Pp, +PRpr-+..: = =(Pp...(2).

Anmerkung 1. Bezieht man die Angriffspuncte A, A, . .. auf zwei

willkürliche in dieser Ebene gezogene rechtwinkelige Achsen, und zerlegt

jede der gegebenen Kräfte ?, P, ... in zwei mit diesen Achsen paral-
lele Kräfte, deren Angriffspunete man sich in diese Achsen verlegt denken

kann; so erhält man genau so wie in 12., wenn man die dortige Be-

zeichnung der Winkel, welche die Kräfte ?, P, ... mit der Achse XX

bilden, beibehält, zwei Gruppen von parallelen Kräften, von denen

die mit der Achse XA’ parallele Gruppe die Resultirende= Z(P 005 a)

und die mit 7’ parallele die Mittelkrafi 0° = £ (P Sina) besitzt.

Soll also hier das Gleichgewicht Statt finden, so müssen gleichzeitig

die drei Bedingungsgleichungen bestehen :

Z(POsa) =0, Z(PSina) =0,2(Pp)=0 (2.

Auchlassen sich die in der vorigen allgemeinen Gleichung (2) vorkom-

menden Producte oder stat. Momente so ausdrücken, dafs dadurch zu-

gleich die Zeichen der Perpendikel r, 9, ?, . . . in die Augen fallen,

Nimmt man nämlich zuerst nur zwei Kräfte A, P, an und bezieht diese

auf ein durch den Punct @ gehendes rechtwinkeliges Achsensystem, be-

zeichnet die Coordinaten der Angriffspunete A, A’ dieser Kräfte beziehungs-
weise mit 2, y und z,, Y,, die Winkel, welche die Kräfte ?, P, und
ihre Resultirende R mit der Abseisscnachse bilden, mit @, a, und a; so

erhält man für die aus dem Anfangspunct 0 auf die Richtungen der Kräfte

P, P,, R gefällten Perpendikel 7, ?,, 7, wie leicht zu sehen, die Aus-

drücke

» = ylosa — zSinc, 9, = y, Cosa — sind,
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und wenn X, F die Coordinalen irgend eines Punctes der Resultirenden Z

sind, sr = YCosa — XSin a.

Dadurch erhält also die obige Gleichung Ar=Pp-+P,p», die Form:

R(YCosa—X Sina) = P(y Cosa— z Sina) + P, (y, 008 a, — Z, Sin 7,).

Verbindet man jetzt gerade so, wie es vorhin geschehen, diese Resulti-

rende A mit der dritten Kraft ?, und setzt für A, P, undihrer Resulti-

renden R’ die der vorigen analoge Gleichung an, verbindet ferner 2’ mit

P, u. s. w. fort, bis man auf diese Weise zur letzten Kraft gekommenist,

und bezeichnetdie letzte Resultirende wieder mit R, die Coordinaten eines

ihrer Puncte durch X, F, so wie den Winkel, welchen sie mit der Abseis-

senachse bildet, durch 2; so ist die der vorigen analoge Gleichung:

R(FOosa—XSina) = E[P(yO0osa— zSina)] (m),

welche den Abstand ’r angibt, in welchem die Resultante R vom An-

fangspunete der Coordinaten durchgeht, während die beiden obigen Glei-

chungen P = ROosa und 0 = RSina, .i.
ROoosa= E(POse) und RSina = E(PSina).... (m),

die Gröfse und Richtung derselben angeben.
Nach den vorhin aufgestellten Bedingungsgleichungen (2) folgt, dafs eine

beliebige Auzahl von in derselben Ebene liegenden Kräften im Gleichge-

wichte steht, wenn 1. die Summe der Seitenkräfte dersel-

ben nach den Richtungen zweier beliebiger in dieser
Ebene angenommenen rechtwinkeligen Achsen jede für

sich gleieh Nullund 2. die Summe der statischen Mo-

mente der Kräfte in Beziehung aufirgend einen in der

Ebene angenommenen Punct ebenfalls gleich Null ist.

Hätte die Ebene, in welcher die Kräfte liegen, einen festen Punct, so

brauchte ihre Resultirende nicht mehr = 0 zu seyn, sondern es würde

für das Gleichgewicht hinreiehen,, dals diese durch den festen Punet geht.

Nimmt man diesen Punet zum Ursprung der Coordinaten, so vedu-
eirt sich die Bedingung des Gleicbgewichtes auf die einzige Gleichung

£(Pp) = 0, während der Werth der Resultaute

R= vSTE? sa)? + [Er sin")

den Druck gegen diesen festen Punct angibt.

Wären die sämmtlichen Kräfte parallel, so wire a=, ==...

folglich hätte man R Cosa = CosaZ(P), RSina= Sina (P) und

Nr = ZE(Pp), woraus sofort

Cosa = Cosa, Sina = Sina wd R= !(P)
folgl; es ist also die Resultante in diesem Falle (wie bekannt) den Seiten

kräften parallel und ihrer Summe gleich.

Für dasGleichgewicht ist R=0, also E(P)=0 und&(Pp) =.

Anmerkung 2. Wir können jetzt auch auf den allgemeinen Fall über-
gehen und die Gleichgewichtsbedingungen für ein System von fest mit ein-

ander verbundenen Puncten bestimmen , auf welche Kräfte nach beliebi-

gen Richtungen in Raume wirken.
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Es;seyen nämlich A 2,,:P, : . „diese Keafte se 35) 2, Yo» 2&ı

u. s. w. die auf irgend ein rechtwinkeliges Achsensystem bezogenen Coor-

dinaten ihrer Angriffspunete; a, ß, y, @,, ß,, Y, u. 5. w. die Winkel,

welche die Kräfte beziehungsweise mit den Achsen der 2, 9, 3 bilden.

Diefs vorausgesetzt, zerlege man jede Kraft Pin drei mit den Coordina-

tenachsen parallele Kräfte, so sind diese (Nr.15) für die Kraft ? bezie-

hungsweise PCosa, PCosß, PCosy; fürjene ?,: P, Cosa, P, Cos?.»

P, €osy, u. s. w. Man verlängere ferner die (mit der Achse der z pa-

vallele) Kraft P Cos « bis zu ihrem Durchschnitt X (Fig. 9, @) mit der Ebene

der 42; so hat dieser Punct N die Coordinaten An=y und Am = x.

Zerlegt man diese Kraft PCosa in zwei gleiche mit ibr parallele Kräfte,

welche in derselben und zwar in der durch »g gehenden Ebene liegen

(wofür Ap = Ag ist), so fällt von diesen beiden, wit der Achse der

x parallelen Kräfte 3? Cosa, eine in die Ebene der 2 und hat von der

Achse der z den Abstand Ap=2Ar=2y, und die andere in die Ebene

der 22 in den Abstand Ag=24Am=2z von dieser Achse,

Zerlegt man auf gleiche Weise auch die übrigen mit der Achse der £

parallelen Kräfte ?, Cosa, . . . jede in zwei gleiche dieser Achse parallele
Kräfte, so erhält man für das System der mit der Achse der & parallelen

Seitenkräfte zwei Gruppen solcher mit dieser Achse paralleler Kräfte

#PCosa, #P, Cosa, . ..., wovon die eine Gruppe in der Ebene der € y

in den Entfernungen beziehungsweise 2%, 2%, . . . und die zweile in der

Ebene der 22 in den Entfernungen 22, 22, ... wirksamist.

Eben so kann man das der Achse der y parallele System der Seiten-

kräfte PCos3, P, Cosß, . . . durch zwei Gruj'pen dieser Achse parallele
Kräfte ersetzen, von denen die eine in der Ebene der 2% in den Entfer-

nungen 2Z, 27, ... und die andere Gruppe in der Ebene der yz in

den Entfernungen 223, 22, .. . wirksam ist,

Endlich kann man auch für das dritte System der mit der Achse der &

parallelen Seitenkräfte PCosy, P, Cosy,.. . - zwei Gruppen von mit der-

selben Achse der 2 parallelen Kräfte 3PCosy, 3P, Cosy, . . . substitui-
ren, wovon die eine Gruppe in der Ebene der &3 liegt und deren einzel -

nen Kräfte die Abstände 22, 22, ..., die andere in der Ebene der y3
wirksam ist, und die Abstände 2%, 2%, .... von dieser Achse der 3

haben.

Durch dieses Verfahren hat man aber anstatt der ursprünglichen Kräfte

P, P,.. welche ganz willkürliche Richtungen im Raume haben. können,

durchaus Kräfte erhalten, welche lediglich in den 3 coordinirten Ebenen

wirksam, und darin in je zwei, beziehungsweise mit den in diesen Ebenen

liegenden Achsen parallelen Gruppen vertheilt sind; es ist klar, dafs wenn

in jeder dieser 3 coordinirten Ebenen Gleichgewicht besticht, auch das ganze

System im Gleichgewichte seyn muls.

Nun sind aber die Bedingungen für das Gleichgewicht in den 3: genann-

ten Ebenen der 2%, 22, 43 beziehungsweise (mach den vorigen Relatio-

nen (2%) und (2), wenn man # = 0 setzt):
Burg's Mechanik Suppl. 2
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ıE2(P Cose)=0, 32 (PCos?)=0, 412 (P[2yCosa—2200P2])=V0
A2(P 00sca)—=0, 1E(PCosy)=0, 42 (P[2z Cosa — 22. Cosy]) = 0
ı2(P0s9)=0, 42 (POosy)=0, 32(P[22C0sd —?y Cosy]) = 0

Da jedoch diese 9 Gleichungen nur 6 verschiedene ausmachen, so
wird das angenommene freie System im Gleichgewiehte seyn, wenn die

Kräfte P, P, ... folgenden 6 Bedingungsgleichungen Genüge leisten :

eeZ(PCosd)=0, Z(PCosy)—=0
(9! Z(P [y Cosa— x C0s$]) = 0

P@ilatose — 2008y]) = 0
ı& (Plz 0osß — y Cosy]) = 0

Auch läfst sich leicht zeigen, dafs ohne Erfüllung dieser Gleichungen

das Gleichgewicht nicht bestehen kann.

Ist das System nicht frei, sondern z.B. durch einen festen Punct

gehalten, um welchen es rotiren kann; so ist es für das Gleichgewicht

nicht mehr nothwendig, dafs die Resultirende Null sey, sondern es genügt,

dafs diese durch den festen Punet geht. Nimmt man diesen Puncet zum

Ursprung der Coordinaten,, so bilden die 3 letzten Gleichungen der vori-

gen Relationen (8) die hier nöthigen Bedingungsgleichungen für das Gleich-

gewicht (weil jetzt v statt A Null ist)
Wird das System durch zwei feste Puncte oder durch eine feste

Achse gehalten, so werden alle zu dieser Achse parallelen und auf diese
perpendiculären Kräfte durch ihren Widerstand aufgehoben. Nimmt man

daher diese Achse zu einer der Coordinatenachsen, z. B. für jene der 2,

so werden alle in der Ebene der 23 und %% liegenden Kräfte aufgehoben

oder vernichtet und es wird also für das Gleichgewicht nur nöthig seyn,

dafs die Resultante der in der Ebene der 2% wirksamen Kräfte nach der

Achse der 3 gerichtet sey, 4. h. dals sie durch den Ursprung der Coordi-

naten gehe; dadurch wird die Bedingung des Gleichgewichtes auf die ein-

zige Gleichung 2 (P [y Cosa— x Cos$]) = 0 reducirt, so, dafs also

in diesem Falle nur die Summe der stat. Momente in Beziehung auf diese
feste Achse = 0 zu seyn braucht.

Nimmt man an, dals die sämmtlichen Kräfte 3 unter einander paral-

tel sind, so drfmnuuro=a,=,=..,d=9, =P, >= .. und
y=4=) >. setzen, um für das Gleichgewicht aus den Rela-

tionen (8) die Bedingungsgleichungen zu erhalten:

EosaE(P)=0, CosdL(A)=0, CosyZ(P)=0, di.2(P)=0
und Cosa=Z(Py) -- CosdE(Px)=0, 0osaZ(P2)— CosyZ(Px)=0

0088: (P2) — CosyZ(Py) =

welchen letztern Gleichungen genügt wird, wenn
Z(Ps)=0, ZEPy)=0, ZPr9)=0 ist.

Findet das Gleichgewicht nicht Statt und haben die Kräfte die Resul
tirende RZ, welche mit den Achsen der 2, y, 3 beziehungsweise die

Winkel @, 5, c bildet; so darf man zur Herstellung des Gleichgewichtes

offenbar zu den Kräften P, P, .. nur noch eine der 2 gleiche und gerade

entgegengesetzt wirkende Kraft hinzufügen; dadurch gehen die vorigen

Bedingungsgleichungen über in folgende:
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Cosa ZE(P)— RCosa=0, CosßE(P)—RCosd=0, und

CosyZ(P)—RcCosc=0,

woraus zuerst Z==& (PA) unda=a,db=ß,c=y folgt,

und, wenn 2’, y 2° die Coordinaten irgend eines Punctes dieser Resul-

tirenden R sind. ferner:

Cos a. [EXP y) —y 2 (P)] = 008 B[E (Px) — 2° 2 (P)]
008 2[E (Ps) -- 2 2(P)] = @sy[&(Px)— x (P)]
Cs: [2 (P2)— 2 2(P)] = @sy[&(P)—y'2(P)]

welchen letztern 3 Gleichungen offenbar für

&(Pz) , z(Py) 2 Z(Pz)
.  

Ahiutol ni)’ Neu
Genüge geleistet wird, und welches sofort (Nr. 17, Relat. 3) die Coordi-

naten des Mittelpunktes der parallelen Kräfte sind.

Auf gleiche Weise hätte man schon in dem allgemeinen, durch die Re-

lationen (8) gegebenen Falle die Resultirende bestimmen können, wenn
kein Gleichgewicht vorausgesetzt worden wäre.

Schwerpunct der Linien.

($. 44.)

22. Soll allgemein für irgend, eine Curve im Raume B B’ (Fig. 10)
der Schwerpunkt bestimmt werden, so beziehe man diese auf ein recht-
winkeliges Coordinatensystem AX, AY, AZ, bezeichne die Coordi-

naten irgend eines Puncles M dieser Curve mit &, y,z (AP= x,
A0=y, AR=z), seize die Länge des variablen BogensBM— 5,

so wie die des ganzen Bogens BB’ —=1!; so stelltds das diesem

Puncte M entsprechende Curvenelement und da man dieses (nach der in
$. 44 gemachten Voraussetzung) gleich unmittelbar statt dem Gewichte
des materiellen Punctes x, y, x setzen kann, sds das Momentdieseg
Gewichtes auf dieEbene der x y bezogen vor. Bezeichnet man ferner die

Werthe von s auf die Endpunkte B, B’ des Bogens BB’ = I bezogen,

%ı
beziehungsweise mit s,, s,; so stellt das bestimmte Integral E zds

0
die algebraische Summe der Momente = (P z) in den Relationen (1) von
2%. vor, wobei P unendlich klein ist und statt ds steht. Eben so sind

die Integrale( y ds und # © ds die Summe der Momente dieser Ge-
s9 209

wichte auf die Ebenen 2x und yx bezogen, so, dafs eren N —T,
die genannten Relationen (1) in 1%. zur Bestimmung des Schwerpunctes
x, y, 3 (dort Mitlelpunct der parallelen Kräfte genannt) einer krum-
menLinieim Raume, hier in folgende übergehen:

y*


