Erster Abschnitt.
Statik

Zusammensetzung und Zeriegung der Krifte.
@. 14,

l.“firken zuerst zwei Krifte P und Q auf einen Punct A
(Fig. 1) unler einem rechten Winkel nach den Richtungen A B und
AC, und nimmt man an, dals ihve Mittelkraft N, welche nothwendig
mit den beiden erslern in derselben Ebene liegen mufs, die Richlung

AD hat, wofiir W. BAD = =z, folgch W. CAD .—=§ —r=z

seyn soll; so zeigt eine ganz einfache Betrachtung, dafs jede der bei-
den Seitenkrifte P und 0 auf irgend eine Weise von ihrer Mittelkraft ¢
und dem entsprechenden Winkel » oder 2’ abhangen muls, so dafs,
wenn F irgend ein Functionszeichen vorstellt, sofort P = F (9, a)
und eben 50 @ = F (R, 2 gesetzl werden kann. Da sich jedoch das
Geselz der Abhiingigkeit zwischen P, R, @ offenbar nichi éndern darf,
wie grofs oder klein man auch die beliebig zu wahlende oder zum Grunde
zu legende Kriifteeinheit (ob man das Loth, Pfund u. s. w. zur Einheit
nimmt) annehmen mag, so folgt als nihere Bestimmung der Form:
P=Re@ ..U) md 0 = Re@) .. @),
wobei ¢ ein zwar noch unbestimmtes, jedoch in beiden Relationen D)
und (2) einerlei Bedeutung habendes Funclionszeiclen ist.
Unter dieser Form bleibt die Abhéingigkeit jeder Seitenkraft von der Mittelkraft
und dem eingeschlossenen Winkel in der That ungedndert , wie sich auch

die Krifteeinheit dndern mag, d.h die Relationen (1) und (2) bleiben die-
selben, wenn man auch diese Einheit 7 Mal grofser oder kleiner nimmt,

0. N
2’ n’ n
c;der nP, nQ, nR ibergehen, wodurch in diesen Relationen der Factor

weil in diesen beiden Fillen P, Qund R beziehungsweise in

» oder 7 wieder wegféllt

Burg's Mechanik, Suppl. 1
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2. Zieht man durch den Punct A unler cinem beliehigen Winkel
% wit AD die Gerade 4 ¢ und darauf perpendikulir jene EF, selzt

W. EAB=—y, wodurchW. F 4 C= «-—z/__c/ und s = ———(z-—}-l

wird, und zerlegt die Kraft P in zwei nach den (ebenlalls wieder einen
rechten Winkel einschliefsenden) Richtungen A G und A E wirkende
Seitenkriifte p und p', so wie dic Kraft @ in ¢ und ¢’ nach den Rich-
tungen A G und A F; so hat man nach dem néamlichen Geselze, wel-
ches durch die vorigen Relationen (1) und (2) ausgedriickt ist, wegen
W. BAG = y' und W. CAG = y, soforl:

p =Py, p= Po(y)y

¢ = 0%y ¢=0¢0 |
wobei ¢ durchaus dieselbe Bedeutung wie in den Relationen (1) und
(2) hat.

(3)

73

3. Lilst man AG mit AD zusammenfallen, wodurch = = o
T™ i3 . -
b 57 58 .0 und y' = coallalli wird, so erhalt man

ams diesen Relationen (8), wenn unter einem die aus (1) und (2) folgenden

Werthe fiir ¢ (&) und ¢ (x*), d. i —m}; und geselzt werden :

" : PO 3 PO
B = Role) = . CamrrQpitd gy
P? ; 0?

Nun wirken aber von den vier Kréften p, ¢, p, ¢, welche jene
beiden P und Q ersetzen und mit diesen also auch dieselbe Resultirende
R besilzen miissen, die beiden erstern nach einerlei Richtung A G
oder AD, und die letziern nach gerad entgegengeselzien
Richtungen AE und A I, so, dals sich diese letzleren, weil sie , wie
die vorigen Relationen oder Werthe von p’ und ¢' zeigen, gleich grofs
sind, aufheben und die Summe p - ¢ sofort die Resullirende & bil-
det, wodurch

_ivBinamen@hat sbeni fynidl, agee 2
Si_m—}-m oder R = P* 4 0% .. (D

wird. Es kann daher die aus den beiden Seitenkriiften P und Q her-
vorgehende Millelkraft 9t ihrer Gr(se nach durch die Diagonale A D
des Rechleckes B € vorgeslellt werden, in welchen die Sciten A B und
A C den Kriften P und Q proporlional abgeschnitten sind oder gera-
dezu diese Krifte vorstellen.
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4. Um ferner auch die Richtun g dieser Mitlelkraft % zu bestim-
men, welche, wie bereits bemerkt, in der Ebene der Seitenkrifte liegen muls,
so gehen wir auf die aus der Zerlegung von P und Q erhalienen vier Seiten-
krifte p, ¢, p’, ¢’ zuriick, wovon die beiden erstern die nach A G wirkende
Mittelkraft p - ¢ und die beiden leizlern, je nachdem p’ oder ¢ die
grofsere ist, die nach A E oder A F wirksame Mittelkraft p/ — ¢¢
oder ¢ — p’ geben, so, dals wenn man (was ganz gleichgiltig ist)
den ersten dieser beiden Fille annimm!, auf den Punct A dic zwei Krifte
p -+ ¢ und p* — 4’ nach den auf einander perpendikuléren Richlungen
AG und AE wirken, wetche sofort mit den urspringlichen heiden
Kraften P und Q die nimliche Resultiende & besilzen miissen, und,
wie wir vorliufig angenommen haben, in die Richtung 4 D fallen soll.

Nun folgt aber wieder nach den ersten Relalionen (1) oder (2):

V' —g =Re(@+p wd p4g=R¢@),
oder wenn man fir p, ¢, p, ¢’ die Werthe aus den vorigen Gleichun-
gen (3), dabei die Werthe von P und @ aus (1) und (2) substituirl, fer-
ner Kiirze halber ¢ (z) = ¢ (90° -- @) = ¢/(2) und eben so
¢YI=900°—p =1¢'(p, ? ®=5[90°— (@] =¢'(@+y)
selzt und dann durchaus mit dem Factor R abkiirzt, auch:

@+ =¢@e@® — ¢@eQ - . @

$@+ P =¢@YP+ e @ ... 6

3. Nun mufs fiir jeden reellen Werth von @ der Quotient _Tf <2

und > P seyn. Denn kionnte erstens f S0 0 b 1 < 8 seyn,
so miifste eben so P < Rz, also P -+ 0 S R (x4, nimlich
P+0 % f folglich P* 4 0* - 2PQ S % :, oder wegen
r* 1 0% = .‘)iz (1 in 3.) auch

=) n N IRlOWIE ()
2P0 = R (Z-—’ l) oder W = n — 1,
2RO

s Pre > 1'46 . . Stalt finden, was jedoch nicht méglich ist,

indem bekanntlich fiir was immer fir zwei reelle Grofsen P und 0 stels

P24 02 2PQ, also = 1 seyn mufs,

A

T g
a ; 0= ; o

Konnte aber zweitens - <P, di 02 Pe seyn, so miifste

auf gleiche Weise auch P Z Q& oder, wenn man zusammen mulli-
1 *



&
plicirt, PQ S PQaza', d.i. ' 5 1 .. (a) seyn. Da nun aber
s

die Summe der beiden Grofsen x, z‘ constant, d.i. & -4 @

ist, so wird, wie hekannt, ihr Product am grofsten fir ' = @, also

hier fir @ = @' = -, so, dals dieses grofste Product sofort
4 2 bl t-]
2
o= 11-_6 — +61 ist, womit die vorige Relation («) im Widerspruche

steht, diese daher ebenfalls nicht bestehen kann.

Da also der genannte Quotient ;:7 slets zwischen den Grenzen R

und P liegt, diese Grenzen aber einander um so niiher riicken, je klei-
ner o wird und diese endlich fir & = 0 (wofiir auch @ = 0 wird)
zusammenfallen und dann P = % ist, so wird dafiir auch dieser Quo-

(o

tient Q = R, oder wegen Q = R¢'(x) solorl £ = 1 und

aus dcr Relation (1) ebenfalls fir « = 0, ¢ (z,) = l, d. h. die ge-
suchle Function  mufs die Eigenschaft besilzen , dafs sowohl ¢ (a) als
@
B0 e

San?is x
auch der Quotient b i ilal fir @ = o gleich 1 wird, so
o

wie auch uberdiels aus der vorigen Relation @ = R/ (), wegen
0 — 0, noch.¢’ (@, =0 folgt

Diese Eigenschaften, verbunden mit den Relalionen (4) und (5)
geben (Burg’s Lehrbuch der hohern Mathemalik. Bd. L S 329
¢ (x) = Cosx, folglich o' (x) = Sinx, so, dals also dadurch die
Natur und Bedeuiung des oben angenommenen Functionszeichens ¢ voll-
kommen bestimmt ist und sonach die Seitenkrifte P und @ nach den obi-
gen Relationen (1) und (2) durch

P=RCosx und Q0 = R Cosz' = R Sinx

ausgedriickt werden, oder die in &, erwilhnte Diagonale A D des
Rechteckes B €' zugleich auch die Richtung der Resultirenden &
darstellt *).

G. Zevlegt man also irgend cine Kraft & in zwel
auf einander senkrecht wirkende Seitenkréifte P und
0, so ist jede derselben gleich dem Producte aus der

") Wir haben diese Art der Entwicklung und Beweisfithrung zum ersten Male
im XIX, Bde der Jahrbiicher des k k. pulyt. Institules bekaunt gemacht.
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Mittelkraft in den Cosinus des eingeschlossenen
Winkels.

Schneidet man auf den Richtungen AN, AM der beiden gegebe-
nen Kriftle P und Q die Sticke AB, A C diesen Krélten proportional
ab, conslruirt aus diesen Punclen B, C das Rechteck B C und zieht
darin die Diagonale 4D, so stellt diese die Resullirende 9t sowohl der
Grofse als Lage nach vor.

7. Schliefsen die Richtungen der Krifle P, Q0 keinenrechten,
sondern einen beliebigen Winkel B A C (Fig. 2) ein, so schneide
man zur Beslimmung ihrer Mitlelkraft darauf die Sticke A B und 4 C
diesen Kréften proportional ab, ergénze aus diesen Puncten B, C' das
Parallelogramm A BD C, ziehe die Diagonale A D, darauf perpendi-
kulir die Geraden FAE, CG und B H, so wie noch mit dieser Dia-
gonaie parallel die Geraden C'F und B E; so erhilt man dadurch die
beiden Rechlecke F G und E H, in welchen, wie man sogleich sieht,
AE=AF ... m) und AG=HD ... (n) ist. Da man sich
aber zufolge des vorigen Salzes in Nr. @ die Kraft P in die zwei auf ¢in-
ander senkrecht wirkende Scitenkrifte A E und A H, so wie die Kraft
0 in die beiden Seitenkrifte 4 F und A G zerlegt denken kann, wo-
durch stalt der beiden Kréfle P und @ die vier gleich geltenden, dieselbe
Resultirende 3 besiizenden Krifte 4 E, AF, A G, A H entstehen, und
da sich davon die beiden erstern als gleich und entgegengeselzl wirkend
aufheben, dagegen die beiden letztern nach einerlei, undzwarnach der
Richtung AD wirken, deren Miltelkraft daher —= A H - A G oder we-
gen AG = HD auch = AH -+ HD = AD ist; so stellt diese
Diagonale AD zugleich auch die Resultirende R aus
den beiden Kriften P und Q vor. 1

Bestimmung dey Mittelkraft oder der Seiten-
krafie durch Rechnung.

8. Schliefsen die Richtungen der auf den Punct 4 (Fig. 2) wir-
kenden beiden Krifte P und Q den Winkel ¢ AB = « ein, und be-
zeichnet man den Winkel B A D, welchen die Seitenkraft P mit der Re-
sultirenden 9 bildet, durch ¢; so hat man ganz einfach durch die Auf-
losung des Dreieckes A B D, in welchem AB =P, BD =0, AD =%,
Winkel DAB=¢, W. ADB—=a—9¢ und W. ABD—180°—«
ist, nach bekannten Regeln :
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__ RSin(z--9)

Gl = \/(P'2 + 021 2P0Cosq), (2) P = .
R Sin ¢ P+ 0Cosa
I AL iy SO e TR o
@) 0 S @ s — o 4
ol el g g8 2 r oo s,
(3) Cos(a—g¢) = und (6) Tangy = Frdie 1

Alle diese Formeln lassen sich auch auf die bekannte Weise (Burg's
Compend. der hohern Mathem. Cap. IV.; dessen ,,Sammlung trigonom.
Formeln. S. 41; oder dessen Handbuch der geradlinigen und sphiri-
schen Trigonometrie) fir die Anwendung der Logarithmen einrichten.

9. Fiir den besondern Fail, als die Seilenkrifte einen rechten
Winkel einschliefsen, gehen diese Formeln, wegen « = 90°, in die
folgenden einfachern tber :

() R =\/(P*4 0%, (2 P=RCose, 3) 0= RSiny
und (4) -Tang X = g,

was sofort auch mit den in 3. und 5. entwickellen Relationen uber-
einslimmt.

Beispiel Wirken auf einen Punct 4 (Fig 2) die zwe! Krifte P = 48 34
und @ = 2652 Pfund unter einem Winkel von o = 99°, 24/, 13"; so
erhiilt man nach den Formeln (1) und (6) in 8. R = 55°62Pf. und

= 40°, 22/, 266, wodurch sofort die Grofse und Lage der Mittel-
kraft gegeben ist.

Gleichgewichtsbedingungen fiir drei auf einen
Punct wirkende., in einerliei Ebene liegende
Krifte.

(§ 16. Anmerkung.)

1®. Wirken auf den freibeweglichen Punct A (Fig. 8) nach den
durch die Pfeile angedeuteten Richtungen die in einerlei Ebene liegenden
Krifte P, P,, P,, und sollen diese unter sich im Gleichgewichte sle-
hen; so muls nothwendig die Resullirende aus irgend zwei dieser Krifle,
z. B. jene von P, und P, mit der dritten Kraft P, im Gleichgewichte,
dieser also’ gleich und gerade enigegengeselzt seyn, es muls niimlich,
wenn die Geraden AB, AC, AD diese drei Kriilte darstellen, die
Diagonale A E des Parallelogrammes BC mit AD gleich grofs seyn
und in der Verlingerung der Geraden D A liegen.

Bezeichnet man nun die gegebenen Winkel C AB, BAD, CAD
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beziehungsweise durch P, P,, P, Py, P,P;; so hat man aus dem
Dreiecke A BE, wegen AB=P, , BE=P, und AE=AD=P,
sofort :

P :P,:P,=SinAEB:SinBAE: Sin ABE,
oder auch (da zwei Nebenwinkel einerlei Sinus haben):

- G N\

P, :P,: P, — SinP, P, : SinP P, : SinP, P,,
wornach also jede Kraft dem Sinus des Winkels der
beiden abrigen Krafte proportional ist.

Bestimmung der Resultirenden aus einer be=

liebigen Anzahl von Kriften, welche auf einen

frei beweglichen Punct wirken und in ein und
derselben Ebene liegen.

(. 16)

% 1. Wirken auf denPunct A (Fig. 4) dieKrafte P, P,, P,, P; ...
nach den angedeuteten Richtungen in einerlei Ebene, so lege man zur
Bestimmung ihrer Resultirenden in derselben Ebene durch den Punct A
ein beliebiges rechtwinkeliges Achsensyslem X X‘, Y Y’, bezeichne
die als bekannt anzusehenden oder gegebenen Winkel, welche die Krifte
P, P, ... mit der Achse der & bilden, der Reihe nach und nach ei-
nerlei Richtung (von den positiven @ gegen die positive y) gezihlt, durch
s ag + -« und zerlege endlich die Kraft P in zwei (auf einander
senkrechle) Seitenkrifte p, ¢, wovon die erstere nach A X, die lelztere
nach AY wirkt, eben so P, in zwei Krifte p,, ¢, nach A X’ und
AY, die Kraft P, in p, und ¢, nach AX’und AY’ u. s. w., $0 hat
man nach Nr. 3: p = PCosa, ¢ = PSina, p, = P, Cosa,
¢, =P, Sino,, p,=P, Coso,, g, =P, Sina,.s.W.,wobei die Krilte
p posiliv oder negativ ausfailen, d. h. von A gegen X oder von 4 gegen X’
hin wirken, je nachdem der entsprechende Winkel a im 1ten oder 4ten, oder
im 2len oder 3ten Quadranten liegt; eben so fallen die nach der Achse
Y Y* wirksamen Seitenkrifte ¢ positiv oder negaliv aus, wirken némlich
von A gegen Y oder von A gegen Y’, je nachdem der betreffende Win-
kel o im 1ten oder 2ten, oder im 3len oder 4ten Quadranten liegt.

{l, a

1 2. Bezeichnet man die algebraische Summe der Krifte p, d. i.
die Resullirende aus allen auf der Achse der & wirksamen Seilenkréfte
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durch P’ und eben so die Resultirende aus allen nach der Achse der y
wirkenden Seitenkrifte ¢ durch Q’; so wird
P=p+p+tprpt...od0=g+q +¢&+... 41

(1) P =PCosa -+ P, Cosa, + ... = Z(PCosa)

2) Q' = PSina 4 P, Sina, 4 ...= =(PSina),
wobei sich die richtigen Zeichen der cinzeluen Glieder je nach den Wer-
then der Winkel «, «, . . . von selbst ergeben. Dadurch fallen die Kriifte
P’ und Q' posiliv oder negaliv aus, wodurch dann auch die Richtung
bekannt ist, nach welcher diese beiden Kriifte (ob von A gegen X oder
X', oder von A gegen Y oder Y*) wirksam sind.

Legt man den Fall zum Grunde, in welchem P’ und Q’ posiliv
ausfallen, diese Krifte also nach 4 X und AY wirken, folglich ihre
Resullirende in den 1ten Quadranten X 4 Y fillt (fir — P/, 4 07 [illt
diese in den 2len, fiir — P/, — ’ in den 3len, so wie fix - P/, — Q"
in den 4ten Quadranten), bezeichnet die Grofse dieser Resultirenden mit
R, so wie ihren Neigungswinkel mit der Achse der @ durch ¢; so er-
hilt man nach den Relationen in 9. :

/

3 R=\/Ap>2 4+ 0 und (4) Tangyp = ﬁ/

Beispiel. Wirken z. B. auf den Punct A vier Krifte, P = 12, P, = 40,
P, = 15 und P, = 10, unter den Winkeln mit der Achse XX von
a=30°12/, a, = 112°25’16%, a, = 234°48’ 24" und a, —SA0EMD (Bl
so findet man nach den vorigen Relationen (1) und (2) :

P =10"3713 —15°2564 — 86451 + 9'5214 = — 4'0088
und 0’ = 60362 4 18'4881 — 12'2582 — 30566 = -+ 9'2095,
so dafls also dic Mittelkraft aus den Seitenkriiften 7 von A gegen X, und
jene aus den Seitenkriften ¢ von A nach ¥ wirksam ist, daher die ge-
suchte Resultirende R im 2len Quadranten X* 4 ¥ liegt.

Nach den weitern Relationen (3) und (4) findet man ferner mit diesen

Werthen von 7 und 0 sofort :

R = /1008854 = 100441 und ¢ = 113° 31228

13, Bedingungen des Gleichgewichtes. Da fir das
Gleichgewicht der Krifle ihre Resultirende 9t = 0 seyn mulfs, so erhilt
man als Bedingungsgleichungen fiir diesen Fall aus der vorigen Relation
(3) sofort P’ = 0 und Q' = 0, d. i (Relat. 1 und 2)

PCosa+ P, Cosay + P, Cog.iy . =0 oder Z(P Cosa)= 0,
P Sina—- P, Sina, | P, Sin ay = ...=0 oder (P Sina)==0.
Findet das Gleichgewicht nicht Statt, so Lilst sich dieses ganz einfach
durch Hinzufiigung einer neuen Kraft, welche der Resullirenden der vor-

handenen Krafte gleich und entgegengesetzt ist, herstellen.
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Zusammensetzung von Kriftem, welche auf
einen Punct wirken, jedoch in verschiedenen
Ebenen liegen.

=179 n;

2 4. Wirken drei Krifte P, @, R-auf einen frei beweglichen Punct
A (Fig. 5) nach den wechselweise auf einander perpendikuléren
Richtungen AB, AC, AD, und schneidet man diese eben genannten
Linien den Kriften proportional ab; so stellt die Diagonale A G des
aus den Punclen B, €, D erginzien rechtwinkeligen Parallelopipe-
des die Resultivende % aus diesen Kriften vor, und zwar ist wegen
AG*= AB* - AC* 4 AD? sofort

R = /(P*+ 0* + B> . . . (),
und wenn man die Winkel, welche die Diagonale A G' mit den drei
Seilen AB, AC, AD bildet, der Reihe nach mit @, b, ¢ bezeich-
net, auch
e bg’ —{g. L@,
wobei noch uberdiefs die Relation (Burg’s Compendium §. 558):
Cos a® 4 Cosb* 4 Cosc® = 1

Stalt findet, welche als Rechnungscontrolle beniilzt werden kann.

Cosa = —, Cosb Cosc—

B~

B5. Wirken die Krifie, deren Anzahl iberhaupt beliehig seyn
kann, unter schiefen Winkeln auf den freien Punct A (Fig.'6), so0
lege man durch diesen Angriffspunct drei Coordinatenachsen A i, UANY,
AZ rechtwinkelig auf einander und bezeichne die Winkel, welche die
Kraft P mit diesen genannten Achsen bildet, der Reihe nach mit «, /2,
75 eben so jene der Kraft P, wit a;, (3,, y,, jene der Kraft P, mit
@y [y 75 W s. W., zerlege ferner die Kraft P in drei auf einander
senkrechte und zwar nach den Richtungen A X, AY, AZ wirkende
Secitenkrafte p, ¢, r, eben so P, in p, ¢, r,, die Kraft P, in die
Seitenkrifte p,, ¢,, 7, U.s. w.; so erhilt man nach den Relationen
(2) der vorigen Nummer :

p= PCosa, q=PCos?, r = PCosy
und eben so
py = Py Cosa,, g, = P, Cosfp,, 1, = B Cosy
u. s. w. fort,

Durch diese Zerlegung erhiilt man aber anstalt der urspriinglichen

Krifte P, P,, P, .. . drei Gruppen von Kriften, welche nach den
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auf einander perpendikulér stehenden Achsen X X', ¥V und ZZ' auf
den Punct A wirken, so dafs, wenn man ihre Resultirenden beziehungs-
weise durch P/, Q'y R’ bezeichnet, sofort
m P=ptp+rnt+.,0=0F+0a+0+ >
R=r-+4r +r,+.. wird
Bezeichnet man aber die Resultirende aus den urspriinglichen Kraf-
ten P, P,, P, . . ., welche zugleich auch jene dieser drei Krifte P’,
0', R, ist, mit R, und die Winkel, welche ihre Richtung mit den
drei Achsen X X', Y Y/, ZZ bildet, durch a, 6, c; so hal man un-
miltelbar nach 1 4. (Relat. 1 und 2)
R=,/(P?+ 0%+ R und
Cogiay— ;;’ Cosb = g;, Gosic — Ig‘i’
wodurch die Grofse und Lage der Resultirenden gegeben ist.
Substituirt man fir P, @/, R’ und darin ir p, ¢, r . . . die
vorigen Werthe, so wird:
P’ = PCosa + P, Cosay 4 .. .= = (P Cos a),
Q' = PCosp3 + P, Cosf3y 4 . . . =(P Cos.2),
R = PCosy + P, Cosy, 4 ...= = (P Cosy).
Anmerkung 1. Fir das Gleichgewicht der angenommenen Kréfte miissen
die drei Gleichungen P = 0, ¢’ = 0, B’ = 0 bestehen. Wire z. B.

I

- 0
blofs R’ =0, so wiire nach der vorhergehenden Relation (os¢ = o = 0

R
oder ¢ = 90°, zum Beweis, dals in diesem Falle die Resultirende in die
Ebene der Achsen XX‘, Y ¥ filit. Wire aulserdem auch ¢ = 1, so
wiirde auch noch & = 90°, zum Zeichen, dals jetzt die Resultirende 3
mit der Achse XX’ zusammenfillt.

Anmerkung 2. Ist der Angriffspunct der Krifte nicht vollkommen frei,
sondern z, B. gezwungen, auf einer gegebenen krummen Fliche oder Linie
zu bleiben, auf welcher er sich iibrigens wieder ganz frei soll bewegen
konnen, so ist es fir das Gleichgewicht nicht mehr nothwendig, dals die
Resultirende aus allen diesen Kriften gleich Null sey, sondern es reicht
hin, dafs diese auf der Fliche oder Linie normal stehe, indem sie dann
von dem Widerstande der Fliche oder Curve aufgehoben wird. Diese
Betrachtung fiibrt im erstern dieser beiden Fille zu zwei, im letztern
zu einer Bedingungsgleichung . und zwar, wenn ¥ = ¢ (% ¥ 3)= 0

die Gleichung der krummen Fliche ist; so sind diese fir den erstern
Fall :

d# dF dr dF
P’(‘_ — I — iy Vi (EractN0) YRR . Y (1 - el
dy 0 dz) = 0 und P dz) R (dz 0

und fir den letztern :
Pdz + @dy + Rds = 0.
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Allgemeine Bestimmung des Mittelpunctes
paralieler Krifte.

(. 23.)

1 6. Wirken auf ein System von belichigen, fest mit einander ver-
bundenen Puncten M, M,, M,...(Fig.7) nach parallelen, sonsl aber be-
liebigen Richtungen die Krafte P, P,, P, . .., so beziehe man, zur Be-
stimmung ihrer Resullirenden, dieses System auf irgend drei rechtwin-
kelige Coordinatenachsen A X,- AY, A Z, und bezeichne die Coordina-
ten des Angriffspunctes M durch @, y, =, jene des Punctes M, durch
Ty Yy, % Ws. w., s0 wie endlich jene des Angriffspunctes der Re-
sullirenden 9, d.i. des Miltelpuncles der parallelen Krifte durch X, Y,
Z; fille ferner aus diesen Puncten M, M, , .. auf diec Ebene der zy
die Perpendikel Mm = x, M, m, = %, , M,m, — %, u. s. w. und
ziche in der durch =% gedachten Ebene M, m durch M die Gerade
M B parallel zu mm, (als Durchschnillslinic der beiden Ebenen M, m
und 2 y). Diels vorausgesetzt, liegt der Angriffspunct N der Mittel-
kraft aus den beiden Kriften P, P,, je nachdem diese nach einerlei
oder nach entgegengeselzten Richtungen wirken (§§. 20 und 21), ent-
weder in der bestimmten Geraden MM, oder in ihrer Verlingerung;
nimmt man hier den ersten Fall an, da sich auch der letztere leicht
darauf zuriickfithren lilst, so hat man (§. 20), da diese Miltelkraft
= P -+ P, ist:

P :(P+4P)=—MN: MM, =NC: M, B
(wenn man auch noch aus N auf die Ebene der =y das in der Ebene
M, m liegende Perpendikel Nn filll), ndmlich (P + P,) NC=P, .M, B,
oder wenn man beiderseits die identische Gleichung
(P4 PO)Cn=P.Mm -+ P,.Bm,
(wegen Cn = Mm = Bm,) addirt und reducirt, auch
(P~ PO)Nn=P.Mm + P, .M;m, = Pz P, %;
es ist ndmlich, wenn man das Product aus der Kraft in das aus ihrem
Angriffspunct auf die Ebene der @ y geféllte Perpendikel Moment die-
ser Kraft in Bezug auf diese Ebene nennt, sofort das Moment der
Mittelkraft gleich der Summe der Momente der beiden
Seitenkrafte.

Ist ferner N, der Angriffspunct der Resultirenden P -~ P, 4 P,
aus dieser Mittelkraft P 4 P, und der dritten in M, wirkenden paralle-
len Kraft P,, und zieht man wieder N, n, perpendikulir auf die Ebene
@ y; so hat man eben so nach diesem Salze:
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P+ P, -+ PON,n = (P-4 P)Nn—+ P, .Mym,,
oder wenn man fiir (P -~ P,)Nn den vorigen Werth setzt:
(P+ P, + PONny =Pz + P % + P, %,
wobei diese Summen immer nur im algebraischen Sinne zu verste-
hen sind.
Fihrt man nun auf diese Weise fort, bis auch die letzte parallele
Kraft verbunden ist, so erhilt man endlich die Relation:
RZ—=Pz+ P,z + Pz +...= (P2 (&),
wobei
R=P+ P, +P, +...= (B s

1'7. Fillt man nun auch auf die beiden iibrigen coordinirten Ebe~
nen der 2 % und y = aus den oben genannten Angriffspuncten M, M, ...
die Perpendikel, so sind diese nichts anders als bezichungsweise die
Ordinaten y, y, ... und @, @, . . der Puncle M, M, ... und man
erhilt analog mit der vorigen Relation (k) eben so R Y = = (P y) und
RX = Z(Pax), so, dals man also zur Bestimmung des Miltelpuncles
der parallelen Krifte die nachstehenden Gleichungen hat :

RX = Pz + P, +...=2(Po
RY = Py +. P, A R = (W)
S Z — P S0 R e s e .E(P':.)i
und R =Pl Pl s e P St L (28
aus welchen sich fiie diesen Punct die Coordinaten ergeben :
(P ) 28y . Z(P2) o
% ckucts gpp i ¥ iSRRI TS L

und wobei die simmilichen Summen im algebraischen Sinne zu
nehmen sind.

1 8. Liegen die simmllichen Angriffspuncte M, M, . . . in ein
und derselben Ebene, und nimmt man diese zur Vereinfachung
der Rechnung als eine der drei coordinirten Ebenen, z. B. zur Ebene
der & y; so werden die sémmllichen durch %, %, , %, . . . bezeichne-
ten Ordinaten Null, und man erhilt aus der 3len der vorigen Relalio-
nen (1) RZ = 0, also, wenn R nicht Null ist (d. b. das Gleichge-
wicht nicht besteht), Z — 0, zum Beweis, dafs in diesem Falle der
Mittelpunct der parallelen Krifte in derselben Ebene der Angriffs-
puncle M, M, . . . liegl

Zur Bestimmung dieses Punctes geniigen daher (die Puncle M, M, . .
auf zwei in dieser Ebene gezogene rechlwinkelige Achsen bezogen) die
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beiden Gleichungen: RX = =(Pz) und RY = =(Py), wobei

1 9. Liegen dagegen die simmilichen Puncte M, M, . . . in einer
geraden Linie und nimmt man diese zur Achse der 2, so erhalt
man aus den beiden lelzten der Relationen (1) in B '¥. wegen

Y=l — s — 0 und 5 — & =%, .. ..— 0,
wenn das Gleichgewicht nich( Stalt hat, also % nicht Null ist (da
fir das Gleichgewicht dieser Punct X, ¥, Z ohnehin nicht besteht),
sofort Y =0, Z = 0, zum Zeichen, dals in diesem Falle (wie es
ohnehin bekannt) der Mittelpunct der parallelen Kréfte in der namli-
chen Geraden liegt.

Satz der statischen Momente.

(52520
2®. Wirken auf einen frei beweglichen Punct 4 (Fig. 8) beliebig
viele in ein und derselben Ebene liegende Krifie P, P,, P, . . . nach

den angedeuteten Richlungen, und fillt man aus irgend einem, in der-
selben Ebene liegenden Punct O aul dgie Richtungen der Krifte oder de-
ren Verlingerungen die Perpendikel 0w, Oa, . . . und bezeichnet ihre
Grofse oder Linge beziehungsweise durch p, p,, p, . . . so sind Pp,
Py p, u s w. die statischen Momente dieser Krifte in Bezie-
hung auf den Punct 0.

Nimmt man die durch diesen Punct 0 und den Angriffspunct A
gezogene Gerade X X' zur Abscissen- und die durch A darauf perpen-
dikulire Gerade ¥ ¥ zur Ordinatenachse, bezeichnet die Winkel, welche
die Kridfte P, P, . . . mit X X’ einschliefsen, wie inNr. & ¥ durch «
@y ay . . . zerlegt wieder, wie dort, jede dieser Krille in zwei
auf einander senkrechte Seitenkréfte, nimlich nach AX und A Y, und
bezeichnet gerade so wie dort die Mittelkraft aus allen nach der Achse
X X’ wirksamen Seitenkrafte mit P’, so wie jene nach ¥ ¥’ wirkenden
Krifte mit @, so, dafls also (wiein & £.) P’ = P Cosa - P, Cos a4
und @' = PSina 4 P, Sina, - ... wird; so hal man aus dieser
lelztern Relation, wenn man den beliebigen Abstand 4 0 — selzt,
wodurch

Sina =§, Sin oy =%, Sin o, =p; il

u
wird, sofort:

p» b,
o=rlyn? 40,



