121

. . . 2rm
ripherie, so ist 277 = oT, also T = ——, oder, wenn man fir
v

r den Werth aus (1 setzt:

T=2z\/—;...(2.

Nach §.151 (GL 1) ist die Schwingungszeit des einfachen Kreis-
pendels von der Lénge 7 sofort T = = \/5 , némlich halb so grofs,

als die eben bestimmte; ist also die Linge eines einfachen
Kreispendels der Hohe des Centrifugalpendels gleich,
so ist die Umlaufszeit des letztern doppelt so grofls,
als die Schwingungszeit des erstern.

Anmerkung Das Pendel CA kann sich niemals horizontal stellen,, weil

dafir B = o, also v = r\/l;ll = QO, d. i unendlich grofs seyn

miifste. Haben zwei conische Pendel gleiche Hohen, so haben sie auch
gleiche Umlaufszeiten.

Viertes Kapitel.

Von dem Momente der Tréigheit und der Bestimmung
des Mittelpunctes des Schwunges.

§-159. Begriff des Momentes der Triagheit.
Jede Masse setzt der Kraft, welche sie in Bewegung bringen will, ver-
moge ihrer Triigheit, einen Widerstand entgegen, welcher zufolge des
allgemein gilligen Satzes, dafs jede Reaction oder Gegenwirkung der
Action oder Wirkung gleich und entgegengesetzt ist, der bewegenden
Kraft gleich ist, und durch diese gemessen werden kann; dieser Wi-
derstand nimmt also (§. 146 , Relat. «) mit der Grofse der Masse und
der Geschwindigkeit zu. Befindet sich nun im Puncte A der steifen, um c
drehbaren Geraden € A (Fig.138) eine blofs trige Masse M (deren Gewicht
also nicht in Betracht kommt), und wirkt in dieser die constante Kraft
P senkrecht auf 4 €', so nimmt diese Masse (§. 133) eine gleichformig
beschleunigte Bewegung an, erlangt am Ende der ersten Secunde die

Geschwindigkeit oder Beschleunigung (§.146) G = % g, und beschreibt

in dieser Zeit den Kreishogen A B = * . Nimmt man jetzt die Masse
M von A weg, und bringt in irgend einem andern Puncte A’ dieser
Geraden A C eine Masse M’ an, so erzeugt die noch immer in A wirk-
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same Kraft P auf 4/, also auch auf die Masse M’ den constanten Druck

Al
iAC
Die Beschleunigung dieser Masse M ist G — :71 g, und der in der

RE—p e PZL,, wenn man AC = a und A'C = a’ selzt.

ersten Secunde zuriickgelegte Weg 4‘B’ — ! . Soll nun die Masse
M’ im letztern Falle der drehenden Bewegung, welche durch die Kraft
P erzeugt wird, genau eben so, wie die Masse M im erstern Falle wi-
derstehen, so muls die Gerade A C in beiden Fillen dieselbe Winkelge-
schwindigkeit annehmen, folglich der Punct B’ in der Geraden € B lie-
gen, und sonach die Proportion Bog. A B : Bog. A'B' = a : a’, oder
wenn man fir AB und A'B’ die Werthe setzt, auch 16': 6" =a: a,
oder = g: = g 'i, = a : a’' Stalt finden, woraus sofort folgt:

M O

Ma* = Ma"', ..,
d. h. die beiden trigen Massen M und M’ widerstehen
jede fiir sich der drehenden Bewegung auf ganz glei-
che Weise, wenn jede in das Quadrat ihres Abstandes
vom Drehungspuncte multiplicirt dasselbe Product
gibt.

Das Product einer in einem einzigen Puncte vereinigt gedachten
Masse in das Quadrat ihres Abstandes vom Drehungspuncte heifst i hr
Moment der Trigheit. Zwei verschiedene Massen widerstehen
also der drehenden Bewegung auf gleiche Art, wenn ihre Trigheitsmo-
mente gleich sind.

Bezeichnet man das Moment der Triigheit der Masse M mit M, so

ist MRee— MR @,
und aus der vorigen Gleichung (1
NI ol

a’
d. h. man findet die Masse M’, welche im Abstande @’ der drehenden
Bewegung eben so wie die Masse M im Abstande @ widersteht, indem
man das Moment der Trigheit der Masse M durch das Quadrat des Ab-
standes @’ dividirt.

Anmerkung Oft ist es bequemer, anstatt den Abstinden a, o dic Ge-
schwindigkeiten », »* zu nehmen, welche die Puncte A und A’ gleichzei-
tig besitzen; da uun @ : »* = a : «’ Statt findet, so ist auch fir die
beiden gleichgeltenden Massen M, M’ sofort aus (1 :

Mv? = M2 . ., (4
Man nennt iibrigens das Product einer Masse in das Quadrat ihrer Ge-
schwindigkeit ihre lebendige Kraft.
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§-160. Moment der Trigheit eines Korpers
oder eines Systems materieller Puncte. Sind
m, m', m". .. die Elemente der Masse M eines Korpers, welcher sich
um irgend eine Achse dreht, und r, 7, 7. .. die Abstande dieser
Puncte von der Drehungsachse; so ist das Moment der Trigheit des
ganzen Korpers (Gleich. 2 des vorigen Paragraphes)

M = mrt + mr* + wr? 4 ... (e
Anmerkung. Sind r, »*... die Geschwindigkeiten der einzelnen materiellen

Puncte, also mv%, m‘o’>, . . ihre lebendigen Krifte, so ist, wenn die ge-

meinschaftliche Winkelgeschwindigkeit dieser Puncte = V ist, sofort

(6. 127, Gleich. 1) ot Nl i AV

und daher die Summe der lebendigen Krifte

S=mot 4+ m2 4+ ...= V(2 +mi* 4+ ...),

oder mit Riicksicht auf die vorige Gleichung (¢« auch S = I|WVz . .. (b,

d. h. die lebendige Kraft eines um eine Achse sich drehenden Korpers ist

gleich dem Momente der Trigheit dieses Korpers, in das Quadrat seiner

Winkelgeschwindigkeit multiplicirt.

§.161. Moment der Trigheit eines Korpers
in Beziehung auf eine Achse, welche mit einer
durch den Schwerpunct des lKorpers gehende
Achse parallel ist. Es sey XY (Fig. 139) eine durch den
Schwerpunct O eines Korpers gehende Achse, X'¥Y’ eine andere mit
dieser parallelen Achse, I das Moment der Triigheit des Korpers auf
die erstere, und D jenes auf die letztere Achse bezogen; sind ferner
r, ... die Abstinde der materiellen Puncte m , m’. .. des Korpers von
der Achse X Y, so wie R, R’... jene von der Achse X'¥’, so ist nach
den vorigen Paragraphen

M= mr® 4+ mr* + ..., MW = mBR* | m'R* + ...,
und wenn M die Masse des Korpers ist, M = m - m’' + . . .

Legt man durch einen der materiellen Puncte m eine Ebene P 0
senkrecht auf die Achsen , und zieht, wenn A und A’ die Durchschnitts-
puncte damit sind, in dieser Ebene die Geraden A A’ Am, A‘m und
auch noch mn senkrecht auf A A’ so ist im Dreiecke A A'm nach ei-
nem bekannten Satze der Geometrie

A'm® = AA® + Am* F 244’ An
(wobei — oder -+ gilt, je nachdem der W. A spitz oder stumpf isb),
oder wenn man den Abstand der Achsen von einander A A’ = d und
An = x setzt, auch R®* = a*+4r* — 2dx.
Auf ganz gleiche Weise hat man fir den materiellen Punct s des
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Korpers R* = a* - 7 — 2da’, und so auch dhnliche Relatio-
nen fir die ibrigen Puncte. Werden diese Gleichungen beziehungs-
weise mit 2, m’ ... multiplicirt und dann addirt, so entsteht

mRB* + m'R* 4 ... =
=(mr* 4+ m'r* .. )+ m—+tm'4..) F 2d@me - m'z' J-...).
Denkt man sich nun durch die Achse X Y eine Ebene senkrecht auf jene
Ebene, welche durch beide Achsen geht, und nimmt diese zur Momen-
tenebene; so sind x, @’... die Absténde der materiellen Puncte o, m/. .
von dieser Ebene, und weil sie durch den Schwerpunct O des Korpers
geht, so ist sofort (§. 26, Anmerk.2) ma -+ m'a’. .. = 0, mil-
hin die vorige Gleichung mit Riicksicht auf die obigen Werthe:

MW =M Ma* ...,
d. h. das Moment der Trigheit eines Korpers auf irgend eine Achse be-
zogen, ist gleich dem Trigheitsmoment dieses Korpers in Beziehung auf
eme, durch seinen Schwerpunct gehende, mit der erstern parallele Achse
vermehrt um das Product aus der Masse des Korpers in das Quadrat
des gegenseitigen Abstandes der beiden parallelen Achsen.

§. 162. Moment der Trigheit ciner geraden
Linie, die sich um einen ihrer Endpuncte dreht.
Es drehe sich die Gerade A B = 1, die eine iiber die ganze Linge
gleich vertheilte Masse M besitzen soll, um eine senkrecht auf A B
durch A gehende Achse Y Y’ (Fig. 140) und es sey m die Masse der
Lingenheineit, also M = Im.

Errichtet man in B auf A B ein Perpendikel, und schneidet darauf
BC = BD = AB ab, so wird fir ein Element rs — # dieser
Geraden A B die Masse = m?, und dessen Moment der Triigheit nach
§. 159 (da man dieses Element r s als einen materiellen Punct ansehen
kann), M’ = m¥. Ar*; da aber, wenn rp senkrecht auf A B bis
zur Geraden A € gezogen wird, rp = Ar (weill BC = AB) ist,
8o ist das Trigheitsmoment auch M = m . 7p*, oder, wenn man

mit = multiplicirt und dividirt auch M’ = ; Pl

Nun ist aber »p*x die Kreisfliche vom Halbmesser »p, mithin
rp* = I’ der Inhalt des Cylinders von dieser kreisformigen Grundfliiche
und Hohe rs = ¥, welcher sofort durch Umdrehung des Rechteckes
rq um A B erzeugt wird.

Summirt man daher alle die einzelnen Trigheitsmomente , welche
auf dieselbe Art éntstehen, wenn man die ganze Linge ¢ der Linie 4 B
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in ihre Elemente zerlegt, so erhilt man ; multiplicirt mit der Summe

aller dieser kleinen Cylinder, welche zusammen den durch Umdrehung
des Dreieckes A BC um AB entstehenden Kegel ausmachen, dessen
Basis den Halbmesser B € = 7 hat, und Hohe A B = 1 ist; da nun
der Inhalt dieses geraden Kegels= ; BC*z . AB = 5.lz . l= 3=

ist, so hat man fir das gesuchte Moment der Tragheit :
m

D= —;.%Fw = iml.0, d.i MW = sMP ...

Die materielle gerade Linie A B widersteht also durch ihre trige Masse M bei
ihrer Umdrehung um die Achse} Y Y/ genau so, als ob der dritte Theil
ihrer Masse M in dem Endpuncte B vereinigt, und AB ohne Masse
ware,

Ist B der Punct, in welchen man sich die ganze Masse M veremigt den-
ken kann, so mufs M.AR® = 9 = M seyn, woraus

AR = 13 = B171... (m
folgt. Dieser so bestimmte Punct B wird manchmal der Schwingungs-
punct, auch Mittelpunct der Trigheit der materiellen Linie
A B genannt.

Hat z. B. eine diinne Stange eine Linge von 10 Fufs und ein Gewicht
von 6 Pfund, so hat man, um das Moment der Tréigheit dieser Stange zu
finden, wenn sie sich um einen ihrer Endpuncte umdreht, in der vorigen
Formel Z = 10 und M = 6 (weil die Masse durch dieselbe Zahl wie
das Gewicht ausgedriickt wird) zu setzen, und man erhilt

M = 5.6.100 = 200 Pfund,
. h. eme Masse von 200 Pfund wiirde im Abstand von 1 Fufs vom Dre-
hungspuncte durch ihre Tréigheit der drehenden Bewegung denselben Wider-
stand, wie diese Stange leisten.

Anmerkung 1. Geht die Umdrehungsachse Y ¥ durch den Schwerpunct
der Geraden A B, so findet man das Moment der Trigheit fiir diese Achse
aus der Gleichung (1 des vorigen Paragraphes, aus welcher WM =M'— Ma?
folgt, sofort M = 5 Me — MG, d.i. M = =ML L. (2

Anmerkung 2. Zieht man zu A B durch irgend einen Punct E der Achse
die Parallele E F', und stellt sich vor, dafs sich das Rechteck A F', deren
glexch vertheilte Masse = M seyn soll, um diese Achse ¥ Y’ umdreht, so
darf man zur Bestimmung des Momentes der Trigheit diese Fliche nur in
unendlich schmale, mit A B parallel laufende Streifen zerlegt denken, wo-
von jeder, dessen Masse = m seyn mag, als eine materielle Linie ange-
sehen werden kann, die sich um ¥ ¥ umdreht; da nun von jedem solchen
Streifen nach dem Vorigen das Trigheitsmoment = smiz ist, so darf
man diese nur summiren, oder, wenn = solcher Streifen vorhanden, die-
sen Ausdruck = Mal nehmen, um % = 3nm = 3 M2, also genau

den vorigen Ausdruck (1 zu erhalten: die Dimension nach der Richtung

der Umdrehungsachse erscheint also nur mittelbar durch die Masse M des
Rechteckes.
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§- 163. Moment der Trigheit eines Recht-

eckes und Parallelopipedes. Es drehe sich das Recht-
eck A D (Fig. 141) um eine durch dessen Schwerpunct O senkrecht
auf die Ebene A D gehende Achse Y Y’; man denke sich das Rechteck
in unendlich schmale, mit A B parallele Streifen, wie a b’ zerlegt, so
kann man diese Flachenelemente als materielle Linien behandeln, und
ihre Tragheitsmomente nach dem vorigen Paragraphe ausdriicken. Ist
namlich m die Masse eines dieser unendlich schmalen Streifen, so ist
das Moment der Tragheit desselben hinsichtlich einer durch seinen Schwer-
punct n gehenden, mit Y ¥ parallelen Achse (voriger Paragraph Gl. 2)
= Sma®, wenn CD — AB = a gesetzt wird, folglich in Bezie-
hung auf die Achse YY’ (§. 161, Gl. 1) m = L ma* + ma?,
wenn man On = & setzt. Fir das folgende Flichenelement ist eben
so m’ = Lm'a* + m'a’* u s. w. so, dals das Trigheitsmoment
der ganzen Fliche des Rechteckes, dessen Masse m -+ m! +...=M
seyn soll,
M=m-4w'+...=La*m+}m'}..) }ma*+ma? + ...,
oder auch, da ma* 4 m‘2”... das Moment der Trigheit der mate-
riellen Linie E F vorstellt (weil diese durch die Mittelpuncte der Massen
my o' ... oder schmalen Streifen geht), und (§.162, Gl 2) den Werth
s Mb* hat, wenn man EF — AC = b selzt:

M= LMa J LMy = M@ 5 ...

Geht die Achse durch einen Winkelpunct, z. B. durch A4, bleibt
aber der vorigen Y Y’ parallel, so ist fiir diese Achse (§. 161, 1)
MW =M+ M. A0, oder wegen 4 0* =AF* + OF* =+a*> -} 10,
wenn man diesen und den Werth fiir 9 aus der vorigen Gleichung setzt
und reducirt : MW = +M (@ + ) ... (2.

Geht die Achse durch den Halbirungspunct J der Breite desRecht-
eckes aber immer noch senkrecht auf die Ebene desselben, so ist
M = 5M (@ + b*) + M.JO0*, oder wegen JO = La auch

M=MGa*+ 16" ...

Ist b soklem, dafs 5 6° gegen 5 a* vernachlifsigt werden darf, so ist 9} = M a2,
wie bei der materiellen geraden Linie (GI. 1, §. 162).

Anmerkung. Dieselben Ausdriicke oder Formeln 1), 2), 3) gelten auch fir
das Moment der Trigheit eines rechtwinklichten Parallelopipe-
des, welches das hier betrachtete Rechteck A P zur Grundfliche hat,
wenn man dabei nur unter M die Masse dieses Korpers versteht, indem
nur dadurch die mit der Umdrehungsachse parallele Dimension, also hier

die Hohe des Parallelopipedes Einflufs hat.
Um sich von der Richtigkeit dieses Satzes zu iiberzeugen, darf man sich
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nur das Parallelopiped in unendlich schmale, mit der Grundfliche 4D
(Fig. 141, a) parallele Schichten zerlegt denken, und die Summe der Trig-
heitsmomente dieser Schichten, welche nach den vorigen Formeln bestimmt
werden konnen, fir das Moment der Trigheit des Korpers nehmen. Ist
nimlich m die Masse einer solchen unendlich diinnen Schichte, und = die
Anzahl der Schichten, folglich nm = M die Masse des Parallelopipedes,
so ist das Triigheitsmoment einer solchen Schichte, wenn z. B. die Achse
durch die Kante 4 A’ geht (Formel 2) m = 3m («* 4 6°), also auch
am = sam (0 4+ 02), d.i. W = M (2 + %),
welches genau wieder die betreffende Formel 2 fiir die Ebene ist. Dasselbe
gilt auch fir die Gbrigen Fille, in welchen die Umdrehungsachse durch
den Schwerpunct oder durch JJ” geht.

§- 164. Moment der Trigheit eines recht-
winklichten Dreieckes. Es gehe die Umdrehungsachse
fir das rechiwinklichte Dreieck 4 B € (Fig. 142) durch die Spitze des
rechten Winkels 4 senkrecht auf die Dreiecksebene. Ergénzt man das
Dreieck, dessen Masse =— M seyn soll, zu dem Rechtecke AD, so
ist 2 M die Masse desselben, und das Moment der Trigheit in Beziehung
anf die genannte Achse ist (vor. Paragr. Gl 2)

M = 12M (AB* + AC>) = }Mar,
wenn man die Hypotenuse oder Diagonale B C = d setzt. Das Trig-
heitsmoment 9 des Dreieckes B €D, in Beziehung anf den Drehungs-
punct D, ist so grofs, wie jenes des Dreieckes A BC in Beziehung
auf den genannten Punct A4, dagegen in Beziehung auf einedurch dessen
Schwerpunct O gehende, mit der vorigen parallele Achse (§.161, GI. 1)
=M — M (ED), (wegen DO=21DE, §.48) =M — ; Md*,
und endlichin Beziehung auf éine Achse, welche durch 4 geht (§.161 G1.1)
=M—Md* M. A0 =M}t Ma* (wegen A0 =3 AD =13ad);
wird nun noch das gesuchte Trigheitsmoment 2 des Dreieckes ABC
hinzugefiigt, so mufs die Summe dem obigen Momente M’ des Recht-
eckes gleich seyn, und man erhdlt M 4+ M 4 ;Ma* == ; Md’,
und daraus M = I Ma>, oder auch wegen d* = a* |- b*, wenn
man die beiden Catheten des Dreieckes mit @ und & bezeichnet :
M= 21M (@ + b ...
Derselbe Ausdruck gilt auch wieder fiir das Tréigheitsmoment eines geraden

dreiseitigen Prisma, welches das hier betrachtete Dreieck 4 B € zur Grund-

fliche , und wobei die Umdrehungsachse dieselbe Lage hat. M bezeichnet
dann die Masse des Prisma.

§-165. Moment der Triigheit eines gleich-
schenkligen Dreieckes. Es sey in dem Dreiecke ABC
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(Fig.148) AC = BC = d, CD = h und M die Masse desselben.
Zerlegt man dasselbe in die beiden gleichen rechtwinkelichten Dreiecke
ACD und BCD, wovon also jedes die Masse I M besitzt, so ist das
Trigheitsmoment eines jeden derselben in Beziehung auf eine durch D
senkrecht auf die Ebene 4 B C gehende Achse (vorigen Paragraphs)
= .+ Md?, also fiir beide zusammen = X Md? In Beziehung auf
eine durch den Schwerpunct O des Dreieckes A B C' mit der vorigen
parallelen Achse ist (§. 161)

W = tMd* — M.OD* = :Md* — >Mh* (wegen 0D =1h),
und fiir eine durch C gehende parallele Achse (§.161)

M = W -+ M.O0C*, oder wegen O0C = 32,

und wenn man fir M den Werth setzt und reducirt:
R TN (L
AR (6 iy
als Moment der Trigheit des gleichschenkligen Dreieckes, welches sich
um eine durch C gehende, auf der Ebene A B C senkrechte Achse
dreht.
Derselbe Ausdruck gilt natiirlich wieder fiir ein senkrechtes Prisma von der
Grundfliche 4 B €, dessen Masse = M ist, wenn die Umdrehungsachse
durch die Seite oder Kante C' geht.

§- 166. Moment der Trigheit eines regel-
miafsigen Vieleckes. Geht die Umdrehungsachse durch den
Mittel- oder Schwerpunct € des regelmilsigen Vieleckes in Fig. 144
senkrecht auf die Ebene desselben, so kann man dasselbe, wenn es n
Seiten besitzt, in eben so viele gleiche gleichschenklichte Dreiecke zerle-
gen, fiir welche man das Trigheitsmoment M nach dem vorigen Aus-
drucke findet. Ist namlich e die Masse eines dieser Dreiecke, also
nm = M jene des Polygons, so ist, wenn man den Halbmesser des

umschriebenen Kreises €A = CB = R, und jenen des eingeschrie-
r2

benen CN = r setzt, nach der vorigen Formel 2/ — m(%-{-g s
also auch n M = nm (I—:; —+ %) , d. i fiir das Vieleck

R* 2
Wt:M(B——I—? siiripss Gl
ein Ausdruck, welcher zugleich auch fiir das Moment der Trégheit eines
regelmilsigen senkrechten Prisma von der Masse M gilt, welches die-
ses Vieleck zur Grundfliche hat, und sich um seine geomelrische
Achse umdreht.
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§- 167. Moment der Triigheit eines Kreises
oder Cylinders. Lilst man in dem vorigen Polygon die Seiten-
zahl ohne Ende zunehmen, so nidhern sich B und » einander immer
mehr, und wenn die Seitenzahl unendlich grofs wird, also das Vieleck
in einen Kreis iibergeht, so sind R und r als Halbmesser desselben ein-
ander vollkommen gleich. In diesem Falle hat man fiir das Moment der
Trigheit eines Kreises oder auch eines senkrechten Cylinders von

kreisformiger Basis, welcher sich um seine geometrische Achse umdreht,
wenn dessen Masse = M ist:

2 r2
0 =M(6-—|-g),d.i.§m==§Mr1...(l.

§- 16S. Moment der Trigheit eines Kreis-
bandes oder hohlem Cylindews. Sind B und r der
dufsere und innere Halbmesser eines Kreisbandes von gleicher Breite oder
auch hohlen Cylinders von gleicher Dicke, so sey M’ die Masse des vol-
len dulsern und m’ jene des vollen innern Kreises oder Cylinders, so ist
die Masse des Ringes oder hohlen Cylinders M= M'— ' = = (R* — r?),
oder z L(R* —r*) (wenn ¢ die Hohe des senkrechten Cylinders und die
Masse dem Inhalte proportional ist). Das Moment der Triigheit des
ganzen dulsern Cylinders ist M/ = + M‘R*, und jenes des innern
als voll gedacht, M“ = L%, mithin das Moment fiir den hohlen
Cylinder M = MW — M¥ = L(WR* — m'r?), oder wegen

M — R*z?¢ und m' = r*zx !, auch
M = [zl (R — 1) = Lzl (R* — r*) (R* - ), oder endlich
M=1M@B L ...

§-169. Moment der Trigheit einiger ande-
rer Korper. Man findet fir ein Kugelsegment, welches sich
um seine geomelrische Achse dreht, wenn » der Halbmesser der Kugel,
a die Hohe des Segmentes und m die Masse der kubischen Einheit ist:

M = "a'm@0r — 15ar + 3a") (L.

30
Fiir die Kugel, welche sich um einen Durchmesser dreht, ist ¢ = 2 7y
folglich M = L rizm = :Mr* (2,
wenn M die Masse der Kugel bezeichnet. (Ihr Inhalt ist %7*z, daher
M — irizm.)

Fiir eine Pendellinse, welche aus zwei gleichen Kuge'-
segmenten besteht, die mit ihren Grundflichen deckend auf ein-

ander liegen, und sich um eine Achse dreht, die mit ihrer geome-
Burg's Mechanik, 9
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trischen parallel ist und davon den Abstand ¢ hat, 1st, wenn 7, @ und
m die vorige Bedeutung haben:
MW =T am (20 — 15ar + 3a) + 370 BmBr — a) G
Fiir einen Cylinder, welcher sich um eine Achse dreht, die durch
den Schwerpunct desselben auf der geomelrischen Achse senkrecht steht,
dessen Halbmesser = #, Linge = / und Masse — M ist, findet man
M= LM @Br + ).
Folglich auch fiir eine mit dieser im Abstande & parallele Achse, wie
diefs bei einer cylinderischen Pendelstange vorkommt (§.161)
M= M@Br + 1) + Ma.
Fir das Tragheitsmoment eines Schwungrades (Fig. 145) mit 6
Radarmen findet man, wenn der dufsere Halbmesser R, der innere r,
folglich die Radkranzbreile 6 = R — 7, ferner die Breite eines der
parallelopipedischen Radarme smn = &, und die Linge derselben bis
zum Mittelpuncte gemessen Ca = r, die Masse des Radkranzes = M,
und jene eines Armes = m ist, sofort fir den Radkranz (§. 168,
Gleich. 2) M = M (R* + r ), und fir die 6 Radarme, deren
Linge man hier ohne Fehler bis zum Mittelpuncte rechnen, und dafiir
die Nabe p ¢ auslassen kann (§.168, GL.3) M = 6m G r* + S b2),
wobei man jedoch ohne Nachtheil %50 auslassen, und sonach
M“ = 2mr? selzen kann. Nun ist das gesuchte Trégheilsmoment
M = W -} WM, folglich, wenn man substituirt :
M= 2M(R* 4+ 7)) + 2mr* . . . (6.
Anmerkung. Dreht sich irgend ein prismatischer Korper 4B (Fig. 146)
um eine durch € gehende, auf der verlingerten Grundfliche A B senkrechte
Achse, und ist €0 = « der Abstand des Schwerpunctes O von der
Drehachse, und ¢ N = [ jener des Punctes N von €, in welchem man
sich in Bezug auf das Trigheitsmoment 20 des Korpers gegen die Achse €
die Masse M des Prisma vereinigt denken kann; so ist dieses Moment in
Beziehung auf eine durch © gehende, mut der vorigen parallelen Achse
M = M2, und in Bezichung auf die durch € gehende Achse
M = M + Mea*, also, wenn man fiir 0’ den Werth setzt :
M = M(a2 4 ).
Sind nun, wie es bei Maschinen oft vorkommt, die Dimensionen des
Prisma gegen € 0 klein, so fille ¥ 0 oder / so klein aus, dafs man ohne
Fehler '/* gegen «? vernachlifsigen kann, und dann ist ganz einfach
M = Ma> so0, als ob die Masse des Korpers in seinem Schwerpuncte
vereinigt wire.
Beispicle.
1. Schwingt z B. wie bei den deutschen Walkmihlen ein Hammer 6d
(Lig. 146, «) an einem langen Stiel um cine durch € auf die verlingerte
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Ebene b d senkrechte Achse, und ist CO = 1, mn = a und be = b3

50 ist genau: M= M@ + 56 + 7502),

da man aber immer 75> gegen 2 , und ofter auch noch 75 42 auslassen

kann, so ist in diesenFillen S} = M (& 4+ -5 62) oder M = Me.

- Ist beim obigen Schwungrad B = 10, » = 9'5, 4 = +Fufs, ferner
M = 12000 und m = 250 Pfund; so findet man nach der Formel (6
I = 1186625 Pfund, d. h. eine in der Peripherie eines Kreises von 1 Fufs
Halbmesser vertheilte Masse von dieser Grofse, wiirde der drehenden Be-
wegung eben so, wie dieses Schwungrad widerstehen,

. Von zwei concentrisch mit einander verbundenen kreisrunden Scheiben
(Fig. 147) ist der Halbmesser der grofsern C A = 3, und der kleinern
CB = 2 (die Benennung, ob Fufs oder Zoll, ist gleichgiltig), an ihren
Umfingen hingen an feinen Fiden nach entgegengesetzten Richtungen die
Gewichtchen von » = 6 und ¢ = 10 Loth; da nun das statische Mo-
ment des letzteren Gewichtes grofser als jenes von » ist, so wird die zu~
sammengesetzte Scheibe so umgedreht, dafs ¢ herabsinkt und p steigt ;
wie grols ist die Beschleunigung G dieses Gewichtes ¢ , wenn die Masse
der grofsern Scheibe 26, und jene der kleinern 8 Loth betrigt 2

Reducirt man das Gewicht » nach statischen Gesetzen auf den Punct B,
so wirkt es dort (wegen 3.6 = 2) mit z = 9 Loth, so, dals also
die Uberwucht von ¢ 1 Loth betrigt.

Reducirt man ferner die Massen nach dem Momente der Tréiigheit simmt-
lich auf den Angriffspunct B der Kraft von 1 Loth, so ist zuerst die re-

ducirte Masse von » (wegen 6.3* = (2 3,{‘- = 13'5; ferner
die Masse der kleinen Scheibe, deren Triigheitsmoment (§. 167, 1)
= 1.8.4 = 16 ist, sofort (§. 150, GL 3) y — 129 = 4 ‘und end-
3, Sy sy ky A, 1 26.9 : ;

lich die reducirte Masse der grofsern Scheibe s = SR = 2925, mit-

hin die gesammte auf den Punct B reducirte trige Masse
M=2z+4 y + 2 = ¢ = 56'75 Loth.

Setzt man daher in der Formel i(6.:146 ,:G1. 2) G = % 9, F =1

M = 5675 und ¢ = 31 Fufs, so erhilt man fiir die gesuchte Beschleu-
31

56°75

sinkt das Gewicht ¢ in der ersten Secunde um 328 Zoll, wihrend jenes

poum 3 >< 398 = 492 Zoll steigt, und am Ende dieser Secunde dic
Geschwindigkeit = 984 Zoll annimmt.

Hitte man sowohl die bewegende Kraft, als auch die Massen , auf den
Punct 4 reducirt, so wiirde man nahe F' = ‘667, M = 2522, ¥olglich
fiir die Beschleunigung des aufwiirts steigenden Gewichtes » den Werth
G = 2:272 = 33'181 Fufs, oder wieder 984 Zoll gefunden haben,
Was genau mit dem vorigen Werth iibercinstimmt ; hieraus folgt, dafs es

9*

nigung des Gewichtchens ¢: G =

Fuls, oder nahe 656 Zoll, also
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ganz gleichgiltig ist, auf welchen Punct des beweglichen Systems man die
Krifte und Massen reducirt. Zugleich zeigt sich dabei der Unterschied
zwischen einem Gewichte und der Masse desselben sehr deutlich; so
wirkt im gegenwartigen Beispiel das in A befindliche Gewicht » = 6 Loth,
auf den Punct B reducirt, als Gewicht mit 9 Loth, dagegen als blofs
trige Masse mit 133 Loth; man mufs sich also wohl hiithen, in solchen
Fillen Gewichte und Massen mit einander zu verwechseln.

4. Bei dem einfachen Rollenzuge in Fig. 74 sey an der beweglichen Rolle B,
welche mit der festen Rolle A das gleiche Gewicht von 1 Pfund hat, noch
eine Last von 3 Pfund, und an dem Ende D der Schour A D ein eben so
grofses Gewicht » aufgehangen; es soll die Beschleunigung des herabsin-
kenden Gewichtes » gefunden werden, wenn die Reibung und der Wider-
stand wegen der unvollkommenen Biegsamkeit der Schnur vernachlilsigt
wird.

Hier 1st es bequemer anstatt der Abstinde die Geschwindigkei-
ten m Rechnung zu bringen. lat also das Gewicht » in irgend einem
Zeitmomente die Geschwindigkeit o, so ist (§. 159, Gl 4) po? = 30
das Trigheitsmoment der Masse p; da ferner ein Punct A des Rollenum-
fanges ebenfalls die Geschwindigkeit » in diesem Momente hat, so ist das
Moment der Trigheit (anstatt f}urﬁ, jetzt fM 03) = s o=t v%;
dasselbe gilt auch fiir die bewegliche Rolle B, in so ferne sie sich um
ihre Achse dreht; endlich bewegt sich die Last sammt der Rolle B, d. i
Q = 4 Pf. mit der Geschwindigkeit 7 » in diesem Augenblicke aufwirts,
also ist das Trigheitsmoment dieser beiden Massen ) (341) ==
Werden nun alle diesc Massen auf die Geschwindigkeit » (also wenn man
will auf den Punct 4) reducirt, so ist die reducirte Masse

M= 37+ 0 4 50 + o — 5 ppund,
2
Die auf denselben Punct A reducirte bewegende Kraft ist
Fo=p— (0 =y 3 — 0. — 1 Pf:
folglich die gesuchte Beschleunigung
: Ge=—" 531" =—"6'2 Tl
Wiire zur Uberwiltigung der Reibung und Steifheit der Schnur in P eine

Kraft von z. B. 7 Pf. nothig, so wire F = 1 — § = + Pf., und da-
her nur ¢ = T'.,.31 = 4'65 Fuls.

§- 170. Bestimmung des Mittelpunctes des
Schwunges. Wir konnen jetzt auch den in §. 153 erwihnten
Mittelpunct des Schwunges durch Rechnung bestimmen. Ist nimlich
(Fig. 130) Cder Aufhinge- und O der Schwerpunct eines zusammenge-
selzten Pendels von der Masse M, und haben die Massenelemente m,
m' ... desselben von € die Abstinde 7, 7...; so ist, wenn I das
Trigheitsmoment des Pendels in Beziebung auf die durch € gehende
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Dreh- oder Schwingungsachse bezeichnet, die auf den Schwerpunct O

reducirte Masse des Pendels (§. 159, GL. 38) M’ = %—Jﬁ, wenn man nam-
a

lich den Abstand €@ = d selzt. Das nach statischen Gesetzen auf
denselben Punct O reducirte Gewicht des Pendels ist zugleich jenes der
Masse M, folglich schwingt das Pendel so wie ein einfaches Pendel CO
von der Lange d, dessen in O befindliche Masse M’ jedoch nicht durch
die Schwere, d. h. nicht durch die Kraft M’, sondern durch jene M be-
wegt wird; dadurch entsteht aber nicht die Beschleunigung g, sondern

5 M
(§.146) jene G = P

fir die Schwingungszeit des einfachen Pendels statt g setzen mufls, wo-
durch man fiir die Schwingungszeit dieses zusammengesetzten Pendels

dw i ’ ; .
dly— x\/(n) . . (n erhilt. Ist nun F der Schwingungsmittel-

punct, so mufs ein einfaches Pendel von der Linge CF = I eben so

y l am’ !
schwingen, daher mufs auch T = = V— , alsor e i \/;
9’ g H

¢, welchen Werth man in die Formel 1, §.151

dm m
M T Md
namlich fir M’ den obigen Werth setzt; die Entfernung des
Mittelpunctes des Schwunges von der Drehungsachse
wird also gefunden, wenn man das Moment der Trig-
heit des Pendels auf die Schwingungsachse bezogen,
durch das statische Moment desim Schwerpuncte ver-
einigt gedachten Gewichtes auf dieselbe Achse bezo-
gen, dividirt.

Hieraus folgt, dafs auch ein kurzes physisches Pendel langsame
Schwingungen macht, wenn man es nahe am Schwerpuncte aufhingt,
weil dann im obigen Bruche von # der Nenner Md klein, also 7 grofs
wird, und der Mittelpunct des Schwunges iiber das Pendel hinausfallt.

Beispiele.
1. Schwingt eine materielle gerade Lime A B (Fig. 132) von der Linge

L, deren Masse M also = L gesetzt werden kann, um ihren Endpunct

A, so ist dafiir (§.162) 9 = 3 M L*, und das statische Moment des

im Schwerpuncte vereinten Gewichtes M gleich + L M, folglich, wenn F'

seyn, aus welcher Gleichung sofort ¢ = folgt, wenn man

TML? ,
der Mittelpunct des Schwunges ist: I = AF:E s SiLead, hieiin
einfaches Pendel von der Linge L schwingt genau so,
wie diese ganze materielle Linie A B.

Der Mittelpunct des Schwunges (von manchen Schriftstellern auch
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Schwingungspunect genannt, was aber zu Verwechslungen mit je-
nem in §. 162 bestimmten Puncte B der Geraden A B fiihrt), wird hier auch
gefunden, wenn man das Quadrat des Abstandes des Mittelpunctes
der Trigheit, d. i (§. 164, Gl m) 5 L* durch den Abstand des
Schwerpunctes von der Drehungsachse, d. i. 5 L dividirt.

2. Schwingt eine an einem feinen Faden hingende Kugel vom Halbmesser r
und der Masse M um einen von ihrem Mittelpuncte O um d abstehenden
Punct oder Achse €, und ist £ der in der Verlingerung des Fadens lie-
gende Mittelpunct des Schwunges; so ist das Moment der Triigheit der
Kugel (§. 169, GL.2 und §. 161) MM = 3 M2 4 Ma>, und ihr stat.

Moment = Md, folglich I = CF = g -’;’: -+ d, oder der Abstand des
Schwingungsmittelpunctes F vom Mittelpuncte der Kugel 0:
o piwally L Jord;
5 d

1 1

Istnunz. B.r =3 und d = 36 Zoll, soist OF = 3 .77 = 7%5 Zoll,
oder 35 Linie, woraus sofort folgt , dals man bei diesen Dimensionen
! = d setzen, oder den Mittelpunct der Kugel ohne Fehler fiir den Mittel-
punct des Schwunges dieses Pendels, dasselbe also als ein einfaches von
der Linge €0 = d annehmen kann.

Anmerkung 1. Die bisherigen Entwicklungen konnen beniitzt werden, um
das Moment der Trigheit eines Korpers, er mag dabei regelmilsig oder
unregelmiifsig seyn, practisch zu bestimmen. Liflst man nimlich den
betreffenden Korper (Fig. 130) um eine, durch einen beliebigen Punct €,
gehende Achse, weleche von dem Schwerpuncte O des Korpers (welcher
nach Kapitel Il gefunden werden kann) den Abstand & haben mag, schwin-
gen, und beobachtet dabei die Schwingungszeit 7'; bezeichnet ferner Q das
Gewicht des Korpers und M seine auf den Schwerpunct O reducirte trige
Masse ; so ist (wie in §. 170, Gl n»)

o —a \/(ﬂ), und daraus M = gac i (il

/Rl dr?

Bezeichnet man nun das gesuchte Trigheitsmoment in Bezichung auf eine
durch den Schwerpunct 0 gehends, mit der Schwingungsachse parallele
Achse mit 0%, und jenes auf die Schwingungsachse bezogen, mt 9%’; so
ist (§.161) M = M + Q«2, und zugleich auch M = M2, folglich
M + 0d* = Md*, und daraus M = (M — Q)az ., .. (2,
wohei M durch die Gleichung (1 gegeben ist.

Anmerkung 2, Bezeichnet man bei dem zusammengesetzten Pendel in
Fig. 130 die Masse desselben durch M, das Moment der Triigheit in Be-
zichung auf die Umdrehungs- oder Schwingungsachse € mit 9, dagegen
in Bezichung auf eine durch den Schwerpunct 0 und den Schwingungsmit-
telpunct ¥ gehende, der vorigen parallelen Achse beziehungsweise mit 9% und
9N, setzt ferner C O = d, CK = [, also FF O = | — d; so ist zu-
erst (§. 161) M = M 4+ Ma? und M’ = M + M — 4)*, und
dann nach der vorigen Regel fiir die Bestimmung des Schwingungsmittel-
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punctes, wenn man das Pendel um die Achse € schwingen Lifst '

Y
e n == 2\‘_ 4+ d ... (r (wenn man fiir M seinen Werth setzt),
M ¢ Md

)
woraus ! — d = /%)% folgt; ferner, wenn man das Pendel um die durch
1

den Schwingungsmittelpunct # gehende Achse schwingen lifst, und den
Abstand des Mittelpunctes des Schwunges dafiic von F' gleich  selzt ;

gifles m m

— = ——"— 4+ 11— d, oder, wenn man fir ! — d
MO0 " M=)
. m
den vorhin gefundenen Werth setat, auch ¥ = d + il so, dals also
a

LG ) 1o — L.(d. h..der,vorige Aufhiingpunct € zum Mittelpuncte des
Schwunges wird, wodurch sofort die in §. 153 (Anmerk.) erwihnte Ei-
genschalt des Reversionspendels erwiesen ist.

Funftes Kapitel.
Von der Wirkung oder Leistung der Krdfte.

§.171. Leistung oder Arbeit einer Kraft.
Wir haben bisher die Krifte in ihrem gegenseitizen Verhalten, sowohl
im Zustande des Gleichgewichtes als der Bewegung behandelt, allein da
es sich in der industriellen Mechanik um eine wirkliche Leistung, um
irgend eine Arbeit oder einen Nutzeffect derselben handelt, so miissen
wir dieselbe auch noch von diesem Gesichtspuncte aus betrachten.

So wie man in der Statik die Kréfte durch blofse Pressungen, z. B.
in Pfunden, und in der Dynamik durch ihre, allenfalls in Fufsen aus-
gedriicklen zuriickgeleaten Weee darstellt; so verbindet man hier beide
Methoden, um den Effect oder die Wirkung der Krifte, in so ferne
sie Bewegung erzengen, auszudriicken. Die Arbeit oder Leistung ei-
ner Kraft wird immer mehr oder weniger in der Uberwindung gewisser
Hindernisse bestehen, wie z. B. beim Heben einer Last in der Schwere,
beim Zermahlen des Getreides in der Cohisionskraft desselben, beim
Fortziehen eines Fuhrwerkes in der Reibung u. s. w. In allen diesen
Fiillen bringt aber eine Kraft, welche blofs mit dem Hindernifs im Gleich-
gewichte steht, noch durchaus keine Wirkung oder Arbeit hervor, son-
dern dieser Widerstand oder dieses Hindernifs mufs auch durch einen
gewissen Weg bewegt oder fortgeschafft, d.h. es mufs das wihrend der
Bewegung des Punctes, auf welchen der Widerstand wirkt, sich fort-
wilrend wiederholende Hindernifs , von der bewegenden Kraft tiberwun-



