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Legt man durch den Punkt P, in welchem die Berührung zweier Zähne

in der Gentrale gefchieht, die zwei fi in P berührenden Kreife A’ und B’

concentrifc) zu den Aren, fo ergiebt fid) aus dem Vorftehenden, daß die Um-

fangsgefchrwindigfgiten beider Räder in diefen Kreifen, aber aud) nur in

ihnen von gleicher Größe find, wie dies bei zwei Frictionsrädern von diefen

Halbmeffern au) der Fall üft. In einem Kreife A, des Nades A, weldyer

einen größeren Halbmeffer als a hat, wird offenbar die Umfangsgefchwindigfeit

größer fein als in demjenigen zu B concentrifchenStreife, welcher ihn berührt,

da deffen Halbmefjer Heiner ift als b, und ebenfo muß in dem Sreife As,

deffen Halbmeffer Fleiner als a ift, eine geringere Umfangsgefchwindigteit

vorhanden fein, als in dem ihm berührenden reife des Nades B. Während

daher die beiden durch P gelegten SKreife A' und B’ wegen der gleichen

Gefchtindigfeit einfach) auf einander vollen, oder fid) ohne Gleitung

abwälzen, fo findet zwifchen je zwei anderen in Berührung fommenden Kreifen

wegen der verjchiedenen GSeichwindigfeiten offenbar ein leiten ftatt,

defien Betrag um jo größer fein muß, je größer die Verfchiedenheit

der Gefchwindigfeiten, d. h. je größer der Abftand diefer Kreife von den

dund) P gelegten if. Hieraus ergiebt fi) mum weiter, daß aud) die

Entfernung zweier aufeinanderfolgenden Zähne, auf deu durch den

Punkt P gelegten Kreisumfängen gemefien (d. 5. die Bogenlänge), bei

beiden Rädern gleich groß fein muß, während die Entfernung zweier

Bühnefelbftverftäudlich in allen anderen mit einander in Berlihrung kommenden

Kreifen bei beiden Rädern von verfdiedener Größe ift. Die Entfernung

zweier Zähne von Mitte zu Mitte, oder überhaupt zwifchen zwei gleid)-

gelegenen Flächen, auf jenen durd) P gelegten Kreifen gleicher Gefchwindigteit

als Bogenlänge gemefien, nennt man die Zahntheilung oder fchledhtweg

Teilung, und daher führen diefe mehrgedachten Sreife gleicher Ge:

fchwindigfeit, auf welden man diefe Theilung bei der Conftruction abzutragen

pflegt, allgemein den Namen Theilfreife. Wie aus dem Borfichenden

hervorgeht, exfdeinen diefe Kreife bei den ausgeführten Nädern nicht als

niaterielle Bildungen, fondern e8 find ideale Kreife, welche zwifchen den

Kopftreifen A, vefp. Bi und den Fußfreifen Az vefp. B, der Nüder

fo gelegen find, da das Berhältnig ihrer Halbmeffer mit dem umgefehrten

Berhältniffe der Winkelgefchrwindigfeiten übereinfommt. Man hat offenbar

nach dem in 88. 40 und 41 Gefagten die Theilfreife der Näder als die

Bolbahnen zu betradhten, welde dem velativen Bewegungszuftande der

beiden Räder entfpredhen, und es ift in dem Berligrungspunfte D der Bol,

oder in der Geraden, welche durd) P parallel zu den Aren gedacht werden

kann, die Momentanare zu erkennen.

Bildungsgesetz für die Zahnflächen der Stirnräder. 8. 67.

Unter BVerlihfihtigung des im der Einleitung $. 26 über Aroide



330 Sweites Gapitel. [896

Gefagten ift e8 leicht, die Bedingungen allgemein zu entwiceln, denen die

Begrenzungsflächen dev Zähne von Stivnrädern genügen müffen. Bezeichnen
wieder & und A die Winfelgefchwindigfeiten der parallelen Aren A md B,

Fig. 233. dig. 233, und nimmt man auf der

Sentrale AB den Punkt D fo an,
daß feine Abftände PA oder a und
PB oder b id) umgefehrt wie die

Winfelgefchwindigkeiten verhalten, daß

aljo ae = bP ift, fo ftellen nad)
dem Früheren die beiden durd P

gehenden, zu den Aren A und B

concentrifhen Cylinderflächen die

Aroide der velativen Bewegung ziwi-
fen A und B vor. Man kann
fi) insbefondere diefe Bewegung fo

vorftellen, al8 ob die Are A mit
ihrem Cylinder A Pvollftändig feftge-
halten werde, und auf diefem Cylinder

als Momentanarenfläche die andere
Are B mit ihrem Axoide oder Eylinder BP herumgewälzt werde, und
zwar mit einer Gefchtwindigfeit & + B, wie dies in der Einleitung, $. 27,

mehrfach auch angenommen wurde. Wären die beiden Räder als glatte,

Frictionsräder ausgeführt, fo würde in der That eine folche divecte Nollung
auch eintreten, da die Umflächen der Frictionsräder nichts anderes find, als
die Förperlich dargeftellten Momentanarenflächen. Bei den Zahmrädern find
diefe zu den Theilfveifen gehörigen Cylinder AP und BP aber körperlich
gar nicht vorhanden, und die beiden Aäder berühren fi) daher aud) nicht in

P, jondern irgendwo anders in ?,, nämlich in der Berührungslinie zweier

aufeinander wirfenden Zähne. Diefe Zähne find ebenfalls als Cylinderflächen
parallel den Aren A und B zu denfen, deren normale Ducchfchnitte durch

die ebenen Gurven P,P, und P,P, gegeben find, welche in dem Punkte

Py ic) beriihven, daher dort eine gemeinfame Tangente NP, haben. Die
Berührung dev Zahnflächen gefchieht daher in einer geraden Linie Z,

welche parallel den Aren A und B ift und in P, fenkrecht zue Ebene der
Zeichnung, d. h. der Ebene der Eurven P,Pı und P,P, fteht. Denft
man id) nunmehr wieder das Aad A feftgehalten, und das Rad B um A
herumgewälzt, fo fann die Bewegung jeßt nicht mehr um die Momentanare
in ? ftattfinden, fondern um die in P, befindliche Berührungslinie Z, da
diefe Linie dem Nade B jegt als Stüglinte dient. Mean erfieht aus diefer
Betrachtung, daß die augenblicliche Bewegung der Zahnräder in Wirklichkeit
eine Kleine Drehung um die Are in P, ift, während die Bedingung der zu
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erfüllenden Aufgabe eine Feine Drehung um die Momentanare in P vor

fchreibt. Diefe beiden Aren in P und Ps find unter fid, parallel, und da

zwei gleichgroße und gleichgerichtete Drehungen um parallele Aren fid) nad)

Einleitung, $. 4, durd) eine Verfchiebung fenkrecht zur Ebene der Aren in

dem dafelbft angegebenen Betrage unterfceiden, fo zieht man daraus den

Schluß, daß die in Wirklichkeit hier ftattfindende Drehung um die Are in

P, die durd) die Aufgabe vorgefchriebene momentane Drehung um die Are

P nur dann erfegen fann, wenn die Zahnflähen gleichzeitig eine VBerfchiebung

des bewegten Syftems in der zur Ebene der Aren P und P, jenkrechten

Nichtung geftatten. Zwei cylindrifche jr in einer Geraden Z berührende

Fläcden geftatten aber offenbar nur eine Berfchiebung in ihrer Berlihrungs-

ebene, und deshalb muß die gemeinfchaftliche Berliprungsebene der Zahnflächen

in P,, welche fid) in P, N projicit, fenfrecht zur Ebene der Aren Pund P,

fein. Es muß mit anderen Worten die Normalebene zu den Zahn-

fläden in deren Berührungslinie durch die Momentanare in P

gehen, wo aud) die Berührung zweier Zähne ftattfinden möge,

denn was hier von der ganz beliebigen Yage des Berlihrungspunftes P, nad)-

gewiefen ift, gilt ganz allgemein von jeder anderen Yage deflelben vefp. der

in ihm fi) projicivenden VBerührungslinie Z.

° Nachdem im Dbigen die Grundbedingung entwidelt it, denen die Zahn:

flächen genügen müfjen, läßt fi nun ein allgemeines Bildungsgefeg für die

- Entftehung richtiger Zahnfläcen geben, deffen Anwendung ohne Weiteres

auf die verfchiedenen in der Praxis gebräuchlichen richtigen Zahnformen führt.

Zur Entwicelung diefes Gefeges denfe man fich, zumächit zu den beiden

eylindrifchen Aroiden AP und BP ein drittes, gleichfalls cylindrifches und

mit jenen paralleles Aroid CP, deffen Bafis CP vorläufig ebenfalls freis-

fürmig angenommen werden möge, obwohl, wie fich, fpäter zeigen wird, für

eine andere nicht Freisförmige Bafis diefes Eylinders das Gejet feine Gültigfeit

behält.

Diefes Hülfsaxoid CP vom Halbmeffer c ei in folcher Lage gedacht, daß

eine Seite L defielben in die Momentanare P hineinfällt, fo berührt alfo

das Hlilfsaroid C die beiden Hauptaroide A und B in diefer Linie Z oder

P, und zwar das eine A von außen, da8 andere B von innen, wenn, wie

in der Figur angenommen, die beiden Räder A und B im äußeren Eingriffe

ftehen, d. h. auf verfdiedenen Seiten der gemeinfchaftlichen Berlihrungss

ebene Liegen. Sollten diefe Räder A und B in inneren Eingriffe ftehen,

fo berührt C die beiden Aroide A und B gleichzeitig innerlic) - oder

äußerlich, d. h. diefelben Liegen auf derfelben Seite der gemeinfamen Bes

rührungsebene. Denkt man fi) nun das Hülfsaxoid C auf dem Cylinder

A äuferlic) ohne Gleitung um einen Bogen PL’ herumgewälgt, fo gelangt

die Berührungslinie Z aus ihrer Yage in P nad) einer anderen in Z,, weldje
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dadurch beftinmt ift, daß die Bogenlängen PL’ und Z, L’ gleic) groß find.
Die Linie Z erzeugt bei diefer Bewegung eine der Are A parallele Eylinder-
fläche, deren rechtwinfelige Bafis durch die Epicyeloide PL, dargeftellt ift.

In derfelben Weife erhält man durch) Abwälzen des Cylinders C auf der
inneren Fläche von B durd) die Bewegung der Geraden Z eine mit B
parallele Cylinderfläche, deven Bafis die Hypocycloide PL, ift.

Es ift num leicht zu erfehen, daß -diefe beiden eylindrifchen Flächen PL,

und PL,, al8 Begrenzungen zweier Zähne dev Räder A und B benugt,
der oben entwidelten allgemeinen Bedingung eines richtigen Zahneingriffes
genügen. Um dies zu erfennen, faffe man eine Yage C’ des Cylinders C ins

Auge, bei welcher derfelde um den Winkel «a — PALum das Axoid A
gewälzt wide, fo ift nad) dem Früheren diefe Wähung des Cylinders C

gleichbedeutend mit zwei Drehungen, einer um A im Betrage @ und einer

anderen um C im Betrage 9 —= =. Diefer Winkel 9 ift in der Figur

durch Z’ C’Z, dargeftellt, und man erfennt auch aus der. sigur, daß die durd)
L’L, parallel zu den Aren gelegte Ebene auf der Slähe PL, in Z,

normal fteht, denn das Element diefer Fläche in Z, fann al® ein fchmales
Element eines Kreiscplinders angefehen werden, defjen Are in Z’ gelegenift.
Denkt man nun dem betrachteten Syfteme, d. h. fowohl dem Cylinder A

iwie auch demjenigen C eine Drehung um die Are A im Betrage — « er-
theilt, fo gelangt der Cylinder CO’ aus diefer Page in feine urfprüngliche Yage CO
zuriic, die Berührungslinie Z/ tritt hierdurch in die Momentanare P, und
die ganze Bewegung des Cylinders C vedueirt fie) auf eine Drehung deffelben

um feine eigene Are im Betrage % — = Die Gerade Z, fällt dabei

nad) P,, wenn PCR, = yY ift, und die Fläche PL, wiwd, wenn man
diefelbe bet der Rirddrehung des Syftems als mit A feft verbunden annimmt,
jest die Yage P, Pı annehmen, fo daß die durch) PP, zu den Aren parallel
gedachte Ebene wieder in ?, auf der Fläche P, Pı normalfteht.

In derfelben Weife erkennt man, daß eine Wälzung des Cylinders

C im Innern der Eylinderflähe B von C nad) CO’ um einen Winkel
— ß = PBLT" offenbav einer zweifachen Drehung des Cylinders
entfpricht, und zwar einer folden —P um B und einer anderen um bie

eigene Are im Betrage y’ — + = Diefer Winkel Y’ ift in der Figur

durch Z’ CO" Ly gegeben und offenbar fteht die duch Z’L, parallel zu den
Aren gelegte Ebene in L, normal auf der Fläche PZ,. Dreht man auch
jest ven Cylinder B fammt der Fläche PZ, und dem Cylinder Cum die

Are B im Betrage + PB zurüc,, fo gelangt C aus der Lage CO" ebenfalls in
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die Ausgangsare C zur, und die ganze Bewegung von C läuft auf eine

Drehung y! — ni hinaus. Da nun die für die Aren A und B verlangte

Bewegung an die Bedingung aa — bB geknüpft ift, jo folgt hierans ohne

Weiteres, daß y — y’ ült, d. h. daß im beiden hier betrachteten Fällen

das Hilfsaroid © fi um einen und denjelben Wintel

abB

EIa
und in demfelben Sinne gedreht haben muß. Daraus folgt, daß die beiden

Lagen Z, und Z, der erzeugenden Geraden Z nachher in derjelben Linie Po

zufammenfallen, und daß die durch diefe Linie und die Momentanare LP’

gelegte Ebene normal auf den beiden Begrenzungsflähen P, Pı und P, P,

ficht. Die legteren miüfjen fic daher in der Geraden P, berühren und

irgend ein von der einen Zahnflähe auf die andere ausgeübter Druf geht

dur) die Momentanaxe P, und ift jenfvecht zu diefer gerichtet. Hierdurch)

ift offenbar der allgemeinen Bedingung genügt, welche nad) dem Borher- -

gehenden am richtige Zahnflächen geftellt werden muß.

Die hier gefundene Eigenjchaft der durd) die Abwälzung des Cylinders

C auf den Momentanarenflächen der Räder erzeugten Flächen ift übrigens

durdaus nicht daran gefnüpft, daß der wälzende Cylinder C eine freisförmige

Bafis habe, vielmehr bleibt die vorhergehende Unterfudung nod) diejelbe,

Fig. 334. welche beliebige Curve man dem
wälzenden Cylinder C aud zur

Bafis geben möge, vorausgefegt nur,
daß die Seiten diefes Cylinders den

Uren parallel find. Denn denkt

man fic die beliebige Cuwe OPQ,

Fig. 234, als Bafis des auf beiden

Aroiden A und B abzumwälzenden

Sylinders, fo erzeugt die Berlihrungs-
(inie P wieder zwei Cylinderflächen,

deren vechtwinfelige Durchfchnitte

durd) die Cuwven PL, und PL,

dargeftellt find. Es tritt nämlich

die Berührungslinie Z von P nad)

L,, wenn eine Wälzung des Cylinders C um die Are A im Betrage
PAL— « ftattgefunden hat, wobei ein Punkt O auf der Cumwe OPQ

nach) Z/ gelangt, für welchen die Yänge des Bogens PO gleid, derjenigen

von PLift.

Ebenfo kommt bei der inneren Wälzung auf dem Aroid B derjelbe Punkt

O nad) einem Punkte Z”, fo da
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are PO== are PLN

ift, md die Berithrungsfinie Z gelangt dadurch aus der Page in P nach der=

jenigen Zy. Dffenbar fteht auch) hier die den Aren parallele Ebene durch
L’ L, normal auf dev Fläche PL, in Z, umd die den Aren parallele Ebene

duch Z’ Lz normal auf der Fläche PL, in Z,. Es ift aber aud) leicht
erfichtlich, daß bei einer Zuriifdrehung des Shftens A und C um A im
Betrage DL AP — — a, nd des Syftems B und C um B im Betrage

DB= der wähende Cylinder in beiden Fällen in diefelbe

Page Fonımt, d. h. daß die durch Z, und Z, gehenden Seiten der beiden

erzeugten Flächen PL, und PL, in einer umd derfelben Geraden P, zur

Berührung kommen müffen, forwie daß die gemeinfame Normalebene der
Hlächen in diefer Beriihrungslinie durch die Momentanare P geht. Zu dem

Ende hat man mım zu zeigen, daß in jedem der beiden betrachteten Fälle das
Nefultat der Wähzung auf A vefp. B und der darauf folgenden Nüddrehung

um A refp. B eine Drehung des wähenden Cylinders OPQ in demfelben
Winfelbetrage ift. Dies ergiebt fic) leicht aus folgender Betrachtung. Denkt

manfich für alle Punkte der Cinve OP Q die Normalen, jo hitllen diefelben
befanntlich eine Curve PEY ein, weldhe die Evolute von OPQ ift, und
auf welcher die Kriimmungsmittelpunkte der leßteren gelegen find. Man

fanın daher irgend ein Element, z.B. D der Flähe OPQ, als ein unendlich
fchpmales Cylinderfegment zur Are E und zum Halbmefjer DE betrachten.

Ber der Wäung eines folchen Elementes, defjen Mittelpunktswinfel Oy
heißen und defjen Halbmefjer allgemein mit & bezeichnet fein möge, auf dem

Elemente d« von A oder OP von B wird daher der wälzende Cylinder um
ad ni Dopar

feine eigene Are E im Betrage or beziehungsweife - fi) drehen.

Da diefe beiden Werthe gleich groß find, fo folgt alfo, daß fire jedes Element
de8 Cylinderd OPQ bei der Wälzung auf entfprechenden Elementen 0@ und
OB die Eigendrehungen gleich groß find. Im Folge deffen müffen auch die

Summen

[= und SE
& &

gleich groß fein, die den gefammten Drehungswinfel des Cylinders OPQ
angeben, welcher aus einer Abwälzung in dem Betrage PDO und darauf

folgender Rüddrehung um A vefp. B refultint.

Hiernacdh läßt fi) das fin die Verzahnung der Stivnräder geltende Grumd-

gejeß wie folgt ausdrüden:

Man erhält immer zweizugehörige richtige, d.h. dem verlangten
Bewegungszuftande entfprechende Zahnflähen in denjenigen
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Eylinderflähen, welde eine Seite eines den Aren parallelen

Eylinders C von ganz beliebiger Bafis erzeugt, fobald diejer

Eylinder auf den Momentanarenflähen A und B der Räder

ohne Gleitung abgewälzt wird. Cine nod) weitergehende Berallgemeine-

rung diefes Zahnflächenbildungsgefeges wird fi im Folgenden ergeben.

€8 bedarf faum der Bemerkung, daß, während bei äußgerem Eingriffe

der Räder der gedachte Eplinder C auf dem einen Aroide A äußerlich), auf

dem anderen B innerlic) oder umgefehrt, abgewälzt werden muß, bei inner-

lihem Nadeingriffe die Wälzung auf den Aroiden entweder beide Male

ünferfich, oder beide Male innerlich, vorzunehmen ift, jo daß die durch die

Abwälzung erzeugten Curven jedenfalls auf einer umd derfelben Seite

der gemeinfchaftlichen Beriihrungstinie der Theilkveife Liegen.

Allgemeine Zahnform. Das im vorhergehenden Paragraph ent- 8. 68.

widelte allgemeine Bildungsgefeg für die Zahnflächen der Stirnräder führt

num ohne Weiteres unter Annahme befonderer Borausfegungen zu den ver

fchiedenen Zahnformen, welche man in der Praris zur Verwendung bringt.

Man kann zunächft bemerken, daß man die Zahnform des einen Nades

A immer ganz beliebig annehmen darf, da e# theoretifc) ftets möglid) ift,

die diefer willfürlichen Form zugehörige Zahnform des anderen Nades zu

Fig. 235. finden. It nämlid PP,

Fig. 235, eine mit der

A Are A verbundene diefer
parallele cylindriiche Zahn-
fläche, jo läßt fid) immer
ein Eylinder C1, 2, C3, C++»

angeben, ducd) deffen Wäl-
zung auf @1,4,Q4, 4y...

die Zahnflähe PP ent-
ftanden gedacht werden kann.
Zieht man nämlich zu den

beliebigen Punkten p1, Ps,

Pr, Pr: - . d8 Zahndurd)-

fchnitts PP die Normalen

bis zu ihren Durchfchnitten

Ay, Az, Az... mit dem Cylinder A, und conftruirt das Dreied: € P Cı aus

C3 Pa = Ay Pa; Cı Pa = U Pi; Cı — Agdı,
macht ferner

 

GG —=AA ud CyPg = AP,

Gun, md m — am uf,
fowie

Ghana wd 1m am uff,


