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deffen die beiden Kegelflächen auf entgegengejegten Seiten der Be-
rirhrungslinie O ©. Diefer Fall entspricht fonacd) dem äußeren Angriffe

der Räder fin parallele Aren. In Fig. 139 (a. v. ©.) hingegen, in welcher
der eine Winfel 4, > 90°, ift, Liegen beide Klegelflächen auf derfelben Seite

der Berührungslinie, und man fan daher die Berührung eine innere nennen,
entfprechend dem inneren Eingriffe bei den Nädern paralleler Aren.
Als Grenzfall zwifchen den eben erwähnten kann der in Fig. 140 dargeftellte
gelten, wobet der Winfel 6, der Erzeugungslinie OC mit der Are OB

gleich einem Nechten ift. In Folge deffen artet die zugehörige Kegelfläche
hier in eine zur Are OB normale Ebene aus und pflegt man daher das
betreffende Nad ZF ein Planvad zur nennen.

Beijpiele: 1) Der Arxenwinfel zweier Wellen beträgt 70%, es follen zwei

conijche Näder für ein Umjegungsverhältnig n = FT — 3 zwijchen denjelben

angeordnet werden, Man findet dur Rechnung die halben Spigenwinfel der

Kegel aus

sin 709
3 + cos 70°

daher d, = 5418. Soll nun der äußere Berührungspuntt zwijchen beiden
Rädern um 1,2 Meter von dem Arendurcjchnitte entfernt fein, jo hat man die

entjprechenden Halbmeffer der Nävder:

a—= 12 sin 15942": = 0,325 Meter,

b = 12, sin 541187 0,975, Meter. — 3.

Bei einer Länge der Berührung in der Seite des Kegels gemefjen von O,1 Meter

folgen ebenjo die inneren Halbmefjer a, und b, der Räder zu

4 = 1,1 sin 1590422 —.0,298 Meier,

b, = 11 sin 54918. = 0,84 Maier 97,.

2) Wie groß ift das Umfegungsverhältniß zweier conijchen Räder, deren Aren
einen Winfel don 120% mit einander bilden, und bon denen das eine Nad ein
Blanrad ijt?
Man hat hier d — 120°, d, = 90% und daher dg — 30°; folglich ift das

Umfegungsverhältnig

tangd, = — 0,2812,= 15427

sin 80°Be
= BE 2.,800900
 == 0,5;

das Planrad hat daher doppelt jo große Halbmeffer a und a, zu. erhalten als
da3 zugehörige Nad.

Räder für windschiefe Axen. &s fei diejelbe Aufgabe, wie im
vorstehenden Paragraphen fr einander fehneidende Aren, nunmehr für den
Val zweier windfchiefen Aren gegeben. In Sig. 141 I und IT find diefe
Urn AA, und BB, in zwei zu eimander fenfrechten PBrojectionsebenen

Iumd II dargeftellt, von denen I parallel mit den parallelen Ebenen angenommen  
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wurde, welche fi, duch) die zwei windfchiefen Aren legen lafjen. Demgemäß

ftellt offenbar D, D, — d den normalen (fürzeften) Abftand der beiden Aredar.

Fig. 141. Zwvörderft denke man fi) wiederum

die eine Welle, etwa AA,, in abjolute

Nuhe dadurd) verfegt, daß man dem

ganzen Chfteme, alfo jeder Are, eine

Drehung gleicd) und entgegengefetst der
von AA,, alfo im Betrage — a er

theilt denkt. Hierdurd) wird die Welle
BB, zweien Drehungen unterworfen,

nämlic, einer folchen um die eigene Are
B im Betrage B und einer anderen wın

A im Betrage — «, wo die Größen
a und B wieder unendlid, Heine Winfel-

größen fein follen. Die Beftimmung

der Aroide für diefen Fall ift num

unter Berüdfichtigung des in der Ein-

leitung, $. 25, Gefagten leicht zu be-

“wirken, indem fic, danach die Bewegung

um zwei windfchiefe Aren jederzeit durd; eine beftimmte Schrauben-

bewegung um eine gewiffe Are erfegen läßt, zu deren Kenntnig man

auf dem an obiger Stelle angedeuteter Wege divect gelangt. Zu dem Ende

denke man die Are BB, parallel zu fid) felbft verfcoben, bis fie fi) mit

AA, in dem Fußpunfte D, der gemeinschaftlichen Normale d jcneidet, was

immer gejchehen darf (Einleitung $. 4), fobald man nur mod) eine zu ber

 

 

Arenebene fenfrechte Berfciebung im Betrage 2 d sin ß oder bei Fleinem

Winfel B von Bd hinzufügt. Diefe Verfchiebung ift in I durd) die zu

BB, normale Steede D, E — Pd vorgeftellt. Man kann nun die beiden

Dredungen — « und B nad dem Parallelogranım der Drehungen genau

wie im vorigen Paragraphen zu einer vefultivenden Drehung Y um eine durch)

D, gehende Are CC, zufammenfegen, welde den Winfel der Aren AD,B

= Ö in zwei Theile AD, C — Öı und BD, C = Öd, theilt, und wofitt

die Proportion gilt:

Diefe refultivende Are D, C fteht fchief zu der Verfdiebung D,E — Pd,

da legtere ja normal zu der einen Componente D; B gerichtet ift, und man
fann diefe Verfchiebung BA daher in zwei Componenten D, F parallel zu
D,C und D,@ jenkrecht dazu zerlegen. Mean findet, da der Winkel
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GD,E—= 90° — ö,’

ift, auf diefe Weife die Componenten

D,F= fdsind,
und

Di.G@ = Dar 003108:

Die legtere Komponente läßt fid) num wieder ($. 4) mit der Drehung um
CC, vereinigen, und zwar vefultivt daraus eine Drehung ebenfalls in Be-
tage y um eine Are, welche parallel zu CC, in einem Abftande dı von
derjelben fich befindet, welcher durd)

ydı = ßd cosd,
zu

U ß d cos d,

gefunden wird,
Durch) diefe Zerlegungen und Zufammenfegungen hat fi) nunmehr er=

geben, daß die beiden Drehungen —& und B um die voindfchiefen Aren
AA, und BB, fic) erfegen Laffen durch eine Drehung y um eine Are 00,
die durch D im Abftande d, von A Aı geht, welche parallel den beiden
Parallelebenen der Aren liegt und deren Winkel 6, und 8, mit den legteven
gegeben find durch die Gleichung

Br u
sind;sinds; sin’

forte ferner durch eine der Are CC, parallele Verfchiebung im Betrage
Pd sind,, wofiir man aud) fegen fan @d sin d.. Diefe beiden Bewegungen
bilden aber zufammen eine Schraubenbewegung zum Are CO. Da nun
die Umfegung dev Bewegungen eine fortwährend conftante ift, fo folgt, daß
das betreffende Aroid der bewegten Welle B diejenige Umdrehungsfläche fein
muß, welche entjteht, wenn die mehrgedachte Gerade oder Momentanaxre CC,
unter Fefthaltung ihres Abftandes und ihrer Neigung gegen BB, um diefe
herumgedreht wird. Ebenfo ift die hierzu gehörige, mit AA, feit ver-
dundene Momentanarenfläche die durch Umdrehung derfelben Geraden um
AA, entftehende Umdrehungsfläche. Die fo entftehenden Umdrehungsflächen
find befanntlich einfchalige Umdrehungshyperboloide. Denkt man
fid) nunmehr die zufäglich gegebene Drehung — & wieder befeitigt duch, eine
Umdrehung +, fo fteht jest AA, nicht mehr ftill, fondern nimmt eine
Drehung + an, während der Welle BB, nur noch ihre. anfängliche
Drehung + ß verbleibt, und man hat nunmehr den geforderten Bewegungs-
zuftand der beiden Axen herbeigeführt.
Man erkennt aus der vorftchenden Unterfuchung, daß diefer Bewegungs-

zuftand fd) erreichen läßt dadurch, daß man die gefundenen Mionentanaren-
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flächen zu materiellen hyperboloidifchen Rädern ausgebildet mit den Aren

AA, und BB,feft verbindet, und nun aufeinander abwälkt, wobei außer

dem Rollen derjelben gleichzeitig noc) ein Verfchieben längs der jedesmaligen

Berührungslinie im -Betrage von

ad sind, —= Pd sind,
ftattfindet.

Es dürfte nod) von Intereffe fein, das Theilungsverhättniß zu ermitteln,

im welchem der Fürzefte Abftand d—= D,D,, fig. 142, II, durd) die

vefultivende Schraubenare oder Erzeugungslinie CC, in D getheilt wird.

E8 wurde oben der Ausdrud gefunden :

DD, = d, = : deosÖ,.

Ganz ebenfo würde man für den Abftand DD, — dz den Werth finden:

BD, = d —= ® d cos Ö\.

Durd) Divifion folgt hieraus

 

dı _P cosd,

d @ cosdı’
und darin

B sind,

«a sind,

gefegt, liefert jchließlid): ,

(u tangd, __ DD,

ee

Diefe Abftände d, und d, find offenbar die Kehlkveishalbmeifer der

gefundenen Hyperboloide, und man fanı daher die gewonnenen Nefultate

folgendermaßen in Worte fafjen:

Bei den huperboloidifchen Rädern verhalten fichdie Keplkveishalbmeffer

direct wie die TangentenderWinfel,unter denen die Beriihrungs-

linie gegen die Arengeneigtift, während die Umdrehungsgefchwin-
digfeiten, alfo auchdie Umdrehungszahlenden Sinusdiefer Winkel

umgefehrt proportional find. In legterer Hinficht ftimmen die hyper-
boloidifchen Räder alfo gewiffermaßen mit den conischen Rädern itberein.

And) nod) in anderer Hinficht Laffen fic, gewiffe Achnlichfeiten der beiden
Fälle fi) fehneidender und fich Freuzender Aren anführen, wie aus Folgenden
zur Genitge hervorgeht. Zumächt ift aud, bei den hhperboloidifchen Rädern
wie bei den conifchen durch die Yage der Aren und das Umfegungsverhältniß
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die Größe dev Näder noc) feineswegs beftimmt, da man auch bei den Hyper-
bofoiden durch Schnitte normal zu den Axen beider Körper in beliebigen

Punkten dev Berührungslinie EE,B;, Fig. 142 und 143 Scheiben hevaus-

dig. 122. dig. 143.

 

Icpneiden fan, deren Halbmeffer mit ihren Abftänden von den Kehlkreifen
wachjen. Die Heinften Räder Z, F, und E,D, find natiirlich diejenigen, deren
mittlere Ebenen mit den Kehlkreifen zufanmenfallen, auch Haben diefe
Scheiben die Eigenfchaft, daß fie nur wenig von-Cylindern abweichen, während
alle einfeitig hevausgefchnittenen Scheiben wie diejenigen durch E md ,
näherungsweife durch Kegelftumpfe fich evfegen Laffen, deren Seitenneigung
nit der Neigung dev Tangente an die Hypexbolifchen Profile in den gedachten
Punkten übereinftinmt.
Man erkennt übrigens auch hier, ähnlich wie bei den conischen Nädern

im vorhergehenden Paragraphen, daß die beiden in Fig. 142 ımd 143 dar-
Fig. 144. geftellten Fälle fi) nur durc) die ent-

gegengefegte Drehungsrichtung der
einen Are A unterfcheiden. Auch hier
erhält man diefen beiden Fällen ent-
fprechend zwei verschiedene Paare von
Umdrehungshyperboloiden, welche eben-
fall8 zu einemeinzigen Paare in dem
Falle vechtwinfeliger Aren zu-
jfammenfchrumpfen, wie aus Fig. 144
erfichtlicd, ift. Denkt man fic) nämlich)
die Are Bin einer beftimmten Jichtung
bewegt, und conftruirt in befannter
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Weife die beiden Momentanaren O C und OC,, welde bei demfelben Um-

fegungsverhältniffe fowohl der einen wie der anderen Bewegungsrichtung

von A entfprecdhen, fo findet fi, daß die beiden Hyperboloide, welche dur)

die Umdrehung diefer Erzeugungslinien O C und OC, um jede Are erzeugt

werden, zufammenfallen mifjen, in derfelben Art, wie e8 aud) bei den

Kegelflächen der conifchen Näder der Fall ift. Hieraus folgt die intereffante

Thatjachhe, daß ein Hyperboloidenpaar fid, ald Aroidenpaar ergiebt, weld)es

bei eimer Umdrehung der einen Are in einer beftimmten, Richtung eine

Umdrehung der anderen Are unter einem beftummten Umfegungsverhältnifie

fowohl im der einen wie in der entgegengefegten Richtung veranlaffen

fann. Würde man daher in folhen Falle die beiden Aroide ald materielle

Hhperboloide ausführen, die gegeneinander gepvept werden, um durd) Friction

die Bewegungsübertragung zu vermitteln, jo würde die Umdrehung des einen
eine Umdrehung des anderen nicht zur Folge haben können. Der Grund

hiervon ift darin zu fuchen, daß diefe beiden Hyperbofoide fic) gleichzeitig in
den beiden Geraden OC und OC, berühren, welde gegen die Aren jym-

metrifch Liegen, daher die aus beiden Berüihrungen hervorgehenden Eimwir-
kungen fid) gegenfeitig aufheben müffen. Wenn man die Hyperboloide

jedod) mit Zähnen verficht, jo können fie zur Bewegungsübertragung ent-

weder in dem einen oder in dem anderen Sinne brauchbar gemacht werden,
jenachdem man die Zähne nad, der Richtung der einen oder der anderen

Berührungslinie anordnet.

Auch hier berühren fid) die Aroide, wie bei den conifchen Rädern, von

außen, jo lange die Erzeugungslinie mit den Aren fpige Winkel bildet.

Wenn Hingegen der eine Winkel d, > 90° ift, jo wird

dı
d, = tang8, tang ds

negativ, d. h. die beiden Aroidenflächen Liegen auf derfelben Seite der
Berliprungslinie und die Berührung ift eine innere. Wr den Örenzfall,
für welchen d, —= 90° anzunehmen ift, wird d, — ©, und das zugehörige

Aroid artet alsdanı in eine mit der Erzeugungslinie zufammenfallende
Gerade aus, welcde einer Zahnftange mit einem fchräg gegen diejelbe
gelagerten hyperboloidiichen Nade ebenfo entfpricht, wie die normale Zahn:

ftange mit cylindrifchem ade den Grenzfall zwifchen äußerer und innerer
Berührung bei parallelen Axen vepräfentirt.

Daß die durch Umdrehung der Momentanare CC, um die Aren A und B

entftehenden Aroide Umdrehungshpperboloidefind, evgiebt fic) Leicht aus folgender
Beratung. Es fei Fig. 145 (a. f. ©.) I und II durch AA und A, die
Drehazre in zwei zu einander vechttinfeligen Projectionen (Aufriß und Grund-
viß) dargeftellt, und unter CC vefp. CO, C, die Erzengungslinie verjtanden,
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welche ımter dem conftanten Winfel 6, gegen AA und in dem Abftande AD
= A,D, =d, um die Are A herumgeführt werde. Die dadırcc) erzeugte No-

Fig. 145. tationsflädhe wird von der

erften Brojectiongebene in
einer gewiffen Curve KK
gefchnitten, von welcher fi

leicht nachweifen läßt, daß
e8 eine Hyperbel zur Are
AA fein muß. Bedeuten

nämlih ZF und E,F,

die Projectionen der Er-
a zeugungslinie in einer be

A

N M2

M 

 

  
liebigen Lage, fo ift dev
Punft F, in weldem

diefelbe durch die  exfte
Projectionsebene geht, offen-

| | bar auc) ein Punkt der in
iu th > Kede  ftehenden Kurve

TED Varu winfeligen Coordinaten die-
a fes Punktes in Bezug auf

A als Anfangspunft und AA als Y- Are du AG—= AF =xım
GF— y bezeichnet. Man hat dann in dem Dreiede A, E, Fı-

. AR— AF— ER:

 
oder

d’ = 22 — y? tangd}.

Schreibt man diefe Gleichung
x2 y2

=:

jo erfieht man fogleic, daß fie eine Hhperbel darftellt, deren Halbaren
dı = AD umd d,cotgd, — DH find, für welche alfo AC eine Ajyınp-
tote ift. Man wird daher zu der fraglichen Momentanaxenfläche anftatt
durch) Umdrehung von CC auch dadurch gelangen, daß man diefe Hyperbel
KK umihre eine Hauptare AA herummdreht, d. H. die befagte Fläche ift ein
einschaliges Umdrehungsgnperboloid. Aus der oben entwidelten Gleichung

der Hüperbel folgt

y— cotg d, Va? — d}.

Nimmt man Hierin fir x einen großen Werth an, gegen welchen d, ver=
Ichwindet, fo nähert fi) y dem Werthe © cotg d1, d. h. es fchließt fic) das
Hüperboloid in dem Maße, tvie man es erweitert, einen gewöhnlichen Slegel-
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mantel zue felben Are AA an, defien halber Spigemwintel gleich) d, ift
(Alymptotenfegef).

Wie bereits oben angegeben, kann man die hnperboloidifchen Scheiben,

welche die Grundform der Räder bilden, näherungsweife durd) abgeftumpfte

Kegelmäntel erjegen, deren Seite mrit der Tangente des hyperbolijchen
Profils übeveinftimmt. Die Neigung P der Tangente EF in einem
beliebigen Punkte F der Hyperbel gegen die Y-Are beftimmt fid) durch)

Differentiation der Hyperbelgleihung zu

“: I — tangd, detangp = % = Zeotgöt “

Diefe Neigung gegen die Umdrehungsare hätte man daher einer Kegelzone
N, N, zu geben, die eine Zone des Hyperboloids, deren Mittelebene den
Halbmeffer FM — x oder a hat, annähernd erfegen fol. VBezeichnet man

noch mit MM, — e die axiale Höhe diefer Zone, fo ergeben fid) der

Hleinfte und größte Halbmeffer derfelben zu

MN=4=a— \Yeaygp=a— n tang ö, Va? d},

MN=W=a+ Yeuiyp=ar 35 tangd, Va? —d}.

Wil man diefe Halbmefjer dur) den Abftand MA — h der mittleren
Ebene vom Kehlkreife beftimmen, fo erhält man, da

MA=h= cotgö, Va? — a?ift:

eh ”
wen tangdy,

eh
wa, In tang dr.

Wenn man endlic) die Entfernung eines Punktes F von dem SKehlkveife,
in der Berührungslinie FE gemeffen, mit = FE bezeidjnet, jo ergiebt
fid) der diefem Punkte zugehörige Halbmefler a des Hyperboloides nad) der
Figur IT zu:

AVa? + (Isin d,)2.

Anmerkung. Der im Obigen befprodene allgemeinfte Fall der Bewegung
zweier gefreuzten Aren muß natürlich die Bewegung um fi jcneidende jowoh!
wie um parallele Aren in fi) einihließen. Sett man nämlid d, = d, — 0,
jo erhält man aus

dı _ ß cosdy
d, w cosd,

die befannte Beziehung
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RER N; j
es

und die Halbmefjer an irgend einer Stelle _

a= Var + (Isind®? =d,

fowie b = d,. 68 entjpredhen diefe Formeln alfo den Stirnrädern für parallele

Aren. Ebenjo giebt die Annahme d —= 0 aus der gefundenen Beziehung
«dsind, — Pdsind,

a. sinds 
ß sind,

entjprechend den conijchen Rädern.

Beijpiel. Es foll ein Hyperboloidijches Näderwerf für zwei zu einander recht
winfelige Agen conftruirt werden, deren Fkürzefter Abftand 0,5 Meter und deren

N

Umfegungsverhältniß uz — Y, borgejhrieben ift.

Man hat hier, va d;, + dy, — %° ift,

ı..sind, _ sind,
adcos

woraus d, — 63026’ und d, —= 26034folgt.

Ferner folgen die Kehlfreishalbmeffer aus

d, tangd; a A AR

 = tangd\,

% tangd,  Y%
daher

W= 3 05 = 0,4 Meter

und

U — ne 05 = 0,1 Meter.

Wenn nun der innerfte und äußerfte Berührungspunft der Näder von dem

Berührungspunfte der Kehlkreife Abjtände von rejp. 7, = 0,8 Meter und

1, = 1 Meter haben jollen, jo finden fi) die betreffenden Halbmefjer für‘ das
eine Rad:

a, = Var + (I, sin d,)? = V0,42 + (0,8. sin 630 261)2 = 0,820,
 

 

a, = Var + (1, sind)? = Vo,A2 + (1. sin 63026)? = 0,980,

und für das andere Rad:

b, = V0,12(0,8.26034)? — 0,372,

d, = V0,12(1.sin — 0,458,

Ebenjo find die mittleren Halbnıeffer der Hyperboloidiich geformten Räder

a = Vo,42 + (0,9. sin 63° 26)? = 0,898
und "

 

un
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db — Vo,1? + (0,9 . sin 26° 34)? = 0,414 Meter

und man erhält daher die mittleren Neigungsmwinfel der Räder p und % durd)

Var — a) V0,8982 - 0,42
= nn

n

n

530 1 90
tangy = a tang d\, 0,508 tang 63° 26 1,7

zug = (0050',

PT, /9,.4142—0,12

tangy = Ye tang d, = Yası@

—

0 tang 26° 34' —0,485
b 0,414

zu» = 25 50’.

Wenn man die Näder als Kegel von diefer Neigung anfieht, jo find daher der

innere und äußere Halbmeffer des einen Nades a, und a, gegeben durd)

az Y(1 — 0,8) cosd, tang g = 0,898 # 0,1.cos 630 26’ .tang 60° 50’

ö zu a, = 0,818 und a, = 0,978,

jowie diejenigen des zweiten Nades durd)

b F 0,1 cos dy tang yw = 0,414 F 0,1.cos 26° 34’ .tang 25° 50

zu d, = 0,371 Meter und db, — 0,457 Meter.

Die Abweihungen von der hyperboloidijgen Form find daher ganz unwejentlid).

Differentialräder. Bei denbisher befprochenen Räderanordnungen

war immer die Vorausfegung gemacht worden, daß die beiden AUren

durd) fefte Yager gehalten wurden, welde an den Drehungen nicht Theil

nehmen konnten. Die Wirkung der Räder läuft in diefem Falle auf eine ein-

fache Uebertragung der Umdrehungsbewegung von der einen Are auf die andere

hinaus. Diefer Fall kommt in der Praris zwar am häufigften vor, dod)

hat man öfter auch zu beftimmten Zweden Beranlafjung, der einen Are ent-

weder die Bewegung ganz zu verbieten, oder ihr doc) mur eine ganz beftimmte

Fig. 146. Drehung zu geftatten, welche von der
Umdrehung der anderen Are in gewifjen

Sinne unabhängig ift. Diefe Art der
Bewegungsübertragung fol hier näher

unterfucht werden.
Es fer zunädft als einfachfter Fall

der vorausgefegt, daß zwei parallele
Aren A und B, Fig. 146 durch_zivei
Stivnräder a und_b_mit_äußerer_Be-
rührung jo in Verbindung gebracht find,
daß die eine Are A fammt dem auf ihr

feftgefeilten Nade a abfolut fejtgehaltenwerdenfoll, at der Drehung alfo

gar nicht Theil meffnen kann. Man kann zu diefem alle aus dem

gewöhnlichen, in welchen beide Urn Au m Bmß—= — T «
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