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beffern die beiden Kegelflidhen auf entgegengejepten Seiten der Be-
rithrungslinie O €. Diefer Fall entfpridyt fonach dem dufeven Angriffe
ber Nabder fitr pavallele Aren.  In Fig. 139 (a. v. &.) hingegen, in weldjer
ber eine Winfel 9y > 909, ift, liegen beide Kegelflachen auf derfelben Seite
der Berithrumgslinie, und man fann dafher die Vevithrung eine inneve nennen,
entfpredjend dem inmeven Cingriffe bei den Nabdern pavalleler Wyen.
A8 Grenzfall gwifdhen den cben evwibhnuten fann der in Fig. 140 davgeftellte
geltert, wobei der Winfel 0, der Crzeugungslinie O C mit der Are OB
gleid) einem Medhten ift.  In Folge deffen artet bdie zugehprige Kegelflice
her in cine jur Are OB novmale Cbene aus und pflegt man daher dag
betveffende Rad EF ein Planrad gu nennen.

Betjpiele: 1) Der Avenwinfel jweier Wellen betrigt 700, e5 follen zwei
contjdhe Rader fitr ein Umjeungsverhiltnip » = % = 3 jwijden bdenjelben
angeordnet werben, Man findet durd) Rechnung die Halben Spigenwintel der
fegel aus

st 700
3 4+ cos 700
dafer dy, = 54018, Soll nun der dufere Verithrungdpuntt jwijchen beiden
Ridern um 1,2 Meter von dem Wrendurd)jdhnitte entfernt fein, jo hat man die
entjprechenden Halbmefjer der Rabver:

o = 1,2 sin 15042/ = 0,325 Wteter,

b =12 sin 54018/ — 0,975" Meter. — 3 a.
Bei einer Lange der BVerdihrung in der Seite des Kegels gemefjen pon 0,1 Meter
folgen ebenjo die inneven Halbmefjer a; und by der Rider ju

a; = 1,1 sin 15242 — 0,298 SIReler,

by = 1,1 sin 54918' = 0,894 Meter = 3 a,.

2) Wie grop ijt das Umijeungsverhiltnif jweier conijden Rider, deren Uren
einen Winfel von 120° mit einanver bilden, und von demen dag eine NRad ein
PBlanvad ift?

Man Hat hier & = 1200, d; = 900 und daher dy = 30°; folglih ift das
Wmfegungsverhdltnif

tang d; = = 0,2812;, dy —-158490

] sin 300 :
T BT sm900 ey
dag Planrad hat daher doppelt fo grope Halbmeljer @ und a, gu. erhalten als
dag jugehdrige Rad.

Rider fiir windschiefe Axen. €8 f{ei bdiefelbe ujgabe, wic tm
vorftehenden Pavagraphen fitv einander fdyueidende Aven, nunmehy fiiv den
Sall aweier windjdhicfen Aven gegeben. Jn Fig. 141 T und II find dicfe
Aren AA; und BB, in ywei ju einander fenfrechten Projectionsebenen
Lund IT davgeftel(t, von denen I pavallelmit den pavallelen Chenen angenontmen
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wourbde, weldje fid) duvd) die gwei windidjiefen Axen legen lafjen. Demgemaf
ftellt offenbar Dy Dy = d den novmalen (titreften) Abftand dex beiben Ayen dar.

Fig. 141. Ruvdrderft denfe man fid) wiederum
die eine Welle, etwa A A4,, in abjolute
Rubhe dadurd) verfegt, daf man dem
gamgen Syjteme, alfo jeder Axe, eine
Drelung gleid) und entgegengefefst der
von AA4,, alfo im Betrage — & er-
theilt denft. Hievdurd) wird die Welle
BB, jweien Drefungen unterworfen,
niimlid) einer foldjen um die cigene Axe
B im Betvage f und einer anderen wm
A im Betvage — e, wo die Grdfen
@ und P wicder unendlid) teine Winfel-
grofen fein follen. Die Beftimnung
der poide fitr diefen Fal ift nun
unter Beriidfidtigung des i der Cin
leitung, §. 25, Gefagten leidht 3u be
ticfen, indem fid) danady die Vewegung
um gwei windjdiefe Aven jedevyeit durd) eine beftimmte Sdyrauben-
bewegung um eine gewiffe Are evfegen @R, ju deven Senntnif man
auf dem an obiger Stelle angedeuteten Wege divect gelangt.  Bu dem Ende
denfe man die Axe BB, pavallel 3u fid) felbft verfdyoben, bis fie fid) mit
A A; in dem Fufpuntte Dy dev gemeinfdjajtlichen Novmale d jdyneidet, was
immer gejdjehen darf (Cinleitung §. 4), fobald man mur nod) eine ju dex

L

Axencbene fenfredite Verfdjicbung im Betrage 2 d sin % oder bei fleinem

Wintel B von Bd Bingufiigt.  Diefe Verfdyiebung ift in I durdy dic 3u
B B, normale Strede D; E = fd vorgeftellt. Man fann mumn die beiden
Drehungen — e« und B nady dem Pavallelogramm dev Drehungen genau
wie im vovigen Paragraphen 3u einer vefultivenden Drehung » wm cine durdy
D, gehende Are C C; jufammenfeggen, weldye den Winfel dex Aren A D, B
= & in ywei Theile A D, C = 0, und BD, C = 9, theilt, und rwofitr
die Proportion gilt:

R
sin 0,
Diefe vefultivende Are D, C fteht jdyicf su der BVexfdyicbung Dy E = Bd,
ba letere ja novmal ju der cinen Componente Dy B gevidytet ift, und man

fann diefe Berfdyicbung B daher in gwei Componenten Dy F pavallel ju
D, C und D, G fenfredit daju gevlegen. Pan findet, da der Winfel

il s A
— sind,  sind (5.38)
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C].DIE — 900 s 62/
ift, auf biefe Weife die Componenten

D, F = Bd sind,
und

DG — 6id o505
Die legteve Componente (Hft fid) nun wieder (§. 4) mit dev Drehung um
C'Cy vereinigen, und gwav vefultivt davaus eine Drehung cbenfalls im Be-
tvage p um eine Axe, weldje pavallel ju CC; in einem Abftande d; von
derfelben fid) befinbdet, welcher durdh

ydy = Bd cos 0,
Al :

dr— g d cos 0y

gefunben wird,

Durd) dicfe Berlegungen und Bufammenfepungen Hat ftd) mummelhr er-
geben, daf bie beiben Drehungen —ov und f um die windjdjiefen Aren
AA; wnd BB, fid) erfegen laffen durd) eine Drehung p um eine Are aq,,
bie duvd) D im Ubjtande d; von A A, geht, weldye pavallel den beiden
Pavallelebenen der Aren liegt und deven Winfel 0, und 8, mit den letsteren
gegeben find durdy die Gleichung

%17 s 5l b e
sindy; ~ sindy  sind’

fowie ferner durd) eine dev Are € C; pavallele Berjdyiebung im Betrage
B a sind,, wofiic man aud) fepen fann ad sin 0;. Diefe beiven Bewegungen
bilden aber jufammen eine Scjraubenbewegung jur re CC,. Da nun
bie llmfefung dev Bewegungen eine fortwihrend conftante ift, fo folgt, daf
bag betreffende Axoid der bevegten Welle B diefenige Umbdrehungsilidye fein
muf, weldye entjteht, wenn die mehrgedadyte Gevade oder Momentanaye ca,
unter Fefthaltung ihres Abftandes wnd ihver RNeigung gegen BB, um diefe
hevumgedreht wird.  Chenfo ift die hievsn gehovige, mit A A, feft ver-
bunbene Momentanazenfliiche die duvd) Umbdrehung derfelben Gevaden wm
A 4, entftehende Umbdrehungsfliche. Die fo entftehenden Umbdrehungsliichen
find befanntlich) einfdjalige Umbdrehungshyperboloide. Denft man
fid) mmmehr die gufiplic) gegebene Drehung — e wieder befeitigt durc) eine
Umbdrehung + e, fo fteht fept A4, nidyt mehr ftilf, jondern nimmt eine
Drehung + o an, wilrend der Welle BB, mu nod) thre anfiingliche
Drehung 4 B verbleibt, und man fat mumuehr den geforderten Bewegungs-
suftand dev beiden Aren Herbeigefiihrt.

Man erfennt aus der vorftehenden Untevjudjung, daf diefer Bewegungs-
suftand fidy evveichen (it dadurdh, daf man die gefundenen PNomentanayen-
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flidyen gu mateviellen Hyperboloidifdjen HRiidern ausgebildet nut den Aren
A A, und BB, feft verbindet, und mun aufeinander abwiljt, wobei aufer
pem Follen derfelben gleidhzeitig nod) ein Berfdjieben Lings der jedesmaligen
Berithrungslinie im Betvage von

od sin 0, = Pdsind,
ftattfindet.

(§8 diirfte nod) von Intereffe fein, das Theilungéverhiiltnify yu evmitteln,
in weldem bdev fiivyefte Abftand d = D, D,, Fig. 142, 11, durdy die
vefultivende Sdjraubenare oder Erzengungslinie CC, in D getheilt wird.
E8 wurde oben der Ausdrud gefunden:

DD] == d] == % dcoso.g.
®ang ebenfo witrde man fite den Abftand D Dy = dy den Werth finden:
DD, = d, = % d cos ;.

Durd) Divifion folgt hievaus

P cos0,

dy ~ @ cosd,’
und davin

B __ sind,

w T sind,

gefest, liefert felieflid):
dy _ tangd, eyl .Y
dy  tangd, DD,

Dicfe Abftinde d; und d, find offenbar die Kehlfreishalbmeffer dex
gefundenen Hyperboloide, und man fann daher die gewonnenen Refultate
folgendermafen in Worte fafjen:

Bei den hyperboloidijdjen Riidern verhalten fid) die Kehlfreishalbmefier
dirvect wie dieTangentender Winfel, unterdenen die Vevithrungs-
(inie gegen die Apengeneigtift, wihrend die Umdrehungégefdywin-
bigfeiten, alfo audydie Umdrehungszahlenden Sinusdiefer Wintel
umgefehrt proportional find. JIn legterer Hinficht ftimmen die hyper-
boloidifdhen Riider alfo gewiffermafen mit den conifdjen Riidern itbevein.
Audy nod) in andever Hinjidyt laffen fich) gewiffe Aehnlichfeiten dex beiden
Fiille fidy fehneidender und ficy Freuzender Aren anfithren, wie aus Folgendem
jur Genitge hervorgeht.  Bunddyft ift aud) bei den hyperboloidijdhen Riidern
wie bei den conifdjen duvd) die Lage der Wren und dag Umfepungdverhiltnif
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die Grife bev Niider nod) feineswegs beftimmt, da man aud) bei den Hyper-
boloiden duvd) Scnitte normal ju den Ayen beider Korvper in beliebigen
Puntten der Bevithrungslinie T Fy By, Fig. 142 und 143 Scheiben Heraus-
ig. 143.

Tig. 142.

fdyneiden fann, deven Halbmeffer mit ihren Abftinden von den Sehlreifen
wachfen. Die fleinften Rader By Fy und B, D, find natiivlid) dicjenigen, deren
mittleve  Cbenen mit ben Rehltreifen jufommenfallen, aud) Haben diefe
Sdjeiben die Cigenfdhaft, daf fie nur wenig von Cylindern abweidjen, wihrend
alle einfeitig herausgefdnittenen Scjeiben wie biejenigen durd) E umd E,
ndherungdweife duvd) Kegelftumpfe fich) evfesen laffen, deven Seitenneigung
it dev Neigung dev Tangente an die hypevbolijden Profile in den gedachten

PBunften itbereinftinmmt.

Dian erfennt iibrigens aucy hier, dhnlich wie bei den conifdjen Ridern
im vorhergehenden Pavagraphen, daf die beiden in Big. 142 wnd 143 dar-

’i}ig. 144.

geftellten Falle fid) nur duvdy die ent-
gegengefeste  Drehungdrichtung  dex
einen Are A untericjeiden. Auc) piev
erhilt mai diefen beiden Fiillen ent-
fprechend et verjdjicdene Paare von
Umbdrehungshyperboloiden, weldje eben-
fall8 su cinem einzigen Paave in dem
Salle vedhtwinfeliger Aren zu-
fammenfdyumpfen, wie aug Fig. 144
erfichtlich ift. Denft man fic) nimlicy
bie Ave B in einer beftimmten Richtung
bewegt, und conftrnivt in befannter
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Weife die beiden Momentanaxen O C und O €y, weldye bei demfelben Ums
fegungsverhiltnifie fowoh( der einen wie der andeven Bewegungdridytung
von A entfpredyen, fo findet fid), daf die beiden Hyperboloide, weldye durd)
die Umbrehung diefer Crzeugungslinien 0 C und O C; um jede Are exjeugt
werden, zufanumenfallen wmiiffen, in pevfelben Art, wic e8 aud) bei den
Regelflidien der conifdjen Riider dev Fall ift.  Hieraus folgt die interefjante
Thatfadye, daf ein Hyperboloidenpaar fid) ald Axoidenpaar ergicbt, weldjes
bei cimer Umbrehung der eimen Are in eimer beftimmten Nidtung cine
Umbdrehung der anderen Axe unter einem beftimmten Umfegungsverhaltnifje
fowoh( im der einen wie in der entgegengefepten Nidtung veranlafien
faun.  Wiirde man daher in foldjem Falle die beiden Aroide al8 mateviclle
Hyperboloide ausfithren, die gegeneinander geprefit werden, wm durd) Friction
bie Bewegungsitbertragung ju vermitteln, jo wiirde die Umdrehung ded einen
cine Umbdrehung deé anbdeven nidyt jur Folge haben foumen. Dev Grumd
hievvon ift davin ju fudyen, daf diefe beiden Hyperboloide fid) gleidyzeitig in
den beiden Geraden O C und O C, beviihren, weldje gegen bdie Aren fym-
metrifd) liegen, dafer die aus beiden Veviihrungen hervorgehenden Eimvir-
fungen fid) gegenfeitig auffeben wmiiffen. Wenn man die Hyperboloide
jedod) mit Bifhuen verficht, fo fonnen fie jur Bewegungsiibertragung ent-
weder i dem einten obder in dem anbeven Sinne braudjbar gemadyt werden,
jenadjdem man die Bihne nady der Ridjtung dev einen oder der anderen
Beriihrumgslinie anorduet.

Auc) hiev bevithren fid) die Aroide, wie bei den conifdjen RNidern, von
aufen, fo lange die Gryeugungslinie mit den Aren fpige Winfel bildet.
Wenn hingegen der eine Winfel d, => 900 ift, fo wird

dy 3
dz = Wj tang 6-_,

negativ, d. §. die beidben Ayoidenfliichen liegen auf devfelben Seite der
Beriihrungslinie und die Veviihrung ift eine inmeve. Fiiv den Grengfall,
fite weldjen 8, = 90° angunehmen ift, witd d, = @, und das jugehdvige
Axoid artet alédamn in eine mit der Eryeugungdlinie yujammenfallende
Gerade aug, welde einer Bahnftange mit einem fdyrig gegen diejelbe
gelagerten hyperboloidijdhen Rade cbenfo entfpridyt, wie die novmale Bahn-
ftange mit cylindrijdhem Rade den Gremgfall wifdhen duferer und innever
Beriihrung bei parallelen Axen veprifentivt.

Daf die durd) Umbdrehung der Momentanaxe € C; wm die Aren 4 und B
entftehenden Axoide Umbdrehungshyperboloide find, evgiebt fid) leidyt aus folgenbder
Betvadytung. €8 fei Fig. 145 (a. f. ©.) T und 11 durd) A A und 4, die
Drehare in gwet u einanbder vedjtwinteligen Projectionen (Aufrif und Grund-
vif) davgeftellt, und unter CC vefp. C; C; die Crzengungslinie vevjtanden,
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weld)e wnter dem conftanten Wintel d; gegen A A und in dem Abftande A D
= A; Dy =d; um bdie Are A hevumgefithrt werde. Die dadurd) erzengte Ro-

Fig. 145. tationgflic)e wird von der
erftenn. Projectiongebene in
etner gewiffen Curve KK
gefdynitten, von weldjer fid)
{eidyt nadheifen (dft, daf
o8 eine Hyperbel zur Aye
A A fein muff. Vedeuten
nimliy EF und E F,
’ die Projectionen der Cr-
W seugungslinie in einer be=

A

\ Mz

T M
My

liebigen Lage, fo ift dev
Punft F, in  weldem
| diefelbe duvch) die erfte
; ! PBrojectionsdebene geht, offen-

| ! bav audy ein Punft der in
gy oi¥E 5 Jede  ftehenden  Curve

G winfeligen Coordinaten bdie-

: fes Punftes in Bejug auf
A al8 Anfangspunft und 4 A alg Y- Wre dburd) 4 G — A, Fy — x und
GI' = y begeichnet.  Man hat dann in dem Dreiede A, By Iy

A, E} = A F} — E, F}

oder
d} = x? — y? tang 07
Sdyreibt man diefe Gleichung
22 2

g T I

fo erfieht man foglei), daf fie eine Hypevbel darftellt, deven Halbayen
dy = AD und d,cotg 0, — DH find, fiir weldje alfo 4 C eine Afymyp-
tote ift.  Man wird daher zu der fraglichen Ntomentanayenfliche anftatt
ourd) Umbdrehung vou € C audy daduveh gelangen, dafy man diefe Hyperbel
KK um ibve eme Hauptare A4 4 Hevumbdreht, d. h. die befagte Flidye ift ein
einfdjaliges Umbdrehungshyperbolotd. Aus dev oben entwidelten Gleidjung
der Hyperbel folgt

y = cotg &, Var — d
Jtimmt man hievin fitv @ einen grofen LWerth an, gegen welden d; ver
fdpwindet, fo nihert fich y dem Werthe = cotg 0;, d. §. e8 {dhlieft fic) das
Hyperboloid in dem Mage, wie man e§ eviveitert, einem gewshnlidhen Kegel-

B/ F K, und feien bdie vedjt--

e =T

e 3N

BIP V<]

PO
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mantel jur felben Are A A an, defien Balber Spigemvintel gleid) 9, ijt
(Afymptotenfegel).

Wie bereits oben angegeben, fann man die hoperboloidifdhen Scyeiben,
weldje die Grunbdform der Riider bilden, niiherungsweife duvd) abgeftumpite
Regelmintel evfegen, bdeven Seite nrit der Tangente des hyperbolijdjen
Profils iibeveinftimmt. Die Neigung @ der Tangente EF in cinem
belicbigen Punfte F' der Hyperbel gegen die ¥-Are beftimmt fid) duvdy

dz Y

Diffeventiation der Hyperbelgleidpmg ju-
Va—a
tang @ = V3 — ™ tang 0, SR

Diefe Neigung gegen die Umdrehungsare hiitte man daher einer Kegelzone
Ny N, zu geben, bdie eine Bone de Hyperboloids, deven Mittelebene den
Halbmeffer F M = z oder @ hat, anniihernd erfegen foll. Beyeidynet man
nod) mit M; M, — e bdie ariale Hihe diefer Bone, fo cvgeben fid) dex
fleinfte und grofte Halbmefier derfelben 3u

M\N,=a, = a — Y,etangp — a — 3%‘ tang 0, Va* — d;,

MyN,=ay, = a + Yyetangp = a + Qia tangd, Va* —d;.

Will man diefe Halbmefjer durd) den Abftand M A — & der mittleren
Ebene vom Kehlfreife beftimmen, fo exhilt man, da

MA = h = cotgd, Va* — a} ift:
eh &
o =8 5= tang o/,
eh
a4 =a + A tang 0.

LWenn man endlid) die Entfermung eined Punfted F von dem Kehliveife,
in der Beriihrungslinie FE gemeffen, mit I = FE beyeicynet, fo evgiebt
fid) der diefem - Puntte jugehovige Halbmefier a des Hyperboloides nad) der
Bigur I ju:

M= AT = g== V(Z" + (Isin 0,)%

Anmerfung. Der im Obigen befprodjene allgemeinfte Fall der Bewegung
jroeier gefreuzten Agen mup natiielid) die Bewegung um fid) jdneidende jowoh!
wie um parallele Aren in fid) einjdliegen. Seht man nimli o, = ¢, = 0,
fo erhilt man aus

dy, __ B cosdy
d, — @ cosd,

die befannte Bezichung
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und die Halbmefjer an ivgend einer Stelle
a=Va ¥ (sind) =d,

fowie b = d,. 65 entjprechen diefe Formeln alfo den Stirnvidern fiir parallele
Aren.  Ebenjo giebt bdie Annabhme d = 0 aud der gefunbenen Bezichung
adsind, = Bdsind,

o ‘sipdy

PP e Al

entjprecdjend den conijden Radern.

Beijpiel. Gs joll ein hyperboloidijhes Raderwert fiir jwei ju einander vedyt-
winfelige Aren conftruivt werden, deven FHirgefter Ubftand 0,56 Meter und bderen
Umfefungéverhiltnify 5u% = 1/, vorgejdyricben ift.

Man hat hier, va d; + Iy = 90° ift,

sind; __ sind;
sindy - cosdy

wotaus d; — 63°26" undb d, = 26°34' folgt.
Ferner folgen die Kehlfreishalbmeffer aus

¢
&

= tang dy,

el t(c71gjl i 3 AR

Aot Htangs T
dabher £ 2 i
T % 05 = 0,4 Meter
und

dy = % 05 = 0,1 Meter.

Wenn nun der innerfte und duperfte BVeviihrungspuntt der NRider von bdem
Beriihrungépunfte der Kehltreife bjtande von refp. I, = 0,8 Meter und
1, = 1 Meter haben jollen, jo finden fi) die betreffenden Halbmejfer fiir' dad
eine Nad:

ay = Vag + (1 sindy)2 = V0,42 1 (0,8. sin 63°26')2 = 0,820,

ay = Vaz + (l,sindy)2 = V0,42 F (1. sin 639262 = 0,980,

und fiiv dad andere Rad:

b, = V0,12 4+ (0,8.sin 26°34/)2 = 0,372,
b, = V0,12 + (1.sim 26°34)2 — 0,458.
Gbenjo find die mittleven Halbmefjer der hyperboloidije) geformien River

a = V0,42 4 (0,9 . sin 63°26')2 = 0,898
und

e

un
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b= Vo1* + (0,9 . sin 260842 = 0,414 Meter
und man erhilt dbaber die mittleren Neigungsmwintel der Rider ¢ und ¢ durd

Va® — a2 V0,882 - 0,42 i
tangp = o o tang J, = W tang 63° 26' = 1,790
u ¢ = €005/,
Vo2 — d? V0.4142 — 0,12 e :
) T e— R R o —0,485
tang y 5 tang d, 0ATd tang 26° 34 485
u yp = 25950

9enn man bie Rider als Kegel von diefer Neigung anfieht, fo find daber der
innere und dufere Halbmefjer ded einen Rades a;, und ay gegeben durd)

aF Yy (1 — 08) cosd, tang ¢ = 0,898 % 0,1.cos 63026’ . tang 60°50
3 u a, = 0,818 und a, = 0,978,
jomwie Ddiejenigen bed weiten Rades durd
b F 0,1 cos dy tang y = 0414 T 0,1.cos 260 34 . tang 25° 50/
ju by = 0,371 Meter und by = 0,457 Meter.
Die Ubweidjungen von der hyperboloidijdjen Form find daber gany unwejentlid).

Differentialrider. Bei bden iaisl)er bejprodjenen Niidevanorduungen §. 47.

war inmer die Vovausfegung gemad)t worden, bdaf die beiden Aren
burd) fefte Yager gebalten wourden, weldye an den Drehungen nidt Theil
nehmen fonnten. Die Wirfung der Riider luft in diefem Falle auf eine ein-
fadje Uebertragung der Umbrehungsbewegung von der cinen Are auf die anbdeve
pinaus. Diefer Fall fommt in dev Praxis jwar am Diiufigften vor, dod)
fat man Biter aud) gu beftimmten Bweden Veranlaffung, der einen Ayre ents
weber die Bewegqung gang 3u verbieten, oder ihr dod) mur eine gany beftimmte
Big. 146. Drelumg 3u geftatten, weldje von dev
Umbrehung der anderen Are in gewifjem
Sinne unabfingig ift. Diefe Art der
Bewegungsitbertragung foll hier ndher
untevfud)t werben.
Es fei yunddyit alg ecinfadjfter Fall
ber vorausgefegt, daf wet pavallele
Yren A und B, Fig. 146 durd) 3ivei

Stirnviider @ und b mit_dugerer Ve-
vithrung fo in Berbindbung gebradyt find,
baf die eine Axe A fammt dem auf ihr
feftgefeilten Hade @ abjolut feftgehalten wevden foll, an der Drehung alfo
gar nicht Theil mefimen fann.  Man fann qu diefem Falle aus dem
- i

gewdbhnlidyen, m weldjem beide ixcn Aum eund Bum ff = — 5




