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einem Punkte fehneiden, möglich gemacht, und man fann entjprechend den

friiher angeführten Sägen vom Parallelogrammı der (gerablinigen) Bewe-

gungen, der Gefehtwindigfeiten zc. von einem Polygon und einem Paral-

Lelepipedum der Dredungen fprechen, je nachdem die in einem Punkte

fi, fehneidenden Aren von mehreren unendlich Kleinen Drehungen in der-

felben oder in verfchiedenen Ebenen liegen.

Shenfo geftattet der vorftehende Sag jederzeit die Zerlegung einer unend-

lich, Heinen Drehung in zivei oder mehrere andere m Üren vor fic) gehende,

welche mit der Are der Hauptdrehung in demfelben Punkte fich fchneiden.

Für die Zerlegung gelten ähnliche Regeln, wie diejenigen find, welche bei

den analogen Säßen des Parallelogranmms der Bewegungen, Gefchwindig-

feiten 2c. früher an verfchiedenen Stellen angeführt worden find.

Bewegung eines Körpers um einen festen Punkt. (8 ift

bereitS im vorigen Paragraphen bemerkt worden, daß bei der Ausführung

der beiden Drehungen, welchen dev Körper um zwei fid) fchneidende Aren

unterworfen wird, der Schnittpunkt O der legteren feine Yage im Naume

nicht ändern fan. Daffelbe ift natürlich aucd) dann noc) der Fall, wenn

die Anzahl der Drehungen eine beliebig größere ift, vorausgefegt nur, daß

fünnntliche Dreharen durch denfelben Punft O Hinducchgehen. Wenn daher
der in der Praris häufigere Fall vorliegt, daß ein Körper mit einem feiner

Punkte im abfoluten Name feftgehalten wird, jo fanın man umgekehrt be
haupten, daß fänumtliche Bewegungen, deren der Körper nod) fähig ift, fic)

auf Drehimgen um Aren bejchränfen miffen, welche Teßteren durch den feften
Punkt Hndurchgehen. Dem es ift ebenfowohl jede Translation als auc)

jede Drehung um eine andere nicht durd) den feften Punkt O gehende Are

als unverträglich mit. der umveränderlichen Lage des feften Punktes O aus-
gefchloffen. Bei diefer Bewegungsart wird irgend ein Pımft A des be-
wegten Körpers, welcher von dem feften Punkte O den Abftand OA —= r

hat, offenbar ftets auf einer zu O concentrifchen Kıurgelfläche vom Halbmeffer
r verbleiben müfjen, d. h. die Bahnen fünmmtlicher Punkte des Körpers find

Iphärifche. Nach dem vorigen Paragraphen ann man nun ftet8 zwei be-
fiebig große, um zwei fich fchneidende Aren exfolgende Drehungen erfegen

durd) eine Drehung um eine gewiffe, duch denfelben Schnittpunkt mit jenen
Hindurchgehende Are. Da diefe Drehung fich weiter mit jeder dritten und
vierten Drehung um Aren, die durch denfelben Punkt Hindunchgehen, ver-
einigen L[äßt, fo geht daraus hervor, daß man jede Dewegung eines um
einen Punkt votivenden Körpers, aus wie viel verfchiedenen Drehungen fie
auch beftehen möge, immer erfegen fan durch eine einzige Drehung um
eine gewiffe Are, welche dich den feften Mittelpunkt hinducchgeht. E8 fei
num ein Körper voransgefegt, von welchem ein Punkt O fejtgehalten werde,
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umd denfe man fich um diefen Punkt als Mittelpunkt eine fefte Kugelfläche

etwa vom Halbmefjer gleich der Einheit gelegt. Die Yage des Körpers ift

dann immer vollfommen beftimmmt, wenn der. Ort von zwei Punkten A und

B des Körpers auf diefer KHugeloberfläche gegeben ift, da durd) drei Punkte
0, A und B die Lage eines Körpers .ganz allgemein beftimmt ift. Man
denke fi) nun, daß nad, Verlauf einer beftimmten Zeit der Körper aus
feiner urfprünglichen Lage, die durch A und B beftinmmt wird, in eine andere

Lage gelangt fei, für welche jene Punkte nad) A, beziehungsweife B, gefom-
men find, welche Yage alfo etwa furz durdy A, B, bezeichnet fein möge.
Dann ift nad) dem Vorigen Har, daß der Körper aus feiner anfänglichen
Page AB in feine neue Yage A, B, durd) eine Drehung um eine gewille

Are übergeführt werden fann, welche Are in der im Borftehenden angegebenen
Weile zu beftimmen if. Es möge mit P, derjenige Punkt auf der gedachten

Kugelfläche bezeichnet fein, in welcher die legtere von diefer Are getroffen
wird. Denkt man fic) hierauf den Körper nad) einer gewiffen Zeit in eine
dritte Page As B, gekommen, fo läßt fid) wiederum eine Are OP, von

folder Beichaffenheit angeben, daß eine Drehung des Körpers um fie den
erfteren aus der Yage A, B, in diejenige As B, überführt. Set man

die hier angedeutete Conftruction fir eine beliebige Anzahl von aufeinander:

folgenden Lagen des Körpers fort, fo erhält man eine gleiche Anzahl von
Aren OP,, OP,, OP; .. ., die fänmtlich durd) den feften Punkt O hin»
durchgehen und die Kugeloberfläche in den Punkten P,, Ps, P; . . . fchneiden.

Alle diefe Aren bilden die Kanten einer gewiffen Pyramide, welche die Kugel-
fläche in dem fphärifchen Polygon PA P,P;,... treffen, und jede von

ihnen, OP,, ift als eine Drehare aufzufaflen, um welche zu der betreffenden

Zeit der Körper gedreht werden muß, um aus einer Yage Ay—ı Ba—ı in die

darauf folgende A, B, tbergeführt zu werden. Nimmt man mın die auf-

einander folgenden Lagen des Körpers näher und näher aneinander liegend,

bis ihre Abftände unendlic, Flein werden, fo macht die fprungweife Yagen-

veränderung des Körpers einer ftetigen Aufeinanderfolge Plat, wie fie bei
der effectiven Bewegung wirklich ftattfindet. Die befagte Pyramide geht hier-

. bei in eine Kegelfläche über, deren Spige in dem feften Punkte liegt, und

welche die um diefen Punkt concentrifche Kugelfläche in einer gewifjen Curve
P,P,P;... fchneidet, in welche das vorgedachte fphärifche Polygoen in

der Grenze übergegangen ift. Die einzelnen Seiten OP oder Erzeugungs-
Linien find als die Dreharen aufzufaffen, um welche mac) und nad, dem
Körper unendlich Feine Drehungen erteilt werden mitffen, wenn die wirt

liche Bewegung des Körpers hervorgebracht werden fol.
Diejenige Erzeugungslinie diefer Kegelfläche, um welche in einen be-

ftimmten Augenblide der Körper zu drehen ift, heißt die augenblidliche
Drehare oder die Momentanare fiir das betreffende Zeitelement, und
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entfpricht diefelbe offenbar den Pol oder Momentancentrum des ebenen Sy-
ftens, unter welchem ja auch ftveng genommen eine Axe zu verftehen ift, welche
im Pol zu dem Syftem der parallelen Ebenen jenfvecht fteht. Die gedachte
fefte Kegelfläche, deren Mittelpunkt in O Liegt, entfpricht in derfelben Art

der feften Polbahn beim ebenen Syftem, welche gleichfalls ftreng genommen

nicht als eine Curve, jondern al8 eine feite Cylinderfläche anzufehen ift, deren
Erzeugungslinie die Momentanare ift. Ebenfo wie die Momentanare beim
ebenen Syftem auf diefer Chlinderfläche oder Polbahn entlang wandert, fo
wird in dem vorliegendem Falle die Momentanare auf der Kegelfläche
OP, P,P; ... herumgeführt. Cs erhellt hieraus, daß die Bewegung des
ebenen Syftens nur ein fpeciellev Fall des um einen feften Punkt votivenden
Spftems ift, zu welchen man gelangt, wenn man den feften Bunft O ing
Unendliche fortrücen läßt.

Wie man num bei dem ebenen Syften neben der feften noch eine zweite,
mit dem bewegten Körper verbundene, daher felbft bewegliche Bolbahn an=
geben Fann, welche auf der feften abgerollt wird, ebenfo giebt «8 aud) in dem
vorliegenden Falle eine zweite Kegelfläche, welche mit dem bewegten Körper
verbunden ift und an deffen Bewegung Theil nimmt. Der Mittelpunkt der-
jelben fällt in den feften Punkt O oder den Mittelpunkt der feften Kegel-
fläche hinein, auf welcher legteven bei der Spftembewegung ein Abwälzen der
beweglichen Kegelflädhe ftattfindet. Denft man fich nämlich auch mit dem
bewegten Körper eine um O concentrifche Kugelfläche vom Halbmeffer Eins
verbunden, welche alfo mit der fon betrachteten feften Kugelfläche zufanmen-
fällt, jo wird diefe Kugelfläche in einem gewiffen Augenblide, wo OP,
Momentanare ift, in einem Punkte Q, getroffen, welcher mit dem Punkte
Pı auf der feften Kugelfläche zufammenfällt. Im nächften Augenblide wird
die Momentanare durd) die unendliche nahe gelegene Erzeugungslinie OP;
der fejten Kegelfläche gegeben fein. Der bewegte Körper tritt num aber nicht
mehr mit der Geraden O Q, in die neue Momentanare OP,, fondern mit
einer anderen Geraden OQ,, welche die bewegte Kugelflähe in Qz trifft.
Ehenfo wird der Körper mit den aufeinanderfolgenden Momentanaren OP;,
OP; .. . der feften Kegelfläche nad) und nach mit ebenfo vielen auf ein-
ander folgenden Geraden O.Q,, 0Q, in Berührung fommen. Alle diefe
durch O gehenden Geraden bilden num wieder eine mit dem bewegten Körper
verbundene Kegelfläche, welche, der beweglichen Bolbahın des ebenen Syftens
analog, auf der feften Kegelflähe OP, P,P, ... fi) abwälzt. Diefe
Kegelfläche trifft die bervegliche Kugel in einer fphärifchen Eimve Q:05 - ..,
welde die andere Cuvve PP,P,... in einem Punfte (P,) berührt und
auf diefer bei dem Abwälzen des Kegeld OQ auf dem Kegel OP entlang
vollt. Die Analogie mit der beweglichen Bolbahn des ebenen Syftems ift
auc hiev unverkennbar.
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Nach dem Vorftehenden fan daher jede beliebige Bewegung eines um

einen feften Punkt rotirenden Körpers erzeugt werden durch Abrollen eines

mit dem Körper verbundenen SKegelmantels, defjen Spige in den feften Puntt

fält, auf einem feften Kegelmantel mit derfelben Spige, und ift die Be-

tührungslinie diefer beiden Kegelflächen die jedesmalige augenblicliche Dreh:

are des Körpers. Es ift aljo die Bewegung des Körpers für jeden Augen-

bliet gegeben, fobald man die beiden Kegelfläden oder, was auf daflelbe hin-

ausläuft, fobald man die beiden fphärifchen Curven Pı PP... und

Qı Q Qs . . . kennt. Es laffen fic hinfichtlich der Bewegungen der ein-

zelnen Punkte des Körpers ähnliche Folgerungen ziehen, wie in $. 9 für

das ebene Syftem aus dem analogen Charakter der Polbahnen gejchehen ift.

Beispiel. Der in $. 22 gefundene Sag vom Parallelogramm der S.

Rotationen, welcher für unendlid, Heine Drehungen gilt, hat aud) für die

Notationsgefchwindigfeiten feine Geltung, da man diefe Gefchwindigkeiten als

die unendlich Heinen Winfel betrachten muß, um welche in dem Zeitelemente

© der Körper um die betreffenden Aren gedreht wird. Bezeichnet man

daher mit @,, @,, @; die Winkelgefchtwindigfeiten des bewegten Körpers in

einem beftimmten Augenblide um die entfprechenden Axen OA,OB,OC...,

fo läßt fi) die Are der refultivenden Drehung, d. h. alfo die augenblidliche

Drehare fowie die refultivende Drehungsgeihtwindigfeit @ um diefe Are ganz

ebenfo nad) dem Barallelepipedum der Notationsgejchwindigfeiten beftimmen,

wie man geradlinige Bewegungen oder Gefchwindigfeiten zur Nefultante zu

fammenfegt. Man hat dazu nur auf den Aren vom feften Punkte O aus

Stüde abzutragen, welche den Drehungsgefchhwindigkeiten @1, @, @y .. .

nad) einem gewifjen Maßftabe proportional find, dann liefert die Diagonale

des betreffenden Parallelepipedums in ihrer Nichtung die Yage der Diomentans
are und in ihrer Yänge nad) dem zu Grunde gelegten Mafftabe die Größe

der refultivenden Winfelgefhwindigfeit ©. Ferner ift die Gefchwindigfeit ©

irgend eines Punktes A des Körpers, welcher von der Momentanare den
fenfvechten Abftand r hat, wie früher durd) v = r@ gegeben. Daher ift

aud) hier die vefultirende Winfelgefchwindigfeit des Körpers @ — = für jeden

Augenblid bekannt, fiir welchen man die Gefchwindigfeit o eines Punktes A

und den Abftand 7 deffelben von der jedesmaligen Momentanare fennt.

Die Beltimmung der legteren gefchieht aber aus den bekannten fphärifchen
Bahnen zweier Punkte in analoger Weife, wie beim ebenen Syitem, indem
zwei dur) den feften Punkt O umd je einen dev Punkte A,B,C... gelegte,

zu den Bahnen diefer Punkte jenfrechte Ebenen in ihrem Durchfchnitte offen-

bar die Momentanare liefern müffen. Insbefondere läßt fid) aud) durch)

ähnliche Betrachtungen wie fie in $. 12 für das ebene Syftem angeftellt


