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dem nummehrigen Berührungspunkte A, der Curve X, mit der Enveloppe
gezogen wird. Hieraus folgt daher, daß der Schnittpunft M diefer beiden

Polftrahlen der Kriimmungsmittelpunft der Enveloppe Z fiir das Element
AA, ift. Bei der gedachten Fleinen Bewegung des Syftems hat fi) das

Element QQ, der beweglichen Polbahn“ auf der feften Polbahn abgewälzt,
fo daß der Punkt Q, nad) P, gelangt ift. Die von Q, auf die Cinve K

durd) A’ gezogene Normale geht nun ebenfalls dur) den Krümmmmgsmittel-

punft dev legteren, welcher in dem Durcjfchnitte O von QA und Q, A’ zu

fuchen ift. Nac) gefchehener Drehung, welche Q, nad) P, bringt, muß die
Normale Q, A’ in die Normale P, A, hineinfallen, und der Krümmungs-

mittelpunft O viüct dabei nad) O,. Da nun alfo die Polftrahlen PA und

P, A,, welche auf der Enveloppe normal ftehen, and; normal find zu der

Bahn jedes ihrer Punkte, alfo aud) Normalen zu OO, find, fo folgt hieraus,
daß ihr Durhfchnitt M der Krümmungsmittelpunft nicht nur

der Enveloppe E für das Element A A,, fondern aud) der Kriüm-

mungsmittelpunft des Bahnelementes OO, ift, weldes von dem
Krümmungsmittelpunft der bewegten Curve befchrieben wird.

Der Krimmungsmittelpunft der Enveloppe einer beliebigen bewegten Curve

ift daher befannt, fobald man den Krimmumgsnittelpunft derjenigen Bahn

beftimmen fan, welche von dem Krimmungsmittelpunkte dev bewegten Curve
befcjrieben wird. Die Beftimmung des legteren ift aber mit Hülfe des im
vorhergehenden $. 17 entwidelten Sages leicht zu bewirken.

Da die bewegliche Polbahnn in jeder ihrer Yagen die fefte Polbahn berührt, fo
fann fegtere and) als die Enveloppe der beweglichen Polbahn angefehen werden,
und e8 ergiebt fid) daher aus demfocben bewiejenen Sate, daß der Kriimmmngs-
mittelpunft der feften Bolbahn in jedem Augenblide mit den Krimmungs-
mittelpunkte desjenigen Bahnelementes übereinftimmt, welches der Krimmungs-
mittelpunkt dev beweglichen Polbahn (für den VBerührungspunft) zuriiclegt.

Bestimmung des Krümmungsmittelpunktes. Wemt in einem $.
bewegten ebenen Syftem für einen gewillen Augenblit das Momentancentrum
und der Wendepol bekannt find, fo ift e8 jederzeit leicht, nad) dem Vorigen
den Krimmungsmittelpunft der Bahn eines beliebigen Punktes fir diefen

 Augenblid zu ermitteln.
Es fei P, Fig. 19 (a.f.©.), der Pol, und W der Wendepol eines ebenen

Syftens in einem gewiffen Augenblide, Ferner fer A irgend ein Punkt
des bewegten Körpers, für defien Bahnelement der Krümmmungsmittelpunkt
beftimmmt werden foll. Zieht man den Polftrahl PA und madt AA’ —
PA,fo ift dev gefuchte Krümmungsmittelpunft gefunden, wenn man zum
Pol P, dem Punkte A’ umd der Projection W, des MWendepols den vierten,
W; zugeordneten harmonischen Punkt A, fucht, Diefe Conftruction ift

19.
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immer leicht in befannter Weife auszuführen. Man fanfie hier noch) be-
fonders vereinfachen, wenn man den Punkt A aud, mit dem Wendepol W

Fig. 19.

 
 
 

verbindet, dann A’W’ pa-

vallel zu A W zieht umd

bi8 zum Ducchjchnitt B

mit dem Projectionsftrahle

W, W verlängert. Die.

drei Bınıfte P, W und W’,

von denen Win der Witte

zwifchen P und W’ Liegt,

bilden niit dem im der Uns

endlichfeit liegenden Sdriim=
mungsmittelpunfte der

Bahn von W vier harmo-

nische Bunte. Daher füllt

der den drei Strahlen BW,
BP und B Wzugeordnete

vierte Harmonische Strahl

B A, parallel der Norma=

len WP zur Polbahn aus.

Diefelben vier Strahlen

teilen nun aber aud) die
- Gerade AP in den Bunf-

ten A’, P, W, und A, har-

monisch, folglich ift A, der
Krümmungsmittelpunft des

von A in dem Augenblide

befchriebenen Bahnelemen-
tes, in welchem der Bol in

P liegt. Die Conftruc-

tionsregel zur Auffindung
von A, aus P,W und A

erhellt hieraus von felbft.
Denft man in den Punkten A,,A und A’ die Lothe A, D,, AD um

A'D! errichtet, jo ergiebt fid) ohne Weiteres, daß auch die vier Punkte D), W,
P und D! Harnonifche find, da fänmtliche Abfchnitte auf D,D’ in dem

edit, 1 j %
Berhäftniffe nr größer find, als die entfprechenden Abfchnitte auf Ay A’.

E8 ift folglich, da D in der Mitte zwifchen P und D’ liegt, D, der Krim:
mungsmittelpunkt des von D befchriebenen Bahnelementes. Legt man mun

durch PAD einen Sveis und einen anderen durd) 2A, Dy, welche beiden
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Kreife ihre Mittelpunkte wegen der rechten Winkel bei A und A, auf der

Polbahnnormale D,D’ haben müfjen, jo erkennt man leicht, daß die oben
in Hinficht auf A angeftellte Betradytung für jeden Punkt des Kreifes PAD

gilt. ft alfo Z ein beliebiger Punkt diefes Kreifes, jo Liefert dev Polftrahl

EPE, auf dem durch PA,D, gelegten Kreife in Z, den Krümmungs-
mittelpunft des von Z bejchriebenen Bahnelementes.

Daraus folgt die Bezichung, daß die Punkte eines die Polbahn im
Pol berührenden Kreifes Bahnelemente befchreiben, deren

Krümmungsmittelpunfte auf einem zweiten, die Bolbahn eben-
falls im Pol berührenden Kreife liegen.
Umdie gegenfeitige Yage und das Größenverhältniß diefer Kreife zu er-

mitteln, nehme man zunächft an, der Kreis dund) A nähere fid) mehr und
mehr dem Wendekreife, bi8 er mit ihm zufammenfält. Damit ift der zus
gehörige Kreis für den Krümmumgsmittelpunft A, größer und größer und
in dem Augenblie unendlich groß geworden, in weldem A in den Wende-
freis tritt. Dies folgt daraus, daß jegt die Projection W, des Wendepols
in die Mitte zwifchen P und A’ füllt, daher der vierte harmonische Punkt
in der Umendlichfeit liegt. Dies entfpricht aud) der Icon früher enhwidelten
Eigenfchaft des MWendekreifes, wonad) alle Punkte defjelben Bahnelemente
von unendlic, großem Halbmeffer befchreiben.

Denkt man fid) umgekehrt den Bunft A weiter und weiter vom Pol P fid)
entfernend, fo wird der Kreis für die Krimmungsmittelpunfte A, Kleiner
und fleiner, und erreicht in der Grenze, wenn 4 unendlich weit fortritdt,
eine Größe gleich, dem Wendefreife, welchen ev dann auf der anderen Seite
der Polbahntangente Äymmetrifch gegenüberliegt. Dies geht daraus hervor,
daß der Punkt A und alfo A’ in der Unendlichkeit Liegt, wonach der dem
Punkte A’ harmonifc, zugeordnete Pol P die Entfernung A, W, halbiren
muß.
Wenn der bejchreibende Punkt A von dem Wendefreife aus nad) dem

Pole P hin rückt, fo liegt der Krümmmungsmittelpunft nach $. 16 mit dem
Wendefreife auf derjelben Seite der Polbahntangente und zwar nähert fi)
der Kreis, auf welchem er liegt, mehr und mehr dem Wendefreife, je mehr A
Ti) dem Pole nähert. Gelangt dabei der Punkt A in einen die Polbahn
in P berührenden Kreis, weldyer halb fo großen Durchmeffer hat wie der
Wendekreis, fo liegt der zugehörige Krimmmungsmittelpunft auf dem Wende:
freife, denn da von den betreffenden vier harmonifchen Bunften P,4',W,
und A, die beiden A’ und W, auf dem Wendekreife in einen zufammen-
fallen, fo fällt audy A, in diefen Doppelpunft. Nüähert fi) A nod, mehr
dem Pole, fo ift dies auc) mit A, der Fall, bis Ihließlich A und A, gleid)-
zeitig den Pol P erreichen.
Nimmt man an, dafs der bewegte Punkt A dc) den Pol hindurch auf
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die dent Wendefreife abgewendete Seite dev Polbahntangente tritt, jo Liegt

der Krimmumgsmittelpunft der Punktbahn auf einem Kreife, welcher die

Poldahn auf derfelben Seite beriihrt, auf welcher A liegt, und welcher Kreis

Heiner ift, als der durch) den Punkt A und den Pol gelegte Berührungstkreis

der Polbahn. Ye mehr fc) der Kreis, auf welchen A liegt, erweitert, defto

guöfer wird auch derjenige Kreis, auf welchem dev Krimmungsmittelpunkt

A, liegt, und erreicht diefer lesteve Kreis eine Größe gleid) den Wendefreife

(auf der dent legteven entgegengefegten Seite der Polbahn), jobald dev be-

jchreibende Punkt in die Unendlichkeit rückt, wie fchon oben bemerkt worden.

Bestimmung des Wendepols. Die obigen Unterfuchungen jesen

die Kenninif des Wendepols eines bewegten ebenen Syftems voraus. Diefer

Punkt ergiebt fi im Allgemeinen aus den Bedingungen, duch) welche die

betreffende Bewegung charakterifirt ift. Sind z. DB. die beiden Polbahnen

gegeben, alfo aud) deren Krümmmngshalbmefler 0, und @, fiir irgend wel-

chen Punkt befannt, fo erhält man den Wendepol W, wenn man auf der

gemeinfchaftlihen Normale dev Bolbahnen von Pol aus ein Stiid gleich den

Durchmeffer Fr des Wendekreifes abträgt, und zwar ergiebt fich diefe Größe

nach $. 12 durch) die Gleichung

| 1

Uni Or

If die Bewegung des Körpers durch die Bahnen zweier Punkte A und B

gegeben, fo fann man nad dem Früheren ($. 7) jederzeit den Pol P als
den Durchfchnitt dev Normalen diefer Even in A vefp. B bejlimmen.
Trägt man mm auf diefen Polftrahlen PA md PB, auf welchen aud)

die Primmungsmittelpunfte A, und B, der befannten Bahnen von A und

B liegen, die Polabftände PA und PB bezw. glei AA’ und BB’ au,
fo erhält man in der vierten harmonifchen den Krümmumgsmittelpunkten
zugeordneten Punkten zur 2,4’, A, und P,B',B, die beiden Projectionen

W, de8 Wendepols auf die’ beiden Polftrahlen PA und PB. Man findet
daher den Wendepol felbft in dem Durchfchnittspunfte W der beiden Nor-
malen, welche man in den beiden Bunften W, auf PA und PB errichtet.

In gewiffen in der Praxis häufigen Fällen fann man fir die Yage des
Wendepols ohne Weiteres beftimmmte Negeln angeben, von denen hiev nur
die Hauptfächlichften angeführt werden mögen. Wenn ein Punkt A des be

wegten Körpers eine geradlinige Bahn befchreibt, fo Liegt deren Krinmmungs-
mittelpunft A, in der Umendlichfeit und daher muß deffen Harmonifcher

Gegenpinft, d. h. die Projection W, des Wendepol? W in der Mitte
zwifchen dem Pol P und dem Punkte 4Aliegen, d. h. mit dem gleichfalls  


