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element bereits hervorgebracht hat, und je grofser die Veriinderung
ist, welche die Kraft wihrend dieses Zeitelementes von Neuem her-
vorbringt. Bezeichnen wir mit ¢ die Veriinderung, welche die
Kraft bis zu dem in Betracht zu ziehenden Augenblick bereits er-
zeugt hat, so driickt sich offenbar die Wirkungsgrofse firr das
niichste Zeitelement und fiir ein Massenelement aus durch:
13) dm. g dg,
und fiir eine gewisse Zeit 7, fiir jedes Massenelement durch: dmZqdg,
folglich fiir den ganzen Kérper durch:
14) Z(dmZ ¢.dp)=2[dm.2Z(@.f.dt)].

Ist ¢ eine Funktion von m und bezeichnen wir die Wir-
kungsgrofse fiir ein Zeitelement, oder (wie wir kiinftig die-
sen Werth nennen wollen) das Leistungselement (Wirkungs-
element) mit dL, so ergiebt sich:

15) dL= dn'z/(cp,,. d(p) —+ Const.,

worin das Integral zwischen den Grenzen von m zu nehmen ist,
welche der Masse des ganzen Korpers entsprechen.

Ist dagegen ¢ fiir jedes Massenelement dasselbe, wobei
@, wie frither, eine Funktion von irgend einem andern Variabeln
sein kann, so ergiebt sich das Leistungselement:

16) dL=mqdg.

Die Leistung der Kraft auf den ganzen Kérper fiir eine
bestimmte Zeit ergiebt sich aus den eben bestimmten Werthen, und
zyvar aus 15):

17) L :/(/(p,,,d(p) dm + Const.,
und aus 16):
18) L= mﬁ d @ -+ Const.,
worin ¢ zwischen den Grenzen zu nehmen ist, welche der Zeit-
dauner entsprechen, fiir welche man die Wirkungsgrofse bestimmen
will. Ist ¢ = ¢ der Werth von ¢ nach der Zeit #, ¢ = ¢’ dage-

gen der Werth von ¢ nach der Zeit ¢/, so hat man die Leistung
fiir die Zeitdauer t—1¢':

19) Ly = ﬂJ?gp dg -+ Const.,
S
=im(g*—9'?).

Setzen wir zufolge der Formel 1) dp —fd¢f, und nehmen wir
an, dafs f=/, eine Funktion von ¢ sei, so folgt zuniichst:
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j (p:/f",dl,

folglich, wenn wir @ in Bezug auf m konstant nehmen, nach 18):

20) L=mf{ Jf.de)f.dt + Const,

welches Integral zwischen den Grenzen von ¢ zu nehmen ist, die
der Zeitdauer der Beobachtung entsprechen.
Ist endlich f keine Funktion von # hat man es also mit einer
konstant und kontinuirlich wirkenden Kraft zu thun, so ist:
21) Ly_py=1Lmf2(t2—1¢t'?)
und mit Riicksicht auf 7):
22) L(,_,:) = —;—Kf(t’ — t’z).

Wir miissen hier darauf verzichten, noch mehr Formeln fiir
eine Reihe von speziellen Fillen herzuleiten, die aus besondern
Werthen hervorgehen wiirden, welche ¢ oder f annehmen kénnen.
Nur die Bemerkung mag hier schliefslich noch hervorgehoben vver-
den, dafs die eben gefithrten Untersuchungen fiir alle Arten von
Kriften, die auf Korper einwirken, gelten miissen, ohne Riicksicht
auf die Art und Beschaffenheit der von den Kriften hervorzubrin-
genden, oder wirklich hervorgebrachten Verinderungen; dals ferner
die Begriffe von Masse und lebendiger Kraft ganz bestimmte
und allgemeine sind, und nicht, wie Poncelet behauptet*), nur
uneigentliche, konventionelle Benennungen, die man eingefiihrt hat,
um gewisse mathematische Ausdriicke kurz zu bezeichnen.

B. Von den mechanischen Kriften.

a) Wirkung eimex mechanischen Kraft auf eim Massen-
element.

Bewegung.

§ 12. Nach Feststellung jener allgemeinen Wahrheiten gehen
wir zur Untersuchung derjenigen Kriifte iiber, welche uns hier be-
sonders beschiiftigen.

Unter den zahllosen Verinderungen, wvelche wir an den Kor-
pern wahrnehmen, spielen eine grofse Rolle die Verdnderungen des
Ortes, oder derjenigen Stelle im Raum, welche die Korper einneh-
men. Diese Ortsverinderungen nennen wir Bewegungen, und

®) Poncelet »Lehrbuch der Anwendung der Mechanik auf Maschinen,
deutsch herausgegeben von Schnuse I. S. 10 und 11,
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schreiben dieselben der Wirkung gewisser Kriifte zu, welche wir
mechanische Kriifte nennen. Indem wir uns hier zunichst mit
den mechanischen Kriiften beschiftigen, wvollen wir zuerst die Ge-
setze der Verinderungen untersuchen, wvelche diese Krifte her-
vorzubringen vermégen, und wirklich hervorbringen, und sodann
auf die Bestimmung der Gréofse der Krifte und ihrer Wirkung
eingehen.

Zyvar sind alle Korper fortwihrend in gemeinschaftlicher Be-
wegung, insofern sie ihre Stelle im Universum dauernd indern, allein
aufser dieser allgemeinen Bewegung bemerken wir auch, dals gewisse
unter diesen gemeinschaftlich bewegten Kérpern ihren Ort im Ver-
gleich zu dem Ort, den die andern Korper wiihrend der Bewegung
einnehmen, #ndern. In diesem Sinne nennen wir solche Kéorper
relativ bewegte, die andern Korper aber ruhende. Betrachten
wir nun ein System solcher relativ bewegten Korper, so konnen
einzelne derselben wiederum im Vergleich zu den iibrigen Korpern,
mit denen sie sich iibrigens gemeinschaftlich bewegen, ihre Stellung
veriindern. Solchen Kérpern schreibt man dann wiederum in Be-
zug auf die andern eine relative Bewegung zu, und pflegt die-
jenige Bewegung, welche dem ganzen System gemeinschaftlich ist,
im Gegensaiz zu dieser relativen Bewegung, eine absolute Be-
wegung zu nennen; es bleibt dabei natiirlich nicht ausgeschlossen,
dafs diese absolute Bewegung in Vergleich zu der Stellung noch
anderer Korper wieder als eine relative erscheint. Relative und
absolute Bewegungen erscheinen daher immer nur als Gegensitze
und als abgeleitete Begriffe, sie sind nicht Grundbegriffe, wie
der Begriff der Bewegung selbst.

Wirkt eine mechanische Kraft auf ein Massenelement
ein, so hat sie das Bestreben, dasselbe in gerader Linie
fortzubewegen.

Die Lage dieser geraden Linie, in Vergleich zu andern Linien,
nennt man dic Richtung der Kraft.

Erfolgt wirklich eine Bewegung des Massenelementes, so bleibt
dieselbe in Folge des Beharrungsvermogens (S.6) bestehen,
bis sie durch die Einwirkung einer andern Kraft geiindert wvird.
Das Massenelement bewegt sich in gerader Linie fort; die Lage
dieser geraden Linie heilst die Richtung der Bewegung. Kein
Massenelement kann die Richtung seiner Bewegung én-
dern, oder die Bewegung ganz oder theilweise verlie-
ren, wenn nicht als Ursache dieser Verinderung die
Wirkung einer andern Kraft eintritt.
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Bewegung eines Punktes, Bahn, Weg.

§ 13. Die Masse eines Korpers erfiillt den Raum, welchen der Kor-
per einnimmt. Ein Massenelement konnen wir uns als die Masse
denken, welche ein Raumelement erfiill; als Raumelement gilt
aber der kirperliche Punkt. Ein Massenelement ist also die Masse,
welche ein Punkt des Korpers besitzt. Man pflegt daher, anstatt
der Bezeichnung Massenelement eines Korpers, hiufig auch die
Benennung ,materieller Punkt® oder kurz die Bezeichnung
»Punkt® zu brauchen, und wir wollen uns diesem Gebrauch an-
schliefsen, indem wir kiinftig unter Punkt, sobald nicht eine an-
dere Bedeutung ausdriicklich hervorgehoben wird, iiberhaupt ein
Massenelement verstehen.

Die Linie, welche ein Punkt bei seiner Bewegung beschreibt,
nennen wir die Bahn des Punktes.

Die Bahn eines Punkts ist geradlinig, wenn der Punkt nur
der Einwirkung einer einzigen Kraft, oder auch mehrer Krifte,
welche in derselben Richtung wirken, folgt. Eine krummlinige
Bahn setzt immer die Einwirkung mehrer (venigstens
zweier) Krifte voraus, deren Richtung nicht dieselbe ist.

Die absolute Liinge der Bahn, welche ein Punkt in einer bestimm-
ten Zeit zuriicklegt, nennt man den Weg des Punktes fiir diese
Zeit. Der Weg eines Punktes in einem Zeitelement heifst das Weg-
element des Punkts. Wir bezeichnen dasselbe in der Folge mit ds.

Gleichférmige Bewegung.

§ 14. Das Wegelement eines Punktes ist entweder in jedem
Leitelement gleich grofs, oder es unterliegt einer Aenderung.
Wenn das Wegelement in jedem Zeitelement denselben Werth hat,
so sagen wir, die Bewegung sei gleichformig. Nach dem Frii-
hern konnen wir uns eine gleichférmige Bewegung nur als mog-
lich denken, wenn auf einen bewegten Punkt entweder gar keine
mechanische Krifte einwirken, oder wenn die auf denselben
einwirkenden Krifte sich im Zustande des Gleichgewichtes
befinden, denn, wenn mechanische Kriifte auf den Punkt einwvir-
ken, und dieselben sind nicht im Zustande des Gleichgewichts, so
miissen sie nothwendiger Weise eine Aenderung im Beharrungszu-
stande des Punkies erzeugen, und da die Aenderungen, welche me-
chanische Krifte erzeugen, Ortsverinderungen sind, die Orts-
verinderungen aber durch die Wege gemessen werden, so muls
unter der zuletzt gemachten Annahme nothwendiger Weise in jedem
Zeitelement eine Wegiinderung stattfinden.
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Die gleichférmige Bewegung konnen wir uns entstanden
denken, entweder:

a) dadurch, dafs Krifte, die eine Zeit lang auf einen Punkt ein-
wirkten, aber nicht im Zustand des Gleichgewichts waren, plotzlich
zu wirken aufhoren, oder plétzlich in den Zustand des Gleichge-
wichts gelangen; in diesem Fall wird die Bewegung, die sie dem
Punkte ertheilt haben, bestehen bleiben, aber keine Aenderung wei-
ter erleiden; oder :

b) dadurch, dals mechanische Krifte auf einen Punkt, der nicht
in Bewegung war, momentan einwirkten; in diesem Falle vvird der
Punkt Bewegung erhalten, aber die Bewegung wird nach § 10 in
jedem folgenden Zeittheil ungeéindert bleiben.

Die momentane Einwirkung mechanischer Kriifte auf einen ma-
teriellen Punkt nennen wir Stofs, und die gleichformige Bewegung
pflegt man daher auch wohl Stolsbewegung zu nennen.

Geschwindigkeit.

§ 15. Das Verhiltnifs %ti’ d. h. das Verhiltnils zwischen dem

Wegelement zu der Dauer eines Zeitelementes nennt man die Ge-
schwindigkeit, bezeichnen wir dieselbe mit ¢, so hat man:

ds
23) =
24) ds=cdt.
Diese Ausdriicke sind nicht zu verwechseln mit den sehr ihn-
lichen fiir das Aenderungselement und fir das Aenderungs-
maals einer Kraft (S. 10. No. 1 und 2), welche wir gleich brauchen

werden. Da wir d¢ als absolut konstant ansehen, so wird bei einer
gleichformigen Bewegung, in welcher also auch ds fiir jedes

Zeitelement konstant ist — ¢ ebenfalls konstant sein. Es lifst

ds
2 b
sich also eine gleichformige Bewegung auch so definiren, dafs
es eine Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit sei. Fir
die gleichformige Bewegung folgt aus 24) durch Integriren:
s=ct
a8
CF

= =

(4
Wenn s der Weg in der Zeit ¢ ist, so ist offenbar bei einer

gleichférmigen Bewegung % der Weg in einer Zeitein-
IL 2
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heit; da aber (zufolge 25) ;—zc ist, so kann man allgemein die

Geschwindigkeit auch definiren als den Weg, welchen ein
Punkt in einer Zeiteinheit zuriicklegen wiirde, falls er
von irgend einem Augenblick ab sich gleichféormig be-
wegte.

Geschwindigkeits-Aenderung; Verinderte Bewegung, Acceleration.

§ 16. Wir haben oben gesehen, dafs, wenn auf einen Punkt
eine Kraft allein einwirkt, oder, wenn mehre Kriifte, welche nicht
im Zustande des Gleichgewichis sich befinden, auf den Punkt ein-
wirken, eine gleichformige Bewegung nicht stattfinden kann. Eg
wird vielmehr in diesem Falle das Wegelement ds in jedem Zeit-
element ein anderes sein. Die Bewegung eines Punktes unter die-
sen Umstinden nennen wir eine ungleichformige oder eine ver-
inderte. Da zufolge der Gleichung 24) ds sich ausdriickt durch:

ds =c:dt,

so mufs, da dt absolut konstant ist, die Verinderung, welche durch
den Einfluls jener mechanischen Krifte erzeugt wird, sich auf den
Werth ¢ beziehen. Das heilst: die Verdnderungen, welche
mechanische Krifte in dem Beharrungszustande eines
Korpers hervorbringen, lassen sich als Geschwindigkeits- |
dnderungen ansehen. Das Aenderungselement dg einer mecha-
nischen Kraft ist hiernach nichts anders, als die Geschwindig-
keitsinderung, vvelche die Kraft einem Massenelement in einem Zeit-
element zu ertheilen vermag. Nennen wir dieselbe de, so ist dp—=dc
und nach S. 10 No. 1):

dp=dc=—F.dt;
es ist folglich die Geschwindigkeit ¢ nach Verlauf einer gewissen
Zeit ¢, oder die Endgeschwindigkeit fir die Zeit ¢:

26).c=2f. dt:

Das veriinderliche Wegelement ds driickt sich hiernach aus (24)
durch:

27) ds = (2f.dt)dt.

Ist f eine Funktion von #, so ist:

28) c_—_-ff,dz
29) ds:('//:}dt)dt,

und es dndern sich folglich die in den einzelnen Zeitelementen statt-

findenden Geschwindigkeiten nach dem Gesetze des ‘Werthes /;}dt.
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Wenn man dagegen eine konstant wirkende Kraft betrachtet
(S. 10), so findet man:
30) c=r.
Sl) ds—=c.dt=ft.dt,

d. h. bei konstant wirkenden mechanischen Kriften indern sich
die Geschwindigkeiten wie die Zeiten. Erfolgt die Bewe-
gung nach diesem Gesetz, so nennen wir sie eine gleichmiilsig
verinderte Bewegung, und zwar eine gleichmiifsig be-
schleunigte, wenn die Geschwindigkeiten wachsen, und eine
gleichmiilsig verzdgerte, wenn die Geschwindigkeiten fort-
wihrend abnehmen. Erfolgt eine veréinderte Bewegung nach
einem andern Gesetze, so nennen wir sie eine ungleichmi-
[sig verdnderte, und zwar bei fortwihrendem Wachsthum der
Geschwindigkeiten eine ungleichmilsig beschleunigte, bei
fortwihrender Abnahme der Geschwindigkeiten eine ungleich-
miflsig verzogerte. Das Aenderungsmaals f nennt man bei
mechanischen Kriften auch wohl die Acceleration oder die Be-
schleunigung, beziehlich Verzégerung.

Aus den Gleichungen 24), 29) und 31) ergiebt sich der Ge-
sammtweg s fiir eine bestimmte Zeit ¢:

fir den allgemeinsten Fall:
32) s—=3(c.dt),

d. h. man hat jedes Zeitelement mit der Geschwindigkeit, welche
wihrend desselben stattgefunden, zu multipliziren, und die Produkte
zu summiren.

Ist c:/f}dt (28), so folgt aus 29):

33) s= f(fr.at)a.

und endlich fiir eine konstant vwirkende Kraft, also fiir die gleich-
mifsig verinderte Bewegung:

34) s:ﬁlft.dtz%f(tz—t’“),

worin s den Weg bezeichnet, welcher wihrend der Zeitdauer (¢ —¢')
zuriickgelegt vvird.

Gleichmiifsig verinderte Bewegung.
§ 17. Die gleichmiilsig verinderte Bewegung ist in der
Mechanik von besonderer Wichtigkeit. Es mégen daher die eben
gefundenen Resultate nebst einigen leicht herzuleitenden hier zu-

sammengestellt werden.
2 *
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Es bezeichne:
t die Zeit, wihrend welcher eine konstant wirkende
Kraft frei gewirkt hat,
s den Weg in dieser Zeit,
¢ die Geschwindigkeit nach Verlauf der Zeit ¢ (Endgeschyvin-

digkeit),
[ das Aenderungsmaals,
80 ist:
(7 ¥

s=1ft*=1% 7 = qct
Gt g i e el b »2;8—
35) s G5 A8 prnl b s
TRICE pae =i oy
c 23 28
==Y =

o7 ¢

Fir t=1, also fiir die Zeiteinheit folgt hieraus:
S=To==2ig)

d. h. das Aenderungsmaals einer konstant wirkenden
Kraft ist gleich der Geschwindigkeit, welche die Kraft
einem Massenelement nach Verlauf der ersten Zeitein-
heit (Sekunde) ertheilt hat, oder gleich dem doppelten
Wege, welchen das Massenelement vermége der Einwir-
kung der Kraft in der ersten Sekunde zuriickgelegt hat.

Schwerkraft.

§ 18. Unter der grofsen Menge von mechanischen Kriften,
welche in der Natur wirksam sind, nimmt eine besonders hervor-
ragende Bedeutung die Schwerkraft in Anspruch. Die Schwer-
kraft ist eine mechanische Kraft, deren Einwirkung alle Kérper im
ganzen Universum unterworfen sind, und welche man gewdhnlich
als eine Anziehung darzustellen pflegt, welche simmtliche Mas-
senelemente im ganzen Weltall gegeneinander ausiiben, und der-
zufolge jedes Massenelement sich nach jedem andern hin zu bewe-
gen strebt. Die Grofse dieser Anzichungskraft zwischen je zwei
Massenelementen ist nach Newtons Entdeckungen umgekehrt pro-
portional dem Quadrat der Entfernung derselben. Es ist hier nicht
-der Ort, in allgemeine Untersuchungen dieser interessanten und
bedeutungsvollen Kraft einzugehen, welche als ein grofses Gesetz
durch das Weltall wirkt, und jedem unendlich kleinen Theil des-
selben eine Bedeutung beilegt, indem sie ihn mit jedem andern und
mit dem grofsen Ganzen in Beziehung bringt: wir haben hier der
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Schyverkraft nur Erwihnung gethan, um die Wirkung zu be-
zeichnen, welche sie zwischen dem Erdkérper und jedem Kérper,
welcher demselben unmittelbar angehort, ausiibt. Jeder auf der
Erde befindliche Korper wird von jedem Element des Erdkorpers
angezogen, und das Resultat dieser verschiedenen Anziehungen ist,
dafs jedes Massenelement eines Korpers das Bestreben hat, sich
nach dem Mittelpunkt der Erde zu bewegen. Dies fithren wir bier
vorliufig nur als Thatsache an; der Beweis, dals diese Thatsache
eine nothwendige Folge allgemeiner Gesetze fiir die Wirkung me-
chanischer Krifte ist, lifst sich hier noch nicht fithren. Hiernach
ist die Richtung der Erdschwerkraft iiberall die Richtung des
Erd-Radius, und folglich fiir verschiedene Punkte eines Korpers
verschieden. Die sehr geringe Abweichung der Radien des Erdkor-
pers fiir benachbarte Punkte berechtigt aber zu der Annahme, dafs
man selbst fiir grofsere Entfernungen die Richtungen der Erdschwer-
kraft als parallel ansehen kann. Wird die Wirkung der Schwer-
kraft auf einen Korper nicht durch eine Gegenkraft aufgehoben, so
erfolgt Bewegung in der Richtung der Kraft, also in der Richtung
des Erdradius; die Bewegung, welche die Schwerkraft in Kérpern
erzeugt, welche dem System des Erdkorpers angehoren, nennen
wir den Fall der Korper. Die Korper fallen. Da die Grofse
der Kraft, welche das Fallen bewirkt, nach dem oben angefiihrten
Newtonschen Gesetz sich umgekehrt mit dem Quadrat der Entfer-
nung vom Erdmittelpunkt &ndert, folglich in verschiedenen Entfer-
nungen eine verschiedene ist, und da andrerseits die Thatsache
feststeht, dafs die Erde keine vollkommene Kugel, sondern an den
Polen abgeplattet ist, so folgt daraus, dals die Grofse der Schwver-
kraft an verschiedenen Punkten der Erdoberfliche verschieden grofs
sein mufs, je nachdem der Erdradius einen verschiedenen Werth
hat. Die Wirkung der Schwerkraft ist hiernach an den Polen
grofser, als am Aequator. Aber auch an ein und demselben Ort
der Erde mufs die Wirkung der Schwerkraft mit der Entfernung
von der Erdoberfliche abnehmen. 1n dieser letzten Beziehung ist
aber zu bemerken, dafs die Entfernungen von der Erdoberfliches
mit welchen man es gewohnlich zu thun hat, gegen den Erdradius
so verschwindend klein sind, dafs man sie fiir einen gegebenen Ort
der Erde fiir die gewohnlich vorkommenden Fille vollkommen ver-
nachlissigen kann, und folglich die Schwerkraft der Erde fiir einen
bestimmten Ort als Beispiel einer konstant wirkenden Kraft
betrachten kann, welche also, wenn sie frei wirkt, eine gleich-
mifsig verinderte Bewegung erzeugen mulfs.



22 Grundlehren der Mechanik. B. Von den mechanischen Kriften.

Das Aenderungsmaals der Schwerkraft ist fir unsere
Gegenden durchschnittlich
f=31,25 preufsische Fufs.
Wir bezeichnen dies Aenderungsmaals kiinftig iiberall mit g.

g bedentet also kiinftig iiberall das Aenderungsmaafls
(die Acceleration) der Schwerkraft an einem bestimmten

Orte. Fiir unsere Gegenden ist hiernach:
g = 31,25 preufs. Fufls,
g = 9,81 Metres,
36) { g = 30,20 pariser Fuls,
9 = 32,20 englische Fufs,
g = 31,03 wiener Fufs *).
Mit Beriicksichtigung dieser Werthe nehmen die Formeln (S. 20)

fir die durch die Schwerkraft gleichmiifsig veriinderte Bewegung
folgende Gestalt an, wenn die Bedentung der Buchstaben dieselbe |

bleibt, wie auf S. 20.
fir g =231,25 preuls. Fuls: fir g == 9,81 Metres:

5§=15,625¢2=0,016¢c>=1ct, s=4,905¢>—=0,0510c>=1Lct,

e=31,25¢=7,006]/s="2!, c=981r=4,20]/s=2,
2

37)

LR CL AR el
. T

€ it R8sl
Pl F iR

t=00320=0263/s=2", 1= 0,1019¢=0,4514] /s =22

Druck; Gewicht.

§ 19. Nachdem wir in Vorstehendem die Verinderungen, |

welche mechanische Krifie hervorbringen, im Allgemeinen unter-
sucht haben, schreiten wir nun zur Bestimmung der Grofse der
mechanischen Krifte.

Wir haben oben gesehen, dafs Krifte im Zustande des Gleich-

gewichts sich im Allgemeinen der Wahrnehmung durch unsere Sinne -

eniziehen. Die mechanischen Krifte machen in gewisser Beziehung

eine Ausnahme. Wirkt eine mechanische Kraft auf unsern Korper |

ein, und sind wir veranlafst, dieselbe durch unsern Kérper im
Gleichgewicht zu halten, so erregt sie unser sinnliches Gefiihl in
einer Weise, welche wir im Allgemeinen Druck nennen. Der

Druck ist also vorliufig das Gefiihl, welches in uns durch die

Ausiibung der Gegenkraft hervorgerufen wird. Wir gehen von

*) Weisbachs Lehrbuch der Ingenieur- und Maschinenmechanik. II, Aufl,
L S. 54.
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dieser, zuniichst durch unsere Sinne gewonnenen Vorstellung wei-
ter, und bezeichnen allgemein mit der Benennung Druck den
Einflufs, welchen eine nach Bewegung strebende, aber
im Zustande des Gleichgewichts sich befindende me-
chanische Kraft auf einen Kérper ausiibt; den Einflufs der
Gegenkraft, durch welchen die zuerst gedachte Kraft im Gleichge-
wicht erhalten wird, nennen wir den Gegendruck. Hiernach
sind Druck und Gegendruck zwei ganz unzertrennliche Vor-
stellungen. Sobald eine mechanische Kraft im Gleichgewicht ge-
halten wird, also einen Druck ausiibt, miissen wir uns schon nach
dem Friihern stets eine Gegenkraft denken, welche die Wirkung
der ersten aufhebt, und vwvelche folglich einen Gegendruck auf
den Korper ausiibt.

Es ist hiernach die Bezeichnung Druck zwar nichts anders,
als was wir auf S. 9 ganz allgemein Grofse einer Kraft ge
nannt haben, nur dafs wir iiberhaupt unter Druck die Grofse
einer mechanischen Kraft versichen; allein vermége jener
sinnlichen Anschauung, welche wir durch unsern Kérper von dem
Druck gewinnen, sind wir im Stande einen neuen Ausdruck fiir
das Maafls der Grofse einer mechanischen Kraft herzuleiten. Wir
brauchen nimlich nur die Grofse einer mechanischen Kraft, welche
auf einen Korper einwirkt (ihren Druck), nach dem Gegendruck
zu beurtheilen, welchen unser Korper ausiiben mufs, um jene Kraft
im Gleichgewicht zu halten, indem wir einen bestimmten Gegen-
druck als Einheit annehmen.

Den Gegendruck, welchen wir ausiiben miissen, um
einen Korper, welcher durch die Schwere in Anspruch
genommen ist, im Gleichgewicht zu halten, nennen wir
das Gewicht des Korpers. Von dieser Vorstellung ausgehend,
verstehen wir unter dem Gevwicht eines Korpers allgemeiner den
Gegendruck, welcher erforderlich ist, um einen durch die Schwere
in Anspruch genommenen Kérper im Gleichgewicht zu halten.

Wenn wir nun zur Bestimmung des Druckes, welechen mecha-
nische Krifte ausiiben, irgend einen Gegendruck als Einheit anneh-
men sollen, so liegt es nahe, dazu einen Gegendruck zu vvihlen,
welcher durch eine so allgemein verbreitete Kraft, wie die Schwer-
kraft ist, hervorgerufen wird. Wir werden dann den Druck, wel-
chen alle anderen mechanischen Kriifte erzeugen, mit dieser be-
stimmten Einheit vergleichen. Der absolute Werth der Einheit ist
vorliufig beliebig festzustellen, und man hat ihn in der That in ver-
schiedenen Lindern verschieden grofs angenommen.
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In Preuflsen hat man als Einheit fir den Druck mechanischer
Krifte, denjenigen Gegendruck festgestellt, welcher erforderlich ist,
um den sechs und sechzigsien Theil eines Kubikfulses destillirten
Wassers bei einer Temperatur von 15 Grad Réaumur im luftleeren
Raum im Gleichgewicht zu halten, wenn derselbe nur durch die
Schwerkraft in Anspruch genommen wird. Diese Einheit heifst
ein Pfund. Kiirzer gesagt:

die Einheit des Druckes ist ein Pfund, oder das
Gewicht von #: Kubikfuls destillirten Wassers
bei 15 Grad Réaumur im luftleeren Raum.

In Frankreich ist die Einheit des Druckes das Gewicht eines
Centimétre cube destillirten Wassers bei +4-3,5° R. und heifst diese
Einheit ein Gramme.

Bestimmung des Druckes ciner mechanischen Kraft; Maals fiir die Masse.

§ 20. Wir haben nun zwei Mittel gefunden, die Grofse
einer mechanischen Kraft zu messen, néimlich 1) durch die
Formeln S. 4 bis 8 und 2) durch den Druck, welchen sie aus-
iibt. Die absoluten Zahlen, welche das Maals fiir die Grofse der
Kraft geben, sind in beiden Fillen abhingig von dem Werth der
Einheit; sie konnen verschieden sein; sie konnen aber unter Um.
stinden auch gleich grofs sein. Da wir den Werth der Einheit fiir
den Druck schon bestimmt haben, so wird es nur von dem Werthe
der Einheit in der Formel 5)

K=2ZX(dm.f)
abhiingen, ob beide Methoden die Grofse einer mechanischen Kraft
zu bestimmen gleiche Zahlen liefern oder nicht. Die Einheit fiir
das Aenderungsmaals ist die Liingeneinheit, es ist aber die Einheit
fiir die Masse noch nicht definitiv festgesetzt, und diese Einheit
konnen wvir daher noch beliebig wihlen.

Es hat sich als zweckmiilsig herausgestellt, bei der Untersu. .
chung mechanischer Kriifte die Masseneinheit so zu wihlen, dafs,
wenn man die Grofse der Schwerkraft, welche auf einen Kérper
wirkt, einmal nach der Gewichtseinheit, und dann nach dem Aus.
druck X' (dm.f) mifst, beide Bestimmungen dieselbe Zahl lie-
fern. Da die Schwerkraft fiir jedes Massenelement erfahrungsmi-
[sig denselben Aenderungswerth g hat, so folgt aus der eben ge-
machten Annahme, und wenn wir das Maals fir die Gréfse der
auf einen Kérper einwirkenden Schwerkraft durch das Gewicht
gemessen mit G bezeichnen, fiir die Grofse der Kraft einmal

K=,
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und mit Anwendung der Formel 7) auf S. 11 auch:

K=mg, :
und da beide Werthe von K dieselbe Zahl liefern sollen, so hat
man: 3

Als Resultat dieser Untersuchungen ergiebt sich zunéchst, dafs
man die Grofse jeder mechanischen Kraft iiberhaupt nach Pfun-
den bestimmen konne, und dann, dals sich dieselbe durch die For-
meln auf S. No.4 bis 7 ausdriicken lasse, indem nun fiir die Mas-
seneinheit ein bestimmter Werth festgestellt worden ist.

Fiihren wir die eben bestimmten Werthe in jene allgemeinen
Formeln (4 bis 7 S.11) ein, so ergiebt sich als allgemeiner Aus-
druck:

39) K= 3(dm.[) = —3(dG.[).
[=3
Ist f eine Funktion von m, so findet man:

40) I(_ﬁ' dm -+ Const. _ﬁ( ) —— —+ Const.

Ist dagegen f fiir jedes Massenelement dasselbe, so folgt:
411) K= mfi= -f; G
=]

K K
42)10"“7 Isa

Bestimmung der Wirkungsgréfse einer mechanischen Kraft durch die
Geschwindigkeits- Aenderung.

§ 21. Nach diesen Voraushestimmungen kann es nicht schwer
fallen, die Wirkungsgrofse der mechanischen Krifte, wenn sie
frei wirken zu bestimmen, sei es, dafs sie nur momentan, oder
dafs sie kontinuirlich wirken. Wir benuizen dazu die frither
ganz allgemein hergeleiteten Formeln.

Da die Aenderungen mechanischer Kriifte nach dem Frithern
iiberhaupt Geschwindigkeits- Aenderungen sind, so vvird, yvenn wvir
die Geschwindigkeit in irgend einem Augenblick mit ¢ bezeichnen,
iiberall in den allgemeinen Formeln anstait ¢ der Werth ¢ gesetzt
werden miissen.
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Es ergiebt sich sodann fir momentan wirkende Krifte
allgemein das Leistungselement fiir ein Zeitelement (S. 12):
43) AWy = dm . de,
und fiir eine kontinuirlich wirkende Kraft nach S. 13 (No. 13).
44) dLy = dm . c . dc,
folglich das Leistungselement fiir eine bestimmte Zeitdauer:
fir eine momentan wirkende Kraft:

45) AW = dm fde=dm(c—c’),
und fiir eine kontinuirlich wirkende Kraft:
46) dL—iH= dn‘z/"n c.de=1dm(c®—c'?),

worin ¢’ die Geschwindigkeit zu Anfange, ¢ diejenige zu Ende der
Beobachtung bezeichnet, wenn ¢ die Zeit bedeutet, welche von
dem Augenblick der freien Einwirkung der Kraft bis zu dem Au-
genblicke, in welchem die Beobachtung beginnt, verflossen ist, und
¢ diejenige, welche bis zur Vollendung der Beobachtung verflos-
sen ist. ;

Die Leistung der Kraft fir den ganzen Korper lilst
sich aus diesem Leistungselement in bekannter Weise,
sei es durch direktes Summiren, sei es durch Integri-
ren, bestimmen.

Die beiden Gleichungen enthalten folgende Gesetze:

1) Die Leistung einer lebendigen Kraft, welche auf ein Massen-
element momentan wirkt, driickt sich fiir eine bestimmte Zeit
aus durch das Produkt aus dem Massenelement in die Differenz der
Geschwindigkeiten, welche das Massenelement zu Anfange und zu
Ende der Beobachtung besitzt.

2) Die Leistung der lebendigen Kraft, welche auf ein Massen.
element kontinuirlich, gleichviel ob konstant oder verinder-
lich wvirkt, driickt sich aus fiir eine bestimmte Zeit durch das
halbe Produkt aus dem Massenelement in die Differenz der Qua-
drate der Geschwindigkeiten, welche das Massenelement am Anfang
und am Ende der Beobachtung besitzt.

Einen Ausdruck von der Form dm.c nennt man auch wohl die
Quantitit oder Grofse der Bewegung des Massenelementes,
den Ausdruck Jdm.c? aber kurzweg die lebendige Kraft des
Massenelements und den Ausdruck von der Form +dm(c*—c'?)
den Gewinn des Massenelementes an lebendiger Kraft.
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Bestimmung der Wirkungsgrofse einer mechanischen Kraft durch den Druck
und den Weg.
§ 22. Da sich nach den Gesetzen fiir die Bewegung ausdriickt
ganz allgemein (S. 17 und 18)
C = %;—; de = fdr,
so lifst sich fiir eine kontinuirlich wirkende Kraft das Leistungs-

element fiir ein Zeitelement auch schreiben:
dLy=dm .c.dc=dm —Z—f— .fdt.

=dmf.ds,
worin ds das Wegelement ist, welches das Massenelement in einem
Zeitelement zuriickgelegt hat. Es ist aber dm.f.=dK (S. 11. No.4),
folglich:
47) dLy = dKds—dm.c.dc=dm.f.ds.
In dieser Gleichung liegt das wichtige Gesetz:
die Leistung einer mechanischen Kraft, welche
kontinuirlich, gleichviel ob konstant oder ver-
inderlich auf ein Massenelement wirkt, ist in
jedem Zeitelement gleich dem Produkt aus dem
Druck der Kraft in den Weg, welchen das Mas-
senelement durch die Kraft bewegt, zuriicklegt.
Ist die Kraft fiir die Zeitdauer (¢—#') konstant, so ist auch
f.dm = dK konstant, und bezeichnet s den Weg wihrend der Zeit
(t—t"), welchen das Massenelement, durch die Kraft bewegt, zuriick-
legt, so hat man:
48) ALy =dm.f.s —dH .8 =Ldm(c*—ec'?).
Ist endlich fiir den ganzen Korper, sowohl der Druck auf jedes
Massenelement, als auch der Weg konstant, so folgt:
49) L—=HFK.s—=1m(c>—c'?).

Fulspfund, Pferdekraft.

§ 23. Das Produkt K.s ist gebildet aus dem Maals fiir den
Druck K, welcher nach Gewichtseinheiten (Pfunden) gemessen
ist, und aus dem Maafs fiir den Weg s, welcher nach Lingenein-
heiten (Fuflsen) gemessen wird.

Die Einheit fiir Ks ist also weder ein Pfund noch ein Fufls,
sondern eine ganz neue Einheit, nimlich die Leistungseinheit
fiir eine Kraft. Naturgemifs nimmt man fiir diese Einheit eine solche
Leistung an, welche in der Bewegung einer Druckeinheit (eines
Pfundes) um eine Lingeneinheit (einen Fufs) besteht, und
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nennt diese Einheit, der Zusammensetzung entsprechend, ein Fufs-
pfund. Driickt man also die Leistung einer Kraft durch das Produkt
Ks aus, so sagt man, sie betrage in einer bestimmten Zeit Ks Fuls-
pfund und schreibt der Ausdruck hiiufig:
L = kst |
Die Franzosen nehmen als Leistungseinheit die Bewegung eines
Drucks von 1 Kilogramme um 1 Métre an, und hbezeichnen dieselbe
als Kilogrammemétre, geschrieben:
L =Ks" oder L= Ks*Xm,
s 17 = (,1468
-
o { 1" = 6,81217r
Ist die Leistung wihrend der Zeitdauer, in welcher sie
hervorgebracht wurde, konstant, und bezeichnet man diese Zeit-
dauer mit ¢, so ist die Leistung in der Zeiteinheit:
L Ks 3
51) 4 =5 =K F
Wenn nun die Leistung dadurch konstant ist, dafs sowohl die
in einzelnen Zeitelementen wirkenden Drucke, als auch die Wege
dieser Drucke konstant sind, so folgt, dafs die Bewegung selbst eine

gleichférmige ist. In diesem Fall hat man -—:- —=c¢, wenn c¢ die

konstante Geschwindigkeit bezeichnet, und es folgt die Leistung in
der Zeiteinheit:

52) {i:zf.c.

Die Leistung in einer Zeiteinheit nennen wvir die Intensitiit
der Kraft, und es ergiebt sich fiir eine Bewegung mit gleichformiger
Geschwindigkeit die Intensitiit gleich dem Produkt aus dem Druck
in die Geschwindigkeit.

Eine Kraft, deren Intensitiit 510 Fulspfund oder 75 Ki-
logrammetres in der Sekunde betréigt, nennt man eine
Pferdekraft. Man milst die Intensitit einer Kraft hiufig, indem
man eine Pferdekraft als Einheit nimmt. Bezeichnet:

N die Anzahl der Pferdekrifte, so folgt:

L —Ke=N. 510 Putspfand = . 750

e Kceff  Kehn

53) S Vit T
N.510 N.7 4
i (Tm Pfund = (m) Kilogrm.

o= (T{ALI’_E;%) Huls i — (-KATﬂZ:T) Metres.

R
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Ist die Leistung wihrend der Zeitdauer, in welcher sie hervor.
gebracht ist, nicht konstant, so kann man dafiir einen gewissen
mittlen Werth einfihren, insofern man unter dem mittlen
Werth einer verinderlichen Grifse einen solchen konstanten Werth
versteht, welcher in irgend einer Beziehung dasselbe Resultat er-
zeugt, wie der verinderliche Werth. Die obigen Formeln 51 bis 53

geben zugleich die mittlen Werthe fiir K, c—? u. s. w., wenn diese

Grofsen wihrend der Zeit ¢ verinderlich vvaren.

b) Wirkung mehrer mechanischen Krifte auf eim
Massenelement.

Grundsitze fiir die Wirkung mehrer Krifte auf ein Massenelement — Zusam-
mensetzen, Zerlegen der Krifte. Allgemeine Bedingungen des Gleichgewichts.

§ 24. In den vorhergehenden Untersuchungen haben wir iiberall
nur eine Kraft auf ein Massenelement vvirkend gedacht. Zwvar ha-
ben wir bei der Bestimmung des Druckes den Zustand des Gleich-
gewichts und somit nach den friitheren Betrachtungen stillschweigend
zwei Krifte, deren Wirkungen sich aufheben, vorausgesetzt, allein
wir haben den Gleichgewichtszustand immer nur als einen gegebe-
nen und mdglichen Fall betrachtet, ohne zu untersuchen, unter wel-
chen Bedingungen dieser Fall eintreten kann. Gegenvviirtig schrei-
ten wir zur Untersuchung der Verhiltnisse, welche eintreten, wenn
zwei oder mehre Krifte auf ein Massenelement wirken. Wir stel-
len zu diesem Zweck zuniichst einige Grundsiitze auf, die wir kiinf-
tig mehrfach brauchen werden.

1) Wenn mehre Krifte gleichzeitig auf ein Massenelement wir-
ken, so ist das Resultat ihrer Gesammtwirkung wihrend eines -
Zeitelementes dasselbe, welches auch erreicht yvorden wire,
wenn dieselben Krifte wiihrend desselben Zeitelementes in einer
beliebigen Reihenfolge gewirkt hiitten, so dafs das Massenelement
wiihrend eines Theils des Zeitelementes zuerst der Wirkung und
der Richtung der einen Kraft, dann der Wirkung und der Richtung
einer folgenden ete. gefolgt wiire.

2) Diese Vorstellung hindert nicht, dafs wir uns, anstatt der mehren
Krifte, welche gleichzeitig auf ein Massenelement wirken, eine einzige
Kraft denken kénnen, welche so beschaffen ist, dafs sie, wvenn sie
allein wirkte, wihrend desselben Zeitelementes in dem Massenele-
ment dieselbe Wirkung erzeugen wiirde, welche die verschiedenen
einzelnen Krifte zusammen erzeugen. Diese Kraft nennt man die
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resultirende Kraft, die Resultante, die Mittelkraft; die an-
dern Kriifte nennt man in Bezug auf die Resultante, deren Seiten-
krifte, Komponenten. Denkt man die Mittelkraft verschiedener
Seitenkrifte, so sagt man, dals man die Seitenkriifie zusam-
mensetze.

3) Die Wirkung jeder Kraft Lifst sich auffassen als das Resultat
mehrer anderer gleichzeitig wirkender Kriifte, oder mit andern Wor-
ten, jede Kraft lifst sich als Resultante verschiedener Seitenkrifte
ansehen. Bestimmt man die Seitenkriifte, als deren Resultante man
die gegebene Kraft ansehen will, so sagt man, man zerlege die
Kraft in Seitenkrifte.

4) Aus dem Begriff des Gleichgewichts (S. 5) folgt, dalfs mehre
Kriifte, welche auf ein Massenelementwirken, im Gleich-
gewicht sind, wenn die Wirkungsgréfse ihrer Mittel-
kraft gleich Null ist.

5) Auch folgt aus dem Vorgetragenen leicht, dafs mehre auf
ein Massenelement wirkende Krifte im Gleichgewicht
sind, wenn die Wirkungsgréfsen ihrer simmtlichen Sei-
tenkrifte gleich Null sind, und umgekehrt.

Prinzip des Parallelepipedums der Krifte,

§ 25. Denken wir uns drei Krifte, deren Richtungen nicht in
derselben Ebene liegen, auf ein Massenelement wirken. Die Ele-
mente dieser Krifte seien:

dK’ = dmf’,

dK" = dmf”,

dK" = dm f”’,
und die Wegelemente derselben mogen
bezeichnet werden mit ds'=¢'dt, ds”— cdt,
ds” = ¢"’dt.

Wir kénnen uns nun nach dem er-
sten Grundsatz in § 24 den Fall auch so
denken, dals wiihrend eines bestimmten
Zeitelementes die Wirkungen nach ein-
ander erfolgt wiren, so, dals zuerst das
Massenelement vermoge der Kraft di’ds’ den Weg ds’ zuriickgelegt
hiitte, also von @ nach & gelangt sei, dann in einem folgenden
Theil desselben Zeitelements in der Richtung von ds” vermige der
Kraft di”ds” den Weg bc = ds” und endlich in einem dritten Theil
des Zeitelementes vermoge der Kraft dk” ds” den Weg c¢d = ds"” in
der Richtung von ds” zuriickgelegt habe. Es wird dann nach Vol-
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lendung des Zeitelements das Massenelement sich in d befinden,
Dasselbe wiirde stattfinden, wenn vermége einer einzigen Kraft dK,
welche in der Richtung ad wirksam ist, das Massenelement in dem
Zeitelement den Weg ds = ad zuriickgelegt hitte. Es lifst sich
also die Wirkung der drei Krifte durch eine einzige ersetzen, de-
ren Leistung sich ausdriickt durch dds, und diese Kraft dKds ist
die Resultante aus den drei Kriften aK'ds', dK"ds”, dK" ds".

Es folgt hieraus das Gesetz:

Wenn drei Krifte, deren Richtungen nicht in dersel-
ben Ebene liegen, auf ein Massenelement wirken, so er-
folgt die gemeinschaftliche Wirkung nach der Diagonale
des Parallelepipedums, welches durch die Grofse und
Richtung der Wegelemente der drei Krifte gegeben ist,
auch ist das Wegelement der Mittelkraft gleich der Linge
dieser Diagonale. Dies Geselz nennt man das Prinzip des
Parallelepipedums der Krifte.

Parallelepipedum der Geschwindigkeiten.

§ 26. Zufolge des Ausdrucks ds=c.dt verhalten sich die
Wegelemente in einem bestimmten Zeitelemente, wie die in diesem
Zeitelemente stattfindenden Geschwindigkeiten. Triigt man auf den
Richtungslinien der Krifte anstatt der Wegelemente die in dem be-
trachteten Zeitelemente stattfindenden Geschwindigkeiten ab, so folgt,
dals die Diagonale des Parallelepipedums der Geschwin-
digkeiten sowohl der Grofse als der Richtung nach
gleich der Geschwindigkeit der Mittelkraft sein miisse.

Das Leistungselement, die Mittelkraft, aber driickt sich aus
durch:

dKds = dm . c. dc.

Sind nun die Seitenkriifte ihrer Geschwindigkeit
und Richtung nach gegeben, so ist auch die Geschwin-
digkeit und Richtung der Mittelkraft, und dadurch ihr
Leistungselement entweder durch einfache geometri-
sche, oder durch analytische Betrachtung zu finden.

Prinzip der virtuellen Leistungen.

§ 27. Fir den Fall, dafs die Richtungen der Seitenkrifte mit
einander rechte Winkel machen, ist offenbar zufolge des Paral-
lelepipedums der Geschwindigkeiten (Figur umstehend):

cg =clz + c/l2 + c’"g,
folglich:
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. cde=c'dc' + ¢"dc" + ¢” dc”,
und:
54) dm.cde =dm.c'dc' + dm.c" dc" + dm.c" dc”,
oder (nach 47):
55) dK.ds=dK'.ds' 4+ dK" . ds" 4+ dK" . ds".
Darin liegt der Satz:
das Leistungselement der Mittelkraft dreier Krif-
te, deren Richtungen zu einander normal sind,
und welche in verschiedenen Ebenen liegen, ist
gleich der Summe der Leistungselemente der ein-
zelnen Krifte; und umgekehrt jedes Leistungsele-
ment lilst sich durch die Summe dreier anderer
Leistungselemente ersetzen, deren Geschwindig-
keits-Richtungen zu einander normal und in ver-
schiedenen Ebenen liegen.
Nemnen wir «, 8, y die Winkel, welche die Richtungslinie der
Mittelkraft mit den einzelnen zu einander normalen Seitenkriften
bildet, so folgt:

b PP e c’ 7% g

barw P -—V(clz_'_cnz_'__cmz)"— ds

” (:” ds"
5 Cos :—E‘—: T o e ) o B 15 I P
6) ﬂ ¢ V(C,2+C"2+CWZ) ds
e e ds"
cos}'—T—'V(c/z_*_cnz_'_cmz)’_‘ ds

Hieraus folgt, dafs die gleichzeitigen Ge-
schwindigkeiten fiir ein Zeitelement oder
Z . auch die Wegelemente der zu einander
. normalen Seitenkrifte gleich den Projek-
”Z:F tionen der Geschwindigkeit oder des Weg-
> 5 elementes der Mittelkraft auf die Rich-
& S tungen der Wege der Seitenkriifte sind.
Diese gleichzeitigen Seiten-Geschwindigkeiten nennt
man, in Bezug auf die mitilen Geschwindigkeiten,
die virtuellen Geschwindigkeiten, die Wer-
the dm . c'dc’ ete. nennen wir die virtuellen Arbeiten, und es
lifst sich das Gesetz der Gleichungen 54 und 55) auch so fassen:
Jedes Arbeitselement einer Kraft ist gleich der Summe sei-
ner virtuellen Arbeiten.
Diesen Satz nennt man das Prinzip der virtuellen Ge-
schwindigkeiten, besser wollen wir ihn das Prinzip der vir-
tuellen Arbeiten nennen.
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Ist ds der Weg wiihrend eines Zeitelements, welchen das Mas-
senelement, durch die Mittelkraft getrieben, zuriicklegen wiirde, so
wollen wir die Wege ds’, ds"”, ds” d. h. die Projektionen des Weg-
elementes ds auf die Richtung der Seitenkriifte, die virtuellen
Wegelemente der Seitenkrifte fiir ds nennen.

Parallelogramm der Krifte.

§ 28. Ist das Wegelement der einen von den drei Kriften gleich
Null, hat man es also nur mit zwei Kriiften zu thun, so lifst sich
immer durch die Richtungen der beiden Krifte eine Ebene legen.
Es folgt sehr leicht aus dem Vorgetragenen, dafs in diesem Falle
anstait des Parallelepipedums ein Parallelogramm erscheint, dafs
das Wegelement der Mittelkraft gleich der Diagonale
des Parallelogramms der Wegelemente, und die Ge-
schwindigkeit der Mittelkraft gleich der Diagonale des
Parallelogramms der Geschwindigkeiten ist.

Prinzip des unméglichen Gleichgewichts fiir ein Massenelement.

§ 29. Wirken drei Kriifte auf ein Dlassenelement, deren
Richtungslinien in verschiedenen Ebenen liegen, so lifst sich immer
eine resultirende Kraft finden, deren Leistungselement einen
bestimmten Werth hat. Daraus folgt, dafs drei solcher Krifte nie-
mals fiir sich im Gleichgewicht sein koénnen. Ebenso lifst sich
zeigen, dafs zwei Krifte, welche auf ein Massenelement wirken,
und deren Richtungslinien einen Winkel mit einander bilden, nie-
mals fiic sich im Gleichgewicht sein kénnen.

Dies Gesctz nennen wir das Prinzip des unmoglichen
Gleichgewichts.

Mittelkraft einer beliebigen Anzahl von Kriften. Hilfssatz.

§ 30. In Folge des Satzes vom Parallelepipedum der Geschwin-
digkeiten kann man von einer beliebigen Anzahl von Kriften
immer die Leistung der Mittelkraft bestimmen, denn man braucht
die einzelnen Krifte nur zuniichst zu je zwei zusammenzusetzen
und damit fortzufahren, bis man dieselben auf drei Krifte, die in
verschiedenen Ebenen liegen, oder auch auf zwei Krifte in einer
Ebene reducirt hat, und von diesen dann wieder die Mittelkraft bil-
den. Die so gefundene Mittelkraft ist die Mittelkraft simmtlicher
Krifte. Bei dieser Zusammenseizung kann man sich des folgenden,

geometrisch leicht nachzuweisenden Satzes bedienen:
II. 3
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! i
Winkel, welchen die Richtungen mit einander bilden, so ist die

Geschwindigkeit der Mittelkraft durch die Gleichung gegeben:
*=c'24¢"24+2¢'c". cos e
folglich:
cde = c¢'dc’ + ¢"dc” + cos,a, (' dc” + ¢’ dc)
und daher dasLeistungselement der Mittelkraft.
87) dmcdc =dm[c dc' + ¢ dc"
=+ cos, &, (c'dc” + ¢"dc')],
und wenn ¢, ¢, die Winkel bezeichnen,
welche die Geschwindigkeit ¢ mit ¢/, und ¢
mit ¢” macht, so hat man auch:
c sin a,
58) - = m/l—’ 5

d. h.: die Geschwindigkeiten der beiden Krifte verhalten
sich umgekehrt zu einander wie die Sinus der Winkel,
welche dieselben mit der Richtung der Geschwindigkeit
der dritten Kraft bilden.

Ist der Winkel, welchen die Richtungen der beiden Krifie
bilden, e, =90 Grad, so folgt, da cos90° = 0:

dmede = dm(c'dc’ + ¢"dc"),

also die Leistung der Mittelkraft gleich der Summe der Leistungen
der Seitenkrifte, welches auch unmittelbar aus dem Prinzip der vir-
tuellen Arbeiten sich ergiebt. Da nun in diesem Falle sin ¢, = cos «,

ist, so hat man:

Sind ¢’ und ¢” die Geschwindigkeiten zweier Krifte, ist @, der

"I

¢ sine,
89) ¢ e " “icosia,
¢ = c.sine; ¢"=c.cosa,.

= tang «, = cotang c,

Mittelkraft zweier Krifte, deren Richtungen in derselben geraden Linie

liegen.
§ 3l. Wenn der Winkel &, =0 ist, so ist cos =l st
dagegen ¢, — 180 Grad, so ist cos %, = —1, in beiden Fillen fal-

len die Richtungen der Geschwindigkeiten zusammen, und zwar
liegen sie im ersten Falle nach derselben Richtung, in andern Falle
sind sie entgegengesetzt. Man hat daher fiir den Fall, dals die bei-
den Krifte nach derselben Richtung wirken:
cii—\c ¥ ¢l 2 Evy gl s
folglich:
60) c=c' %= ¢,

d. h. die resultirende Geschwindigkeit ist dann gleich der Summe
oder gleich der Differenz der Geschwindigkeiten der einzelnen
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Krifte. Giebt man den Geschwindigkeiten, je nachdem sie in dem
einen oder in dem andern Sinne liegen, bestimmte Vorzeichen, so
kann man den Satz auch so fassen:
Wenn die Richtungslinien zweier Kriifte in die-
selbe gerade Linie fallen, so ist die resultirende
Geschwindigkeit gleich der algebraischenSumme
der einzelnen Geschwindigkeiten.
Mit Hilfe dieser Sitze kann man aber auch jede Kraft, welche
ihrer Richtung und Geschwindigkeit nach gegeben ist, immer in
zwei oder mehre Seitenkrifte zerlegen.

Bestimmung der Mittelkraft durch das Axensystem.

§ 32. Durch geschicktes Zusammenseizen und Zerlegen der
Krifte kann man oft verwickelte Rechnungen sehr erleichtern. Hat
man z. B. eine beliebige Menge von Kriiften, welche auf ein Mas-
senelement wirken, so kann man die Mittelkraft derselben auch so
bestimmen, dafs man zuerst drei Richtungen annimmt, die zu ein-
ander normal sind (Axensystem), dafs man sodann jede einzelne
Kraft nach diesen drei Richtungen zerlegt, die algebraische Summe
der einzelnen Geschwindigkeiten, die in einerlei Richtungslinie fal-
len, bildet, und nun diese drei Geschwindigkeiten wieder zusam-
mensetzt, die resultivende Geschwindigkeit ist dann diejenige der
Mittelkraft.

Es seien ¢/, ¢, ¢ ¢ . ete. die Geschwindigkeiten verschie-
dener Krifte, &, @, &,, ¢, ... die Winkel, welche sie mit der
ersten Axe bilden, B,, 8,5 Bus Buy---- die Winkel mit der zweiten
und 7,5 7us Yus Yuu - - - die Winkel mit der dritten Axe. Zerlegt man
die Geschwindigkeit ¢’ nach der Richtung der drei Axen, so hat
man mit Benutzung der Gleichung 56) die Seiten-Geschwindigkeit
nach der ersten Axe: ¢ cose, nach der Richtung der zweiten
Axe ¢ cosf,, nach der Richtung der dritten Axe ¢’ cosy,. In
gleicher Weise zerlegt man die iibrigen Geschwindigkeiten, und
wenn man nun die algebraische Summe der Geschwindigkeiten, die
in einerlei Axe liegen, bildet, und diese fiir die erste Axe mit ¢,, fiir
die zweite Axe mit c,, fir die dritte Axe mit ¢, bezeichnet,
so folgt die Geschwindigkeit nach der ersten Axe:

¢ cos o, 4+ ¢’ cos oo, +c" cos et 4. ... =¢,
die nach der zweiten Axe:
61) § ¢ cosB, -+ ¢"cos P, +c"cosf,+....=¢,
die nach der dritten Axe:

¢ cosy, = ¢’ cosy, +c"cosy, H....=Cpo
3 *

"
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und folglich die mittle Geschwindigkeit c:
62) G ]/(cl2 oL cu2 ok cmg)'
Die Winkel e, §, 7, welche ¢ mit den Axen bildet, findet man
durch die Gleichung 56):
Cu Cut

1
cose=—_, cos ﬂ:T, €os y =

Bei Bestimmung der Ausdriicke ¢’ cos ¢, etc. ist besonders auf
das Vorzeichen von cos e, ete. zu achten, und es sind die Winkel
stets in demselben Sinne zu messen.

Die Leistung, welche aus der Wirkung einer beliebigen Zahl von
Kriften nach der Richtung einer der drei Axen hervorgeht, nennen
wir eine Kriftesumme fiir diese Richtung. Wirken beliebig
viele Krifte auf ein Massenelement, so kann man in jedem Augen-
blick die Wirkung derselben auf drei Kriftesummen, deren
Richtungen in den drei Axen liegen, zuriickfiihren. Jede
der drei Kriftesummen Lifst sich behandeln, als ob sie die Leistung
einer einzigen in dieser Richtung wirkenden Gesammikraft sei, und
wenden wir das Prinzip der virtuellen Leistungen an, so ergiebt sich sehr
leicht fiir beliebig viele Krifte, die auf ein Massenelement wirken,
das Gesetz:

die Leistung der Mittelkraft in irgend einem Zeit-
element ist gleich der Summe dreier Kriftesum-
summen fiir drei zu einander normale Axen.

Parallelepipedum und Parallelogramm der Drucke.

§ 33. Sind die simmtlichen Krifte, welche anf ein Mas
senelement wirken, konstante, d. h. ist das Aenderungsmaals fiir
dieselben in jedem Zeitelement dasselbe, so folgt nach S. 19 (No. 30)
¢'=f't, ¢"=f"t" etc. Nehmen wvir an, dals die simmtlichen
Krifte gleich lange Zeit wirksam gewesen sind, also #'= " etc.,
so folgt ferner, dafs die Geschwindigkeiten unter sich in
jedem Augenblicke dasselbe Verhiltnils haben, und wenn
man fiir die Geschwindigkeiten in den Gleichungen 61) die Werthe
f'ty f"t, f"¢t etc. substituirt, und durch ¢ durchweg dividirt, so
hat man:

f' cos o, 4" cos &, + " cos &), 4. .. = [,
63) f, cos ﬁl+f" cos b, +f'” €os ﬂm+ s ==y
f' cos 7, +f" cos 7, +fm cosy, =+ ...=[,,
und folglich das Aenderungsmaafls der Mittelkraft:
64) F=1/(f* + 1> +1,2).
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Es driicken sich aber die Drucke, welche die Krifte auf das
Massenelement ausiiben, aus durch:
Al = dmf', dK" = dmf" etc.
Wenn man nun die obigen Gleichungen 63) mit dm multipli-
zirt und fiir dmf’ etc. die Werthe di’ ete. setzt, so hat man:
dk’ cos o, + dK" cos o, + dK" cos &t 4 . . . = dK,
65) ! di’ cos B, + di" cos B, -+ dK" cos B, 4+ . . . = dK,,,
dk’ cos y, + dK" cos y, + dK" cos y, + ... =dK,,
und folglich der Mitteldruck:

66) di =1/ (dK? + dK,? + dK,,?).

IZII(; :-?—, cosﬁ:%:%&, cosy:j—lli_’i’z.;'ﬂ.

Hat man es mit verinderlich wirkenden Kriften zu thun,
so dndert sich freilich f in jedem Zeitelement, man kann jedoch fiir
die Dauer eines Zeitelements f als konstant ansehen, und versteht
man unter f’ f" etc. die bestimmten gleichzeitigen Werthe,
welche die Aenderungsmaafse in einem bestimmten Zeitelement
besitzen, so gelten die obigen Gleichungen unter dieser Vorausset-
zung auch fir verdnderlich wirkende Krifte; und dann ergeben
sich durch jene Betrachtungen die Gesetze:

1) In jedem Zeitelement verhalten sich die Drucke, welche ver-
schiedene Kriifte auf ein Massenelement ausiiben, zu einander, vvie
die Geschwindigkeiten, welche die Krifte dem Massenelement
in diesem Augenblick ertheilen vviirden, falls sie frei wvirkten.

2) Wenn man die Drucke ihrer Grofse und Richtung nach
durch Linien darstellt, so gilt das Gesetz, welches wir als Paral-
lelepipedum resp. Parallelogramm der Krifte und der Ge-
schywindigkeiten bezeichnet haben, mit allen seinen Konsequenzen
auch fiic die Drucke.

In dieser Gestalt nennen wir dies Gesetz das Prinzip des
Parallelepipedums resp. des Parallelogramms der Drucke.

67) cos e =

Bedingungen fiir das Gleichgewicht nach dem Prinzip der virtuellen
Leistungen.

§ 34. Sind die Geschwindigkeiten in der Richtung aller dreier
Axen gleichformig, d. h. nach S. 16, wenn die Kriftesummen fiir
die Richtungen aller dreier Axenim Gleichgewicht sind, soistauch
die mittle Geschwindigkeit gleichformig, und folglich sind die
Krifie iiberhaupt im Gleichgewicht. Denn nach dem Prinzip
der virtuellen Arbeiten ergiebt sich dm.cdc = dmc,dec,~+dmc,dc,
~+dme, dc,, und da die Geschwindigkeiten c,, ¢,, ¢, konstant sind,
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so sind ihre Differentiale gleich Null, folglich ist die Summe ihrer
virtuellen Arbeiten gleich Null, d. h. es ist auch die Arbeit der Mit-
telkraft gleich Null. Dasselbe findet statt, wenn die virtuellen Ge-
schwindigkeiten ¢,, ¢,, ¢, einzeln gleich Null sind.

Hieraus ergiebt sich als Bedingung des Gleichgewichts:
Sollen mehre Krifte, deren Richtungslinien in
verschiedenen Ebenen liegen, im Gleichgewicht
sein, so miissen die Kriftesummen fiir drei zu
einander normale Axen gleich Null sein.

Dieser Satz gilt auch umgekehrt.

Sind die simmtlichen Krifte im Gleichgewicht, so ist das Mas-
senelement entweder in Ruhe, oder es bewegt sich in gerader Li-
nie mit gleichférmiger Geschwindigkeit. Im ersten Falle sind die Weg-
elemente jeder der drei Kriftesummen gleich Null, im andern
Falle sind die Wegelemente in jedem Zeitelement konstant.
Da in beiden Fillen de = fdt gleich Null ist, so folgt, da d¢ nicht
Null sein kann, das Aenderungsmaals f=—0; folglich sind die re-
sultirenden Drucke in der Richtung jeder der drei Kriftesum-
men in beiden Fillen gleich Null.

Liegen die Richtungen der verschiedenen Krifte alle in der-
selben Ebene, so gelten die obigen Sitze in der Weise, dals man
nur die Kriftesummen fiir zwei zu einander normale Axen in die-
ser Ebene in Betracht zu zichen hat.

Substituirung gegebener Krifte durch andere.

§ 35. Aus dem eben Vorgetragenen ziehen wvir hier noch ei-
nige Folgerungen, die sich leicht einschen lassen, und welche fiir
die folgenden Betrachtungen von Interesse sind.

1) Sind mehre Krifte, die auf ein Massenelement wirken, nicht
im Gleichgewicht, und man lifst eine neue Kraft auf das Massen-
element wirken, deren Leistungselement demjenigen der resultirenden
Kraft gleich, aber entgegengesetzt ist, so tritt Gleichgewicht ein.

Dasselbe geschieht, wenn man auf das Massenelement anstatt
der einen neuen Kraft, ein System von neuen Kriften wirken lifst,
dessen Resultirende ein gleiches, aber entgegengesetztes Leistungs-
element hat, als die Resultirende des ersten Systems.

2) Sind mehre Krifte an einem Massenelement im Gleichge-
wicht, so lilst sich jede von ihnen so auffassen, als ob sie eine
Kraft sei, deren Leistung der resultirenden Kraft simmtlicher iibri-
gen Krifte gleich und entgegengesetzt ist, oder als ob sie die resul-
tirende Kraft eines Systemes von Kuiiften sei, dessen resultirende
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Leistung der resultirenden Leistung simmtlicher iibrigen gegebenen
Krifte gleich und entgegengesetzt ist.

3) Wirkt ein System von Kriften auf ein Massenelement ein,
und es erfolgt Bewegung, so lilst sich der Fall auch so ansehen,
als wirke eine Kraft, welche gleich der resultirenden aller iibrigen
Krifte ist, allein frei auf das System ein, wihrend alle iibrigen
Kriifte einzeln durch Gegenkrifte, die ihnen gleich und entgegen-
gesetzt sind, im Gleichgewicht gehalten werden. Sind aber die
auf ein Massenelement wirkenden Krifte simmtlich im Gleichge-
wicht, so lilst sich die Sache auch so auffassen, als ob jede ein-
zelne Kraft fiir sich durch eine gleiche und entgegengesetzte im
Gleichgewicht gehalten werde. Wenn man nach den Gesetzen 1,
2 und 3 die Wirkung, welche eine gegebene Kraft, oder ein ge-
gebenes System von Kriften auf ein Massenelement ausiibt, her-
vorgebracht denkt durch eine andere Kraft, oder durch ein an-
deres System von Kriften, so sagt man, diese andere Kraft, oder
dieses andere System werde der ersten Kraft, oder dem ersten Sy-
stem substituirt.

Aculsere und innere Krifte eines Massenclements.

§ 36.  Aus dem letzten Satz (No. 3) des vorigen Paragraphen
folgt, dafs wenn mehre Krifte auf ein Massenelement einwirken,
man sich die Sache so vorstellen kinne, als ob jede einzelne Kraft
nach ihrer Richtung auf das Massenelement einen Druck ausiibe,
welcher durch einen gleichen, aber entgegengesetzten Gegendruck
aufgehoben wird; gleichviel ob das ganze System im Gleichgewicht
oder in Bewegung ist. Diese Gegendrucke sind wir gendthigt wie-
derum der Wirkung von Kriften zuzuschreiben. Dergleichen Krifte
nennen wir Reaktionskrifte, auch wohl innere Krifte des Mas-
senelementes zum Unterschiede von den zuerst betrachteten Kriften,
welche wir dufsere Kriifte, oder hewegende Krifte nennen.
Jenen Gegendruck, welchen eine dufsere Kraft hervorruft, nennen
wir die Reaktion auch wohl den Widerstand des Massenele-
ments. Die innern Kriifte eines Massenelements erscheinen uns stets
nur im Zustande des Gleichgewichts; niemals sind sie fihig Bewe-
gung hervorzurufen. Wir konnen ihr Vorhandensein nur als Hypo-
these hinstellen, als Folgerung aus den Ansichten, welche wir iiber
die Wirkung der Krifte aufgestellt haben; unserer direkien YYahr-
nehmung entziehen sie sich vollstiindig.

Aus den cben entwickelten Begriffen lolgt:
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wenn eine oder mehre Krifte auf ein Massenele-
ment einwirken, so entspricht stets jedem wir-
kenden Drucke eine gleich groflse, aber nach ent-
gegengesetzter Richtung wirkende Reaktion.

Gleichung fir die Bahn eines Massenelements.

§ 37. Die simmtlichen auf ein Massenelement wirkenden Krifte
kénnen wir in jedem Zeitelement auf drei Kriftesummen zuriick-
fiihren, deren Richtungslinien stets parallel mit drei angenomme-
nen, zu einander normalen und in verschiedenen Ebenen liegenden
Axen bleiben (§32), indem wir dazu die Gleichungen 61) S. 35
benutzen.

Sind @, a,, a, die Koordinaten eines Massenelements in Bezug
auf dasselbe Axensystem, auf welches wir die urspriinglichen
Krifte zuriickgefiihrt haben, und sind fiir die drei zu einander nor-
malen Kriftesummen ¢, c,, c,, die Geschwindigkeiten fiir irgend
ein Zeitelement, so sind die Wege des Massenelements in der Rich-
tung der Axen:

ds'i— c/db,s vdsli="c;dt,biidsli= ¢, idt:

Diese Wege bilden das Wachsthum der Koordinaten, und be-
zeichnen wir die letzten mit «, y, z, so ist:
dr—ds'=c/dt, sdy=—ds —c,dt,. dz=ds'i—c-dt
Da aber die betrachteten Zeitelemente fiir siimmtliche Axen die-
selben sind, so folgt, wenn wir d¢ aus diesen Ausdriicken entvvik-
keln, und die so gefundenen Werthe einander gleich setzen:
‘ dx dy dx

== =—,
¢ Cu Cuu
folglich:
Ay L
68) “
ds —=dr . .

cl
und wenn man integrirt, und die Constante wie oben bezeichnet:

= ﬂLda:+a“,

803udiioV %
z:/i“id:v+am.
cI

Durch diese Gleichungen ist also der Weg des Mas-
senelements bestimmt.
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Geradlinige Bahn eines Massenelements.

§ 38. Die Gleichungen fiir den Weg des Massenelements zei-
gen, dafs wenn die Geschwindigkeiten ¢, ¢,, ¢, konstant sind,
oder wenn nur ihr Verhéltnifs konstant ist, der Weg eine gerade
Linie wird. Die Geschwindigkeiten sind aber konstant, wenn sie
gleichformig sind, wenn also die einzelnen Kriiftesummen sich im
Zustande des Gleichgewichts befinden, und ihr Verhiltnils ist kon-
stant, wenn entweder die einzelnen Krifte konstant wirkende sind,
oder, wenn zwar die einzelnen Krifte verénderlich wirkende sind,
aber doch so, dafs die Aenderungsmaalse ihrer Kriftesummen nach
den normalen Axen in jedem Augenblick ein konstantes Verhiltnils
haben.

Im ersten Fall hat man ¢,=f,¢, c,=f,t, c¢,=f,t, und da
die Krifte konstant wirken, so sind die Aenderungsmaalse f,, f;;, i
konstant, folglich die Verhiltnisse konstant.

Bezeichnet man diese konstanten Verhilinisse -:/fji-lnit g und *‘95'*

i &
mit p, so hat man fir die Gleichung des Weges:
y=qr-+a,
s=pxr—+a,.
Sind dagegen die Krifte verinderlich wirkend, so hat man nach
der Gleichung No. 26 (S. 18):
c,:Z'f,dt, = fudt7 (== fmdtt
folglich:
(o S 13 c L d
o T it

Ist nun zwar f, f,» f, in jedem Augenblick verinderlich, aber

doch so, dafs immer

"
——j} =4q, —-«fl =p
ist, so hat man:
G Cu . 2pfidt _
i et G T EsE 0

und daher ebenfalls die Gleichung fiir die Bahn des Massenelements
wie vorhin:
y = qm + all,
£ :pm + alll'
In beiden Fillen ergiebt sich also die Gleichung der geraden
Linie.
Hieraus folgt:
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Wirken mehre Kriifte auf ein Massenelement ein, so
kann es sich nur in drei Fillen in gerader Linie bewe-
gen, nimlich:

a) wenn alle Kriifte konstant wirkende sind;

b) wenn die einzelnen Kriifte zwar verinderlich vwirkende sind,
aber doch so, dafs die Aenderungsmaafse der Kriftesum-
men nach drei zu einander normalen Axen sich stetsin kon-
stantem Verhiltnils zu einander indern.

In diesen beiden Fillen erfolgt die resultirende Bewegung
mit verdnderter Geschwindigkeit.

¢) wenn alle Krifte im Gleichgewicht sind, und dann
ist die Bewegung eine gleichformige.

In allen andern Fillen bewegt sich das Massenelement in einer
Kurve, und umgekehrt: Bewegt sich das Massenelement in einer
Kurve, so findet keiner dieser drei Fille statt.

Krummlinige Bahn eines Massenelements.

§ 39. Sind in den Gleichungen 69);
L, Cu

y=J-—dc-Fa,
¢
o B

= j—"dr+a,
¢

cll clll

und —. - nicht konstant, so bewegt sich das

¢ i
Massenelement in einer Kurve. Sind die Verhilinisse in jedem

Augenblick andere, so kann dies daher rithren, dafs entweder die
Geschwindigkeiten ¢, ¢,, ¢, der drei Kriftesummen alle drei sich
unabhiingig von einander éindern, oder daher, dafs die Geschwin-
digkeiten sich nach einer oder nach zwei Axen gar nicht éndern,
also gleichférmig sind, wohl aber mach der dritten, resp. nach
den beiden andern Axen.

Hiernach ist die krummlinige Bewegung als das Resultat
anzusehen:

die Verhiiltnisse

a) entweder von drei Kriftesummen, welche unabh ingig ver-
dnderlich sind,

b) oder von einer Kriftesumme, die im Gleichgewicht ist,
und von zwei Kriftesummen, von welchen jede entweder
konstant oder verinderlich wirkend sein kann;

¢) oder endlich von zwei Kriftesummen, welche im Gleich-
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gewicht sind, und von einer Kriftesumme, welche entweder
konstant oder verinderlich wirkend ist.

Nach den auf S. 17 iiber die Entstehung der gleichformigen Ge-
schwindigkeit gemachten Bemerkungen lifst sich in den beiden un-
ter b und ¢ genannten Fillen die krummlinige Bewegung auch
auffassen, als hervorgegangen aus der Wirkung dreier zu ein-
ander normalen Kriftesummen, von denen eine oder
zwei momentan wirkend, die beiden anderen, resp. die
dritte aber kontinuirlich, sei es konstant oder verin-
derlich wirkend, zu denken sind.

Bewegung in einer ebenen Kurve.

2_ § 40. Die Kurve, welche den Gleichungen No. 69 entspricht,
ist im Allgemeinen eine Kurve von doppelter Kriimmung; sie
wird eine ebene Kurve, wenn entweder y oder = konstant wird,
d. h. wenn die in der Richtung der einen Axe liegende Geschwin-
digkeit gleich Null ist. Fir die Bewegung in einer ebenen
Kurve haben wir also die Bedingungsgleichungen:

.
70) % == —Z‘—l’—dav+a“
S=10 odertc, = (0.

Die Bewegung in einer ebenen Kurve Lifst sich also immer
als das Resultat zweier Kriftesummen ansehen, deren Richtungen
zu einander normal sind, und von vvelchen entweder die eine im
Gleichgewicht, und die andere konstant resp. verinderlich
wirkend, oder aber welche beide verinderlich wirkend zu
denken sind. :

Parabelbahn.

§ 41. Bewegt sich ein Massenelement unter dem Einflufs zweier
Kriftesummen, deren Richtungen normal zu einander sind und von
denen eine im Gleichgewicht ist, also eine gleichférmige
Geschwindigkeit bedingt, die andere aber konstant wirkend
ist, so ist die Bahn eine Parabel; denken wir niamlich, die gleich-
formige Geschwindigkeit finde in der Axe der X statt, die ungleich-
formige in der Axe der Y, und es sei f, das Aenderungsmaals
der konstant wirkenden Kraft. Man hat sodann:

c,=f,t (No. 35. S. 20),
worin ¢ die Zeit bedeutet, welche seit der Einwirkung der Kraft
verflossen ist. Diese Zeit ist aber dieselbe, vwwihrend welcher in
der Axe der X ein bestimmter Weg @ mit der gleichformigen Ge-
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schwindigkeit ¢, durchlaufen ist, und sie findet sich nach No. 25.
S.17);

» =%

¢

Man hat also fiir die Gleichung der Kurve (No. 69):

= —c“—da:+a: -f’ldw+a
" c i
71) y—ff" do=1 f .2 +a,,

welches die Gleichung der Par abel ist.

Sind die Kréftesummen nicht normal zu einander, schliefsen
ihre Richtungen vielmehr den Winkel « ein, so kann man sie im-
mer auf zwei zu einander normale Kriiftesummen zuriickfiihren.
Nimmt man die Richtung der einen dieser normalen Kriftesummen'
mit der Richtung der konstant yvirkenden Kraft zusammenfallend,
so lifst sich die gleichformige Geschwindigkeit der andern Kriifte-
summe c, in zwei andre Geschwindigkeiten zerlegen (No. 59. S. 34),
deren eine in der Richtung der XAxe liegt, und gleich ¢ sin e ist,
die andre in der Richtung der YAxe liegt und gleich ¢, cos ¢ ist.
Man hat sodann die Geschwindigkeitssumme in der YAxe (No. 60.
S. 34):

¢,=c cos e f,t,

und nach der obigen Darstellung ¢ — setzt man nun in

C'l Sill o

der allgemeinen Gleichung fiir die Kurve:

y:/%da:+a,,,
i

fir ¢, den Werth ¢, cos e+ f,t und fiir ¢, den Werth ¢, sin «; so-
dann aber fiir £ den eben berechneten Werth, so ergiebt sich leicht:

Y :'/(cotg (1565 TE‘T%)T .av)d$+ a,
Yy =a.cotg e+ z*. *2(¢{Tu)"—+a“

Diese Kurve ist aber ebenfalls eine Parabel. Dies lLilst sich
auf folgende Weise zeigen. Zunichst finden wir einen Wende-
punkt der Kurve, wenn y ein Maximum oder ein Minimum
wird, und nach bekannten Regeln haben wir zur Bestimmung die-
ses Wendepunkts zu setzen:

72)

fu o
dy = cotg o + (Zona)? z=0,
daraus folgt:
(s ey
73) &, =—-— .sine.cosx. = — 1 L sin2¢,

Ju S
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e Da nun die zweite Ableitung
ar G immer positiv ist, so lange f,
e als positiv gedacht wird, weil
D o PP X  niimlich das Quadrat im Nenner
“ immer positiv sein mufs, so ent-
spricht der eben bestimmte Werth
s | Feaih o N\ yon # einem Minimum, also
einem negativen Werth von y;
es wird also der VVendepunkt
im III. oder IV. Quadranten lie-
gen. Er liegt im III. Quadranten, wenn das zugehérige z negativ
ist, und dies tritt ein, nach 73), wenn « ein spitzer Winkel ist.
Dagegen wird z positiv, wenn o« ein stumpfer Winkel, also cos «

negativ ist, und dann liegt der Wendepunkt im IV. Quadranten.
Setzen wir den Werth von @ aws 73 in 72, so erhalten wir

fiir den Wendepunkt:

2
4) y= ———7—cos o+t a,.

Verlegen wir nun den Anfangspunkt der Koordinaten in den
Wendepunkt der Kurve, so ist zunichst @,.=0 und nennen wir

L‘
die neuen Koordinaten y' und &', so ist offenbar c=x ——sm o.cosa

(nach No. 73) und wenn wir diesen Werth in die Glelchunw 72)
einsetzen, so geht dieselbe nach einer leichten Rechnung iber in:

%) y'=1+ (c s{#&)’z .22,
welches wieder die Gleichung der Parabel ist; dieselbe geht in
die Gleichung No. 71 iiber, wenn « gleich einem Rechten ist.

Zu bemerken ist hier noch, dafs die konkave Seite der Para-
bel immer der Axe der Y, oder derjenigen Axe zugekehrt ist, wel-
che der Richtung der konstant wirkenden Kriftesumme entspricht.

Da endlich die gleichformige Geschwindigkeit nach S. 17
als das Resultat einer momentan wirkenden Kraft aufgefalst wer-
den kann, so lifst sich die Parabelbewegung immer betrach-
ten als das Resultat einer momentan wirkenden Kraf-
tesumme und einer konstant wirkenden Kriftesumme,
deren Richtungen einen Winkel mit einander bilden.

Kriimmungskreis der Bahn, — Normalkraft, T angentialkraft.

§ 42. Die Gleichung 75) lLifst sich auch folgendermaalsen
schreiben:
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fu 20 sinicd)

Su :

und folglich ist, wenn wir den Parameter der Parabel mit p be-
zeichnen :

r?

= 2o sinle)s
IR 3

Nun ist aber nach einem bekannten geometrischen Gesetz der
Krimmungshalbmesser fiir den Scheitelpunkt der Pa-
rabel gleich dem halben Parameter, und bezeichnen wir die-
sen Kriimmungshalbmesser mit », so folgt:
(e, sin )

i

Dieser Kriimmungshalbmesser liegt aber in der Axe der Y, d. h.

in der Richtung der konstant wirkenden Kriftesumme.

76) r=1p=

Nun ist klar, dafs wir jeden beliebigen Kreis als Kriimmungs-
kreis des Scheitels einer Parabel ansehen kénnen, und dals fiir jedes
Bogenelement eines Kreises, welches von einem Massenelement
durchlaufen wird, immer die obige Gleichung gelten mufs, sobald
wir unter f, das Aenderungsmaals einer in der Richtung
des Radius wirkenden konstanten Kraft, unter ¢ cine
gleichformige Geschwindigkeit, welche mit der Richtung der
konstanten Kraft, oder mit der Richtung des Radius den Winkel «
bildet, verstehen.

Ebenso leicht ist es einzusehen, dafs wenn ein Massenelement
sich in einer beliebigen Kurve bewegt, und wir denken fiir ir-
gend ein Element der Kurve den Krimmungskreis: die obige Glei-
chung auch fiir dieses Kurvenelement gelten mufs. Tieraus folgt
aber folgendes wichtige Gesetz:

Bewegt sich ein Massenelement in einer beliebi-
gen Kurve, so lifst sich fiir jedes Element der
Bahn die Bewegung als das Resultat zweier Krif-
tesummen ansehen, von denen die eine nach der
Richtung des Kriimmungshalbmessers fiir dieses
Bahnelement als konstant wirkend, die andre
aber als im Gleichgewicht, folglich eine gleich-
formige Geschwindigkeit bedingend, und mit der
ersten einen beliebigen Winkel bildend, gedacht
werden mufls.

Nimmt man den Winkel, welchen die beiden Kriftesummen
mit einander bilden, gleich einem Rechten, und beachtet man, dals
die Richtung des Kriimmungsradius eines Bahnelementes immer mit
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der Normalen fiir dieses Element zusammenfillt, so ist die Rich-
tung der andern Kriftesumme tangential, und es folgt aus dieser
Betrachtung:

Wenn ein Massenelement sich in einer beliebigen Kurve
bewegt, so kann man in jedem Element der Bahn fiir die wirken-
den Kriftesummen zwei andre substituiren (§38), von denen die
eine normal zur Bahn gerichtet (Normalkraft) immer fiir dieses
Bahnelement als konstant wirkend, die andre tangential zur
Bahn gerichtet (Tangentialkraft) als im Gleichgewicht befindlich
betrachtet werden mufs.

Die Gleichung 76):

(s a2

r=
Ju

gilt hiernach ganz allgemein, sobald man unter » den Kriimmungs-
halbmesser in irgend einem Element der Kurve, unter f, das Aen-
derungsmaals der Normalkraft, unter ¢, die gleichférmige Seitenge-
schwindigkeit und unter ¢ den Winkel verstehi, welchen diese
gleichformige Seitengeschwindigkeit mit der Normale der Kurve bil-
det. Wird die gleichférmige Seitengeschwindigkeit tangential ge-
nommen, so ist « =90 Grad sin « =1, und man hat:
¢

U

77) s

¢2
k.

u

Da aber die Tangente fiir ein Kurvenelement mit diesem
zusammenfillt, so kann man unter ¢, auch die Geschwindigkeit
in der Richtung der Bahn, oder die Geschwindigkeit, mit wvel-
cher das Massenelement in dem betrachteten Augenblick sich eben
bewegt verstehen.

Centripetalkraft und Centrifugalkraft.

§ 43. Aus den Untersuchungen des vorigen Paragraphen folgt,
dafs wenn ein Massenelement sich in einer beliebigen Kurve be-
wegt, man immer das Aenderungsmaals f, der Normalkraft nach
der Gleichung 77) bestimmen kann, sobald man die Geschwindig-
keit des Massenelements und den Kriimmungshalbmesser der Bahn
kennt. Diese Normalkraft #dufsert auf das Massenelement einen
Druck in der Richtung nach dem Mittelpunkt des Kriimmungskrei-
ses, und diesem Druck mufs eine gleich grofse, aber entgegengesetzt
wirkende Reaktion (§ 36) entsprechen. Man nennt daher auch
wohl die Normalkraft, welche das Bestreben darstellt, das Massen-
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clement dem Mittelpunkt des Kriimmungskreises zu nihern, die
Centripetalkraft, die gleich grolse, aber entgegengesetzte Reak-
tion dagegen, welche das Bestreben ausdriickt, das Massenelement
von dem Mittelpunkt des Kriimmungskreises zu entfernen, die Cen-
trifugalkraft (Fliehkraft, Schwungkraft). Nennt man dF das
Werthelement einer von beiden, so driicken sich offenbar beide
aus (nach Gleichung 76 und 4) durch:
2 2
78) dF:dm.f},:dm.c’ngg—. i’r—

Bezeichnet man eine von beiden als positiv, so ist die an-
dere negativ zu bezeichnen. Auch ist es klar, dafs es gleichgiltig
bleibt, welchen von beiden Drucken man als den wirkenden, und
welchen man als die Reaktion ansehen vwvill; in manchen Fillen
erleichtert es die Anschauung, wenn man die Centripetalkraft als
Reaktion der Centrifugalkraft betrachtet.

Kreisbewegung.
§ 44. Die Gleichung 77):
—_— cl2
fu

zeigt, dafs das Aenderungsmaals der Centrifugalkraft in jedem Au-
2
genblick konstant ist, Wenn% konstant ist, also unter andern,

wenn ¢, konstant und 7 konstant ist. Der Kriitmmungshalbmes-
ser r ist nur konstant, wenn die Kurve, in welcher das Massen-
element sich hewegt, ein Kreis ist. Bewegt sich also ein Mas-
senelement in einem Kreise, und zwar so, dafs die Geschwindig-
keit in der Richtung der Bahn in jedem Augenblick konstant ist,
so ist auch das Aenderungsmaafls der Normalkraft, und
diese selbst konstant, und umgekehrt:

Ist das Aenderungsmaals der Normalkraft konstant,
und bewegt sich ein Massenelement in einem Kreise, so ist die
Geschwindigkeit in der Richtung der Bahn in jedem Augen-
blick konstant.

Aus diesen Gesetzen lassen sich noch mancherlei Folgerungen
leicht herleiten.

Die Bewegung im Kreise kommt bei Maschinen sehr hiufig
vor. Man bezeichnet sic gewohnlich als Rotationsbewegung,
oder als rotirende Bewegung, pflegt aber diese Benennungen
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allgemeiner auch wohl auf die Bewegungen in einer geschlossenen
Kurve iiberhaupt auszudehnen. '

Bewegt sich ein Massenelement in einem Kreise, so dals die
Tangential - Geschwindigkeit in jedem Punkte der Bahn dieselbe ist,
so nennt man die Bewegung eine gleichformig rotirende, im
entgegengesetzten Falle eine ungleichféormig rotirende.

Die gleichformig rotirende Bewegung ist also als das
Resultat einer konstant wirkenden Normalkraft, und einer im
Gleichgewicht befindlichen Tangentialkraft anzusehen.

Ist dagegen bei der Bewegung eines Massenelements in einem
Kreise die Normalkraft verinderlich wirkend, d.h. ist das Aen-
derungsmaals f, derselben fiir verschiedene Bahnelemente ver-
schieden grofs (was jedoch nicht ausschliefst, dafs es, wie oben
nachgewiesen worden, withrend der Zeitdauer, welche das Durch-
laufen jedes einzelnen Bahnelementes erfordert, als konstant betrach-
tet werden kénne), so ist auch die Geschwindigkeit in der
Richtung der Bahn verinderlich.

‘Winkelgeschwindigkeit, Peripherie - Geschwindigkeit.

§ 45. Bewegt sich ein Massenelement in einem Kreise, so
konnen wir uns den Radius dieses Kreises als mathematische Linie
ohne Masse, und mit dem Massenelement gemeinschaftlich rotirend
denken, ohne dafs dadurch in den Bewegungsverhiltnissen des Mas-
senelements irgend etwas geiindert wvird.

Ist in irgend einem Punkte der Bahn c‘:E die Geschwin-

de
dalsat LA S
T die Geschwindigkeit irgend
* eines andern Punktes dieses Radius, welcher den Abstand ¢ vom
Mittelpunkt hat, so sind offenbar die in gleichen Zeitclementen von
dem Massenelement und von jenem Punkt zuriickgelegte Wege gleich
den Lingen der gleichzeitig durchlaufenen Bogenelemente, und da
diese, wie leicht ersichtlich, sich wie die Radien verhalten, so
hat man:

digkeit des Massenelements, und » =

dscdsi—r:p
und folglich auch ¢,:0=r:p,
oder:

IL. ' 4



50 Grundlehren der Mechanik. B. Von den mechanischen Kriften.

Man kann also die Geschwindigkeit des Massenelements
finden, wenn man den Radius » desselben und aufserdem die Ge-
schwindigkeit v irgend eines Punktes in diesem Radius und den
Abstand ¢ dieses Punkts vom Mittelpunkt des Kreises kennt. Nimmt
man diesen Punkt so an, dals sein Abstand ¢ gleich der Lingen-
einheit ist, so nennt man die Geschwindigkeit desselben in Bezug
auf das Massenelement die Winkel-Geschwindigkeit, und be-
zeichnet man dieselbe mit w, so hat man:

Es ist also unter der Winkel-Geschwindigkeit eines roti-
renden Massenelements diejenige Geschwindigkeit zu verstehen,
welche ein Punkt, der in dem Abstand 1 von dem Mittelpunkt des
Kreises mit dem Massenelement gemeinschafilich rotirt, besitzt. Im
Gegensatz hierzu pflegt man die Geschwindigkeit ¢, welche das
Massenelement in der Richtung seiner Bahn hat, die Peripherie-
Geschwindigkeit des Massenelements zu nennen.

Fithren wir in die Gleichung 78) die Winkel-Geschwindigkeit
w ein, so ergiebt sich fiir die Centrifugalkraft:

2
dE::(lm.f“:dm—c;—:dm.w’.r
NP~ TS BT - ey
__vg—.T_~—w . r
79
= dm 3 ar 1 L
= SO HE= G
dp " it w?
ar
f]‘=~lm—::w.c,

Bewegt sich ein Massenelement in einem Kreise, so nennt man
den Weg, welchen dasselbe zuriicklegt, in dem es einmal die Pe-
ripherie des Kreises durchliuft, eine Umdrehung. Ist die Bewe-
gung eine gleichformig rotirende, so ist offenbar die Zeitdauer
einer Umdrehung nach No. 25. S. 17:

R Ry 8

= —=

c TR

Macht das Massenelement in einer Minute »Umdrehungen, so
ist andrerseits auch:
ga 6O
n
aus diesen beiden Ausdriicken ergeben sich folgende Formeln:

9
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i 606, ¥ 2ar 27,

B s e e

n—=-00 _— 60c __ 60w __ 95003 C —095193u
t R 27 T 4

2 Rar.
80) . c,:—jr~—_—.. 72:; % = wr = 0,1047rn

clss G0 o)

¢ g
e Lo S e = 9,5493 g
o B B e sdCiv 2

W= = = =0,1047n.

In diesen Formeln bedeutet:

¢t die Zeitdauer einer Umdrehung in Sekunden,

n die Anzahl der Umdrehungen in einer Minute,

¢, die Peripherie-Geschwindigkeit,

» den Halbmesser des Kreises, in welchen sich das Massen-
element bewegt,

w die Winkel - Geschwindigkeit,

¢,, 7y w sind in einerlei Maalseinheit zu nehmen; die Zeitein-
heit ist die Sekunde.

Ist die Bewegung nicht gleichférmig rotirend, so gelten obige
Formeln noch fiir die mittlen Werthe.

Aus den Formeln 80 lassen sich, indem man die Werthe fiir
die Geschwindigkeit ¢, in die Formeln 53. Seite 28 einfiihrt, fol-
gende fiir den praktischen Gebrauch bequeme Formeln herleiten
(die Zahlenwverthe sind abgerundet):

Hir — 4868 i
n

s1) | |V Er=10) ¥

3
3 n
in welchen Formeln bezeichnet:

K den Druck in der Richtung der Peripherie in
Pfunden,

r den Abstand dieses Druckes von der Drehaxe in
Fuflsen,

N die Anzahl der wirksamen Pferdekrifte,

n die Anzahl der Umdrehungen in einer Minute.

Nimmt man K in Kilogrammes, r in Méires, so hat man:
4*
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8la) (Vi =212
3

3 o N

Vir=o]

Prinzip der virtuellen und reellen Wege.

§ 46. Denken wir uns ein Massenelement, auf welches eine
beliebige Anzahl vou Kriften einwirkt, deren Drucke in irgend
einem Augenblick die Werthe dk’, dK”.... haben. Denken wir fer-
ner ein ganz beliebiges Axensystem so, dafs der Durchschnittspunkt
der Axen in das Massenelement fillt, und lassen die frither einge-
fiihrten Bezeichnungen gelten, so ist nach Gleichung 65. S. 37 der re-
sultirende Druck in der Richtung der ersten Axe:

K, = Z'(dK’ . cos ),
in der Richtung der zweiten Axe: .

A, = Z(ai’ cos §,),
in der Richtung der dritten Axe:

dK, = 2 (dK’ . cos y,).

2
/
M~

Nehmen wir in einer der drei Axen einen beliebigen Punkt p,
dessen Abstand von dem Massenelement pm = a, sei, projiciren wir
diesen Abstand auf die Richtung jeder Kraft, indem wir die Nor-
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malen pg', pg"*).... zichen, und nehmen wir die Projektionen von
a, auf die Richtung der einzelnen Krifte @', a”, a" etc., so ist of-
fenbar: :
ng' a'
cos ¢, = —+ = —,
mp Q,
und man hat daher: ’
dK, = Z(dK’ : ;L),
folglich, da der Nenner o, allen Summanden rechts gemeinschalt-
lich ist:
82) dK,.a,— 2 (dK’'.d').

In Bezug auf die beiden andern Axen wviirde sich fiir einen
beliebigen Punkt derselben, dessen Abstand vom Massenelement b,
beziehlich e, sei, nachvveisen lassen:

.96, 1= Zi(dK' bY)
) de o= 2 (dK'ie);

Denken wir eine Ebene durch den Punkt p normal zur Axe
mp, und daher parallel mit der Ebene, in welcher die beiden an-
dern Axen liegen; es mogen die Richtungen der verschiedenen
Krifte diese Ebene in den Punkten %/, A”... etc. schneiden, und
es sei mh' =n', mh" =n" etc., so ist:

folglich:
K, = 3 (dK’.cos &,) = 3 iinl,{- .a),

und da wieder @, allen Summanden gemeinschafilich ist, so folgt:

dK dK'’
83 { & ==(5)-
Ein #hnliches Gesetz lafst sich fiir die beiden andern Axen
nachweisen, und wenn p, p”.... und ¢, ¢”.... die Entfernungen

von dem Massenelement bezeichnen, in welchen die Richtungen der
Drucke dK’, dK”.... zwei andere Ebenen schneiden, von denen je
eine normal ist auf je einer der beiden andern Axen, so hat man

auch:
K, _ 5 (dK'
s dE_Z(dK”)
=),

Nun ist p (in der Figur) ein belleblger Punkt einer der drei

*) In der Figur ist nur eine Kraft dK' ihrer Richtung nach gezeichnet, um
nicht durch viele Linien das Bild undeutlich zu machen; es gelten natiirlich fir
alle andern Kraftriechtungen dieselben Beziehungen, welche fiir diese eine gelten.
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Axen; es ist aber auch das angenommene Axensystem ein belie-
biges, und folglich, da man durch jeden Punkt im Raume und
durch das Massenelement immer eine gerade Linie legen, diese aber
als Axe cines Axensystems ansehen kann, so gilt die oben bewie-
sene Gleichung 82) fiir jeden beliebigen Punkt, der au-
fserhalb des Massenelements liegt, und da ferner jede Ebene
normal sein kann, zu einer entsprechenden, durch das Massenelement
gedachten Axe, so gilt die Gleichung 83) fiir jede beliebige
Ebene.

Die Entfernung des Massenelementes von dem Durch-
schnittspunkte einer Kraftrichtung mit einer angenom-
menen Ebene wollen wir den reeliem Weg der Kraft
fiir diese Ebene nennen.

Denken wir uns einen Punkt in einem beliebigen Abstande
von dem Massenelement, und projiciren wir diesen Abstand auf die
Richtung einer auf das Massenelement wirkenden Kraft, so mennen
wir die Projektion den wirtuellem Weg der Kraft in Bezug
auf den Punkt (analog der Bezeichnung in § 27, doch nicht da-
mit zu verwechseln).

Zerlegen wir simmtliche Drucke nach drei auf einander nor-
male Axen, deren Darchschnittspunkt im Massenelement liegt, und
von denen eine durch einen angenommenen Punkt geht, so nennen
wir die Summe der Drucke fiir diese letztgenannte Axe (8. 37) auch
wohl den resultirenden Druck fiir den gedachten Punkt.
Legen wir durch den angenommenen Punkt eine Ebene, welche
normal ist zum Abstande des Pankts von dem Massenelement, so
wollen wir den resultirenden Druck fiir den gedachten Punkt auch
als ,Normaldruck fiir diese Ebene“ bezeichnen.

Nach diesen Erklirungen kinnen wir die Gesetze, welche die
Gleichungen 82 und 83 enthalten, folgendermaafsen ausdriicken:

Wirken beliebig viele Kriifte auf ein Massenele-
ment, so ist fiir jeden beliebigen Punkt aufser-
halb des Massenelements in irgend einem Augen-
blick das Produkt aus dem resultirenden Druck
fir diesen Punkt in den Abstand des Punkts von
- dem Massenelement gleich der Summe der Pro-
dukte, welche gebildet werden, indem man den
Druck jeder einzelnen Kraft mit ihrem virtuellen
Wege in Bezug auf den angenommenen Punkt
multiplizirt, und es ist ferner fiir jede beliebige
Ebene der Quotient aus dem Normaldruck fiir



b. Wirkung mehrer mechanischen Krifte auf ein Massenelement. 55

diese Ebene durch den normalen Abstand dersel-
ben von dem Massenelement gleich der Summe
der Quotienten, welche gebildet werden, indem
man jeden einzelnen Druck durch seinen reellen
Weg in Bezug auf die Ebene dividirt.

Dieses Gesetz wollen wir das Prinzip der virtuellen und
reellen Wege nennen. Wir haben dasselbe hier fir den allge-
meinsten Fall entwickelt, und es bleibt nur iibrig, daraus Folgerun-
gen fiir spezielle Anwendungen zu zichen.

Anwendung des Prinzips der virtuellen und reellen Wege auf die resul-
tivende Kraft, und auf die Normalkraft bei der Bewegung in ciner belicbigen
Kl]lVe.

§ 47. Nach § 35. No. 3 (S.39) kann man fiir die Wirkung
der einzelnen Krifte diejenige ihrer Resultirenden substituiren. Fiir
den im vorigen Paragraphen betrachteten Fall vwiirde man offenbar
haben, wenn man den virtuellen Weg der Resultirenden in Bezug auf
den gewihlten Punkt mit @, den reellen Weg mit n bezeichnet:

di, 0, = dK.a= X (dK'a')
84) § 4K _ K _ y(aK'y
@, n n /.

Die Gesetze dieser beiden Gleichungen lassen sich #hnlich wie

die der Gleichungen 82) und 83) in Worten ausdriicken, némlich so:
Wirken beliebig viele Kriifte auf ein Massenele-
ment, und man denkt irgend einen Punkt auflser-
halb des Massenelements, projicirt den Abstand
dieses Punkts auf die Richtung jeder einzelnen
Kraft und auch auf die Richtung der Resultiren-
den simmtlicher Krifte, so ist das Produkt aus
dem resultirenden Druck in die Projektion jenes
Abstands auf die Richtung der Resultirenden
gleich der Summe der Produkte, welche gebil-
det werden, indem man jeden einzelnen Druck
mit der Projektion jenes Abstandes auf secine
Richtung multiplizirt. Aufserdem ist der Quo-
tient aus dem resultirenden Druck durch seinen
reellen Weg in Bezug auf eine beliebige Ebene
gleich der Summe der Quotienten, welche ge-
bildet werden,indem man jeden einzelnen Druck
durch seinen reellen Weg in Bezug auf dieselbe
Ebene dividirt.
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Liegt der gewiihlte Punkt in der Richtung der Resultiren-
den, so ist der resultirende Druck fiir diesen Punkt offenbar der
Mitteldruck simmtlicher Krifte, folglich dK, = dK; die Drucke nach
den beiden andern Axen, welche normal zu der gewiihlten Rich-
tung zu denken sind, wiirden dann zufolge der Gleichung 67) gleich
Null sein, insofern die Winkel g und y gleich 90 Grad sind, und
man hat also fiir diesen Fall die Bedingungsgleichungen:

dK .a, = X (dK, a')
85) ( J(dK'b) =0
S(dK'e’) = 0,
oder:

’
aK 2 dI{ )
a, n

wenn p’ und ¢’ die reellen Wege in Bezug auf zwei Ebenen be-
zeichnen, welche zu je einer der beiden andern Axen normal, oder,
was dasselbe heifst, welche mit der Richtung der Resultirenden pa-
rallel und unter sich normal sind.

Bewegt sich ein Massenelement in einer beliebigen Kurve, so
ist in Folge des Gesetzes in § 42. 8. 46 in jedem Augenblicke der
Druck in der Richtung der Normalen als konstant wirkend, der-
jenige in der Richtung der Tangente als im Gleichgewicht hefind-
lich, anzusehen. Zerlegt man in irgend einem Augenblick die
simmtlichen auf das Massenelement wirkenden Drucke nach drei
Axen, von denen die eine (die erste) mit der Richtung des Kriim-
mungshalbmessers zusammenfillt, so miissen die beiden andern in
einer Ebene liegen, welche zu dem Kriimmungshalbmesser normal
ist, folglich die Kurve beriihrt; die Resultirende aus den beiden
Kriftesummen, welche in dieser Ebene liegen, ‘giebt die Leistung in
der Richtung der Tangente, und da diese gleich Null sein soll, so
mufs auch nach § 34 (S. 38) der Druck in der Richtung jeder die-
ser beiden Axen gleich Null sein. Man hat daher auch fiir diesen
Fall die Gleichungen 85 und 86 in Geltung, wenn

dK den Druck der Normalkraft,

@, den Abstand eines beliebigen Punkies auf der Normalen
zur Kurve von dem Massenelement,

akedl Bovidia Projektion dieses Abstandes auf die Richtung der

verschiedenen Kuriifte,
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3" .... und ¢ ¢ die Projektionen der Abstinde zweier
Punkte, die in der Berithrungsebene der Kurve in je einer
von zwei sich im Berithrungspunkt rechtwinklig schneiden-
den Axen liegen, auf die Richtung der verschiedenen
Krifte,

n'n'.... die reellen Wege der verschiedenen Krifte in Be-
g auf eine Ebene, die im Abstande a, zur Richtung des
Kriimmungshalbmessers normal, also mit der Berithrungs-
ebene parallel ist,

p'p'.... und ¢'¢".... die reellen Wege der verschiedenen
Krifte in Bezug auf je zwei zu einander normale und mit
dem Kriimmungshalbmesser parallele Ebenen

bezeichnen,

Anwendy/ng des Prinzips der virtuellen und reellen Wege auf den Zustand
des Gleichgewichts.

§ 48. Sind beliebig viele Krifte, welche auf ein Massenele-
ment yirken, im Gleichgewicht, und wir denken ein beliebiges
Axensystem, dessen Durchschnittspunkt mit dem Massenelement zu-
sammenfillt, so sind die resultienden Drucke fir jede der drei
Axen einzeln gleich Null (§ 34. S.38), es ist also:

K, =0; dK,=0; dK,=0;

und es folgt daher fir den Zustand des Gleichgewichts nach Glei-
chung 82 und 83):

2(dK'd' ) = 0

87) | 2(dK'b') =0

SCdR ¢ )i=0.

= i’gl =0
$ n
dK’'

88) 2( P )—0
dK’

= s Rl :0-
(%

Hierin liegen folgende Sitze:

1)-Sind beliebig viele Kriifte, welche auf ein Mas-
senelement wirken, im Gleichgewicht, und man nimmt
einen beliebigen Punkt im Raume an, projicirt den Ab-
stand desselben von dem Massenelement auf die Rich-
tung jeder einzelnen Kraft, so ist die Summe der Pro-
dukte, welche gebildet werden, indem man den Druck
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jeder Kraft mit der Projektion jenes Abstandes auf ihre
Richtung multiplizirt, gleich Null.

2) Sind beliebig viele Kriifte, welche auf ein Mas-
senelement wirken, im Gleichgewicht, und man denkt
eine beliebige Ebene im Raum, so ist die Summe der
Quotienten, welche gebildet werden, indem man den
Druck jeder Kraft durch ihren reellen Weg in Bezug
auf diese Ebene dividirt, gleich Null.

Diese Siitze gelten auch umgekehrt.

Wenn nimlich mehre Kriifte auf ein Massenelement
wirken und es ist:

entweder fiir jeden beliebigen Punkt im Raume
die Summe der Produkte aus dem Druck jeder
Kraft in die Projektion des Abstandes jenes Punk-
tes von dem Massenelement auf die Richtung der
Kraft gleich Null, oder:

fir jede beliebige Ebene die Summe der Quo-
tienten, welche gebildet werden, indem man den
Druck jeder Kraft durch ihren reellen Weg in
Bezug auf jene Ebene dividirt, gleich Null,

so sind die Krifte im Gleichgewicht.

Um nun nachzuweisen, dafs jene Bedingungen fiir jedem
beliebigen Punkt, oder fiir jede heliebige Ebene
statt finden, braucht man nur zu zeigen, dafs sie fiir drei Punkte
erfilllt werden, deren jeder in einer andern von drei durch das
Massenelement gehenden zu einander rechtwinkligen Axen liegt,
oder dafs sie fiir drei Ebenen gelten, die auf solechen Axen folglich
nach unter einander normal sind. Dies lifst sich sehr leicht geo-
metrisch beweisen, indem man das Axensystem um seinen Durch-
schnittspunkt dreht, und nun zeigt, dafs wenn diese obigen Bedin-
gungen fiir das Axensystem in der urspriinglichen Lage gelten, die-
selben auch fiir jede andere Lage gelten miissen, in welche man
dasselbe durch Drehung bringen kann. Endlich lifst sich eben so
leicht nachweisen, dafs der Durchschnittspunkt des anzunehmenden
Axensystems auch aufserhalb des Massenelements liegen konne.
Man hat also die obigen Bedingungs-Gleichungen iiber-
haupt nur fiir drei Punkte, deren Ebene nicht durch das
Massenelement geht, beziehlich fiir drei sich rechtwink-
lich schneidende Ebenen, nachzuweisen.
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Bemerkung iber die Vorzeichen bei Anwendung des Prinzips der virtuellen
und reellen Wege.

§ 49. Bei der Anwendung dieser Gesetze (§ 46 bis § 48) ist
es von der grofsten Wichtigkeit, die Vorzeichemn richtig an-
zuwenden, welche den Cosinus und den Linien, welche
entweder die Projektionen des Abstandes der gewiihlten
Punkte auf die Richtungen der Krifte, oder die reellen
Wege der Krifte in Bezug auf die gewiihlten Ebenen bedeu-
ten, angehoren. In dieser Beziehung ist zu bemerken, dafs man
die Winkel, welche die Richtungen der Kriifte mit den angenom-
menen Axen bilden, von jeder Axe anfangend stets in ein und ‘dem-
selben Sinne messen mufs, und dafs wenn man die Richtungen,
nach welchen die Krifte das Massenelement einzeln zu bewegen
streben, als positiv ansieht, die Verlingerungen dieser Richtungen
riickwvirts iiber das Massenelement hinaus als negativ betrachtet
werden miissen, und umgekehrt. Es erleichtert dabei die Betrach-
tung, wenn man entweder simmtliche Krifte als ziehend, oder
simmiliche Krifte als schiebend sich vorstellt.

Prinzip der statischen Momente fiir den Zustand des Gleichgewichts.

§ 50. Sind mehre Krifte, die auf ein Massenelement wirken,
und deren Richtungslinien in derselben Ebene liegen,
im Gleichgewicht, und zerlegt man den Druck jeder Kraft nach
zwei Axen, die zu einander normal sind, und in derselben Ebene
liegen, so folgt leicht (§ 34. S. 38), wenn
dK', dK" .... die Drucke und ¢, «, ... die
Winkel, welche die Richtung derselben
mit der einen Axe bilden, folglich (90°— ), /,{ /
(90°—,) . .. die Winkel mit der andern o
Axe sind:

I. Z(dK’'.cosa)=0 g it
II. Z(dK'.sine)=0.

Nach dem Frithern folgt aus der Glei-

chung L. auch (S.57):
1L Z(dK' mhk') =0.

’
Nun ist aber sin u,:%‘l%, folglich hat man auch nach IL

ul

!
i
ist, so folgt:

): 0, und da mu bei simmtlichen Drucken dasselbe

IV S(dR . ukty=10
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Die Linie k' oder die Normale von irgend einem Punkt auf
die Richtungslinie einer Kraft nennt man den Hebelsarm dieser
Kraft in Bezug auf den Punkt, das Produkt von der Form
dK'.ul/ oder das Produkt aus dem Druck einer Kraft in ihren He-
belsarm nennt man das statische Moment der Kraft in Bezug
auf jenen Punkt. %ok

Bezeichnet man den Hebelsarm der Kriifte mit 2’ r"sis0y sothat
man die Gleichung IV in der Form:

89) Z(dK’'.7') = 0.

Da nun die Lage der Axe mu in der Ebene gleichgiltig ist, so
folgt, dafs Alles, was fiir den Punkt « bewiesen ist, auch fiir jeden
andern Punkt der Ebene gilt, und daher lifst sich die so eben
entwickelte Gleichung IV in Verbindung mit III als Gesetz so aus-
driicken:

Sind mehre Krifte, die auf ein Massenelement
wirken, und deren Richtungslinien in derselben
Ebene liegen, im Gleichgewicht, und man denkt
in der Ebene einen beliebigen Punkt, so ist so-
wohl die Summe der Produkte, welche gebildet.
werden, indem man jeden Druck mit der Pro-
jektion des Abstandes jenes Punktes von dem
Massenelement auf die Richtungslinie des Druk-
kes multiplizirt, als auch die Summe der stati-
schen Momente in Bezug auf jenen Punkt, gleich
Null

Da zur Erfillung des Gleichgewichis sowohl die Gleichung I
als auch II Statt finden mufs, da ferner die Gleichung III von I,
die Gleichung IV von II abgeleitet wurde, so folgt umgekehrt:

Wenn mehre, auf ein Massenelement wirkende
Kriifte, deren Richtungslinien in derselben Ebene
liegen, im Gleichgewicht sein sollen, und man
nimmt in der Ebene einen beliebigen Punkt an,
so mufls sowohl die Summe der Produkte, welche
gebildet werden, indem man jeden einzelnen
Druck mit der Projektion des Abstandes jenes
Punktes von dem Massenelement auf die Rich-
tungslinie des Drucks multiplizirt, als auch die
Summe der statischen Momente der Drucke in
Bezug auf diesen Punkt gleich Null sein.

Hat man es mit Kriften zu thun, deren Richtungslinien in
verschiedenen Ebenen liegen, und man will die Bedingungen
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des Gleichgewichts untersuchen, so kann man aufser den in § 48.
S. 57 angefithrten Gesetzen -auch noch folgendes Verfahren befol-
gen: Man zerlegt jede einzelne Kraft in zwei andere, von denen
eine in eine bestimmt angenommene, durch das Massenelement ge-
hende Ebene filllt, die andere in einer Richtung normal zu dieser
Ebene liegt. Nun wendet man fiir das Gleichgewicht in der Ebene
die eben aufgestellten Gesetze an, und untersucht, ob aulserdem
noch entweder die Summe der Drucke in der zur Ebene normalen
Richtung gleich Null ist, oder aber ob in Beziehung auf diese Richtung
die Gesetze S. 48. No. 1 oder 2 erfiillt werden, indem man entwe-
der einen Punkt in der normalen Richtung annimmt und seinen
Abstand auf die Richtung jeder Kraft projicirt, oder indem man zu
der angenommenen Ebene eine Parallelebene denkt, und die reel-
len Wege der einzelnen Drucke in Bezug auf diese Ebene unter-
sucht etc.

Anwendung des Prinzips der statischen Momente auf Krifte, die nicht im
Gleichgewicht sind.

§ 51. Wirken mehre Krifte, deren Richtungslinien in dersel-
ben Ebene liegen, auf ein Massenelement, und die Krifte sind nicht
im Gleichgewicht, so wird nach §35. No.1 Gleichgewicht her-
gestellt sein, wenn wir eine neue Kraft auf das Massenelement ein-
wirken lassen, welche der Resultirenden gleich und entgegenge-
setzt ist. Sobald diese Kraft einwirkt, gelten die Gesetze des vo-
rigen Paragraphen. Ist der resultirende Druck dX und der Hebels-
arm in Bezug auf einen angenommenen Punkt r, so wiirde also
folgen:

S(dK'r"y — dK.r=0.
90) dK.r = Z(dK'r").

Das Prinzip der statischen Momente gilt also auch fiir den
Fall, dafs die Krifte nicht im Gleichgewicht sind, nimmt aber dann
die Form an:

Wirken beliebig viele Krifte, deren Richtungs-
linien in ein und derselben Ebene liegen, auf ein
Massenelement, so ist in jedem Augenblick das
statische Moment der Mittelkraft in Bezug auf
einen Punkt in der Ebene der Krifte gleich der
Summe der statischen Momente der einzelnen
Krifte in Bezug auf denselben Punkt.

Liegt der angenommene Punkt in der Richtung der Resultiren-
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den, so ist offenbar der Hebelsarm der Resultirenden in Bezug auf

diesen Punkt gleich Null, und es folgt daher der Satz:
Sind mehre Krifte, die auf ein Massenelement
wirken, und deren Richtungslinien in derselben
Ebene liegen, mielt im Gleichgewicht, so ist
dennoch die Summe der statischen Momente in
Bezug auf jeden Punkt in der Richtung der Re-
sultirenden gleich Null.

Prinzip der konstanten Leistungen fiir parallele Ebenen.

§ 52. Denken wir, es wirken beliebig viele Kriifte auf ein
Massenelement, und dasselbe bewege sich unter dem Einflufs der-
selben in einer gewissen Kurve; zerlegen wir nun sowohl die
Drucke, als die Wegelemente nach drei zu einander normalen
Axen, so ist das Leistungselement in irgend einem Augenblick
in der Richtung der ersten Axe:

dl, ds,= X' (dK’ cos e) . 3'(ds’ cos e,),
in der Richtung der zweiten Axe:
dK, ds,— 2 (dK’ . cos f,) . Z(ds . cos B,),
in der Richtung der dritten Axe:
aK,, ds, =2 (dK'.cosy,).Z(ds' . cosy,),
und das Leistungselement der Mittelkraft (§ 32. S. 36):
dK.ds = dK, ds,+dK, ds,~+dK,, . ds,, = S(dK'. cos ). 3(ds cosc,)

~+ 2(dl’cosf,) . Z(ds' . cos B,) + Z(dK’ . cos ,) . Z(ds' . cos y,).

Ist nun fiir irgend eine Zeitdauer der Druck in der Richtung
einer der drei Axen konstant, so ist (S. 27. Gleichung 48) fiir
diese Zeit die Leistung in dieser Richtung gleich dem Produkt aus
dem konstanten Druck in den Weg, vwelchen derselbe in dieser
Zeit zuriickgelegt hat. Wenn also z. B. der resultirende Druck fiir
die erste Axe wihrend einer bestimmten Zeitdauer konstant ist,
so ist die Kriftesnmme (§32. S. 36) fir diese Richtung in
der genannten Zeitdauer gleich (dK,.s,); die Drucke in der Rich-
tung der beiden andern Axen mogen dabei wihrend dieser Zeit-
dauer konstant oder beliebig verinderlich sein. Die Form der
Bahn des Massenelements ist aber nach § 38 und 39 von der Be-
schaffenheit der Kriftesummen fiir alle drei Axen abhiingig. Diese
Form der Bahn kann, wenn die Kriftesumme nach der Richtung
der einen Axe eine konstante ist, sowohl eine gerade Linie
sein, wenn auch die Kriftesummen fiir die beiden andern Axen
konstant sind (§ 38) als auch irgend eine Kurve bilden (§ 39).
Wie sie aber auch beschaffen sein mag, die Arbeit in der Richtung
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der konstant wvirkenden Kriftesumme vwvird sich immer ausdriicken
durch (dK,.s,), wenn dK, der konstante Druck, s, der Weg dieses
Druckes ist. Nun ist aber der Weg s,, den das Massenelement
von irgend einer Lage aus bis zu irgend einer andern Lage in der
Richtung einer bestimmten Axe durchliuft, nichts anderes, als der
Zuwachs der Ordinate des Weges nach der Richtung dieser Axe
fiir die Zeit, in welcher das Massenelement aus der ersten Lage in
die zweite iibergeht. Der Werth dieses Ordinaten-Zuvwachses aber
wird dargestellt durch den normalen Abstand der beiden Ebenen,
welche man durch das Massenelement in seiner ersten und in seiner
spitern Lage normal zu der Axe denken kann. Hierin nun liegt
der Satz:
Bewegt sich ein Massenelement unter dem Ein-
fluls einer beliebigen Menge von Kriiften in ir-
gend welcher Kurve, und es ist fir irgend eine
Richtung der Druck fiir eine gewisse Leit kon-
stant, so ist die Leistung der Kréiftesumme fir
diese Richtung, indem das Massenelement aus
einer Ebene, die normal zu der Richtung ist, in
eine andere, ebenfalls zu der Richtung normale
Ebene iibergeht, immer dieselbe und wird durch
das Produkt aus dem konstanten Druck in den
normalen Abstand der beiden Ebenen gemessen,
gleichviel wie die Kurve beschaffen sein mag,
welche das Massenelement bei dieser Bewegung
beschreibt. Es ist folglich auch der Gewinn an
lebendiger Kraft, und mithin auch der Zuwachs
an Geschwindigkeit derselbe. (§21. S.26 und § 22.
S. 27.)

Dieses Geseiz findet besonders Anwendung fiir alle die Fille,
wo mnach der Richtung der Vertikalen diec Schwere die einzige
wirkende Kraft ist. Ein Korper, welcher nur durch die Schwer-
kraft getrieben aus einer horizontalen Ebene in eine andere iiber-
geht, erlangt immer denselben Zuwachs an Geschwindigkeit, also
auch immer denselben Gewinn an lebendiger Kraft, und es ist auch
die auf ihn wirkende Krafirichtung immer dieselbe, gleichviel ob
er in der vertikalen Linie oder in irgend einer andern geraden Li-
nie (geneigte Ebene) oder in einer Kurve den Uebergang bewirke.
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Prinzip der konstanten Leistungen, wenn der konstante Druck stets durch
denselben Punkt geht,

§ 53. Der Satz des vorigen Paragraphen lilst sich noch auf
eine allgemeinere Form bringen, und gewinnt dann folgende Ge-
stalt:

Bewegt sich ein Massenelement unter dem Ein-
fluls mehrer Krifte in einer Kurve, und es exi-
stirt ein Punkt, fiir welchen der resultirende
Druck (§46. S.54) konstant ist, so ist auch die
Leistung, der Gewinn an lebendiger Kraft und
die Geschwindigkeits-Aenderung konstant, wel-
che fiir das Massenelement Statt finden, indem
dasselbe seine Entfernung von jenem Punkte um
ein bestimmtes Stiick idndert, und zwar driickt
sich immer die Leistung fiir eine bestimmte Zeit
aus durch das Produkt aus dem konstanten Druck
in die Differenz der Entfernung von jenem Punkt,
welche das Massenelement am Anfange und am
Ende der Zeit besitzt: die Kurve, welche wih-
rend dieser Zeit durchlaufen wird, mag eine bhe-
liebige Form haben.

Denn es bewege sich das Massenelement in der Kurve AB S0,
dafs der resultirende Druck fir den Punkt C konstant = di ist,
nehmen wir auf der Kurve AB unendlich kleine Wegstiicken an,
Aa, ad, d'd’'.... und beschreiben aus C mit den Abstinden aC,
@' C.... BC Kugelflichen, welche AC in den Punkten esgdels el o B
schneiden, so ist fiir ein unendlich kleines Wegstiick Aa das Kugel-
element ae als eben, Ae aber als normal zu dieser Ebene, und der
konstante Druck dK als parallel mit AC wirkend anzusehen, das
Leistungselement, vwvelches auf das Massenelement wirkt, indem
' dasselbe von A nach @ sich bewegt,
driickt sich also nach dem vorigen
Satze aus durch di.Ade, welche Ge-
stalt auch immer das Kurvenelement
Ae haben mag. Ebenso lilst sich zei-
gen, dals das Leistungselement fiir die
Bewegung von @ nach & gleich dK.ab
= dl.eé ete. ist; es ist folglich die
Leistung der stets durch den Punkt C
gehenden konstant wirkenden Kraft,
indem das Massenelement sich von A
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nach B bewegt, gleich: X(dK.A¢’) und da @K fiir alle Elemente kon-
stant ist, auch gleich:

dK . 3(Ae) = dK . AE = dK(AC— CE) = di . (AC— BC),
das ist, was zu beweisen wvar.

Dieser Fall kommt auf den des vorigen Paragraphen zuriick,
wenn man annimmt, dafs der Punkt C unendlich weit entfernt liegt,
die Richtungen nach € also alle als parallel angesehen werden
konnen.

Geht die Richtung einer Kraft stets durch einen bestimmten
Punkt, so pflegt man diesen Punkt den Mittelpunkt der Kraft
Zu nennen.

Bewegung eines Massenelements durch Gleichgewichtslagen. —  Stabiles,
labiles Gleichgewicht.

§ 54. Bewegt sich ein Massenelement unter dem Einflufs be-
liebiger Krifte in einer gewissen Kurve, so sefzt dies immer vor-
aus, dals die Krifte nicht in allen aufeinander folgenden Lagen
des Massenelements im Gleichgewicht sind, denn wire dies der
Fall, so miifste (§ 38) die Bahn eine gerade Linie sein.

Wenn jedoch bei der Bewegung eines Massenele-
ments in einer Kurve die Krifte in irgend einem Punkte
durch eine Gleichgewichtslage gehen, d. h. wenn fir ir-
gend einen Punkt die resultirende Leistung aus simmt-
lichen Kriften Null wird, so ist in diesem Punkte die
Geschwindigkeit des Massenelements ein Maximum oder
ein Minimum.

Denn, zerlegen wir die Leistung simmtlicher Krifte nach drei
zu einander normalen Richtungen, so ist nach Gleichung 54) S. 32
in jedem Augenblick:

dm . cde = dmc, dc, + dmc, dc, -+ dmc,, dc,,,

wenn ¢ die resultirende Geschwindigkeit, c,, ¢,, ¢, die Geschwin-
digkeiten nach der Richtung der drei Axen bezeichnen. Nun ist
offenbar die resultirende Geschwindigkeit (¢), mit welcher sich das
Massenelement bewegt, in dem Augenblick ein Maximum oder Mi-
pimum, wo ihr Differenzial d¢ gleich Null wird, d.h. wenn die
Gleichung erfiillt wird:

dm ¢, de,+dm ¢, dc,~+ dm ¢, de,,

o dm ¢

=0,
oder:
dme,de, + dme,de, + dme, de, = 0.

i u

1L 5
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Diese Gleichung zeigt aber an, dafs, wenn dc=0 sein soll,
d. h. wenn die Geschwindigkeit des Massenelements ein Maximum
oder ein Minimum sein soll, die resultirende Leistung simmtlicher
Krifte gleich Null sein miisse, d.h. dals die Krifte fiir diesen Au-
genblick im Gleichgewicht sein miissen.

Die Geschwindigkeit ist ein Maximum, yenn die zweite Ab-
leitung negativ ist, sie ist ein Minimum, vvenn die zweite Ablei-
tung positiv ist. Wenn nun von der Gleichgewichtslage aus die
Krifte dem Massenelcment einen negativen Geschwindigkeitszu-
wachs ertheilen, d. h. wenn sie das Bestreben haben, das Massen-
element an der Entfernung aus der Gleichgewichtslage zu hin-
dern, oder, was dasselbe sagt, wenn sie in solchem Sinne wvirken,
dafs sie das Massenelement, so bald es sich aus der Gleichgewichts-
lage entfernt, wieder in dieselbe zuriickzufiihren streben, so nennt
man eine solche Gleichgewichtslage eine stabile. Wenn da-
gegen von der Gleichgewichislage ab die Kriifte dem Massenelement
einen positiven Geschwindigkeitszuwachs ertheilen, d. h. wenn
sie das Bestreben #ulsern, das Massenelement, sobald es einmal die
Gleichgewichtslage verlassen hat, nicht wieder in dieselbe zuriick-
zufithren, so sagt man, die Gleichgewichtslage sei nicht sta-
bil, auch wohl, es sei eine labile Gleichgewichtslage. Dieser
Darstellung gemiifs lifst sich folgender Satz aufstellen:

Wenn ein Massenelement sich unter dem Einfluls
beliebiger Kriifte in einer Kurve bewegt, und die
Krifte erlangen fiir irgend einen Punkt der Kurve
eine Gleichgewichtslage, so ist die Geschwin-
digkeit des Massenelements ein Maximum, wenn
die Gleichgewichtslage eine stabile ist, dagegen
ein Minimum, wenn die Gleichgewichtslage eine
labile ist.

Bestimmung des stabilen und labilen Gleichgewichts.

§ 55. Betrachten wir nun wiederum den Fall, welcher in
§ 53 vorausgesetzt wurde. Denken wir, das Massenelement bewege
sich in einer Kurve, und fiir einen bestimmten Punkt sei der re-
sultirende Druck ein konstanter; ziehen wir von diesem Punkte
Normalen an die Kurve, so wird in den Durchschnittspunkten die-
ser Normalen mit der Kurve diese letzte entweder einen grolsten
oder kleinsten Abstand von dem Punkte haben. Das Massenele-
ment wird also, nachdem es einen solchen Durchschnittspunkt
passirt hat, seinen Abstand von dem Mittelpunkt der Kraft im ent-
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gegengesetzten Sinne zu findern beginnen, als vor dem Durch-
gange durch denselben; und zwar so, dafs wenn es einen nich-
sten Durchschnittspunkt passirt, von da an die Entfernungen vom
Mittelpunkt der Kraft wachsen, und wenn es einen entfernte-
sten Durchschnittspunkt passirt, die Abstinde vom Mittelpunkt der
Kraft von da ab sich verringern. Hat nun die Kraft das Bestre-
ben, das Massenelement dem Mittelpunkt der Kraft konstant zu
nihern (Anziehungskraft), so wird der Geschwindigkeitszu-
wachs vor einem nichsten Punkt, wo sich das Massenelement
dem Mittelpunkt der Kraft nihert, sich also im Sinne der Kraft
bewegt, positiv; hinter demselben, wo sich also das Massenele-
ment im entgegengesetzten Sinne der Kraft bewegt, negativ; da-
gegen wird in analoger Weise der Geschwindigkeitszuwachs vor
einem entferntesten Punkt negativ, hinter demselben posi-
tiv; es wird also fiir eine Anziehungskraft in einem néchsten
Punkte ein Maximum der Geschwindigkeit, in einem entfernte-
sten Punkte ein Minimum der Geschwindigkeit statifinden, und
es stellt daher fiir eine solche Kraft ein nichster Punkt immer
eine stabile Gleichgewichtslage, ein entferntester Punkt
immer eine labile Gleichgewichislage dar. Hat dagegen die Kralt
das Bestreben, das Massenelement konstant von dem Mittelpunkt
der Kraft zu entfernen (Abstolsungskraft), so finden genau
die entgegengesetzten Verhiiltnisse statt.

Es ist natiirlich hierbei vorausgesetzt, dafs die Richtung, in wel-
cher die Kraft wirksam ist, als positiv angesehen wird.

Legen wir durch die Durchschnittspunkte der Normalen mit
der Kurve Ebenen, welche normal zu jenen Normalen sind, so sind
dies Berithrungsebenen zur Kurve. Liegt nun der Mittelpunkt der
Kraft so entfernt, dafs man alle von der Kurve nach demselben
gezogenen Linien als parallel ansehen kann (der Fall des § 52), so
werden auch diese Beriihrungsebenen alle normal zu der Kraftrich-
tung, und unter sich parallel sein.

Die obigen Gesetze lassen sich nun leicht auch auf den Fall
iibertragen, wo die konstante Kraft immer parallel mit einer be-
stimmten, geraden Linie bleibt (§ 52). Hier wird fir jede Beriih-
rungsebene, welche zur Kraftrichtung normal ist, die Geschvwin-
digkeit des Massenelements ein Maximum oder ein Minimum, je
nachdem diese Ebene einem niichsten oder einem entferntesten Be-
rithrungspunkt entspricht.

5 *
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Schwingende Bewegung. Gesetz fiir die Schwingung durch eine stabile
Gleichgewichtslage.

§ 56. Denken wvir, ein Massenelement bewege sich auf einer
Kurve unter dem Einflufs einer konstant wirkenden Anziehungs-
oder Abstolsungskraft; es habe seine Bewegung in irgend ei-
nem Punkte der Kurve mit Null-Geschwindigkeit begonnen, wiih-
rend es in diesem Punkte den Abstand &' vom Mittelpunkt der
Kraft besals, und habe sich bis zu einem Punkte, wvelcher einer
stabilen Gleichgewichtslage entspricht und den Abstand «
von dem Mittelpunkt der Kraft hat, bewegt. Die Leistung der
Kraft auf das Massenelement ist in diesem Augenblick geworden
nach § 53 (Gleichung 48. S. 27):

dk.(d —a) = Ltdm. c?,
in sofern @'—a die Abstandséinderung, welche das Massenelement
unter der Einwirkung der Kraft vom Zustand der Ruhe aus und ¢ die
Endgeschwindigkeit bedeutet, welche das Massenelement im Punkt a
erlangt hat. Mit dieser erlangten Geschwindigkeit passirt das Mas-
senelement die stabile Gleichgewichtslage, und von nun an wird
der Geschwindigkeitszuwachs in der Richtung nach dem Mittelpunkt
der Kraft konstant negativ, d. h. es nimmt die Geschwindigkeit, mit
welcher das Massenelement sich dem Sinne der Kraft entgegen be-
wegt, fortwiihrend ab, bis sie endlich Null wird. Dieser Augen-
blick tritt ein, wenn die Summe der dem Massenelement in den
einzelnen Zeitelementen entzogenen Geschwindigkeiten wieder ¢
geworden ist, oder wenn die auf das Massenelement nun verzo-
gernd einwirkende Kraft eine Leistung gleich — Xdm . c? erzeugt
hat. Da aber

+dm.c®* =(d —a).dK
ist, so folgt:

— 3dmc® = — (d — a) . dK,
d. h. die, dem Massenelement bei seiner, dem Sinne der Kraft ent-
gegengesetzten Bewegung entzogene lebendige Kraft ist gleich der-
jenigen geworden, welche die Kraft dem Massenelement bei seiner
Bewegung im Sinne der Kraft ertheilt hat, sobald die Abstandsin-
derung (@' —a) von dem Mittelpunkt der Kraft gleich aber entge-
gengesetzt derjenigen Abstandsinderung geworden ist, welche das
Massenelement bei seiner Bewegung im Sinne der Kraft erlangt hat.
Das Massenelement erlangt also auf der andern Seite der stabilen
Gleichgewichtslage denselben Abstand von dem Mittelpunkt der
Kraft, welchen es bei dem Beginn der Bewegung nach der Gleich-
gewichtslage hin besessen hatte. Sobald es diesen Abstand erlangt
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hat, ist seine Geschwindigkeit wieder Null geworden; die konstant
_ wirkende Kraft bewegt nun, falls dieser Augenblick nicht einer
Gleichgewichtslage entspricht, das Massenelement wieder in ihrem
Sinne nach der Gleichgewichtslage hin, und dasselbe passirt diese
Lage wiederum nach der entgegengesetzten Seite hin, bis es wieder
mit Null- Geschwindigkeit in seiner urspriinglichen Lage angekom-
men ist. Nun wiederholt sich das Spiel von Neuem. Endlich lifst
sich noch ganz allgemein zeigen, dafs bei der Bewegung von der
Ruhe nach dem Punkt des stabilen Gleichgewichts hin einerseits,
und bei der Entfernung von diesem Punkt andrerseits, in gleichen
Abstinden vom Mittelpunkt der Kraft gleich grofse Geschwindig-
keiten Statt finden miissen. :

Denn es sei ¢ die Geschwindigkeit, welche das Massenelement
erreicht hat, indem sein Abstand vom Mittelpunkt der Kraft gleich
o geworden, und zwar wihrend es sich von dem Zustand der
Ruhe, oder von dem Abstand ' aus nach dem Mittelpunkt der
Kraft hin bewegt, es sei ferner / das Aenderungsmaals der Kraft, so
ist offenbar die gewonnene lebendige Kraft:

ldm.c? =dK.(¢' —z)=dm.f(a' — ),
folglich:
c=1/[2f(a' — 2)].

Indem das Massenelement den Punkt des stabilen Gleichgewichis
erreicht, ist die Arbeit der konstant wirkenden Kraft gleich dK(a'— a)
geworden, und wenn es sich bis zum Abstande x wieder von der
Gleichgewichtslage entfernt hat, so ist demselben die Arbeit dK(a— )
ertheilt, folglich besitzt es die Arbeit:

dk(a' —a) + dK(a — o) = dK(a' — z);
ist nun in diesem Augenblick seine Geschwindigkeit ¢’ geworden,
so hat man:
tdm.c'* = dK. (o' —z)=}tdmf(a'—x)
o =V2f - (a'—a)],
folglich:
citee.
Aus dieser Darstellung folgt folgendes Geselz:
Bewegt sich ein Massenelement unter dem Ein-
flufs beliebiger Krifte in einer Kurve, so, dafls
fiir einen bestimmten Punkt die resultirende Kraft
cine konstant wirkende ist, und fingt die Bewe-
gung in der Kurve mit Null-Geschwindigkeit an,
so wird das Massenelement, falls es bei seiner
Bewegung cine stabile Gleichgewichtslage durch-
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liuft, ‘auf der andern Seite dieser Lage eine
ebenso grofse Entfernung von dem Mittelpunkt
der Kraft erlangen, als es bei dem Beginn der
Bewegung hatte, dann fiir einen Augenblick zur
Ruhe kommen, sich hierauf, wieder mit Null-
Geschwindigkeit beginnend, riickwirts in seine
urspriingliche Lage zuriickbewegen, und diese
hin- und hergehende Bewegung ununterbrochen
fortsetzen. Bei dieser Bewegung hat das Massen-
element zu beiden Seiten der stabilen Gleichge-
wichtslage in gleichen Abstinden vom Mittel-
punkt der Kraft gleiche Geschwindigkeiten.

Diese Gesetze lassen sich leicht fiir den Fall verstehen, wo
der Mittelpunkt der Kraft unendlich weit entfernt liegt.

Eine solche hin- und hergehende Bewegung eines Massenele-
ments nennen wir eine schwingende Bewegung. Die Bewe-
gung von dem Zustand der Ruhe aus durch die stabile Gleichge-
wichtslage bis wiederum zum Zustand der Ruhe hin, nennen wir
eine Schwingung. Die Schwingungen wiederholen sich hier-
nach ununterbrochen, so lange die Resultirende fiir den Mittelpunkt
der Kraft konstant wirkend bleibt. Diese Voraussetzung trifft
jedoch bei den in der Praxis vorkommenden Fillen nur sehr sel-
ten zu.

Mathematisches Pendel — Pendelschwingung im Kreisbogen.

§ 57. Ein Massenelement, vwelches unter dem Einflufs der
Schwerkraft in irgend einer Kurve schwingt, so dafs es bei dieser
Schwingung eine stabile Gleichgewichtslage durchliuft, nennt man
ein mathematisches Pendel. Ist diese Kurve ein Kreisho-
gen, so nennt man das Pendel ein Kreispendel.

Es schwinge ein Massenelement unter dem Einfluls der Schwer-
kraft in dem Kreishogen ABC. Ist EB die Richtung der Schwere,
so erhalten wir die Lage des stabilen Gleichgewichts, wenn
wir die Berithrungsebene des Kreishogens denken, welche normal
zu EB ist, und zwischen dem Kreishogen und dem Mittelpunkt der
Kraft liegt. Der Beriihrungspunkt dieser Ebene B ist der Punkt
des stabilen Gleichgewichts (§ 55). Fingt die Bewegung des
Massenelements in @ an, wo der Abstand von der Ebene gleich ab
ist, so mufs, nach § 56, das Massenelement, nachdem es den Punkt
B passirt hat, sich so weit erheben, dals der Abstand a'b’ gleich ab
wird; d. h. es wird der Winkel aEB gleich BEa' sein miissen.
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Den Winkel ¢ EB—=BEd nennen wir den Erhebungswinkel,
bezeichnen wir denselben mit @. Hat sich das Massenelement un-
ter dem Einflufs der Schwere von a, mit Null-Geschwindigkeit an-
fangend, bis nach einem beliebigen
Punkte e bewegt, und legen wir
durch @ und e die beiden Ebenen
ap und eq normal zu EB, so ist
die Geschwindigkeit, mit welcher
das Massenelement in e ankommt,
dieselbe, welche es erlangt haben
wiirde, indem es von p nach ¢ frei
gefallen wiire (§ 52), folglich:
c=1/(29-pq)

=1/[2gr(cos g — cos )],
wenn wir mit » den Halbmesser des Kreisbogens, mit ¢ den Winkel
eEB, um welchen das Massenelement nun noch von der Gleichge-
wichtslage entfernt ist, bezeichnen. Ist in diesem Augenblick ds
das Wegelement, so ist auch, wenn wir die Geschwindigkeit fiir
die Dauer ecines Zeitelements als konstant ansehen:.

Z

es ist aber jedenfalls:

ds = = d@ars
da das Wegelement ds wichst, wenn das Element des verinder-
lichen Winkels ¢ abnimmt, folglich:

c::“zt't—@: 1/[2g(cos ¢ — cos @) . 7]

% Vg v o

Die Zeit, welche das Massenelement braucht, um von & nach
B zu gelangen, wird sich finden, indem wir diesen Ausdruck inte-
griren, und das Integral zwischen den Grenzen ¢ = « und g =0

do

V (cos ¢ — cos @)
in geschlossener Form erhalten. Wir kionnen es aber fiir hinrei-
chend kleine Winkel ermitteln, indem wir, mit Vernachlissigung
der vierten Potenzen, von ¢ und e setzen:

nehmen. Allein das Integral von lifst sich nicht

@? o’
cosq;::l—J;—; cosa=1——5
%)

1/ (cos ¢ — cos &) = V(—oi_z—q’--,
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folglich fiir kleine Erhebungswinkel:

R it dg
o Vg : Hileie—ag®

= — Vé fT/_(&zdL—-q)?)_ ~+ Const.

== A V% ; [—— arc (cos e %—)] ~+ Const.
= V% . are (cos o= -%) ~+ Const.,

welches Integral von ¢ =« bis ¢ =0 zu nehmen ist. Man hat
sodann fiir die Zeit der Bewegung von a bis B:

fi= Vgi [arc (cos = 0) — arc (cos = 1)].

Der Bogen, dessen cos = 0 ist, ist aber der Quadrant, folglich
arc (cos =0) =1z, und der Bogen, dessen cos =1 ist, ist Null,

folglich ist ¢ = %nV—Z— :
=]

Indem nun das Massenelement von dem Punkt B aus seine
Bewegung nach C hin fortsetat, verliert es allméhlich die Geschwin-
digkeit, welche im Punkt B das Maximum erreicht hatte. In dem
Punkt ¢, welcher in derselben Horizontalen mit dem Punkt e liegt,
wird nach § 56 die Geschwindigkeit wieder gleich derjenigen im
Punkte e geworden sein, und man hat:

c=1/[2g(cos ¢ — cos &) . 7],
g

es ist aber auch hier ds—=—dgp .r und ¢ = — d‘f”

, folglich hat

man auch fiir diesen Theil der Schwingung:
—dp.r
V[2g. (cosp —cosa).r] ’
und es mufs sich die Zeitdauer, welche das Massenelement braucht,
um von B nach dem Punkt der Ruhe ¢ zu gelangen, genau in der-
selben Weise, wie vorhin, finden.
Nennen wir 7' die Zeit einer ganzen Pendelschwingung, so ist:

00} T =2 h=— ﬂV—;— =0,5620]/r.

dt ==

Man sieht, dafs in diesem Ausdruck der Erhebungswinkel «
nicht vorkommt; es ist also die Zeitdauer einer Pendel-
schwingung unabhéingig vom Erhebungswinkel, so lange der-
selbe so klein ist, dals man die oben gemachte Substitution fiir
cos & gelten lassen kann.

Den Radius des Kreishogens » nenmnt man die Linge des
Pendels. Fiir eine Linge + ist dic Dauer der Schwingung:
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T’
T'=ax V—— 4
g

L) il V4 il s
d. h. fiir mathematische Kreispendel von verschiedener
Linge verhalten sich die Schwingungszeiten wie die
Quadratwurzeln aus den Lingen der Pendel.
Ist 7 die Dauer einer Pendelschwingung, so ist T'.n die Dauer
von nPendelschwingungen, nennen wir diese T, so hat man:

Bi=nli= nﬂ‘/—;—

folglich:

=R
02) n="T0 V£

Fiir ein Pendel von der Liinge ' hat man in derselben Zeit
die Anzahl der Pendelschwingungen:

et Vi
T T' 9

92a) n:n’:‘/—;— : V%; Slfr s s
d. h. fiir mathematische Kreispendel von verschiedenen
Lingen verhalten sich die Anzahl von Schwingungen in
ciner gegebenen Zeit umgelkehrd wie die Quadratwur-
zeln aus den Pendellingen.

Aus der Formel 90 folgt fiir 7—=1:
31,25
r= —7‘-5; = 58696 — 3,1666 Fuls.

Ein Pendel, dessen Schwingungsdauer eine Sekunde betrigt,
nennt man ein Sekundenpendel. Hiernach ist die Linge ei-
nes mathematischen Sekundenpendels:

3,1667 Fuls — 38 Zoll preufsisch,
= 0,9938 Metres.

folglich:

Pendelschwingung in einer beliehigen Kurve — Cykloidenpendel —
Tautochrone — Brachystochrone.

§ 58. Es sei allgemein (Fig. auf folg. Seite) ABC eine beliebige
Kurve, in welcher ein Massenelement sich unter dem Einfluls der
Schwerkraft bewegt. C sei ein Punkt des stabilen Gleichgewichts,
und zugleich der Anfangspunkt des Koordinatensystems, dessen eine
Axe cy mit der Richtung der Schwere zusammentfillt, also in dem
Punkte € normal zur Kurve ist, wihrend die beiden andern Axen in
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einer horizontalen, die Kurve C beriihrenden Ebene liegen. Ista der
Abstand des Punktes, in welchem das Massenelement seine Bevve-
pr gung von der Ruhe aus beginnt, so ist

= die erlangte Geschwindigkeit in dem
Augenblick, wo es den Punkt B er-
e reicht hat, dessen Abstand von der
lf{ X{B Horizontalen gleich @ ist:
o c=1"[29(a—z).]
Ist ds das Kurvenelement, so
ist auch
f =g
OF W
folglich
di = bt

VIzg(a—x)]"

Um nun die Zeit zu finden, welche das Massenelement braucht,
um von einem Punkte der Kurve bis zu einem andern zu gelangen,
mufs man diesen Ausdruck integriren, indem man ds und z von
ein und demselben Urvariablen abhiingig macht, und dann das In-
tegral zwischen den entsprechenden Grenzen nehmen. Man kann
dazu die Gleichung der Kurve benutzen. Ist dieselbe:

y=f.+C
s=q,+C,
so hat man:

ds = 1/ (de? + dy* + dz*) = da]/[1 + (df.)? + (dg.)?],
folglich ganz allgemein: ;

98)s b= = T/;?/‘/[l z (df;):: (d%)jdw —+ Const.

Gewdohnlich fithrt diese Methode, wegen des schwierigen Inte-
grals, nur schwer zum Ziele, und man sucht lieher ds aus andern
Eigenschaften der Kurve herzuleiten, wie wir es bei dem Kreis-
pendel gethan.

Von den verschiedenen Kurven, in welchen Pendelschyvingun-
gen stattfinden kénnen, hat, aufser dem Kreishogen, noch die Cy-
kloide ein besonderes Interesse.

Es sei ABC eine Cykloide, welche durch Abwickelung eines
Kreises von dem Halbmesser gleich » auf der horizontalen Linie
AX entstanden ist. Der Erzeugungskreis sei bei seiner Abwicke-
lung in die Lage gekommen, in wvelcher er eben das Kurvenele-
ment BE beschreibt; er beriihre dabei die Grundlinie 4X in d, und
indem er sich auf derselben fortyilzt, macht er zunichst, indem er
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das Element BE beschreibt, eine unendlich kleine Drehung um den
Punkt d; es ist folglich die Sehne Bd des Erzeugungskreises die
Normale fiir den Punkt B, und daher die hierzu normale Sehne Be
Tangente fiir denselben. Wo die Richtung der Normalen mit der
Richiung der Schwere zusammentfillt, ist ein Punkt des stabilen
Gleichgewichts (§ 55). Da die Erzeugungslinie horizontal
ist, so ist leicht einzusehen, dals dies der Punkt C sein miisse, wel-
cher zugleich Scheitel der Cykloide ist. Nun ist:
BIE e B sl BF - BF . Be

sin (BEE") sin (Be @) BG

Es ist aber BE=ds; BF—=dxr; BG=x; Be=1/(ed.ek)= 1/ (@r.2),

folglich hat man:
as'= dazv% 5

setzt man diesen Werth in den oben gefundenen allgemeinen Aus-
druck fiir dt, so hat man:

kS v’[zg_(—adixu 4T V(;T) : m}%;r)

r dx
R V(?) '-/;/(ax —a?)
e r e )
= — ‘/(—E) 5 arc(tang = —————21/(” £ xz))
7 ot =«
= ‘/E— . arc (cotg = ——————21/(” i xz)).
Nehmen wir dies Integral zwischen den Grenzen z=a bis z=0,

so findet man die Zeit, welche das Massenelement braucht, um von

der Ruhe aus bis zum Punkt des stabilen Gleichgevwichis in der Cy-
kloide zu fallen:

folglich:

) Es ist nimlich (Wolffs Zahlenlehre I Th. § 607. No.9):
2qx — P

? dx 1 @ b ]
/ Vmnrpe—gx®) — Vg o [tang = 2Vq . V(m - px—gx*)
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t= V%[arc(cotg = —®) —arc (cotg =+ )]

t:n‘/%.

Man sieht hieraus, dafls diese Zeit unabhiingig ist von der Or-
dinate @, oder von der Hohe desjenigen Punktes, von welchem die
Bewegung ausgeht, so dals, wenn ein Massenelement von einem
Punkie, dessen Ordinate gleich @, und ein anderes Massenelement
von cinem Punkte, dessen Ordinate ' ist, in demselben Augenblicke
zu fallen beginnen, dennoch beide zu gleicher Zeit in dem Punkte C
anlangen. Es werden also bei der Cykloide alle Bogen,
die man von irgend einem Punkte der Kurve bis zum
Scheitelpunkte rechnen kann, in gleichen Zeiten durch-
fallen, und deshalb nennt man die Cykloide in Bezug auf diese
Eigenschaft tautochronische Linie; das Kreispendel ist dagegen
nur fiir kleine Erhebungswinkel annihernd isochron.

Da die Cykloide zu beiden Seiten der Linie CY symmetrisch
ist, so lifst sich, wie beim Kreispendel, zeigen, dafs die Zeit, wel-
che das Massenelement braucht, um von C aus sich wiederum bis
zum Abstande @ von der Horizontalen zu erheben, ebenfalls gleich ¢
sein miisse. Demnach ist die Dauer einer Schwingung in
der Cykloide:

94) T:2n‘/§:n‘/§,
d. h. die Dauer der Schwingung ist ebenso grols, wie bei
einem isochron schwingenden Kreispendel, dessen Pen-
dellinge gleich dem doppelten Durchmesser des erzeu-
genden Kreises der Cykloide ist.

Denken wir die Cykloide auf einen cylindrischen Korper, des-
sen Seiten vertikal sind, dessen Grundfliche aber eine ganz belie-
bige Form haben mag, aufgewickelt, und zwar so, dafs die Grund-
linie der Cykloide in einer horizontalen Ebene bleibt, so entsteht
eine Kurve von doppelter Kriitmmung, welche aber immer noch
dieselbe Eigenschaft des Tautochronismus haben mufs, wie die
urspriingliche Cykloide, denn es ist fiir diese Kurve in dem Aus-

druck:
ds

V[2g(a — )]

fiir denselben Werth von z das Kurvenelement ds von derselben
Linge, wie bei der urspriinglichen Cykloide, es hat also d¢ densel-
ben Ausdruck, und folglich lassen sich daran dieselben Entwicke-
lungen kniipfen, welche wir eben besprochen haben.

dbi=
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Bs lifst sich ferner nachweisen *), dafs die Kurve, in welcher
ein Massenelement von einem gegebenen Punkie nach einem an-
dern, tiefer gelegenen, durch die Schwerkraft bewegt in der kiir-
zesten Zeit gelangt, ebenfalls eine Cykloide mit horizon-
taler Grundlinie ist, welche in dem Anfangspunkt des Falles
beginnt und durch den tiefer gelegenen Punkt geht. Dieser Eigen-
schaft wegen nennt man die Cykloide auch die Linie des kiirze-
sten Falles, auch Brachystochrone. Der Beweis dieser Ei-
genschaft ist nur mittelst der Variationsrechnung zu liefern, wir
miissen hier darauf verzichten, und verweisen in dieser Beziehung,
sowie in Betreff des Beweises, dafs die Cykloide mit hori-
zontaler Grundlinie die einzige Tautochrone sei, auf das
unten genannte Werk von Poisson **).

Allgemcines Gesetz fiir das Gleichgewicht eines Massenelements auf einer
Kurve.

§59. Bewegt sich ein Massenelement unter dem Ein-
fluls verschiedener Kriifte in einer beliebigen Kurve,
und ist die Resultirende aus diesen Kriften in irgend
einem Augenblick normal zur Kurve, so sind die Krifte
in diesem Augenblick im Gleichgewicht, und umgekehrt:
wenn die Krifte in irgend einem Augenblick im Gleich-
gewicht sein sollen, so mufls die Resultirende normal
zur Kurve sein.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der Darstellung in § 55, denn
fiir irgend einen Augenblick lifst sich die Resultirende als konstant
wirkend betrachten (§33) und fiir eine konstant wirkende Kraft
ist in § 55 nachgewiesen, dafs die Krifte eine Gleichgewichtslage
haben, wenn die Richtung der Resultirenden fiir einen gevwvissen
Punkt normal zur Kurve ist.

Es sei (Fig. auf folg. Seite) AB eine beliebige ebene Kurve; das
Massenelement befinde sich in @, und es wirken auf dasselbe die Drucke
ein dG, parallel mit der Axe BX und dF parallel mit der Axe BY.
Die Richtung des resultirenden Druckes ist dann zu bestimmen
durch Gleichung 59) und mit Riicksicht auf Satz 2 in § 33 durch:
dF
a6’ »
wenn « den Winkel bezeichnet, den der resultirende Druck mit

tang ¢ =

*) Vergl. Traité de Mécanique par S. D.Poisson. T.I § 285, S. 425.
**) Ebendaselbst. Tom. I. § 283. S. 422.
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der Richtung dG macht. Soll nun die Lage @ cine Gleichgewichis-
lage sein, so mufs diese Richtung des resultirenden Druckes nor-
mal zur Kurve sein, und fiir diesen Fall hat man auch:

folglich muls fiir die Gleichgewichislage immer die Gleichung statt

finden:

aF __ dy
o e

Gleichgewicht eines Massenelements auf einer rotirenden Kurve.

§ 60. Denken wir nun, dals d¢ der Druck der Schwerkraft
sei, dals die Axe BX vertikal sei, dafs die Kurve 4B um die Axe
BX gedreht werde, und dafls folglich
das Massenelement der Einwirkung der
Centrifugalkraft unterworfen sei. Da
das Massenelement sich bei jener Dre-
hung in einem Kreise bewegt, dessen
Halbmesser die Ordinate y ist, so hat
man, wenn w die Winkelgeschwindig-
keit, und n die Anzahl der Umdre-
hungen bezeichnet, welche die Kurve
in einer bestimmten Zeit T, macht, nach No. 79 und §0:

dG  4n?

Eap G8G b i BG D, B
dB =cd.. . S = it .n2g.

X

Setzt man diesen Werth in die Gleichung 95), so folgt fiir die
Gleichgewichtslage:

3 T3 e tang a,
folglich:
e i) tang o
n— E‘—‘ . V(g v i %

Nun st ar’{n—u:Xb oder gleich der Subnormalen des Punk-

tes @ in Bezug auf die Drehaxe XB. Bezeichnen wir dicse Sub-
normale Xb mit ¢, so ergiebt sich:

— T &
96) n = L. Vq..

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit der Gleichung 92), so
ergiebt sich die Zahl der Schwingungen »’ eines mathematischen Pen-
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dels, dessen Pendellinge gleich der Subnormalen ist, in derselben

Zeit: T
i g T
n _7\/.@;_,
folglich doppelt so grofs.
Hierin liegt folgendes Gesetz:
Kann ein Massenelement in einer Kurve, welche
in einer vertikalen Ebene liegt, und die sich um
eine vertikale Axe dreht unter dem Einflufs der
Schwerkraft und der Centrifugalkraft sich bewe-
gen, so ist das Massenelement im Gleichgewicht,
sobald die Anzahl der Umdrehungen, welche die
Kurve um die Axe in einer gegebenen Zeit macht,
halb so grofs ist, als die Zahl der Schwingungen
eines mathematischen, isochron schwingenden
Kreispendels, dessen Pendellinge gleich ist der,
auf der Umdrehungsaxe gemessenen Subnorma-
len desjenigen Punktes der Kurve, in welchem
das Massenelement sich befindet.

Gleichgewicht eines Massenelements aufl einer rotirenden Parabel.

§ 61. Aendert sich die Zahl der Umdrehungen, und ist auch
die Subnormale verinderlich, so wird das Massenelement sich auf
der Kurve forthewegen so lange, bis wieder die Bedingungs- Glei-
chung 96) erfiillt wird; es wird also, falls die Kurve die entspre-
chende Ausdehnung und Gestalt hat, fiir eine geiéinderte Anzahl von
Umdrehungen endlich in eine neue Lage kommen, in welcher es
wiederum im Gleichgewicht ist.

In der Praxis ist jedoch die Bedingung von Wichtigkeit, eine
solche Kurve zu bestimmen, auf welcher das Massenelement sich
zwar forthewegt, sobald die Anzahl der Umdrehungen, damit die
Centrifugalkraft dF und folglich auch die Richtung der Resultiren-
den zur Kurve sich éndert, die jedoch so beschaffen ist, dafs das
Massenelement bei dieser Fortbewegung niemals auf der Kurve ins
Gleichgewicht gelangen kann, wenn nicht die Anzahl der Umdre-
hungen in einer bestimmten Zeit wieder denselben Werth » erreicht
hat, dals aber, sobald dieser Werth wieder erreicht ist, das Massen-
element, wo es sich auch auf der Kurve befinden mag, im Gleich-
gewicht sei.

Die gesuchte Kurve mufs offenbar die Eigenschaft haben, dafs
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ihre Subnormale fiir jeden Punkt konstant sei, denn wenn
in der Gleichung:
T /2
die Subnormale ¢ konstant ist, so kann die Gleichung nicht anders
erfiillt werden, als wenn auch » einen konstanten Werth hat, so-
bald aber » diesen Werth erreicht, wird die Gleichung erfiillt, wo
auch das Massenelement sich auf der Kurve befinden mag.

Bekanntlich ist die Parabel eine Kurve, deren Subnormale
fiir die symmetrische Axe konstant gleich dem halben Parameter
ist. Es folgt daher fiir die gesuchte Parabel die Gleichung:

@* =24qy,

und wenn man ¢ aus der Gleichung 96) entwickelt und hier ein-
setzt :

mz—.lez'g
% %

Bezeichnet » die Anzahl der Umdrehungen in einer Minute,
so hat man 7, = 60, und nach Ausrechnung der Zahlenwerthe:

97) o2 =5684,115 . 2.

Hierdurch ist die Parabel bestimmt; die Rotationsaxe ist die
Axe der X.

Gleichgewicht eines Massenelements auf einem rotirenden Kreisbogen.

§ 62. Ist die Kurve AB, in welcher sich das Massenelement

bewegen kann, ein Kreisbogen, dessen Halbmesser — r ist, und

<’ welcher um seinen Durchmes-

X ser rotirt, so driickt sich die
) Subnormale aus durch:

q = r.cosq,
7 und da » fir jeden Punkt kon-
stant ist, so findet man, indem

A, k. 1 man diesen Werth von ¢ in die
. - ( Gleichung 96) einsetzt:
2 el b VU 1
m{ o n=g V£V 0
vy V 8 Es entspricht daher jeder An-
B zahl von Umdrehungen in einer

~ bestimmten Zeit ein bestimmter Winkel «, welcher der Erhebungs-
winkel oder Ausschlagswinkel heilst. Aendert sich die An-
zahl der Umdrehungen, so wird auch der Ausschlagswinkel geiin-



b. Wirkung mehrer mechanischen Krifte auf ein Massenelement. 81

dert, das Massenelement kann dann bei einer geéinderten Umdre-
hungszahl ins Gleichgewicht kommen, aber nothwendiger Weise in
einer andern Lage, und dies bedingt einen wesentlichen Unter-
schied mit dem eben betrachteten Fall (§ 61), wo sich das Massen-
element in einer Parabelbahn bewegte.

Hat der Winkel « zugenommen bis «', so ist die Entfernung
des Massenelements von der Horizontalen um

@' — o = r(cos &' — cos )
gewachsen.

Der hier besprochene Fall setzt voraus, dals der Mittelpunkt
des Kreises, in welchem das Massenelement steigen und fallen kann,
in der Rotationsaxe liege. Diese Annahme ist keineswegs noth-
wendig. Denken wir, es sei X' B' die Rotationsaxe, wihrend
XB eine andre vertikale, durch den Mittelpunkt des Kreishogens AB
gehende Axe vorstelle. Der Abstand der Axe X'B’ von XB sei a.
Fiir irgend eine Lage des Massenelements in « ist nun die Subnor-
male auf der neuen Axe:

g=—ae=r.cosa—a.cotgw,

und folglich:

o

99) ne= LYl &

27 ' r.cosa—a.cotgo’

Bei dieser Anordnung #ndert sich die Subnormale nicht in
demselben Sinne, in welchem der Cosinus des Erhebungswinkels
sich indert. Es ist denkbar, dafs, wihrend sich der Winkel «
wachsend bis ¢’ éindert, die Aenderung der Subnormale dufserst ge-
ring sein, dafs also fiir die Lagen des Massenelements in dem Bo-
gen o — ¢ die Subnormale fast einen konstanten Werth haben
konne, und dafs mithin fiir diese Lagen der Kreishogen, welcher
um eine Sehne rotirt, niiherungsweise dieselben Eigenschaften ha-
ben konne, welche die Parabel, die um ihre symmetrische Axe
rotirt, fiir alle Lagen des Massenelements hat. Es wird dabei
wesentlich auf die Entfernung ¢ der Rotationsaxe von dem Mittel-
punkt des Kreisbogens ankommen, und wir wollen, da dieser Ge-
genstand von praktischer Wichtigkeit ist, untersuchen, wvelchen
Werth @ haben miisse, damit fiir die Lagen des Massenelements in
dem Bogen von &’ — & die Subnormale nahezu konstant bleibe.

Fiir den Erhebungswinkel « ist die Subnormale:

qg=—r.coso—a. colga,
und fiir den Erhebungswinkel ¢’ hat sic den Werth:
¢ =r.cosa' —a. cotga

IL 6
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Wenn nun die Subnormale fiir den Ausschlagswinkel o den-
selben Werth hat, als fiir ¢/, so kann sie zwar fiir jeden zwischen
« und e’ liegenden Winkel einen andern Werth haben, allein sie
wird, indem sich der Winkel von « bis & dndert, sich nur in der
Weise #ndern konnen, dafs siec um eben soviel wiichst, als sie
abnimmt, so dafs also ihr mittler Werth derselbe bleibt. Wir
setzen demmach:

==l Py cosa—a.cotga=r.cose —a.colge,
folglich:
’
€0S v — COS o
M) g1 cotg o — cotg o

7. B. es soll das Massenelement, wiihrend es den Bogen von
30 Grad bis 45 Grad durchliuft, nahezu eine konstante Subnormale
haben, wie weit mufs die vertikale Sehne, um welche der Kreishogen
rotirt, von dem Durchmesser desselben entfernt sein.

Es ist:
cos 30° — cos 457
cotg 30" — cotg 45°

a=0,217r.

Fs ist dann die Subnormale:
g=r.cose—a. cot.ga
—r(cos & — 0,217 cotg e,

a =

also fiiv:
30° ¢ = 0,4901r
320 ¢ = 0,5007r
34° ¢ =0,5073r
36° ¢ = 0,5103~
3710 ¢ = 0,51067
38° ¢ = 05103r
40° ¢ = 0,5074r
42° ¢ = 0,5021r
44° ¢ = 0,4946r
45° ¢ = 0,4901r.

Die grofste Differenz der Subnormalen betriigt also nur circa
0,027, und da sich die Umdrehungszahlen umgekehrt verhalten, wie
die Quadratwurzeln aus den Subnormalen (No. 96), so wird, with-
rend das Massenelement auf diesem Bogen sich befindet, die Zahl
der Umdrehungen, bei welchen es im Gleichgewicht ist, héchstens
0,5106
0,4901

zwischen » und ”V = 1,02n variiren konnen.
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Es ist iibrigens hervorzuheben, dafs diese Betrachtungen .nur
zuléissig sind, wenn @ positiv ist, d. h. wenn die Rotationsaxe zwi-
schen dem Mittelpunkt des Kreishogens und dem Massenelement an-
genommen wird. Nimmt man sie auf der entgegengesetzten Seite,
so ist immer:

g=r.cosa -+ a.colga

a
o7 e 06(1‘ +]/(1 — COSO‘2));
es #ndert sich also ¢ in demselben Sinn, wie cos «, und es kon-
nen daher nie fiir zwei Winkel von verschiedenen Cos. gleiche
Subnormalen statt finden.

¢) Wirkung mehrer mechanischen Krafte auf ein festes
System von Massenelementen.

Festes System.

§ 63. Unter einem festen System von Massenelemen-
ten verstehen wir zwei oder mehre Massenelemente, welche in fe-
ster Verbindung (Th. I. § 3) mit einander stehen, die folglich mit
einander so zusammenhingen, dals sich keines unabhingig von
dem andern bewegen kann, und deren Abstand unter einander daher
stets unverindert bleibt, wie sich auch der Abstand der einzelnen
Elemente von andern, nicht zu dem System gehorigen Punkten in-
dern mag (§ 12).

Jeder feste Korper stellt hiernach ein festes System von Mas-
senclementen dar, so lange man von der Forminderung, welche er
durch #ufsere Krifte erleiden kann, absieht.

Ein Massenelement, welches sich vollkommen unabhingig
von andern Massenelementen bewegen kann, welches also keinem
festen System angehort, nennen wir frei.

Innere Krifte eines festen Systems — Festigkeit.

§ 64. Wirkt eine Kraft auf ein zu einem festen System geho-
riges Massenelement, so hat sie im Allgemeinen das Bestreben, den
Abstand desselben von den iibrigen Elementen des Systems zu &n-
dern; da aber eine solche Aenderung nicht statt finden kann, so
lange das System ein festes bleiben soll, so mulfs dies Bestreben
durch eine Gegenkraft aufgehoben werden. Es mufls also der
Druck der duflserlich auf das Massenelement wirkenden Kraft
durch einen Gegendruck, welcher dem ersten der Gréfse nach
gleich aber der Richtung nach entgegengesetzt ist, im Gleichgewicht

6 *
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gehalten werden (§19). Diesen Gegendruck schreiben wir analog
der Betrachtung in § 36 einer innern Kraft des Systems zu.
Wir nennen diese innere Kraft die Festigkeit des Systems.

Unter der Festigkeit eines festen Systems verstehen
wir also iberhaupt diejenigen Kriifte, welche sich der
Aenderung des gegenseitigen Abstandes der einzelnen
Elemente des Systems entgegensetzen.

Die Festigkeit eines Systems wird durch jeden #ufsern Druck,
welcher auf dasselbe wirkt, in Anspruch genommen, sie ist immer
als eine diesem Druck gleich grofse, aber in entgegengesetzter Rich-
tung wirkende Reaktion anzusehen, welche in dem Punkte wirk-
sam zu denken ist, in welchem die Richtung des dufsern Druckes
das System trifft. Von der Richtung dieses Druckes gegen die
Elemente des festen Systems, und von der Lage und der Beschai-
fenheit dieser letzten ist es abhiingig, in welcher Weise auch die
iibrigen Punkte des Systems sich an der durch jenen iufsern Druck
hervorgerufenen Reaktion betheiligen. Jenachdem diese Betheili-
gung eine verschiedene ist, pflegt man der Festigkeit verschiedene
Bezeichnungen beizulegen, als absolute, relative ete. (Vergl. L
S.193). Sind die #ufsern Drucke so grofs, dafs die innern Krifte
des Systems ihnen nicht mehr das Gleichgewicht halten kénnen, so
erfolgt eine Aenderung des gegenseitigen Abstandes der einzelnen
Elemente, oder mit andern Worten eine Formiinderung des Sy-
stems. Bei dieser Forminderung nehmen zuweilen die innern
Krifte des Systems zu, und es tritt dann in gewissen Fillen end-
lich ein Augenblick ein, in welchem sie den i#ufsern Kriften wie-
derum das Gleichgewicht halten. Hort die Wirkung der iiufsern
Krifie auf, so stellt sich die urspriingliche gegenseitige Lage der
Elemente entyweder vollkommen, oder theilweise, oder gar
nicht wieder her. Man sagt dann, das System sei vollkommen,
unvollkommen elastisch, oder unelastisch. Sind die sufsern
Krifte so grofs, dafs die innern Krifte des Systems ihnen iiber-
haupt nicht das Gleichgewicht halten konnen, so erfolgt eine Zer-
storung des festen Systems, entweder nachdem zuvor eine Formver-
inderung mit Zunahme der innern Krifte in der eben besprochenen
Weise statt gefundenen hat (zihes System), oder, ohne dals vor-
her irgend welche Formverinderung erfolgt ist (sprédes Sy-
stem). ;
Bei den folgenden Untersuchungen dieses Abschnittes setzen
wir immer voraus, dafs wir es mit einem absolut festen System
zu thun haben, abstrahiren also ganz von der Moglichkeit einer Form-
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verinderung, oder einer Zerstorung des Systems durch die auf das-
selbe wirkenden Krifte.

Allgemeine Gesetze fiir die Bewegung eines festen Systems. — Fortschreitende
und drechende Bewegung.

§ 65. Bewegt sich ein festes System unter dem Einflufs belie-
biger Krifte, so haben entweder alle Massenelemente desselben
gleiche Geschwindigkeit, oder sic haben verschiedene Ge-
schwindigkeiten, doch stehen in diesem Fall die Geschwindigkeiten
in einem bestimmten abhiingigen Verhiltnifs zu einander; denn, da
die Elemente des Systems ihren gegenseitigen Abstand nicht dndern
konnen, so kann das Wegelement eines Massenelementes in einem
Zeitelement nicht unabhiingig sein von dem Wegelement, vwelches
jedes der anderen Massenelemente in derselben Zeit zuriicklegt.

Sind die Geschwindigkeiten aller Massenelemente
in einer gewissen Zeit unter sich stets gleich grofls und
haben sie auch einerlei Richtung, so schreiten die simmt-
lichen Massenelemente in parallelen geraden Linien fort,
und umgekehrt. Sind dagegen die Geschwindigkeiten der ein-
zelnen Massenelemente withrend einer gewissen Zeit nicht gleich
grofs, oder sind sie zwar gleich grols, aber ihre Richtungen sind
entgegengesetzt, so bewegen sich simmiliche Massenelemente in
Kurven. Da aber die Massenclemente dabei ihren gegenseitigen
Abstand nicht #ndern diirfen, so miissen auch die in irgend einem
Augenblick von ihnen beschriebenen Kurvenelemente iiberall den-
selben Abstand von einander behalten, also entweder diquidistant
sein, oder zusammenfallen. Dies ist nicht anders denkbar, als
wenn die gleichzeitig durchlaufenen Kurvenelemente simmitlich aus
cin und demselben Punkte beschrieben werden konnen, wobei je-
doch nicht ausgeschlossen bleibt, dals dieser Punkt in demselben
Zeitelement selbst fortriickt. Denn: denken wir uns irgend ein
Massenelement des Systems, und es sei der Weg desselben in dem
betrachteten Zeitelement irgend ein beliebiges Kurvenelement, den-
ken vwvir uns sodann den Mittelpunkt des Kriimmungskreises dieses
Kurvenelements, und nehmen an, dieser Mittelpunkt sei mit dem
System fest verbunden, so diirfen die Abstinde aller itbrigen Mas-
senelementie von diesem fest verbundenen Punkte sich bei der Be-
wegung nicht indern. Nun erscheint aber der Mittelpunkt jenes
Kriimmungskreises fiir den Augenblick, in welchem jenes zuerst be-
trachtete Massenelement sein Kurvenelement durchliuft, als fester
Punkt, um welchen die Drehung erfolgt, und da alle iibrigen Mas-
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senclemente in demselben Augenblick ihren Abstand von jenem Mit-
telpunkt nicht éndern diirfen, so miissen sie unter allen Umstiinden
in diesem Augenblicke Bogenelemente aus demselben Mittelpunkt
beschreiben. Aber die Massenelemente diirfen auch ihren Abstand
unter einander nicht dndern. Dazu gehort zweierlei, nimlich:

a) die Bogenelemente, welche die einzelnen Massenelemente bei
jener Bewegung beschreiben, miissen entweder in ein und
derselben Ebene, oder in parallelen Ebenen liegen,
und

b) die Bogenelemente miissen simmtlich mit derselben Win-
kelgeschwindigkeit durchlaufen werden. Dies lilst sich
leicht einsehen, wenn man beachtet, dafs, falls diese beiden
Bedingungen fiir irgend ein Element nicht erfiillt werden,
dasselbe nothwendiger Weise eine Verschiebung gegen die
iibrigen erleiden wverde.

Denken wir nun die Ebene des Kriimmungskreises fiir das zu-
erst betrachtete Bahnelement, so miissen alle iibrigen Bahnelemente
nach der Bedingung a) entweder in dieser Ebene, oder in solchen
Ebenen liegen, welche mit derselben parallel sind. Errichten wir
im Mittelpunkt des zuerst betrachteten Kriimmungskreises eine Nor-
male zu der Ebene desselben, so erscheinen offenbar im Allgemei-
nen die Wegelemente simmtlicher Massenelemente als Bogen, wel-
che den Peripherien der Grundflichen von Kegeln angehiren, de-
ren gemeinschaftliche Axe die eben betrachtete Normale, deren ge-
meinschaftliche Spitze der Mittelpunkt des zuerst betrachteten Kriim-
mungskreises ist, und deren Grundfliichen in jenen parallelen Ebe-
nen liegen. Das heilst nichts anders, als es fallen die Wegele-
mente simmtlicher Massenelemente mit Kreisbogen zusammen, wel-
che aus den Punkten beschriecben werden, in welchen jene Nor-
male die betreffenden Parallelebenen schneidet. Die Kreise, mit
deren Bogen die Wegelemente zusammenfallen, sind aber auch die
Kriitmmungskreise der Wegelemente, und es folgt daraus, dals die
Mittelpunkte simmtlicher Kriimmungskreise der einzel-
nen Wegelemente nicht nur in parallelen Ebenen, son-
dern auch in ein und derselben geraden Linie liegen
miissen, welche normal ist zu jenen parallelen Ebenen.
Diese gerade Linie heilst die Drehungsaxe des Systems. Da
iibrigens das zuerst betrachtete Massenelement ein beliebiges war,
so mufs der Mittelpunkt des Kriimmungskreises jedes anderen Mas-
senelementes dieselben Eigenschaften haben, und schon hieraus folgt
der eben entwickelte Satz, denn nur in dem Fall, wo die Mittel-
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punkte simmilicher Kriimmungskreise in derselben geraden Linie
liegen, lassen sich simmtliche Wegelemente als Bogenstiicke von
den Peripherien der Grundflichen normaler Kegel auffassen, deren
gemeinschaftliche Axe diese gerade Linie, und deren gemeinschaft-
liche Spitze ein beliebiger Punkt dieser geraden’ Linie ist.

Im niichsten Augenblick kann der Punkt, aus welchem wir die
simmtlichen Wegelemente beschrichen dachten, noch derselbe sein,
oder er kann seine Lage geiindert haben, d. h. jener Punkt kann,
withrend die Massenelemente des Systems um ihn eine Drehung
machen, selbst fortriicken. Geschieht dies Fortriicken immer in der-
selben Ebene, in welcher der zuerst betrachtete Kriimmungskreis
liegt, so beschreibt das zuerst betrachtete Massenelement, und folg-
lich auch alle iibrigen cbene Kurven. Die Drehungsaxe des
Systems riickt dabei parallel mit ihrer urspriinglichen Lage fort.
Schreitet der Punkt, um welchen wir die Drehung erfolgend den-
ken, so fort, dafs er nicht stets in jener Ebene bleibt, so beschrei-
ben simmiliche Massenelemente Kurven von doppelter Kriimmung,
dabei schreitet die Axe so fort, dafs sie fortwiihrend andere Win-
kel mit ihrer urspriinglichen Lage macht.

Aus diesen Darstellungen folgt nun folgendes Geselz:

Wenn ein festes System sich bewegt, und die Ge-
schwindigkeiten der einzelnen Massenelemente
sind der Richtung und Griéfse nach in irgend ei-
nem Augenblick mieht gleich, so lifst sich die
Bewegung immer so auffassen, als ob simmtliche
Massenelemente in diesem Augenblick eine Dre-
hung um ein und dieselbe Axe mit derselben
Winkelgeschwindigkeit und in parallelen Ebe-
nen machten, wihrend diese Axe gleichzeitig
nach irgend einem Gesetz fortriickt. Esist da-
bei nicht ausgeschlossen, dafs eine dieser bei-
den Bewegungen Null sein konne.
Ferner ergeben sich folgende Gesetze:

1) Ist der Weg, welchen ein Massenclement macht, gegeben,
und ist auch die Lage der iibrigen Massenelemente des Sy-
stems gegen dieses Element bekannt, so ist der Weg aller
iibrigen Massenelemente bestimmt;

2) Aendert sich in irgend einem Augenblick die Geschwin-
digkeit eines Massenclements des festen Syslems, so indern
sich gleichzeitig die Geschwindigkeiten aller iibrigen Lle-
mente, und
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3) Bleibt in irgend einem Augenblick die Geschwindigkeit ir-
gend eines Elements des festen Systems ungeiindert, so
bleibt die Geschwindigkeit aller iibrigen Elemente des Sy-
stems ungeindert.

Aus dem oben entyickelten Gesetz ergiebt sich, dals wenn ein
festes System in Bewegung ist, im Allgemeinen jedes Massenelement
gleichzeitig zwei Bewegungen mache, nimlich:

1) eine drehende Bewegung um eine gemeinschaftliche Axe
mit einer allen Massenelementen gemeinschaftlichen Winkel-
geschwindigkeit, und

2) eine fortschreitende Bewegung, welche alle Massenele-
mente mit der Axe gemeinschaftlich besitzen, und deren Weg-
elemente fiir alle Massenelemente gleich grofs und parallel sind.

Diese beiden gleichzeitig erfolgenden Bewegungen konnen wir
immer hervorgebracht denken durch Krifte, welche auf die einzel-
nen Massenelemente in entsprechenden Richtungen wvirken, und in-
dem wir den Grundsatz 1. des § 24 anwenden, konnen wir diese
beiden gleichzeitig erfolgenden Bewegungen auch so auffassen, als
ob sie innerhalb der Dauer eines Zeitelementes nach einander statt
finden, wobei es dann gleichgiltiz ist, ob wir die fortschrei-
tende Bewegung oder die drehende Bewegung als die zuerst
erfolgende ansehen wollen.

Angriffspunkt einer Kraft. — Auf ein festes System angebrachte, und in
einem festen System thitige Krifte.

§ 66. Es ist hier ein sehr wesentlicher Unterschied hervorzu-
heben, welcher zwischen der Bewegung eines freien Massen-
elements und der Bewegung eines Massenelements, welches einem
festen System angehort, stait findet. Ein freies Massenele-
ment kann den Kriften, die auf dasselbe wirken, immer frei fol-
ge und die Bahn desselben ist daher nur von diesen Kriften ab-
hiingig (vergl. § 37. S. 42); ein Massenelement, welches einem fe-
sten System angehort, kann dagegen nicht der Einwirkung der
Krifte, welche dasselbe in Anspruch nehmen, frei folgen, sondern
seine Bahn ist auch bedingt durch den Zusammenhang mit den iibrigen
Elementen desselben Systems, und es ist durch diesen Zusammenhang
gezwungen, jenen oben angedeuteten Bewegungsgesetzen zu folgens
Wie also auch die Kriifte beschaffen sein mogen, die auf die ver-
schiedenen Massenelemente eines festen Systems wirken, das Resul-
tat ihrer Wirkung wird immer jene fortschreitende und gleichzeitig
drehende Bewegung der cinzelnen Massenelemente sein.
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Derjenige Punkt eines festen Systems, in vvelchem wir eine
Kraft wirksam denken, heifst der Angriffspunkt dieser Kraft.

Denken wir uns beliebige Kriifte in verschiedenen Angriffs-
punkten auf ein System wirkend, und denken wir, dafs durch den
Einflufs dieser Krifte das System sich bewegt, so wird dieselbe
Bewegung auch hervorgebracht werden kénnen, wenn anstatt jener
in den verschiedenen Angriffspunkten wirkenden Krifte an-
dere Krifte in jedem einzelnen Massenelement des Systems
thiitig wviiren; nimlich solche Krifte, vwelche jedem Massenelement
withrend des betrachteten Zeitelementes zuerst eine bestimmte fort-
schreitende und dann eine bestimmte drehende Bewegung (oder
auch in umgekehrter Folge) ertheilen. Wir kénnen also immer
fiir die Wirkung der in verschiedenen Angriffspunkten beliebig auf
das System wirkenden Kriifte zwei Reihen anderer Krifte substitui-
ren (§ 35. No. 3), die in jedem einzelnen Massenelement als thitig
zu denken sind, so dafs die eine Reihe von Kriften jedem Massen-
element eine gemeinschaftliche mit gleicher Geschwindigkeit und in
parallelen Richtungen erfolgende fortschreitende Bewegung ertheilt,
wiihrend die andere Reihe von Kriften jedem Massenelement eine
Drehung um' eine gemeinschaftliche Axe mit derselben Winkelge-
schwindigkeit, und in einer zu dieser Axe normalen Ebene ertheilt.

Die beliebigen in verschiedenen Angriffspunkten des festen Sy-
stems wirkenden Kuifte nennen wir ,auf das System wir-
kende oder angebrachte Kriifte“, und wenn wir fir die-
selben in der eben angedeuteten Weise andere Krifte substituiren,
die in jedem einzelnen Massenelement thitig gedacht, demselben die
Bewegung ertheilen wiirden, welche es wirklich erleidet, so nen-
nen wir diese substituirten Krifte ,die in dem System thiti-
gen oder lebendigen Krifte“ Die in dem System thitigen
Krifte lassen sich immer zerlegen in die Krifte der fortschrei-
tenden und in diejenigen der drehenden Bewegung.

Nun kénnen wir nach § 35 und 36 und nach § 64 den Fall
immer so auffassen, als wiirden simmtliche auf das feste Sy-
stem angebrachte Krifte durch innere Krifte des Sy-
stems, die ihnen der Richtung nach gleich, aber entge-
gengesetzt sind, im Gleichgewicht gehalten, und als
wirkten die in dem System thitigen Krifte allein frei
auf die einzelnen Massenelemente ein.

Um nun die Gesetze, nach welchen die Wirkung von Kriften
auf ein festes System erfolgt, zu ermitteln, wollen wir zuniichst die
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auf ein System angebrachten Krifte, dann die in dem System
thétigen Krifte einer niihern Betrachtung unterzichen.

Von den auf ein festes System angebrachten Kriften.

Vollkommenes, unvollkommenes Gleichgewicht — Gegenkraft, Mittel-
kraft (Resultivende) mehrer auf ein festes System wirkenden Krifte.

§ 67. Wirken beliehige Krifte anf ein festes System, so er-
theilen sie im Allgemeinen jedem Punkte desselben, wie wir oben
gesehen haben, eine fortschreitende und eine drehende Bevwegung.
Wir sagen, die Kriifte, welche auf ein System wirken, seien in ir-
gend einem Augenblick in vollkommenem Gleichgewicht,
wenn sie dem System keine Bewegung, oder den einzelnen Mas-
senelement keinen Geschwindigkeitszuwachs in diesem Augenblick
ertheilen. Wenn dagegen die Krifte dem System zvwar keine fort--
schreitende, aber eine drehende Bewegung ertheilen, oder wenn sie
zyvar keine drehende, aber eine fortschreitende Bewegung bewirken,
so sagen wir, es finde theilweises oder unvollkommenes
Gleichgewicht statt, und bezeichnen den erstgenannten Fall als
Gleichgewicht gegen fortschreitende, den andern Fall als
Gleichgewicht gegen drehende Bewegung.

Sind mehre Krifte, welche auf ein System wirken, nicht im
Gleichgewicht, und es kann eine neue Kraft auf das System wir-
kend gedacht werden, durch deren Einwirkung Gleichgewicht statt
finden wiirde, so nennen wir diese Kraft die Gegenkraft des Sy-
stems von Kriiften. Denken wir in dem Angriffspunkt der Gegen-
kraft eine Kraft wirkend, welche derselben der Richtung nach gleich
aber entgegengesetzt ist, so nennen wir diese die Mittelkraft, oder
die Resultirende des ganzen Systems; denn offenbar vviirde
die Wirkung der einzelnen in den verschiedenen Angriffspunkten
wirkenden Krifte durch' die ‘Wirkung dieser Mittelkraft substituirt
werden konnen, das heilst, es wiirde die Wirkung auf das feste
System dieselbe bleiben, wenn wir anstatt der einzelnen Krifte die
Mittelkraft in dem bestimmten Angriffspunkt allein wirksam denken.

Es folgt aus dieser Darstellung jedoch durchaus nicht, dafs fiir
jedes feste System, auf welches beliebige Kriifte einwirken, jedes-
mal nur eime Mittelkraft wirklich denkbar sei; es kann viel-
mehr die fortschreitende Bewegung des Systems eine andere und
in einem andern Angriffspunkt wirksame Gegenkraft bedingen, als
die drehende Bewegung, ja es lifst sich oft die drehende Bewe-
gung, welche die Kriifte dem System ertheilen, gar nicht durch eine
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einzige Gegenkraft im Gleichgewicht erhalten. Wir konnen dem-
gemiifs unterscheiden eine Resultirende der fortschreitenden
Bewegung, und eine Resultirende der drehenden Bewe-
gung des Systems, indem wir unter jener cine solche Kraft ver-
stechen, die, wenn sie in entgegengesetzter Richtung in ihrem An-
griffspunkte wirkte, Gleichgewicht gegen fortschreitende Bewegung,
und unter der letztgenannten eine solche Kraft verstehen, welche,
wenn sie an ihrem Angriffspunkt in entgegengesetzter Richtung
wirkte, Gleichgewicht gegen drehende Bewegung herstellen vviirde.

Grundsiitze fir dic Wirkung mehrer auf ein festes System angebrachten
Krifte.

§ 68. Bevor wir auf die Bestimmung der Resultirenden der
Grofse und Richtung nach eingehen, stellen wir zuniichst folgende
Grundsiitze auf:

1) Wenn die simmtlichen auf ein festes System wir-
kenden Krifte in ihren Angriffspunkten einzeln im
Gleichgewicht sind, so ist das ganze System im voll-
kommenen Gleichgewicht.

In diesem Falle ist nimlich iiberhaupt keine mechanische Wir-
kung auf irgend einen Punkt des Systems vorhanden.

2) Wenn die auf ein festes System wirkenden Kriifte in ihren
Angriffspunkien nicht im Gleichgewicht sind, so erfolgt Bewegung
des ganzen Systems; die Angriffspunkte der Kriifte legen dabei in
irgend einem Augenblicke gewisse Wegelemente zuriick; soll nun
die Gegenkraft im Stande sein, in dem System Gleichgewicht her-
zustellen, so mufs nach den ersten Prinzipien von der Wirkung
der Krifte, die Wirkungsgrofse der Gegenkraft gleich und entge-
gengesetzt sein der Summe simmtlicher Wirkungsgrofsen, welche
sich bilden, indem man in jedem Angriffspunkt den resultiren-
den Druck (§46. S.54) der in demselben wirkenden Krifte fiir
die Richtung, nach welcher die Bewegung des Angriffspunktes er-
folgt, bestimmt, und diesen Druck mit dem Wegelemente, welches
der Angriffspunkt bei der Bewegung durchliuft, multiplicirt (§ 22.
S. 27). Dabei ist wohl zu beachten, dals jedes Produkt negativ
zu nehmen ist, fiic welches der Weg, den der Angriffspunkt durch-
lduft, der Richtung, in welcher der resultirende Druck fiir diesen
Angriffspunkt wirkt, entgegengesetzt ist, vorausgesetzt nimlich, dafs
man diejenigen Produkte positiv nimmt, fiir welche die Richtung
des resultirenden Drucks mit der Richtung, in welcher die Bewe-
gung erfolgt, zusammenfillt.
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Dieses wichtige Gesetz haben wir hier als Grundsatz aufge-
stellt. Es bedarf auch in der That keines Beweises, da es unmit-
telbar aus der Beirachtung fliefst, dafs die Wirkung irgend einer
Kraft nur durch eine eben so grofse und entgegengesetzte Wirkung
aufgehoben werden kann, dafs ferner, wenn das System eine Be-
wegungsinderung erfiithre, dies nur durch die in den ecinzelnen An-
griffspunkten wirksamen Krifte geschehen konne; und dafs endlich
die Wirkungsgrofsen dieser Kriifte nach den Richtungen hin, nach
welchen sie ihre Angriffspunkte wirklich bewegen, sich summiren
miissen.

Anwendung des Prinzips der virtuellen Wege auf Krifte, die auf ein
festes System wirken.

§ 69. Bezeichnet nun K den Druck der Resultirenden fiir ir-
gend eine der Bewegungen, welche das System annehmen kann;
ds das Wegelement, welches der Angriffspunkt dieses Drucks durch-
laufen mufs, K', K", K" .... seien die resultirenden Drucke fiir ver-
schiedene Angriffspunkte nach der Richtung, in welcher die Bewe-
gung des Systems erfolgt, und ds’, ds", ds" seien die Wegelemente,
welche sie bei dieser Bewegung durchlaufen, so ist offenbar in Folge
des Gesetzes No. 2 in § 68:

101) K.dS=K'.ds'+ K".ds"+ K" . ds" + ... = Z(K'.ds),
folglich:
1012) I (K'ds') — K.dS=0,

welche Gleichung den Fall des Gleichgewichts bezeichnet, indem
— K. dS das Leistungselement der Gegenkraft ausdriickt. — Diese
Gleichungen gelten iibrigens ganz allgemein, sowohl wenn das
System eine fortschreitende Bewegung erfihrt, als auch fiir
eine drehende Bewegung, wenn nimlich dS, ds’..... die un-
endlich kleinen Wege sind, welche durch Drehung durchlaufen
werden, und welche immer fiir ein Zeitelement als geradlinigt be-
trachtet werden konnen.

Nun lifst sich aber fiir jeden Angriffspunkt das Gesetz der vir-
tuellen und reellen Wege anwenden § 46. S. 54. Nehmen wir néim-
lich in der Richtung der resultirenden Drucke, welche in den ver-
schiedenen Angriffspunkten wirksam sind, beliebige Abstinde von
den Angriffspunkten selbst, und es seien ', a”, a”.... diese Abstéinde,
denken wir nun, K' sei der resultirende Druck von einer Menge
anderer Drucke K',, K',, K',, .. .., die in demselben Angriffspunkte
wirken, und wir projiciren den Abstand ¢’ auf die Richtungen die-
ser Drucke, so dals o, @, @, .... die Projektionen werden; mit
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den iibrigen Drucken, welche in den andern Angriffspunkten vyir-
ken, machen wir es ebenso, dann folgt nach Gleichung 82):
Kd=Kd+Kd +K,d, +....=2(Kd),

{HEES KI’ al’
X _2( a )’
setzen wir diesen Werth in die Gleichung 101), so folgt:
¢ A vy de!
102) K.ds=3(K'd,. =3).

Da der Abstand @' ein beliebiger ist, so kénnen wir auch ¢'=ds/,
d. h. wir konnen @' fiir jeden Angriffspunkt gleich dem Wegele-
ment dieses Angriffspunkts nehmen, bezeichnen wir dann die Pro-
jektion des Wegelements ds’ auf die Richtung der verschiedenen
in demselben Angriffspunkt wvirkenden Krifte mit ds’,, ds’,..., so
folgt:
103) K.dS=3(K/ds').

Diese Gleichung lehrt das Prinzip der virtuellen Wege auf
Kvriifte anwenden, welche auf ein festes System wirken. Sie heilst
in Worten:

Wenn auf ein festes System beliebige Kriifte ein-
wirken, und das System erleidet in irgend einem
Augenblick eine unendlich kleine Bewegung,
gleichviel wie dieselbe beschaffen ist, so ist das
Produkt aus dem Druck der Resultirenden in
das Wegelement ihres Angriffspunkts gleich der
Summe der Produkte, welche man erhilt, indem
man jeden einzelnen Druck, der auf das System
wirkt, multiplizirt mit der Projektion des Weg-
elements (welches sein Angriffspunkt bei dieser
Bewegung durchliunft) auf die Richtung des Druk-
kes; wobei die Vorzeichen nach §49 zu bestim-
men sind.

Fiir den Zustand des Gleichgewichts gilt die Gleichung 101a):

3(K'ds') —K.dS=20,
oder da KdS hier keine andere Rolle spielt, als K’'ds’ etc. auch:
104) X (K.dS) =0,
und es folgt, wie sich fiir diesen Fall sehr leicht entwickeln Iifst,
das Gesetz in folgender Form:
Wenn auf ein festes System beliebig viel Krifte
wirken, und dieselben sind im Gleichgewicht, so
mulfls, wenn man dem ganzen System eine belie-
bige unendlich kleine, sei es fortschreitende
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oder drehende Verriickung ertheilt, die Summe
der Produkte, welche gebildet werden, indem
man jeden einzelnen Druck mit der Projektion
des Wegelements (welches sein Angriffspunkt bei
dieser Verriickung durchliuft) auf die Richtung
der einzelnen Drucke multiplizirt, gleich Null
sein.

In allen Fillen, wo die in endlichen Zeiten durchlaufenen Wege
der Angriffspunkte sich verhalten, wie die unendlich kleinen
Wege, gilt das Gesetz auch fiir endliche Verriickungen des festen
Systems.

Suchen wir nunmehr die eben entwickelten allgemeinen Ge-
seize auf besondere Fille anzuwenden, und daraus Folgerungen zu
ziehen, welche in vielen Fillen die Betrachtung vereinfachen.

Bedingungen des Gleichgewichtes fiir Krifte, die auf ein festes System
wirken.

§ 70. Wirken beliebig viele Krifte auf ein festes System, und
es soll vollkommenes Gleichgewicht statt finden, so miissen nach
§ 67 zwei Bedingungen erfiillt werden:

1) Es mufs fir jede fortschreitende Bewegung die Leistung
der Resultirenden Null sein; und:

2) Es mufs fiir jede drehende Bewegung die Leistung der Re-
sultirenden Null sein.

Es mufs also die Gleichung 104) sowohl fiir jede fortschrei-
tende Bewegung, als auch fiir jede drehende Bewegung erfiillt
werden. Wird nur eine von beiden Bedingungen erfiillt, so ist
unvollkommenes Gleichgewicht vorhanden.

Sind beliebige Kriifte, die auf ein festes System wir-
ken, im Gleichgewicht, so lifst sich jede als die Gegen-
kraft aller iibrigen ansehen. (Vergl. §. 35. No. 2).

Um zu zeigen, dafs die Leistung fiir jede beliebige Richtung in
Bezug auf fortschreitende Bewegung gleich Null ist, geniigt es,
zu zeigen, dafs sie fiir drei zu einander normale Richiungen gleich
Null ist, und um zu zeigen, dafs die resultirende Leistung fiir jede
beliebige Drehung gleich Null sei, geniigt es zu zeigen, dafs
sie fiir drei zu einander normale Axen gleich Null sei. (Vergl. §48.
S. 58).

Wenn nach irgend einer Richtung keine fortschreitende
Bewegung statt finden soll, so mufs, wenn K, Kbl 35 die
resultivenden Drucke fiir diese Richtung, ds, ds’, ds”... aber die
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Wegelemente sind, welche von den Angriffspunkien gleichzeitig
durchlaufen werden, zufolge Gleichung 104) sein fiir diese Richtung:
2(K.ds) =0,
nun sind bei der fortschreitenden Bewegung die Wegelemente
der einzelnen Angriffspunkte alle gleich grofs (§ 65. S. 88), es folgt
also als Bedingung fiir das Gleichgewicht in Bezug auf fortschrei-

tende Bewegung nach irgend einer Richtung:

105) 2 (K) =0,
d. h. es mufs die Summe simmtlicher resultirenden Drucke fiir diese
Richtung gleich Null sein.

Wenn in Bezug auf drehende Bewegung um irgend eine
Axe Gleichgewicht vorhanden sein soll, so mufs auch die Glei-
chung 104) erfiillt werden. Nennen wir R, BR,, R, ... die Halb-
messer der Kriimmungskreise der Wegelemente, welche die einzel-
nen Angriffspunkte bei der Drehung um jene Axe beschreiben
wiirden, oder, was dasselbe sagt, die normalen Abstinde der An-
griffspunkte von der Drehungsaxe, K, K, K, . ... die resultirenden
Drucke nach der Richtung der Wegelemente, welche die Angriffs-
punkte durchlaufen wviirden, und bemerken wir, dafs die einzelnen
Wegelemente sich ausdriicken durch ds, = C’.dt, wenn C'... die
Geschwindigkeiten bedeuten (Gleichung 24. S. 17) oder, da C'=wR,
(Gleichung 80. S. 51) wenn w... die Winkel-Geschwindigkeiten
bezeichnen, durch ds,=wR,dt, so folgt fir die Gleichung 104) in
Bezug auf Drehung folgende Gestalt:

3(Kds,)) = Z(KwR,dt) =0,
und da dt ein gemeinschaftlicher Faktor, w aber ebenfalls allen Sum-
manden gemeinschaftlich ist, insofern alle Angriffspunkte sich nur
mit derselben Winkel-Geschwindigkeit bewegen konnen (§. 65.
S. 86), so folgt als Bedingung des Gleichgewichts in Bezug auf Dre-
hung um irgend eine Axe: 3
106) 2 (K,R) =0,

worin I, den resultirenden Druck in jedem Angriffspunkt bezeichnet,
in einer Richtung, welche in einer durch den Angriffspunkt gehen-
den, zur Drehaxe normalen Ebene liegt, und zu dem Halbmesser £,
normal ist.

Zerlegt man die simmtlichen in ein und demselben Angriffs-
punkt wirkenden Drucke nach zwei Richtungen, von denen eine
parallel mit der angenommenen Drehaxe ist, die andere aber in
jene normale Ebene fillt, so erscheint offenbar der Druck K, auch
als der resultirende Druck aus allen diesen in der genannten Ebenc
liegenden Drucken, und das Produkt K R, erscheint als das statische
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Moment dieses resultirenden Druckes (§ 50. S. 60). Es gilt dann
das Gesetz des § 51, d. h. man kann setzen:
KR = 3(K'R/),

wenn man unter k', K", K" .... die Komponenten simmtlicher
in demselben Angriffspunkt wirkender Krifte in Bezug auf eine,
zur Drehaxe normale Ebene versteht, und wenn R/, R/, R/ etc.
die Hebelsarme dieser Komponenten, oder die Normalen bezeich-
nen, welche man von dem Durchschnittspunkt der Drehaxe mit der
Ebene auf die Richtung der Drucke K/, K", K" .... ziechen kann.
Demniichst geht die Gleichung 106) iiber in:

106a) 2(K/B/)=0,
d. h. wenn in Bezug auf Drehung um eine gewisse Axe Gleichge-
wicht bestehen soll, und man zerlegt die simmtlichen in den einzel-
nen Angriffspunkten wirkenden Krifte nach je zwei Richtungen, von
denen die einen parallel mit der Drehaxe sind, die andern aber in
Ebenen liegen, welche normal zu der Drehaxe sind und durch den
Angriffspunkt der einzelnen Krifte gehen, so mufs die Summe der
statischen Momente dieser letztgenannten Komponenten in Bezug auf
die Durchschnittspunkte ihrer Ebenen mit der Drehaxe gleich Null
sein.

Nun ist aber zu bemerken, dafs der Hebelsarm R’, die Nor-
male ist, welche man von der Drehaxe auf die in der zur Drehaxe
normalen Ebene liegende Komponente ziehen kann, diese Normale
giebt aber zugleich den Abstand einer Ebene, welche mit der Dreh-
axe parallel ist, und durch die Komponente geht; in dieser hier er-
withnten Ebene liegt aber auch die urspriingliche Kraftrichtung, da
ja diese Kraftrichtung mit ihren Komponenten in einer und dersel-
ben Ebene liegen mufs, die eine Komponente aber die eben er-
wihnte, die andere dagegen mit der Drehaxe parallel ist; es stellt
also die Normale R, den Abstand der Drehaxe von einer Ebene
dar, welche mit derselben parallel durch die urspriingliche Kraft-
richtung gelegt ist, oder mit andern Worten, es ist der Hebelsarm
R', der Komponente, welche auf Drehung um irgend eine Axe
wirkt, nichts anders, als die kiirzeste Entfernung der ur-
spriinglichen Kraftrichtung von dieser Drehaxe.

Nach diesen Darstellungen ist es nun nicht schwer die Bedin-
gungen fiir das vollkommene Gleichgewicht mehrer auf ein
festes System wirkender Krifte aufzustellen.

Zunichst denken wir ein festes Axensystem, es seien a, 3, 73
ey B, 7' ete. die Winkel, welehe die in den verschiedenen An-
griffspunkten wirksamen Krifte mit den Axen bilden. Die resnl-
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tirenden Drucke in dem ersten Angriffspunkt nach der Richtung
der ersten Axe sind dann S(K.cosa), im zweiten Angriffspunkt
2 (K'.cos a'), im dritten I(K”. cos &”) etc., ebenso lassen sich die
in den einzelnen Angriffspunkten wirkenden resultirenden Drucke
fir die beiden andern Axen bestimmen, und es folgt aus der Glei-
chung 105) als Bedingung des Gleichgewichts gegen fort-
schreitende Bewegung:
2(K.cose) =10
107) { Z(K.cosf)=0
S(K.cosy)=0.

Die Komponenten der Krifte in Ebenen, welche zu den an-
genommenen Axen normal sind, driicken sich aus durch K. sin a,
K'.sine', K".sina”.... fir die Ebenen normal zur ersten Axe;
durch K.sin ... und durch K.siny.... fiir die Ebenen normal zur
zweiten und dritten Axe, und es folgt fiir die Bedingung des Gleich-
gewichts gegen drehende Bewegung aus Gleichung 106a) fir alle
drei Axen:

S(K.sine.R)=0
108) { 2(K.sinB.R,)=0
2(K.siny.R,)=0,
worin B, R, R, die kiirzesten Entfernungen der Richtungslinien
der einzelnen Krifte von der ersten, zweiten und dritten Axe be-
zeichnen.

Die Gleichungen 107 und 108):

S(K.cosa)=0; Z(K.cosf)=0; I(K.cosy)=0,
und

2(K.sine.B)=0; 2(K.sinf.R,)=0; I(K.siny.R,)=0
stellen sechs Bedingungs-Gleichungen dar, welche er-
fillt werden miissen, wenn vollstindiges Gleichgewicht
der verschiedenen auf ein festes System wirkenden
Krifte vorhanden sein soll.

Bestimmung  der Resultanten der fortschreitenden Bewegung fir

Kvifte, die unter belichigen Winkeln auf ein festes System wirken.

§ 71. Da nun jede Kraft in einem festen System, an welchem
Gleichgewicht statt findet, als die Gegenkraft aller iibrigen sich an-
sehen lifst, so konnen wir nach den oben gefundenen Gesetzen leicht
die Groflse, die Richtung und den Angriffspunkt der Resultanten von
Kriften bestimmen, die nicht im Gleichgewicht sind. Wir wollen
zuerst die Untersuchung fithren in Bezug auf die Resultante der

fortschreitenden Bewegung, dann in Bezug auf die Resultante
11 7
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der drehenden Bewegung, und endlich zu bestimmen suchen, in
welchen Fillen das System nur eine Resultante hat, oder mit an-
dern Worten, in welchen Fillen die Resultanten gegen die fortschrei-
tende und gegen die drehende Bewegung der Richtung und Grofse
nach zusammenfallen konnen.

Bezeichnen wir mit Q die Resultante gegen die fort-
schreitende Bewegung, mit 4, B, I' die Winkel, welche ihre
Richtung mit den drei Axen macht, so wird, wenn vorhin nicht
Gleichgewicht vorhanden wvar, dieses eintreten, sobald eine der Re-
sultante gleiche, aber der Richtung nach entgegengesetzte Kraft anf
das System einwirkt; es werden dann die Bedingungs- Gleichun-
gen 107) erfillt werden, und zwar werden sie die Form an-
nehmen:

S(K.cose) — Q.cos A=0
109) )} Z(K.cosB) — Q.cos B=0
S(K.cosy) — Q.cos I'=0.

Zur Bestimmung der vier unbekannten Werthe Q, 4, B, 7
haben wir noch die vierte Gleichung, die durch die Bedingung ge-
gegeben ist, dafs die drei Winkel 4, B, I" von einer Linie mit drei
andern gebildet werden, welche letztere unter einander rechte Win-
kel machen. Fiir diesen Fall ist niimlich nach einem bekannten
Satze:

(cos A)? + (cos B)® + (cos )2 = 1.

Aus diesen vier Gleichungen folgt zuniichst durch eine leichte
arithmetische Operation:

Q> =[2(K.cosa)]* 4 [Z(K.cos p)]* + [ (K. cos )12,
folglich die Resultante simmtlicher Krifte der Grofse nach:

110) Q:]/g[Z(K .cosa)]2 4+[2(K . cosB)]® +[2(K . cosy)]* g,

ferner:

e S(K.cosa)
111) cosB:E—(E'Q—C‘ﬁZ
3(K.cosy)
N=———"*=.
CoSs Q

Vergleichen wir diese beiden Gleichungen mit den Gleichun-
gen 66 und 67) § 33. S. 37, so ergiebt sich durch eine sehr ein-
fache Betrachtung, dafs die Resultirende der fortschreitenden
Bewegung der Grofse und Richtung nach ganz in derselben Weise
gefunden wird, als ob die in den verschiedenen Angriffs-
punkten wirkenden Drucke parallel mit ibren urspriing-
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lichen Richtungen an einen einzigen Punkt getragen
wiirden, und man nun den resultirenden Druck aus allen
diesen Drucken zusammensetzte.

Fiir die fortschreitende Bewegung lifst sich hiernach immer eine
Resultante finden, da es aber nur darauf ankommt, die Bedingungen
der Gleichungen 109) zu erfilllen, so ist der Angriffspunkt der Re-
sultanten in Bezug auf fortschreitende Bewegung ganz gleichgiiltig,
ja wir konnen die Resultante gegen fortschreitende Bewegung in
jedem beliebigen Punkte des Systems angreifend denken, oder aber
wir konnen anstatt der einen Resultanten uns auch mehre resul-
tirende Krifte denken, welche zusammen wirkend die Bedingungs-
Gleichungen erfiillen. Sobald wir also an einem festen System beliebig
viele Krifte wirkend haben, welche nicht im Gleichgewicht
gegen fortschreitende Bewegung sind, so wird ein solches
Gleichgewicht eintreten, sobald wir eine oder mehre Gegenkrifte an-
bringen, welche di¢ Bedingungen der Gleichungen 109) erfiillen; in
welchen Punkten wir diese Krifte angreifen lassen, ist in Bezug
auf fortschreitende Bewegung ganz gleichgiltig; nicht so in
Betreff der drehenden Bewegung.

Bestimmung der Resultanten der fortschreitenden Bewegung fir Krifte,
deren Richtungslinien parallel sind.

§ 72. Wenn die Richtungen simmtlicher Kriifte par-
allel sind, so bilden sie simmtlich dieselben Winkel mit den
drei Axen; es werden also die Faktoren cos @, cos 8, cosy in den
Gleichungen 110 und 111) gemeinschaftliche, und ‘es geht fir die-
sen Fall die Gleichung 110) uber in:

Q:V{[Z(I()]z[cosaﬁ+cosﬁ’+c0s72]§

und zufolge des bekannten Gesetzes cos @? ~+ cos 82 + cosy? =1
hat man:

112) Q= 3(K),
folglich auch, wenn man diese Werthe in die Gleichungen 111)
einsetzt:

cos A = cos «

113) % cos B = cos §3

cos I' = cos 7,
fir parallele Kréfte ist also die Resultante gegen fort-
schreitende Bewegung gleich der Summe der simmt-
lichen Kriifte, und die Richtung der Resultante ist par-

allel mit der Richtung der einzelnen Krifte.
7*
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Sollen die Kuvifte, deren Richtungen parallel sind, gegen fort-
schreitende Bewegung im Gleichgewicht sein, so folgt aus Glei-
chung 112):

112a) S (K) = 0.

Gesetze fiir das Gleichgewicht gegen drehende Bewegung, wenn die Kraftrich-
tungen parallel sind.
§ 73. Untersuchen wir nun die Verhiilinisse der drehenden
Bewegung.
Zu dem Ende wollen wir zuniichst die Gesetze des Gleichge-
wichts gegen drehende Bewegung nither betrachten.
In den Gleichungen 108):

SHUC RN R ) = 0 (KPR ) =0 D( K. sing. R, ) =10
bezeichnen R, B, B, die kiirzesten Abstinde der einzelnen Krifte
von den drei angenommenen Axen; diese kiirzesten Abstinde wer-
den erhalten, wenn man durch die Richtungen der Krifte Ebenen
legt, die parallel mit den Axen sind, und die Abstinde dieser Ebe-
nen, oder die Normalen von den betreffenden Axen auf die Ebenen
konstruirt. Jede Ebene, parallel mit einer der drei Axen, ist nor-
mal auf der Ebene, in welcher die beiden andern Axen liegen, die
so gedachte Ebene durch irgend eine Kraftrichtung ist also die pro-
jicirende Ebene fiir diese Kraftrichtung auf dic Ebene der beiden
andern Axen, und ihre Durchschnittslinie mit dieser letztgenannten
Ebene ist die Projektion der Kraftrichtung auf diese; die Nor-
male von der Axe auf die projicirende Ebene, oder der gesuchte
kiirzeste Abstand ist also gleich der Normalen von dem Durch-
schnittspunkt der drei Axen auf die Projektion der Kraftrichtung.
Es sei z. B. die Ebene des Papiers dicjenige der Axen YZ; pq sei
die Projektion der Kraftrichtung K auf diese Ebene oder der Durch-

L K .K
\’”T , =48 cosy
" \o\x\ﬂ\;\]{,

K=K simy
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schnitt dieser Ebene mit einer Ebene, welche durch die Richtung
von K parallel zur ersten Axe gelegt werden kann, dann ist Xa,
oder die Normale von der Axe X auf diese Ebene, welche gleich
ist der Normalen vom Durchschnittspunkt der Axen auf die Pro-
jektion pg, die gesuchte kiirzeste Entfernung R,

Betrachten wir nun zuniichst den Fall, dafs die Richtungen
simmtlicher Krifte parallel mit einander sind. Es wer-
den dann auch die projicirenden Ebenen, und folglich auch die Pro-
jektionen parallel mit einander sein; ist z. B. p’q’ die Projektion der
Kraftrichtung K', so ist offenbar ¢’X—=R/, gleich dem kiirzesten
Abstande der Kraft K', und es fallen daher die Hebelsarme siimmt-
licher parallelen Krifte in Bezug auf eine bestimmte Axe in ein und
dieselbe Ebene, welche durch diese Axe geht, [und normal zu den
Kraftrichtungen ist. Nun gehen auch, unter der Bedingung, dals
die Kraftrichtungen parallel sind, dals folglich die Neigungswinkel,
welche sie mit den drei angenommenen Axen bilden, fiir alle Krifte
dieselben sind, die Gleichungen 108), nach Ausscheidung der ge-
meinschaftlichen Faktoren sin «, sin 8, sin y, iiber in:

114) Z(KB)=0; 2 (KR,)=0;: 2(KR,)=0.

Denken wir durch die Axe X eine Ebene nX gelegt, welche
die projicirenden Ebenen der Kraftrichtungen unter einem beliebigen
Winkel ¢ schneidet, so sieht man leicht, dafs die Hebelsarme

Ry=: X/ — X0 «sin @su R/i=Xa — Xn/.sin @
ele. sind. Setzen wir diese Werthe in die Gleichung 114), so folgt,
indem man mit dem gemeinschaftlichen Faktor sin ¢ dividirt,
(K. Xn)=0 etc.,

d. h. man kann, wenn die Kraftrichtungen parallel sind, anstatt der
kiirzesten Entfernungen von den Drehaxen, auch beliebig andere Ab-
stiinde der projicirenden Ebene von den Drebhaxen einfithren, yenn
dieselben nur simmtlich zur Drehaxe normal und unter sich
parallel sind.

Legt man durch die Axe X eine Ebene. M N, welche parallel
mit den projicirenden Ebenen ist, so folgt leicht, dafs wenn ¢, ¢'...
die Angriffspunkte der parallelen Krifte sind, die Abstinde g0 =aX—=R&,
qo=dadX=R....zu seizen sind. Bezeichnet man mit «, &', 2"
ete. die Abstinde der Angriffspunkte der parallelen Krifte von einer
Ebene, die mit ihrer Richtung parallel ist, so folgt aus Gleichung
114) auch:

2 (Kz) = 0 ete.

Sind die Krafirichtungen zwar unter sich parallel, aber nicht

parallel mit der Ebene in Bezug auf welche die Abstinde ihrer An-
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griffspunkte x, o', 2”... gegeben sind, sondern bilden sie mit der-
selben einen beliebigen Winkel 9, so kann man offenbar fiir jede
der einzelnen Kriifte K, K’, K" etc. immer zwei andere substituiren,
welche wir mit K, und K,, K', und K’, ete. bezeichnen wollen; und
von denen die Krifte K, K’, parallel, die Krifte K,, K’,... normal
zu der Ebene sind. Durch diese Substitution wird offenbar das
Gleichgewicht nicht geiindert; und es gilt dann in Bezug auf die
mit der Ebene parallelen Kriifte die Gleichung:
S(Kx)=0.

Es ist aber offenbar K,— K.cosvy, K',/—K’.cosy etc. Setzen
wir diese Werthe fiir K, K’ etc. ein, so geht die Gleichung
itber in:

S(K.cosyp.z)=0,
und da cosvy allen Summanden gemeinschaftlich ist, so folgt auch:
115) (K .2z)=0.

Diese wichtige Gleichung driickt folgendes Gesetz aus:
Wenn auf ein festes System beliebig viele Krifte
wirken, deren Richtungslinien parallel sind und
die Kriifte sind in Bezug auf drehende Bewegung
im Gleichgewicht, so ist die Summe der Produkte,
welche gebildet werden, indem man jede Kraft
mit dem normalen Abstand ihres Angriffspunktes
von einer beliebig gegebenen Ebene multipli-
cirt, gleich Null.

Sind die Krifte unter sich parallel, und denken wir drei be-
liebige Ebenen, welche unter einander normal sind (Koordina-
ten-Ebenen), so gilt das Gesetz fiir alle drei Koordinaten-Ebenen,
und wenn z, 2, 2" ... die Koordinaten der Angriffspunkte in Bezug
auf die erste Ebene, v, 9, 9" und z, 7, z”.... die Koordinaten in
Bezug auf die zweite und dritte Ebene bezeichnen, so hat man fiir
parallele Kriifte, die an einem festen System im Gleich-
gewicht gegen drehende Bewegung sein sollen, die drei
Bedingungs-Gleichungen:

116) 2(Kz) =0; 2 (ky)=0; =X (Kz)=0.

Fiigen wir noch die Bedingung der Gleichung 112a) hinzu,
welche das Gleichgewicht in Bezug auf fortschreitende Bewe-
gung enthilt, so sind die vier Gleichungen:

2(Hr)—0; (M) =0:" 2(Ks)=10
und
S(K)=0.
vier Bedingungs-Gleichungen, welche séimmtlich erfiillt yverden miis-



¢. Wirkung mehrer mech. Krifte auf ¢in festes System von Massenelem, 103

sen, wenn parallele Krifte, die auf ein festes Sysiem wirken,
in vollkommenem Gleichgewicht sein sollen.

Das Produkt K.z aus dem Druck einer Kraft in den
normalen Abstand ihres Angriffspunkts von einer Ebene
nennt man das Moment der Kraft in Bezug auf die Ebene.
Es ist dieser Ausdruck nicht zu verwechseln mit dem statischen
Moment einer Kraft in Bezug auf eine Axe.

Bestimmung des Angriffspunktes der Resultanten von parallelen
Kriften, die auf ein festes System wirken; Kriftepaar.

§ 74. Werden die Bedingungs-Gleichungen 116) erfiillt, aber
nicht 112a), so riiekt das feste System geradlinig fort, ohne dals
eine Drehung erfolgt; die Resultante der fortschreitenden Bewegung
liafst sich dann durch die Gleichungen 112 und 113) der Grofse und
lichtung nach bestimmen. Will man nun auch Gleichgewicht ge-
sen die fortschreitende Bewegung herstellen, so mufs man

g
cine Kraft (), die gleich dieser Resultante ist, also

(= 3.(l)

in entgegengesetzter Richtung der Resultanten auf das System wir-
ken lassen; allein sobald man diese Kraft einfiithrt, wird zwar die
fortschreitende Bewegung aufgehoben, aber es ist denkbar, dafs nun
die Bedingungs-Gleichungcn gegen die drehende Bewegung da-
durch gestort werden. Soll gleichwohl das Gleichgewicht gegen
drehende Bewegung bestehen bleiben, so ist der Angriffspunkt
dieser Kraft nicht mehr beliebig (vergl. S.99), sondern, wenn
X, Y, Z die Koordinaten desselben sind, so mufs zufolge der Glei-
chung 116) die Bedingung erfiillt werden:

S(hz) — QX=0

S(Ky)— QY=20

S(Kz) — QZ=0,
daraus folgen die Koordinaten fir den Aungriffspunkt der
Resultanten paralleler Krifte, unter der Voraussetzung, dafs in
dem System keine drehende Bewegung statt finden soll:

[ g 4
2(Ky) __ =(Ky)

S i S(Kx) _ Z(Kx)

117)

2(Kz) _ 2(Kz)

EY: Q@ = =K
LETE 2 DT, nadiois
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Da iibrigens zufolge der Bedingung, dafs die Kriifte gegen dre-
hende Bewegung im Gleichgewicht sein sollen, sowohl 2 (Kz) als
2(Ky) und 3 (Kz) einzeln gleich 0 sind, so folgt auch X=0,
Y=0, Z=0, d.h. wenn parallele Krifte in Bezug auf drehende
Bewegung im Gleichgewicht sind, aber nicht in Bezug auf fortschrei-
tende Bewegung, so liegt der Angriffspunkt der Resultirenden der
fortschreitenden Bewegung so, dafs wenn man durch denselben drei
zu einander normale Ebenen legt, die Summe der Momente der
Krifte in Bezug auf jede dieser Ebenen gleich Null ist; oder mit
anderen Worten, es ist der Angriffspunkt der Resultirenden immer
in dem Anfangspunkt des angenommenen Koordinatensystems zu
denken, und er liegt daher in jeder der Drehaxen, fiir welche Gleich-
gewicht gegen drehende Bewegung nachgewiesen werden kann.

In diesem Fall lifst sich folglich durch eine einzige Gegenkraft
Gleichgewicht gegen drehende und gegen fortschreitende Bewegung
herstellen.

Wenn die parallelen Krifte, welche auf ein festes System wir-
ken, weder in Bezug auf drehende noch in Bezug auf fort-
schreitende Bewegung im Gleichgewicht sind, so werden die
Bedingungs-Gleichungen nicht erfiillt; dieselben haben dann jm All-
gemeinen die Form:

S(Kz)=4; X(Ky)=B; (k=)= C,
>(K)= Q,
soll nun die Gegenkraft — (), welche die fortschreitende Bewegung
aufhebt, gleichzeitig auch die drehende Bewegung aufheben, so
folgt wieder als Bedingung:
2(Kr) —Q0X=0=2(Kz)— A=0 ete,,
und daraus:

X4 _ 2(Kz) _ 3(Kx)
b B AN S 2(K)
117a) y:%:ﬂg‘):_?g%l«
L BT o B(ER) 2 (Ks),
aby 1y Al sulalla bl ) e,

Durch diese Gleichungen sind die Koordinaten des Angriffs-
punktes der Resultivenden gegen fortschreitende Bewegung unter
der Bedingung vollstindig bestimmt, dafs dieselbe Gegenkraft, vvel-
che die fortschreitende Bewegung aufhebt, gleichzeitig auch die dre-
hende Bewegung aufheben soll; vorausgesetzt nimlich, dals 4, B, C
und Q reelle Werthe sind.

Die beiden Gleichungen 117 und 117a) zeigen, dafls wenn auf
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ein festes System parallele Krifte einwirken, in folgenden beiden
Fillen sich immer eine einzige Gegenkraft und deren An-
griffspunkt bestimmen lilst, nimlich:

1) wenn die parallelen Krifte von Hause aus schon gegen dre-
hende Bewegung im Gleichgewicht sind, aber in Bezug auf
fortschreitende Bewegung kein Gleichgewicht statt findet;

'2) wenn die parallelen Krifte weder in Bezug auf fortschrei-
tende Bewegung noch in Bezug auf drehende Bewegung
im Gleichgewicht sind.

Es bleibt noch ein dritter Fall zu erortern, nimlich der, wenn

3) die parallelen Kriifte von Hause aus gegen fortschreitende
Bewegung' im Gleichgewicht sind, aber nicht gegen dre-
hende Bewegung.

Wir werden sogleich zeigen, dafs dann das vollkommene Gleich-
gewicht nicht durch eine einzige Gegenkraft hergestellt vverden
kann.

Dieser Fall entspricht nimlich den Gleichungen:

2(Kr) =A; S(Ky) =B; I(kz)=C; 2(K)=0.

Denken wir nun, es wiirde eine einzige Kraft angebracht, welche
im Stande wiire das Gleichgewicht gegen drehende Bewegung her-
zustellen, so vviirde durch dieselbe oflenbar die Gleichung 2(K)=0
gestort werden, und es wiirde nun eine fortschreitende Bewegung
eintreten. Um aber die Gleichung J(K) =0 aufrecht zu erhalten,
ist es nothig wenigstens zwei Krifte auf das System wirken zu
lassen, die der Grofse nach gleich, der Richtung nach aber entge-
gengesetzt, und deren Richtungslinien parallel mit den Richtungs-
linien der gegebenen Krifte sind. Nennen wir diese beiden Krifte
Pund —P. Durch Einfithrung dieser beiden Kriifte wird das Gleich-
gewicht gegen fortschreitende Bewegung nicht gestort, denn es ist
offenbar, wenn 3'(K)= 0 ist, auch X (K)+P—P—0.

Nennen wir die Koordinaten des Angriffspunktes der beiden
Krifte P und —P bezichlich X, Y, Z und X', Y/, Z’, so folgt,
wenn diese Krifte das Gleichgewicht gegen drehende Bewegung
herstellen sollen:

S(Kz) +P(X—X')=0
118) S(Ky)+P(Y—Y)=0
3(Kz) + P(L—2')=0.
Diese drei Bedingungs- Gleichungen sind die einzigen, welche

sich fiir die Bestimmung der Drucke P und — P, sowie der Koor-
dinaten ihrer Angriffspunkte aufstellen lassen, sie enthalten sieben
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Unbekannte, néimlich P, X, Y, Z, X', Y, Z’, und es sind daher im-
mer vier davon beliebig zu geben.

Giebt man den Druck +P der Grofse nach, und auch seinen
Angriffspunkt durch die Koordinaten X, Y, Z, so sind die Koordi-
naten des Angriffspunktes fiir den Druck — P durch die Gleichun-
gen 118) zu finden.

Durch die Werthe (X—X'), (Y—7Y’), (Z—Z') ist iibrigens
die gegenseitige Lage der Angriffspunkte der beiden Kriifte voll-
kommen bestimmt, so dafs wenn man die Griofse der Kriifte P an-
nimmt, es nur auf diese gegenseitige Lage ankommt, nicht aber
auf die absolute Lage der Angriffspunkie.

Man siebt iiberhaupt, dals die Gleichungen 118) folgendes Ge-
selz ausdriicken:

Wenn auf ein festes System beliebig viele paral-
lele Krifte wirken, welche im Gleichgewicht ge-
gen fortschreitende Bewegung sich befinden,
aber nicht im Gleichgewicht gegen drehende Be-
wegung, so ist in Bezug auf drehende Bewegung
niemals eine einzige Resultante denkbar,sondern
es miissen deren wenigstens zwei angenommen
werden, deren Richtungen parallel sind mit den-
jenigen der parallelen Krifte, und die einander
der Gréfse nach gleich, der Richtung nach aber
entgegengesetzt sind. Man kann die Groflse die-
ser beiden Resultanten beliebig annehmen, dann
aber ist die gegenseitige Lage der Angriffspunkte
vollkommen bestimmt.

Da diese beiden Resultanten parallel mit einander und mit den
Richtungen der urspriinglich gegebenen Kriifte sind, so lifst sich
durch beide immer eine Ebene legen, welche parallel ist mit den
Richtungen der gegebenen Kriifte.

Zwei gleich groflse Kriifte, deren Richtungen parallel
aber entgegengesetzt sind, und welche sich nicht im Gleichge-
wicht gegen Drehung befinden, nennt man ein Hriftepaar.

Das Produkt aus dem Druck einer der beiden Krifte in den
kiirzesten Abstand ihrer Richtungslinien nennt man das Flommemnt
des Kriftepaars.

Die Wirkung paralleler Kriifte, die in Bezug auf fortschreitende
Bewegung im Gleichgewicht sind, nicht aber in Bezug auf drehende
Bewegung, lilst sich daher immer durch ein Kriftepaar ersetzen,
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welches in einer mit den Krafirichtungen parallelen Ebene liegt,
dessen Kriifte beliebig grofs angenommen werden kénnen, und des-
sen Angriffspunkte eine bestimmte relative Lage gegen einander ha-
ben, die man konstruiren kann, sobald man die Grofse der Krifte
des Kriftepaars gegeben hat.

Die Entfernung der Angriffspunkte des Kriftepaars driickt sich
wie leicht zu iibersehen ist, aus durch:

V(=X + (Y= vy - (2—2)7),
und wenn y der Winkel ist, welchen die Verbindungslinie der An-
griffspunkte mit der Richtung der Krifte macht, so ist die kiirzeste

Entfernung der Richtungslinien der Krifte, wie ebenfalls durch eine
einfache Betrachtung zu iibersehen ist:

sinp . Vg(x—x')Z +(Y—Y)* + (2—2')}
und folglich das Moment des Kriftepaares:
118a) P.siny ]/ {(X—X)2 (Y= V)2 +(Z—2')*} =

= siny. 1/{ [S(Kx)]? +[Z(Ky)]2 + [2(1(74)]2} (Gl 118)
in welchem Ausdruck v den Winkel bezeichnet, welchen die Rich-

tungen der parallelen Kriifte mit der Verbindungslinie der Angriffs-
punkte des Kriftepaares bilden.

Bestimmung der Resultanten und ihrer Angriffspunkte fir Krifte, die
auf ein festes System wirken, und welche zwar in parallelen Ebenen lie-
gen, aber nicht unter einander parallel sind.

§ 75. Untersuchen wir nun den Fall, dafs Krifte, die zwar
nicht parallel sind, deren Richtungslinien aber in parallelen Ebe-
nen liegen, auf ein festes System wirken.

Wir setzen zuerst den allgemeinsten Fall voraus, niimlich:

A. dafs die Krifte weder in Bezug auf fortschreitende
noch in Bezug auf drehende Bewegung im Gleich-
gewicht seien.

Denken wir drei Koordinaten-Ebenen, von denen eine (die
dritte) parallel ist mit den Ebenen der Krifte, die beiden andern
also (die erste und zweite) normal zu den Ebenen der Krifte sind;
es liegt dann die erste und zweite Axe in einer Ebene parallel mit
den Ebenen der Krifte, und die dritte Axe ist normal zu den Ebe-
nen der Kriifte.
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Da die Kompouenten simmtlicher Krifte, welche parallel mit
der dritten Axe sind, unter der gemachten Annahme nothwendiger
Weise gleich Null sein miissen, in sofern der Neigungswinkel 7 ge-
gen diese Axe fiir alle Krifte gleich einem Rechten, also cos 7 gleich
Null ist, so folgt, dafs die Resultirende der fortschreitenden Be-
wegung fiir diese Richtung ebenfalls Null ist, und dafs also die Re-
sultirende der fortschreitenden Bewegung iiberhaupt in einer Ebene
liegen mufs, welche mit den Ebenen der Krifte parallel ist. Die
allgemeinen Gleichungen 110 und 111) fir die Resultirende der fort-
schreitenden Bewegung gehen dann iiber in die Form:

Q=1/{[Z(K . cos &)]* + [E(K.sin )]}

(K. cos &)

119) cos A— Q = gin B
sin 4 = Z(LQS"]“)- —cosB,

insofern niimlich in diesem Falle die Neigungswinkel « und B, wel-
che die einzelnen Krifte mit der ersten und zweiten Axe machen,
immer zusammen einen Rechten betragen.

Durch diese Gleichungen ist die Resultante der fortschrei-
tenden Bewegung der Krifte in parallelen Ebenen der Grofse und
Richtung nach gegeben. Fiihrt man eine Gegenkraft gleich —0Q
ein, so erlangt das System Gleichgewicht gegen forischreitende
Bewegung, gleichviel in welchem Angriffspunkt diese Gegenkraft
angebracht wird. Soll aber die Gegenkraft auch Gleichgewicht ge-
gen drehende Bewegung herstellen, so mufs sie die allgemeinen
Bedingungs-Gleichungen 108) erfiillen, nimlich es mufs sein:

2(K.sine.R) — Q.sin 4.9, =0
2(K.sinf.R,)— Q.sinB.g, =0
2(K.siny.R,)— Q.sinI.0,=0,

worin ¢, 0,, 0, die kiirzesten Abstinde der Kraftrichtung Q von
den drei Axen, oder die Abstinde der Projektionen ihrer Richtung
auf die zu den betreffenden Axen normalen Projektionsebenen von
dem Durchschnittspunkt der Axen (§ 73. S.100) bezeichnet. Be-
achtet man, dafs siny.... sin I'=1 ist, dals sin B = cos a; sin B
=cos 4 ete. ist, so folgt:

2(K.sine.R)— Q.sind.o, =0
2(L.cosa.B)— (Q.cosd.o,=0
Z(KRIH) sl Q'Qm =0

119a)

119h)
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X

a.sinA.

+ (.e0sA

Es sei die Ebene des Papiers die dritte Projektionsebene, also
parallel mit den Ebenen, in welchen die Krifte liegen, die Axe Z
normal zur Ebene des Papiers, dann liegen die Axen X und Y in
der Ebene des Papiers, nun ist g, der Abstand der Projektion der
Resultirenden auf die Ebene XY und durch die dritte Gleichung zu
bestimmen, néimlich:

iy 2( KRHI)
Qm et Q %

Zugleich bemerkt man, dafs die Abstinde R, ... und Biis o
nimlich die kiirzesten Entfernungen der Krifte K, K'. ... von den
Axen X und Y, nichts anderes darstellen, als die Entfernungen der
Parallelebenen, in welchen die Kraftrichtungen liegen, von der Pro-
jektionsebene XY, oder mit andern Worten die Abstiinde %, z,, 5. ..
der Angriffspunkte der Krifte von der dritten Projektionsebene. Es
ist also B, =R, ==z etc. und die beiden ersten Gleichungen liefern
daher fiir den Abstand des Angriffspunktes der Resultirenden von der
Ebene XY die beiden Werthe:

Y Z'(K.sina.ﬁz)A

i Q.sinA_
(K. cosa.)
und o, = gt

Diese beiden Werthe sind nicht nothwendiger Weise einander
gleich, und man sieht daher, dafs es in diesem Falle nicht immer
moglich ist nur eine Resultirende fiir das System zu finden. Um
nun aber das System im vollkommenen Gleichgewicht zu
halten, stellen wir uns vor, es wirke eine Kraft =— (.sin 4 in dem
Punkte ¢, dessen Koordinaten X, Y und Z seien, parallel mit der
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Axe Y und eine zweite Kraft — — Q.cos 4 in dem Punkte ¢'*),
dessen Koordinaten X, Y und Z’ sein sollen parallel mit der Axe X.
Nimmt man:

A

X:QmsinA:i(%.sin

AT,

) e P R s4d

E(I{.sinoz.‘zl

£ Sbide Qs
yie AT SR Cos o .. %)
=0 — Q.cosd °

so werden diese beiden genannten Kriifte offenbar das System in
vollkommenem Gleichgewicht erhalten; denn es ist nach 119):
120) Q.sin A=Z3(K.sin a); Q.cos A= (K. cos a),
folglich in Bezug auf fortschreitende Bewegung:
2(K.sine)—(Q.sinA)=0
2(K.cosa) — (Q.cosd)=0,
welche Gleichungen zeigen, dafs durch die beiden Krifte Gleichge-
wicht gegen fortschreitende Bewegung hergestellt ist, und da in Be-
zug auf drehende Bewegung um die Axe Z die Hebelsarme der
Krifte — (.sin4 und — Q.cosA beziehlich X und Y sind, so
hat man:
2(KR,)— Q.sin4d.X — 0 icosd. Y. —
2(KR,) — (sin 42 4+ cos 42) . (KR, )=:0,

(indem man nimlich fir X und Y die oben bestimmten Werthe
setzt) welche Gleichung zeigt, dals keine Drehung um die Axe Z
statt findet. Man hat aber in Bezug auf Drehung um die Axe Y,
da die Kraft — Q.sinA4 keine Drehung um diese Axe bewirkt, inso-
fern sie mit derselben parallel ist:

2(K.cose.z)—Q.cos 4.2’ =0
(wenn man fiir Z’ den oben angenommenen Werth setzt), und
ebenso findet man in Bezug auf Drehung um dic Axe X:

S(K.sine.z) — Q.sind.Z—=0.

Man sieht also:

I. wenn Krifte in parallelen Ebenen wirken, ohne selbst
parallel zu sein, und wenn die Krifte weder in Bezug
auf fortschreitende Bewegung noch in Bezug auf dre-
hende Bewegung im Gleichgewicht sind: so ist die Wir-

*) Der Punkt ¢’ ist in der Figur normal iiber oder unter dem Punkt ¢
liegend zu denken; er deckt sich also mit dem Punkte ¢ und konnte daher
nicht besonders bezeichnet werden.
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kung der Kriifte im Allgemeinen nur auf zwei Resulti-
rende zuriickzufithren, deren eine parallel mit der Axe
der X ist, und der Grolse nach durch den Werth Q.cos 4
=2(K.cosa) gegeben ist, wobei ihr Angriffspunkt die
Koordinaten

3(KR,,) [3(KR,)] [Z(K .sina)]

L : Q : e [S(K.cosa)]? +[ Z(K.sina)]?
_ 2(KR, _ [=(KR,)] [Z(K.cosa)]
g Q .COSA__[Z'(I(.cosu)]z+[2’([{.sina)]2

Z,:Z(K . COS o0, %) b S(K.cosa.g)
Q.cos 4 (K . cos o)
hat, wihrend die andere parallel mit der Axe der Y ist,
sich durch Q.sin A=X(K.sin«) ausdriickt, und ihr An-
griffspunkt durch die Koordinaten Xund Y, welche die-
selben wie die der ersten Kraft sind, und durch die Or-
dinate

. 2(K.sina.z) _ Z(K.sinw.s)
120b) g Q.sin4 T (K .sina)
gegeben ist.

Beachtet man, dafs die Axen X und ¥ ganz beliebig angenom-
men sind, nur durch die Bedingung bestimmt, dafs sie zu einander
normal, und dafs sie in einer mit den Ebenen der Kriifte parallelen
Ebene liegen sollen, so ergiebt sich, dafs die Wirkung simmtlicher
Krifte in dem bebandelten Falle sich immer auf zwei Resulti--
rende zuriickfiihren lifst, die in zwei mit den Kriften
parallelen Ebenen liegen, zu einander normal sind, in
den Ebenen aber gegen die Richtungen der gegebenen
Krifte eine ganz beliebige Lage haben konnen. Nimmt
man diese Lage an, so sind die Axen beziehlich parallel mit den
angenommenen Richtungen der beiden Resultirenden zu legen, und
nun sind die Resultirenden und ihre Angriffspunkte durch die Glei-
chungen 120, 120a und 120b) zu bestimmen.

Wenn sich der Fall auf eine einzige Resultirende zuriick-
fithren lassen soll, so muls sein:

Zie=iZ;
oder nach 120a) und 120b):
S(K.cosa.2)  3(K.cosa)
S(K.sine . g)0 T S(K sinu);
dies ist im Allgemeinen nur méglich, wenn entweder:
1) der Werth % siimmtlichen Summanden ein gemeinschaltlicher Fak-
tor ist, der sich dann links fortheben Lilst, d. h. wenn die Krifte simmt-
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lich in ein und derselben Ebene liegen, und vwyeder in Bezug auf
fortschreitende noch in Bezug auf drehende Bewegung im Gleich-
gewicht sind, oder:

2) wemn die Kriifte simmtlich parallel sind, wobei sie in
verschiedenen Ebenen liegen konnen, aber dabei nicht von Hause
aus in Bezug auf fortschreitende Bewegung im Gleichgewicht sein
diirfen (vergl. § 74. S. 105), denn in diesem Falle ist cos ¢ und sin &
rechts und links in der Gleichung ein gemeinschaftlicher Faktor fiir
alle Summanden, und die Gleichung wird vollkommen erfillt. WVi.
ren aber die Krifte in Bezug auf fortschreitende Bewegung im Gleich-

- X . . . abstan oA e 0
gewicht, so ginge die rechte Seite der Gleichung in die Form Iy

iiber, woraus sich micht der Schlufs ziehen lilst, dafs nun auch
Z =17' sein miisse.

Uebrigens lifst sich der in diesem Paragraphen behandelte all-
gemeine Fall auch zuriickfiihren auf eine Resultirende und auf ein
Kriftepaar. Denn (vgl. die Figur auf S. 109) bringen wir z. B.
in dem Punkte ¢/, der durch die Koordinaten X, v, 7’ (Gleichung
120a) gegeben ist, und in welchem die Resultirende Q.cos 4=
2(K.cos ) wirksam ist, zwei gleich grofse, der Richtung nach
aber entgegengesetzte Kriifte an, welche parallel mit der Richtnng
der Kraft Q.sin 4, folglich normal zu der Richtung der in dem
Punkte ¢’ wirkenden Kraft Q.cos 4 sind, und deren eine gleich
=+ Q.sin4, die andere gleich — Q.sinA ist, so wird in dem System
in Bezug auf Gleichgewicht nichts gedndert; nun aber lifst sich die
Kraft +Q.sin4 und +(J.cosA vereinigen zu der Resultirenden Q
und es bleibt in dem Punkt q' somit wirksam die Kraft Q und
die Kraft — ().sin4, welche mit der Kraft Q.sind in dem Punkt ¢
der durch die Koordinaten X, Y, Z (Gleichung 120b) gegeben ist,
parallel ist, folglich in einer Ebene liegt, und auch der Gréfse nach
gleich, aber entgegengesetzt ist. Diese beiden Krifte bilden also
ein Kriftepaar. In ganz gleicher Weise kann man das System
zuriickfithren  anf die Kraft Q, welche in dem Punkte q angreift,
und auf ein Kriftepaar +Q.cos4 und —Q.cos4, von dem die
Kraft —Q.cos4 in dem Punkte g wirksam zu denken ist. Da
nun die Richtung der Axen X und ¥ in der dritten Projektions-
ebene beliebig zu nehmen ist (vergl. oben), so ist auch die Lage
der Ebene, in welcher das Kriftepaar wirksam zu denken ist, ge-
gen die Richtung von Q beliebig zu nehmen, nur mufs sie nop-
mal sein zu den Parallelebenen, in welchen die Krifte liegen. Es
ist also der behandelte Fall immer zuriickzufiihren:
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I. auf eine der Grofse und Richtung nach (Gleichung
119) bestimmte Kraft Q, deren Angriffspunkt durch die
Koordinaten-G]eichung 120a) zu bestimmen ist, und auf
ein Kriftepaar, welches in einer zu den Ebenen der
Kriifte normalen Ebene liegt, die mit der Richtung von Q
einen beliebig angenommenen Winkel A bildet. Die
Krifte dieses Kriiftepaares sind +Q.cos4 und — Q. cos 4,
und es ist die Kraft — (). cos A in demselben Angriffspunkt wirk-
sam zu denken, in welchem die Kraft Q wirkt, wihrend die Kraft
=+ (Q.cos 4 in einem normalen Abstande von diesem Angriffspunkt
wirksam zu denken ist, der gleich:

7 _2(K.cosov.%) S(K.sine.3
B dend= —(zm“oy 2 3’(7&7;;&7)’)*

ist; wobei unter «.... die Winkel zu verstehen sind, welche die
Richtungen der Kriifte K... mit der Ebene machen, in welcher das
Kriftepaar liegt; da nimlich diese Ebene parallel mit derselben Axe
angenommen worden, mit welcher die Kriifte die Winkel ... .
bilden. Das Moment dieses Kriftepaares ist offenbar:

121a) Q.cosAd.(Z'—Z)=3(K.cos . %)—2(K.sine.z). cotg A

(K. cos )

(K. sin o) 2

welches mit Benutzung der Gleichungen 121) und 119) folgt, und
worin «.... die Winkel bezeichnen, welche die einzelnen Krifte
mit der Ebene machen, in welche das Kriftepaar liegt.

Sind die Krifte parallel, so folgt, wie leicht ersichtlich, das
Moment des Kriftepaars gleich Null, und man kann das System auf
eine Resultirende znriickfithren.

Da nun der Winkel, welchen das Kriftepaar mit der Richtung
von () macht, ein beliebiger sein kann, so kann man ihn auch
gleich einem Rechten nehmen, d. h. man kann auch die eine der
beiden Axen mit der Resultirenden parallel, die andere nor-
mal zu derselben nehmen. Allein fiir diesen Fall reichen die Glei-
chungen 120), 120a) und 120b) nicht aus, um die Lage der An-
griffspunkie zu bestimmen, da dieselben fiir A=—90 Grad cos A4=0,
folglich die Ordinate Z' = @ liefern wiirden. Man sieht leicht, wie
in diesem Fall zu verfahren ist. Nehmen wir die erste Axe normal
zur Resultirenden der fortschreitenden Bewegung und folglich die
zweite Axe parallel mit dieser Richtung, so folgt (Gleichung 119):

Q@=2(K.sina)
S(K.cosa) =0,
II. 8

:Z(K.cosoc.z)——Z(I(.sinoe.z)
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worin «.... die Winkel bezeichnen, welche die Krifte mit der er-
sten Axe machen. Fiithrt man lieber die Winkel 8.... ein, welche
die Krifte mit der zweiten Axe, oder was dasselbe ist, mit der
Richtung von () machen, so hat man:

: =2 (K.cosp)

12%) g(K. sin ) = 0.

Soll nun die Kraft () so liegen, dafs sie auch Gleichgewicht
gegen drehende Bewegung herstellt *), so hat man in Bezug auf
Drehung um die Axe Z:

122a) 2 (KR,)— Q.X=0,

X
= s @
NeA
:K= i //
?” /'Km ﬁT}KCOS/J
z iy 2 4
l S

Ks ing

in Bezug auf Drehung um die Axe XZ:
122b) Z(K.cosf.z) — Q.Z=0.
Allein in Bezug auf Drehung um die Axe Z Y kann die Kraft
Q unter keinen Umstinden das Gleichgewicht herstellen, da sie pa-
rallel mit dieser Axe ist; man muls also, um dieses Gleichgewicht
herzustellen, und dabei andrerseits nicht das Gleichgewicht in Be-
zug auf fortschreitende Bewegung zu storen, zwei neue Krifte P
und — P einfithren, welche in einer Ebene liegen, die normal zu
der Axe ZY ist, und welche die Bedingungs-Gleichung erfiillen:
1220) 2(K. s'inﬂ ) =P Z' — P. 71—,
2(K.sinf.z)—P(Z2"—Z') =0.

HI. Man kann also den Fall, dafls die Krifte, welche
auf ein festes System wirken, zwar in parallelen Ebe-
nen liegen, aber nicht selbst parallel sind, wihrend un.
ter ihnen weder in Bezug auf fortschreitende noch in
Bezug auf drehende Bewegung Gleichgewicht statt fin-

*) Vergl. S. 90.
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det, immer auf eine Kraft ¢, welche der Richtung und
Grolse nach durch die Gleichungen 119) gegeben ist, und
auf ein Kriiftepaar, welches in einer zu der Richtung
normalen Ebene liegt, zuriickfiihren.

Hat man @ der Richtung und Gréfse nach bestimmt, so findet
man die Koordinaten des Angriffspunktes, nimlich

1) den Abstand X von einer mit der Richtung von Q paralle-
len und zu den Parallelebenen der Krifte normalen Ebene (ZY)
aus 122a):

—2(KR,) _ =(KR,)

B} 95 Qe Z'([(.cosﬁ‘)-7

worin R, die kiirzesten Abstinde der Kraftrichtungen ... von ei-
ner in dieser Ebene liegenden, zu den Parallelebenen der Kriifte
normalen Axe bezeichnet,

2) den Abstand der Ebene, in welcher Q liegt, und welche mit
den Ebenen der Kraftrichtungen parallel ist, von irgend einer mit
dieser Ebene parallelen Ebene (Grundebene): 122b):

g H(Eiocosp.s) | Z(K.cosp.x)
T Q G S Kacosp)i
worin f.... den Winkel bezeichnet, welchen die Kraftrichtungen
mit der Richtung von Q machen, z.... aber die Abstéinde der An-
griffspunkte der Krifte von der Grundebene sind.

3) Die Koordinate Y, welche die Lage des Angriffspunktes von
Q in der Richtung der Kraft () angeben wiirde, bleibt unbestimmt,
und man kann folglich jeden Punkt der Kraftrichtung Q, als
Angriffspunkt betrachten.

4) Fir die Bestimmung des Kriftepaars hat man die Bedin-
gung, dafs dasselbe in ciner Ebene liegen miisse, welche zu der
Richtung der Kraft ) normal ist, und die Gleichung 122¢), aus
weleher folgt fiir das Moment des Kriftepaars:

P(Z"—Z') =3(K.sinf.z),
so dals man von den beiden Werthen P und (Z”—Z') einen be-
liebig annehmen kann. Dieser Ausdruck folgt auch aus der allge-
meinen Gleichung 121a), indem man beachtet, dafs S(K. cos )
=0 ist.
Betrachten wvir nun den Fall:

B. dafs die Krifte zwar in Bezug auf drehende Bewe-
gung, nicht aber in Bezug auf fortschreitende Be-
wegung im Gleichgewicht sind.

Die Resultirende gegen fortschreitende Bewegung ist der
Lage und Richtung nach auch in diesem Falle durch die Gleichun-
] *

X
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gen 119) zu bestimmen, da aber zufolge der Bedingung, dals die
Krifte gegen drehende Bewegung im Gleichgewicht sein sollen, ihre
Momente fiir drei Axen gleich Null sind, so folgt nach Gleichung
119a) auch ¢, =0, ¢, =0, ¢, =0, d. h. der Angriffspunkt der Re-
sultirenden mufs im Anfangspunkte des Koordinatensystems liegen,
oder so dafs er den Bedingungen entspricht, welche in Folge der
Gleichungen 117) fiir den analogen Fall paralleler Krifte aufgestellt
worden sind (S. 104). In diesem Fall ist also eine Resultirende
denkbar.

C. Wenn endlich auf ein festes System Krifte wirken,
deren Richtungslinien zwar in parallelen Ebenen
liegen, aber nicht unter einander parallel sind,
und wenn die Kriifte zwar in Bezug auf fortschrei-
tende Bewegung im Gleichgewicht sind, aber nicht
in Bezug auf drehende Bewegung, so liilst sich die
Wirkung der Krifte immer nur auf ein Kriftepaar
zuriickfithren. ~

Die Gleichungen 119) nehmen fiir den gegebenen Fall die
Form an:

2(K.sina)=0; I(K.cosa)=0,

und die Gleichungen in Bezug auf Drehung haben die Form:

2(K.sine.z)=A, 3(K.cosa.z)=B, D KesB )= 0
wenn wir die fritheren Bezeichnungen, und die zu Anfange dieses
Paragraphen angenommene Lage der Koordinatenebenen gelten las-
sen. Man sieht leicht, dafs das Gleichgewicht gegen drehende
Bewegung nur durch ein Kriftepaar 4P und — P herzustel-
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len ist, dessen Krifte in Ebenen liegen, die mit den Parallelebenen
der Krifte parallel sind, denn wollte man nur eine einzige Kraft
einfiihren, so wiirde durch dieselbe das Gleichgewicht gegen fort-
schreitende Bewegung gestort werden. Bezeichnen wir den Ab-
stand des Angriffspunkts von -+P von der Grundebene mit Z, den-
jenigen von — P mit Z’, den Winkel, welcher die Richtung von P
mit der ersten Axe macht, mit y; ferner den Hebelsarm in Bezug
auf die Axe Z von 4P mit g,, denjenigen von — P mit ¢/,,, so
folgt, wenn die Kriiffte 4P und —P die Resultirenden der dre-
henden Bewegung sein sollen:

a) J(K.sina.z)="P.siny(Z—2Z2'),

b) S(K.cosew.z)=P.cosy(Z—2'),

c) Z(KRIII) == P(Qm— Q,m)‘

Aus den Gleichungen a) ‘und b) folgt:
(K .sina.%)
(K .cosa.3)”’
durch welche Gleichung die Lage der Durchschnittslinie der
Ebene, welche man durch die Kraftrichtungen des Kriftepaars legen
kann, mit der Grundebene (ersten Projektionsebene) gegen die
Axen XZ und YZ vollkommen bestimmt ist. Nennen wir nun den
Neigungswinkel der Ebene, in welcher das Kriltepaar liegt, mit
der Grundebene ¢, so ist, wie leicht ersichtlich:
s (Vs el )N B e

ke (Qm_ﬁ',m) = 2(KR,) i
(vermdge Gleichung c). Indem wvir aber die Gleichungen a) und b)
quadriren, addiren, und Z—Z' entwickeln, folgt:

(Z——Z’)zf;;- : Vi[Z(K.sin .z)]® + [Z(K.cosa.z)]’}

]/2[2'( K.sma.x)]24[3(K. cos a.z)]%
=(KR,) '
Durch die Gleichungen 123 und 123a) ist die Lage der Ebene,
in welcher das Kriftepaar wirksam zu denken ist, der Richtung
nach vollkommen bestimmt. Der kiirzeste Abstand der beiden Kraft-
richtungen —+P und —P ist aber, wie die Figur leicht iibersehen
lafst, gleich

123) tang y =

123a) tang ¢ —=

V{(Z—Z‘)z et (gm—()’m)z§ 4
und indem wir die Werthe fiir (Z—Z')* und (o, —0¢’,)* einset-

zen und mit P multipliziren, folgt das Moment des Kréftepaars:
123h) 1[5 (K.sin @.5)]? +[S(K. cos « .5)]? + [S(KR,)]*] .
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Bezeichnen wir den Abstand der beiden Kraftrichtungen mit o,
die Koordinaten des Angriffspunktes der einen von beiden Gegen-
kriften (4+-P) mit X, Y, Z, so sind, wvie sich leicht iibersehen lifst,
die Koordinaten des Angriffspunkts der andern Gegenkraft (—P):

123¢) 2’ =Z+a.sing; Y = Y+ a.cosg.cosy;
X'=X+a.cosqg.siny.

Fiir den Fall, dafs simmtliche Kraftrichtungen parallel

sind, folgt aus 123), 123a) und 123b):
tang ¥ = tang o
1- (K=
e =

und das Moment des Kriftepaars:
124) L[S0+ [3(KR,)]*]

in welchen Gleichungen %z die Abstinde der Angriffspunkte der ein-
zelnen parallelen Krifte von einer beliebigen mit ihrer Richtung
parallelen Ebene und RB,, die Hebelsarme in Bezug auf eine belie-
bige, und zu dieser Ebene normale, Axe bezeichnen.

In dem Falle endlich, wo simmtliche Krifte in ein und der-
selben Ebene liegen, folgt:

— 8- 2(K.sina) __ 0
125) g P 2.2(K.cose) -~ 0
tang ¢ = 0,

und das Moment des Kriftepaares:
125a) =3 (K.R,),

d. h. in diesem Fall bleibt die Neigung des Kriftepaares (Winkel W)
gegen die Axe XZ unbestimmt und kann beliebig genommen wer-
den, das Kriftepaar, welches fiir die Wirkung der Krifte substi-
tuirt werden kann, liegt in derselben Ebene, in welcher die Krifte
liegen, (¢ =0) und es ist das Moment des Kriftepaares gleich der
Summe der Momente simmtlicher auf Drehung wirkenden Kriifte
in Bezug auf eine beliebige zur Ebene der Krifte normale Axe.

Bestimmung der Resultivenden und ihres Angriffspunktes fiir Krifte, welche
auf ein festes System wirken, und deren Richtungslinien eine beliebige Lage
haben.

§ 76. Wir wenden uns nun zu dem allgemeinsten Fall, nimlich
zu dem, dafls auf ein festes System beliebige Krifte in
ganz beliebigen Richtungen wirken, und dafs es darauf an-
kommt, ihre Resultirende der Grofse und Richtung nach
zu bestimmen.
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Wenn zunichst:

A. die Krifte weder in Bezug auf drehende noch in
Bezug auf fortschreitende Bewegung im Gleichge-
wicht sind:

so koénnen wir, indem wir drei beliebige Koordinatenebenen anneh-
men, die Resultirende der fortschreitenden Bewegung Q der Grofse
und Richtung nach bestimmen nach § 71 und mittelst der Gleichun-
gen 110) und 111).

Um nun aber den Angriffspunkt der Resultirenden zu
finden, denken wir uns simmtliche Krifte in den einzelnen Angriffs-
punkten nach drei zu einander normalen Richtungen zerlegt, die
Komponenten parallel mit den drei Axen sind dann:

I, Cos R SERCR cos L . o VITSBes s

Nun haben wir drei Gruppen paralleler Krifte, fir die
wir nach § 74 und Gleichung 117a) drei Resultirende einfithren
konnen. Es seien Q, die Resultirende aller parallelen Krifte If.cose...
und X, Y, Z die Koordinaten ihres Angriffspunktes; in dhulicher
Weise bezeichnen @, und Q,, die Resultirenden der parallelen
Krifte K.cosfB.... und K.cosy... und X,, Y,, Z, beziehlich

X, Y., Z, die Koordinaten ihrer Angriffspunkte. ~Wir haben
dann:
O =2l coslayy 0 = (i Scosp), 'O =3 (l)cos y)
X __ 3(K.cosa.x) be __3(K.cosp.x) X __2(K.cosy.x)
S SIC cova) b Yo sKeosg). 2 Bl S GK cosy)
126) Y __ 3(K.cosa.y) y __Z(K.cosB.y) __2(K.cosy.y)

R ST JER0 ) el o ST B TGy - e S(K.cosy)
7 ___Z'(K.cosoc.z) 7 e Z(Kicos.3) 7 _ 2(K.cosy.z)
S SR sl & & S (K cosBR)ii bl Z(K.cosy) :

Diese Gleichungen zeigen folgendes Gesetz:
I. Wenn auf ein festes System beliebig viele Kriifte
einwirken, welche weder in Bezug auf fortschrei-
tende noch in Bezug auf drehende Bewegung im
Gleichgewicht sind, so lidlst sich ihre Wirkung
immer auf drei einzelne Krifte zuriickfiihren,
deren Richtungen einzeln parallel sind mit drei
beliebig angenommenen zu einander normalen
Axen, und deren Angriffspunkte vollstindig
durch die Gleichung 126) bestimmt sind.
Da nun die Richtung der Resultienden der fortschreitenden
Bewegung @ durch die Gleichungen 110) und 111) vollkommen
bestimmt ist, so konnen wir jede dieser drei Krifte, auf welche
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wir so eben das System zuriickgefiihrt haben, zerlegen nach zwei
Richtungen, von welchen eine parallel mit der Richtung von (,
die andere aber normal dazu ist, wir erhalten dann zwei Gruppen
von Kriften, niimlich eine Gruppe, bestehend aus drej Kriiften, die
unter sich und mit der Richtung von Q parallel sind, und eine an-
dere Gruppe von drei Kriften, welche in Ebenen liegen, die nor-
mal zu der Richtung von Q sind, welche folglich in parallelen Ebe-
nen liegen. Da die Resultivende mit den Axen die Winkel 4, B, I
bildet, so bildet sie dieselben Winkel der Reihe nach auch mit den
drei Kriften Q,, Q.» Q. welche der Reihe nach mit diesen Axen
parallel sind. Hiernach haben wir die beiden Gruppen:

parallel mit Q: normal zu (:
Q, .cos 4= Q. cos 42, Q,.sind=Q.cosA.sin 4,
Q,,.cosB:Q.cosB’, Q”.sinB:Q.cosB.sinB,
Qu-cos I'=Q . cosI™, Qu-sinI'=Q.cosI.sinT"

Die Krifte der ersten Gruppe lassen sich durch die Gleichun-
gen 110) und 111) vereinigen. Es ist ihre Resultante (Gleichung
110), 111) und 112):

Q,.cos A+ Q, . cos B+ Qi scos I' =
[Z(I(.cosa)]” [Z(K.cosLﬂi [S(K-cos y)]?
8, Tevawm .t Q

127) Q:1/§[2(1r.cosu)]z+[.>:(K.cosp’)]z+[z(1r.cosy)]=§.

Der Angriffspunkt dieser Resultante ergiebt sich nach 117a),
wenn wir die Koordinaten mit X, Y, Z bezeichnen:

5 Qi.cos 4. X,4+Q,.cos B. )(L+_(Q!£sr.x,,,

—— T o e

Q.cos A4 Q,,. cos B4 Q, .cosI'
128) ( Y= ﬁQ,f_c"ﬁ{l_*Yfi¥Qﬂj’s£ Y, + Q. cos r.Y,

Q.cos A+ Q,, . cos B Q.- cos I
g uQﬂl_;cosA. Z, 4+ Q,cos B. Z, +&’L' cosI'. Z,,

Q/.cos A+ Q, . cos B4+ Q. .cos I’

Setzen wir in diese Gleichungeu die Werthe der Gleichungen
126) fir Q,, Q,, Q. X, X, X, ete., so ergiebt sich mit Beriick-
sichtigung, dafs nach Gleichung 111)

éos A== E\( Kgom) Se eOsrh =t 2—\-( Kéwsﬁ) CoR]— ——-E(K'-CEQ

ist:
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128a)
i Z(K.cosa.z) . S(K.cosa)+Z(K . cos f.2). 3(K .cos f)+Z(K .cosy.z). 3(K. cosy)
[2(K.cosa)]*+[Z(K.cosg)]>+Z(K.cosy)]?

_ 3(K.cosa.y) .Z(K.cosoc)-l-Z(K.cosﬂ.y)(Z(K.cnsﬁ')-f—E(K.cosy.y).E(K.cos;*)
Y [Z(K.cosa) |2 +[Z(K.cosp)]* +[Z(K.cosy)]?

e Z’(K.costx.z).E(K.cosa)—!—Z(K.cosﬂ.Z).Z'(K.cosﬁ’)+2‘(K.cosy,z).Z'(K.cosy)
[Z(K.cosa)|?+[Z(K.cos 8)|>+[Z(K.cosy)]?

Es ist iibrigens leicht zu iibersehen, dafs der hier bestimmte
Angriffspunkt der Resultirenden dieser drei parallelen Krifte in der
Ebene liegen mufs, welche durch die Angriffspunkte der drei
Krifte gelegt wverden kann, denn lédge er aufserhalb dieser Ebene
und zerlegte man die simmtlichen Kriifte in zwei andere, parallel
und normal zu der Ebene, so wiirde diejenige Komponente der Mit-
telkraft, welche parallel mit der Ebene ist, und deren Angriffspunkt
aufserhalb der Ebene lige, cinen Hebelsarm in Bezug auf eine in
der Ebene liegende, und die Richtungen der Komponenten der drei
Krifte, deren Angriffspunkte in der Ebene liegen, schneidende Axe
haben, wihrend diese Komponenten ecinen Hebelsarm in Bezug auf
diese Axe nicht hiiten; es wiirde also durch die Mittelkraft Gleich-
gewicht gegen drehende Bewegung nicht hergestellt werden.

Betrachten wir jetzt die zweite Gruppe der Komponenten,
deren Richtungen in Ebenen liegen, welche zur Richtung der Re-
sultirenden der fortschreitenden Bewegung normal sind, so kénnen
diese Krifte keine fortschreitende Bewegung bedingen, wohl aber
ist eine drehende Béwegung denkbar. Wir haben es also mit
Kriften zu thun, die dem im vorigen Paragraphen unter C. behan-
delten Fall entsprechen, und fiir welche ein Kriftepaar substi-
tuirt werden kann. Um die Verhiltnisse dieses Kriftepaares zu be-
stimmen, denken wvir uns irgend eine Ebene, welche normal zu der
Richtung von @ ist, nennen den normalen Abstand des Angriffs-
punktes Q, von dieser Ebene Z,°, den normalen Abstand der An-
griffspunkte @, und @, von derselben Ebene Z,°, Z,°, denken
ferner in der Ebene eine beliebige Axe, und bezeichnen die Win-
kel, welchen die Richtungslinien von (,.sin A mit dieser Axe bil-
det mit °, ebenso die Winkel, welche die Richtungslinien der
Krifte Q,.sinB und Q,,.sinI" mit derselben Axe bilden mit e,°, &,,°,
so ergiebt sich der Neigungswinkel der Durchschnittslinie der Ebene
des Kriftepaars mit jener Axe vy nach 123:
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tangy —

Z°Q,.sind .sina,® +Z,°Q, .sin B . sin ' +2,°Q,  .sinl.sn «,°
iz Q,.sin 4. cos 0+ Z,°Q,.sinB.cosa,’ 4 Zii 2 Q j-sin T 2cos.ou;,®
und in #hnlicher Weise lifst sich der Neigungswinkel ¢ der Ebene
des Kriftepaares gegen die Richtung von @ nach 123a), sowie das
Moment des Kriifiepaares nach 123b) finden. Wollte man die in
diesen Gleichungen vorkommenden Werthe analytisch ausdriicken,
so kompliciren sich die Ausdriicke so sehr, dals sie ihren Werth
als Formeln fiir den Gebrauch verlieren, und es hesser ist in jedem
einzelnen Falle die Rechnung besonders durchzufihren. Um diese
Rechnung zu erleichtern, diirfte folgender Weg zu empfehlen
sein.

Wir verlegen den Anfangspunkt des urspriinglichen
Koordinatensystems in den Angriffspunkt von Q. Es sind
sodann die Koordinaten der drei Angriffspunkte Q,, Q,, Q,, durch
die Gleichungen zu finden:

X/(Q):X/—X7 Y/(Q):Ytﬁy’? ZI(Q):ZI_Z7

]29) ‘Xll(g):Xﬂ_X7 Y//(Q):Yu_ Y, Zu(Q):Zu—Z!
‘Xm(Q)=1Ym—X7 Ym(Q):Y/u_ Y, Zm(Q):Zm"“' Z.

Legen wir nun durch den Angriffspunkt von Q, also durch
den Anfangspunkt des neuen Koordinatensystems eine Ebene nor-
mal zur Richtung von Q (vierte Ebene), so bildet diese Ebene mit
den Ebenen, in welcheu die Axen X und Y liegen (dritte Ebene),
den Winkel I” mit der Ebene, in welcher die Axen X und Z (zvveite
Ebene) liegen, den Winkel B, und mit der Ebene, in welcher die
Axen Y und Z (erste Ebene) liegen, den Winkel A; denn der Win-
kel, welchen zvwei Ebenen bilden, wird gemessen durch den Winkel,
welchen zwei Linien einschliefsen, die in einem Punkte der Durch-
schnittslinie einzeln normal auf den Ebenen sind. Der Angriffspunkt
von () ist aber ein Punkt der Durchschnittslinien der vier Ebenen,
die Richtung @ ist normal auf der vierten Ebene, die Axe der Z
ist normal auf der Ebene, in welcher die Axen der X und der ¥
liegen, folglich macht diese Ebene mit der vierten Ebene den Win-
kel, welcher die Richtung von Q mit der Axe der Z bildet, d. i.
den Winkel I" ete.

Projiciren wir die Richtung von Q auf die Ebene, in welcher
die Axen der X und der ¥ liegen, und bezeichnen wir den Winkel,
welcher die Projektion Qp' mit der Axe X bildet, mit &, ziehen von
p, die Normale p'v auf die Axe X und verbinden pv, so ist auch
po normal zu QX, und daher:
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/
|‘a° ok ~\\~~_‘~\ /ll’l
Q=
Y3
130) cunceize Qv _ Qp.cosd cos' At 3 " cos A
& e !

Qp' — Op.sn(Qpp’) — sin(pQZ) sl "
Ebenso findet man:

cos (p' QY) :_/%];? =sin's;

d. h. der Kosinus des Winkels, welchen-die Projektion
einer Linie auf eine Ebene mit einer in dieser Ebene
liegenden Axe macht, ist gleich dem Quotienten aus dem
Kosinus des Winkels, welchen die Linie selbst mit dersel-
ben Axe macht, durch den Sinus des Winkels, welchen
die Linie mit einer zu der Ebene normalen Axe macht;
dhnlich lilst sich eine Regel fiir den Sinus ableiten.

Die Durchschnittslinie #N, zwischen der vierten Ebene
und der dritten Ebene, ist normal zu der Projektion Qp’, denn, da
sie in der vierten Ebene liegt, so ist sie normal auf pQ, und da
sie auch in der dritten Ebene liegt, so ist sie normal zu QZ, sie
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ist folglich normal zu der Ebene QZp im Punkte Q, folglich zu
jeder anderen Linie, die in dieser Ebene liegt und durch den Punkt Q
geht, und eine solche Linie ist 0.

Sind z und y die Koordinaten eines in der dritten Ebene lie-
genden Punktes a, so ist die Entfernung dieses Punktes von der
Durchschnittslinie #N einer Ebene, welche mit der gegebenen Ebene
den Winkel I, mit den beiden andern Projektionsebenen die Win-
kel 4 und B bildet, und durch den Anfangspunkt der Koordina-
ten geht:

ab=ab’. cos bab’=ab’. cos ¢ = (ab" + b"b') cos ¢
=(ab"+5"Q. tang ¢) . cos &
=&.cos &~ ysin &,
und indem man fiir cose und sin ¢ dje obigen Werthe setzt:
cos 4 cos B

ab =gz, 5
sin I" Y sin I"

Ist a’a =1z der Abstand eines Punk-
tes von einer Ebene, und ab der Abstand
seiner Projektion von der Durchschnitts-
linie dieser Ebene mit einer andern Ebene,
welche mit derselben den Winkel I” bil-
det, so ist seine Entfernung a’¢ von die-
ser Ebene:

a'c=(aa'+ aa") cos I'=(z <+ ab tang I") cos I"
—=z.cosl'+absinT.
Setzen wir fiir ab den vorhin bestimmten Werth, und bezeich -
nen wir den Abstand a’c mit 5%, so ist:
131) %% ==%.cos I'+ x cos A+ y cos B,

d. h. der Abstand eines Punktes, dessen Koordinaten Doey
und z sind von einer Ebene, die im Anfangspunkt des Ko-
ordinatensystems normal steht auf einer durch den Anfangs-
punkt des Koordinaten gehenden, und mit den drei Koor-
dinatenaxen die Winkel 4, B, I' bildenden Linie, ist gleich
der Summe der Produkte, welche gebildet werden, wenn
man jede der drei Koordinaten einzeln mit dem Kosinus
des Winkels multiplizirt, welcher die Richtung jener Linie
mit derjenigen Axe bildet, mit welcher die betreffende
Koordinate parallel ist.

Hiernach hat man die Abstinde der Angriffspunkte der Kriifte

Q. Q,und Q, von der Ebene, welche im Angriffspunkt von
normal zu der Richtung der Mittelkraft Q gedacht ist:
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Z,"= X0 -cos A+ Y,g).c0s B+ Z,gy.cos I
13la) { Z,°= X, (o). ¢08 A+ Y, (g). cos B+ Z, (o). cos I"
A :AXM(Q) .cos A+ Ym(Q)' cos B -+ Z”/(Q). cos I

Denken wir in der vierten Ebene zwei Axen, die normal
auf einander sind, und von denen die eine mit M N*) zusammenfillt;
legen wir durch diese Axen und durch die Richtung von Q Ebe-
nen, so sind diese Ebenen und die vierte Ebene drei neue Koordi-
natenebenen, die Abstinde der Angriffspunkte von der vierten Ebene
Z° %, Z,° haben wir so eben bestimmt; die Abstinde von der
Ebene durch MN und Qp wollen wir X,°, X% X,° und die-
jenigen von der Ebene, welche durch QUp geht und normal zu M N
ist, mit Y°, ¥,°, Y, ° bezeichnen. Nun ist offenbar die letztge-
nannte Ebene in dem Punkte Q normal zu der Linie MN; die Li-
nie MN bildet aber mit der Axe QY den Winkel & mit der Axe
QX, den Winkel 90° + ¢ und mit der Axe QZ den Winkel 90,
folglich findet man den Abstand y° irgend eines Punktes von dieser
Ebene dunrch die oben entwickelte Regel (Gleichung 131), nimlich.

Y° =5.c08 90° 4y .cos e+ . cos (90° + ¢),
oder wenn man fiir cos¢ den oben bestimmten WWerth (130) und
fiir cos (90° + &) den Werth — sin ¢ setzt:

132) o=y .cosA_:vcosB

sin I" sin I"°
Es folgt hieraus:
cos A cos B
Y=Y, SRR T X0 - sin I"
- cos 4 cos B
1829) 4 Y, =Y. 577 — Xuo - sin I"
cos A cos B

Ymo: uil@) s srnyn ‘Xm((’) e T

Die Linie Qp’ erscheint offenbar als die Projektion derjenigen
Axe, welche in der vierten Ebene liegt und in Q zu MN normal
ist, auf die dritte Ebene. Bezeichnen wir den Winkel, welchen die
genannte Axe mit der Axe QZ macht mit o, den Winkel mit QY
mit 4 und den Winkel mit QX mit 9, so ist nach der frither ent-
wickelten Regel (130):

cos & . cos 7
coss———, sin'g SRl
sin ¢ sin ¢
daraus folgt:
€os 9 == cos ¢.sin g, cos 7 = sin & . sin 0.

*) Siehe die Figur auf S. 123.
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Nun ist aber der Winkel ¢ offenbar gleich 90° 4+ I'" und da-
her sin 6 =cos I, und indem wir fiir cose und sin ¢ die oben ge-
fundenen Werthe setzen, ergiebt sich:

o e cos 4. cos I’ e wlacos Biicas.T”
7P sin I" 2 L= sin I' :

Die Ebene, welche durch MN*) und Qp gelegt wird, ist aber
normal auf der ebenerwihnten Axe, und da diese Axe mit den
drei ersten Axen die Winkel 6, y und 9 macht, so folgt der Abstand
eines beliebigen Punktes von dieser Ebene (131):

Ty =%.€0s0—+y.cosy—+5.cos?,
und wenn man fiir cosc setzt cos(90° S+ I)—&in I’ und fir
cos & und cosy die eben bestimmten Werthe, so folgt:
cos B . cosI” cos 4. cosT'
sin I" e sin I' ?
oder durch eine leichte Umformung:
_R.cos I"Hy.cosB.cosT'4 2 .cos A .cos ['—g T %jicoslitn

Ty = —zxsinl +y.

Tove= sl e sin I
Hiernach ist also:
133)
Y X, (0).cos 4.cos '+ Y,(gy.cos B.cos I" - Z,(0).cosI'* — Z (o)
(i sin I"
% e X ,(0)- cos A.cos '+ Y“(Q).cosB.cosI’—I—-Z,,(Q).cosl“2 -—Zl,('gl
R R sin I"
e X.(0).cos A.cos '+ Y, (0).cos B. cos '+ Z,,0)-cos I — Z,,(0)
il o sin I” :
oder:
0 SN 0 iy
1332) X0 = _Z_/;C%l_&_)_, X, = ZH'#;:}_ZJ!LQ) :
X, = Z,"° . cos F_ZM(Q)__ ;

sin I

Es kommt nur noch darauf an die Winkel «,°, «,°, o0 7u
bestimmen, welche die drei Kraftrichtungen Q,.sin 4, Q,.sinB,
Q,,-sinI" mit einer von den neuen, in der vierten Ebene liegenden
Axen bilden. Wir wihlen die Axe, welche normal zu MN ist, als
diejenige, mit welcher die genannten zu bestimmenden Winkel ge-
bildet werden, und nennen diese Axe die Axe der X°. Jene
drei Kraftrichtungen sind entstanden, indem man die Drucke @
Q.» Q. mach der Richtung Q und normal dazu zerlegte, sie er-
scheinen also als die Projektionen der Kraftrichtungen Q,, Q,,, ;.
auf die zu @ normale vierte Ebene, oder da diese letztgenannten
Kraftrichtungen parallel mit den drei ersten Axen sind, als die Pro-

*) Siehe die Figur auf S. 123.
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jektionen dieser drei Axen auf die vierte Ebene. Nun macht die
Axe () X*) mit der angenommenen neuen Axe der X° den Winkel 9;
mit der zu der Ebene, in welcher diese neue Axe liegt, normalen
Axe Qp (Axe der Z°) den Winkel 4 und mit der Axe M N (oder
der Axe der Y°) den Winkel 90° 4.

Wir haben also nach dem Gesetz (130) auf S. 123 fiir den
Winkel, welchen die Projektion von QX auf die vierte Ebene mit
der Axe der X° macht, oder, was dasselbe ist, fiir den Winkel,
welcher die Kraftrichtung Q,.sin4 mit der Axe der X° macht:
cos & __ cos 4 .cosI’
sin 4~ sind.sinI’
cos (90° 4-¢)  —sine_  —cos B

sin 4 SRS ARG R i

Ebenso findet man den Winkel, welchen die Projektion der
Axe QY oder die Kraftrichtung Q,.sin B mit der Axe der X°
macht, durch die Betrachtung, dafs die Axe QY mit der Axe der
X° den Winkel 7 mit der Axe der Y° den Winkel ¢ und mit der
Axe der Z° den Winkel B bildet:

cos 7 cos B.cos I

cosa’ =

= cotg 4 . cotg I"
134)

s oti=

Qi
cos ,° =

1343) sine  sinB.sinI' =COth'COtgF

cos g sl cos 4

Y smB. 7 sin B sin F 2
und endlich ergiebt sich der dritte Winkel, da die Axe QZ mit
der Axe der X°, den Winkel 6 =90°+ I'; mit der Axe der Y°
einen Rechten, und mit der Axe der Z° den Winkel I" hildet:
cos(90°+I") __ £

Costay, U= = == = =]
sin I"
134b -
) . B §:008,902
Sin'elr == g 0,

d. h. die Richtung @, .sin I' macht mit der Richtung der Axe der
X° einen Winkel von 180 Grad, ist der Richtung der Axe X° also
entgegengesetzt.

Endlich lassen sich auch noch die Hebelsarme der Kriifte
Q'.sind, Q,.sinB und Q,,.sin I in
Bezug auf die Axe p Q leicht bestim-
men. Sind nimlich z und y die Ko-
ordinaten eines Punktes parallel mit
der Ebene gemessen, auf welcher die
dritte Axe normal steht, so ist der
kiirzeste Abstand der Richtungslinie
der Kraft, welche durch diesen Punkt

*) Siche die Figur auf S. 123.
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geht, und deren Projektion mit der Axe der X den Winkel 2 bil-
det, von der dritten Axe offenbar:
135) { Of= Qg.cosl:(y+lzg)cosl:(y+xtangl)cosl
=y .cos A+ zsin A.
Macht die Kraftrichtung selbst mit der Axe der X den Win-
kel &, mit der Axe der Y den Winkel g und mit der Axe der Z
den Winkel 7, so hat man nach dem Friihern (130) fiir den Win-
kel, welcher ihre Projektion mit der Axe der X bildet:

cos B
siny ’

COos

cos i = 5 sin 4 —

sin y
folglich die kiirzeste Entfernung der Kraftrichtung von der Axe der
Z oder den Hebelsarm der Kraft in Bezug auf die Axe der Z:

_s. & Jeas B . COS o

1352) Of=R, =204 3?

Man findet also den Hebelsarm einer Kraft, deren Rich-
tung durch einen gegebenen Punkt geht und mit den drei
Axen gegebene Winkel bildet, in Bezug auf eine Axe,
wenn man jede einzelne der beiden Koordinaten, welche
nicht mit dieser Axe parallel sind, maltiplizirt mit dem
Kosinus des Neigungswinkels, welchen die Kraftrichtung
mit derjenigen Axe macht, die der andern von beiden pa-
rallel ist, und die Summe der Produkte dividirt durch den
Sinus des Neigungswinkels, welchen die Kraftrichtung mit

derjenigen Axe. macht, fiir welche man den Hebelsarm be- -

stimmen will, oder wenn man jede der beiden Koordina-
ten mit dem Sinus des Neigungswinkels multiplizirt, wel-
chen die Projektion der Kraftrichtung auf eine Ebene, die
normal zu der Axe ist, fiir welche man den Hebelsarm
bestimmen will, bildet mit derjenigen Axe, mit welcher die
betreffende Koordinate parallel ist; und die Summe nimmt.
Nennen wir die Hebelsarme der drei Krifte Q,.sin4, Q sinB,
Q,-sinI" in Bezug auf die mit der Richtung Q zusammenfallende
Axe der Reihe nach ¢,°, ¢,°, 0,°, so findet man diese Hebels-
arme nach der obigen Regel (135):
0°=X/".sine, + Y. cosa,
134) §0,° =X,°.sine,~+ Y,°. cos 155
(’m“ = Af/“o 5 Sin “m -~ Yulo - Cos lxmo"_——'—_ Ymo'
Hierdurch sind nun alle Elemente bestimmt, deren man bedarf,
um nach § 75. (S. 117, Gleichung 123), 123a) und 123b) die Lage
und das Moment des Kriftepaares zu bestimmen.
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Man hat néimlich zu setzen in jenen Gleichungen:
Z(K.sina.z)::0,.sinA.sinal".Z,°+0”.sinB.siua,,".Z/,°+
Qu-sinl.sine,°.Z,°
137) (2(K.cosa.z) = Q,.sin4.cose,° Z4,°+0Q,.sinB.cose,® . Z,°4-
Q,-sinl.cosa,. Z,°
2(K.R,)=Q,.sind.9°+0,. sinB.g,° + Q,,.sinI.g,°.
Es ergiebt sich sodann aus Gleichung 123) der Winkel v, wel-
chen die Durchschnittslinie der Ebene des Kriftepaars und der
vierten Ebene mit der Axe der X° macht; aus Gleichung 123a) der
Winkel, welchen die Ebene des Kriftepaars mit der vierten
Ebene, oder iiberhaupt mit einer Ebene macht, die normal ist zur
Richtung der Resultirenden der fortschreitenden Bewegung, und
endlich aus Gleichung 123b) das Moment des resultirenden Kiriifte-
paares ¥).
Ueberhaupt folgt aus der eben durchgefiihrten Rechnung:
IL.. Wenn auf ein festes System beliebige Krifte ein-
wirken, welche weder in Bezug auf fortschrei-
tende noch in Bezug auf drehende Bewegung im
Gleichgewicht sind, so lilst sich ihre Wirkung
immer zuriickfiithren auf eine Kraft, welche der
Richtung und Gréfse nach (Gleichung 127, 128,
128a), und auf ein Kriftepaar, dessen Moment
der Grofse nach, und dessen Ebene der Lage nach
(Gleichung 123 und 136) zu bestimmen sind.
Ziehen wir nunmehr den zweiten Fall in Betracht:

B. Wenn auf ein festes System Krifte in beliebigen
Richtungen wirken, welche zwar in Bezug auf
drehende Bewegung, nicht aber in Bezug auf fort-
schreitende Bewegung im Gleichgewicht sind, so
lifst sich immer eine Resultante durch die Glej-
chungen 127), 128) und 128a) der Gréfse und Rich-
tung nach bestimmen.

Dieser Fall ist nimlich ohne Weiteres auf die analogen Fille
auf S. 104 und 115 zuriickzufithren.
Was nun endlich den dritten Fall anbetrifft, néimlich:

C. Wenn auf cin festes System Krifte in beliebigen
Richtungen wirken, welche zwar in Bezug auf
fortschreitende Bewegung, aber nicht in Bezug auf
drehende Bewegung im Gleichgewicht sind, so

*) Eine kiirzere Entwickelung dieses Falles findet man auf S. 142,

IL. 9
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lifst sich die Wirkung derselben immer nur auf
ein resultirendes Kriftepaar zuriickfiihren.

Um dies nachzuweisen, verfahren wir ganz #hnlich wie auf
S. 116 C.

Zunichst ist einleuchtend, dafs eine Gegenkraft, welche wir
in das System einfiithren mochten, das Gleichgewicht gegen fort-
schreitende Bewegung storen wiirde; es sind also wenigstens zwei
gleich grofse, parallele, aber der Richiung nach entgegengesetzte
Krifte +P' und — P’ einzufithren, wvelche mit den drei Axen die
Winkel 4, B und I" bilden mégen.

Legen vwvir durch die parallelen Richtungen der Kriifte P’
und — P’ eine Ebene, und verbinden nun ihre Angriffspunkte, so
liegt auch diese Verbindungslinie in derselben Ebene. In jedem
Falle lassen sich aber die beiden Krifte in dieser Ebene zerlegen in
je zwei andere, von denen die einen parallel sind mit einer der
Koordinaten-Ebenen, z. B. mit der Ebene XY, und die andern in
die Richtung der Verbindungslinie ihrer Angriffspunkte fallen. Die
Komponenten, parallel mit der Grundebene XY, sind unter sich pa-
rallel, gleich grofs, aber entgegengesetzt, und mogen mit -+ P und
— P bezeichnet werden, diec Komponenten nach der Richtung der
Verbindungslinie sind ebenfalls gleich grofs, entgegengesetzt und fal-
len in dieselbe gerade Linie, siec mogen mit 4P” und —P” be-
zeichnet werden. Diese beiden Komponenten halten einander das
Gleichgewicht, sie nehmen nur die innern Krifte des Systems in
Ansprach, und kénnen auf das System weder auf Drehung noch
auf Fortschreiten wvirken; sie fallen also aus der Betrachtung, und
man sieht, dals, wie man auch die Lage und Richtung der beiden
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Krifte + P’ und —P' gewihlt haben mag, sich fiir dieselben im-
mer zwei andere 4-P und — P substituiren lassen, die in denselben
Angriffspunkten wvirken, deren Richtungen parallel mit einer der
Koordinatenebenen sind, und aufserdem in derselben Ebene liegen,
welche durch die Krifte 4P’ und — P’ gelegt werden konnte.

Behalten wir die Bezeichnungen auf S. 116 bei, so folgt, dafs,
wenn die beiden Krifte 4P und —P Gleichgewicht gegen dre-
hende Bewegung herstellen sollen, sein miisse:

a) 2(K.sine.R)=P.siny(Z—2")
b) Z(K.sinf.R)=P.cosy(Z—2")
C) Z(KSIH Y'Rm) =P. ((}m'—@’m}

Durch dieselben Betrachtungen, welche bereits auf S. 117 an-
gestellt worden, und in Erwigung, dafs wir diese Betrachtungen,
welche fiir die Ebene XY gelten, hier auch fiir die Ebene XZ und
ZY anstellen konnen, folgt allgemein:

Der Neigungswinkel der Ebene des Kriiftepaars gegen die
Ebene XY

188 Jutaniae :Vg[Z'(K.sin "‘R.)]2+[2(K.sinﬁ.R,,)]2z

S(K.smy.R,) 2

d. h. man findet die Tangente des Neigungswinkels der Ebene,
in welcher das resultirende Kriftepaar liegt, gegen eine
der Koordinatenebenen gleich dem Quotienten aus der Qua-
dratwurzel aus der Summe der Quadrate der Momenten-
summen  der einzelnen Krifte in Bezug auf die beiden
Axen, die in dieser Ebene liegen, durch die Momentensumme
der einzelnen Krifte in Bezug auf die Axe, welche normal
zu dieser Ebene ist.

Es folgt ferner:

Der Neigungswinkel der Durchschnittslinie der Ebene
des Kriiftepaars mit eciner der Koordinatenebenen gegen eine der
Axen, welche in dieser Ebene liegen:

(K .sina.R)

2(K.sinp.R,)’

d. h. man findet die Tangente des Neigungswinkels, welchen die
Durchschnittslinie der Ebene des Kriifiepaars mit einer der
Koordinatenebenen gegen eine in dieser letztgenannten Ebene
liegende Axe macht, gleich dem Quotienten aus der Mo-
mentensumme der einzelnen Krifte in Bezug auf diese Axe
durch die Momentensumme in Bezug auf die andere in der-
sclben Ebene liegende Axe.

1382a) tangy —

9 *®
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138b) Das Moment des Kriftepaars
1/{[2(K.sintx.}l,)]2+[2(K.sinﬂ.Ru)]”—l-[Z(K.siny.R,H)]’g,

d. h. das Moment des resultirenden Kriftepaars ist gleich der
Quadratyvurzel aus der Summe der Quadrate der Momen-
tensummen der einzelnen Kriifte in Bezug auf die drei
Axen.

Vorschlag zur Annahme eines allgemein giltigen Modus die VVinkel zu zihlen,
welche Kraftrichtungen mit rechtwinkligen Koordinaten-Axen bilden.

§ 77. Bei den vorhergehenden statischen Untersuchungen hat
man mit Kriflen zu thun, deren Richtungslinien nicht in ein
und derselben Ebene liegen; man bestimmt sodann die Lage die-
ser Richtungslinien durch die Winkel, welche sie mit drei ange-
nommenen Koordinaten-Axen machen; es ist sehr wichtig die Vor-
zeichen der Winkelfunktionen richtig in die Rechnung einzufiihren,
und um in dieser Bezichung keinen Irrthum zu begehen, mufs man
die Winkel, welche die Richtungslinien mit den einzelnen Axen ma-
chen, von jeder Axe aus stets in demselben Sinne rechnen (vergl.
§59). Es erscheint wiinschenswerth, dals man sich allgemein iiber
einen Modus einige, nach welchem bei dergleichen Untersuchungen
die Kraftrichtungen zu bestimmen sind, und zu dem Zwecke scheint
folgendes Verfahren empfehlenswerth:

1) Man sehe siimmtliche Krifte so an, als ob sie in ihrem An-
griflspunkt ziehend wirken, und nehme ihre Werthe dann ab-
solut.

Um dies zu verstehen, diene folgende

ey > by Erliuterung: Strebt eine Kraft ein Mas-

* senelement von @ nach b zu bewegen,

so konnen wir entweder die Kraft in

einem Punkte wirkend denken, der auf derselben Seite von a
liegt, auf welcher auch & liegt, und so als ob sie das Massenelement
anzieche, oder wir konnen die Kraft auch in einem Punkte wirk-
sam denken, der auf der entgegengesetzten Seite von a liegt, und
so, als ob die Kraft das Bestreben habe, das Massenclement abzu-
stolsen (§55. S.67). Im ersten Falle bezeichnen wir die Wir-
kung, indem wir sagen, die Kraft wirke ziehend, im andern Fall,
indem wir sagen, die Kraft wirke schiebend auf das Massenele-
ment. Es ist gleichgiltig, ob wir simmtliche Krifte in ihren An-
griffspunkien ziehend, oder ob wir simmtliche Kriifte schiebend
wirkend denken. Um eine Uebereinstimmung herbeizufiithren, mé.
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gen stets simmiliche Krifte ziehend angenommen werden, und
wenn sie schiebend gedacht werden sollen, mige man es aus-
driicklich bemerken.

2) Die Winkel, welche eine Kraftrichtung mit den
drei Axen macht, werden gefunden, wenn man von dem Anfangs-
punkt der Koordinaten eine Linie zieht, parallel mit der Richtung
der Kraft, und in demselben Sinne, in welchem die Kraft auf ihren
Angriffspunkt ziehend wirkt, und nun die Winkel bestimmt, wvel-
che diese Linie mit den drei Axen bildet.

3) Um zu beurtheilen, in welchem Quadranten der Win-
kel liegt, den diese Richtung mit einer Axe bildet, lege man durch
die betrachtete Axe und durch diejenige Axe, welche in der Rei-

henfolge =+ 2 3 ihr die entfernteste ist, eine Ebene, und sodann
o, e

eine Ebene normal zu der betrachteten Axe durch die beiden an-
deren Axen. Um also den Winkel mit der erstem Axe (Axe
der X) zu bestimmen, lege man eine Ebene durch die erste und
dritte Axe (Axe der X und der Z) und eine Ebene durch die zweite
und dritte Axe (Axe der Y und der Z). Um den Winkel mit der
zweitem Axec (Axe der Y) zu beurtheilen, lege man eine Ebene
durch die zweite und erste Axe (Axe der Y und der X) und eine
Ebene durch die erste und dritte Axe (Axe der X und der Z) und
endlich um den Winkel zu bestimmen, welchen eine Kraftrichtung
mit der drittem Axe macht, lege man eine Ebene durch die
dritte und erste Axe und eine Ebene durch die erste und
zweite Axe. Die beiden Ebenen, welche man fiir jede ecinzelne
Axe gedacht hat, theilen den Raum in vier Abtheilungen. Die erste
Abtheilung liegt zwischen dem Theile der durch die betrachtete
Axe gelegten Ebene, welcher den positiven Zweig dieser Axe
enthilt, und demjenigen Theil der durch die beiden andern Axen
gelegten Ebene, welcher den positiven Zweig der in der oben-
erwilnten Reihenfolge zuniichst liegenden Axe enthilt. Alle Li-
nien, welche vom Anfangspunkt der Koordinaten gezogen in diese
Abtheilung fallen, bilden mit der betrachteten Axe Winkel, die im
ersten Quadranten liegen. Die zweite Abtheilung liegt zwi-
schen diesem zuletzt erwihnten Theil der durch die beiden andern
Axen gelegten Ebene, und demjenigen Theil der durch die betrach-
tete Axe gelegten Ebene, welche den negativen Zvweig dieser Axe
enthillt. Alle Linien, die in diese Abtheilung fallen, bilden Winkel
mit der betrachteten Axe, die im zweiten Quadranten liegen.
Die dritte Abtheilung des Raumes liegt zwischen den so eben be-
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zeichneten Theil der durch die betrachtete Axe gelegten Ebene,
und demjenigen Theil der durch die beiden andern Axen gelegten
Ebene, vwvelcher den negativen Zweig der in der obigen Reihen-
folge zuniichst liegenden Axe enthilt. Diese Abtheilung stellt den
dritten Quadranten, und die noch iibrige Abtheilung den vier-
ten Quadranten dar.

Denkt man die drei Koor-
dinatenebenen, so wird durch
dieselben der Raum in acht
Abtheilnngen getheilt, die
wir mit 4, B, C, D, E, F, G, H
*¥  bezeichnen. Die Punkte, wel-

che in diesen Abtheilungen lie-
gen, haben folgende Koordi-
naten- Vorzeichen, nach wel-
chen sich die Bezeichnung der
Abtheilungen bestimmen soll.

A B C D E F G H

+2Z

Ll o
L :—_—é_j—g
ol

L=
|

-2 +x i i e = —+ —+x
) R s M e O (A M e T W i g
~+z = -+3 —3 S e —+x —2z.

(Die Abtheilung F ist in der Figm" nicht sichtbar).

Bezeichnen wvir die Winkel mit der ersten Axe durch ¢, mit
der zweiten Axe durch § und mit der dritten Axe durch y, und
nehmen wir den oben dargestellten Modus der Winkelzihlung an,
so ergiebt sich folgende Zusammenstellung:

Eine Linie,
durt,:h den An-
d%:;{f iigg?:; -| DieWinkel | Vorzeichen Yorzeichen Vorzeichen Yorzeichen
ten parallel mitjliegen in den der der der der
e;'lffg I;:fgﬁj' Quadranten Kosinus Sinus Kotangente Tangente
liegt in der Ab-
theilung o | B | y lcos alcos Bl cosy|sin af sin Bsin y| ctgal ctg Bl ctgy g o |tg ] tg 5
T T
A Iysl Lslilie] sy el fchmali<tai a-nliszalvaies sl sl sl i ek
B IIVII—:—+—+—++—i—+§——
C L1 5 B o e B s ot i e e ] o e e
D mywvm) — |+ | —|+|—| == — | +—|—| +
E MEFILYIN Y =i = b =0 =i =] —-‘— +‘-———
F murmy — | — | —{—| —| —|+|++ —I—-\—i— -
G 1v111+-+—l++—l——|+——+
H IVERDIT it ifsudin A Mot tifide il d s o it vie
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Aus dieser Zusammenstellung ist ersichtlich, dafs die Vorzei-
chen der Kosinus von Winkeln, welche Linien bilden,
die durch den Anfangspunkt der Koordinaten gehen und
in irgend einer Abtheilung liegen, dieselben sind, wel-
che auch die Koordinaten von Punkten haben, die in
derselben Abtheilung liegen. Diese Vorzeichen sind jedoch
nicht zu verwechseln mit den Vorzeichen, welche etwa die Koor-
dinaten des Angriffspunkis der Kraft haben.

Es wirke z. B. in einem Punkte, dessen Koordinaten +z, —y, +%
sind, eine Kraft, welche mit der ersten und zweiten Axe einen
Winkel mit positivem, mit der dritten Axe einen Winkel mit ne-
gativem Kosinus mache, so liegt der Winkel & im ersten, der Win-
kel 8 im vierten und der Winkel y im zweiten Quadranten. Die
Kraftrichtung ist in der Figur angedeutet. Die entgegengesetzte
Kraftrichtung macht mit den drei Axen Winkel, deren Kosinus eben
so grofs, aber entgegengesetzt sind, sie bildet also mit der ersten
und zweiten Axe Winkel mit negativem und mit der dritten Axe
einen Winkel mit positivem Kosinus, liegt also in der Abtheilung E.

Aus den obigen Darstellungen ist nun leicht ersichtlich, welche
Bedeutung es haben miisse, wenn die Krifte selbst mit posi-
tivem oder negativem Vorzeichen (+P und —P) erschei-
nen, oder in die Rechnung eingefithrt werden. Es kann
dies néimlich in zwiefachem Sinne geschehen, entweder deuten die
Vorzeichen —+ P und — P iiberhaupt nur an, dafs zwei Krifte in
parallelen Richtungen, aber entgegengesetzt wirkend, gedacht
werden sollen, und es ist dann gleichgiltig, welche von beiden
man als positiv, und welche man als negativ betrachten will, oder
sie deuten an, dafs die betrachtete Kraft, welche mit negativem
Vorzeichen erscheint, in ihrem Angriffspunkt in einem Sinne wvirkt,
welcher demjenigen der iibrigen Krifte entgegengesetzt ist; dals
sie also, wenn wir allgemein die Kriifte ziehend wirkend denken,
in ihrem Angriffspunkte schiebend wirke; sie wird sofort in eine
Kraft verwandelt werden konnen, welche ziehend wirkt, und dann
absolut zu nehmen sein.

Gesetze iiber die Wirkung, Zusammensetzung und Zerlegung der Krifte-
paare. Parallelogramm und Parallelepipedum der Krifiepaare und der Paar-
Axen.

§ 78. Aus den Betrachtungen der §§ 74, 75 und 76 ergiebt
sich, dafs, wenn auf ein festes System Kriifte wirken, welche in
Bezug auf drehende Bewegung nicht im Gleichgewicht
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sind, das Gleichgewicht nur iu dem einzigen Fall, wo die Kraft-
richtungen parallel und zugleich die Summe simmtlicher Krifte
nicht gleich Null ist (S. 105. No. 2, Gleichung 117a) durch
eine einzige Gegenkraft herzustellen ist, in jedem andern Falle
aber das Gleichgewicht gegen drehende Bewegnng sich nur durch
ein Kriftepaar herstellen lifst. Hieraus folgt, dals iiberhaupt
jede drehende Bewegung, welche Krifte, die auf ein fe-
stes System wirken, diesem zu ertheilen streben, sich
auf ein resultirendes Kriftepaar zuriickfithren lasse.

Es ist von Interesse einige Eigenschaften der Kriftepaare
hier hervorzuheben.

1) Jedes Kriftepaar hat das Bestreben das System
um eine Axe zu drehen, die normal ist zu der Ebene, in
welcher das Kriftepaar liegt; der Punkt, in welchem die Axe
die Ebene schneidet, lifst sich aus den Eigenschaften des Krifte-
paares nicht bestimmen; es kann jeder beliebige Punkt sein,
wenn er nicht durch andere Bedingungen gegeben ist.

Denn es sei B der kiirzeste Abstand der Kraft 4P von der
beliebig angenommenen Drehaxe A; R’ der kiirzeste Abstand der
Kraft —P, dann ist die Summe der Mo-
mente, welche auf Drehung um die angenom-
mene Axe wirken, P.R—P.R'=P.(R—R’),
es ist aber immer B—R’ der kiirzeste Abstand
der Kraftrichtungen -+P und — P, bezeichnen
wir denselben mit @, so ist Pa das Moment
des Kriftepaars (S. 106), und es folgt, dals
die Summe der Momente fiir die Drehung um
cine beliebige zur Ebene des Paares normale Axe immer gleich dem
Moment des Kriftepaars ist, d. h. immer denselben Werth hat.

2) Man kann fiir jedes Kriftepaar ein anderes sub-
stituiren, welches in derselben Ebene liegt, und das-
selbe Moment hat; es ist dabei glelchgiltig, welche Lage die
Krafirichtungen des neuen Paares gegen die des ersten haben, auch
kann man entweder den Abstand der neuen Kraftrichtungen von
einander, oder die Grofse der Drucke derselben beliebig an-
nehmen.

Denn, da das Bestreben auf Drehung um eine beliebige Axe
durch die Summe der Momente in Bezug auf diese Axe gemessen
wird, so hat das neue Kriftepaar in Bezug auf jeden beliebigen
Punkt der Ebene immer dasselbe Bestreben auf Drehung, wie das
erste Kriiftepaar, sobald sein Moment dasselbe ist (No. 1).
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3) Man kann daher die eine Kraftrichtung eines Krif-
tepaares durch einen beliebigen Punkt in der Ebene ge-
hen lassen, und derselben eine beliebige Richtung ge-
ben, wihrend die andere einen beliebigen Abstand von
diesem Punkt bekommen kann.

Ist Pa das Moment eines Kriftepaars, und o' der Abstand des
neuen Kriftepaars, so ist:

s i
a!
139)
a=E"
4

4) Jedes Kriiftepaar kann durch ein anderes ersetzt
werden, welches in einer parallele Ebene liegt, und das-
selbe Moment hat.

Denn da das Bestreben auf Drehung um irgend eine zur Ebene
des Paares normale Axe durch das Moment des Kriftepaares ausge-
driickt wird, so hat das neue Kriftepaar, da es in einer parallelen
Ebene liegt, die folglich auch normal ist zu einer beliebigen Axe,
welche normal zur Ebene des ersten Paares ist, dasselbe Bestreben
auf Drehung um diese Axe, welches das erste Paar hat, sobald sein
Moment dasselbe ist.

5) Kriiftepaare, welche in derselben Ebene liegen,
lassen sich durch ein einziges Kriftepaar ersetzen, des-
sen Moment gleich der algebraischen Summe der Momente
der einzelnen Kriftepaare ist, wobei diejenigen Momente,
welche die Ebene in entgegengesetzten Richtungen zu drehen stre-
ben, mit entgegengesetzten Vorzeichen zu nehmen sind.

Denn man kann jedes der Kriftepaare P'a’, P"a", P"a" ...
in ein anderes verwandeln, dessen Richtungen in zwei bestimmte
Parallellinien fallen. Ist @ der kiirzeste Abstand dieser beiden Pa-
rallellinien, so ist nach 139 die Kriiftesumme in der einen Richtung:

! ' ”n n P’” ./H
+(P“ et Sanate. & i ) =
a a a

und die Kriftesumme in der entgegengesetzten Richtung:
! ! g " _n
it (P a + P'a i 2l ) )
a a

o

folglich hat man wiederum ein Kriftepaar, und es ist dessen o-
ment:
Pd: Pla!+ Pllall + PVIIaIH+ ol
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6) Kriiftepaare, welche in parallelen Ebenen liegen,
lassen sich durch ein einziges Kriftepaar ersetzen, des-
sen Moment gleich der algebraischen Summe der Mo-
mente der einzelnen Kriftepaare ist, wobei diejenigen Mo-
mente, welche die Ebenen in entgegengesetzten Richtungen zu dre-
hen streben, mit entgegengesetzten Vorzeichen zu nehmen sind.

Denn, man kann jedes dieser Kriftepaare nach No. 4 in eine
bestimmte Ebene verlegen, welche mit den Ebenen der Kriftepaave
parallel ist, und dann nach No. 5 diese Kriftepaare vereinigen.

7) Krifte, welche auf Drehung um irgend eine Axe
wirken, lassen sich in Bezug auf drehende Bewegung
durch ein Kriftepaar ersetzen, welches in einer zu der
Axe normalen Ebene liegt, und dessen Moment gleich
der Summe der Momente der einzelnen Krifte in Bezug
auf diese Axe ist.

Denn das Bestreben auf Drehung um eine gegebene Axe wird
gemessen durch die Summe der statischen Momente der einzelnen
Krifte in Bezug auf diese Axe (S. 95); ein Kriftepaar, dessen Mo-
ment gleich der Summe der Momente der einzelnen Krifte ist, hat
dasselbe Bestreben auf Drehung zu wirken, (No. 1 und 2) wiirde
also, wenn man es im entgegengesetzten Sinne wirken liefse, die
Drehung durch die einzelnen Krifte aufheben, und ersetzt demnach
deren Wirkung auf drehende Bewegung.

Dic Ebene, in welcher ein Kriftepaar liegt, nennen wir die
Paar-Ebene; eine Normale zu dieser Ebene: eine Paar-Axe,
und den kiirzesten Abstand der Richtungslinien: den Hebelsarm
des Kriftepaars, oder kurz der Paar-Arm.

8) Kriftepaare, welche in Ebenen liegen, die sich
schneiden, lassen sich immer durch ein Kriftepaar er-
setzen, dessen Moment sich bestimmen 1ilst, welches in
einer Ebene liegt, die durch
die Durchschnittslinie der
beiden Paar-Ebenen geht, und
deren Lage gegen die beiden
Paar-Ebenen eine bestimmte
T8t

Es sei 9 der Neigungswinkel
der beiden Paar-Ebenen, a’P’ sei
das Moment des Kriftepaars in der
ersten Ebene, a7 P das Moment des
Paares in der zweiten Ebene. Da
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die Kriiftepaare jede Lage in der Ebene haben kinnen, so lassen
sich ihre Richtungen auch normal zur Durchschnitislinie denken,
und wenn « der Abstand zweier Punkte der Durchschnittslinie ist,
so lassen sich die Krifte beider Paare durch diese Punkte der
Durchschnittslinie legen. Nach Gleichung 139) sind sodann die Krifte
der beiden Paare:

al P! a''pir
TPmond 9 U a 3

Nun greifen in dem einen Punkte der Durchschnittslinic die
Krifte 4P, und == P,, im andern Punkte die Krifte — P, und =P,
an. Da diese beiden Gruppen in ihren Angriffspunkten normal zur
Durchschnittslinie sind, so liegen sie in parallelen Ebenen, die nor-
mal zur Durchschnitislinie sind; jede der beiden Gruppen lifst sich
zusammensetzen nach dem Parallelogramm der Krifte (§§ 28 und

30) und man hat in dem einen Angriffspunkt die Resultante:
J fr gP,“ + P2 +2PP,.cos 19:7
in dem andern Angriffspunkt eine ebenso grofse, aber entgegen-
gesetzt gerichtete Resultante. Anstatt der urspriinglichen Krifte
konnen wir diese beiden Krifte wirkend denken; sie sind parallel,
liegen in einer Ebene, welche durch die Durchschnittslinie der er-
sten beiden Paar-Ebenen geht, und ibr Moment ist —Pa, oder wenn
wir fir P den obigen Werth, und darin fir P, und P, die vorhin
gefundenen Ausdriicke setzen:
140) Pa:]/%(a’l”)2 - (aTP2)?* + 2(al PY) .(a" P2) .‘cos al.

Der Neigungswinkel, welchen die neue Paar-Ebene gegen die
erste oder die zweite Paar-Ebene macht, ist gleich dem Winkel,
yelchen die Kraftrichtungen P und P, vesp. P, einschlielsen. Es ist
also, wenn diese Winkel mit ¢ und &, bezeichnet werden:

I pI
sin ¢, :sin{}.—l—;} ='sin 9. aai’
140a) P A P
gin's ="8in'9". —2 .= sm I .
4 o ] aP

Man sieht hieraus folgendes Gesetz:
Kriiftepaare in Ebenen, die sich schneiden, las-
sen sich stets zu einem Paare zusammensetzen,
indem man den Neigungswinkel der beiden Paar-
Ebenen konstruirt, auf den Schenkeln desselben
in jeder Ebene Stiicke abschneidet, welche dem
Kriftepaar in dieser Ebene proportional sind, in
derEbene dieses Winkels iiber diesen Stiicken ein
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Parallelogramm konstruirt, und von dem Schei-
tel des Winkels die Diagonale zieht. Die Diago-
nale ist proportional dem resultirenden Kriftepaar; die Ebene
durch die Diagonale und normal zur Ebene des Winkels
ist die Paar-Ebene des resultirenden Kriftepaares, und die
Winkel, welthe die Diagonale mit den Schenkeln des Win-
kels bildet, sind gleich den Neigungswinkeln dieser Ebene
gegen die belreffenden ersten Paar-Ebenen.

Dies interessante Gesetz bietet die grolste Analogie mit dem
Prinzip des Parallelogramms der Kriifte und der Geschwindigkeiten
dar; wir nennen es das Prinzip des Parallelogramms der
Kriftepaare.

9) Zwei Kriftepaare, deren Paar-Axen nicht paral-
lel sind, lassen sich zu einem Kriftepaare vereinigen,
indem man zwei Linien konstruirt, die sich schneiden,
und den Paar-Axen einzeln parallel sind, von dem
Durchschnittspunkt dieser Linien auf jeder ein Stiick
abtrigt, welches dem Moment des Kriftepaars propor-
tional ist, mit dessen Axe die betreffende Linie parallel
ist, und aus diesen Stiicken ein Parallelogramm kon-
struirt. Die Diagonale des Parallelogramms vom Durch-
schnittspunkt der Linien aus, repréisentirt, der Grolse
nach, das Moment des resultirenden Kriftepaars, und
der Lage nach die Axe desselben. Die Paar-Ebene des re-
sultienden Kriftepaars ist normal zu dieser Axe.

Denn es seien AB und AC die Schnitte der Paar-Ebenen der
gegebenen Kriftepaare mit einer Ebene, die zu beiden normal ist,

ABC = § ist der Neigungswinkel beider

5 Ebenen, nach dem vorigen Satz ist der Nor-
malschnitt der resultirenden Paar-Ebene und

das Moment des resultirenden Kriftepaars

e durch die Diagonale Ad zu bestimmen, vvenn
L_B Ac dem Moment des Kriiftepaars in der Ebene

A AC, Ab dem Moment des Kriftepaares in der
c~¢ Ebene AB proportional ist. Errichten wir

in der Ebene ABC in A auf AB die Nor.

male A’ auf AC die Normale Ac, so sind diese Normalen auch nor-
mal auf den Ebenen AB und AC, und folglich parallel mit den
Paar-Axen; machen wir Ab' = Ab, Ac' = Ac, vollenden das Paral-
lelogramm und ziehen die Diagonale Ad', so ist sehr leicht geome-
trisch zu zeigen, dafs Ad’' = Ad, und normal zu Ad sei. Da Ad’
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= Ad ist, so ist auch Ad' proportional dem resultirenden Krifte-
paar, und da Ad’ normal zu Ad ist, so ist Ad’ auch normal zu der
Ebene, in welcher das resultirende Paar liegt, folglich eine Paar-
Axe des resultirenden Paars. Dies war nachzuweisen.

Wir nennen dies Gesetz das Parallelogramm der Paar-
Axen. "

10) Wirken auf ein festes System drei Kriftepaare,
deren Paar-Axen nicht in eine Ebene gelegt werden kon-
nen, so kann man dieselben zu einem Kriftepaar ver-
einigen, dessen Moment durch die Grofse, und dessen
Paar-Axe durch die Lage der Diagonale eines Parallel-
epipedums reprisentirt wird, dessen Seiten einzeln pro-
portional den Momenten der gegebenen Kriftepaare, und
parallel mit deren Paar-Axen sind. Die Ebene des resulti-
renden Kriftepaars steht normal auf der Diagonale des Parallelepi-
pedums.

Denn es lassen sich nach dem vorigen
Satze die Kriftepaare, deren Axen parallel
mit @b und ac sind, zu einem Kriftepaar
zusammensetzen, dessen Axe ad ist, und es
lafst sich dieses Kriftepaar mit dem dritten,
dessen Axe ac ist, wiederum zusammenset-
zen zu einem resultirenden Kriftepaare.

Die Axe desselben ist af, und es ist auch af proportional dem
Moment desselben, wenn ae, ac und ab proportional sind dem Mo-
mente der einzelnen Kriftepaare. Nun ist aber af auch die Diago-
nale des Parallelepipedums eab dcf.

Wir nennen dies Gesetz das Parallelepipedum der Paar-
Axen.

Die Kriltepaare lassen sich auch nach dem Gesetz No. 8 zu-
sammensetzen, indem man zuerst die Kriftepaare in zwei Ebenen
zu einem komponirt, und dieses dann mit dem Kriftepaar in der
dritten Ebene zusammensetzt.

11) Jedes Kriftepaar ldfst sich in zwei oder mehre
andere zerlegen, von denen entweder die Lage der Paar-
Axen oder die Grolse der Momente der Kriftepaare ge-
geben sein kann.

Dies folgt unmiitelbar aus den Geseizen No. 8, 9 und 10.

12) Der Neigungswinkel der Paar-Axe gegen eine be-
liebige Ebene ist der Komplementswinkel des Neigungs-
winkels der Paar-Ebene gegen dieselbe Ebene, oder
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auch des Neigungswinkels der Paar-Axe gegen eine auf
dieser Ebene normale Axe.

Dies folgt unmittelbar aus der Bedingung, dafs die Paar-Axe
normal zur Paar-Ebene ist.

Mit Hilfe dieser Gesetze lassen sich oft die Entwickelungen der
§§ 75 und 76 wesentlich vereinfachen. Betrachten wir z. B. den
Fall in § 76 A. Wir zerlegen simmtliche Krifte in ihren Angriffs-
punkten nach drei Richtungen, parallel mit den drei Axen; es ent-
stehen die Krifte: K.cose...., K.cosf..., K.cosy..., und es lilst
sich die Resultirende der fortschreitenden Bewegung nach den
Gesetzen auf S. 100 und nach den Gleichungen 127, 128, 128a)
der Grofse und Richtung nach, so wie ibr Angriffspunkt hestimmen.
Nun wirken die Krifte K .cos# und K. cosy auf Drehung um die
Axe der X; ihre Momente sind K.cosf.x..... und K.cosy.y.
Diese Momente lassen sich durch ein Kriftepaar ersetzen (No. 7),
dessen Moment ist:

141) S(K.cosf.z) 4+ X (K.cosy.y).

In gleicher Weise lassen sich die Momente, welche auf Dre-
hung um die Axe der Y nnd um diejenige der Z wirken, durch
Kriftepaare ersetzen, deren Momente beziehlich:

141) 2 2(K.cos.z)+ Z(K.cosy.z) und
2(K.cose.y)+3(K.cosf.x)
sind. Da die Axen dieser Kriftepaare normal zu einander sind, so
ergiebt sich nach No. 10 das Moment des resultirenden Kriftepaars
gleich:

141a) ]/{[.2‘(1’(.(:05{7’%)+2(1(.cos;'.y)]2 +[Z(K.cose.z)

+2(K.cosy.z)]*+ [2(K. cosa.y) + Z(K.cosf.z)]? },
oder:

1/{ [S(K.sine.R )] + [3(K.sinB.R,)]*+ [S(K.siny.R,)]? ;
und es findet sich der Neigungswinkel 3, der resultirenden Paar-
Axe gegen die Ebene YZ:

141b) tang y, =
2(’(.cosﬂ.z)+2(1f.cosy.y)
V"g[Z([(.cosa.z) + 2(K.cosy.x) |+ [Z(K.cosx.y) +2'(I(.cosﬂ’.x)]’2
oder nach 135a) gleich:

S(K.sine.R,)
]/3[E(K.sinf}.Ru)]2+[2(I(.s1'n;/.Rm)]2g i
und der Neigungswinkel ¢, der resultirenden Paar-Ehene ge-

tangy, =
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gen die Ebene YZ, oder der Neigungswinkel der resultirenden Paar-
Axe gegen die Axe der X nach No. 12:

141 ¢) tang ¢, = cotgn, = 7
u. s. w.

Die Gleichungen, welche entstehen, indem man anstatt der Koor-
dinaten die Hebelsarme der Kriifte (nach Gleichung 135a) S. 128)
einfiihrt, sind dieselben, welche wir unter 138 und 138a) S. 131
auf anderem Wege entwickelt haben, uud es gelten fiir Kriftepaare,
deren Paar-Axen normal zu einander sind und die nicht in derselben
Ebene liegen, die auf S. 131 bei Gelegenheit der Entwickelung die-
ser Gleichungen aufgestellten Regeln.

Festes System mit fixen (festgehaltenen) Punkten.

§ 79. Die bisherigen Untersuchungen iiber die Gesetze, welche
fir Kriifte gelten, die auf ein festes System wirken, setzten iiberall
voraus, dafs jeder Punkt des Systems diejenige Bewegung machen
konne, welche durch die Einwirkung jener Krifte bedingt wurde;
wir nennen ein System, fiir welches diese Voraussetzung zutrifft ein
freies System. Es kommen jedoch sehr hiufig auch solche An-
ordnungen vor, bei denen jene Voraussetzungen nicht gelten; es
kann vielmehr die Bedingung gestellt sein, dafs gewisse Punkte des
festen Systems sich nicht bewegen diirfen, wie auch die Krifte
des Systems beschaflen sein mogen; solche Punkte nennen wir
fixe Punkte, oder festgehaltene Punkte des Systems, und
das System selbst im Gegensatz zu dem freien System, nennen wir
ein festes System mit fixen Punkten. Die Fille, welche hier
von besonderem Interesse sind, sind folgende:

a) ein festes System mit einem fixen Punkte,
b) ein festes System mit zwei fixen Punkten,
¢) ein festes System mit drei fixen Punkten.

Nach den vorstehenden Andeutungen haben wvir unter einem
fixen Punkt eines Systems itberhaupt einen solchen zu verstehen,
welcher weder eine fortschreitende Bewegung noch eine roti-
rende Bewegung um irgend eine Axe annchmen kann. Hier-
aus folgt zunichst:

1) dafs das System iiberhaupt keine fortschreitende Bewe-
gung haben konne, denn eine solche wiirde allen Punkten
des Systems gemeinschaftlich (§ 65. S. 88), folglich auch den
fixen Punkten eigen sein, und dies widerspricht der Voraus-
setzung, und
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2) dafls die Drehaxe des Systems immer durch die fixen Punkie
gehen miisse; denn nur die Punkte, welche in der Drehaxe
liegen, haben keine rotirende Bewegung.

Diese beiden Bedingungen erheischen, dafs in den fixen Punk-
ten Krifte wirksam sein miissen, deren Komponenten, in Bezug auf
drei normale Axen, gleich und enigegengesetzt den Komponenten
aller iibrigen Kriifte in Bezug auf dieselben Axen sind § 71. S.99),
und deren Momente in Bezug auf irgend eine Axe, welche nicht
durch die fixen Punkte geht, zusammen gleich und entgegengesetzt
der Summe der Momente aller iibrigen anf das System wirkenden
Krifte sein miissen; denn, denken wir solche Krifte in das System
eingefiihrt, so wird das System iiberhaupt im Gleichgewicht gegen
fortschreitende Bewegung sein (erste Bedingung), und es wird
auch im Gleichgewicht gegen drehende Bewegung sein in Bezug
auf jede Axe, welche nicht durch die fixen Punkte des Systems
geht (zweite Bedingung).

Die Krifte, welche dieser Darstellung nach in den fixen Punk-
ten wirksam sein miissen, um diese Punkte eben als fixe zu kon-
stituiren, nennen wir die Reaktionen des Systems gegen die
fixen Punkte, und die ihnen gleichen aber entgegengesetzten
Krifte, deren Komponenten nach den drei Axen also in demsel-
ben Sinne wirken, wie die Komponenten der Resultirenden der
fortschreitenden Bewegung des Systems nach denselben Axen, nen-
nen wir die Drucke des Systems gegen die fixen Punkte.

1) Festes System mit einem fixen Punkt. Der Druck
Q des Systems gegen den fixen Punkt und die Richtung dieses
Druckes ist hier ohne Weiteres zu bestimmen durch die Gleichun-
gen 110 und 111) S. 98; denn da nur ein fixer Punkt vorhanden
ist, so mufs die Reaktion gegen denselben gleich der Gegenkraft
des Systems (— () gegen fortschreitende Bewegung sein. Denken
wir drei normale Koordinaten-Axen, auf welche wir das System
beziehen, und denken wir in dem fixen Punkt, dessen Koordinaten
X, Y und Z sein mogen, die Kraft — Q wirkend, welche mit den
Axen die Winkel 4, B, I' macht, so haben wir nunmehr in Be-
zug auf diese drei Axen drei Kriftepaare, und es ist das Moment
des Kriftepaars, welches auf Drehung um die erste Axe vwyirkt:

'Z(K.cosﬂ.z)+2(1(.cos7.y)—Q.cosB.Z—Q.cosF. Y),
nun ist aber (111. S. 98):
Q.cos B=2(K.cosf); Q.cosI'=3I(K.cosy);
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folglich driickt sich das Moment des Kriiftepaares in Bezug auf die
erste Axe aus, durch:

Z(K.cosB.[z—Z])+ Z(K.cosy. [y — Y]).

In dhnlicher Weise lassen sich die Momente der Kriftepaare
in Bezug auf die beiden andern Axen darstellen. Nun sieht man
aber leicht, dafs (z—2Z) ... (y—Y) ... (z—X) nichts anders
bezeichnet, als die Koordinaten der Angriffspunkte der Kriifte in
Bezug auf ein Koordinaten-System, dessen Anfangspunkt in dem er-
sten Koordinaten-System die Koordinaten X, ¥, Z hat, mit anderen
Worten, dessen Anfangspunkt der fixe Punkt ist. Verlegt man also
den Anfangspunkt der Koordinaten in den fixen Punkt und nennt
man die neuen Koordinaten z,, y, z, so ist das Moment des Kriifte-
paares in Bezug auf die erste Axe

2(K.cosf.z)+ Z(K.cosy.y,) u.s. w.

Es folgt sodann leicht folgendes Gesetz:

Rotirt ein festes System um efimem fixen Punkt,
so erhilt man die Lage der Drehaxe und das Mo-
ment des resultirenden Kriftepaares, indem man
durch den fixen Punkt dreibeliebige zu einander
normale Koordinatenaxen annimmt, die Kriifte-
paare des Systems fiir diese drei Axen durch Bil-
dung der entsprechenden Momentensummen be-
stimmt, und diese drei Kréiftepaare nach den Glei-
chungen 141a) (resp. 138) zusammensetzt.

Fiir den Fall, dals man die Koordinatenaxen durch den fixen
Punkt legt, sind die Momente der Reaktion gegen den fixen Punkt
in Bezug aufl alle drei Axen Null; legt man dagegen die Koordina-
tenaxen nicht durch den fixen Punkt, so hat man die Momente
der in dem fixen Punkte wirkenden Reaktion mit in Betracht zu
ziehen.

2) Festes System mit zwei fixen Punkten. Hat ein
festes System zwei fixe Punkte, so miissen beide in der Drel-
axe liegen, und es folgt daher, dafs die Drehaxe des festen Systems
durch die gerade Linie gegeben ist, welche durch die beiden fixen
Punkte geht; es erfolgt daher die Drehung simmilicher Punkte des
Systems in Ebenen, welche zu der Verbindungslinie der beiden fixen
Punkte normal sind. Das Kriftepaar in Bezug auf diese Verbin-

II. 10
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dungslinie als Drehaxe mufs das resultirende Kriftepaar des Systems
sein, und es miissen folglich die Kriftepaare in Bezug auf zwei
Axen, die unter sich und zu der Verbindungslinie der fixen Punkte
normal sind, einzelne gleich Null sein; denn vvire dies nicht der
Fall, und man briichte das System auf drei Kriftepaare fiir diese
drei Axen, so wiirde das resultirende Kriiftepaar eine andere Paar-
Axe haben, als die Verbindungslinie der beiden fixen Punkte. Neh-
men wir nun ein rechtwinkliges Koordinaten-System an, dessen eine
Axe (Axe der Z) mit der Verbindungslinie der beiden fixen Punkte
der Richtung nach zusammentfillt, so liegen die beiden andern Axen
in einer Ebene, welche normal zu der Verbindungslinie ist, und es
sind die Koordinaten der fixen Punkte in Bezug auf diese beiden
Axen gleich Null, wihrend sie in Bezug auf die Axe der Z mit
Z; und Z;; bezeichnet werden mogen.

Bezeichnet nun Q/ den Druck des Systems gegen den ersten
fixen Punkt, parallel mit der Axe der X, @/ und Q;" die Drucke
in demselben Punkt, welche parallel mit der zweiten und dritten
Axe sind, und bezeichnen wir analog mit Q,/, Qu’, Qr" die Drucke
des Systems in dem zweiten fixen Punkt; ihre Reaktionen also mit
entgegengesetztem Vorzeichen, so miissen folgende Gleichungen er-
fiillt werden:

1) Z(K.cos @) — Q) — Qu' =0.
2) Z(K.cos f) — Qf — Qu"=0.
3) Z(K.cos y) — Q" — Qu"=0.
4) I(K.cosB.z)+Z(K.cosy.y)— Qf . Z;— Qu' . Zu=20.
5) S(K.cosa.z)+2(K.cosy.a)— Q. Zi— Qu - Zu=0.

Die drei ersten Gleichungen stellen die Bedingungen des Gleich-
gewichts gegen fortschreitende Bewegung dar, die beiden letzten die
Bedingungen des Gleichgewichts gegen Drehung um die Axen X und
Y. Die Gleichungen 1), 2), 4) und 5) geniigen zur Bestimmung
der Drucke Q/ O/ und Q4 Qu', wogegen zur Bestimmung der
Drucke Q/” und Q", niimlich derjenigen, welche in den fixen
Punkten auf Verschieben des Systems in der Richtung der
Verbindungslinie wirken, nur die eine Gleichung 3) vorhan-
den ist; es bleibt daher einer von diesen beiden Drucken ent-
weder willkiirlich anzunehmen oder durch andere Bedingungen zu
bestimmen.

Entwickelt man aus 1) und 5) die Drucke Q/ und Q./ so fin-
det man:
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_ 2(K.cosa.[5— Zi)) + Z(K.cos y . )

Qi Zy — Zn
s S(K.cose.[z—Zil) + Z (K.cosy.x)
: Zir — Zy
: w__ 2 (H.cosf.(5—Zi))+ 3 (K.cosy.y)
142) ( Q" = o
i S(K.cosf.(x—Zr)) + Z(K.cosy.y)
ZII e Z]
\ wihrend zwischen Q" und Q" nur die Beziehung bleibt
: 01" 4+ Qi = 3 (K. cos 7).

Man bemerkt leicht, dafs der Nenner in den obigen Gleichun-
gen iiberall die Entfernung der beiden fixen Punkte ausdriickt, und
dafls der Zihler die Momentensummen in Bezug auf Drehung um eine
Axe bezeichnet, die durch den andern fixen Punkt geht, und nor-
mal sowohl zu der Richtung der Verbindungslinie der fixen Punkte,
als zu der Richung ist, fiir weleche man den Druck des Systems
bestimmen will (135a). Hieraus ergiebt sich, dafs die Gleichungen
142) folgendes Gesetz darstellen: ¢

Wenn in einem festen System, auf welches belie-
bige Krifte einwirken zwei fixe Punkte vorhan-
den sind, so rotirt dasselbe um eine Axe, welche
durch die beiden fixen Punkte geht (fixe Axe);
man findet den Druck des Systems auf einen der
fixen Punkte nach einer Richtung, die normal zu
dieser Drehaxe ist, wenn man die Summe der
Momente der simmtlicheniibrigen auf das System
angebrachten Krifte in Bezug auf eine Axe, die
durch den andern fixen Punkt geht, und normal
sowohl zur Drehaxe, als zu der betrachteten Rich-
tung ist, dividirt durch den Abstand der beiden
fixen Punkte.

Das Moment des auf Drehung um die fixe Axe wirken-
den Kriftepaares driickt sich aus durch:

S(K.cosa.y) +2(K.cosf.x)
142a) { oder auch durch
2 (K.siny.R,) (Gleichung 135a)
wenn R, den kiirzesten Abstand jeder Kraftrichtung von der fixen
Axe, und y den Winkel bezeichnet, den die Kraftrichtung mit der
fixen Axe bildet.

Licgen die simmtlichen Drucke in Ebenen, welche normal

zu der fixen Axe sind, so ist fir aile Drucke y = 90° folglich
10 *
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cos y = 0, und es folgt, dafs der Druck, welcher auf Verschieben
in der Richtung der Axe wirki, Null ist; bezeichnen wir den Ab-
stand der beiden fixen Punkte mit L, die Koordinaten der
Drucke K... in Bezug auf eine Ebene, welche durch den ersten
fixen Punkt geht und normal zur fixen Axe ist mit z,.... so folgt:
Zir —Zr =L . s=8,+ Zr =5yp+Zir— L
Zy —Zn=—1L; s—Zu==5,—L; z—1Z=x,.
Es gehen also diec Gleichungen 142) fiir diesen Fall iiber in
folgende:
, _ S(K.cosa.[L—z,]) n_ 2(K.cosf.[L—z,])
Y L AT L .

) 2l 2h(Kiscos aviny) sutadi (I 5608iBing)

Qu = “"I:ﬁ*‘”; Qn = ‘—*—L—’—i

d. h. wenn ein festes System um eine Axe rotirt, welche
durch zwei fixe Punkte geht, und es liegen simmtliche
Kriifte, die auf das System wirken, in Ebenen die zu der
Axe normal sind, so findet man den Druck auf jeden der
fixen Punkte nach irgend einer Richtung, wenn man die
mit dieser Richtung parallelen Komponenten jeder Kraft
mit dem Abstand ihres Angriffspunkts von einer Ebene,
welche in dem andern fixen Punkt normal zur Drehaxe
ist, multiplizirt, und die Summe der Produkte durch den
Abstand der beiden fixen Punkte dividirt.

3) Festes System mit drei fixen Punkten. Hat ein fe-
stes System drei fixe Punkte, so konnen dieselben entweder in
gerader Linie liegen, oder nicht.

Liegen die der fixen Punkte in gerader Linie, so ist
der Fall zum Theil aof den vorigen zuriickzufiihren; die Drehaxe
mufs mit jener geraden Linie zusammenfallen, allein indem man die
Bedingungsgleichung 1 bis 5 (S. 146) bildet, und die Drucke auf
den dritten fixen Punkt Qrt'y Qrrs”’y Qrrs” mit den Koordinaten X;r,
Yur und Zpi; einfiihet, so ergiebt sich bald, dafs nun die Zahl der
Unbekannten grofser ist, als die Zahl der Gleichungen; es lassen
sich also nun die Drucke uuf die fixen Punkte nicht anders bestim-
men, als indem man entweder neue Bedingungen giebt, oder indem
man gewisse Drucke annimmt. Diese Bemerkung gilt natiirlich nur
unter der Voraussetzung, dafs das System ein absosut festes (§ 64.
S. 84) sei, dals wir also keine Formverinderung desselben vor-
aussetzen diirfen. In manchen Fillen ist die Voraussetzung zulis-
sig, dafs das System durch eine Ebene, die normal zu der Verbin-
dungslinie der drei fixen Punkte ist, und durch den mitlern fixen

142 b)
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Punkt geht, sich in zwei feste Systeme jedes mit zwei fixen Punk-
ten zerlegen lasse, und dann sind die Drucke auf die fixen Punkte
nach Anleitung der Gleichungen 142) zu bestimmen, indem man
die Krifte, deren Angriffspunkte auf der einen Seite der Ebene lie-
gen als zu dem einen System, diejenigen auf der anderen Seite der
Ebene als zu dem andern System gehorig ansieht.

Hat ein festes System drei fixe Punkte, welche micht
in gerader Linie liegen, so ist das System in vollkomme-
nem Gleichgewicht, denn es kann zufolge des fiir die fixen Punkte
im Anfange dieses Paragraphen entwickelten Satzes No. 1 (S. 143)
keine fortschreitende Bewegung haben, und es kann auch keine
drehende Bewegung um irgend eine Axe annehmen, denn eine
soleche Drehaxe miifste alle drei fixen Punkte aufnehmen, und das
wiirde der Voraussetzung widersprechen, dafs die drei fixen Punkie.
nicht in ein und derselben geraden Linie liegen.

Reduktion der Krifte in einem System mit zwei fixen Punkten.

§ 80. Hat ein festes System zwei fixe Punkie, und ist es da-
her gezwungen um eine Axe zu rotiren, welche durch diese beiden
Punkte geht, so nennt man diese Axe die fixe Axe des Systems.

I. Denken wir ein festes System mit zwei fixen Punkten, und es
mogen die Kraftrichtungen simmtlich in Ebenen liegen, die normal
zur fixen Axe sind. Wir kénnen nun den Druck bestimmen, den
jede einzelne Kraft parallel mit ihrer Richtung in jedem der
beiden fixen Punkte erzeugt, indem wir nimlich einstweilen alle
ithrigen Krifte fortdenken, und die Gleichung 142b) oder das Ge-
setz derselben (S. 148) fiir diese Kraft allein anwenden. Wir sa-
gen dann, die Kraft werde auf die fixen Punkte reduzirt.
Wenn wir simmtliche Krifte einzeln auf die fixen Punkte reduzi-
ren, so erhalten wir in jedem der fixen Punkte eine Reihe von
Drucken, deren Richtungen simmtlich in einer Ebene liegen, die in
dem fixen Punkt normal zur Drehaxe ist, und indem wir diese
Drucke nach bekannten Regeln zusammensetzen, oder auch nach
zwei rechtwinklig angenommenen Axen zerlegen, erhalten wir wie-
der die Drucke simmtlicher Kriifte auf den fixen Pankt.

Die Richtigkeit dieses Gesetzes leuchtet ein, wenn wir beriick-
sichtigen, dafs die mit den Kriften vorgenommenen Operationen le-
diglich die Berechnung der Gleichungen 142h) darstellen, mit dem

Unterschiede, dafs wir fiir jede Kraft zuerst die Werthe EEL:E—Q
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und E—E—z—" bilden, hierauf aber, nachdem darch diese Operation

simmtliche Krifte reduzirt sind, die Werthe E-'(-[—I:—_—z).cosoc u. 8.W.
bilden, und dann die Summation dieser Werthe vornehmen.

IL. Wenn die Drucke ..., welche auf Drehung eines festen
Systems um eine fixe Axe wirken in Ebenen liegen, die zu der
fixen Axe normal sind, so kann man im Durchschnittspunkt jeder
solchen Ebene mit der fixen Axe zwei gleich grolse, aber entgegen-
geselzt gerichtete Drucke == K und == K angebracht denken, die
dem in dieser Ebene liegenden Druck == K gleich und mit der Rich-
tung desselben parallel sind. Nun giebt immer der urspriingliche Druck
== K mit einem der beiden in der Axe angebrachten Drucke = K
ein Kriftepaar, wihrend der andere Druck in der Axe == K durch
die Reaktion der fixen Punkte aufgehoben wird. Die verschiede-
nen Drucke == K, welche mit den urspriinglichen Drucken gleich
grofs und gleich gerichtet sind, kann man auf die fixen Punkte re-
duciren, und dabei nach dem so eben entwickelten Gesetz verfah-
ren, wiihrend das in der Ebene bestehende Kriftepaar den Gesetzen
fir die Kriftepaare unterworfen bleibt. Das Moment dieses Krifte-
paares ist offenbar K. R, , wenn R, der kiirzeste Abstand der Kraft-
richtung == K von der fixen Axe ist. Man kann alle die einzelnen
Kriftepaare zu einem Kriftepaar vereinigen, man kann jedes in
eine beliebige parallele Ebene verlegen, man kann fiir jedes Kriifte-
paar ein anderes substituiren, dessen Hebelsarm oder dessen Druck
beliebig anzunehmen sind. Man kann dabei die Kraft == K immer durch
die fixe Axe gehend denken oder auch nicht. Denkt man fiir das
Kriftepaar KR, ein anderes Kriflepaar, das demselben gleich ist,
dessen Druck aber K, und dessen Hebelsarm g sei, so sagt man,
es sei der Druck K von dem Hebelsarm R, auf dem He-
belsarm ¢ reduzirt worden, und aus der Gleichung

KR, = K, o folgt:
K — K Rlll
143) S i O
K
Q = Ko t BIII 5

Das Reduziren der Krifte ist daher nichts anderes, als die
Substitution eines Kriftepaars, durch ein anderes, dessen Moment
dem ersten gleich ist, und man hat bei dieser Substitution volle
Freiheit alle die Gesetze in Anwendung zu bringen, welche wir fiir
die Kriiftepaare (§ 78) entwickelt haben, nur darf man nie verges-
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sen, dafs man es hierbei stets mit den Momenten zu thun hat, dals

also die Kriifte jedes substituirten Kbriftepaars in Bezug auf fort-

schreitende Bewegung sich aufheben, und dals folglich durch

dergleichen Reduktionen der Druck auf die fixen Punkte nicht ge-
. #éndert wird. :

Von den in einem festen System thiitigen Kriften.

Thitige (lebendige) Krifte der fortschreitenden Bewegung; Mittelpunkt
derselben, Schwerpunkt, Guldinsche Regeln.

§ 81. Wenden wir uns nunmehr wieder zu den Betrachtun-
gen des § 66. S. 88. Wir haben in dem Vorstehenden die wich-
tigsten Gesetze iiber die Wirkung der auf ein festes System ange-
brachten Krifte entwickelt, und es wird sich nun darum handeln,
die Gesetze firr die in einem festen System thitigen Krifte fest-
zustellen. Nachdem dies geschehen, haben wir noch die Beziehun-
gen zu unfersuchen, welche zwischen den auf ein festes System an-
gebrachten, und den in einem festen System thitigen Kriften statt
finden. Zunichst ist wiederholt darauf hinzuweisen, dafs der Begriff
der in einem System thiitigen Krifte nur auf einer Vorstellung
beruht, welche wir zur Erleichterung der Anschauung gevvisser Vor-
giinge eingefithrt haben. Wir substituiren fiir die auf das System
in verschiedenen Angriffspunkten angebrachten Krifte andere Krifte,
niimlich solche, die in jedem einzelnen Massenelement thitig
sein miifsten, um in dem System genau dieselbe Wirkung hervor-
zubringen, welche jene erzeugen (S. 66), oder mit anderen VYor-
ten, wir denken uns in dem System anstatt der auf dasselbe ange-
brachten Krifte, andere Krifte angebracht, deren Betrachtung beque-
mer ist. Da also die in einem System thitigen Kriifte sich voll-
kommen ansehen lassen, als eine neue Gruppe auf das System an-
gebrachter Kriifte, durch welche wir die Wirkung der urspriing-
lich angebrachten Krifte ersetzt denken, so werden sie auch im
Allgemeinen keinen anderen Gesetzen unterliegen, als denen, wel-
che wir fiir die auf ein festes System angebrachten Krifte in den
vorigen Paragraphen hergeleitet haben, nur werden diese Gesetze
sich dadurch modificiren, dafs gewisse neue Bedingungen hinzutre-
ten, welche diese neuen Krifte erfilllen miissen, um den Voraus-
sctzungen zu entsprechen, die wir fiir dieselben gemacht haben.

Indem wir also die thiitigen oder lebendigen Krifte (S. 89)
betrachten, welche der fortschreitenden Bewegung des Systems
entsprechen, werden wir von der Resultirenden dieser Krifte
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und von deren Angriffspunkt sprechen kénnen, und indem wir
die thitigen oder lebendigen Krifte der rotirenden Bewe-
gung des Systems untersuchen, werden wir von dem Moment
des resultirenden Kriftepaars, von der Lage der resulti-
renden Paaraxe u. s. w. handeln kénnen, und zu bestimmen ha-
ben, welche eigenthiimlichen Verhiltnisse durch das Hinzutreten der
gemachten Voraussetzungen entstehen.

Erinnern wir uns an die Resultate der Untersuchungen, die wir
in § 65 iiber die Bewegung eines festen Systems angestellt haben
(S.88) und betrachten wir zuniichst die fortschreitende Bewe-
gung des Systems.

Zufolge jener Untersuchungen haben wir die lebendigen
Krifte der fortschreitenden Bewegung als solche zu betrach-
ten, welehe die simmilichen Massenelemente in der betrachteten
Zeit durch gleich grofse und parallele geradlinigte Wegelemente trei-
ben. Dies ist nicht anders denkbar, als indem wir diese in den
cinzelnen Massenelementen wirksamen Krifte als gleich
grols und parallel ansehen. Jede dieser Krifte hat also den-
selben Werth

dK = dm.f
und da sie simmtlich parallel sind, so ist ihre Resultirende (§ 72.
Gl 112):
143) Q:Z(dlf):Z(dm.f)zf.Z'(dm):f.M.
Es Dbezeichnet aber offenbar 2 (dm) die Summe aller Massenele-
mente oder die Gesammtmasse des Systems. Wir bezeichnen
dieselbe kiinftig durch #. Da nun die Leistung jeder einzelnen
Kraft sich ausdriickt durch
dK.ds =dm.f.ds,
ds aber ebenfalls fiir simmtliche Massenelemente gleich grofs ist,
so ist die Gesammtleistung aller lebendigen Krifte der fortschreiten-
den Bewegung mit Riicksicht auf Gleichung 47) (S. 27)

143a) Z‘(dK.ds):ds.f.Z(dm):M.f.ds::M.c.dc,

d. h. wenn ein festes System eine fortschreitende Bewe-
gung hat, so ist die Leistung simmtlicher lebendigen
Krifte der fortschreitenden Bewegung ebenso grofs, als
ob die Gesammtmasse des Systems, in einem Punkte ver-
einigt, sich mit der, den simmtlichen Massenelementen
gemeinschaftlichen Geschwindigkeit bewegte.

Wir kénnen nun auch die Lage des Angriffspunkts die-
ser Resultirenden bestimmen (§ 74), d. . denjenigen Punkt, in wel-
chem wir anstatt der séimmtlichen lebendigen Kriifte der fortschrei-
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tenden Bewegung des Systems ihre Resultirende wirksam denken
konnen, so dals durch Einfithrung der Resultirenden lediglich die
fortschreitende, aber keine drehende Bewegung in dem Sy-
stem erzeugt wird. Diesen so bestimmten Angriffspunkt nennen
wir den Mittelpunkt der lebendigen Kriifte der fortschrei-
tenden Bewegung. Wir bedienen uns zu seiner Bestimmung
ganz einfach der Gleichungen 117a), S. 104, welche, mit Beriick-
sichtigung der hier gemachten Voraussetzungen, folgende Form an-
nehmen:

Z(dm. Z(dm. Z(dm. %)
7AW el s d gl iy S il

M

. Man sieht, dafs in diesen Werthen iiberall das gemeinschaftliche
Aenderungsmaals f herausgefallen ist, und, dafs der Abstand des
Mittelpunkts der lebendigen Kriifte der fortschreitenden
Bewegung von irgend einer Ebene gefunden wird durch
die Summe der Produkte jedes Massenelements in seinen
Abstand von derselben Ebene, dividirt durch die Ge-
sammtmasse des Systems.

Es folgt hieraus, dafs die Lage dieses Mittelpunktes unabhan“lg
von der Grofse der lebendigen Kriifte, und nur abhingig ist von
der Gruppirung der einzelnen Massenelemente des Systems.

Der Mittelpunkt der lebendigen Kriifte der fortschreitenden Be-
wegung ist also:

1) in einem gegebenen festen System ein bestimmter Punkt, der
in dem System so lange eine unveriinderte Lage behilt, als
die Vertheilung der Massenelemente des Systems unveréin-
dert bleibt;

2) stets derselbe fiir alle Krifte, die auf das System so einwir-
ken, dafs sie jedes Massenelement in derselben Richtung und
mit demselben Aenderungsmaals in Anspruch nehmen, gleich-
viel wie grofs dieses Aenderungsmaals sein mag, und gleichviel
ob diese Kriifte als lebendige oder als angebrachte Krifte (§ 66)
betrachtet werden.

Die Schwerkraft (§ 18) ist als eine auf jedes feste System
in einer Weise wirkende Kraft zu betrachten, die den zuletzt ge-
machten Voraussetzungen entspricht. Der Angriffspunkt der Resul-
tirenden der Schwerkraft (der Schwerpunkt) fillt also mit dem
Mittelpunkt der lebendigen Krifte der fortschreitenden Bewegung
in jedem materiellen System zusammen. Es ist also der Mittel-
punkt der lebendigen Krifte der fortschreitenden Bewe-
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gung eines festen Systems und der Schwerpunkt iden-
tisch.

Bezeichnen wir mit dG die Gewichte der einzelnen Massenele-
mente, so ist G =g.dm und G =g.M (Gl. 38. S. 25), und in-
dem man in Gleichung 144) Zihler und Nenner mit g multiplizirt,
ergiebt sich durch Einsetzung dieser Werthe

2dG.x Z(dG.y) 2(dG. =)

144 a) X:T); Y:-(—Gi; Z:ir.

Bezeichnet d ¥V das Volumelement eines Korpers, und 7 das Ge-
wicht einer Volumeinheit, so ist offenbar d G = 4 V. y und
G=2(dV.y), worin y fir jedes Volumelement einen andern oder
auch denselben Werth haben kann. Im ersten Falle nennt man
das System in Bezug auf seine Dichtigkeit heterogen (ungleich-
artig), im letzten Falle ‘homogen (gleichartig). Setzt man dicse
Werthe in 144a), so hat man allgemein:

e =(dV.y.x) . =2(@V.y.y). _ 2(dV.y.3)
h) X it r= A, g =200
und fir homogene Systeme:

2@ dr. Z@drv.y) g Z(dV.x)
144c)X:(hV-i); Y:LV—‘V; A:—LV———.

Nehmen wir in den Gleichungen 144, 144a, b und ¢) den An-
fangspunkt des Koordinatensystems im Schwerpunkt an, so wird
X, Y und Z einzeln gleich Null, und es folgt:

dafs die Summe der Momente der einzelnen Mas-
sen-, Gewichts oder Raumelemente in Bezug auf
jede durch den Schwerpunkt gedachte Ebene
gleich Null sei.

Bezeichnet 3(dV.2) die Summe der Momente der auf einer
Seite einer beliehigen durch den Schwerpunkt gedachten Ebene lie-
genden Elemente, und 3, (d V.z) die Summe der Momente der auf
der anderen Seite dieser Ebene liegenden Elemente, so hat man:

Z(dV.x):Z(dV.x)-l—Z'“(dV.a:):O,
folglich:

2@V.z)y=—23,dV.2),
d. h. jede durch den Schwerpunkt eines Systems gee
dachte Ebene theilt dasselbe in zwei Theile, die so be-
schaffen sind, dafls die Momentensummen beider Theile
gleich grofs sind, aber nach entgegengesetzten Richtun-
gen wirken.

Durch die Gleichung 144¢) ist fiir homogene Systeme die
Bestimmung der Lage des Schwerpunktes eine rein geome-
trische Operation.
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Der Begriff des festen Systems (§ 63) gestattet fir unsere
Untersuchungen jede beliebige Gruppirung der materiellen Punkte
(Massenelemente), wir konnen sie nach denselben Gesetzen gruppirt
denken, nach denen geometrische Punkte sich gruppiren lassen, also
auch nach den Gesetzen, nach denen diese in Gestalt von Linien,
Flichen, Korpern sich anordnen lassen, und es vwvird nach dieser
Bemerknng verstindlich sein, wenn wir vom Schwerpunkt einer
Linie, einer Fliche oder eines Korpers sprechen.

Wir miissen hier auf die geometrischen Bestimmungen der
Schwerpunktslagen in Linien, Flichen und Koérpern, sowie auf die
weitern Untersuchungen der geometrischen Bedeutung des Schwer-
punkts verzichten. Die wichtigsten Resultate jener Bestimmun-
gen stellen wir weiter unten zusammen, und fiigen hier gleichfalls
in Gestalt eines Resultates zwei wichtige Gesetze an, welche die
geometrische Bedeutung des Schwerpunkts erkennen lassen. Es
sind dies die sogenannten Guldinschen Regeln *); sie lauten:

1) Der Inhalt eines Rotationskérpers [einer Rotations-
fliche] ist gleich dem Produkte aus der Erzeugungs-
fliche [Erzeugungslinie] in den bei der Erzeugung
des Rotationskorpers [der Rotationsfliche] durchlau-
fenen Weg des Schwerpunktes der erzeugenden
Fliche [der Linie].

2) Der Inhalt jedes Korpers [jeder Oberfliche], wel-
cher zwischen zwei beliebigen Ebenen liegt, und
aulserdem von lauter parallelen geraden Linien
begrenzt [gebildet] wird (schief abgeschnittener
prismatischer Korper) ist gleich dem Produkt aus
dem Flicheninhalt [Umfang] der ebenen Figur,
welche den Durchschnitt mit der einen Ebene
darstellt in den normalen Abstand dieser Ebene
von dem Schwerpunkt der Fliche [des Umfangs]
der Durchschnittsfigur mit der andern Ebene.

Gesetz fiir dic Bewegung und die Lage der Drehaxe cines freien Systems.

§ 82. Wenn auf ein festes System beliebige Krifte einwirken,
so nimmt dasselbe, wie wir in § 65 gesehen haben, im Allgemei-
nen gleichzeitig aulser der allen Massenelementen gemeinschaftlichen

*) Den Beweis dieser Sitze siehe ,,VVeisbach, Ingenicur und Maschinen-
Mechanik, Th.I. § 119 und 120%, und: ,Die mechanischen Prinzipien der
Ingenieurkunst und Architektur von Moseley; deutsch von Scheffler,* T. §38
bis 41.
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fortschreitenden Bewegung auch eine Rotationsbewegung
an, welche um eine gemeinschafiliche Axe mit einer allen Massen.
clementen gemeinsamen Winkelgeschwindigkeit statt findet. Die
Axe um welche das System rotirt, ist entweder durch fixe Punkte
(§ 79) bestimmt, und das System ist also gezwungen um eine ge-
wisse Axe zu rotiren, oder das System ist frei, und dann wird
offenbar dic Axe um welche das System rofirt im Allgemeinen eine
Lage annehmen, die von der Lage und Beschaffenheit der Krifte
abhiingig ist, welche eine Rotation des Systems bewirken. Folgen
wir der angenommenen Vorstellung, so haben! wir uns die fort-
schreitende Bewegung in irgend einem Zeitelement durch Krifte
hervorgebracht zu denken, die, in den einzelnen Massenelementen
wirksam, lediglich diese fortschreitende Bewegung erzeu-
gen, und die drehende Bewegung, welche gleichzeitig erfolgt, ha-
ben wir durch eine andere Gruppe von Kriiften hervorgebracht
zu denken, welche in jedem einzelnen Massenelement wirksam, le-
diglich diejenige drehende Bewegung erzeugen, welche das
Massenelement erlcidet. Da nun die lebendigen Kriifte der fort-
schreitenden Bewegung in dem festen System nur eine fortschrei-
tende, aber keine drehende Bewegung hervorbringen sollen, und
da wir den Angriffspunkt ihrer Resultienden der Bedingung gemiifs
bestimmt haben, dafs wenn wir anstatt der Kriifte nur ihre Resulti-
rende wirksam denken, in dem System gleichfalls keine Drehung
erfolge: so mufs offenbar die Richtung dieser Resultirenden unter allen
Unmstéinden die Drehungsaxe des Systems schneiden; oder mit andern
Worten: die Axe, um welche das System unter dem Einflnfs der
zweiten Gruppe der lebendigen Krifte gleichzeitig eine Drehung er-
leidet, mufs durch die Richtung der Resultirenden der lebendigen
Krifte der fortschreitenden Bewegung gehen; denn im entgegenge-
setzten Falle wiirde die Resultirende der fortschreitenden Bewegung
einen Hebelsarm in Bezug auf diese Axe besitzen, und gleichfalls
auf Drehung um dieselbe wirken, was der Voraussetzung wider-
spricht. Da nun aber in jedem Augenblick die Axe, um welche
das System eine Drehung erleidet die Richtung der Resultirenden der
lebendigen Krifte der fortschreitenden Bewegung schneiden soll, so
mufs sie auch in jedem Augenblick die Bahn des Angriffspunkts
dieser Resultirenden schueiden, weil niimlich diese Bahn in jedem
Augenblick mit der fir diesen Augenblick statt finden Richtung der
Resultirenden zusammenfillt. Dies heilst aber nichts anders, als dafls
- die Axe, um welche sich das freie System dreht in jenem Augen-
blick durch den Angriffspunkt der Resultirenden selbst gehen miisse,
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denn die in den verschiedenen Zeitelementen stetig aufeinanderfol-
genden Lagen des Angriffspunkis einer Kraft bilden eben die Bahn
desselben. Da nun der Angriffspunkt der Resultirenden der leben-
- digen Kriifte des Systems in jedem Augenblick derselbe Punkt, nim-
lich der Schwerpunkt des Systems ist, so geht die Drehaxe des
freien Systems stets durch den Schwerpunkt desselben.

Die Bewegung eines freien Systems ist also immer
so aufzufassen, als ob die Gesammtmasse des Systems
im Schwerpunkt vercinigt, sich fortschreitend bewegte,
und als ob simmtliche Massenelemente gleichzeitig eine
Drehuug um eine durch den Schwerpunkt gehende Axe
und zwar mit gemeinschaftlicher Winkelgeschwindig-
keit erleiden.

Trigheitsmoment cines festen Systems.

§ 83. Betrachten wir nunmehr ein festes System, welches um
eine beliebige Axe rotirt. Die einzelnen Massenelemente beschrei-
ben in jedem Augenblick Wegelemente, die in parallelen zur
Drehaxe normalen Ebenen liegen (S.86. § 65a.). Denkt man die
kiirzesten Abstinde der Massenelemente von der Drehaxe, so fallen
die bei der Drehung beschriebenen Wegelemente mit Bogenelementen
zusammen, deren Radien diese Abstinde sind, und deren Mittel-
punkte in der Drehaxe liegen. Die in den einzelnen Massenele-
menten zu denkenden lebendigen Krifte, welche diese Drehung her-
vorbringen, fallen aber ihrer Richtung nach mit diesen Wegelemen-
ten zusammen, es bilden also jene Radien auch die kiirzesten Ab-
stinde der Kraftrichtungen von der Drehaxe, und da diese Kraft-
richtungen mit der Drehaxe simmtlich rechte Winkel machen, da
sie in Ebenen liegen, welche zur Drehaxe normal sind, so driickt
sich ihr Moment aus durch dK. R, wenn dK der in dem NMassen-
element wirksame Druck, und R der Abstand des Massenelements
von der Drehaxe ist, oder indem wir scizen dK=dm.f (S. 11.

No. 4) und f= %c— (S. 18) auch durch dm.R. % Fithren wir
nach S. 50 anstait de die Winkelgeschwindigkeit w ein, so hat man
dc=dw . R, folglich ist f = d;zta .RB, und es ist das auf Drehung wir-
kende Moment unter der Form:

w

dm.Rz.(il—t:dK.Ii

fiir jedes einzelne Massenelement darzustellen.
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Das Leistungselement der in dem Massenelement wirksam
gedachten Kraft ist aber dK.ds, oder dm.f.c.dt (8. 27), oder (in-

dem man fiir ¢ den Werth wR (S. 50) und fiir / wiederum d_l%tjf

setzt):
dm.R* . w.dw=dK.ds.

Vergleicht man diesen Werth mit dem eben gefundenen Aus-
drack fiir das statische Moment, so ergiebt sich:

145) dK.ds = (dK.R).w.dt,
d. h. das Leistungselement einer Kraft, welche cine Dre-
hung um eine Axe bewirkt, ist gleich dem statischen Mo-
ment in Bezug auf diese Axe, multiplizirt mit der Win-
kelgeschwindigkeit und dem Zeitelement.

Die Summe der statischen Momente driickt sich offenbar
aus durch:
145a)2(d1(.iz)—_—2(dm,m.%”):%.Z(dm.m):,ﬁ.zwm.m)
dw
dt
geschwindigkeit versteht), und dic Summe der Leistungselemente
simmtlicher lebendigen Krifte der drehenden Bewegung durch

145b) Z(dK.ds) = 3(dm.R?.w.dw) = w.dw.X(dm.R?).

In beiden Ausdriicken kommt der Faktor 2 (dm . R?), oder die
Summe der Produkte aus jedem Massenelement in das
Quadrat seines kiirzesten Abstandes von der Drehaxe
vor. Diese Summe nennt man das Trigheitsmoment des festen
Systems fiir diese Drehaxe.

Wenn man die Drehaxe, fiir welche das Trigheitsmoment gilt,
nicht besonders bezeichnet, also allgemein vom Triigheitsmoment
eines Systems spricht, so versteht man darunter, dafs dasselbe fiir
eine Axe gilt, die durch den Schwerpunkt geht.  Wir bezeichnen
kiinftig das Trigheitsmoment eines Systems fiir eine durch den
Schwerpunkt gehende Axe immer mit J, und fiir eine andere, nicht
durch den Schwerpunkt gehende Axe mit J. Die Gleichungen
145a) und 145b) gehen also im Allgemeinen in die Form iiber:

AT TR by b
S(dK.ds)=J,.w . dw,

worin das Triigheitsmoment
145d) J = X (dm.R?)

(wenn man néimlich unter f, = das Aenderungsmaals der Winkel-

145¢)

zu sctzen ist.
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Man sieht, dafs das Trigheitsmoment eines festen Systems un-
abhéngig ist von der Grifse der Krifte, welche eine drehende Be-
wegung erzeugen und nur abhingig von der Gruppirung der Mas-
senelemente gegen die Drehaxe. Stellen wir ihnliche Betrachtun-
gen an, wie bei der Bestimmung der Lage des Schwerpunkits
(S. 154), so ergiebt sich, indem wir fiir die Massenelemente deren
Gewichte einfithren:

146) J,:Z(dm.R*):é.Z(dG.Rﬂ

und wenn wir die Volumenelemente cinfithren:
1462) J,=—.Z(dV.7.R")

(=]
fir homogene Systeme hat man:

146b) J, =L .>(@dVv.R?,
5

worin 7 das Gewicht der Raumeinheit des Korpers bezeichnet. Der
Ausdruck 3 (dV.R?) ist ein rein geometrischer; wir nennen ihn
das riiumliche Trigheitsmoment des Systems und bezeich-
nen denselben mit 7, beziehlich mit 7. Es ist also:

U6e) J=-L.1; J=L. T

o
wobei nicht zu vergessen ist, dafs diese Beziehungen nur fir
homogene Systeme gelten.

e |&

Drehungshalbmesser und Reduktion der Massen.

§ 84. Der Ausdruck (145a):
3 (@K B) =422 =1,
erscheint als das Moment des resultirenden Kriftepaars der simmt-
lichen lebencdigen Krifte der drehenden Bewegung. Man kann das-
selbe immer unter der Form Pa ausdriicken, und nach den Gesetzen
in § 78 den Werth P oder den Hebelsarm @ beliebig vvihlen, auch
kann man die Richtung von - P und — P, welche das Kriftepaar
bilden und den Angriffspunkt dieser Krifte in verschiedener Weise
variiren. Denken wir den Angriffspunkt der einen Kraft (— P) in
der Drehaxe, so stellt ¢ den Hebelarm der andern Kraft (4-P) in
Bezug auf die Drehaxe dar. Ist der Angriffspunkt von —+ P ein
mit dem System fest verbundener Punkt, so rotirt er mit derselben
Winkelgeschwindigkeit, und indem wir die in den einzelnen Mas-
senelementen wirksam gedachten lebendigen Krifte des Systems
durch die Wirkung des resultirenden Kriftepaars ersetzt denken,

werden wir nothwendig auch anstatt der in den einzelnen Punkten
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des Systems vertheilten Massenelemente in dem Angriffspunkt von
P eine konzentrirte Masse (M,) denken miissen, auf welche wir-
kend der Druck P dem System dieselbe Winkelgeschwindigkeit er-
theilen wiirde, welche unter dem Einflufs jener Krifte statt findet.
Ist £ das Aenderungsmaals des Drucks P, so ist zunicht P = M,.f,

uud da f:%%:dth"f—, so hat man P— M,.dl;)%;a, folglich das

Moment des resultirenden Kriftepaars Pa = H,. %L: .a?; es ist aber
auch'Pa =3 (dK.R)'=J" %‘;ﬁ’ folglich hat man
Ma* =

M= ai;— e = V(%“) 5

Man nennt das Maals der Masse M, welche in dem Abstand «
von der Drehaxe vereinigt sein miilste, damit ein in diesem Al-
stande auf Drehung wirkender Druck dieselbe Winkelgeschwindig-
keit in dem System erzeuge, wie die in den “cinzelnen Massenele-
menten vvirksam gedachten, auf Drehung wirkenden lebendigen
Krifte des Systems: die auf diesen Abstand redunzirte Masse.
Die auf einen gegebenen Abstand reduzirte Masse driickt
sich aus durch das Trigheitsmoment des Systems in Be-
zichung auf diese Axe, dividirt durch das Quadrat des
gegebenen Abstandes.

Man kann die Masse des Systems auf jeden beliebigen Abstand
reduziren, d. h. man kann in jedem beliebigen Abstand von der
Drehaxe eine bestimmte Menge materieller Punkte vereinigt den-
ken, so, dals die einzelnen auf Drehung wirkenden lebendigen
Kriifte durch eine einzige in diesem Abstande wirkende Kraft sich
ersetzen lassen. Andererseits kann man eine beliebige Masse als
reduzirte Masse des Systems betrachten, und den Abstand @ berech-
nen in welchem sie unter der eben genannten Voraussetzung verei-
nigt sein miifste. Es ist daher auch zulissig diese Masse so zu wviih-
len, dals sie gleich der Summe aller Massenelemente des Systems
ist. In diesem Falle hitten wir fiir M, zu setzen (Zdm) = M und
es wiirde sich der entsprechende Abstand finden:

- Lt J; wialfond ddvi s
g “""V(z(dm)) % V(M) e S
Wir nennen diesen Abstand, fiir welchen die reduzirte Masse

des Systems gleich der Summe der Massenclemente des Systems
ist, den Drehungshalbmesser oder Trigheitshalbmesser des

147)
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Systems fiir diese Axe, und bezeichnen ihn mit g,. Unter dem
,Drehungshalbmesser“, ohne weitere Bezeichnung der Axe,
ist der Drehungshalbmesser in Beziehung auf eine durch den
Schwerpunkt gehende Axe verstanden; wir bezeichnen einen
solchen mit p.

Fir homogene Systeme ist ¥ = V. é und 146¢) J,:é o

=VGD =V
i e—v<—-> V()

Aus der Gleichung 147) und 147a) ergiebt sich:
@M —pd M

/2
M=*%.0

folglich:

147¢)

d. h. die auf einen gegebenen Abstand @ von der Dreh-
axe reduzirte Masse ist gleich der Gesammtmasse des Sy-
stems, multiplizirt mit dem Quadrat des Verhiltnisses
des Drehungshalbmessers des Systems fiir diese Axe zu
dem gegebenen Abstand.

Uebrigens bemerkt man, dafs wenn man die Masse des Systems
auf einen gegebenen Abstand reduzirt, es fiir die Betrachtung gleich-
giltig bleibt, ob man diese reduzirte Masse in einen Punkt konzen-
trirt denkt, oder ob man sie in einem Cylindermantel, dessen Axe die
Rotationsaxe und dessen Halbmesser der gegebene Abstand ist, be-
liebig vertheilt denkt, denn es kommt fiir die hier vorliegenden Un-
tersuchungen nur darauf an, dafs siimmtliche Elemente der reduzir-
ten Masse denselben Abstand von der Drehaxe haben.

Einige Sitze fiir die Berechnung der viumlichen Trigheitsmomente,

§ 85. Die Berechnung der rdumlichen Triigheitsmomente ist
eine rein geometrische Operation. Wir wollen hier jedoch einige
Siitze zusammenstellen, welche diese Berechnung in vielen Fillen
erleichtern. Es lifst sich iibrigens nach der Bemerkung auf S. 155 bei
Gelegenheit der Schwerpunkisbestimmungen iibersechen, was man
unter dem rdumlichen Trigheitsmoment von Linien, Flichen
und Kérpern zu verstehen habe.

1) Ist J das Trigheitsmoment eines Systems in Bezug auf cine
Axe, die durch den Schyverpunkt des Systems geht, und ist M die

IL. 11
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Masse des Systems, so ist das Triigheitsmoment in Bezug auf eine
in dem Abstande e mit jener parallele Axe
148) J, = J-+ Me®,
denn wenn man die Richtung von dem Schwerpunkt normal auf
die neue Axe als Axe der X eines Koordinatensystems ansieht, des-
sen zweite (Y) Axe auf der durch beide Axen zu legenden Ebene
normal steht, so ist fir den Schwerpunkt als Anfangspunkt der Ko-
ordinaten der Abstand jedes Massenelementes von der Axe der Z,
welche mit der Rotationsaxe durch den Schywerpunkt identisch ist:
r=1/(z* +y*)
und der Abstand von der neuen Axe ist offenbar
B=1/[(c+ o) +y7].
Es ist also:
J,:2‘(dm.R’):2(dm.[(m+e)2+y2])
und wenn man entwickelt:
J=2[dm (@ +y*)] + 2 (dm) e? +2e . 3 (dmz).
Nun ist '(dmax) = 0 nach 8. 154, 3 [dm (22 + y?)] = 3 (dm r?)
=J und 2'(dm) = M, und man erhiilt durch Einsetzung dieser Wer-
the die Gleichung 148).
In gleicher Weise ergicht sich das riumliche Triigheitsmoment:
148a) T, =T+ Ve>,
wenn ¥V das Volum des Systems bezeichnet.

2) Bezeichnet ¢ den Trigheitshalbmesser des Systems, so
kann man in die Gleichung 148) setzen: J = Mo?* (147b) und
man hat ( 5
J, = M (o® + e?

s T = V(o®+ e?).

Hieraus folgt, dafs wenn der Triigheitshalbmesser ¢ im Vergleich
zu e sehr klein ist, das Triigheitsmoment in Bezug auf eine Axe
niherungsweise ausgedriickt werden kann durch:

MARELS

1= Ve

d. h. darch das Produkt aus der Masse, beziehlich dem
Volum in das Quadrat des Abstandes des Schwerpunkts
von der Rotationsaxe.

Da aber aus Gleichung 147b) folgt:

J=Mes T,=Vg?
so hat man nach Einsetzung dieser Werthe in Gleichung 149) und
wenn man g, entwickelt:

150) ¢, = L/ (o* + e*),
d. b. der Drehungshalbmesser eines festen Systems in
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Bezug auf eine gegebene Axe ist gleich der Quadratwur

zel aus der Summe der Quadrate des Drehungshalbmes-

sers in Bezug auf eine parallele durch den Schwerpunkt

gehende Axe und der Entfernung der gegebenen Axe.
Auch folgt nach Gleichung 147¢):

(7 ey g s
d. h. die auf den Abstand @ reduzirte Masse ist gleich der
Gesammtmasse des Systems, multiplizirt mit dem Ver-
hiltnisse der Summe der Quadrate des Drehungshalbmes-
sers des Systems fiir eine durch den Schwerpunkt ge-
hende parallele Axe und der Entfernung dieser Axe von
der Rotationsaxe zu dem Quadrat des Abstandes a.

3) Denken wir ein System welches durch zwei parallele Ebe-
nen begrenzt wird, und welches sich also durch Ebenen, die mit
jenen Begrenzungsebenen parallel sind, in lauter parallele, ebene
und unendlich diinne Schichten zerlegen lifst; es sei F der Flichen-
inhalt einer dieser Schnittflichen, e die Entfernung ihres Schwer-
punkts von einer Umdrehungsaxe, ¢ das riiumliche Trigheitsmoment
der Schnittfliche in Beziehung auf eine durch ihren Schwerpunkt
gehende parallele Axe, und da die Dicke der Schicht. Man hat
sodann:

151){ T —=3(e? .F.dz) -+ S (t.dx),
welcher Ausdruck sich integriren lifst, wenn ¢ und F als Funk-
tionen der Entfernung z der beiden parallelen Begrenzungsebenen
gegeben sind.

Wenn ein System durch ein konstantes Profil erzeugt wird,
welches sich *) normal auf einer Kurve fortbewegt, indem der
Schwerpunkt dieses Profils das Kurvenelement ds beschreibt, so
kann man das Triigheitsmoment des zwischen zwei aufeinander fol-
genden Profilen liegenden Elementes, dessen Volum F.ds ist, aus-
driicken nach 149a) niherungsweise durch t, =F .ds.e?, folg-
lich das riumliche Triigheitsmoment des ganzen Systems durch:

TouUm) o 1 =) =R A SRS ) = (PRI e T
Es ist aber = (ds.e?) nichts anders, als das Trigheitsmoment der
ichtlinie des Systems in Bezug auf die betrachtete Rotationsaxe
d. h. das riumliche Trigheitsmoment des Systems ist ni-
herungsweise gleich dem Produkte aus dem erzeugen-

*) Lehrbuch der Anwendung der Mechanik auf Maschinen, von J. V. Pon-
celet; deutsch von Schnuse, I. S. 152 u. f.

11 *
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den Profil in das rdumliche Triigheitsmoment der Richt-
linie.

4) Wenn man die Trigheitsmomente derselben Ebene in Be-
ziehung auf zwei in dieser Ebene sich rechtwinklig schneidende
Axen zusammenaddirt, so erhilt man das Triigheitsmoment in Be.
zug auf eine Axe, die im Durchschnittspunkt der beiden erstge-
nannien Axen auf der Ebene normal steht (polares Trigheits-
moment); denn es sei:

T,= 3(dV.R?)
das Triigheitsmoment der Ebene in Bezug auf die zuletzt erwihnte
Axe, und man nehme diese und die beiden in der Ebene liegenden
Axen als Koordinatenaxen, dann ist offenbar, wenn @ und y die
Abstéinde des Elements dV von den beiden letztgenannten Axen
bezeichnen R*> — x> + y2:
152) Z(dV.R*)=Z3(@V.z?)+ I (dV.y?),

worin die Werthe 2'(dV.22) und X (dV.y?) die Triigheitsmo-
mente der Ebene in Bezug auf die Axe X und Y ausdriicken.

Ist dz die Dicke eines riumlichen Elementes, so ist offenbar
das Trigheitsmoment eines prismatischen Korpers, der
jene Ebene zur Grundfliche hat:

T, =Z{[Z@V.B)].ds} = T@V.R*) (2. d3)
1522) T,=5.3(dV.R*) == gZ(dV.:c”) e Z(dV.yz)g.

Gesetze fiir die Beziehungen zwischen den auf ein festes System angebrachten
und den in dem festen System thiitigen Kriften. — Massenwiderstinde.

§ 86. Durch die Untersuchungen der §§ 81 bis 85 ist es ge-
lungen, die Bewegung eines festen Systems zuriickzufithren auf die
Bewegung von Punkten, in denen die Masse des Systems verei-
nigt zu denken ist; niimlich so, dafs man die fortschreitende
Bewegung des Sysiems immer so betrachten kann, als ob die
Gesammtmasse des Systems im Schwerpunkt vereinigt, die fort-
schreitende Bewegung erleide, und dafs man die drehende Be-
wegung des Systems immer so auffassen kann, als ob die Ge-
sammimasse des Systems in einem Abstande von der Rotationsaxe
gleich dem Drehungshalbmesser die drehende Bewegung erleide.
Hierdurch ist man im Stande die Gesetze, welche wir in den Ab-
schnitten a) und b) fiir die Bewegung eines Massenelementes
entwickelt haben, auf die Bewegung eines Systems von Massenele-
menten zu beziehen.
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Die in dem System thitigen (lebendigen) Krifte und
folglich auch ihre Resultirenden sind nach der Voraussetzung nichts
anderes, als Krifte, welche wir fiir die Wirkung der auf das Sy-
stem angebrachten Krifte substituiren; es folgt hieraus ohne
Weiteres (§ 35. S. 38) dafs in jedem Augenblick die Wirkung der
simmtlichen auf das System angebrachten Krifte gleich der Wir-
kung der denselben substituirten Kriifte sein miisse. Bezeichnet

dL das Leistungselement der Resultirenden sdmmtlicher auf
das System angebrachten Kriifte in Bezug auf fortschrei-
tende Bewegung,
das Leistungselement der Resultirenden simmilicher auf das
System angebrachten auf Drehung wirkenden Krifte,

M die Gesammtmasse des Systems,
ds das Wegelement,
f das Aenderungsmaafls (die Beschleunigung) und
¢ die Geschwindigkeit des Schwerpunkts des Systems,
das Trigheitsmoment,

o, den Drehungshalbmesser,

w die Winkelgeschwindigkeit, und

f, das Aenderungsmaals der Winkelgeschwindigkeit,
so mufs sein:

dL

il

folglich:
dL+dL,=M.c.dc+J,.w.dw
=M.(c.dc~+ 92 .w.dw),
oder wenn » = g,.w die Geschwindigkeit ist, mit welcher ein Punkt
in den Abstand g, von der Drehaxe rotirt:
dL=M.c.dc
dL,=M.v.dv
dL 4+ dL, = M.(c.dc + v . dv).
Diese wichtigen Gleichungen driicken folgendes Gesetz aus:
1) Wenn ein festes System unter dem Einflufs belie-
biger Krifte sich bewegt, so ist in jedem Augen-
blick das Leistungselement der Resultirenden der
auf das System amgebrachten Krifte sowohl fiir
die fortschreitende, als fiir die drehende Bewe-
gung gleich dem Leistungselement der simmtli-
chen in dem System ¢hiitigem Krifte.
Da wir nach § 71, zufolge der Bemerkung auf S. 99, die Re-
sultante der fortschreitenden Bewegung in jedem belichigen

153) g

153b)




166  Grundlchren der Mechanik. B. Von den mechanischen Kriiften.

Punkt angreifend denken kénnen; so lange es nur darauf ankommt,
die Gesetze der fortschreitenden Bewegung zu untersuchen, so kin-
nen wir, indem wir nur die fortschreitende Bewegung des Systems
betrachten, die Resultante der fortschreitenden Bewegung im Schwer-
punkt, welcher ja die fortschreitende Bewegung des ganzen Systems
reprisentirt, angreifend denken, und wenn wir die Bemerkung am
Ende der S. 98 beachten, ergiebt sich folgendes Gesetz:

2) Die fortschreitende Bewegung des Schwerpunkts
eines festen Systems findet immer in derselben
Weise statt, als ob simmtliche auf das System
wirkenden Krifte parallel mit ihren urspriing-
lichen Richtungen im Schwerpunkt vereinigt
wirkten,

Die gleichzeitigen Bewegungen, néimlich die fortschreitende
Bewegung des ganzen Systems und die Rotationsbewegung um eine
Axe, die durch den Schwerpunkt geht (§ 82), kann man auch nach
dem Grundsatz No. 1 in § 24 als innerhalb der Dauer eines Zeit-
elements aufeinander folgend betrachten. Wihrend nun die
drehende Bewegnng erfolgt, kann man offenbar den Schwerpunkt,
durch welchen nothwendig die Drehaxe des Systems geht
(§ 82), fiir diesen Augenblick als fixen Punkt des Systems auf-
fassen. Die Lage der Drehaxe wird sich daher nach dem Ge-
setz in § 79. No. 1 (S. 145) ermitteln lassen. FEs folgt hieraus das
Gesetz:

3) Die Lage der Drehaxe eines festen Systems wird
gefunden, wenn man durch den Schwerpunkt drei
normale Koordinatenaxen legt, die Momente der
auf das System wirkenden Krifte fiir jede dieser
Axen bestimmt und nach der Gleichung 141c)
(resp. 138) die Lage der resultirenden Paaraxe
des Systems gegen die angenommenen Axen er-
mittelt.

Aus den Gleichungen 153) und 153a) folgt:

AL —M.c.de=0
154) §dL, —J.w.dw=0
AL+ dL —M.c.dc—J,.w.dw=0.

Die Werthe —M.c.dc¢ und —J,.w.dw driicken aber nichis
anders aus, als die Leistungselemente der Resultirenden von Kriiften,
welche den lebendigen Kriften der Grifse nach gleich, der Richtung
nach entgegengesetat sind, solche Krifte wiirden also als Gegen-
krifte der in dem System wirksamen Krifte erscheinen, und wenn



¢. Wirkung mehrer mech, Krifte auf ein festes System von Massenelem. 167

man daher in den einzelnen Massenelementen die Gegenkriifte
der in dem System wirksamen Kriifte angebracht denkt,
so wiirde zufolge der Gleichungen 154) Gleichgewicht in dem
System vorhanden sein, denn die Gleichungen 154) sind nichts
anderes, als die Bedingungsgleichung fiir das Gleichgewicht. Da
die in den einzelnen Massenelementen wirksam gedachten Krifte
solche sind, welche in den Massenelementen die entsprechende Be-
wegung erzeugen wiirden, so sind ihre Gegenkrilte als solche
aufzufassen, welche der Bewegung der Massenelemente entgegen-
wirken, wir wollen sie daher als die Massenwiderstinde der
Bewegung bezeichnen, und es folgt aus der Gleichung 154) das
Gesetz:

4) Wie auch die auf ein festes System wirkenden
Krifte beschaffen sein mogen, so ist doch in je-
dem Zeitelement zwischen diesen Kriiften und den
Massenwiderstinden derBewegungGleichgewicht
vorhanden.

Es lassen sich also fiir jedes Zeitelement die Gleichgewichts-
gesetze (§ 69 und folgende) auf ein jedes System, das sich in Be-
wegung befindet, anwenden, sobald man die simmtlichen auf das
System angebrachten, und die simmtlichen in dem System wirken-
den Massenwiderstinde in Betracht zieht.

Der aus simmilichen lebendigen Kriften der fortschrei-
tenden Bewegung resultirende Druck fiir irgend eine Richtung
dritckt sich aus nach Gleichung 143) (S. 152) durch M.f, folglich
der Druck der Massenwiderstinde durch — M. f; und das Moment
des aus simmtlichen lebendigen Kréiften der drehenden Be-
wegung resultivenden Kriftepaars driickt sich aus nach Glei-
chung 145¢) (S. 158) durch £, . J, folglich das Moment der Massen-
widersinde in Bezug auf drehende Bewegung durch —f,.J. Wenn
nun die Resultirende der fortschreitenden Bewegung aus sédmmtli-
chen auf das System angebrachten Kriften fir dieselbe Rich-
tung mit X'(K) und das Moment des resultirenden Kriftepaars aus
simmtlichen auf das System angebrachten Kriften fir dieselbe
Axe mit 2 (Ka) bezeichnet wird, so mufs nach dem eben entwik-
kelten Satze No. 4 und zufolge der Bedingungen des Gleichge-

wichts sein:
SK—MN.[=0
oA B (320 M=

und daraus folgt:
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das Aenderungsmaals der fortschreitenden Bewegung:

__ Resultirender Druck

__3(K)
154b) f= e T B Gesammtmasse

7
und das Aenderungsmaafs der Winkelgeschwindigkeit :

1540) £, =)

; Trigheitsmoment

Summe der statischen Momente

Substituirung der auf Drehung wirkenden Krifte eines festen Systems durch
die Normalkrifte und Tangentialkrifte. Resultirende der Normal-
krifte.

§ 87. Betrachten wir ein festes System, welches um irgend
eine Axe rotirt, die Axe selbst moge fortschreiten oder nicht. Wen-
den wir auf jedes Massenelement die Betrachtungen an, welche vyir
in § 42 und 43 angestellt haben, so kénnen wir dje Bewegungen
der einzelnen Massenelemente allemal auch erzeugt denken durch
eine Normalkraft und eine Tangentialkraft; wir konnen also
anstatt der Kriftegruppe, welche wir bisher als die in dem Sy-
stem wirksamen Kriifte der rotirenden Bewegung bezeich-
net haben, noch andere Kriftegruppen substituiren, némlich so, dafs
wir in jedem Augenblick in jedem Massenelement eine konstant-
wirkende Normalkraft, und eine im Gleichgewicht befindliche
Tangentialkraft wirksam denken. Die in den einzelnen Massen-
elementen wirkenden Tangentialkrifte sind in ihren Angriffs-
punkten einzeln im Gleichgewicht, ibr Druck auf das System ist
folglich gleich Null (§ 34); die in den einzelnen Massenelementen
wirksamen Normalkrifte wirken in der Richtung des Halbmes-
sers des Kreiselements, welches das Massenelement in diesem Agy.
genblick durchliuft; sie liegen folglich alle in parallelen Ebenen und
ihre Richtungen schneiden simmtlich die Drehaxe, sie iiben auf je-
des Massenelement einen Druck, durch welchen die Ablenkung des
Massenelements von der Richtung der Tangente bedingt wird, die-
sem Druck (die Centripetalkraft) entspricht in jedem Massenele-
ment eine gleich grofse entgegengesetzt gerichtete Reaktion (Cen-
trifugalkraft), welche zunichst die Festigkeit des Systems in
Anspruch nimmt, indem sie das Bestreben darstellt, die einzelnen
Massenelemente radial von der Drehaxe zu entfernen. Wir kénnen
nun fiir die simmtlichen in den einzelnen Massenelementen wyirk-
samen Normalkrifte, die Resultirende bestimmen, wobei es im
Allgemeinen gleichgiltig ist, ob wir fir diese Untersuchung die
Centrifugalkrﬁfte, oder die Centripetalkriifte benutzen; die
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Resultirenden werden sich nur durch die entgegengesetzte Richtung
von einander unterscheiden *).

Es ist am Orte die Bemerkung ausdriicklich hervorzuheben,
dafs die Centrifugalkraft oder die Centripetalkraft nicht
als Krifte aufgefalst werden diirfen, welche durch die
rotirende Bewegung erst entstehen, und welche nun fihig
sein konnten, auf das System irgend wie als darauf angebrachte
Krifte eine Wirkung zu #ufsern. Die in den einzelnen Massenele-
menten wirkenden Normalkrifte, welche wir nunmehr betrach-
ten, sind vielmehr nichts anders, als Krifte, welche wir fiir die
Wirkung der auf das System angebrachten, die drehende Bewegung
bedingenden Kriifte, oder auch fiir die Wirkung der in dem System
wirksamen (lebendigen) Kuviifte der drehenden Bewegung substi-
tuiren. Wir diirfen dieselben also nicht mit jenen zugleich
wirksam denken, sondern nur entweder die cinen, oder die an-
dern. Die Normalkrifte (Centrifugal- oder Centripetal-
krifte), oder deren Resultirende sind daher nicht im
Stande, irgend welche Aenderung derjenigen Bewegung
hervorzubringen, welche die auf das System angebrach-
ten Kriifte bedingt haben, oder welche das System iiber-
haupt besitzt. Wir betrachien sie nur, weil die Anschauung von
den Verhilinissen der drehenden Bewegung und ihren Bedingungen
zuweilen einfacher und bequemer ist, wenn wir diese drehende Be-
wegung durch die gleichzeitige Bewegung der Massenelemente mit
gleichformiger Geschwindigkeit nach der Richtung der Tangente
und mit gleichmilsig beschleunigter, durch einen konstantwirkenden
Normaldruck bedingter Geschwindigkeit nach der Richtung des Ra-
dius hervorgebracht denken (§ 42).

Da die Normalkriifte als Kriifte, die zwar in parallelen Ebenen
liegen, deren Richtungen aber unter einander nicht parallel sind, er-
scheinen, so konnen wir ihre Wirkung im Allgemeinen auffassen
nach dem in §75 unter A. behandelten Fall; sie lifst sich also zu-
viickfithren (§ 75. AIIL S. 114) auf eine der Richtung und Grofse
nach zu bestimmende Resultirende Q, und auf ein Kréiftepaar,
welches in einer zur Richtung Q normalen Ebene liegt.

Es sei die Drehaxe die dritte Axe eines Koordinatensystems,
dessen beide andern Axen also in einer zur Drehaxe normalen
Ebene liegen. X, Y, Z seien die Korrdinaten des Schwerpunkts,
z, y, 5 die Koordinaten der einzelnen Massenelemente, und 2/, ¢, '

*) Vergleiche die Bemerkung am Schlusse des § 43.
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seien die Koordinaten derselben Massenelemente in Bezug auf ein
mit dem erwihnten Koordinatensystem paralleles durch den Schyver-
punkt gehendes Koordinatensystem, endlich sei B der kiirzeste Ab-
stand des Schwerpunkts von der Drehaxe.

Zufolge dieser Disposition ist offenbar:
r=1/(*+y?) BRB= V(X? + y2)

g s ,,(’7’ =X+’ Yy =Y+ yq'
gl //’/I und da die Normalkrifte simmtlich in der
Fw, < k. Richtung ihres kiirzesten Abstandes » von

¢ P iy . 4 :
R/ /:” ‘ der Drehaxe wirken, so ist der Winkel «
|

o 3 :
//,';,z\\ den sie mit der ersten Axe machen zu be-
SEUE G TR Ry stimmen durch die Werthe
%
COSTe) =t
r
sing = -L

r
Die Resultirende von Kriften in parallelen Ebenen driickt sich
durch Gleichung 119) aus:

Q=1 {[Z(&. cos ©]* + [Z(K . in )]}

worin wir hier fir K die Werthe der in den einzelnen Massenele-

menten vvirksam zu denkenden Normalkrifte zu setzen haben. Es

ist aber nach Gleichung 79), S. 50 der Druck der Normalkraft:
AF = dm.w? .p

und demniichst fiir jedes Massenelemennt:

K.cose=dm.w?.r, ri::w2 .dm.m:wz.dm.(X+$')
K.sinoe=dm.w?.p. -;"/—:w’ .dm.y:w“.dm.(Y+y').
Man hat also, da w? gemeinschaflich ist, die Resultirende aus
allen Centrifugalkriften:

Q= V{[Z(@n. X+ dn.2)]* + [S(dm. Y+ dm.y)]}.

Es ist aber nach dem Gesetz in § 81, S. 154 der Werth 2(dm.a')
und S(dm . y') jeder gleich Null, da diese Ausdriicke die Momen-
tensummen fiir Ebenen vorstellen, die durch den Schwerpunkt ge-
hen, und wenn man nun die Ausdriicke:

[Z(@dm.X + dm. #)]? und [S(dm. Y + dm . ¥)]?
berechnet, indem man sie auf die Form bringt:
[S(@m. x) 4 2(dm.2')] und [Z@m.Y)+ Z(dm -]
so fallen die Summanden 2(dm.2') und 2(dm.y'), da sie gleich
Null sind fort, und man erhiilt schliefslich:
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Q=uw*. 1/ {[Sam. X)]* + [E(m. Y)]zg

=wr. P {[S@m) . [0 + vl.
155) “O'=o*. (2 .dm) "R= MW w* R,
auch ergiebt sich nach Gleichung 119) fiir die Richtung von Q:
e B w2,[2(dm.X()2+,Z‘(dm.x)] = %_; sinA:%.
Hieraus folgt, dafs die Richtung der Resultirenden der Normal-
kraft mit der Richtung der kiirzesten Entfernung des Schywerpunkts
des Systems von der Drehungsaxe zusammenfillt, und folglich so-
wohl die Drehaxe, als die mit derselben parallele durch den
Schwerpunkt gehende Koordinatenaxe schneidet.
Fiir eine Drehaxe, die durch den Schwerpunkt geht, ist
R = 0, folglich auch die Resultirende aller Normalkrifte nach Glei-
chung 155) gleich Null. Aus dieser Gleichung und der eben ange-
fiihrten Bemerkung folgt folgendes Gesetz:
Wenn ein festes System um eine gegebene Axe
rotirt, so ist der resultirende Druck aller in den
einzelnen Massenelementen wirkenden Normal-
krifte derselbe, welcher auch statt finden wiirde,
wenn die Gesammtmasse des Systems in einem
Punkte vereinigt, dessen Abstand gleich dem kiir-
zesten Abstande des Schwerpunkts des Systems
von der Drehaxe ist, mit der gemeinschaftlichen
Winkelgeschwindigkeit des Systems um dieselbe
Axe rotirt; fiir jede durch den Schwerpunkt ge-
hende Rotationsaxe ist der Druck aller Normal-
krifte gleich Null

Rotation eines freien Systems. — Freie Axen.

§ 88. In einem freien System geht die Drehaxe immer durch
den Schwerpunkt des Systems (§82. 8.157). Die Normalkrifte
sind hier also immer als Krifte aufzufassen, die in parallelen Ebe-
nen liegen, und deren Resultirende gleich Null ist; der Fall ent-
spricht also dem in § 75 unter C. S. 116 behandelten. Solche
Kriifte konnen aber im Allgemeinen noch ein resultirendes Kriifte-
paar haben, dessen Ebene und Moment durch die Gleichungen 123),
123a) und 123b) zu bestimmen bleibt. Nach 123a) ist der Nei-
gungswinkel der Paarebene gegen die parallele Ebene, in welcher die
Krifte liegen zu finden; da nun die Kraftrichtungen hier simmtlich
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die Drehaxe schneiden, so ist ihr kiirzester Abstand von derselben
R, = 0 und folglich findet sich tang ¢ — o, daher steht die Ebene
des resultirenden Kriftepaars normal auf der Ebene der Krifte, d. h.
sie ist parallel mit der Drehaxe. Der Winkel Y, unter welchem
sie die angenommene Koordinatenaxe der X schneidet, ist nach
Gleichung 123) zu bestimmen und nach Einsetzung der entsprechen-
den Werthe hat man:

2(dm.y .3')

Sdm.x'.3')°

Endlich ist das Moment der resultirenden, in dieser Ebene lie-
genden Kriftepaares nach Gleichung 123b) und nach Einsetzung der
entsprechenden Werthe:

w? V[ @dm.y &) + [S(m.a &)} .

Da nun aber zufolge der Voraussetzung die Axe der Z' die re-
sultirende Axe des freien Systems ist, deren Lage durch die auf
das System angebrachten Krifte bestimmt ist (vergl. § 86. No. 3),
so mufls in Bezug auf jede zu dieser Axe normale Axe das re-
sultirende Moment gleich Null sein (vergl. die Darstellung in § 79.
No. 2). Das eben berechnete Moment ist aber ein solches, welches
eine Drehung um eine Axe bedingen wviirde, die zu der Axe der
Z' normal ist und mit der Axe der X den Winkel (90°—v) bildet,
(da die Paarebene dieses Moments mit der Axe der Z' parallel ist
und mit der Axe der X den Winkel Y macht). Es mufls also das
eben berechnete Moment gleich Null sein. Nun bemerkt
man aber, dals der Werth dieses Moments bedingt ist, durch die
Lage der Massenelemente gegen die resultirende Axe der Z'. Diese
Lage kann von vorne herein so beschaffen sein, dafs der Ausdruck

3. ]/g[Z(dm YR - [Z(dm. .'L".z,’)]"’} =i0
ist, was im Allgemeinen erfordern wiirde, dafs einzeln:
Z(dm.y' .z) = 0 und 2(dm.o . 7)) =0

sei, oder es Lifst sich auch denken, dafs die Massenelemente von
vorne herein eine solche Lage nicht haben; dafls sich also fiir das
Moment ein reeller Werth ergiebt. In diesem Falle miissen aber
offenbar die Massenelemente in dem Augenblick in welchem Beve-
gung eintritt eine Lage annehmen, durch welche jene Bedingung
erfiillt wird, d. h. es muls das ganze System sich gegen die (durch
die auf dasselbe angebrachten Krifte bedingte) Rotationsaxe so
verschieben, dafs die eben aufgestellte Bedingungsgleichung erfiillt
wird. Das System rotirt dabei um die Axe der Z’, allein in sehr

tang ¢ —
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eigenthiimlicher Weise, indem niimlich simmtliche Massenelemente
gleichzeitig um eine zweite Axe rotiren, die gegen die Axe der Z'
geneigt ist, und welche gemeinschaftlich mit den um sie rotirenden
Massenelementen um die Axe der Z’ als um diejenige, welche durch
die auf das System angebrachten Krifte gegeben ist, rotirt. Die
hierdurch bedingten hochst merkwiirdigen Bewegungsverhiltnisse
kénnen wir hier nicht spezieller untersuchen, da dies eine zu weit
fithrende Diskussion néthig machen wiirde; wir konnen darauf um
so eher verzichten, als dieselben fiir unsere Zwecke von minderer
Wichtigkeit sind.

Eine Axe fiir welche die in dem System wirksam zu
denkenden Normalkrifte (Centripetal- oder Centrifugal-
krifte) der einzelnen Massenelemente in vollkommenem
Gleichgewicht (§ 70) sich befinden, nennt man eine freie
Axe.

Damit die Axe gegen fortschreitende Bewegung im Gleich-
gewicht sei, mufs die Resultirende aus allen Normalkriften gleich
Null sein; dies ist der Fall, wie in § 87 nachgewiesen, wenn die
Axe durch den Schwerpunkt des Systems geht. Eine freie Axe
muls also durch den Schwerpunkt des Systems gehen.

Aber nicht jede Axe, die durch den Schwerpunkt des Systems
geht, ist eine freie Axe; es wufls vielmehr auch das aus den Nor-
malkriiften, welche eine Rotation um die Axe bedingen, hervorge-
hende resultirende Kriftepaar gleich Null sein, um die Axe zu ei-
ner freien zu machen, d. h. es miissen die Momentensummen fiir
drei zu einander normale Axen gleich Null sein. Dazu gehort nach

der obigen Darstellung:
S(dm.2'.7x) =0 und

1a0) Si(dms glm)i=10;
wenn %' die Koordinaten der Massenelemente in Bezugauf die Ro-
tationsaxe, 2’ und y’ aber die Koordinaten der Massenelemente in
Bezug auf zwei andere, im Schwerpunkt des Systems auf der Ro-
{ationsaxe normale, Axen bezeichnen.

Diese Bedingung wird erfiillt:

a) wenn z’ fiir alle Massenelemente gleich Null ist, d. h. wenn
alle Massenelemente in einer Ebene liegen, die auf der Axe der
Z' normal ist. Hieraus folgt:

Fiir Massenelemente, die simmtlich in einer Ebene
liegen, ist die im Schwerpunkt der Ebene zu der-
selben normale Axe eine freie Axe.

b) Wenn das System durch Ebenen, dic normal zu der Axe
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der Z’ sind, sich in ebene Schichten zerlegen lifst, und fiir jede
einzelne Schicht, deren Massenelemente also immer einen gemein-
schaftlichen Werth von z' haben, die Bedingungen X(dm.2') = 0
und 2'(dm .y = 0) erfiillt werden, d. h. also wenn die Schwer-
punkte der simmtlichen Schichten in der Axe der Z’ liegen. Dies
wird durch folgendes Gesetz ausgedriickt:
Jede durch den Schwerpunkt gehende Axe, wel-
che die Schwerpunkte simmtlicher auf derselben
normal stehenden Elemente eines Systems ent-
hilt, ist eine freie Axe.

Es lifst sich zeigen, dals jedes feste System wenigstens drei
freie Axen haben miisse, und dafs diese freien Axen im
Schwerpunkt normal zu einander sind.

Kennt man eine freic Axe des Systems, so lassen sich die an-
dern freien Axen zuweilen ohne weitere Rechnung angeben, denn
nach dem eben angefiihrten, nur mit Hilfe ausgedehnter analytischer
Rechnungen nachzuweisenden Satze, miissen die andern Axen in
der Ebene liegen, welche im Schwerpunkt normal zu der ersten
freien Axe ist; haben nun simmtliche in dieser Ebene liegenden
Axen zu der ersten Axe ganz gleiche Bezichungen, so werden alle
diese Axen freie sein. Dies ist z. B. der Fall mit einem homoge-
nen Rotationskérper: denn, dreht sich eine ebene Figur um eine
in ihrer Ebene liegende Axe, so ist diese Axe eine freie Axe des
erzeugten Rotationskérpers, nach dem Satz b), und wenn man durch
den Schwerpunkt dieses Rotationskirpers eine zu jener Axe nor-
male Ebene legt, so liegen die andern freien Axen in dieser Ebene,
und da der Durchschnitt dieser Ebene mit dem Rotationskérper ent-
weder eine Kreisfliche oder cine Kreis-Ringfliiche ist, so haben alle
Durchmesser dieser Fliche dieselben Beziehungen zur Rotationsaxe,
sind also simmtlich freie Axen.

Fiir jede Axe, die mit einer freien Axe parallel ist,
aber nicht durch den Schwerpunkt geht, ist das Moment
des auf Kippen der Achse wirkenden Kriftepaars eben-
falls gleich Null; denn wenn fiir die freie Axe Z(dm.2'.5') =0
und X(dm.y'.z) gleich Null ist, und wir legen durch den Schwer-
punkt eine Ebene normal zu den beiden Axen, nehmen den Durch-
schnittpunkt der neuen Axe mit diese Ebene als Anfangspunkt
des neuen Koordinatensystems, dessen Axen parallel sein sollen mit
denen des erstgedachten Koordinatensystems (dessen Anfangspunkt
der Schwerpunkt war), so sind, wenn X und ¥ die Koordinaten
jenes neuen Anfangspunkts bedeuten:
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s=r; z=X+2; y=Y+y¢
wenn wir diese Werthe in die obigen Bedingungs - Gleichungen
(156) einsetzen, so ist:

2@m.x.5) — X.Z(dm.z) =0

2dm.y.5) — Y.2(dm.5)=0
und da 2'(dm.z") = 0ist (§ 81. S. 154), so ist auch X' (dm.z.z) =0
und Z(dm.y.z) =0, d. h. es sind die Summen der Momente der
Normalkrifte fiir zwei zu der neuen Axe normale Koordinatenaxen
einzeln gleich Null, und daher besteht kein Bestreben die Axe zu
kippen. 'Wohl aber besteht fiir solche Axe darch die Resultirende
der Normalkrifte (Gleichung 155) ein Bestreben auf Verschieben,
d. h. ein Druck auf die Axe. Eine Axe fiir welche kein Bestre-
ben auf Kippen besteht, sondern nur ein aus den Normalkriften
resultirender Druck, nennen wir eine Hauptaxe des Systems.

Rotation eines Systems mit fixen Punkten; Druck-der Normalkrifte
auf die fixen Punkte.

§ 89. Wenn ein festes System um einen fixen Punkt ro-
tirt, der nicht der Schwerpunkt ist, und man denkt die Be-
wegung durch den Einfluls der in den einzelnen Massenelementen
wirkenden Normal- und Tangentialkriifte bedingt, so ist zunichst
der Druck auf den fixen Punkt gleich der Resultirenden aus allen
Normalkriften; das ist nach Gleichung 155):

O =M wir: R:

worin M die Gesammtmasse des Systems und R den kiirzesten Ab-
stand des Schwerpunkts des Systems von der durch den fixen Punkt
zu denkenden Rotationsaxe bezeichnet. Ist diese, durch die auf das
System angebrachten Kriifte bedingte, und nach § 79. S. 145 der
Lage nach zu bestimmende Rotationsaxe eine Hauptaxe (§ S88.
Schlufs), so wird die Rotation um diese Hauptaxe unmittelbar statt
finden; ist jedoch die in angegebener Weise ermittelte Rotationsaxe
keine Hauptaxe, so mufs das feste System seine Lage gegen die-
selbe so lange indern, bis eine Hauptaxe des Systems mit dieser
gegebenen Rotationsaxe zusammenfillt. Die hierdurch komplizirten
Bewegungsverhiiltnisse sind analog denen in § 87. S. 172 erwiihn-
ten Rotationshewegungen eines freien Systems, dessen resultirende
Paaraxe nicht mit einer freien Axe zusammenfillt, und kénnen hier
nicht weiter erortert werden.

Bei weitem grofsere Wichtigkeit fiir unsere Zwecke hat die
Rotation eines festen Systems um eine fixe Axe, die durch zwei
gegebene fixe Punkte geht. Behalten wir die in § 79 und 87
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gewihlten Bezeichnungen bei, so liflst sich der Fall offenbar zuriick
fihren auf den in § 79 unter No. 2 (S. 148) behandelten Fall, dafs
simmiliche Drucke (die Normalkrifte) in Ebenen liegen, die zur
fixen Axe normal sind, wir werden also die Drucke in den fixen
Punkten 7 und II nach zwei Richtungen, die parallel sind, mit zvvei
durch den ersten fixen Punkt angenommenen zu der fixen Axe
und unter einander normalen Koordinatenaxen finden, indem wir
in die Gleichung 142b) fir K.cos « und fir K. cos 3 — K.sin o
die auf Seite 170 bestimmten Werthe ®?.dm .z und w? .dm.y
setzen. Wir haben sodann:

O =w? M;z_)l’ Q1" = w? M—z_)]
- 7 )" = w? . -
157)
Ot =wr ZBED, gy Tlmyn)

worin Q;" und Q,” die Drucke im ersten fixen Punkt Q' und
Q1" die Drucke im zweiten fixen Punkt; z die Abstinde der Massen-
elemente von einer Ebene durch den ersten fixen Punkt, und normal
zur Drehaxe, z und ¢ die Ordinaten der Massenelemente auf den
Axen gemessen, in deren Richtung die Drucke Q.’, Q. und Q:/",
Q11" statt finden, L die Entfernung der beiden fixen Punkte von
einander, und w die Winkelgeschwindigkeit des Systems bezeichnen.

Es seien wieder </, ¢/, z' die Koordinaten in Bezug auf ein Ko-
ordinatensystem, das mit dem angenommenen parallel ist, und des-
sen Anfangspunkt der Schwerpunkt ist; es seien X, Y, Z die
Koordinaten des Schwerpunkts in Bezng auf das zuerst angenom-
mene System. Setzt man wieder x — X - Toy=Y4+y, s =Z+7
wie auf Seite 170 und beachtet man, dals X'(dm.2'), Z(dm.y),
2'(dm . %) einzeln gleich Null sind (§ 81. S. 154), so lassen sich
die Werthe fiir die Drucke durch leichte Rechnung umformen in

folgende:
X. (L—Z).Z(dm) — Z(dm . »' .2')

L Of = w2 T,
O o X.Z.Z(dm)+Z(dm . x' . 2)
o = . e
- L
1879) 0 = s Y-(E—2). Z(dm) — 3(am .y .%)
I = S T e

OLF =g Y.Z.Z‘(di)z)—;l-Z(dln.g/lﬂ.

Ist die Rotationsaxe eine Hauptaxe, so ist fiir die durch den
Schwerpunkt gehende mit derselben parallele Axe, welche dann
eine freie Axe ist I(dm.2'. ) =0 und S(dm.y .z) =0, folg-
lich hat man fiir diesen Fall:
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: X Y g
Q[' fomefl .T.(L—-Z).M; Q,”:w’ .T - (L—Z) M
X
QII’:'LD2.T.Z.M; Q,,”:w’.%.Z.M.
Setzt man Q' und ;" im ersten fixen Punkt, und ebenso Q.
Qr im zweiten fixen Punkt zu einer Resultirenden zusammen, so

hat man nach einer einfachen Umformung mit Hilfe der Gleichung
155), S. 171:

Ori==twiis MR

157b)

L7
L vl
worin Q; den resultirenden Druck auf den ersten fixen Punkt, Qur
denjenigen auf den zwveiten fixen Punkt, R den Abstand des Schwer-
punkts von der Drehaxe, M die Gesammtmasse des Systems, ) den
resultivenden Druck durch die Normalkraft bezeichnen. Auch er-
giebt sich leicht, dafs in diesem Falle Qr und Qrr parallel mit dem
kiirzesten Abstande R sind. Hieraus folgt:
Rotirt ein festes System um eine fixe Axe, wel-
che parallel mit einer freien Axe des Systems ist,
so kann man die Gesammtmasse des Systems im
Schwerpunkt vereinigt rotirend denken, und fin-
det den Druck auf die fixen Punkte, indem man
den Druck der durch den Schwerpunkt gehenden
Normalkraft auf die fixen Punkte nach § 79 oder
80 reduzirt. Ist die fixe Axe des Systems nicht
parallel mit einer freien Axe, so ist dies nicht
zulissig.

Q":w"‘.M.R.-IZ—
157¢) b

Pendelschwingungen eines festen Systems um horizontale und um

geneigte Axen. :

§ 90. Ein festes System, welches unter dem Einflufs der
Schwere um eine fixe Axe schwingt, so dals es bei dieser Schwin-
gung eine stabile Gleichgewichtslage durchléuft, nennen wir ein
korperliches (— zusammengesetztes — physikalisches —) Pendel.

Ist niimlich ein festes System um eine fixe Axe drehbar, so ist
jedes Massenelement gezwungen in einem Kreishogen sich zu be-
wegen, und es wird, wenn die Bedingungen des § 56 und 57 statt
finden, eine schwingende Bewegung machen; es mufs folglich auch
das ganze System schwingen. Nun haben aber die einzelnen Mas-
senelemente verschiedene Abstinde von der Drehaxe, und anch ver-
schiedene Erhebungswinkel; jedes Massenelement wviirde also, yvenn

1. 12
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es frei schwingen kiénnte, im Allgemeinen eine andere Schwin-
gungsdauer (§ 57) und folglich auch eine audere Winkelgeschwin-
digkeit besitzen; dies ist nicht moglich, sobald die Massenelemente
ein festes System bilden.

Haben wir es nun mit der Untersuchung der Bewegungsver-
hiltnisse eines festen Systems welches um eine fixe Axe schwingt
zu thun, so verfahren wir wieder am Besten in der Weise, dafs wir
einen Punkt zu ermitteln suchen, der mit dem System fest verbun-
den ist, und in welchem die Gesammtmasse des System verei-
nigt, dieselben Einfliisse auf das System ausiiben wiirde, wie die in
den einzelnen Punkten vertheilten Massenelemente, Diesen Punkt
nennen wir den Mittelpunkt der Schwingung, auch wohl kurz
den Schwingungspunkt.

Der Schwingungspunkt mufs offenbar folgende Bedingungen
erfiillen:

1) die in dem Schwingungspunkt vereinigte Gesammtmasse
mufs denselben Druck auf die fixen Punkie ausiiben,
welcher aus den einzelnen Massenelementen resultiren wiirde;

2) wenn das System durch die stabile Gleichgewichtslage geht
(§ 54 bis 57), mufls auch der Schwingungspunkt in stabiler
Gleichgewichtslage sein, und

3) die in dem Schwingungspunkt vereinigte Gesammtmasse
mufs dieselbe Schwingungsdauer haben, welche das kor-
perliche Pendel hat.

Wir betrachten zuniichst den Fall, in welchem die fixe Axe
horizontal ist, und dann folgt leicht, dafs zur Erfiillung der er-
sten Bedingung gehort, dafs der Scehwingungspunkt in derselben zur
fixen Axe normalen Ebene liegen mufs, in welcher der Schyver-
punkt liegt (§ 79) und ebenso leicht folgt aus der zweiten Bedingung,
dals der Schwingungspunkt auch in derjengien Ebene liegen mufs,
welche durch die Axe und den Schwerpunkt gelegt werden kann;
es folgt also, indem wir die beiden ersten Bedingungen zusammen-
fassen, dafls der Schwingungspunkt in der Durchschnittslinie zZweier
Ebenen liegen mufs, von denen die eine durch den Schwerpunkt
normal zur Axe, und die andere durch den Schwerpunkt und die
Axe gelegt werden kannj hierin liegt der Satz:

der Schwingungspunkt eines festen Systems liegt
in der Linie, welche den kiirzesten Abstand des
Schwerpunkts von der fixen Axe darstellt.

Zur Untersuchung der dritien Bedingung stellen wir folgende

Betrachtungen an:
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Es bezeichne » den Abstand des Schwingungspunkts von der

Drehaxe, und wir denken in demselben die Gesammtmasse M — _Cj__

des Systems vereinigt, ac = ds sei das Wegelement, welches der
Schwingungspunkt bei der Drehung durchliuft ab — dh sei das
Wegelement in der Richtung der Schwere, so folgt aus § 52, wenn
wir unter f das Aenderungsmaals in der Richtung ac verstehen:
[ H.ds=MN.g.dh; f:g.%:g.sinq}.
Bezeichnet ¢ die Peripheriegeschwindig-
keit des Schwingungspunktes, so ist c —w.r
— f.dt, und wenn wir unter f/ das Aende-
rungsmaals der Winkelgeschwindigkeit ver-
stehen, so ist w = f’ dt; wir haben also:

o= wan=Stadi=ifiadt
Daher

e o — %:g%’)

Nun ist hier die Schwere als die auf das System angebrachte
Kraft anzusehen, und daher das Moment des auf Drehung wirken-
den Kriftepaars 2 (dG . ), wenn ¢ =pgq der Hebelsarm der in dem
betrachteten Massenelement wvirkenden Schwerkraft ist; bezeichnet
kl— X den Abstand des Schwerpunkts von der durch die Axe
gelegten Vertikalebene, so ist nach Gleichung 144a), S. 154:

S(dq . x)=G. X
und da X = kl = R.sin ¢ ist, wenn wir unier B den Abstand qf
des Schwerpunkts von der Drehaxe verstehen, so ist das auf Dre-
hung wirkende Moment: G R.sin ¢. Substituiren wir fiir die auf
das System angebrachten Krifte, die in dem System thitigen
Kriifte, so ist deren Moment nach Gleichung 145a) £, J, und es ist
nach dem Gesetz in § 86. No. 1 und nach Gleichung 154¢) zu
setzen:
G.R.smop="f.J.
__G.R.sing
= R g

Da nun der Schwingungspunkt ein mit dem System fest ver-
bundener Punkt ist, so hat er in jedem Augenblick dieselbe Win-
kelgeschwindigkeit, welche das System hat, es muls daher auch das
Aenderungsmaals der Winkelgeschwindigkeit des Schyvingungspunkis
" gleich demjenigen der Winkelgeschwindigkeit sein,>l= welche die

12



180  Grundlehren der Mechanik. B. Von den mechanischen Kriften.

auf das System angebrachten Krifte bedingen, d. h. es ist zu setzen
fl=ifrioder

sing __ G.R.sing

BT J, 4
da nun sin ¢ auf beiden Seiten der Gleichung identisch ist, inso-
fern der Schwingungspunkt denselben Erbebungswinkel hat, wie
der Schwerpunkt, weil beide auf demselben Radius liegen, so folgt
der Abstand des Schwingungspunkts von der Drehaxe:

TR s gt )

MO r=spi=ts =

indem man nimlich fiir homogene Systeme setzt fiir J, nach Glei-

chung 146¢) % -7, und fiir ¢ den Werth y ¥, worin ¥ das Volum

S
und y das Gewicht der Volumeinheit hezeichnet.

Setzt man nach Gleichung 147b) J,= 0> . M und @ g=w 1l s0
findet man auch den Abstand des Schwingungspunkts vom
Drehpunkt:

2 __ Quadrat des Drehungshalbmessers
1582) r= % g < Abstand des Schwerpunkts 2
und folglich fiir ein Kreispendel bei geringen Ausschligen nach Glei-
ehung 190), S. 72 die Schvvingungsdauer:

168h) T=n.V(L)=n. V(L) =n. V(g_%

= mp, V(gLR) =0,5620. & ..

Der Punkt, in welchem die Axe durch die Ebene geschnitten
wird, welche man normal zur Axe durch den Schwingungspunkt
legen kann, heifst der Aufhingepunkt des kérperlichen
Pendels.

Denken wir, das System schwinge um eine andere fixe Axe,
welche durch den eben bestimmten Schwingungspunkt geht,
und mit der eben betrachteten Axe parallel ist, so dals der eben
ermittelte Schwingungspunkt nun Aufhiingepunkt wird. Der Abstand
des neuen Schwingungspunkts ist offenbar
12

r’ e

—_—
—_— '“R'

wen ¢, den Drehungshalbmesser und R’ den Abstand des Schwer-
punkts von der neuen Drehaxe bezeichnet. Nun sei ¢ der Dre-
hungshalbmesser fiir eine durch den Schwerpunkt gehende Axe,
so ist, da der Abstand des Schwerpunkts von der ersten Axe R, und
da offenbar r = B + R’ ist, nach Gleichung 150) und 158a)
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2 2
1-_-:-_9__’_'_1;_3__:3_,_3‘, daher
2
159) %R — —9——,

R

aufserdem ist offenbar nach derselben Gleichung und mit Benutzung
des eben gefundenen Werths

2 ] 2
rr:i_il;ﬁ__ =%+R’=R+R’
also
159a) v =,

d. h. der Schwingungspunkt und der Aufhiingepunkt ei-
nes festen Systems stehen in solcher Beziehung zu ein-
ander, dafls, wenn man den Schwingungspunkt zum Auf-
hingepunkt macht, und lifst das System um eine durch
denselben gehende mit der vorigen parallele Axeschwin-
gen, der frithere Aufhingepunkt nun Schwingungspunkt
wird. :

Aufserdem folgt aus der Gleichung 159) noch

Bl Ri—t03
d. h. das Quadrat des Drehungshalbmessers fiir eine durch
den Schwerpunkt gehende Axe ist gleich dem Produkt
aus den Abstinden des Schwerpunkts von dem Aufhinge-
punkt und von dem Schwingungspunkt.

Da nun ferner g2, d. i. das Quadrat des Drehungshalbmessers
fiir eine bestimmte durch den Schwerpunkt gehende Axe ein kon-
stanter Werth ist, so folgt, dafs auch R.R' ein konstanter Werth
ist, und folglich liegt hierin das Gesetz:

Wenn man in einem festen System beliebig viele
horizontale und unter sich parallele Axen denkt,
und man denkt fiir jede Axe den entsprechenden
Schwingungspunkt, so ist das Produkt aus dem
Abstande des Schwerpunktes von einer beliebi-
gen Axe, und ausdem Abstande des Schwerpunkts
von dem zu dieser Axe gehorigen Schwingungs-
punkte fiir alle parallelen Axen ein konstanter
Werth, und gleich dem Quadrat des Drehungs-
halbmessers fiir eine durch den Schwerpunkt ge-
hende parallele Axe.

Wir haben bis jetzt die Schwingungen eines Systems um eine
horizontale Axe betrachtet; nehmen wir nunmehr an, die fixe
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Axe sei nicht horizontal, sondern bilde mit der Horizontalen
den Winkel 6.
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Offenbar lassen sich nun die in den einzelnen Massenelementen
wirksamen Drucke der Schwerkraft zerlegen in zwei andere, von
denen die einen dG.sin & durch den Widerstand der fixen Punkte
aufgehoben werden, die andere dG. cosd aber als lauter gleich
grolse in den einzelnen Massenelementen wirksame und konstant
wirkende Drucke zu betrachten sind. Wir werden fiir diese Drucke
genau dieselben Betrachtungen anstellen kénnen, die wir zu Anfange
dieses Paragraphen fiir die Drucke angestellt haben, die parallel
mit der Schwerkraft waren, und es werden offenbar iiberall diesel-
ben Resultate gefunden werden, wenn wir nur iiberall fiir das Aen-
derungsmaals der Schyvere g jetzt das Aenderungsmaafls g .cos 8
einfiithren.  Wir finden dann nach I und IL (S. 179):
sin @ __G.cosé‘.Ro.sinq;

To bz J,

worin 7, den kiirzesten Abstand des Schwingungspunkts von der
geneigten Drehungsaxe, R, den kiirzesten Abstand des Schwerpunkts
von derselben Axe J, das Trigheitsmoment in Bezug auf dieselbe
Axe bezeichnet. Durch Gleichsetzung beider Werthe findet man
wieder wie in Gleichung 158 und 158a):

=0 .casd

{
By 7T QR TR IST TR
worin unter 7, der Abstand eines Punkts von der Drehaxe, der auf
der kiirzesten Entfernung des Schwerpunkts von der Drehaxe
liegt, verstanden ist, welcher, wenn die Gesammtmasse des Systems
in demselben vereinigt wiire, mit dem System dieselbe Schwin-
gungsdauer hitte, dieselbe Reaktion in den fixen Punkten hervor-
rufen, auch mit dem System gleichzeitig die stabile Gleichgewichts-
lage passiren wiirde. Die Schwingungsdauer eines solchen Systems
findet sich leicht durch Gleichung 90) S. 72, wenn man fiir g den
Werth g.cos o setat:

2
160) r, =Lt — 2T _ T _ o
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1600) r=nx.Y( 2 ):0,5620.V( o

g .cosd cos 0/

Man sieht aus Gleichung 158) und 160), dals wenn die fixe
Axe durch den Schwerpunkt geht, wenn also B =0, oder R,
= 0 ist, der Abstand des Schyingungspunktes und auch die Schwin-
gungsdauer unendlich grofs sein miifste, d. h. dals ein solches
System iiberhaupt nicht schwingt, ebenso folgt aus Gleichung 160a)
dafs wenn & = 90° ist, d. h. wenn die Schwingungsaxe ver-
tikal ist, ebenfalls die Schwingungsdauer unendlich grofs sein
miifste, d. h. dafs in diesem Fall keine Pendelschwingungen statt
finden koénnen.

Uebrigens gelten, wie leicht zu iibersehen ist, die Gesetze der
Gleichungen 159 und 159a) auch fiir geneigte Axen.

Zuriickfiihrung eines festen Systems mit fixen Punkten auf ein
freies System.

§ 91. Denken wir ein festes System, welches um einen fixen Punkt
oder um eine fixe Axe rotirt, und stellen wir uns vor, dals wir in
jedem Augenblicke die Reaktionen (§79, S.144) kennen,
welche in den fixen Punkten statt finden miissen, um dieselben als
fixe Punkte zu konstituiren. Wenn wir nun das System als
freies System betrachten, und wir denken in den Punkten, die wir
bisher als fixe Punkte angesehen haben, Krifte auf das System
angebracht, deren Angriffspunkte diese Punkte sind, und
die in jedem Augenblick der Richtung und Grofse nach gleich
jenen Reaktionen sind, so mufs offenbar das System genau die-
selbe Bewegung haben, die es als System mit fixen Punkten hatte.
Es wird sich durch diese Betrachtungsweise jedes System
mit fixen Punkten auf ein freies System zuriickfihren

lassen.
Da aber jedes freie System sich so bewegt,

als habe der Schwerpunkt eine fortschreitende
Bewegung, und als rotirten alle Massenelemente mit
gleicher Winkelgeschwindigkeit um eine Axe, die
durch den Schwerpunkt geht, so mufs dieses Ge-
setz der obigen Darstellung zufolge auch fiir ein
System mit fixen Punkten gelien. Dals dem so
sei, lilst sich durch folgende Betrachtung veran-
schaulichen. Es sei @ ein fixer Punkt des Systems,
S der Schwerpunkt, B der Abstand des Schwer-
punkts von der Drehaxe, b sei ein beliebiges Mas-
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senelement, w die Winkelgeschwindigkeit, und es sei in irgend ei-
nem Zeitelement das System aus der Lage aSb durch Drehung um
den Winkel d¢ in die Lage aS'0' gekommen, durch Rotation um
den den Punkt a; es lifst sich nun zufolge des Grundsatzes §24
(S. 29) die Bewegung auch so betrachten, als ob das System in die-
sem Zeitelement sich so bewegt hiitte, dals zuerst der Schwerpunkt
und alle Massenelemente gemeinschaftlich um gleiche und pa-
rallele Wegstiicken fortgeschritten wiren, und dafs dann alle
Massenelemente um eine Drehaxe, die parallel mit der Axe durch
den fixen Punkt ist, und durch den Schwerpunkt geht, sich um den
Winkel dg gedreht hitten, wodurch dann der Punkt &' wieder in
den Punkt a, und der Punkt 3" in den Punkt &’ riicken, und folg-
lich das System die Lage aS'd', die es auch durch Rotation um die
fixe Axe erlangt hat, annehmen wiirde. Es ist hierbei wieder gleich-
giltig, in yvelcher Reihenfolge wir diese beiden Bewegungen uns vor-
stellen; jedenfalls finden aber beide Bewegungen wiihrend der Dauer
desselben Zeitelements d¢ statt, in dessen Verlauf auch die Drehung
um den Punkt o statt finden kann. Hieraus folgt:

1) Die Drehung um die Axe durch den Schwerpunkt mufs man
so ansehen, als ob sie mit derselben Winkelgeschwin-
digkeit erfolgt, wie die Drehung um den fixen Punkt, wie
dies durch eine einfache Betrachtung  der Figur sich zei-
gen lilst,

2) Die Geschwindigkeit der fortschreitenden Bewegung des
Schwerpunkts ist offenbar gleich der Geschwindigkeit, mit
welcher der Schwerpunkt das Bogenelement §5’ durchliuft,
d.i. gleich w R, folglich ist das Aenderungsmaals der fortschrei-
tenden Bewegung f=f.R, wenn f, das Aenderungsmaals der
Winkelgeschwindigkeit ist.

Mit Anwendung der Gleichung 154¢) und 149) ergiebt sich nun:

J(Ka) R?
R.M *(R*+¢%)°
Nach Gleichung 139) (8. 137) ist ZE@ _ > (k.£) die
Summe simmtlicher auf den Abstand Rreduzirter Drucke;
hierin liegt folgender Satz:
Wenn ein festes System um eine als fix zu be-
trachtende Axe mit einer gewissen Winkelge-
schwindigkeit w rotirt, so 1ifst sich die Bewe-
gung auch so betrachten, als durchlaufe der
Schwerpunktinjedem Zeitelement mit fortschrei-

161) r=fa=2%D p
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tender Bewegung ein Wegelement, das normal
ist zu dem kiirzesten Abstand des Schwerpunkts
von der Drehaxe, wihrend gleichzeitig simmt-
liche Massenelemente um eine durch den Schwer-
punkt gehende, mit der fixen Axe parallele Axe
mit derselben Winkelgeschwindigkeit w rotiren.
Das Aenderungsmaals jener fortschreitenden Be-
wegung driickt sich aus durch die Summe aller
auf den Abstand des Schwerpunkts reduzirten
Drucke, dividirt durch die Masse und multipli-
zirt mit dem Verhiltnils des Quadrats des kiirze-
sten Abstandes des Schwerpunkts von der fixen
Axe zur Summe dieses Quadrates und dem Qua-
drat des Drehungshalbmessers fiir die durch den
Schwerpunkt gedachte Axe.

Aus der Gleichung 161) folgt, dafs der Druck, der im Schwer-
punkt auf fortschreitende Bewegung wirkt, und welcher durch
die Reaktion im fixen Punkte aufgehoben werden mufls, in-
dem er mit dieser Reaktion ein Kriftepaar bildet, sich ausdriickt
durch:

Z(Ka) R?
R (R R)

Endlich ist das Moment des Kriiftepaars, welches auf Drehung
des Schwerpunkts um den fixen Punkt wirkt

R2
161b) K.R = 2 (Ka) . y Ty
und das Moment des Kriiftepaars, welches auf Drehung um die durch
den Schwerpunkt gehende parallele Axe wirkt, nach Gleichung
145a) und 161):
2
161c) fJ = Eif_“) iy o

Durch Addition der Gleichungen 161b) und 161c) ergiebt sich
wieder Z(Ka) als die Summe der Momente der Kriftepaare in der
zor Drehaxe des Systems normalen Ebene.

161a) K= N =

d) Wirkung fester Systeme, die von mechanischen Krif-
ten in Anspruch genommen werden, auf einander.

Grundsitze fiir die VVirkung fester Systeme auf einander.

§ 92. Denken wir zuniichst zwei feste Systeme (§ 63) von
Massenelementen, so kionnen dieselben sich entweder berithren
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oder nicht. Berithren sich die festen Systeme, so mufs die Be-
riihrung wenigstens in einem Massenelement statt finden, sie kann
auch in mehren zugleich erfolgen; in beiden Fillen konnen wir die
sich berithrenden Massenelemente als Flichenelemente ansehen, und
es wird immer eine beiden gemeinschaftliche Normale denk-
bar sein. Wenn die beiden Systeme sich nicht beriihren, so kin-
nen sie entweder ihren Abstand von einander gar nicht dindern, oder
sie konnen denselben vergrofsern oder vermindern. Wenn diese
Verminderung des Abstandes dauernd erfolgt, oder wenn doch die
Verminderung des Abstandes iiberviegend ist, gegen die etyva in-
zwischen eintretende Vergrofserung desselben, so miissen sich die
festen Systeme endlich treffen, d. h. es mufs endlich ihr Abstand
Null werden, sie miissen endlich sich beriithren, und dann ist
wieder in jedem Beriibrungselement eine gemeinschaftliche Normale
denkbar. :

Wenn die festen Systeme sich nicht beriithren, so findet er-
fahrungsmiifsig gleichwohl eine Einwirkung der einzelnen Massen-
elemente aufeinander statt (vergl. § 18. S.20). Diese Art der Ein-
wirkung, welche Folge der allgemeinen Gravitation ist, lassen wir
einstweilen ganz aufser Betracht, da sie fiir die vorliegenden Zywecke,
Wwo wir es immer nar mit Systemen zu thun haben, die verhiilt-
nifsmélsig eine sehr geringe Zahl von Massenelementen besitzen, nar
von fast ganz verschwindender Bedeutung ist. Hat man dagegen
mit so ausgedehnten Systemen zu thun, wie sie durch ganze Himmels-
korper dargestellt werden, so ist allerdings die eben angedeutete
Einwirkung dieser Systeme aus der Ferne auf einander von der
grofsten Bedeutung.

Nach der eben vorgetragenen Darstellung haben wir hier nur
den Fall zu betrachten, wo sich die beiden festen Systeme beriih-
ren; sei es nun, dafs diese Beriihrung von Hause aus stattgefunden
hat, oder dafs sic erst entstanden ist, indem die festen Systeme ein-
ander trafen. In beiden Fillen beurtheilen wir die Wirkung der
beiden Systeme auf einander nach folgenden Grundsiitzen:

Wenn sich zwei feste Systeme berithren, so sind entweder
Krifte vorhanden, welche eine Trennung beider Systeme herbei-
fithren, oder es sind solche Kriifte nicht vorhanden, und dann blei-
ben die beiden Systeme wiihrend der Dauer der Betrach-
tung in Berithrung. Dieser letzte Fall ist es, den wir hier zu-
nichst voraussetzen.

Die beiden festen Systeme mogen sich wvithrend der Dauer der
Betrachtung nicht trennen; sie konnen dabei gleichwohl ihre Be-
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rithrungspunkte indern. Hierbei ist es denkbar, dafs sich
beide Systeme bewegen, oder, dals sich nur eines von bei-
den bewegt. Wenn sich nur eines von beiden Systemen be-
wegt, das andere aber nicht, so nennen wir dieses das fixe
System, das erste das bewegliche System.

Bewegen sich dagegen beide Systeme, indem sie dabei zu-
gleich ihre Berithrungspunkte éndern, so konnen wir im Sinne des
Grundsaizes in § 24. No. 1 diese beiden gleichzeitigen Bewe-
gungen immer so auffassen, als ob sie innerhalb der Dauer dessel-
ben Zeitelementes nach einander erfolgten, indem wir nimlich anneh-
men, dals zuerst beide Systeme nach entsprechenden Richtungen ge-
meinschaftlich sich bewegen ohne ihre Beriithrungspunkte zu
dndern, und dafs dann das eine System still stinde, und das
andere sich so bewege, dafs nun die Aenderung der Beriih-
rungspunkte erfolge. Es werden durch eine solche Betrachtung
die Bewegungen zuriickgefihrt auf die Bewegung eines zu-
sammenhingenden Gesammtsystems, und auf die Bewe-
gung eines beweglichen Systems gegen ein fixes System.

Hierzu dienen folgende Untersuchungen. Die beiden Systeme
werden mit I und II bezeichnet; wir betrachten zuniichst alle Be-
wegungen des Systems II, und nchmen an, dafs das System I sich
mit dem System II gemeinschaftlich bewege, ohne dafls die Be-
rithrungspunkte sich éindern; dann betrachten wir das System II als
fixes System, und untersuchen, welche Bewegungen nun noch das
System I. machen miisse, um die bedingte Aenderung der Beriih-
rungspunkte herbeizufiithren.

Wenn das System 1L sich bewegt, so hat es im Allgemeinen
¢ine fortschreitende Bewegung und eine drehende Bewegung
um irgend eine Axe; soll nun das System I sich nicht von dem
System II trennen, und auch die Beriihrungspunkte nicht &ndern,
so mufls es sich mit derselben Geschwindigkeit nach derselben Rich-
tung fortschreitend bewegen, und auch mit derselben Winkelge-
schwindigkeit um dieselbe Axe rotiren.

Es seien:

K* und Kk die Summen der Komponenten der auf die beiden
Systeme wirkenden Kriifte fiir die Richtung der fortschreiten-
den Bewegung des Systems IL

Mt und M** die Massen der beiden Systeme.

f7 und f* die Aenderungsmaafse der Geschwindigkeiten, wel-
che die Krifte K* und K77 der Masse M’ und M** zu ertheilen
streben.
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(Pa)” und (Pa)™* die statischen Momente der auf die beiden
Systeme wirkenden Krifte in Bezng auf Drehung um die Axe, um
welche sich das System wirklich dreht.

£ und f7* die Aenderungsmaafse der Winkelgeschwindigkeiten
fiir dieselbe Axe.

J,7 und J#* die Trégheitsmomente der beiden Systeme in Be-
zug auf dieselbe Axe. Nach dem Fritheren finden die Beziehun-
gen statt:

KI f— Ml.fl; K — M".f"; (Pa)I: J/I-flli (Pa)": Jl".f;".

Indem nun das System I den Bewegungen des Systems II ge-
nau folgt, so als ob heide ein System bilden, bewegt es sich mit
Geschwindigkeiten, deren Aenderungsmaafse gleich denen des Sy-
stems II sind, néimlich gleich £7* und f*. Die auf das System I vir-
kenden Krifte haben aber das Bestreben, dem System I die Aende-
rungsmaafse f7 und £,* zu ertheilen, es wird also indem sich beide
Systeme gemeinschaftlich bewegen in dem System I noch ein Be-
streben auf Bewegung bleiben, dem wviihrend der Dauer dieser ge-
meinschaftlichen Bewegung nicht Geniige gethan ist, und welchem,
wenn das System I nach Vollendung jener gemeinschafilichen Be-
wegungen frei wvird, noch die Aenderungsmaalse (fr — ™) bezieh-
lich (f,x—fr) in dem System I entsprechen wviirden. Diesem auf
die Masse M’ wirkenden Bestreben auf Bewegung entspricht
nach § 19. S. 23 ein Druck, und ein statisches Moment, welches
wir mit K, beziehlich mit (Pa) bezeichnen wollen, und es ist:

I
E=N1([F 2™ :1(1—~i]5~,; . KM

I
(Pa)=J?.(f' — 1) = (Pa)— TIJTI . (Pa)™.

Die Komponenten der Krifte, welche auf das System I vyir-
ken fiir Richtungen, die zu der Bewegungsrichtung des Systems II
normal sind, bleiben dabei ungeéndert, ebenso die Kriftepaare fiir
Axen, die zu der Drehaxe des Systems II normal sind.

L. Hieraus folgt, dals, wenn beide Systeme sich bewe-
gen, man das eine von beiden immer als fixes System
betrachten kann, das andere als bewegliches System, in-
dem man vorher oder nachher die Bewegungen unter-
sucht, welche das bewegliche System mit dem fixen ge-
meinschaftlich macht. Die Summe der Drucke und das
Kriftepaar, welches bei jener Betrachtung auf das be-
wegliche System und zwar parallel mit der Richtung der

Bewegung des als fix betrachteten Systems wirkend zu

162)
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denken sind, bestimmen sich nach Gleichung 162), wo-
bei namentlich die Vorzeichen bei der Bildung der al-
gebraischen Summen zu beachten sind.

Wenn beide Systeme fallen, und es wirken in der Richtnng
der Schyere keine andern Krifte auf die einzelnen Systeme, so ist
das Aenderungsmaafs ff=g und "=y, folglich K=10. d. h.

. Wenn zwei Systeme sich beriihren und frei fal-
len, so ist der aus der Schwere hervorgehende Druck,
mit welchem das eine System gegen das andere geprelst
wird gleich Null.

Nehmen wir an, dals das zweite System mit gleichférmiger
Geschwindigkeit sich bewegt. Die gleichformige Bewegung be-
dingt nach § 14. S. 16, dafs die Krifte, welche auf das zweite Sy-
stem angebracht sind, fiir die Richtung der Bewegung im Gleich-
gewicht seien, d. h. dafs K gleich Null sei. In diesem Falle ist -
auch fY gleich Null, und wenn wir eine drehende Bewegung be-
trachten, so mufs fiir eine gleichférmige Winkelgeschwin-
digkeit auch das Aenderungsmaals derselben f Fa=0naein, - Fir
diesen Fall nun gehen die Gleichungen 162) iiber in

1628 eRi= K553 (Pa) —i(Ba)’.

IL d. h. Wenn zwei feste Systeme die sich berith-
ren sich gleichzeitig bewegen, und das eine von beiden
bewegt sich mit gleichférmiger Geschwindigkeit fort-
schreitend oder mit gleichformiger Winkelgeschwindig-
keit drehend um eine Axe, so bleibt sowohl die Summe
der Komponenten des Druckes der auf das andere System
angebrachten Kriifte fiir diese Richtung, als auch das re-
sultirende Kriftepaar des andern Systems fiir diese Dreh-
axe ungeindert.

Nach dem Inhalt dieses Paragraphen lifst sich die Bewegung
zweier festen Systeme, die sich beriithren im Allgemeinen auf zwei
Bewegungen zuriickfithren, von denen wir die eine, welche heide
Systeme gemeinschaftlich haben die gemeinschaftliche Bewe-
gung, die andere dagegen, welche cine Aenderung der Beriihrungs-
punkte der beiden Systeme zur Folge hat, die Verschiebung nen-
nen wollen. Ebenso folgt aus den vorigen Untersuchungen, dafs bei
der Betrachtung der Verschiebung wir immer das eine von bei-
den Systemen als fixes, das andere als bewegliches System an-
sehen konnen.

Die Beriihrungspunkte der beiden Systeme sind immer als Punkte
zu betrachten, die sowohl dem einen System, wie dem andern
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System angehéren. Diese Punkte werden aber je nachdem man sie
zu dem einen System oder zu dem andern System gehérend be-
trachtet, verschiedene Wege durchlaufen. Die urspriinglichen Be-
riihrungspunkte des als fix betrachteten Systems werden nur Wege
durchlaufen, welche der gemeinschaftlichen Bewegung entspre-

chen; die Berithrungspunkte des bevweglichen Systems dagegen wer-

den gleichzeitig die Wege beschreiben, die aus der gemein-
schaftlichen Bewegung hervorgehen, und diejenigen, welche
durch die Verschiebung bedingt werden, sie werden also sich
nach einer resultirenden Richtung bewegen, deren Kompo-
nenten jene Einzelwege sind. Wir nennen die resultirenden Be-
wegung, welche diese Punkte jenen beiden Komponenten zufolge
machen, die absolute Bewegung der Beriihrungspunkte
des beweglichen Systems.

Nach diesen Auseinandersetzungen haben wir nun folgende Dis-
positionen; wir handeln:

1) von der Verschiebung,

2) von der gemeinschaftlichen Bewegung,

3) von der absoluten Bewegung.

Von der Verschiebung zweier festen Systeme.

Gesetz iiber die Moglichkeit der Verschiebung; Kippen, Gleiten.

§93. Indem wir von zwei festen Systemen eins als fixes
System, das andere als bewegliches System betrachten, setzen
wir voraus, dafs beide Systeme stets in Beriihrung bleiben sollen
(§ 92), dafs aber gleichwoh! eine Aenderung der Beriihrungspunkte
statt finden kann. Untersuchen wvir zunichst, wie diese Aende-
rung der Beriihrungspunkte beschaffen sein kann.

Indem sich die Beriithrungspunkte indern, bewegt sich das
bewegliche System, und da wir wissen, dals jede Bewegung eines
festen Systems sich auf eine fortschreitende und auf eine dre-
hende zuriickfiihren lifst, so wird auch bei der Verschiebung des
beweglichen Systems dasselbe entweder fortschreitend sich be-
wegen, oder drehend, oder beides zugleich.

Wenn das bewegliche System sich fortschreitend verschiebt,
so durchlaufen alle Punkte desselben, folglich auch die Beriihrungs-
punkte gleich grofse und parallele Wegelemente (§ 65. S. 88). Wenn
dagegen das bewegliche System sich drehend verschiebt, so be-
schreiben die Beriihrungspunkte im Allgemeinen Kreishogen um eine
gemeinschaftliche Axe.
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Wie nun auch die Verschicbung beschaffen sein mag, ob sie
fortschreitend oder drehend erfolgt, so diirfen doch nie-
mals die Wegelemente, welche die Beriithrungspunkte
des beweglichen Systems beschreiben, innerhalb des
festen Systems fallen denn in diesem Falle wwiirde das beweg-
liche System entweder in das fixe System eindringen, oder dasselbe
verdringen miissen, beides widerspricht den Voraussetzungen. Es
miissen also die von dem Berithrungspunkt des hewegli-
ehen Systems beschriebenen Wegelemente entweder
das fixe System in jedem Augenblick beriihren, oder,
wenn sie das fixe System schneiden, sich von demselben
abhebemn.

Fine Verschichung, bei welcher alle Beriihrungspunkte Weg-
clemente beschreiben, die sich von dem fixen System abheben
wiirde das bewegliche System zu einem freien machen, und
der Bedingung widersprechen, dafs die beiden Systeme sich nicht
trennen diirfen. Es ist aber denkbar, dafs eine Anzahl von
Berithrungspunkten sich von dem fixen System abhebt, wiih-
rend gewisse andere Beriihrungspunkte mit dem fixen System im
Zusammenhange bleiben. Diese eigenthiimliche Art der Ver-
schiebung erfolgt immer, wenn das bewegliche System eine Dre-
hung macht um eine Axe, die durch einen der Berithrungs-
punkte geht, und beide Systeme berithrt. Die Berithrungs-
punkte, welche in dieser Axe liegen, bleiben bei der Drehung des
beweglichen Systems unbewegt, folglich in Beriihrung mit dem
fixen System, die iibrigen Beriihrungspunkte beschreiben Bogenele-
mente in Ebenen normal zu dieser berithrenden Axe, welche also
im Allgemeinen das fixe System schneiden, und welche daher, wenn
die angegebene Drehung wirklich erfolgt, von dem fixen System
sich abheben miissen. Wir nennen eine Drchung des bewegli-
chen Systems um eine Axe die beide Systeme beriihrt, wihrend
alle andern Berithrungspunkte des beweglichen Systems, die micht
in diese Axe liegen sich von dem fixen System abheben: ,,E&ip=
pen.

Bewegt sich dagegen das bewegliche System so, dafs alle Be-
vithrungspunkte Wegelemente beschreiben, die das fixe System be-
rithren, so nennen wir die Verschiebnng der Beriihrungspunkte::
,,Gleiten.“ Nach dem Obigen wird es ohne Weiteres verstind-
lich sein, wenn wir unterscheiden ,,fortschreitendes Gleiten®
und ,drehendes Gleiten.®
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Grundgesetze iiber die Widerstinde der Verschiebung; Reibungs-
widerstinde.

§ 94. Wenn zwei feste Systeme sich beriihren, so wird es
von der Form der Berithrungsflichen abhingen, ob eine Ver-
schiebung iiberhaupt méglich ist, und wenn dies der Fall ist,
in welchem Sinne und nach welchen Richtungen Verschie-
bung erfolgen kann. In den meisten Fillen liegt es, auch ohne
besondere Untersuchung, nahe, ob und welche Moglichkeit der
Verschiebung vorhanden ist, in andern Fillen bedarf es zur Fest-
stellung dieser Moglichkeit einer besondern Betrachtung, fiir welche
das im vorigen Paragraphen ausgesprochene Gesetz einen Anhalt bietet.

Wenn sich zwei feste Systeme, von denen eins als
fixes System betrachtet werden kann, berithren, und es
ist fiir gewisse Richtungen die Moglichkeit der fortschrei-
tenden Verschiebung, oder fiir gewisse Drehaxen die
Méglichkeit der drehenden Verschiebung mieht¢ vorhan-
den, so miissen alle auf das System angebrachten Kriifte’
welche auf Fortschreiten nach dieser Richtung wirken,
beziehlich simmtliche Kriftepaare, welche aufDrehung
um diese Axe wirken, im Gleichgewicht sein.

Ergiebt sich nun dieses Gleichgewicht nicht schon aus den auf
das bewegliche System angebrachten Kriiften, so mufs dasselbe
durch den Widerstand des fixen Systems hergestellt werden.

Hieraus folgt, dafs das fixe System nach jeder Richtung,
fir welche die Moglichkeit des Verschiebens nicht statt
findet, einen Widerstand leistet, welcher der Resulti-
renden aus allen Drucken, die auf Verschieben nach die-
ser Richtung wirken, gleich und entgegengesetzt ist.

Die Richtigkeit dieser Gesetze erhellt aus den Grundprinzipien
der ganzen Mechanik, dafs nimlich eine Kraft, die nicht Bewegung
erzeugt, nur durch eine gleich grofse und entgegengesetzt wirkende
Gegenkraft aufgehoben werden kénne.

Jede Kraft, die durch den Widerstand des fixen Systems
aufgehoben wird, dufsert das Bestreben das bewegliche System in
das fixe System einzudringen. Aus diesem Bestreben geht erfah-
rungsmiflsig ein Widerstand hervor, der jeder Verschiebung
in einer Ebene, die normal zu der Richtung jener Kraft
ist,widerstrebt. Diesen Widerstand nennen wir den Reibungs-
widerstand.

Die Reibungswiderstinde erscheinen hiernach als eine neue
Gruppe von Kriften, die sich der Verschiehung des heweglichen
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Systems entgegensetzen. Sie sind verschieden von den auf das
bewegliche System angebrachten Kriften, obwohl sie von den-
selben abhiingig sind, und erscheinen daher auch als neue auf das
System angebrachte Kriifte; aber da sie immer nur der Verschiebung
entgegenwirken, niemals selbst eine Verschiebung bewirken konnen,
so nennt man sie auch passive Widerstinde, im Gegensatz zu
den auf das System urspriinglich angebrachten Kriften, die man die
bewegenden Krifte des Systems nennt.

Ueber die Wirkung dieser eigenthiimlichen Krifte stellen wir
folgende Prinzipien auf:

1) Die Reibungswiderstinde erscheinen immer als Drucke,
die der Verschiecbung des beweglichen Systems entgegen-
wirken, und da sie niemals selbst Bewegung erzeugen kon-
nen, so findet keine Verschiebung statt, sobald die
Reibungswiderstinde gleich, oder grofser sind, als
der auf Verschiebung wirkende resultirende Druck
der bewegenden Krifte, oder sobald ihr statisches
Moment gleich oder grofser ist, als das auf Drehung
um eine gegebene Axe wirkende statische Moment
der bewegenden Krifte; ;

2) die Angriffspunkte der Reibungswiderstinde sind stets die
Berithrungspunkte der beiden Systeme;

3) die Groflse der Reibungswiderstinde ist immer ab-
hingig von der Gréfse derjenigen Komponenten der
in den Berithrungspunkten wirkenden Drucke, welche darch
den Widerstand des festen Systems aufgehoben wer-
den. Wir nennen daher diese Komponenten ,,Reibung er-
zeugende Drucke®;

4) die Richtung der Reibungswiderstinde liegt stets in
ciner Ebene, die normal zu der Richtung der Reibung
erzeugenden Drucke ist. In dieser Ebene kann der Rei-
bungswiderstand jede beliebige Lage haben, doch immer so,
dafs, wenn man den Reibungswiderstand zerlegt nach der Rich-
tung, in welcher Verschiebung erfolgt, und normal dazu, die
Komponente fiir die erstgenannte Richtung direkt entgegen-
gesetzt ist der Richtung in welcher Verschiebung erfolgt.

Diese beiden zuletzt aufgestellten Grundsitze sind wohl zu be-
achten; sie sind verschieden von den bisher iiblichen Annahmen;
sie erkliren aber die Erscheinungen der Reibung vollstindig, lassen
sich mit allen iiber die Reibung bestehenden Erfahrungen vereini-
gen, und fithren bei ihrer Anwendung nicht zu Widerspriichen mit
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andern mechanischen Gesetzen, wie dies der Fall ist, wenn man
die Reibungswiderstéinde ganz allein von den Normaldrucken ab-
hiingig macht.

Das Vorhandensein der Widerstiinde der Reibung ist nicht
durch die Voraussetzungen herzuleiten, die wir ganz allgemein iiber
die Wirkung der Krifte aufgestellt haben; es ist uns nur durch die
Erfahrung bekannt. Die Grofse dieser Widerstéinde, und die Ge-
setze ihrer Abhingigkeit sind daher nur durch die Erfahrung fest-
zustellen. Sobald wir aber diese Gesetze kennen, d. h. sobald wir
die Grofse und Eigenschaften dieser Krifte selbst kennen, werden
wir sie den allgemein festgestellten Gesetzen itber die Wirkung der
Krifte vollstindig unterwerfen kinnen.

Die wichtigsten Versuche iiber die Reibung sind von Amon-
tons, Coulomb, Vince, G. Rennie, N. Wood, und zuletzt von Mo-
rin angestellt worden. Alle diese Versuche haben einen Unterschied
in der Reibung herausgestellt, zwischen dem Fall, wo lingere Zeit
dieselben Punkte beider Systeme in Beriihrung vvaren, und es dar-
auf ankam die Verschiebung zu beginnen, und dem Fall, wo die Ver-
schiebung bereils eingetreten war, und fortgesetzt werden sollte.
Den ersten Fall bezeichnet man als die Reibung der Ruhe, und
den andern als die Reibung der Bewegung.

Die Gesetze der Reibung sind simmilich unter folgenden
Voraussetzungen ermittelt worden, und gelten folglich auch
nur unter diesen Voraussetzungen:

a) dals die Oberflichen der sich berithrenden festen Systeme
(Korper) einen gewissen Grad von Glitte und Regelmii-
[sigkeit besitzen;

b) dals die Korper sich durch die Bewegung selbst nicht be-
trichtlich erwirmen;

c) dafs die Oberflichen der Kérper durch die Bewegung keine
irgend merkliche Abnutzung und Formverinderung
erleiden.

Erfahrungsresultate iiber die Reibung des Gleitens.

§ 95. Die von Morin gemachten Versuche (§93. und 94.)
iiber die Reibung des Gleitens (gleitende Reibung) haben
folgende Geseize theils bestiitigt, theils herausgestellt:

1) Beziehung zwischen der Reibung der Ruhe und
der Reibung der Bewegung.

Die gleitende Reibung der Ruhe ist denselben Gesetzen un-
terworfen, wie die Reibung der Bewegung, sie ist aber in den
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meisten praktischen Fillen mit viel geringerer Sicherheit zu bestim-
men. Unter denselben Umstinden ist die Reibung der Ruhe
grofser, als die Reibung der Bewegung. Jene Unsicherheiten
werden fiir die Praxis in vielen Fillen wenig erheblich durch die Be-
obachtung Morins, dafs eine geringe Erschiitterung der Berith-
rungspunkte des einen Systems, also ein sehr geringer Stofs,
im Stande ist, die Reibung der Ruhe in diejenige der Bewegung
umzuwandeln. Diese Bemerkung veranlalst, dafs man bei allen
K onstruktionen, bei welchen die Reibung vermoge ihres
Widerstandes die Stabilitit mit bewirkt, und bei denen
Erschiitterungen zu befiirchten sind, die Reibung der
Bewegung in die Rechnung einfithren mufs.

2) Beziehung zwischen dem Reibungswiderstande und

dem Reibung erzeugenden Druck.

Der Werth der gleitenden Reibung ist proportional dem
Reibung erzeugenden Druck zwischen beiden Systemen. Das Ver-
hiltnifs zwischen dem Werth der Reibung @ und dem Reibung er-
zeugenden Druck N nennt man den Reibungs-Koeffizienten;
wir bezeichnen kiinfiig den Reibungs - Koeffizienten stets mit w,
und es ist:

st @
ke,
O=up.N

3) Beziehung zwischen dem Reibungs- Koeffizienten
und der Anzahl der Berithrungspunkte.

Der Reibungs-Koeffizient ist unabhiingig von der Anzahl
der Beriithrungspunkte, sobald sich der Reibung erzeugende
Druck mit der Anzahl der Beriihrungspunkte nicht éindert. Die-
ses Gesetz erleidet jedoch eine Modifikation von der wveiter unten
die Rede sein wird, wenn die Zahl der Beriihrungspunkte (Grofse
der Reibungsfliche) im Verhiltnifs zu dem Reibung erzeugenden
Druck sehr klein, oder sehr grofs ist.

4) Beziehung zwischen dem Reibungs-Koeffizienten
and dem Gesetz, nach welchem die Berithrungs-
punkte aufeinander folgen.

Wenn die Berithrungspunkte des einen Systems zwar fortwiih-
rend mit anderen Punkten des zweiten Systems in Beriihrung kom-
men, diese Punkte des zweiten Systems jedoch immer von Neuem
und in einer stetigen Folge von den Punkten des ersten Systems in
Anspruch genommen werden, wie dies bei der Drehung von Zapfen
in Lagern der Fall ist, so ist der Reibungs - Koeflizient geringer, als

13 *
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bei der gewihnlichen gleitenden Reibung. Man nennt die Reibung
unter den angedeuteten Verhiltnissen nlapfenreibung®; sie er-
scheint nur als besonderer Fall des drehenden Gleitens, nicht als
eine besondere Art der Reibung.
5) Beziehung zwischen dem Reibungs-Koeffizienten
und der Geschwindigkeit der Verschieb ung.

Der Reibungs-Koeffizient ist unabhingig von der Geschwin
digkeit, nnd so lange als konstant anzusehen, so lange der Rei-
bung erzeugende Druck und die Beschaffenheit der Oberflichen sich
nicht indert.

6) Beziehung zwischen dem Reibungs-Koeffizienten
und der Beschaffenheit der Oberflichen,

Der Reibungs-Koeffizient ist abhéingig von der Natur des Ma-
terials, aus welchem das feste System besteht, er ist aulserdem
abhiingig davon, ob eine schliipfrige Substanz (Schmiere)
zwischen den Beriihrungspunkten sich befindet, von welcher Art
und Beschaffenheit diese Schmiere ist, und von der Menge, in wel-
cher die Schmiere sich zwischen den Berithrungspunkten befindet.

Hinsichtlich der Menge der Schmiere sind zwei Fille zu
unterscheiden: a) der Fall, wo die Beriihrungspunkte mit der Schmiere
nur leicht abgerieben werden, und b) der Fall, wo in Folge einer
grofseren Menge und einer angemessenen Konsistenz der Schmiere
sich fortwiihrend eine zusammenhiéngende Lage von Schmiere zwi-
schen den Beriihrungspunkten der beiden Systeme befindet, so dals
durch diese Zyvischenlage die Berithrungsfléichen vollstindig getrennt
sind. Dieser Fall setzt voraus, dafs der Reibung erzeugende Druck
in jedem einzelnen Berithrungspunkte hinreichend klein sei, um die
Schmiere nicht herauszudriingen.

In dem unter a) gedachten Falle ist das Material, aus welchem
jedes der beiden Systeme besteht, von wesentlichem Einflufs auf
den Werth des Reibungs-Koeffizienten, und es folgen die Resultate
der Morin’schen Versuche weiter unten.

In dem unter b) erwiihnten Falle ist nach den Versuchen von
Morin dagegen der Reibungs-Koeffizient viel mehr abhiingig
von der Natur der Schmiere, als von der Beschaffenheit des
Materials. Morin erwihnt: dafs ywenn eine zusammenhiingende
Lage von Schweinefett oder Baumpl zwischen die Be-
rithrungsflichen gebracht wird, der Reibungs-Koeffizient
einen ziemlich konstanten Werth zwischen 0,07 und 0,08
behilt, gleichviel, ob die reibenden Materialien Holz und Metall,
Holz und Holz, oder Metall und Metall sind.
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Denselben Reibungs-Koeffizienten fand Morin auch fir Talg-
schmiere, mit Ausnahme des Falles, wo Eisen auf Eisen gleitet,
wofiir Morin den Reibungs-Koeffizienten im Mittel = 0,10 gefunden
hat. Aufserdem empfiehlt Morin Talg, Seife und Graphit als
die Schmieren, welche fir Holzer den geringsten Reibungs-Koeffi-
zienten geben, wogegen Oel und Feuchtigkeit fir Hoélzer einen
grofsern Reibungs-Koeffizienten ergeben. Fiir Metalle ge-
ben Oel und Schweinefett den giinstigsten Reibungs - Koeffi-
zienten.

Unter den Resuliaten, welche man hinsichtlich der Reibung
von Flichen erhalten hat, zwischen denen durch die Zwischen-
lage einer fettigen Schicht eine vollkommene Trennung der
Beriihrungspunkte bewirkt ist, herrscht nach dem Obigen eine
grofse Uebereinstimmung; nicht so ist dies der Fall, wenn man
verschiedene Grade der Fettigkeit, die zwischen den oben
durch die Fille a) und b) bezeichneten Grenzzustinden liegen, in
Betracht zieht. Die Resultate der Untersuchungen weichen hier viel-
fach von einander ab, und Moseley *) meint, dafs dies weniger in
dem verschiedenen Grade der Fettigkeit, als in dem verschiedenen
Verhiltnifs der Grofse der reibenden Flichen zu dem
Reibung erzeugenden Drucke, welcher bei den Versuchen ob-
gewaltet hat, begriindet sei, eine Ansicht, der wir vollkommen bei-
stimmen. Denn es leuchtet ein, bemerkt Moseley, dafs einer jeden
besonderen Art von Fett ein besonderer Druck auf die Fla-
cheneinheit entsprechen mufls, bei welchem eine vollkommene
Trennung der beiden Flichen durch die Zvwvischenlage einer zusam-
menhiingenden Schicht dieses Fettes bewirkt wvird, so dafs, wenn
der Druck auf die Flicheneinheit jenen Werth iiberschreitet, die
vollkommene Trennung nicht mehr erreicht werden kann, in wel-
cher Fille man auch die fettige Substanz verwenden mag. Der
Druck auf die Flicheneinheit bei welchem noch eine Tren-
nung der beiden Flichen durch die zwischenliegende Schicht des
Fettes moglich ist, und der, wenn man ihn allméhlich vergrofsert,
ein allméhliches Herausdriingen der Schmiere zur Folge hat, ist of-
fenbar von der Natur der Schmiere abhiingig; es fehlen iiber
die Bestimmung dieses Druckes noch die ndthigen Versuche, ebenso
wie iiber die Werthe der Reibungs-Koeffizienten fiir verschiedene
Abstufungen, in denen die Schmiere, durch Steigerung jenes Druk-

*) Die mechanischen Prinzipien der Ingenieurkunst nnd Arxchitektur von
Heinrich Moseley. Aus dem Englischen ibersetzt und mit Erliuterungen ver-

sechen von H. Scheffler. I, S. 182.
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kes allmihlich herausgedriingt wird. Aber selbst wenn der Reibung
erzeugende Druck noch kein Herausdringen der Schmiere und da-
durch eine Verminderung der Fettigkeit bedingt, ist es denkbar, dafs
bei einer sehr grofsen Ausdehnung der Berithrungsflichen
der Zusammenhang der einzelnen Elemente der schmieren-
den Substanz unter einander der Verschiebung auf eine merkliche
Weise entgegenwirkt, und daher die Reibung vermehrt, so dafs der
Reibungs - Koeffizient bei demselben Reibung erzeugenden
Drucke in diesem Falle mit der Beriihrungsfliche wwachsen mulfs.

In den beiden eben genannten Fillen, nimlich, wenn der Druck
auf die Flicheneinheit entweder so grols wird, dals er anfingt die
Schmiere herauszudriicken, oder wenn der Druck auf die Flichen-
einheit so gering ist, dafs die Konsistenz der Schmiere einen
merklichen Werth im Vergleich zu dem Reibung erzeugenden Drucke
hat, erleidet hiernach das Gesetz No. 3 eine Modifikation. Es ist
zu bemerken, dafs Morin seine Versuche nur mit verhiltnifsmilsig
geringer Belastung fiir die Flicheneinheit (etvwa 14 bis 20 Pfund auf
den Quadratzoll) angestellt hat; Versuche von G.Rennie zeigen,
dals bei grofsen Belastungen auf die Flicheneinheit der Reibungs-
Koeffizient der Ruhe wiichst, und zwar so, dafs er bis zu einer
gewissen Grenze des Druckes konstant bleibt, dann aber sehr schnell
mit dem Druck pro Flicheneinheit zunimmt. Die Resultate der
Versuche von Rennie sind weiter unten zusammengestellt; sie zei-
gen, dafs wenn der Normaldruck einen Werth erreicht, der sich
demjenigen nihert, bei welchem die Flichen angegriffen werden,
der Reibungs-Koeffizient bis iither das Dreifache desjenigen wvach-
sen kann, der bei geringem Drucke konstant ist,

Bestimmung ‘des Reibung erzeugenden Druckes; und Vertheilung
desselben.

§ 96. Nach § 95. No. 2 ist die Grofse der Reibungswiderstiinde,
die dem Gleiten des beweglichen Systems entgegenwirken, propor-
tional den Reibung erzeugenden Drucken, und nach § 94.
No. 3 sind die Reibung erzeugenden Drucke diejenigen Kom-
ponenten der auf das bewegliche System angebrachten Drucke,
welche durch den Widerstand des fixen Systems aufgehoben
werden.

Nach dem zweiten Grundsatze in § 94. mufs die Resultirende
aus den Komponenten simmtlicher Krifte fiir jede Richtun g9
nach welcher kein Verschieben statt finden kann, darch den
Widerstand des fixen Systems aufgehoben werden; es ist folglich
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diese Resultirende ,,der Reibung erzeugende Druck® und der
aus demselben entspringende Reibungswiderstand wirkt in einer Ebene
die normal zur Richtung derselben (nach dem Gesetz No. 4 in § 94)
ist. Es lifst sich hiernach immer leicht die Grofse des ganzen
Reibung erzeugenden Druckes bestimmen, allein es kommt bei der
Bestimmung der statischen Momente der Reibungswiderstinde hiufig
auch davauf an, festzustellen wie grofs der Reibung erzeugende
Druck in jedem Elemente der Berithrungsfliche sei, da
nach § 94. No. 2 jeder Beriihrungspunkt als Angriffspunkt eines
Reibungswiderstandes betrachtet werden kann. Hiernach wird es
sich darum handeln, zu ermitteln, wie grofs der Druckantheil
von dem gesammten Reibung erzeugenden Drucke sei,
der auf jeden einzelnen Berithrungspunkt gerechnet wer-
den mufs.

Diese Druckantheile werden in den meisten praktischen
Fillen kaum mit der ndthigen Richtigkeit und Schirfe zu bestim-
men sein, sie werden bedingt durch die Elastizititsverhiltnisse der

edriickten Oberflichen, durch die Genauigkeit mit welcher die Ge-
stalt dieser Oberflichen den absoluten geometrischen Formen nahe
kommt, und durch die Lage der Angriffspunkte der auf das System
angebrachten bewegenden Krifte. Sehen wir, wie bei den vorlie-
genden Betrachtungen iiberall, von den Elastizititsverhéltnissen ab,
nehmen wir gar keine Formverinderung als zuldssig an, und be-
{rachten wir also die beiden Systeme als absolut feste, so lifst
sich fiir die Vertheilung des gesammten Reibung erzeugenden Druk-
kes auf die einzelnen Beriithrungspunkte kein Gesetz herleiten,
und es bleibt nur ibrig in bestimmten Fillen dariiber Hypothe-
sen aufzustellen. In den meisten Fillen ist die Hypothese zu-
lissig:
dafls die Druckantheile, welche von dem gesamm-
ten Reibung erzeugenden Druck auf die einzel-
nen Berithrungselemente treffen, sich verhalten
wie die Projektionen der Berithrungselemente auf
eine Ebene, die normal ist zu dem Reibung er-
zeugenden Druck.

Es bezeichne:

2, %, A, die Winkel, welche die einzelnen Elemente der Be-
rithrungsfliche mit der Richtung des Reibung erzeugenden Druckes
machen ;

dF, dF, dF, seien die Grofsen der Flichenelemente;
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dA = dF.sinl, dA, = dF,.sin A,... seien die Grolsen der Pro-
jektionen der Flichenelemente;

A=23(dA) = Z(dF.sin 1) sei der Flicheninhalt der Projek-
tion der simmtlichen Elemente der Beriihrungsfliche auf eine Ebenes
die normal ist zur Richtung des Reibung erzeugenden Druckes;

Q sei der gesammte Reibung erzeugende Druck, und

4Q, dQ, dQ,.... die Druckantheile der Flichenelemente.

Nun hat man nach dem obigen Gesetz:

2(dQ):():dQ+dQ,+dQ,,+....
und nach der obigen Hypothese:
40:dQ,:dQ,:... =dA:dA:d4,:...
folglich:
dQ:(dQ +dQ, + dQ,,+...):dA:(dA+dA,+dA,,+...)
das ist:

164) dQ:%.dA:%.dA:%.dF.sinl.

Den Werth 3— oder den Druck auf die Flicheneinheit
der Projektion nennt man den spezifischen Druck der Pro-
jektion, und die Gleichung 164) sagt daher:

der Druckantheil, den ein Element der Beriih-
rungsfliche von dem gesammten Reibung erzeu-
genden Druck zu erleiden hat, und welcher in
diesem Flichenelement einen Reibungswider-
stand erzeugt, der normal zur Richtung dieses
Druckes ist, driickt sich aus durch den spezifi-
schen Druck der Projektion der gesammten Be-
rithrungsfliche auf eine Ebene, die normal ist zu
der Richtung des Reibung erzeugenden Druckes,
multiplizirt mit der Projektion dieses Elementes
auf dieselbe Ebene.

Es haben also ganz allgemein gleich grofse Projektionen der
Beriihrungsfliiche gleiche Druckantheile auszuhalten, und folglich
gleich grofse Reibungswiderstinde zu erlejden.

In ein und demselben Beriithrungselement erleiden die
einzelnen Punkte gleich grofse Druckelemente, und es sind daher
die in den ecinzelnen Punkten eines Beriihrungselements vwirksa-
men Reibungswiderstinde als gleich grofse und parallele Krifte
anzusehen, so dals man stets den Angriffspunkt der Rei-
bungswiderstinde in den Schwerpunkt des Beriithrongs-
clementes verlegen kann,
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Wenn simmtliche Berithrungselemente in ein und derselben
Ebene liegen, oder wenn sie auch in verschiedenen Ebenen liegen,
die aber simmtlich denselben Neigungswinkel 2 mit der Richtung
des Reibung erzeugenden Druckes bilden, so ist sin2 in Gleichung
164) konstant, und man hat 4 = F.sin1, folglich geht die Glei-
chung 164) iiber in

164a) dQ = % .dF,

fiir diesen Fall ist also der Druckantheil jedes Elementes
gleich dem Druck auf die Einheit der ganzen Beriih-
rungsfliche, multiplizirt mit der Grofse des Flichenele-
mentes.

VViderstinde gegen fortschreitendes Gleiten; Reibungswinkel.

§ 97. Da die Widerstinde der Reibung immer nur dem
Gleiten entgegenwirken, so kommen sie itherhaupt nur zur Geltung,
wenn ein Gleiten, sei es ein fortschreitendes oder drehendes
Gleiten moglich ist. Wir haben in § 93 gesehen, dafs die be-
rithrenden Oberflichen nur unter gewissen Vorausselzungen die
Méglichkeit des Gleitens zulassen. Die folgenden Betrachtungen
setzen nun @iberall die Moglichkeit des Gleitens voraus, und
unter diesen Voraussetzungen wollen wir sowohl die Resultirende
der Widerstinde des fortschreitenden Gleitens, als auch
das statische Moment der Widerstinde des drehenden Glei-
tens bestimmen.

Die Richtung des fortschreitenden Gleitens sei gegeben, und
die Grofse und Richtung der Resultirenden aus allen auf das beweg-
liche System angebrachten Kriften sei bestimmt; der Werth dersel-
ben sei Q, und der Winkel, welchen ihre Richtung mit einer Ebene
bildet, die normal zu der Richtung des Gleitens ist, sei ¢.
Wenn wir nun Q nach zwei Richtungen zerlegen, von denen eine
nach der gegebenen Richtung des Gleitens, und die andere normal
dazu, fillt, so ergeben sich die Komponenten: Q.sing und Q.cos .
Nun mufs die Komponente Q.cos¢ die in der Richtung normal
zur Richtung des Gleitens liegt durch den Widerstand des fixen
Systems aufgehoben werden (§ 94.) und folglich bildet diese Kom-
ponente den Reibung erzeugenden Druck. Ist nun p der Reibungs-
Koeffizient, so ist die Grofse des Reibungswiderstandes,
welchen wir jetzt und kiinftig immer mit © bezeichnen:

165) @ = p. Q. cos ¢,
und da der Reibungswiderstand immer der auf Verschieben wirkenden
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Komponente entgegenwirkt, so bleibt fir den auf fortschreitendes
Verschieben wirkenden Druck noch iibrig:

1652) P=Q.sing— @=Q.(sin(p-—y.coscp):Q.COs(p.(tangq)—‘u).

Hierin liegt folgendes Gesetz:
Wenn ein bewegliches System auf einem fixen
System nach irgend einer Richtung fortschrei-
tend gleiten kann, so ist der auf Gleiten wirkende
Druck gleich derjenigen Komponenten der Resul-
tirenden aller auf das bewegliche System ange-
brachten Krifte, welche in einer zur Richtung
des Gleitens normalen Ebene liegt, multiplizirt
mit der Differerenz zwischen der Tangente des
Neigungswinkels der Resultirenden gegen diese
normale Ebene und dem Reibungs-Koeffizienten.

Dieser Druck ist also vollkommen unabhiingig:

1) von der Grifse der Berithrungsfliche;
2) von der Form der Berithrungsfliche.

Bei Gradfiihrungen in Koulissen ist es z. B. unter sonst gleichen
Verhiltnissen in Bezug auf die Reibungswiderstinde gleichgiltig, ob
diese Koulissen prismatisch, cylindrisch oder flach gestaltet sind.

Ist der Reibungswiderstand @ grofler; als der auf Gleiten wvir-
kende Druck, so findet kein Gleiten statt (§ 94. No. 1). Wir sagen
dann, das bewegliche System befinde sich innerhalb des
Gleichgewichts gegen Gleiten.

Wenn der Reibungswiderstand kleiner ist, als der auf Ver-
schieben wirkende Druck, so findet Gleiten statt, und zwvar ist
das Aenderungsmaafs der Geschwindigkeit, mit der das bewegliche
System in diesem Augenblick gleitet (§ 86. Gleichung 154D),
S. 160):

Druck &
165b) f:—l\% = T?I—.(smgp—y.cosw),

wenn ) die Masse des beweglichen Systems bezeichnet.

Wir sagen in diesem Fall, das bewegliche System befinde
sich aufserhalb des Gleichgewichts gegen Gleiten.

In dem Falle endlich, wo der Reibungswiderstand gleich dem
auf Verschieben wirkenden Druck ist, findet zwar auch noch Gleich-
gewicht gegen Gleiten stait, allein jede Verminderung des Reibungs-
widerstandes bringt das System aulserh alb, und jede Vermehrung
desselben innerhalb des Gleichgewichts gegen Gleiten. Wir nen-
nen dieses Verhiltnifs den Grenzzustand des Gleichgewichts
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gegen Gleiten, oder wir sagen, das bewegliche System befinde
sich an der Grenze des Gleitens.

Das bewegliche System befindet sich hiernach innerhalb,
aufserhalb oder an der Grenze des fortschreitenden Glei-
tens, wenn

O>Q.sing; O<Q.sing; O =Q.sing,
oder nach Gleichung 165), wenn

p.cos @ .>sin @; p.cos @ .<sin@; p.cos @ =sin@
ist. Dividiren wir mit cos ¢, so gehen diese Bedingungen iiber in

166) p.>tang g; p.<tangg; p = tangg@.

Hieraus folgt, dafs die Zustinde des Gleitens, und die
Grenze des Gleitens abhingig sind von dem Verhiltnils des
Reibungs- Koeffizienten zu der Tangente des Neigungs-
winkels der Resultirenden gegen eine Ebene, die nor-
mal ist zur Richtung des Gleitens.

Bei demselben Reibungs - Koeffizienten werden diese Zustinde
also nicht von der Grofse der Resultirenden, sondern nur von
ihrer Richtung abhingig sein; die Grenze des Gleitens wird
bei einem bestimmten Werth des Neigungswinkels erreicht sein, und
diesen besonderen Werth des Neigungungswinkels, wel-
cher der Grenze des Gleitens entspricht, nennen wir den
Reibungswinkel, Gleitwinkel, Ruhewinkel. Wir bezeich-
pen diesen besondern Werth von ¢ kiinftig immer mit & und wir
haben nach Gleichung 166) die Beziehung:

166a) tang 9 = p,
d. h. die Tangente des Gleitwinkels ist gleich dem Rei-
bungs-Koeffizienten.

WViderstinde gegen drehendes Gleiten, Reibungsmoment; Hebelsarm
der Reibung.

§ 98. Um nun das statische Moment der Reibungswider-
stinde zu bestimmen, nehmen wir an, dafs das bewegliche System
sich um eine gegebene Axe drehen konne; diese Axe ist ent-
weder eine fixe Axe, oder sie kann doch fiir einen Augenblick
als fixe Axe betrachtet werden.

Die Resultirende der fortschreitenden Bewegung aus
allen auf das bewegliche System angebrachten Kriften ist dann durch
den Widerstand des fixen Systems aufgehoben, und folglich ist diese
Resultirende der Reibung erzeugende Druck.

In der umstehenden Figur sei die Drehaxe O normal zur Ebene .
des Papiers. Damit iiberhaupt Drebung erfolgen konne miissen (nach



204  Grundlehren der Mechanik. B. Von den mechanischen Kriften.

§ 93) die Richtungen der von den Berithrungspunkten des be-
weglichen Systems beschriebenen Wegelemente die Elemente der
Beriithrungsfliche beriihren, d. h. sie miissen in die Beriih-
rungsfliche jedes einzelnen Beriihrungselementes fallen, zu-
gleich miissen diese Wegelemente in Ebenen liegen, die normal zur
Drehaxe sind, sie werden also mit der Durchschnittslinie zusammen.-
fallen, welche die Drehungsebene (Ebene des Papiers) mit den Be-
rithrungsebenen der einzelnen Elemente bildet.
0 pq sei ein Wegelement in dieser Durchschnitts-

linie fiir irgend einen Beriihrungspunkt.  Die
Q’ Richtung der Resultirenden Q bilde mit den
s einzelnen Beriihrungselementen den Winkel 2.
7\"/”"‘1& Es ist dann der Druckantheil jedes Elementes

nach Gleichung 164):

2 :
a0 = o - OF .sind
und die daraus hervorgehende Reibung:
y.dQ:‘u'TR.dF.sinl.

Dieser Widerstand liegt in einer Ebene, die normal zur
Richtung von Q ist. Die Richtung desselben in dieser Ebene ist
immer nach dem Grunsaiz 4) in § 94. zu bestimmen,

Nun sind aber zwei Fille mdglich, nimlich:

L dieEbene, in welcher der Reibungswiderstand
liegt, fallt mit der Drehungsebene zusammen,
oder:

II. die Ebene, in welcher der Reibungswiderstand
liegt, schneidet die Drehungsebene.

L. Betrachten wir zuniichst den ersten Fall. Derselbe tritt ein,
wenn die Richtung des resultirenden Druckes mit der Drehaxe
parallel ist. In diesem Falle mufls die Richtung des Reibungswi-
derstandes in jedem Berithrungselement offenbar der Richtung in
welcher die Drehung erfolgt entgegengesetzt sein, d. h. sie fillt mit
der Richtung pgq zusammen, und folglich ist das Moment des Rej.
bungswiderstandes, wenn wir den Schwerpunktsabstand des
Elementes von der Drehaxe mit bezeichnen:

,u.dQ.r:‘u.g—.dA.r,

und daher die Summe der Momente simmtlicher Reibungswider-
stinde, oder das statische Moment der Gesammtreibung, welches wir
kiinflig mit (@a) bezeichnen wollen: '
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167) (@a):Z[M.-g——-.dA.r]::y. gl

Hieraus folgt:

Wenn ein festes System auf einem andern um
eine gegebene Axedrehend gleitet, und wenn da-
bei die Richtung der Resultirenden aller auf das
bewegliche System angebrachten Krifte mit der
Drehaxe zusammenfillt, so ist das statische Mo-
ment der Reibungswiderstinde gleich dem Pro-
dukt, welches man erhilt, wenn man den resulti-
renden Druck mit dem Reibungs-Koeffizienten
und mit einem Quotienten multiplizirt, dessen
Zihler gleich der Summe der Produkte aus der
Projektion jedes Berithrungselementes (auf eine
zur Drehaxe normale Ebene) in den Abstand die-
ses Elementes von der Drehaxe, und dessen Nen-
ner die Summe der Projektionen simmtlicher Be-
rithrungselemente ist.

Man sieht, dafs in diesem Falle das statische Moment der
Reibungswiderstéinde nur abhingig ist von der Grolse und Lage der
Projektionen der einzelnen Elemente, und nicht abhingig ist von
der Form der Berithrungsfliche; es werden also kegelformige,
kugelformige, ebene ete. Zapfen unter der Voraussetzung, dafs
die Richtung des Druckes mit der Drehaxe zusammenfillt, gleiche
Reibungsmomente haben, wenn ihre Projektionen kongruent sind,
und wenn die resultirenden Drucke sowohl, als die Reibungs-Koef-
fizienten gleich sind.

Der Ausdruck 2_(rl;;1_r)
Projektion abhingig; er ist ein rein geometrischer, wir nennen ihn

den Hebelsarm der Reibung, und bezeichnen

'jl)" denselben mit f. Der Hebelsarm der Rei-

bung ist hiernach derjenige Werth, mit welchem

ok pnQ, d.i der gesammie Reibungswiderstand

l:"l@‘;.n multiplizirt werden mufs, um das statische

. Moment der Reibung zu erhalten, und man
hat:

167a) (O@a) =pQ.R.

Ist die Projektion der Beriihrungsfliche auf eine Ebene

normal zur Drehaxe ein ringformiger Sektor, welcher einem WVin-
kel o angehort, so ist:

ist nur von der Gestalt und Lage der
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dA—=o.r.dr; @A) = fo.r.dr=1L%.0.r2 4 C,

dAsr=lo. 72 d#. 2(dA.r):/5.r’.dr=%.o.r3+ C.

und wenn wir die Integrale zwischen den Grenzen =R .und
r = R nehmen, so ist der Hebelsarm der Reibung:
(e 3
167b) m.—_%.ﬁz_ﬁ:.z.

Es ist also der Hebelsarm der Reibung eines ringférmigen
Sektors unabhingig von dem Werthe des Winkels, welchem er an-
gehort, und nur abhingig von dem Werthe des grofsten und klein-
sten Radius. Ist B, = 0, so hat man den Hebelsarm der Reibung
fiir eine Fliche, deren Projektion ein Kreis von Radius & oder je-
der beliebige Sektor dieses Kreises ist:

167¢) R=2.R

Ist die Beriihrungsoberfliiche eine krumme Fliche, so ist die
Méglichkeit der Drehung nur vorhanden, wenn diese krumme
Fliche eine Rotationsfliiche ist, deren Axe mit der Drehaxe zusam-
menfillt. Ist dagegen die Beriihrungsfliiche eine Ebene, so mufs
dieselbe normal zur Drehaxe sein, wenn die Moglichkeit der
Drehung vorhanden sein soll. Die Form der Beriihrungsfliche, d. h.
die Gestalt der ebenen Figur, welche die simmtlichen Beriihrungs-
punkte enthiilt, ist dabei gleichgiltig, der Hebelsarm der Reibung ist
immer durch die Gleichung:

167d) % = Lj-”,

sei es durch Integriren, oder durch ein Nitherungsverfahren zu be-
rechnen. ‘

II. Es bleibt noch der Fall zu erledigen, wo die Richtung des
resultirenden Druckes nicht mit der Drehaxe zusammenfill. Die
Reibungswiderstéinde, welche auch hier im Schwerpunkt jedes Fli-
chenelementes normal zur Richtung des resultirenden Druckes sind,

liegen in Ebenen, welche die Drehungs-

>|o ebenen schneiden. Die Durchschnittslinie

Z ,t/ sei mn, so mufs nach dem Grundgesetz 4

P L g in§ 94 die Richtung mn auch die Richtung
noNTEEE

7 (des Reibungswiderstandes p . %.dF. sin 2

sein, wie sich leicht iibersehen lifst. Der
Hebelsarm einer Kraft, deren Richtung mn ist, wird durch Os
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dargestellt, und setzen wir Os =y, so ist das Moment der im Ele-
mente pg wirksamen Reibung:
168) p. % .aF.sink.g.

Nehmen wir drei Koordinatenaxen an. Die erste Axe sei die
Drehaxe, die zvweite falle mit der Projektion von ( auf die Dre-
hungsebene zusammeu; die dritte Axe 0Z ist dann parallel mit der
Durchschnittslinie mn, was sich durch eine einfache Betrachtung zei-
gen lifst.

Nun denken wir in jedem Berithrungselement die Normale zu
der Berithrungsebene, in welcher dieses Element liegt. Diese Nor-
male bildet mit der Richtung von Q den Komplementswinkel von
1, da 2 den Winkel bezeichnete, den die Richtung von Q mit der
Berithrungsebene selbst bildet. Wenn nun diese Normale mit den
Richtungen der drei Axen die Winkel g, x, ¥ macht, und wenn die
Richtung von Q mit denselben Axen die Winkel 4, B, I'" bildet, so
ist nach einem bekannten geometrischen Gesetz der Winkel, den die
beiden Richtungen (Q und die Normale) mit einander bilden, nim-
lich (90° — 1) durch die Gleichung zu bestimmen:

cos (90° — ) = cos A . cos ¢ + cos B . cos y -+ cos I". cos y = sin 2
und da I'=90° ist, so hat man cos 4 = sin B, und daher:
sin 4 = sin B . cos ¢ - cos B . cos ¥.
Hiernach geht nun die Gleichung 168) iber in:
‘uQ-(dF.SlnB.COS(p+;F.COSB.COSZ).y
und da auch A = 3 (dF .sin 1) ist, so hat man zu setzen:
A= 3(dF.sinB.cos ¢ -+ dF .cos B . cos y)
—sinB.3(dF.cos @) + cos B.Z(dF.cosy).

Man bemerke, dafs ¢ und y die Winkel sind, welche die Normalen
in den Elementen der Beriihrungsflichen mit der Axe der X und der-
jenigen der Y bilden, dals folglich ¢ und y auch die Winkel sind, wel-
che je zwei Ebenen, die einzeln normal sind, auf einer der Axen und
auf einer der Normalen mit einander einschliefsen. Die Ebenen normal
auf der Normalen ist das Element der Berithrungsfliche; die Ebene nor-
mal auf der ersten Axe ist die Drehungsebene, und die Ebene normal
auf der zweiten Axe ist die Ebene parallel mit mn (zweite Projek-
tionsebene). Hiernach ist dF.cos ¢ die Projektion eines Beriih-
rungselementes auf die Drehungsebene, und ¢ F . cos x die Projektion
eines Berithrungselementes auf die zweite Koordinatenebene. Be-
zeichnen wir diese Elemente der Projektionen mit d4, und d4, so
ist das Moment des Reibungswiderstandes in einem Berithrungselement:
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dA4,.sn B+ dA,.cos B
G s [S(dA,) -sn B+ 2(d4,). cos Bl ' ¥
und daher ist die Summe der Momente der Reibungswiderstiinde:
d4,.snB.y-+dA4,.cosB.
o=l = [E(dA,) " sing+ S(d4,). —
= w0 [sinB S(dA,.y) + cos B. =(d4,.y)
3 sinB.3(d4) -+ cos B.3(dd,)

Fiir den Fall, dafs die Richtung des resultirenden Druckes pa-
rallel mit der Drehungsebene ist, hat man B = o, folglich ist dann
das Moment der Reibung:

>(d4., y)

169b) (Oa) = pnQ. i)

Der Ausdruck in den Klammern ist auch hier der Hebelsarm
der Reibung.

Gewohnhch sind die reibenden Oberflichen Rotationsflichen,
deren Erzeugungsaxe die Drehaxe ist. Denkt man durch die Rich-
tung des Druckes und die Axe eine Ebene, und eine zweite Ebene
normal zu- dieser ebenfalls durch die Axe, so wird durch beide Ebe-
nen die Rotationsfliche in Linien geschnitten, welche der Erzeu-

gungslinie der Rotationsfliche kongruent
AR IF 7 sind. Um nun die Werthe der Gleichung
7 i 169a) zu bestimmen, sei in nebenstehen-
der Figur:
I die Projektion der Rotationsfliche auf
die Drehungsebene — X(d 4,),
Il die Projektion der Rotationsfliche
/, ﬂ{ auf eine Ebene, die durch die Drehaxe

e; 1 geht, und normal zur Projektion 0OY des
g resultirenden Drucks auf die Drehungs-
ebene YZ ist = 3(d4,).

Die Projektion I ist immer eine Ring-
fliche oder ein voller Kreis, und der Aus-
druck 2'(d4,.y) ist nichts anderes, als die Summe der statischen
Momente simmtlicher Elemente dieses Ringstiickes in Bezug auf dic
Axe OZ. Ist Y der Abstand des Schwerpunkts des halben ng-
stiickes +2'(d4) von der Axe 0Z, so ist offenbar:
Z(dAy) =2.(Y.12@dD).

Nun ist der Schwerpunkt der Halbkreisfliche von dem Mittel-

4R
Sgeari2

der Halbkreisfliche Y. 13 (dA) = =3 .37%R?* — 2R3, und wenn

168a)

i U

S \\\

2

pogsi

Z
2\ CF
P

N Bl - A0 A e :\’
‘\w ‘

punkt entfernt um ¥ = daher ist das statische Moment
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man mit B, und B, den. grofsten und kleinsten Durchmesser der Ro-
tationsfliche bezeichnet, so ist:
Z(dAl " ?]) = %(Rla £ Bua)'

Die Komponente, welche normal zur Drehaxe ist Q.cosB
erzeugt offenbar nur in dem Theil der Beriihrungsfliche Rei-
bung, gegen den sie gerichtet ist, d.i. der Theil, welcher dem
Bogen Z Y M entspricht. Die Projektion dieses Theils auf die
Ebene II ist die Figur AB CD. Beirachtet man den Ausdruck
3(dA,.qy) so ist derselbe die Summe der Produkte aller Elemente
der Fliche ABCD in ihre Abstinde von der Rotationsfliche,
und diese Summe ist nichts anderes, als der kubische Inhalt
des Theiles des Rotationskérpers, welcher zwischen
der Ebene AB CD und der vordern Beriithrungsfliche
Z YN liegt; d. i. der halbe Inhalt des Rotationskérpers, den die
ganze Berithrungsfliche umschliefst. Dieser Rotationskdrper 1afst
sich aber auch nach der ersten Guldin’schen Regel ausdriicken
(S.155). Bezeichnet niimlich S den Flicheninhalt des Stiickes
ACGF, und Z den Abstand des Schwerpunktes dieses Stiickes von
der Drehaxe, so ist auch der Inhalt des halben Rotationskérpers:

SdAy )= SimisZ,
und hiernach geht die Gleichung 168a) iiber in:

ko snB.3(R?—R?2)4cosB.S.n.Z
168¢c) (O0) =pQ.—c g (R —R,)) & 2c0s B.§
worin bezeichnet:

©a das statische Moment der Reibung einer Rotationsfliche;
p den Reibungs-Koeffizienten;
Q den resultirenden Druck der auf das bewegliche System
wirkenden Krifte;
B den Neigungswinkel der Richtung dieses Druckes gegen
die Drehungsebene;
R, den grofsten, R, den kleinsten Halbmesser der Beriithrungs-
fliche;
S den Flicheninhalt der ebenen Figur, durch deren Rotation
die Reibungsfliche entstanden ist;
Z den Abstand des Schwerpunktes dieser Figur von der
Drehaxe; folglich
SZ das statische Moment der erzeugenden Figur in Bezug
auf die Drehaxe.
Der Hebelsarm der Reibung driickt sich aus nach Glei-
chung 168¢) durch:
IL 14
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__smB.3(R® —Rj2)+cosB.S.n.Z
O U o smnB.n.(R®—R,?) +2cos B.S

_ 4dtangB.(R®— R34+ 3n.8SZ
~ 3m.tangB.(B®—R)?) 468
Es moge hier die Bestimmung des Hebels-

.cos B.

‘”” ” 0 arms der Reibung fiir verschiedene Zapfenfor-
v II A/ men folgen:
%///07/2 a) Cylindrische Zapfen von der Liinge /.
R, Es ist S=1.R; Z = LR, folglich der He-
belsarm der Reibung:
169) % = Stang B . (R3-—R3)+31 . R? ey

6n.tang B.(R> —R,?) + 121.R,’
Setzen wir B, =m.R, und ! = n.R, so ist:

h 8tang B.(1 —m3®) 4+ 37 .n
169a) R —"R"COSB'Gn.tangB.U =)L 1207

und wenn der Druck normal zur Axe ist:

169b) ER:—Z—.R,.

Dies setzt voraus, dals der eylindrische Zapfen wenigstens zur
Hilfte umschlossen ist. Wenn dagegen der Zapfen nur auf eine
Bogenliinge gleich 2« umschlossen ist, und zwar
so, dals dieselbe gegen die Richtung des resul-
tirenden Druckes symmetrisch vertheilt ist, so
hat man den Inhalt des Kérpers abcd oder
den Werth:

2(dA,.y) =1.R? . (e~ sin «. cos ),
und (dA,) = 2!.R,.sin e,

folglich:
N a—+sina.cosa \ a—+ %.sin2a
169¢c) & = &, ( sin & ) . - 2.sina

=iLh". (sm -+ cos oc)
Man sieht leicht, dafs wenn der Zapfen nur auf die Bogenlinge
« umschlossen wire, diese aber auf einer Seite der Richtung des
resultirenden Druckes von der Mittellinie an gerechnet lige, mit an-
dern Worten, dafs wenn man die halbe Umschlieflsung fort-
liefse, der Werth X(d4,.y) sowohl, als 3(d4,) jeder halb so
grofs werden wiirde, dals also 3% ungeiindert bliche. Diese Be-
merkung trifft immer zu, wenn der Druck normal zur Axe ist,
gleichviel welehe Form der Zapfen hat.

7 . . . o .
Wenn « sehr klein wird, so ist —— nahezu gleich 1, und
sin o




d. Wirkung fester Systeme auf einander. 211

auch cos ¢ nahezu gleich 1, und wenn «
gleich Null wird, so werden diese Wer-
the genau erreicht. Man hat daher fiir
einen cylindrischen Zapfen, der nur in
einer Seite aufliegt, oder, der doch nur
eine sehr kleine Beriihrungsfliche hat,
falls der Druck normal zur Axe ist:

169d) N =R
b) Konischer Zapfen von der Linge /.
Es ist § = _R_,_i;ﬁ Al :

§S.Z=211.R*+1l.(B—R).(R+3R)=1%l.R.(R + 2R,
folglich der Hebelsarm der Reibung:

170) % = 8.tangB.(R?—R>?)+nl.R .(R+2R)

6x.tng B.(B’ — R,”) + 61.(R,+ R,)

Setzen wir wieder B, = m. R, und !=mn.R, so geht der Aus-

druck iiber in:
Pt 8.tang B.(1 —m3) 4+ an.(1 +2m)
170w) =35, . coa i 7 .tangB(. 1 — m)"‘)+ n .-((1 +m) ’
und wenn der Druck normal zur Drehaxe ist:
14 2m
t4+m’

Dieser Ausdruck wird um so kleiner,
je kleiner m ist, und daher am kleinsten,
wenn m = 0 ist, d. h. wenn der Zapfen
ein voller Kegel ist, der vom Halb-
messer R, bis zur Spitze aufliegt.
Man hat dann:

éR:ig—R,.

.cosB.

g
R=ZE.

Es folgt auch aus diesen Gleichungen, dafs, wenn der Druck
normal zur Axe gerichtet ist, es bei einem kegelformi-
gen Zapfen gar nicht auf den Neigungswinkel des Ke-
gels ankommt, sendern nur auf den grofsten und klein-
sten Radius der Berithrungsfliche, und dals ein konischer
Zapfen in diesem Fall immer ecin geringeres Reibungsmoment ha-
ben miisse, als ein cylindrischer Zapfen, dessen Durchmesser gleich
dem grofsten Durchmesser des Kegels ist. Endlich ersieht man, dals
wenn der Zapfen von einem gewissen Durchmesser B, ab nach der
Spitze hin um ein gewisses Stiick aufliegt, das Moment der Reibung
um so geringer ist, je linger dieser aufliegende Theil ist.

14 *
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¢) Kugelformiger Zapfen mit
einem Kugelhalbmesser — R und
von dem Centriwinkel 2¢, bis zu
dem Centriwinkel 2a, eingesenkt.
Es ist der Flacheninhalt des
e Stiickes abcd = abe — dce, da-
her ist:

Si=-1R?. ga, — @, —sin a,. cos & + sin &, . cos oc,,}
=3B fai }-(sin2e,—sin2e,)],

ferner ist das statische Moment des Stiickes abed durch eine ein-
fache Rechnung zu finden:

SZ =:XRe. {1 —cos¢,. (1 4+ 3sine?)—1+ cose,. (1 +§siua”2)§
=L Rén, {cos @,.(3—cose,?) —cos . (3 — cos a2 )} :

Nun ist noch B, = R.sine; R, = R.sin @, und man hat nach
Gleichung 168d) den Hebelsarm der Reibung:
171) i} =

8.tang B . (sine,® —sine,? )+ 7. g3. (coser;— coset,) —(coser, 2 = cose,3) ;

+R.cosB.
6
7 .tangB.(sinu,z—sinoc,,2)+{(oc, - ,) - %.(sin?u,—sinZoc,/); .

Fiir den Fall, dafs die Begrenzung bis an die Drehaxe reicht,
ist ¢, = 0, und man hat:
8.tang B .sine,? 4 . {2 —cosey,. (3 — cosa,z)}

171a) R =1R.cosB.
7 . tang B . sine,® - {a, - siu2oc,g 3

und fiir den Fall, dals man eine vollkommene Halbkugel als
reibende Fliche hat, ist ¢, = Lz, und man hat:

—4-.tangB+1

T
2.tangB4-1 °

Wenn hierbei der Druck normal zur Drehaxe ist, so geht der
Hebelsarm der Reibung fiir die Halbkugel iiber in:

171¢c): R = 2R,

d. h. der Hebelsarm der Reibung fiir eine Halbkugel ist
derselbe, gleichviel ob der Druck parallel mit der Dreh-
axe, oder normal zur Drehaxe wirkt.

Wenn nun ganz allgemein (Oa) das statische Moment der Rei-
bung, und Pr das statische Moment der auf Drehung wirkenden

171b) R=2R. cosB.
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bewegenden Krifte, beides fiir eine gegebene Axe, bezeichnet, so ist
immer (@a) dem Moment Pr enigegengesetzt, folglich hat man als
Moment der wirklich Drehung erzeugenden Krifte:

172) (Pr — Qa) =1, .J,
(nach Gleichung 154a, S. 167, wenn [ das Aenderungsmaals der
Winkelgeschwindigkeit, und J, das Trigheitsmoment des Systems in
Bezug auf dieselbe Axe bezeichnet) folglich ist:

1720) f,= Pr =09,
{

Je nachdem nun wieder Pr>0a; Pr = @a, oder Pr< Oa
ist, befindet sich das bewegliche System aufserhalb der Grenze
des drehenden Gleitens, an der Grenze, oder innerhalb der Grenze
desselben, und es lassen sich ihuliche Betrachtungen anstellen, wie
am Schlusse des § 95.

Widerstinde gegen Kippen; Stabilitit; Rollen.

§ 99. Wir haben noch in § 93. derjenigen Veriinderung der
Lage des beweglichen Systems gegen ein fixes System gedacht, wel-
che wir ,Kippen® namnien. Bei dem Kippen beriihrt die Dre-
hungsaxe des beweglichen Systems beide Systeme, und nimmt einen
oder mehre Punkte der Beriihrungsfliche auf. Diese in der Axe
des Kippens liegenden Punkte bleiben bei der Bewegung des beweg-
lichen Systems in Ruhe, wihrend alle andern Punkte Bogenelemente
beschreiben, die sich von dem fixen System abheben. Aus die-
ser letzten Bedingung folgt, dafs, wenn wir die Begrenzungs-
linie der Berithrungsfliche denken (die Berithrungsfliche mag
nun eben oder krumm sein):

1) die Axe des Kippens immer diese Begrenzungs-

linie berithren muls;
und aus der ersten Bedingung folgt:

2) dafs die Axe des Kippens in derjenigen Beriih-
rungsebene beider Systeme liegen mufs, die dem
Punkte angehort, in welchem diese Axe die Be-
grenzungslinie berithrt.

Die Bedingung 1) ist sofort ersichtlich, wenn man bemerkt,
dafs fiir jede Axe, welche die Begrenzungslinie der Beriihrungs-
fliiche schneidet, unmittelbar benachbarte Beriihrungspunkte existi-
ren, die auf verschiedenen Seiten dieser Axe liegen. Bei der
Drehung des Systems um diese Axe wiirden nun zwar die Punkte
auf der einen Seite sich von der Beriithrungsebene, in welcher
die Axe liegt abheben konnen, die Punkte der andern Seite miifs-
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ten dann aber in diese Ebene einschneiden, und das widerspricht
nach den Bedingungen des § 93 der Mbglichkeit des Kippens.

Will man nun untersuchen, ob ein bewegliches System im
Gleichgewicht gegen Kippen sei, so hat man nach dem Satz
No. 1. nur nothig, diese Untersuchungen fiir solche Axen an-
zustellen, welche die Begrenzungslinie der Beriithrungs-
fliche beriithren.

Welche von allen den Linien, welche die Begrenzungslinie der
Beriihrungsfliiche unter den gemachten Bedingungen beriihren, die-
jenige Axe sei, um die ein System, das nicht im Gleichgewicht
gegen Kippen ist wirklich kippt, ist von der Form der Beriihrungs-
fliche und von der Lage und Grifse der auf das fixe System an-
gebrachten bewegenden Krifte abhiingig, und lifst sich in vielen
Fillen ohne Weiteres angeben, in andern Fillen dagegen bedarf es
einer besondern Untersuchung. Ist die Axe des Kippens entweder
durch direkte Bestimmung festgestellt, oder zufolge einer Schitzung
angenommen, so hat man die Momente simmtlicher auf das beweg-
liche System angebrachten Krifte fiir diese Axe zu bestimmen, und
zwar so, dafs man die Momentensumme bildet fiir diejenigen Krifte,
welche auf Kippen wirken, und dann die Momentensumme derje-
nigen Krifte, welche dem Kippen entgegenwirken. Die Mo-
mentensumme, welche auf Kippen wirkt, sei 3 (Ka), und die Mo-
mentensumme, welche dem Kippen entgegenwirkt, sei — J'(Pb),
dann ist das Moment, welches wirkliche Drehung erzeugt (QR):

173) (QR) = Z(Ka) — X (Pb).

Ist nun S (Ka) > X(Pb), so erfolgt Kippen, und wir sagen, das
bewegliche System sei auflserhalb des Gleichgewichtes ge-
gen Kippen; ist dagegen 2(la) << (Pb), so kann kein Kippen
erfolgen, denn nach der Voraussetzung miifste nun das bewegliche
System in entgegengesetztem Sinne des Kippens Bewegung erlan-
gen, d.h. es miilsten die einzelnen Beriihrungspunkte anstatt sich
abzuheben, in das fixe System eindringen, was nicht moglich ist.
Wir bezeichnen diesen Zustand, als ,innerhalb des Gleichge-
wichtes gegen Kippen ist endlich

3 (Ka) = 3(Pb),
so ist das bewegliche System an der Grenze des Gleichge-
wichts gegen Kippen, oder »an der Grenze des Kippens«
denn jeder unendlich kleine Zuwachs von 2 (Ka) bringt das System
aufserhalb, und jeder unendlich kleine Zuwachs von 2 (Pb) in-
nerhalb der Grenze des Kippens.

Die Momentensumme X'(Pb) der Krifte, welche dem Kippen
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eutgegenwirken in Bezug auf irgend eine Axe nennt man die
Stabilitit des beweglichen Systems in Bezug auf Kippen um diese
Axe, und das Verhiltnifs

S (Bb)iis

nennen wir die Sicherheit gegen Kippen, oder das Maafs
der Stabilitit des beweglichen Systems.

Je nachdem das bewegliche System an der Grenze, innerhalb,
oder aufserhalb der Grenze des Kippens ist, ist das Maals der Sta-
bilitit S =1; S>1; S<L

Wenn ein bewegliches System aufls erhalb des Gleichge-
wichts gegen Kippen ist, so indert es seine Lage gegen das fixe
System indem es sich um cine Axe dreht, die beide Systeme be-
rithet.  Diese Axe enthilt einen oder mehrere Berithrungspunkte,
welche an der Drehung keinen Theil nehmen. Nun ist aber der
Fall denkbar, dafs diese Berithrungspunkte, welche nicht kippen,
sich dennoch gleitend verschieben; dann wird die Axe des Kip-
pens zwar ihre Lage gegen das fixe System éndern, aber sie wird
nicht ihre Lage gegen das bewegliche System indern, und wir
werden die gleichzeitig erfolgenden Bewegungen nach dem Grund-
satz in § 24. No. 1 cinzeln als gleitende Bewegung und als kip-
pende Bewegung betrachten konnen. Wir nennen diese Bewegung
sgleitendes Kippen®.

Es ist nun ferner noch der Fall denkbar, dafs die Oberflichen
der beiden sich berithrenden festen Systeme so beschaffen sind, dafs
sie sich auf einander abwickeln konnen, und dafs die kippende
Bewegung gerade in einer solchen Weise erfolgt, dafs durch die-
selbe eine Abwickelung bedingt wird. Treffen diese bei-
den Bedingungen zusammen, so werden in demselben Zeitelement,
in welchem das bewegliche System um eine bestimmte Axe Kippt,
in beiden Systemen die dieser Axe benachbarten Punkte, welche
bis dahin noch nicht sich beriihrten, Beriihrungspunkte werden; da-
durch heben sich diejenigen Punkte, die bis dahin in der Drehaxe
lagen von einander ab, und es bildet sich eine neue Drehaxe, wel-
che die der frithern Drehaxe benachbarten Punkte sowohl des fixen,
als auch des beweglichen Systems enthilt. Bei jeder neuen kippen-
den Bewegung des beweglichen Systems findet derselbe Vorgang
statt, und es erfolgt also ein fortwihrendes Kippen immer
um neue, stetig auf einander folgende Drehaxen, wobei
sich die Oberfliche des beweglichen Systems auf derje-
nigen des fixen Systems abwickelt. Diese Bewegung nennen
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wir Rollen oder Wilzen. Die Méglichkeit des Rollens ist
also dadurch bedingt, dafs sich die Oberfliche des beweglichen Sy-
stems auf derjenigen des fixen Systems abwickeln kénne, und
hierzu gehort, dals die Beriihrung fortwiihrend in einer geraden
Linie, oder in einem Punkte stait finde.

Es ist iibrigens denkbar, dafs vwihrend das bewegliche System
rollt, wihrend es also immer um eine neue Axe kippt, dieses Kip-
pen ein gleitendes Kippen sein kénne, d. h. dafs in demselben
Augenblick, wo das Kippen um eine bestimmte Axe erfolgt, diese
Axe selbst gleitend fortriickt, und im nichsten Augenblick zwar die
der eben vorhandenen Drehaxe benachbarten Punkte des beweg-
lichen Systems, aber nicht die derselben benachbarten Punkte des
fixen Systems, sondern entfernter liegende Punkte desselben zur
Beriihrung gelangen, und die neue Drehaxe bilden. Diese Be-
wegung nennen wir ,,gleitendes Rollen%. Sie Lifst sich immer
zuriickfithren auf ein Gleiten und auf ein Rollen.

Wie aber auch das Kippen beschaffen sein mag, so wird man
in dem Augenblick, in welchem das bewegliche System kippt,
allemal die Axe des Kippens als fixe Axe betrachten und auf
dieselbe die Gesetze der Drehung eines festen Systems um
cine fixe Axe anwenden kénnen § 79).

Gesetze des ecinfachen und des gleitenden Kippens; Bestimmung der Axe
des Kippens,

§ 100. Nehmen wir an, die Beriihrungspunkte zyveier festen
Systeme liegen simmtlich in ein und derselben Ebene; wir wol-
len untersuchen, unter wvelchen Verhiltnissen das bewegliche System
kippen, unter welchen es gleitend kippen wird, und wie die
Axe des Kippens zu finden sei.

Wir denken drei Koordinatenaxen, deren Anfangspunkt vor-
laufig der Schwerpunkt des beweglichen Systems sei; und von de-
nen die erste Axe normal zur Beriihrungsebene der beiden Systeme
sei, die beiden andern Axen also parallel mit dieser Beriihrungs-
ebene liegen miissen.

Wir bilden aus den auf das bewegliche System angebrachten
Kriften die drei Drucksummen:

2(K.cosw); Z(K.cos B); Z(K.cosy).

Die Drucksumme 2(K. cos &) wird durch den Widerstand des
fixen Systems aufgehoben, ist also der Reibung erzeugende
Druck, und die daraus hervorgehende Reibung ist u. 3 (K. cos @).
Die beiden andern Drucksummen haben eine Resultirende:
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Q =1/ {[Z(. cos P)]* + [Z(K . cos R
welche mit den beiden in der Berithrungsebene liegenden Axen die
Winkel B und I” bildet, und man hat bekannilich:

cosB:sinF:z—'(—K—éﬂsﬂ
cosI":sinB:g—(——Ké———M

Die Resultirende () wirkt auf Verschieben, sie bewirkt ein Glei-
ten des beweglichen Systems nach der Richtung Q mit einem Druck,
der sich ausdriickt durch:

174) P=Q —p.Z(K. cos o).

Nun kénnen wir auch die Momente der Kriftepaare fiir die

drei Axen bilden. Dieselben sind (Gleichung 141, S.142):
(P'd) =3 (K.cosP.z) 4+ Z(K.cosy.y)
(P"a") = Z(K.cos a.z) + X(K.cosy.x)
(P"a") = Z(K.cos a.y) + Z(K.cosf.x).

Das Kriiftepaar (P'a’) wirkt auf Drehung in einer Ebene, wel-
che parallel ist mit der Berithrungsebene und deren Axe, folglich
normal ist zur Beriihrungsebene Durch welchen Punkt der
Bertihrungsebene diese Axe geht, ist von der Natur des betrachteten
Falles abhingig. Da nun auch der Reibung erzeugende Druck
3(K.cos ) auf derselben Ebene normal ist, so ist das Moment
des Reibungswiderstandes nach Gleichung 167) zu bestimmen,
und es ist dasselbe

(Oa) =p.Z(K. cos ) %CZPF)T)
= 3K cos o) . H
(wenn % den Hebelsarm der Reibung bezeichnet).

Hiernach erleidet das System eine Drehung um eine zu der
Berithrungsebene normale Axe, und es ist das wirksame Mo-
ment der Drehung:

1742) P'd—0@a = 3 (K.cosf.z)+ 2 (K.cosy.y)—p. = (K.cos ). N.

Die Kriftepaare (P"a") und (P" ") lassen sich zu einem ein-
zigen Kriftepaar zusammensetzen. Nach Gleichung 140) und 140a)
ist das Moment (Pa) dieses Kriftepaars:

Rao— ]/z(P"a")2 - (P”'a”')"‘§
und die Winkel, welche die Paarebene dieses Paars (die iibrigens
normal ist zur Beriihrungsebene) mit den beiden Axen in dieser

Ebene bildet B, und I, sind durch die Gleichungen (140a) zu be-
stimmen:
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¥ PH i a”
008 B == sin Flieoe ot
i { Pa
! PIN & a'li
cos lé = sin'h — Pa

Die Ebene des Kriftepaars Pa ist diejenige, in welcher ein Bestre-
ben auf Drehung des beweglichen Systems vorhanden ist; konstruiren
wir diese Paarebene, so steht dieselbe normal auf der Beriihrungsebene,
schneidet diese in einer geraden Linie, und diese Durchschnitts-
linie schneidet im Allgemeinen die Begrenzungslinie der Beriih-
rungsfigur; nun wissen wir aus dem vorigen Paragraphen, dafs die
Axe des Kippens in der Beriihrungsebene liegen, und die Begren-
zungsfigur beriihren mufs. Da nun aber die Axe des Kippens
auch normal zur Paarebene sein mufs, so muls sie auf der obigen
Durchschnittslinie normal, und zwar diejenige Normale sein,
welche die Begrenzungslinie der Berithrungsfigur beriihrt, und da-
bei so liegt, dals sie der Richtung in welcher das resultirende Krifte-
paar Pa auf Drehung wirkt entspricht.

Hierdurch ist nun im Allgemeinen die Lage der Axe des
Kippens bestimmt.

In nebenstehender Skizze sei die schraffirte Figur die ebene
Berithrungsfliche. 0Y, 0Z seien die zweite und dritte Axe durch
den Schwerpunkt des beweglichen Systems gehend, OE sei die
Richtung von @, nach welcher das
System gleitet; OH sei die Durch-
schnittslinie der Ebene des auf Kip-
pen wirkenden Kriftepaars mit der
Beriihrungsebene, dann ist M N die
Axe des Kippens. Soll nun die
Axe des Kippens fiir jeden Augen-
blick als fixe Axe betrachtet wer-
den konnen, so miissen nach § 79
die auf Verschiehen der Axe wirkenden Drucke durch die Reaktion
in der fixen Axe im Gleichgewicht gehalten werden. Der auf Ver-
schieben der Axe wirkende Druck wird gefunden, wenn man
den rerultirenden Druck @ in zwei Komponenten zerlegt, von de-
nen die eine normal zu MN, ist, die andere mit MN zusammentfillt.
Da der Winkel HOE, welchen die Richtung O E mit der zur Axe
normalen OH bildet, offenbar gleich (B, — B) ist, so ist die Kom-
ponente, welche auf Verschieben der Axe nach der Richtung OH
wirkt:

Q.cos (B,—B)




d. Wirkung fester Systeme auf cinander. 219

und die Komponente, welche auf Verschieben nach der Richtung
MN wirkt:
Q .sin (B, — B).

Die Drucke nun, welche dem Verschieben der Axe entgegen-
wirken, sind keine andern, als die Komponenten der Reibung, und
da der Reibungswiderstand der Richtung von @ entgegengesetzt
zu denken ist, so sind die Komponenten des Reibungswiderstandes
fir die Richtungen OH und MN
— .3 (K.cosa).cos(B,— B) und — p.2(K.cos ) . sin (B,— B).

Je nachdem nun:

Q.cos(B,—B)=Zp.Z(K.cose).cos (B — B)

d.h.: Q.Zp.3(K.cosa), oder
Q.cos (B,—B)>p.Z(K.cos ). cos (B,— B)
d.h: OQ>p.Z(K.cos )

ist, wird die Axe MN als fixe Axe oder als verschiebbare Axe
zu betrachten sein; im ersten Falle wird das System einfach kip-
pen ohne zu gleiten; im andern Falle wird ein gleitendes
Kippen erfolgen.

Bestimmen wir nun das Moment simmtlicher auf das beweg-
liche System angebrachten Krifte fiir diese Axe MN, so ist
dasselbe das auf Kippen wirkende Kriiftepaar, und wenn wir
dasselbe mit (Ka) bezeichnen, so ist das Aenderungsmaafs der
Winkelgeschwindigkeit des Kippens:

174D) f, = ’_i_“,
{
worin J, das Trigheitsmoment des beweglichen Systems in Be-
zug auf die Axe des Kippens bedentet; das Aenderungsmaafls
des fortschreitenden Gleitens ist aber nmach Gleichung 165b)
(S. 202) und 174) (S. 217):

P Q——M.zl(cosoc)

G, M 2
174¢) f = Vg[E(K cos B)]* + [Z(Kl‘./[cos 7)_]2} — u.=(K. cos a)

Das bewegliche System kippt nun mit einer Winkelgeschwin-
digkeit deren Aenderungsmaals f; ist, sobald das Moment Ka grolser
als Null ist, es ist dabei im Gleichgewicht gegen Gleiten, wenn
Q<up.2(K.cosa) ist; wenn dagegen Q> p. S(K . cos &) ist, so
gleitet es zugleich mit einer Geschwindigkeit, deren Aenderungs-
maals [ (Gleichung 174¢) ist.

Diese Bestimmungen gelten, so lange das bewegliche System
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um eine Axe kippt, die stets durch dieselben Punkte des beweg-
lichen Systems geht. Anders ist es, wenn die Méglichkeit
des Rollens vorhanden ist.

Gesetze des Rollens; cylindrisches und konisches Rollen. Einfaches und
gleitendes Rollen.

§ 101. Wir wollen nunmehr die Gesetze des Rollens unter-
suchen.

Das Rollen ist, wie im Paragraphen 99. angedeutet wor-
den, eine besondere Art des Kippens, es setat also immer eine
Axe voraus, um welche die Drehung des beweglichen Systems er-
folgt, und welche in der Beriihrungsebene beider Systeme liegt,
sowie ein auf Drehung um diese Axe wirkendes Kriftepaar, end-
lich ist das Rollen durch die Mbglichkeit bedingt, dafs das beweg-
liche System auf dem fixen System sich abwickeln kénne. Bevor
wir hiernach die mechanischen Gesetze dieser Bewegung be-
trachten, wollen wir folgende Bemerkung hervorheben.

Es sei ab ein Kurvenelement, welches sich auf der Linie
cd abwickeln soll, ae =¢b sei der Krimmungshalbmesser
des Kurvenelements; und nach der Abwickelung sei das Bogenele-
ment in die Lage a'b’ gekommen.
Offenbar ist die Linge ab’ = ab
gleich der Linge des Kurvenele-
ments, und es steht sowohl der
Kriimmungshalbmesser ae, als auch
der Kriimmungshalbmesser 4'¢’ nor-
mal auf c¢d, da in beiden Lagen
und bei dem Uebergange von der
einen Lage in die andere das Bo-
genelement ab fortwihrend die Linie c¢d berithren soll. Hjeraus
folgt, dafls ee’ der Weg, den der Kriimmungsmittelpunkt bei der
Abwickelung beschrieben hat, nicht nur eine iquidistante Kurve
von cd ist, sondern auch gleich der Linge ab’ d. i. gleich der
Linge des Bogenelementes b ist. Nun sicht man, dals das Bogen-
clement aus der Lage abe, die es vor der Abwickelung hatte,
in die Lage 'b'¢, in dic es durch die Abwickelung gelangt ist,
auch dadurch gebracht werden kann, dafs man sich vorstellt, der
Krimmungsmittelpunkt e und alle Punkte des Systems aeb
haben zuerst fortschreitend den Weg ee’ beschrieben, dessen
Linge gleich der Linge des Bogenelementes @b, und dessen Rich-
tung dquidistant der Grundkurve ist, und dann habe das System
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cine Drehung gemacht nach einer Richtung, die entgegengesetzt der
fortschreitenden Bewegung, und um einen Winkel der gleich
demjenigen ist, welchen das Bogenelement einschliefst. ~Hieraus
folgt:
Jede Abwiilzung eines Kurvenelementes auf einer
Grundkurve kann zuriickgefithrt werden auf eine
fortschreitende Bewegung, welche der Kriim-
mungsmittelpunkt mit allen Punkten gemein-
schaftlich macht, und auf eine nach entgegenge-
setzter Richtung erfolgende Drehung um den
Kriimmungsmittelpunkt, wobei der Beriihrungs-
punkt sich mit einer Peripheriegeschwindigkeit
drehend bewegt, die gleich der Geschwindigkeit
ist, mit welcher das ganze System sich fortschrei-
tend bewegt.

Ist / das Aenderungsmaafs der fortschreitenden Bewegung,
f, das Aenderungsmaafs der drehenden Bewegung um den
Kriitmmungsmittelpunkt, » der Kriimmungshalbmesser, so
mufs zufolge der letzten Bedingung bei vollstindiger Abwil-
zung sein:

175) f= —r.f,.

Ist f=—f,.r, so findet ein gleitendes Rollen statt, denn
wir kénnen uns immer vorstellen, das bewegliche System bewege
sich gleitend ohne zu rollen mit einer Geschwindigkeit, deren
Aenderungsmaafs dem Ueberschuls von f iiber —f,.r entspricht,
und dann erfolge die Abwickelung mit dem Aenderungsmaals
—if.r

Betrachten wir die drehende Bewegung, welche bei der Ab-
wilzung statt finden mufs, und beachten wir, dals wenn ein festes
System eine drehende Bewegung macht, dies nur um eine allen
Elementen gemeinschaftliche gradlinige Axe und mit einer gemein-
schaftlichen Winkelgeschwindigkeit erfolgen kann, so ergiebt sich
sofort aus dem obigen Satze, dafs eine Abwiilzung eines festen
Systems nur moglich ist, wenn die Mittelpunkte der Kriim-
mungskreise simmtlicher berithrenden Kurvenelemente
in ein und derselben geraden Linie liegen.

Diese gerade Linie ist entweder parallel mit der Beriih-
rungslinie, oder sie schneidet dieselbe, denn: aus dem Be-
griff der Berithrung folgt, dafs die beiden festen Systeme eine ge-
meinschaftliche Beriihrungsebene haben; die Axe des Rollens liegt
in dieser Berithrungsebene; die Normalen auf der Berithrungsebene,
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welche in den einzelnen Punkten der Axe des Rollens errichtet
sind, sind auch normal zu dem rollenden System, gehen also durch
die Kriimmungsmittelpunkte der berithrenden Kurvenelemente die.
ses Systems, und da diese Normalen alle in ein und derselben Ebene
liegen (die zur Beriihrungsebene normal ist, und durch die Axe
des Rollens geht), so liegen die Kriimmungsmittelpunkte simmt-
lich mit der Axe des Rollens in ein und derselben Ebene, da sie
nun auch alle in gerader Linie liegen miissen, so mufls diese gerade
Linie der Axe des Rollens entweder parallel sein, oder dieselbe
schneiden.

Ist die gerade Linie, welche die simmtlichen Kriimmungsmit-
telpunkte aufnimmt und welche wir als Kriimmungsaxe bezeich-
nen wollen, parallel mit der Axe des Rollens, so ist der Kriim-
mungshalbmesser (r) fiir simmtliche Beriihrungspunkte konstant
und wir nennen diesen Fall des Rollens cylindrisches Rollen;
wenn dagegen die Kriimmungsaxe die Axe des Rollens schneidet,
so bezeichnen wir das Abwiilzen des beweglichen Systems als ko -
nisches Rollen. Bei dem konischen Rollen ist der Kriim.
mungshalbmesser » nicht konstant, sondern verinderlich, aber es ist,
unter r,7',7"... die Kriimmungsradien verschiedener Beriithrungsele-
mente, und unter a, ', a"... die Abstiinde dieser Elemente von dem
Durchschnittspunkte zwischen der Axe des Rollens und der Kriim.
mungsaxe verstanden:

pa il CErmanedleialles

Da nun ferner das Aenderungsmaals der Winkelgeschwindigkeit /,
mit welcher die Elemente um die Kriimmungsaxe sich drehen fiir
alle Elemente denselben Werth haben mufs, so folgt aus Gleichung
175), dafs das Aenderungsmaals der fortschreitenden Bewe.
gung f fiic die einzelnen Berithrungselemente verschieden sein
mufs. Nun gehéren aber diese simmtlichen Beriihrungselemente ei-
nem System an, und es bedingt daher der Fall, dals die einzelnen
Elemente mit verschiedener Geschwindigkeit fortschreiten, eine
Drehung nm eine gemeinschaftliche Axe (§ 65). Diese gemeinschaft-
liche Axe ist normal zur Berithrungsebene, da in der Beriihrungs-
ebene simmtliche Wegelemente liegen. Ist f, das Aenderungsmaafs
der Winkelgeschwindigkeit fiir die Drehung um diese Axe, und B
der (verinderliche) Abstand der einzelnen Beriihrungselemente von
dieser Axe, so ist offenbar

f=f.B=—=r.f

175a) fL =

"

2




d. Wirkung fester Systeme auf einander. 223

d. h. wenn ein System komiseh rollt, so verhalten sich
die Aenderungsmaafse der Winkelgeschwindigkeiten,
mit denen das System um die Kriimmungsaxe und um
eine zur Berithrungsebene normale Axe rotirt, umge-
kehrt wie der Kriitmmungshalbmesser irgend eines Punk-
tes zu dem Abstande dieses Punktes von der letztgenann-
ten Axe.

Da nun dies Verhiltnifs fir alle Elemente in irgend einem Au-
genblicke denselben Werth hat, so ist:

! "

-?:%:%; prl = Rt R R e aia g
-und hieraus folgt, dafs die zur Beriihrungsebene normale Axe, um
welche das System rotirt, durch den Punkt gehen miisse, in
welchem die Kriimmungsaxe die Axe des Rollens schneidet.

Fiir den geraden Kegel mit kreisformiger Grundfliche
sei ab die Normale zur Berithrungsebene in irgend einem Punkie;
der Schniit des Kegels durch eine
Ebene, welche durch ab geht und
zur Axe des Rollens ac¢ normal ist,
ist eine Ellipse, das berithrende
Kurvenelement ein elliptisches,
und zwar dasjenige, welches dem
Endpunkt der langen Axe ab ent-

spricht. Fiir dieses Kurvenelement ist der Kriimmungshalbmesser:
2

e

wenn p die halbe kurze, ¢ die halbe lange Axe ist. Es ist aber
auch p? = mn, wenn m und » die Radien der die Ellipse begren-
zenden Kreise des Kegels sind. Man hat also:
_Ile-bf__R.SiT_lﬁ zab
sab tab  cosa
folglich ist die Axe ¢/ die Kriimmungsaxe des Kegels, und es
ist fiir den Kegel:
R ce h

l75b)-L”: ; = CONE & =3 TR e

— R.tangoe—agy,

worin @ den Winkel bezeichnet, unter welchem die Kriimmungsaxe
die Axe des Rollens schneidet, m der Radius des Kegels in irgend
einem Beriihrungspunkt, 4 die Hohe des Kegels fiir die Kreisebene,
deren Radius m ist.

Denken wir nunmehr ein bewegliches System, fiir welches die
Miglichkeit des cylindrischen Rollens vorhanden ist, und
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untersuchen wir, wie die Drucksumme zu bestimmen ist, welche
auf Fortschreiten des Kriimmungsmittelpunktes wirkt, und wic
das Moment des Kriftepaars zu finden ist, welches auf Dre-
hung des Systems um die Kriitmmungsaxe wirkt.

Im Allgemeinen werden die auf das bewegliche System ange-
brachten Krifte sich nach § 76. A. No. 1 (S. 119) zuriickfiihren
lassen auf drei einzelne Krifte, die einzeln parallel sind mit drei
angenommenen Axen (Gleichung 126). Die Richtung @e normal
zur Berithrungsebene sei die erste, die Richtung cd (Figur auf S.
220), d.i. die in der Beriihrungsebene liegende zur Axe des Rol-
lens normale Richtung sei die zweite, und die Axe des Rollens
sei die dritte Koordinatenaxe; (), 0, Q,, seien die mit den drei
Axen parallelen Krifte, deren Angriffspunkte durch die Koordinaten-
Gleichungen 126) zu bestimmen sind.

Die Kraft Q,, parallel mit der Axe des Rollens wirkt auf Ver-
schiecben des Systems nach der Richtung dieser Axe, hat aber in
Bezug auf Drehung um diese
Axe kein Moment, sie fillt daher,
indem wir die Gesetze des Rollens
untersuchen, ganz aus der Betrach-
tung.

Die Kraft 0, kann in zwei pa-
rallele Krifte zerlegt werden, von
denen die eine durch die Kriim-
mungsaxe e, die andere durch die
Axe des Rollens ¢ geht, und welche sich bestimmen durch die
Gleichungen: -

X

¥ Xn e
0”(“) = Q// 2 (T_T“); 0//( = Qu T -

-
beide Krifte wirken auf Fortschreiten des ganzen Systems.

Die Kraft Q, welche normal ist zur Beriihrungsebene, kann
keine fortschreitende Bewegung in der Richtung des Rollens
ab, erzeugen, dagegen kann sie auf Drehung in der Ebene des Rol-
lens wirken, sie giebt das auf Kippen wirkende Kriftepaar, und
das Moment desselben driickt sich aus durch Q,.Y,. Dieses Kriifte-
paar konnen wir immer verwandeln in ein anderes, dessen Kriifte
durch die Axen e und @ gehen, und die sich daher bestimmen nach
Gleichung 139), S. 137 durch die Werthe:

Y, Q.Y

+Q’—— und — 1)
r T

wobei iibrigens auf das Vorzeichen von Y, wohl zu achten ist.
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Endlich wirkt noch in der Axe @ die Komponente der gleiten-
den Reibung, welche wir mit © bezeichnen vwollen, dieselbe ist
immer der Richtung der Kraft Q,, welche auf Fortschreiten des
Systems wirkt, entgegengesetzt.

Nun haben wir in der Axe e die Krifte wirkend :
1F6) Qll Il + Ql e ‘ —_— Q(e)
und in der Axe a die Krafte:

1750, "2 @51 9 0.,

r

Denken wir nun in dem Angriffspunkte der Kraft Q. zwei
Krifte angetragen, die parallel mit der Richtung des Fortschreitens
und gleich + Qy und — Q. sind, so hat man die Krifte des be-
weglichen Systems zuriickgefithrt auf eine Drucksumme Q () + Q(a
und auf ein Kriftepaar dessen Kriifte 4 Q) in der Axe @ und — Q)
in der Axe e wirkend, den Hebelsarm ae — r haben.

Die Drucksumme wirkt auf fortschreitende Bewegung des
Systems und ergiebt sich:

Qo+ 0«=0,—0

und das Moment wirkt auf Drehung des Systems in der Ebene
des Rollens und ist gleich:

Q(“)'TZ Qu'(r—‘Xu)_Ql’Yl—r‘@'

Bezeichnet nun J, = ¢,>. M das Triigheitsmoment des beweg-
lichen Systems in Bezug auf eine Axe, die parallel mit der Axe
des Rollens durch den Kriimmungsmittelpunkt geht, so hat man
das Aenderungsmaals der Winkelgeschwindigkeit fiir Drehung um
diese Axe:

1761)) f,= Q(;)l r @y (r—X.) 5 0. Yi=rn0

und das Aenderungsmaals der fortschreitenden Bewegung:

176¢) f=Q~—1;9

Da nun die Bedingung des cylindrischen Rollens nach dem
Obigen sich darstellte durch (Gleichung 175):
fic=ae— s 2o
so folgt die Komponente der gleitenden Reibung, welche
in der Axe @ wirksam sein mufs, durch Entwickelung aus den
Gleichungen 176b) und 176¢), indem wir erst mit » multipliziren

und die Werthe gleichsetzen:
IL ‘15
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Q: Qu’["l+MT-(T-XN)]—MT'QwYl

J, 4+ Mr?
.M
176d) —— Qu_ _,l_r_'__w ‘(Qll "X;l =t Qt' Yl)

Mr?
=Q— 537 Qo
folglich durch Einsetzung dieses Werths in die Gleichungen 176h)
und 176 ¢), nach gehoriger Reduktion:
S s, Wy T . X r
e PR E I 5 o e A S 7
Farelips Q,,.X,,+Q,i:() 7?
T+ M.? ,(e)‘Jl_l_Mrz

worin J, das Triigheitsmoment des Systems in Bezug auf Dre-
hung um eine mit der Axe des Rollens parallele durch den Kriim-
mungsmitielpunkt gehende Axe, und ¥ die Gesammtmasse des Sy-
stems bezeichnet.

Da der Werth © durch die gleitende Reibung bedingt ist, so
ist der grofste Werth, welchen © haben kann, offenbar:

6 = O

So lange nun der aus der Bedingung des Rollens berechnete
Werth der Komponente der gleitenden Reibung © kleiner aus-
fillt, als dieser Maximalwerth p Q,, wird ein vollstindiges Rol-
len erfolgen, sobald aber © gréfser ausfillt als p(Q,, kann die
Bedingung der Gleichung 175) nicht mehr erfillt werden, und es
entsteht ein gleitendes Rollen.

Man hat fir diesen Fall, indem man in Gleichung 176b) fiir ©
den Werth pQ, setat:

1772) f = Q,.(r—X,) —JQ,.(Y+T.;¢)

und aus Gleichung 176¢):
177b) f= & —#-Q

d. h. es ist das Aenderungsmaals der fortschreitenden Be-
wegung wie beim gleitenden Kippen (Gleichung 174¢).
Erfahrungsmifsig giebt es auch beim Rollen gewisse Wider-
stinde, die sich dem Abwickeln der Berithrungspunkte entgegenset-
zen und die, wie die Reibung, als passive Widerstéinde zu betrachten
sind. Man pflegt diese Widerstinde, deren Natur noch nicht geho-
rig aufgeklirt ist, die wilzende Reibung zu nennen. Man kann
die wiilzende Reibung immer als ein Kriiftepaar denken,
welches der Drehung des beweglichen Systems entge-
genwirkt. Nennen wir das Moment dieses Kriftepaars 98, so ist
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der Werth @8 in den Gleichungen 176) bis 177) iiberall als ein
Kriftepaar mit entgegengeseiztem Zeichen hinzuzufiigen. Wenn man
die Krifte dieses Kriftepaars auf den Abstand » reduzirt, so sind

dieselben offenbar -4 —2—} und — g und es gehen die Gleichun-

gen 176) und 176a) mit Beriicksichtigung der wiilzenden Reibung
ither in folgende:
o QH ) Xll Ql b -YI Q‘S
R e
Q(a) — Qu '(TT Xu) v er I’; g @ L
Worin Q. den Druck bezeichnet, welcher in der Kriimmungsaxe
auf Fortschreiten derselben wirksam bleibt, Q. aber die Druck-
summe bedeutet, welche in der Axe des Rollens wirksam zu den-
ken ist. Nach (freilich ziemlich zweifelhaften) Versuchen von Cou-
lomb mufs man schliefsen, dafs das Moment %8 proportional sei
der Drucksumme (,, welche normal gegen die Bahn des Rollens
gerichtet ist, und dafs betrage:
beim Rollen von Pockholz auf Eichenholz 8 = 0,0184 (),
- - - Ulmenholz - - = 0,0311 Q,
- - - Gufseisen auf Gufseisen = 0,0178 Q,
(Weisbach und Rittinger) bis — 0,0187 Q,
- - - Eisenbahnriider auf Schienen — 0,019 Q,
(de Pambour) bis = 0,021 Q.
Im Allgemeinen ist also zu setzen:

178a) W =1y.0Q,

178)

B

und man hat daher:
s Qu 5 JK“ ' QI' (Il )’.)
Q(") r T

r

1 _Xu yis K—
o kg L_QS 2) i

178b)

Hiernach ist in simmtlichen Gleichungen von 176)
bis 177a), in welchen Y, (die Ordinate der Drucksumme Q)
vorkommt, diese Ordinate um den Werth y zu vermin-
dern, wenn man die wilzende Reibung beriicksichti-
gen will.

Die Gesetze des konischen Rollens in derselben Allgemein-
heit zu entwickeln, wie die des cylindrischen Rollens fiihrt auf
sehr komplizirte Ausdriicke. In besonderen Fillen werden sich
diese Gesetze nach Analogie der eben durchgefithrten Untersuchun-
gen und mit Beriicksichtigung der Bedingungs - Gleichung 175a),
S. 222 ohne grofse Schwierigkeiten ermitteln lassen.

15 *
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Anwendungen der Reibungsgesetze: Balkenschub — Quetschwalzen —
Axenreibung. :
§ 102. Die in dem vorigen Paragraphen entwickelten Geselze
wollen wir auf einige bestimmte Fille anwenden, indem wir einige
der am hiufigsten vorkommenden Aufgaben besprechen.

1. Balkenschub.

Ein Stab oder ein Balken ist zwischen zwei Winde gelegt, die
den Winkel ABC = « einschliefsen; die Linge des Stabes ist /,
und in dem Abstande » von dem einen Ende wirke eine Kraft G
auf den Stab; gegeben ist die Neigung des Stabes gegen die eine
Wand 4B durch den Winkel CDB = § und die Richtung der Kraft
G durch den Winkel BEG = y, welchen die Kraftrichtung G mit
derselben Wand macht; zu ermitteln ist:

1) wie kann sich der Stab verschichen?

2) welche Kraft ist parallel mit der Wand AB erforderlich,
um den Stab im Gleichgewicht zu halten? und

3) welchen Werth mufs der Winkel § haben, damit der Stab
durch die Reibungswiderstiinde und den Widerstand des
fixen Systems allein im Gleichgewicht gehalten werde?

Die Verschiebung des Stabes kann nur durch die bewegende
Kraft G erfolgen, und zwar dadurch, dals der Angriffspunkt dieser
Kraft in dem Sinne desselben fortriickt; man sieht, dafs dabei der
Stab mit seinen beiden Enden gleiten mufs, und zwar das Ende
D nach A4 hin, das Ende C nach B hin. Durch den Widerstand
des fixen Systems werden dabei in den Punkten C und D Krifte
aufgehoben, welche normal zu den Richtungen des Gleitens, und
die daher Reibung erzeugende Drucke sind; diese Krifte bezeich-
nen wir mit C und D, dann entstehen in den Punkten Cund D die
Reibungswiderstinde pC und w'D, wenn p und ' die betreffenden
Reibungs Koeffizienten sind. Diese Reibungswiderstinde wirken in
Richtungen, die der Verschicbung entgegengesetzt sind. Offenbar
wird in dem Zustande des Systems nichts geiindert, wenn wir in
dem Punkte C das fixe System fortgenommen, und dafiir die durch
dasselbe herbeigefithrten Widerstéinde, niimlich die Reibung x € und
den, dem aufgehobenen Druckantheil gleichen und entgegengesetzten
Widerstand — C als angebrachte Krifte vyvirksam denken.
Nun verfabren wir nach der Methode des § 97, indem wir die
simmtlichen Krifte nach der Richtung des Gleitens des Punktes D
und normal dazu zerlegen. Die Summe der Normaldrucke giebt
den Reibung erzeugenden Druck D.
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¢ Indem wir die Richtung DA als
positiven Zweig der ersten Axe,
die Richtung D F als positiven Zweig
der zweiten Axe ansehen, und die
Winkel bestimmen, welche nach
§ 77 die Kraftrichtungen mit der
Richtung D A bilden, finden wir als
auf das bewegliche System ange-
brachten Krifte:
1) die bewegende Kraft G unter
dem Winkel (180° — 7);
2) den Widerstand des fixen
Systems in dem andern Stiitzpunkte als Kraft C unter dem
Winkel (90° — «);
3) den Reibungswiderstand pC unter dem Winkel (360° — ).
Es ist mithin der in dem Punkte D Reibung erzeugende
Normaldruck: :
D = G .sin (180° — 7) + € .sin (90° — ) + puC.sin (360° — a).
179) gD = G.siny + C.cos o—pC.sina
= G.siny + C.sinc. (cotang & — 1)
und der auf Gleiten des Punktes D wirkende Druck:
K= G.cos (180° —7) + C.cos(90 —a) + 1 C.cos(360° — &) — p'D.
1792) 31(: —@G.cosy + C.sine -+ p.C.cose — y’D.
— —G.(cosy+p.siny)+ C.sine.[1+cotange. (u—p)+p.p].
Hierdureh wiirde der Druck K, der auf Gleiten des Punktes D
wirkt bestimmt, und folglich auch der gleich grolse aber entgegen-
gesetzt im Punkte D, parallel mit AB anzubringende Druck, der
erforderlich ist, um das System im Gleichgewicht zu halten, be-
kannt sein, wenn der Druck C bekannt vvire. Um den Druck C
su ermitteln dient die Momenten-Gleichung. Denn nehmen wir den
Punkt D als Anfangspunkt des Koordinatensystems, so haben die
Koordinaten der Angriffspunkie von G, C und pC folgende Werthe:
Die Koordinaten des Angriffspunktes von G sind
z = n.cosfB; gy = n.sinf,
die Koordinaten des Punktes C sind
o =1.cosP; y=1.sinf,
und folglich hat man fir das Gleichgewicht gegen Kippen:
G.siny.x—G.C087.Y +(C.cosa—p.C.sine).a
+(C.sine—4p.C.cosa).y =0
G.n.(siny.cosp — cosy.sinf) + C.1.(cos.cos — p.sine.cosf
+ sina.sinf + p.cose.sinf) = 0,
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folglich:
B4 sin (y — B)
e Ch At} G';L.sin(ﬁ’+a) —cos(B4+a)”

Indem wir nun den Werth 179b) in die Gleichung 179a) setzen,
ergiebt sich der Druck, welcher auf Gleiten wirkt. Soll Gleichge-
wicht vorhanden sein, lediglich durch die passiven Widerstinde
allein, so mufs dieser Druck Null werden. Die Rechnung in den
allgemeinen Werthen giebt fiir die Losung
sehr komplizirte Ausdriicke. Wir wenden
dagegen die eben gefundenen Gesetze bei-
spielsweise auf den Fall an, dals G die
Schwerkraft ist, die Wand DB horizon-
tal, die Wand BC vertikal und p =
ist; dann ist « = 90°; y = 90° folglich:

n o
C_T.G.t———angﬁ_l_‘u

180) p:G.(l-—;i —L)

= tang f 4 u
il n 14 p? pf
K_G'(T'tangﬂ+,u ”)'

Soll nun das System durch die passiven Widerstinde allein im
Gleichgewicht sein, so ist K = 0, folglich:

180a) tangp = 2. 1+
(e
Wenn dagegen der Balken / in den Punkt

. C nur aufliegen soll, nicht angestiitzt ist,
80 ist in den obigen Gleichungen zu setzen
- / o = 180° — # und man hat nach Gleichung
179), 179a) und 179b):
(80— 'll .G.cosf3

181) =G.§l—% (cosﬂ"‘+y.sinﬁ.cosﬂ)}
K:G.g—:i.sinﬂ.cosﬂ.(l+y’)—,u}.

Wenn Gleichgewicht durch die passiven Widerstinde allein
statt finden soll, so muls K =0 sein, und dann folgt:

. 4 !
mnﬁ.cosﬁ—_%ngﬂ:?_TLz
Sk

181a)
sin 28 = % . sin 29,
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wenn man unter O den Reibungswinkel versteht, und fiir w den

Werth tang 9 setzt (Gleichung 166a, S. 203).

2. Quetschwalzen.

Zwei Quetschwalzen von gleichen Halbmessern » bewegen
sich gegen einander; die kiirzeste Entfernung der Peripherien bei-
der Walzen sei e; es wird ein Stiick 4, dessen Dicke ab =9 ist
in einer Richtung, die normal zur Centrallinie ist gegen die beiden
Walzen geschoben, und zwar mit einem Druck P.

Unter welchen Umstinden werden die Walzen das Stiick er-
fassen, und zwischen sich hindurchziehen?

Wir zerlegen den Druck P in zwei parallele Drucke, die durch
die Beriihrungspunkte ¢ und & gehen, und von denen jeder = §P
ist. Nun haben wir zwei Fille zu unterscheiden, némlich:

a) entweder das Stiick 4 ist absolut fest, und unterliegt keiner
Formveriinderung, oder:

b) das Stiick A lifst sich komprimiren, und die Dicke desselben
ab kann vermindert werden.

Im ersten Falle ist gar keine Vorwirtshewegung des Stiickes
A gegen die Walzen moglich, der ganze Druck 1P wird in jedem
Berithrungspunkt aufgehoben, und es bildet sich ein Reibungsvwerth
p.LP, in @ und b normal zur Richtung von P, dessen Hebelsarm
r .sin @ ist, und welcher also mit dem Moment:

p.+P.7.sine

der Drehung jeder Walze entgegenwirkt.

Im andern Falle dagegen wiirde das Stiick A in der Richtung
aQ gegen die Walze (selbst wenn dieselbe still stiinde) abgleiten kon-
nen; der Druck W, welcher sich der Formveriinderung des Stiickes
in der Richtung @b entgegensetzt ist also nach dieser Richtung und nor-
mal dazu zu zerlegen in die beiden Drucke W.sin« und W. cos a.. Dieser
letzigenannte Druck wird durch den Widerstand der Walze aufge-
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hoben, erzeugt daher die Reibung . W.cos &, und es bleibt folg-
lich ein Bestreben auf Gleiten, welches sich ausdriickt durch:
W.sine—p. W.cos ¢ — W. cos . (tang & — p).

Ist tanga>p so wird das System A mit einem der Rich-
tung aQ entgegengesetzten Druck gegen die Walzen sich verschie-
ben, wenn aber tang ¢ < p ist, so wird eine Verschiebung des
Stiickes 4 gegen die Walze nicht statt finden, das Stick 4 wird
mit der Walze fest zusammenhéngen, und es wird daher das Stiick
4 in Ruhe sein, vvenn die Walze in Rnhe ist: dagegen muls das
Stiick 4 der Bewegung der Walze folgen, wenn die Walze sich
bewegt. Die Bedingung also, unter welcher das Stiick A4 der Be-
wegung der Walze folgt, ist gegeben durch die Bedingung, dafs

tang « <p oder cotang o > ‘ui

sei. Nun ist: Lipkedie 1=df
cotang(x__ s m.

Setzen wir diesen Werth fiir cotang ¢ ein, so ergiebt sich als
Bedingungs- Gleichung:

(r—df)*> 5. @r.df— af2)

r? —.2r.df.(1 +;L1—2)>'—df’ -(1 +‘;:“2)’
und daraus:

7 1 1
W>(l +,F) ; {1:!—.1/1_'_#2}.
Fiihren wir anstatt # den Reibungswinkel 9 ein, indem wir setzen :
u = tang 9,
S0 ergiebt sich nach gehoriger Reduktion, und da nur das posi-
tive Zeichen passende Werthe liefern kann:

r s e 1
F> sin @3 T i oo,
af
r>1—cos&’

nun ist offenbar df — #(0—e) und wenn wir dies einsetzen, so
ergiebt sich als Bedingung, dafs die Walzen das Stiick A mitziehen.
d—e
182) 27‘>——%—1 iy 155
d. h. Wenn die Quetschwalzen ein gegen dieselben ge-
fihrtes Stiick erfassen und durchfithren sollen, so mulfs
der Durchmesser der Quetschwalzen grofser sein, als
die Differenz zwischen der Dicke des Stiickes und der
kiirzesten Entfernung der Peripherieen der Walzen, di-

vidirt durch den Sinus versus des Reibungswinkels.
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Setzen wir voraus, dafs kein Gleiten zwischen den Beriih-
rungspunkten @ und b und den Walzen statt finden kann, so ist
das Stiiek A und die Walzen als ein zusammenhiingendes System
zu betrachten; reduziren wir nun das Kriftepaar, welches auf Dre-
hen jeder Walze wirkt auf die beiden Krifte Q und — Q, so
wiirden die Punkte @ und b als Angriffspunkte der Krifte + ) auf
das Stiick 4 zu betrachten sein, und wenn wir die Kraft Q in dem
Punkte @ in die beiden Komponenten Q .cos e nnd Q. sin & zerle-
gen, so wirkt in dem Punkte A die Kraft:

Q.cosa-+4 1P
auf unterziehen des Stiickes A nach der Richtung der Walzen, und
die Kraft:
Q. sin ¢,

welche durch die ihr gleiche und entgegengesetzte Kraft — Q.sine in
dem Punkte b im Gleichgewicht gehalten wird, nimmt die Festig-
keit des Stiickes auf Zerdriicken in Anspruch. Diese Kraft mufs
grofser sein, als die Kraft mit welcher das System A einer Form-
verinderung widersteht.

3., Axenreibung.

Auf einer liegenden Welle, die in zwei Lagern geht, und de-
ren Linge [ ist, sitzen zwei Réider von den Halbmessern R und R’
in Entfernungen ¢ und o' von dem einen Endpunkte; an den Peri-
phericen der Rider wirken die Drucke P und P’ in Ebenen, die
normal zur Welle sind, aber so, dafs die Dracke mit einer hori-
zontalen, zu der Welle normalen Koordinatenaxe die Vinkel o
und o bilden; die Hebelsarme der Reibung fiir die Wellenzapfen
sind ® und RN'; die Gewichte der Rider G und G', das Gewicht
der Welle G".

Das System soll sich im Sinne des Druckes P drehend bevwe-
gen, welches ist das statische Moment der Reibung? wel-
ches das auf Drehung wirkende Moment?

Wir haben es hier mit einem System mit fixer Axe zu thun
und reduziren die Drucke zuniichst auf die fixen Punkte, indem wir
durch den ersten fixen Punkt eine horizontale (erste) zur Welle
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normale und eine vertikale (zweite) Axe annchmen. Wir haben
mit Riicksicht auf Gleichung 142b), §79:

pniBvcosons @l — a)+ P .coso . (L— a')

irees L

o) n__ (P.sine+ G).(L—a)+ (P .sine + ). (L — (8 PR
QI T L +—2"G .
) y__P.cosaw.a+P.coso .a
n =
1832) 4

. ) ® ’ U ’
Q= (P.smoc—l—G).a—-li(P .sinad Q') . a b G

Hieraus folgt, dafs der resultirende Druck im ersten fixen

Punkt ist:
183b) Q:=1/(Q/* + Q/"2)
und im zweiten fixen Punkt:
1830) Qu: '[/(Qu,2 = Q"“z).

Hiernach ist das statische Moment der Reibung:

183d) N'. Q0,4+ N Qu
und das auf Drehung wirkende Moment:
184) P.R—(P'. R + Q1. % + Q. R".

An der Grenze des drehenden Gleitens ist dies Moment
gleich Null, wir nennen den Werth von P, welcher dem Grenz-
zustand des Gleitens entspricht Py, und es ergiebt sich demnach:

_ P.R4+ Q- % + Qir. R"
P, = r
iR Q- RN+ Qu. N
=P ST -+ 17 3

Mit Vernachléissigung der Zapfenreibung wiirde man nur haben

fiir den Zustand des Gleichgewichts:

184a)

5 R
PO —_— P . T
es ist folglich zur Ueberwindung der Zapfenrcibung im Angriffs-
punkte von P noch ein Mehrdruck
Q- N+ Qu. RN
R

-

erforderlich.

Fiir eine stehende Welle ist die Rechnung in ihnlicher Weise
durchzufiihren. Man hat anzunehmen, dafs der untere Zapfen
den ganzen Vertikaldruck auszuhalten hat.

Wenn die Richtungen von P und P’ vertikal, und die He-
belsarme der Reibung fir beide Zapfen gleich grofs sind,
so hat man ¢ = &’ = 90°, und man hat in den beiden fixen Punk-
ten nur Vertikaldrucke, niimlich:
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b (P+6). (L= +(P+6) (L—d) | @

L
1842) P+ .a+PF+EG)ad
n = 7 + LG
und Qi+ Qu=P~+P + G+ G+ G = Q,
folglich:
das statische Moment der Reibung:
R.0,
und daher der Werth von P an der Grenze des Gleichgewichts:
e Spaepialn
P=P.5+ 0. 7

Gleichgewicht an der Rolle — Steifheit der Seile; Gleichgewicht auf zwei
gencigten Ebenen — VVagenrollen.

§ 103. Es seien zwei geneigte Ebenen gegeben, deren Nei-
gungswinkel gegen die Horizontale & und B sind, auf der einen be-
wegt sich ein Wagen, dessen Ladung Q ist, auf der andern ein
gleitendes Gewicht P. Beide sind durch ein Seil verbunden, das
iiber eine Rolle vom Halbmesser R geht, die in Zapfen rubt, deren

Halbmesser B, ist. Die Rider des Wagens haben die Halbmesser
@ und b und die Zapfenhalbmesser @' und b', die Last Q vertheilt
sich auf die beiden Rider, so dafs das Rad a die Last ¢, das Rad
b die Last ¢’ zu tragen hat. Die Seilenden sind parallel mit den
geneigten Ebenen.

Unter welchen Bedingungen ist das System im Grenzzustande
des Gleichgewichts?

1. Gleichgewicht an der Rolle.

Die Spannungen der Seilenden seien IV und 0. Wir wollen
annchmen, dafs die Bewegung im Sinne des Gewichtes P oder der
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Spannung N ecinireten kénne, und nennen dann die Spannung N
die Braft, die Spannung O dagegen die Last.

Wire das Seil vollkommen biegsam, so wiirde die Kraft und
die Last jede an einem Hebelsarm wirken, der gleich R ist. Erfah-
rungsmiifsig aber bewirkt der Widerstand, den die Steifheit des
Seils bei dem Auflegen auf die Rolle darbietet, dals sich das-
selbe ein wenig von der Rolle absperrt und auf diese Weise den
Hebelsarm der Last vergrofsert. Dieser grofsere Werth des He-
belsarms der Last sei (R - #). Nach Versuchen von Eytelwein
1 = "; zu setzen, wenn man unter § den Durchmesser des
Seils in Zollen, unter B den Halbmesser der Rolle in Fufsen
versteht, oder

o
185).’3——%.62

wenn 8 in preufsischen Linien,
R in preufsischen Fufsen
genommen  wvird.

Man: ‘wiirde also mit Vernachlissigung der Zapfenreibung fiir
den Zustand des Gleichgewichts die Gleichung haben:
N.R=0.(R+x)

N X Ny

e N
B T=5 —R=R8.(5—1).

Nach Angaben von Poncelet *), soll aber zufolge von Versu-
chen von Coulomb sein.

e LA
186) N._0+2—R—.(q)+x.0)

worin @ ein von der natiilichen Steifheit des Seils abhiingiger,
durch die grofsere oder geringere Drehung der Fiden und Litzen
aus denen das Seil besteht bedingter Werth, y ein ebenfalls kon-
stanter, auf die Zunahme der Steifheit durch die Belastung O sich
beziehender Koeffizient, und v ein Exponent der sich mit dem
augenblicklichen Zustande des Seils indert, sein soll. Hiernach
wiirde man haben, indem man den Werth ¥ in die Gleichung:

185a)

Te=R (% - 1)
einsetzt:
1862) o= 5 . (- + 1)

*) Lehrbuch der Anwendung der Mechanik auf Maschinen von J. V. Pon-
celet, deutsch herausgegeben von Dr. C. H. Schnuse I, § 197.
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Wenn man & in preufsischen Linien und B in prenfsi-
schen Fufsen, O in preufsischen Pfunden nimmt, so ergiebt sich
nach den Coulomb’schen Versuchen:

fiir neue Seile z = 6’;’4 (1(;9 - 005)

fiir alte Seile o= g, (037 + 0,012).

Nach den Versuchen von Weisbach, welche derselbe in sei-
ner Ingenieur und Maschinen- Mechanik Th.I, § 181 mittheilt, be-
rechnet sich unter denselben Voraussetzungen der Maals- und Ge-
wichtseinheiten:

1) Fiir ein getheertes Hanfseil von 19,2 Linien Stirke, gelegt
um Scheiben von 4 bis 6 Fufs Durchmesser:

IS ai==9.2. = +0018

2) fiir ein neues ungetheertes Hanfseil von 9 Linien Stirke
und eine Rolle von 12 Fufs Durchmesser:

1872) @ = 0,18. % —+ 0,0052;

3) fiir ein Drahtseil von 8 Linien Dicke, welches aus 16 Drih-
ten von je 1% Linien Dicke bestand, und wovon jeder lau-
fende Fufs 0,64 Pfund wog, ergiebt sich bei Rollen von 4 bis
6 Fuls Durchmesser:

187h) & = 1,04. & + 0,0067;

4) fir ein frisch getheertes D1 ahtseil mit Hanfseelen in den
Litzen und im Seile, von 7 Linien Dicke, bestehend aus 4 mal
4 — 16 Drihten von je 11 Linie Dicke, und pro laufenden
Fufs 0,63 Pfund wiegend, ergiebt sich bei einer Rolle von
13 Fufs Durchmesser:

187¢) = 1,30. +000022

Nachdem auf die eine oder d1e anderc Weise der Werth von
= bestimmt ist, ergiebt sich das Moment der Last = O (% —+ 2).

Die Spannung N hat aber aufser dem Moment der Last O noch
dasjenige der Reibung zu iiberwinden. Nennen wir den, aus der
Form des Zapfens und des Bogens zu bestimmenden, Hebelsarm der
Reibung 9% (§ 98, S.203), und den Reibungswerth ©, so ist das
Moment der Reibung © %, folglich habeu wir die Gleichung fiir den
Grenzzustand der Bewegung:

188) NR = O0(R + z) + O3,

oder da offenbar die Resultirende aus dem Druck N und dem Druck



238  Grundlehren der Mechanik. B. Von den mechanischen Kriften.

O der ,,Reibung erzeugende Druck® ist, die Richtungen von N und 0,
wie eine leichte Betrachtung der Figur zeigt, einen Winkel einschlie-
(sen, der gleich (8 — ) ist, so ist:

1882) 0 =p.V{N + 02 + 21V.0.c08 (f— ) .

Indem wir diesen Werth in die vorige Gleichung .einsetzen,
O (R + =) auf die linke Seite schaffen, dann beide Seiten quadri-
ren und nach N auflbsen, ergiebt sich:
188b) N =
O.R.(R+I)-?—;¢2_m2.cos(ﬂ—rz) ; {1 g V[l_[_lii:[u?.m'l]. [(R+x)2._‘LL2.§R2] g
R?—u%. N2 [R.(R+x)+p’.fﬁ‘a.cos(a+ﬁ’)]2
Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen wird in dem am hiiu-
figsten vorkommenden Fiillen sehr klein, so dafs man jhn vernach-
lissigen kann. Die Gleichung fiir ¥ geht dann iiber in:
2 2
188¢) N= 0. R.(R+ x}zzl—icﬂ.zﬁ')lm.zcos(ﬁ —a) "
Diese Gleichung giebt das Verhiltnifs zwischen N und 6 fiic
den Grenzzustand des Gleichgewichts. Nun ist aber offenbar:
N = P.[sin(180 —pP) — p . cos (180 —B)]
188d) N=P. (sinf + p.cosp) = P. cosf . (tang B + p)
und O ist durch folgende Betrachtung zu finden:

2. Gleichgewicht des Wagens auf der geneigten
Ebene.

Die Drucke ¢ und ¢/, welche jede der Wagenaxen zu tragen
hat, zerlegen wir parallel mit der geneigten Ebene und normal
dazu; es ergiebt sich:

parallel mit der geneigten Ebene
g.sine und ¢ .sine,
normal zu derselben
q-cose und ¢'. cosc.

Die letztgenannten Drucke werden durch den Widerstand des
fixen Systems aufgehoben, sie erzeugen aber Reibungswiderstiinde
in den Axen, deren Momente (wenn man den Hebelsarm der Rei-
bung nach Gleichung 1694, S. 211, gleich dem Halbmesser der Rol-
len setat), sich ausdriicken durch:

#.q.cose.a und p'.q . cose.b'
indem man niimlich unter #' den Reibungs - Koeffizienten fiir die
Axreibung versteht. Die Kriftepaare, die durch diese Momente
dargestellt werden, lassen sich auf zwei parallele und entgegen-
gesetzle Krifte zuriickfithren, die parallel mit der betreffenden
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gencigten Ebene sind, und von denen die eine durch den Mittel-
punkt der Rider, die andere durch den Beriihrungspunkt derselben
geht. Diese Drucke wirken dem Rollen entgegen, miissen also
von der Spannung O iiberwunden werden, sic sind, absolut be-
trachtet:
' a oo 3
W.gq.cose.— und ' . ¢ LCOS . o=

Wenden wir nun die Gesetze des Rollens an, so ist der Druck,
welcher im Mittelpunkt der Axe wirksam, parallel mit der geneig-
ten Ebene dem Aufwiirtsrollen widersteht, nach Gleichung 178D
S. 227, und wenn wir die Richtung aufwiirts als positiv be-
trachten, in jedem Rade:

. ’ 3 !
189) _g.sma.a g.cosa.y Sl ¢ .sina.b __q.cosoc.x,
a a b b

wobei die rollende Reibung, die dem Rollen immer entgegen-
wirkt, mit entsprechendem Vorzeichen genommen ist. Soll nun der
Druck O dem Grenzzustande fiir eine Bewegung des Wagens auf-
wiirts entsprechen, so mufs sein:

Sl a el ably g.sino.a
189a) O (,u.q.cosa.a i A T T
+q.cosu.x+q'.sina.b+q’.cosa.x)=0.
] b b

Daher:
189b) 0 = —Z— .[eosa.(i'.a'+y)+a.sine] +-qb—- .[eosa.(u'. b'+y)+b.sine].

Wenn simmtliche Rider gleiche Halbmesser und gleiche
Zapfenhalbmesser haben, so folgt, mit Riicksicht darauf, dafs ¢+ ¢'
== () IRt

189¢) 0 = —3— .[eosa (. @ + y) + a.sine].

Setzt man diesen letzten Werth, den wir der Kiirze wegen
beibehalten wollen, in den Werth fiir ¥ (Gleichung 188¢), so er-
giebt sich schliefslich, mit Riicksicht auf Gleichung 188d):

190) oS [cose. (. @4 y)+a.sine] [R.(R-+2x)+u? N2 cos (—a) ]
Q" a.(R*— p%.N?).cosP.(tang f4p) ”

Mit Vernachlissigung aller passiven Widerstinde wiirde sich

ergeben:

P sin o

1902) g = @
Wire der Wagen auf der geneigten Ebene frei, und konnte
durch scine Ladung Q herabrollen, so wire der Druck, welcher
auf Herabrollen wirkt, wie sich leicht entwickeln lifst, indem man
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die Gesetze des Rollens (§ 101) und die vorige Entwickelung be-
achtet:
5 :% [a.sine — cosa. (W.d' + )]
191) '
nlt pooty
= Q.cosa.(tanga— —-T—).
Ist nun J, = M'.9?2 das Triigheitsmoment der Riider, und M
die Gesammtmasse des ganzen Systems, so ist nach Gleichung 177)
das Aenderungsmaals der fortschreitenden Bewegung:

’ ’ 2
. i e @ity a
/‘_Q.cosa.(tant,a p: )'J,+M.a’
’ ’
191a) cosc, (tangu - ‘iaa—_’_l)
Sae 1 it
M. a?

indem man nimlich Q = Mg setat.

Reibungswiderstinde beim Gleiten eines festen Systems auf einer Kurve, unter
Einwirkung der Schwere.

§ 104. Denken wir ein festes System, welches durch die
Schwere gleitet. Die Gleichung der Kurve sei fiir horizontale und
vertikale Koordinatenaxen gegeben, und es mogen y die vertika-
len Ordinaten bedeuten. Zerlegen wir das Gewicht des Systems

nach der Tangente zur Kurve und nor-
mal dazu, so ist die Kraft, mit welcher
N

4 A das Stiick gleitet nach § 97. S. 202
\ G.cose—p.G.sine,
(L/“ =R wenn & der Winkel ist, welcher die
l Tangente zur Kurve mit der Richiung
(74 der Schwere macht. Es ist folglich
die Arbeit, welche die Schwere ver-
richtet, indem das Stiick das Kurvenelement ds durchliuft:
G.(ds.cose — p.ds.sina).

Nun ist aber offenbar ds.cose =dy und ds.sine, ist die
Projektion des Kurvenelementes auf die Horizontalebene; bezeich-
nen wir dieses Projektionselement mit dp, so ist das Leistungs-
element:

G.(dy —p.dp),
folglich die Gesammtleistung:

G/(dy — p. dp),
welches Integral zwischen den entsprechenden zusammengehérigen
Werthen von y und p zu nehmen ist. Sind ' und p' und 2" und
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p" solche zusammengehorigen Werthe, so ist die Leistung der Schywere
auf das bewegliche System, indem dasselbe aus der einen Lage in
die andere iibergeht.
192) G/(dy —p.dp) = G.(y —y") — p.G.(p' — p")
=Gy —y"—p.()—p")]

Diese Gleichung driickt folgendes merkwiirdige Gesetz aus:
Wenn ein festes System durch die Schwere be-
wegt aus einer horizontalen Ebene in eine an-
dere iibergeht, indem es auf ciner beliebigen
Kurve gleitet, so ist die Arbeit der gleitenden
Reibung immer gleich dem Produkt aus dem Ge-
wicht, multiplizirt mit dem Reibungs-Koeffizien-
ten und der Projektion des durchlaufenen Kur-
venstiickes auf eine Horizontalebene.

Ist »” die Geschwindigkeit, welche das System in dem Punkte
besitzt, dessen vertikale Ordinate y” ist, und o' die Geschwindig-
keit des Systems in dem Punkte, dessen vertikale Ordinate y' ist,
so hat man nach Gleichung 49):

GO —y)—p.G.0'—p) =M. ("2 — "),
folglich (da G =My ist):
_1_7"’

’ " __77'2
(y y)"" 2g

o =V{20.l — ' — ./ =] + o).

Durch diese Gleichungen kann man die Héhe finden (y' — y”),
welche einer gegebenen Endgeschwindigkeit o' entspricht, oder die
Endgeschwindigkeit ¢, welche einer gewissen Fallhohe (3 — y")
entspricht.

Die Hohe y' — " pflegt man die Geschwindigkeitshohe
zunennen; durch die Reibung wird die Geschwindigkeitshohe um das
Stiick u(p'—p"”) vermindert. Dieses Stiick nennt man den Ver-
lust an Geschwindigkeitshéhe, und es folgt hieraus der Satz:

Wenn ein System durch die Schwere bewegt glei-
tend von einem héher gelegenen Punkte in einen
tiefer gelegenen hinabsinkt, so ist der Verlust an
Geschwindigkeitshohe gleich dem Reibungs-Ko-
effizienten multiplizirt mit der Horizentalprojek-
tion des gleitend durchlaufenen Weges, und es
ist dabei ganz gleichgiltig, welche Form dieser
Weg selbst hat.

Bezeichnen wir die Geschwindigkeitshthe oder den Vertikal-

IL. 16

“+u. (0 —p")
192a)
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abstand der beiden Punkte mit %, die Projektion des durchlaufenen
Weges auf eine Horizontalebene mit p, so gehen die Gleichungen
itber in:
L (Leistung) = G . (h— pp)
vl
199b)sh & T T agrant A
P Vng (b — pp) + 1;"2} :

Wenn dagegen ein festes System der Schwere entgegen sich
mit einer gewissen Anfangsgeschwindigkeit »” aufwiirts bewegt, so
ergiebt sich leicht die Steighohe:

"
& —p 2

ug__vrz
b= up

28
192¢) ( und die Geschwindigkeit in einer gewissen Hohe

Lli— vgv"z —2g. (h+yp)} ;

Reibungswiderstinde beim Gleiten eines festen Systems auf einer Kurve, wenn
dasselbe mit einer gegebenen Anfangsgeschwindigkeit sich bewegt, und sonst
keine bewegenden Krifte auf dasselbe einwirken.

§ 105. Gestalten wir nunmehr die Aufgabe anders:

Es bewege sich ein festes System ohne Einwirkung der
Schwere auf einer beliebigen Kurve, indem es in irgend einem
Punkte der Kurve die Tangentialgeschwindigkeit ¢ hat: welchen
Einflufs hat die Reibung auf die Aenderung der Geschwindigkeit c,
wenn auch sonst keine bewegenden Kriifte auf das System
einwirken?

Es sei in nebenstehender Figur ds = ab ein beliebiges Element
der Kurve; ac und bc¢ seien Normalen im Anfangs- und Endpunkte
dieses unendlich kleinen Elementes,
so ist der Durchschnittspunkt dieser
beiden Normalen der Mittelpunkt des
Kriitmmungskreises des Elementes; den
verinderlichen Winkel, welchen die
Normalen zur Kurve mit einer beliebi-
gen Axe z. B. AB bilden, nennen wir «,
dann ist Winkel ed'd = edd’ = o + de,
da ad und bd zwei unendlich nahe
liegende Normalen sind: mithin ist Winkel a¢db’' = acb = da. Nun
konnen wir die Bewegung in dem Kurvenelement hervorgebracht
denken durch eine Normalkraft, welche das gleitende Stiick ge-
gen die Kurve prefst, durch den Widerstand derselben aufgehoben
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wird, folglich Reibung erzeugt, und durch eine Tangentialkraft.

2
Die Normalkraft ist o

M- folglich die Reibung = *

, wenn 7

den Kriimmungshalbmesser der Kurve bezeichnet. Dieser Reibungs-
werth ist als eine, normal zum Krummungshalbmesser, also tangen-
tial wirkende, und die Geschwindigkeit ¢ im Kurvenelement ver-
zogernde Kraft zu denken, das Aenderungsmaafs der Geschwindig-
keit, welches diese Kraft bedingt, ist daher in Bezug auf die Ge-
schwindigkeit ¢ negativ zu nehmen, und es ist also
i Kraft e L M.cz.
Masse r

Nun ist aber das Element der Geschwindigkeitsinderung auch

gleich f.dt, und folglich haben wir

do =% . dt"=

da aber dt = ilci, ferner ds = r.de ist, so ergiebt sich, durch Ein-

setzung und nach gehériger Umformung:
de
e T

c
und indem wir auf beiden Seiten integriren, ergiebt sich:

dc
/T =—upu /Zz a.

Nehmen wir das Integral rechis zwischen bestimmten Grenzen,
so mufs auch das Integral links zwischen entsprechenden Grenzen
gelten.

Wenn nun in irgend einem Punkte der Kurve, dessen Normale
mit einer beliebig angenommenen Linie den Winkel ¢/ bildet, die
Geschwindigkeit des beweglichen Systems ¢ ist, und in irgend ei-
nem andern Punkte der Kurve bilde die Normale mit derselben
Linie den Winkel ", so findet sich die in diesem Punkte statt fin-
dende Geschwindigkeit durch die Gleichung:

yrais

— el — !

lognatc —lognatc =—up.(¢"—a)

I
log nat —; p =pup.(d"— )
! .(uu__ul)
193) :— =
A d
c = eM.(MU_MI)

16 *
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In diesen Gleichungen bezeichnet ¢' die Geschvwindigkeit in der
Tangente zur Kurve in einem Punkte dessen Normale den Winkel
o/ mit einer beliebigen Linie macht; ¢” die Geschwindigkeit, wel-
che das gleitende System in einem andern Punkte besitzt, dessen
Normale mit derselben Linie den Winkel &” macht, wenn die Ge-
schwindigkeitsinderung lediglich durch die Reibung bewirkt wor-
den ist; e dic Basis der natiirlichen Logarithmen.

Ist die Kurve eine ebene Kurve, und nimmt man die Linie
von vvelcher aus die Winkel ¢/ und «’ gemessen sind in derselben
Ebene, so ist «’— ¢ der Winkel, welchen die beiden Nor-
malen zur Kurve am Anfange und am Ende des betrach-
teten Weges mit einander bilden.

Die Arbeit der Reibung driickt sich offenbar aus durch

IM. (" —2)=—1H.(*—"?)
und indem wir fir ¢’ den oben gefundenen Werth setzen
1933) 2. (o' — ') 8 B
s —;—M.C’z.(l—w———}m) :—%M.C'Z.WB%

Hierin liegt folgendes Gesetz:
Wenn ein festes System in einer Kurve gleitet,
ohne dafs bewegende Krifte auf dasselbe ferner
einwirken, so ist die durch die Reibung konsu-
mirte Arbeit, indem das System einen gegebenen
Bogen der Kurve durchliuft proportional der
Masse und dem Quadrat der Geschwindigkeit zu
Anfang dieses Bogens und aufserdem eine loga-
rithmische Funktion des Produkts aus dem Rei-
bungs-Koeffizienten und der Differenz der Win-
kel, welche die Normalen im Anfangs- und im
Endpunkt des Bogens mit einer gegebenen Linie
bilden; im Uebrigen aber unabhingigvon derForm
der Kurve. ’

Aus der Gleichung 70-: ik

'

folgt auch, dals bei einer gegebenen Kurve das Verhiltnifs der An-
fangsgeschwindigkeit zur Endgeschwindigkeit ein konstanter Werth
ist, unabhingig von dem Werthe der Geschwindigkeiten, und nur
abhiingig von den Winkeln, welche die erste und letzte Normale
mit einer gegebenen Linie bilden. Sind diese Normalen der Lage
nach gegeben, so ist fiir alle dquidistanten Kurven zwischen densel-
ben Kriimmungsradien dies Verhiiltnifs constant.

Es versteht sich iibrigens ganz von selbst, dafs diese Betrach-
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tungen nur Giltigkeit haben koénnen fiir solche Kurvenstiicke, fiir
welche die Integrationen zulissig sind, und dafs sie daher nicht
gelten konnen, wenn innerhalb des betrachteten Bogen-
stiicks ein Wendepunkt der Kurve liegt.

Die Untersuchungen der §§ 104 u. 105, welche, soviel dem Verfas-
ser bekannt ist, zwei bisher noch nicht aufgestellte Gesetze ergeben
haben, diirften geeignet sein, auf die Theorie der Bewegung des
Wassers in Rohrenleitungen, namentlich in gekriimmten Rohren An-

wendung zu finden.

Tabellen iiber dic Reibungs - Koeffizienten.

§ 106. 1. Reibung ebener Flichen, nachdem sie einige Zeit mit
einander in Beriithrung gewesen sind.

Beriihrungsflichen.

Lage der
Fasern.

Zustand der
Flichen.

Versuche von Morin.

Eichenholz auf Eichenholz .

Eichenholz auf Ulmenholz
Ulmenholz auf Eichenholz

Eschen-, Tannen-, Buchen- und
Ebereschenholz auf Eichenholz

Lohgares Leder auf Eichenholz

Schwar- ( auf einer ebenen Fli-
zes che von Eichenholz .
Riemen- ) auf einer Trommel von
leder Eichenholz . . . .
Geflochtener Hanf auf Eichen.

olz
Hanfoe Seile auf Eichenholz

2

Schmiedeeisen auf Eichenholz %

Gufseisen auf Eichenholz .
Messing auf Eichenholz . .

Liderung eines Kolbens von
Rindleder auf Gulseisen
Schwarzes Riemenleder auf ei-

ner gulseisernen Rolle
Gulseisen auf Gufseisen . .
Schmiedeeisen auf Gulseisen
Eichenholz, Ulmenholz, Hainbu-
chenholz, Schmiedeeisen, Guls.
eisen und Bronze, je zwei auf-
einander.

{

|

|

parallel . . . .
parallel .

rechtwinklig .

rechtwinklig . .
Hirnholz des ei-
nen auf dem Lin-
genholze des an-
deren
parallel .

parallel . . . .

parallel . .
rechtwinklig .
parallel . . .

das Leder platt .
das Leder auf der
hohen Kante

parallel . .

rechtwinklig .
parallel . . .
parallel . . .
parallel .
parallel .
parallel . . .
parallel . . .
parallel .

platt oder auf der
hohen Kante

platt . . . . .

*) Die Flichen blichen etwas fettig.
**) Wenn die Beriihrung nicht lange genug gedauert hatte, um das Fett auszupressen.
+) Wenn die Beriihrung so lange gedauert hatte, dafs das Fett ausgeprefst war.

. |trocken .

2

trocken . . . .
mit trockener Seife
abgerieben . .
trocken . . . .
mitWasser benetzt

trocken . . . .

trocken . . . .
nmittrockener Seife
abgeriehen . .
trocken . . . .

trocken . . .

trocken . . .
trocken . . . .
mit Wasserbenetzt

trocken. . . .

trocken .
trocken . . . .
mit Wasserbenetz
trocken . . .
trocken . . . .
mit Wasser benetzt
mit Wasserbenetzt
trocken. . . .
mit Wasserbenetzt
mit Oel, Talg oder
Schweinefett

{trocken . . . .

mit Wasser benetz
trocken . . .
trocken . . .

mit Talg . . .
mit Oel oder
Schweinefett

Rei-

bungs- | Reibungs-

Koeffi- | winkel g.

zient £e.
0,62 310 48’
0,44 23 45
0,54 | 28 22
0,71 35 23
0,43 23 16
0,38 20 49
0,69 34 37
0,41 22 18
0,57 29 41
0,53 27 56
0,61 31 23
043 | 23 16
0,79 38 19
0,74 36 30
0,47 25 11
0,50 26 34
0,87 4¥= 2
0,80 38 40
0,62 31 48
0,65 33 2
0,65 33 2
0,62 31 48
0,62 31 48
0,12 6 51
0,28 15 39
0,38 20 49
0,16 * 9 6
0,19 10 46
0,10™ 5 43
0,15 + 8 32
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3 z Rci}:\fur‘lgs- Reibungs-
Berihrungsflichen. Koef!:zlent A
Versuche von Morin,
Odlithganf Qoligheiian 55, s UGl 0ee Suw & 0,74 | 36° 30’
Muschelkalkcanf Qolith &2, arsibetidie = &S s 0,75 36 52
ZiicgelStein tant QOlth 2 & b SONEEOIGE S 5 0,67 38 4h0
Eichenholz auf Oolith, das Holz vor Hirn . . . . . 0,63 321,43
Schmicddeisen”anf@Oolith ¥ weiond & . @ui o SUingis 0,49 205
Muschelkalk auf Muschelkalk . . . . , . . . . 0,70 35 0
Qolithanf Muschelkalk oo gop 0 oo i o o 0,75 36, x02
Zicgelstem' auf Moschelkalk ., . .0 o 1o ar o o il 0,67 33 50
Schmiedecisen auf Muschelkalk . . . . . . . . 0,42 22 A7
Eichenholz gt Nnschelkalles o ot oo m o0 " 000 0,64 SRg8
Qolith auf Oolith, mit einer Zwischenlage von Mértel,
bestehend aus drei Theilen feinem Sande und einem
Theilg hydraulischem IRk o e v ""36" 30
Weicher Kalkstein auf weichem Kalksteine, gut behauen 0,74 | 36 30
Harter Kalkstein auf dito, dito 0,75 36 52
Gewdhnlicher Ziegelstein auf  dito, dito 0,67 | 33 50
Eichenholz, vor Hirn, auf dito, dito 0,63 32 13
Schmiedeeisen auf dito, dito 049 |26 7
Harter Kalkstein auf hartem Kalksteine, gut behauen 0,70 3070
Weicher Kalkstein auf dito, ¥ dito 0,75 36 b2
Gewdhnlicher Ziegelstein auf  dito, dito 0,67 | 33 50
Eichenholz, vor Hirn, auf dito, dito 0,64 32 37
Schmiedeeisen auf dito, dito 0,42 R 47
‘Weicher Kalkstein auf weichem Kalksteine mit frischem
Nt B e 0,74 |36 30
Versuche von verschiedenen anderen
Beobachtern.
Weicher Quadersandstein auf demselben (Rennie) . . 0,71 SLE L
derselbe auf demselben, mit frischem
Martel” (Renvig)bdsmeeiirast s o - Wilenigi f* 0,66 33 26
Harter, polirter Kalkstein auf demselben . . . . . 0,58 U=
Kalkstein auf Kalkstein, beide Flichen mit dem Meifsel
rauh gemacht (Bonchardi) . , . , . . ., ., 0,78 3758
Gut bearbeiteter Granit auf rauhem Granit (Rennie) . 0,66 33 26
derselbe mit frischem Mortel (Rennie) . 0,49 2 7
Hélzerner Kasten auf Steinpflaster (Regnier) . . . . (v Lo el o LU 4
derselbe auf geschlagener Erde (Herbert) , * 0,33 18 16
Grob behauener VWerkstein auf eier Unterlage von Thon 0,51 2 Lt
dito dito der Thon feucht und milde 0,34 18 47
dito dito der Thon feucht und mit
dickem Sande bedeckt (Greve) . . , . . ., . 0,40 | 21 48

*) Nach einer Berithrung von 10 bis 15 Minuten.
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II. Reibung der Zapfen oder Axen auf ihren Lagern im Zu-
stande der Bewegung.

Nach den Versuchen von Morin,

Beriithrungsflichen,

Zustand der Flichen.

Reibungs - Koeffi-

Wil‘d .
in der
gewdhn- lununter-
lichen |brochen.

WWeise.

zient y, wenn die
Schmiere erneuert

Reibungs-

winkel 9.

Gulseiserne Axen auf
gulseisernen Lagern

Gulseiserne Axen auf
bronzenen Lagern

Gulseiserne Axen auf
Lagern von Pockholz
(lignum sanctum)

Schmiedeeiserne  Axen
auf gufseisernen Lagern

Schmiedeeiserne  Axen
auf bronzenen Lagern

Schmiedeeiserne  Axen
auf Lagern von Pock-
holz (lignum sanctum)

Bronzene Axen auf bron-

zenen Lagern

Bronzene Axen auf guls-

eisernen Lagern

Axen von Pockholz auf

gulseisernen Lagern

Axen von Pockholz auf

Lagern von Pockholz

mit Baumél, Schweine-
fett, Talg u. dinner Wa-
genschmiere bestrichen
mit denselben Fetten u.

‘Wasser
mit Asphalt .

fettig s
fe ttlg und anaefcut,htct
mit Baumdl, Schweine-
fett, Talg und dinner
‘Wagenschmiere
fettig 2

ft,ttlg und 'ln"LfLuLlltLt
kaum fettig

trocken. .

mitOel od. Schwemeiett
mit dergl. abgerieben .
mit einer Mischung aus

Schweinefett u. Molyb=
den abgerieben
mit Baumél, Schweine-
fett, Talg oder diinner
‘Wagenschmiere

mit Baumél, Schweine
fett oder Talg

fettig und angefeuchtet

kaum fettig

mit Oel oder Schweme
fett geschmiert

fettig

mit Oel

mit Schweinefett

mit Oel oder Talg.

mit Schweinefett
fettig

mit Schweinefett

|

m. dicker Wagenschmier,

o 0

0,07
2bis 0,08 z 0’054§‘§ =
4 35
g 008 | 028 %15 o2
3 g
0,054] 0,19 310 e
YT BEING b
PR e
40

0,07
%bis 0,08 § 0’054“ g
3 s B
pig s ghaiag
019 | — |10 46
PABlee ir | ABYAR
T G
oy |eetonl gl gg
§ Bl b ] o
de 0

0,07
[ 807 | o0st) & 5
 Hy

0,07
bie 008 |1 0’054g§ 4
o T By o
019 | — |10 46
0.25 Wl 2
% 0,41 aaibibig oy
2% (5% | | 4 48
0:10 v —omplip 43
8090k 5 hsisBa gl
T o04slg 2 35
{bis0.052]t 2 59
gud)| ik - 8 8L
S5 b %~k 8 32
— 4 0.0 | sl 0
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Von der gemeinschaftlichen Bewegung fester
Systeme.

d’Alembert’sches Prinzip und Beispicle fiir die Anwendung desselben.

§ 107. Denken wir verschiedene feste Systeme, die auf irgend
eine Weise mit einander zusammenhingen, so, dafs sie sich gemein-
schaltlich bewegen miissen, ohne dafs vyir gerade die Bedingung
stellen, dafs sie fest verbunden seien. Wir betrachten die Be-
wegung eines dieser Systeme, und bemerken, dafs der Zusammen-
hang mit den andern Systemen von Einflufs auf die Bewegung die-
ses Systems ist; wir wollen die Kriifte, welche den Einflufs dieses
Zusammenhanges darstellen mit Qy Qyy Q.. und die auf das be-
trachtete System aufserdem angebrachten bewegenden Krifte mit
K, K, K, bezeichnen. Die Krifte Ky K,... und Q, Q,... geben eine
Resultirende, und die Grofse und Richtung dieser Resultirenden
ist maalsgebend fiir die Bewegung des betrachteten Systems. Es sei
P die Resultirende aus simmtlichen auf das betrachtete System an-
gebrachten und aus simmtlichen durch die Einwirkung der verbun-
denen Systeme herriihrenden Kriften, es sei ferner Q die Resulti-
rende aus simmtlichen durch die Einfliisse der verbundenen
Systeme herriihrenden Kriften, und K die Resultirende aus simmili-
chen auf das betrachtete System angebrachten bewegenden
Kriften.

Nun denken wir K zerlegt in zwei Komponenten, von denen
die eine der Gréfse und Richtung nach gleich P, die andere normal
zu P ist, und mit ¥ bezeichnet werden mag; hierdurch haben wir
die simmilichen auf die Bewegung des betrachteten Systems Einflufs
habenden Krifte auf drei Kriifte gebracht, nidmlich 1) die Kompo-
nente P, 2) die Komponente ¥ und 3) die Resultirende aus den
Einfliissen der verbundenen Systeme Q. Diese drei Krifte erzeugen
vereinigt dieselbe Bewegung, welche auch die Kraft P, die der Rich-
tung und Grofse nach gleich der Resultirenden aus allen Krilften
ist, dem System ertheilen wiirde, folglich miissen die Krifte ¥ und
Q im Gleichgewicht sein, d. h. es mufs sein:

M) V4 WV @,

Zerlegen wir diese Krifte nach drei zu einander normalen Ko-
ordinatenaxen und bezeichnen wir die Komponenten mit entspre-
chenden Marken, so mufs sein:

Vi+ Qr=0; Vy+ Qu=0; Vi 4+ Omr=0.

Da aber P die Resultivende aus den Kriften K und Q ist, so

ist auch:
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Pr=K;+ Qrn, Pu=Kn—+ Qu; Puy= Kiu+ Qs
und durch Kombination dieser beiden Gruppen von Gleichungen er-
giebt sich:

1943) VI:— QI:I(I—PI; VII:_ QII: I(Il'_'PII§

Vir— — Om = Kuy — P

Die Krifte Vi, Vi, Vur nennt man die verlornen Kriifte des
Systems, sie werden erhalten, wenn man die auf das System an-
gebrachten bewegenden Krifte Kp, Ky... zerlegt nach der Richtung,
in welcher das System sich wirklich bewegt und normal dazu.
Die Krifte Py, Pi, Piz nennt man die reservirten Kréfte des be-
trachteten Systems, und es folgt aus dieser Darstellung folgen-
des Gesetz:

1) Die verlornen Kriifte eines festen Systems, wel-
ches sich gemeinschaftlich mit andern verbunde-
nen Systemen bewegt, sind in jedem Augenblick
mit den Kriften, die durch den Einflufs der ver-
bundenen Systeme bedingt werden, im Gleich-
gewicht.

2) Die Komponenten der verlornen Krifte fir drei
beliebige Koordinatenaxen sind in jedem Augen-
blick gleich der Differenz der Komponenten der
auf das betrachtete System angebrachten und der
reservirten Krifte auf dieselben Axen bezogen.

Diese Gesetze pflegt man das d’Alembert’sche Prinzip zu
nennen.

Als Beispiel fiir die Anwendung des d’Alembert’schen Prinzips
wollen wir die Aufgabe in § 103 benutzen, indem wir die Figur
und die Bezeichnungen vollstindig beibehalten, und annehmen, dals
die Rider des Wagens simmtlich gleich grols sind, gleiche Zapfen-
halbmesser haben, gleiche Belastungen tragen und gleiche Trigheits-
momente haben. Fiir den Grenzzustand des Gleichgewichts gegen
Bewegung im Sinne des Druckes P gilt die Bedingungs- Glei-
chung 190):

P=kQ,
wenn wir mit & die rechte Seite jener Gleichung bezeichnen. So-
bald P grofser wird, etwa den Werth P+ P=kQ—+ P =K be-
kommt, ist die bewegende Kraft, welche auf das gleitende System
einwirkt offenbar:
P .(sinf 4 p.cosp)=(K— kQ).(sinf 4+ p.cosp).
Bewegt sich das System, dessen Gewicht nun K ist mit einer Ge-
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schwindigkeit, deren Aenderungsmaals gleich f ist, so ist die reser-
virte Kraft offenbar Mf und folglich die verlorene Kraft:
195) V= (K—kQ) . (sin B + p. cosf) — Mf.

Diese verlorene Kraft mufs gleich und entgegengesetzt sein den
Kriften, welche durch den Einflufs der beiden andern beweglichen
Systeme, nimlich der Rolle und des Wagens entstehen, und welche
durch das Seil auf das betrachtete System iibertragen werden. Ist das
Trigheitsmoment der Rolle J,, so ist die Kraft, welche am Umfange
der Rolle wirksam sein mufs, um derselben ein Aenderungsmaals
der Peripheriegeschwindigkeit gleich f oder ein solches der Winkel-

Jlli.’f , und da diese Kraft

geschwindigkeit — % zu ertheilen gleich

offenbar der Bewegung des Systems K entgegenwirkt, so ist der Ein-
flufs der Rolle auf die Bewegung dieses Systems:

ey

7l

Die Masse des Wagens M’ bewegt sich mit demselben Aende-

rungsmaals f aufwiirts. Der Druck, welcher dieses Aenderungsmaals
in der Masse bewirkt, und welcher parallel mit der geneigten Ebene
durch den Mittelpunkt der Réder zu denken ist, findet sich durch
Gleichung 177):

.(J,+ M,.a?
0 =LYt M ah)
wenn J, das Trigheitsmoment der Riider, M, die Masse des ganzen
Wagens, und @ den Halbmesser der Riider bezeichnet. Dieser Druck
wirkt, mit Beriicksichtigung der Steifheit des Seiles an dem Hebels-
arm R ~+ z (Gleichung 185a) und entspricht, auf den Hebelsarm R

x

R
stems K entgegenwirkt, und dessen Einflufs auf dieses System also
durch:

reduzirt, einen Druck Q.. = , welcher der Bewegung des Sy-

. J,+M,.a®’) R4z

195a) —f. = -~
auszudriicken ist.

Demnach sind die Einflisse der beiden andern beweglichen
Systeme auf das betrachtete System zusammen:
J,+M,.a? R+x§

a* Y
und wir haben folglich nach No. 1 des oben entwickelten Gesetzes:

T g iR
195¢) V—F. s + 2t uca? Bbs} g

1950) —f.§0 4
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und indem wir fir V den oben bezeichneten Werth selzen und
entwickeln:
195d) f= (K;kQ).(Sinﬁj—M.c;:?_
M+R—;+(M“+T;’) A
worin f das Aenderungsmaals der Geschwindigkeit ist, mit welcher
das System K abwirts gleitet;

K= Mg das Gewicht dieses Systems;

Q = M,g das Gewicht des Wagens mit den Ridern;

J, das Triigheitsmoment, B der Halbmesser der Rolle;

J, das Triigheitsmoment, @ der Halbmesser der Wagenriider;

8 der stumpfe Winkel, welchen die geneigte Ebene auf der
K gleitet, mit der Horizontalen macht;

k das Verhiltnifs des Gewichtes, welches auf der Seite von K
wirksam sein mufs, um das ganze System in den Grenzzustand des
Gleitens nach K hin zu bringen, zu dem Gewicht des Wagens Q
(Gleichung 190), endlich

o die Vergrofserung des Hebelsarms der Last vermoge der Steif-
heit des Seils (Gleichung 185a).

Prinzip der Uebertragung der Arbeit.

§ 108. Kehren wir zu den Betrachtungen des § 92 zuriick.
Wir denken wiederum zwei feste Systeme, welche wir mit I und
1I bezeichnen wollen. Das System I kann auf dem System II sich
verschieben, aber das System II bewegt sich dabei gleichzeitig nach
irgend einer gegebenen Richtung. Wir haben gesehen, dafs dann
nach dieser Richtung das erste System auf das zweite einen Druck
ausiibt, welcher durch Gleichung 162):

K= ME. (/" — ™)
zu bestimmen ist, wenn M* die Masse des ersten (gleitenden)
Systems, f* das Aenderungsmaafs des auf dieses System einwirken-
den Drucks fiir die Richtung der gemeinschaftlichen Bewegung, und
f# das Aenderungsmaals der Geschwindigkeit des zweiten (auswei-
chenden) Systems bezeichnen. Wenn wiihrend der gemeinschaft-
lichen Bewegung in der Richinng dieser Bewegung das Wegele-
ment da durchlaufen wird, so ist die Leistung dieses Druckes
K.da= M*.(f*—f").da.

Wenn das ausweichende System sich allein bewegte, ohne dals
eine Einwirkung des gleitenden Systems statt finde, so wviirde bei
Durchlaufung des Wegelementes da nun die Leistung da . K ver-
richtet worden sein, durch die Einwirkung des gleitenden Systems
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aber ist nach dieser Richtung noch die Arbeit K .da hinzugekom-
men, und wir nennen diese Arbeit K.da, daher die von dem glei-
tenden System auf das ausweichende System iibertragene Ar=
beit.

Es bezeichne U die iibertragene Arbeit, so besteht die
Gleichung:

196) dU=M'.(f*—f%.de=K.da.

Die iibertragene Arbeit ist gleich Null, entweder wenn da
gleich Null ist, oder wenn f7— fZ — ¢ ist, der erste Fall setzt vor-
aus, dafs @iberhaupt kein Wegelement von beiden Systemen gemein-
schaftlich durchlaufen wird, dafs folglich das System 1II ein fixes
System sei, der andere Fall setzt voraus, dafs das ausweichende Sy-
stem mit derselben Geschwindigkeit ausweicht, welche auch durch
den Druck der auf das gleitende System wirkenden Krifte nach
dieser Richtung bedingt werden wiirde. Zwischen diesen beiden
Grenzen kann es Werthe von fZ und da geben, welche die iiber-
tragene Arbeit zu einem Maximum machen; die Bestimmung die-
ser Werthe ist von der Natur des vorliegenden Falles abhiingig.

Die Gleichung fiir U kann auch so geschrieben werden:

AU = (M*f*— N'f1) . da.

Nun ist aber Mf* die Komponente der Resultirenden aller
auf das System angebrachten Krifte fiir die Richtung der Bewe-
gung, [™ dagegegen das Aenderungsmaals der Geschwindigkeit,
mit welcher das System sich nach dieser Richtung wirklich bewegt,
folglich M*f” die Komponente des Druckes, welcher die Bewegung
des Systems wirklich bedingt, d. i. nach dem vorigen Paragraphen
die Komponente der reservirten Kraft fiir diese Richtung, daher
ist M7 f*— M*f¥ nichts anderes als die Komponente der verlornen
Kraft des beweglichen Systems, und daher d I/ — (M ff— M. da
nichts anderes, als die Arbeit der verlornen Kraft. Hierin
liegt der Satz:

Wenn zwei materielle Systeme sich bewegen, so
dals das eine auf dem andern sich verschiebt, so
ist die Arbeit der verlornen Kraft des einen Sy-
stems fiir die Richtung der gemeinschaftlichen
Bewegung gleich der an das andere System iiber-
tragenen Arbeit.
Von der absoluten Bewegung.
Verzeichnung des absoluten ‘Weges.

§ 109. Wenn zwei feste Systeme sich gemeinschaltlich bewe-

gen, wihrend das eine sich auf dem andern verschiebt, so ist die
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absolute Bewegung dieses verschiehbaren Systems die Resultirende
aus der Bewegung in der Richtung der Verschiebung, und aus der
Bewegung in der Richtung des Ausweichens. Kennt man in jedem
Zeitelement die Geschwindigkeiten dieser beiden Bewegungen, so
lifst sich der absolute Weg des verschiebbaren Systems leicht kon-
struiren. Ist umgekehrt der absolute Weg bekannt, und die Rich-
tung, in welcher das ausweichende System sich bewegt, so kann
man, wenn man in jedem Augenblicke die Geschyindigkeiten kennt,
die Bahn des Gleitens konstruiren, indem man die Bedingung fest-
hilt, dafs die Systeme fortwihrend in Berithrung sein sollen.

Wir werden bei einer spitern Veranlassung auf die Methoden
der Verzeichnung des absoluten Weges, und der Bahn des Gleitens
nither eingehen.

Stofs fester Systeme.

Grundgesetze des Stolses.

§ 110. Wenn zwei feste Systeme, die sich nicht beriihren, sich
so bewegen, dafs sie in irgend einem Augenblick sich treffen, so iibt
das eine System auf das andere eine gewisse Wirkung aus, indem
es im Allgemeinen der Geschwindigkeit des andern Systems eine
Aenderung ertheilt. Erfolgt diese Aenderung plétzlich, so nennen
wir die Einwirkung des einen Systems auf das andere einen Stofs.
Die Wirkung des Stofses ist also immer als die Wirkung einer
momentan wirkenden Kraft anzusehen (§ 10).

Wir nennen das eine von beiden Systemen das stofsende,
das andere das gestolsene, wobei es gleichgiltig ist, welches von
beiden Systemen wir als das stofsende und welches als das ge-
stofsene betrachten wvollen.

Nun nennen wir die Masse des stofsenden Systems #” und die
Geschwindigkeit, mit welcher dasselbe sich vor dem Stolse be-
wegt ¢, diejenige nach dem Stolse ¢ ferner moge M* die Masse
des gestofsenen Systems, und v und o, die Geschwindigkeiten desselben
vor und nach dem Stofse sein. Zerlegen wir die Geschwindigkeiten
cu.c, v u. v, nach der Richtung dreier angenommenen Koordinatenaxen,
und bezeichnen wir die Komponenten durch entsprechende Marken,
so ist offenbar die Leistung, welche in dem gestolsenen System
hervorgebracht werden mufs, indem dasselbe aus der Geschwin-
digkeit ¢ in die Geschwindigkeit ¢, iibergeht, fiir die Richtung der
drei Axen, da man es hier mit momentan wirkenden Kriften
zu thun hat, nach Gleichung 45):

M. (ef—cY); M'.(cH— s  ME. (¢ — ™).
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Diese Leistung erscheint aber als Leistung der Massenwider-
stinde, die sich der Geschwindigkeitsiinderung entgegensetzen, sie
mufs nach dem Gesetz No. 4. § 86 (S. 167) mit der Leistung der
bewegenden Krifte in jedem Augenblick im Gleichgewicht sein.
Die Leistung der bewegenden Krifte ist aber nichts anderes, als
diejenige Leistung, welche das stofsende System abgiebt, indem es
die Geschwindigkeitsiinderung von v in o, erleidet, und fiir die drei
Axen hat man diese Leistung:

MI. (vll~ ”I); MII 5 (vlll__ 'DII); MII' (vIII_I_ UIII).
Hiernach miissen zufolge des eben genannten Gesetzes die Gleich-
gewichtsbedingungen statt finden:
M. (c!—¢c)+ M2 (v} — o)) =0
MI 4 (clll_ cII) -+ MII. (UIII_ 1711) = 0
MI. (CIIII'—' cIII) S MII' (,leII_ ’DIII) — O.

Hieraus ergeben sich folgende Gleichungen durch einfache Ent-
wickelung: M+ M"o' = Mic! + Mo}t
1973.) ; MICII—'- MIIDII= MICIII+ MIIDIII

MICIII+ MII”III: MICIIII"— MIIDlIII-

Nach § 22. S. 26 nennt man das Produkt aus Masse und Ge-
schwindigkeit die Grofse der Bewegung, und es liegt in der
Gleichung 197a) der Satz:

Wenn zwei feste Systeme stofsend auf einander
wirken, und es werden die Komponenten der Ge-
schwindigkeiten fiir irgend eine der Koordina-
tenaxen durch den Stofls in beiden Systemen ge-
indert, so ist gleichwohl die Summe der Grofsen
der Bewegung beider Systeme vor der Geschwin-
digkeitsinderung eben so grofs als nach der Ge-
schwindigkeitsinderung.

Nach Vollendung des Stofses konnen folgende Fille eintreten:

a) Die Korper trennen sich nach Vollendung des Stofses von
einander; oder:
b) die Kérper bleiben nach dem Stofse in Beriihrung mit einander.

Welcher von beiden Fillen aber auch stattfinden moge, so
bleiben doch die beiden Systeme wiihrend der Zeitdauer,
in welcher der Stols statt findet, in Berithrung, und miis-
sen fiir diese Zeitdauer, man mag dieselbe als unendlich klein, oder
nur als sehr klein anschen, als zwei Systeme betrachtet werden, die
sich nicht trennen kénnen. Wenn aber die Systeme wihrend
der Dauer der Betrachtung in Berithrung bleiben, so kom-
men die Gesetze des § 92 (S. 186) in Anwendung, und es sind dann

197)
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die beiden Fille moglich, dafs das ecine System sich auf dem an-
dern verschieben kann, oder dafs eine Verschiebung nicht
moglich ist.

Wenn wihrend des Stofses die heiden Systeme sich nicht ver-
schieben konnen, so miissen sie sich vollkommen gemeinschaftlich
bewegen, d.h. sie miissen eine gleich grofse Geschwindigkeit nach
derselben Richtung besitzen, und folglich miissen auch die Kompo-
nenten dieser Geschwindigkeit fiir die drei Axen wihrend des Stolses
gleich grofs sein. d. h. man hat unter dieser Voraussetzung:

vi=ck oHZ=0c% o = ¢
und dann folgt aus Gleichung 197 a) fiir die Komponenten der ge-
meinschaftlichen Geschwindigkeit:
P G

vl = gy i
MICII AL MII,DII
197b) ’DIII o ———In—l:l_—ln—u*_
MICIII_I" MII,UIII
oM =

Aus welchen Gleichungen sich die resultirende Geschwindig-
keit der Richtung und Gréfse nach bestimmen Lifst.

Wenn dagegen das eine System auf dem andern gleiten kann, so
denken wir die Richtung des Gleitens nach fritheren Regeln bestimmt,
nehmen dieselbe als dritte Axe des Koordinatensystems an, und zerle-
gen die Geschwindigkeiten des stofsenden und des gestolsenen Sy-
stems nach dieser Richtung und nach zwei Axen, die normal dazu
sind. Nun findet eine Einwirkung der Korper auf einander (abge-
schen von der Reibung) in der Richtung, in welcher ein Gleiten
moglich ist, nicht statt, folglich findet auch nach dieser Rich-
tung keine Geschwindigkeitsinderung statt, dagegen miissen
beide Systeme nach jeder Richtung, die normal zur Richiung des
Gleitens ist, wiihrend des Stofses gleiche Geschwindigkeiten besitzen,
daher hat man fiir die beiden Axen, die normal zur Richtung des
Gleitens sind:

I — nl, I — o1
vi="es "o Hi==ie,

‘ 3
wogegen fiir die Richtung des Gleitens die Geschwindigkeiten un-

geiindert bleiben. Die Gleichungen ergeben also:
Mlcl+ MII,DI

I gyl =
bt 2o Pl e g e
TR M+ MM
T AT 940897
197¢) o, ity s Mic" + H70™
e e e Mt =l b/ e
C,IH o cIII; DIHI — ,DIII.
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Wenn die Richtung des Gleitens in derselben Ebene liegt, wel-
che man durch die Richtungen der bheiden Geschwindigkeiten » und
¢ legen kann, und man nimmt die Linie, welche normal ist zu
dieser Ebene, als erste Axe an, die Richtung des Gleitens als dritte
Axe, so gehen die Gleichungen iiber in:

01—01 g Mlcl+ MIIQJI

AR R v
L ¢Hf=0; v72=0; ¢=0; v=0

CIIII= CIII; ,DIIII — 0111‘

Nach den Gleichungen 197b), c), d) sind die Gesetze fiir dic
Geschwindigkeiten wihrend des Stofses fiir jede Koordinatenaxe, in
welcher eine Geschwindigkeitsinderung eintritt, vollkommen iiber-
cinstimmend, und wir wollen daher im F olgenden nur die Gesetze
fir eine Koordinatenaxe besprechen, indem wir von vorne herein
annehmen, dafs die Koordinatenaxen in dem ersten Fall (Gleichung
197b) beliebig, in den beiden andern Fillen (Gleichung 197 ¢ und
d) so angenommen worden sind, wie dort vorausgesetzt worden ist.
Wir verstehen also von jetzt ab unter ce, vo, die Kom-
ponenten der Geschwindigkeiten nach der Richtung ir-
gend einer Axe, in welcher Geschvvindigkeitsiindcrung
statt findet, indem wvir die Marken I, II, III fortlassen.

Wenn das stofsende System vor dem Stofse die Geschwindig-
keit » und nach dem Stolse die Geschwindigkeit ©, hat, so hat
dasselbe durch den Stofs cine lebendige Kraft abgegeben, welche
sich ausdriickt durch:

M7, (02 —o,2).

Diese von dem stofsenden System abgegebene lebendige Kraft
geht im Augenblick des Stofses nur zum Theil an das gestolsene
System iiber, denn dasselbe bewegt sich, nachdem der Stofs erfolgt
ist, mit der Geschwindigkeit ¢, = v,, hat also einen Zuwachs an le-
bendiger Kraft erhalten, der gleich #*. (v,2 — c?) ist; der Rest der
lebendigen Kraft also, der Werth:

M7 . (02 —02) — M. (0,2 — ¢?)
::M".(n+v,).(v—v‘)——ﬂl’.(b,+c).(v,—c)
muls irgend eine andere Arbeit verrichten, und durch dieselbe ver-
braucht werden. Diese Arbeit besteht im Allgemeinen in der Form-
verdinderung der beiden Systeme, und wenn wir dieselbe Arbeit
mit X (K.ds) bezeichnen, so ist sie nach Gleichung 49) gleich der
halben lebendigen Kraft, welche darauf verwendet worden ist. Wip
haben also zu setzen:
22K ds)=M".(v4+0).(v —v) — M. (v ~+c).(v,—c),
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da nun nach Gleichung 197) M*.(v,—¢) =M".(v —v), und in-

4 M.l ]’[II i
dem wir v, = »1%%7”79 nach Gleichung 197b) setzen, auch
MII. MI
M. (v,—c)= m.(v—c) ist, so folgt, die auf Formver-
inderung wirkende Arbeit oder die verlorne lebendige Kraft:
MII_ MI
23 (Kuds) = IR (0o—c).[(v4+2)— (v,+ ¢)]

. W ne. mr

war e ©— 9 = g v

worin wir néimlich unter » die Differenz der Komponenten der Ge-

schwindigkeiten der beiden Systeme, nach der Richtung der be-

trachteten Koordinatenaxe verstehen. Hierin liegt der Satz:
Wenn zwei Systeme stofsend auf einander wir-
ken, und es erleiden fiir irgend eine Koordina-
tenaxe die Komponenten der Geschwindigkeiten
Aenderungen, so ist die lebendige Kraft, welche
in der Richtung dieser Axe auf Formverinderung
der beiden Systeme wirkt, gleich dem Produkt
aus dem Quadrat der Differenz der Komponenten
der Geschwindigkeiten, welche die beiden Sy-
steme vor dem Stofse besafsen, multiplizirt mit
dem Verhiltnifs zwischen dem Produkt und der
Summe der Massen.

Dies Verhiltnils nennt man das harmonische Mittel der
Massen. '

Die beiden Gleichungen 197a) und 198), und die aus densel-
ben hergeleiteten Gesetze sind die Grundgesetze fiir die Wirkung
zweier festen Systeme aufeinander, wenn dieselben stofsend zu-
sammentreffen.

198) 23(K. ds) =

Bestimmung der lebendigen Kraft, welche durch den Stofs auf Formverinde-
rung der Systeme wirkt — Geschwindigkeiten nach Wiederherstellung der
Formverinderung.

§ 111. Untersuchen wir nunmehr die auf Formverinderung
der beiden Systeme wirkende Arbeit. Es seien ' und A*
die linearen Verlingerungen oder Verkiirzungen, welche die beiden
Systeme in dem Augenblick erlitten haben, in welchem dieselben
nach der Richtung der betrachteten Koordinatenaxe die gemeinschaft-
lichen Geschwindigkeiten v, = ¢, angenommen haben, und zwar sind
AT und A7 in der Richtung derselben Axe gemessen. Nun ist offen-

1L 17
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bar das Wegelement ds, welches der Druck der sich der Form-
verinderung widersetzt, durchliunft
ds = dM + dA™
Nach den im ersten Theile dieses Werkes S. 193 entwickelten
Gesetzen, besteht aber die Gleichung:
ol el i 1l
o g dsd
wenn FE den Elasticitiits-Modulus,
P den Druck, welcher auf Verlingerung oder Verkiirzung
wirkt,
F den Querschnitt des Systems normal zum Druck P2,
! die urspriingliche Liinge, und
A die Verlingerung oder Verkiirzung
bezeichnet.
Hiernach ist:
E.F

P= ; A
und das Arbeitselement dieser Formverinderung:
Prdl it

folglich die Gesammtleistung, die der Formveriinderung von 0 bis 2

entspricht:
0 . 0
!P.dl:—r S,

N
Wenn F konstant ist kénnen wir integriven, und es folgt:

¢ e e

: 0
199) fp.an=2T 1 =E 1
N

7 A=

Bk

|

Hieraus folgt:
Die Arbeit, welche einer gewissen linearen Ver-
lingerung oder Verkiirzung eines festen Systems
entspricht, ist gleich dem halben Produkt aus dem
Druck, welcher der durch diese Formverinderung
entstehenden grofsten Spannung das Gleichge-
wicht hilt in den Werth der Verlingerung oder
Verkiirzung.

Da aber die Gleichung

P l

1998) E:F . T

nur- gilt fir Verlingerungen oder Verkiirzungen innerhalb der Grenze
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der vollkommenen Elastizitiit, so gilt auch das entwickelte
Gesetz nur innerhalb dieser Grenzen.

Nun wiirden wir fiir vollkommen elastische Systeme, oder
so lange iiberhaupt die Formverinderungen sich innerhalb der
Grenze der vollkommenen Elastizitiit befinden, die Arbeit,
welche auf Formverinderung der beiden Systeme wirkt, setzen
konnen

3 (K.ds) = L1(P1.M + P1.31),

Da aber der Druck PL welcher die Verkiirzung A7 bewirkt, offen-
bar derselbe ist, welcher die Verkiirzung A” bewirkt, so ist PT=P”
und wenn wir diesen Druck allgemein mit P bezeichnen, so ist:
199b) 2 (Kds) :%P. (AF 4 27),
Wenn wir nach der Gleichung fiir E (199a) die Werthe von
A* und A7 entwickeln, so ergiebt sich, indem wir die den heiden
Systemen entsprechen Werthe mit Marken bezeichnen:

ll lII
1990) Z(K.ds) e (W—l— W)

und vermége der Gleichung 198 ergiebt sich:

Ir 4 L I IT jp1r
P SR

Durch diese Gleichung ist man im Stande, den grofsten Druck
zu bestimmen, welcher, durch den Stofs hervorgerufen, auf Form-
verinderung der beiden Systeme wirksam ist, so lange man dic bei-
den Systeme als vollkommen elastisch betrachtet.

Ist das eine von beiden Systemen, z. B. das System II, voll-
kommen hart, so dafs es gar keine Formverinderung erleidet, so
ist 4 = 0, und die Entwickelung wiirde ergeben:

ik mr.m" v B Bl
199¢) P—u.‘/(”[I_'_MII) : ( I )

Wenn dagegen beide Systeme als absolut hart angenom-
men werden, so wiirde sich der auf Formverinderung wirkende
Druck als unendlich grofs ergeben.

Denken wir nunmehr zwei Systeme, die nicht vollkommen
elastisch sind, oder setzen wir allgemeiner voraus, die Formveriin-
derungen iiberschreiten die Grenzen der vollkommenen Elastizitit,
und es entstehen bleibende Formverinderungen. In diesem Falle
werden allerdings auch die Verlingerungen und Verkiirzungen
Funktionen der Drucke sein, durch welche sie erzeugt werden; aber
es ist nicht mehr zuliissig, dieselben, wie wir es vermoge der Glei-

7%
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einfach proportinal diesen Druk-

chung 1 = P. R
ken zu setzen. So lange nun die Abhingigkeit dieser Formverin-
derungen von den Drucken nicht bekannt ist, kann man auch die
Gleichung

K.ds=P.(dMN+di?)
nicht integriren, und die Aufgabe, den auf Formveriindernng wvir-
kenden Druck zu bestimmen, bleibt ungelost.

Niherungsweise mag es zulissig sein die Voraus-
setzung, dals die Verkiirzungen in direktem Verhéltnifs
zu den Drucken stehen, auch noch fiir Formverinderun-
gen gelten zu lassen, die aulserhalb der Grenze der voll-
kommenen Elastizitit liegen, und nur unter dieser Annahme
gelten die Gleichungen 199) bis 199e) auch fiir nicht
vollkommen elastische Systeme.

Sobald durch den Zusammenstols zweier festen Systeme Form-
veridnderung entweder in beiden oder nur in einem von beiden Sy-
stemen erfolgt ist, bleibt entweder diese Formverinderung beste-
hen, oder die Systeme stellen vyieder ihre urspriingliche Form ganz
oder theilweise her. Wenn die Formverinderung bestehen bleibt,
so ist das auf Formverinderung wirkende Arbeitsmoment durch die-
selbe konsumirt, wenn dagegen die Systeme sich vvieder ausdehnen,
so wird durch diese Ausdehnung eine gewisse Kraft frei und wirkt
auf Erzeugung von Geschwindigkeit.

Wenn die durch die Herstellung der urspriinglichen Form wie-
der frei gewordene Arbeit (wiedergewonnene lebendige Kraft) ein
gewisser Theil, etwa &, der auf die Formverinderung verwandten
Arbeit ist, so wiirde die nach Verlauf einer Zeitdauer, welche die
Zusammendriickung und Ausdehnung umfafst (Dauer des Stofses)
verlorene Arbeit sich ausdriicken nach Gleichung 198 durch:

M. He M. gz
200) 3 < u? C W M —&.u’. M M")
i o

folglich gelten zur Bestimmung der Geschwindigkeiten vor und nach
dem Stolse die Bedingungs-Gleichungen (197 und 196):

Mre 4+ M%0 = Mc,+ M7,
1)/ B £
w12
Wenn wir nun die zweite Gleichung mit M? —+ M multipli-

M. (02 —o02)— M. (¢ —c?) = u>.
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ziren, die erste Gleichung quadriren, auf Null bringen, von der er-
sten abziehen und gehorig ordnen, so ergiebt sich:

MEZ. ML, (0? + ¢ — 20.¢c) — M. M. (02 ¢ — 20,.c)

=2 MLHZ.(1—¢), :
oder, wenn wir mit M7 M* dividiren, und beachten, dafs u? =(v—¢)®
(Gleichung 198) also gleich o? 4+ c* —2v. ¢ ist, so ergiebt sich:
2002) ¢,— v, =u.]/ ¢
Aus dieser Gleichung und aus der Gleichung 1972)
MIC -+ MII,D — Mlcl 4 MII,D‘

folgt nun:
M.lc + MIIU MI
0= G E (v—-c) R 1]
200b) Mie + M5 Jess

o= gy gz + O~ eV

Diese Gleichung lehrt die Geschwindigkeiten finden, welche die
beiden Systeme in dem Augenblicke besitzen, wo die durch den
Stofs bewirkte Verinderung der Form sich wiederher-
gestellt hat. Ist diese Wiederherstellung vollstindig erfolgt, so
ist e — 1 zu setzen, ist sie dagegen gar nicht erfolgt, so ist e=0
zu setzen,

Ist die gestofsene Masse M’ gegen M unendlich grofs, und ist
dieselbe in Ruhe, also ¢ = 0, so ist:

vl

2
200c) v,=—10.]/8 &= T) :

Nach Newton *) ist:
fir Elfenbein . . . . 8= (§)? =079
5 et e i S T S = 0B
. Kork, Stahl, Wolle &= (5)* = 0,309,
wobei vorausgesetzt ist, dafs der eine Korper, nimlich der stofsende,
die Kugelform, der gestofsene die Plattenform hat.
Im Allgemeinen sind die Gesetze des Stofses und die durch
denselben erfolgenden Formverdnderungen noch nicht geniigend auf-

geklirt.

Stofs auf ein festes System, welches um eine fixe Axe rotirt. Maals fir die
Stofswirkung.

§ 112. Denken wir ein festes System, welches um eine fixe
Axe rotirt; die fixe Axe sei die dritte Axe eines Koordinaten-
systems, dessen beide anderen Axen in einer Ebene liegen, welche

) Weisbach, Ingenieur und Maschinen-Mechanik, Theil I § 278.
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normal zur fixen Axe ist. Wir nehmen einen beliehigen Punkt der
fixen Axe als Anfangspunkt der Koordinaten, und es seien XY, Z
die Koordinaten des Schwerpunktes. M? sei die Masse des rotiren-
den Systems, w die Winkelgeschwindigkeit, welche das System be-
sitzt in dem Augenblicke, in welchem ein zweites System, dessen
Masse M* ist, mit der Geschwindigkeit v auf das rotirende System stofst.
Der getroffene Punkt habe die Koordinaten ,,y,,5 und die Rich-
tung der Geschwindigkeit, mit welcher der Stofs erfolgt, mache mit
den drei Axen die Winkel ¢, §, 7.

Der Abstand des getroffenen Punktes von der Dreh-
axe ist:

a) rn=1(*+y?).

Ist J; das Triigheitsmoment des rotirenden Systems in Be-
zug auf die Drehaxe, so ist die auf den Abstand r reduzirte Masse
nach Gleichung 147¢), S. 161:

b) M,’:-_ri’z.
‘

Die Peripheriegeschwindigkeit in dem getroffenen Punkte
ist wr, die Richtung derselben bilde mit den drei Axen die Win-
kel e, 8, 7,, dann ist:

cose, =sin B, = -%-
i
o cos 3, = sin o, = _;,_
{
cosy, = 0; 7, = 90,

Nun denken wir den Stofs in derselben Weise erfolgend, als
ob in dem Augenblick des Stofses die reduzirte Masse M} frei mit der
Masse M¥ zusammenstiefse. Die Komponenten der Geschwindigkei-
ten der gestolsenen Masse M! sind nun fiir die drei Axen:

' =wr,cose; cT=wr.cosf; ¢Z=0
d) L — 2 I —
o =iini),; = wihe)

Die Komponenten der stofsenden Masse M7 sind fiir diesel-
ben Axen:

e) o'=ov.cose; oZ=wv.cosf; v =0.cosy.

Wir behandeln nur den Fall, dafs die beiden Systeme sich
wihrend des Stofses vollkommen gemeinschafilich bewegen miissen,
dals folglich wihrend des Stofses eine Verschiebung der
beiden Systeme nicht moglich sei. Dann ergeben sich nach
Gleichung 197b) die gemeinschaftlichen Geschwindigkei-
ten, welche beide Systeme annehmen miifsten, wenn sie beide
vollkommen frei wiiren:
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i MR g0 oy M 0,008 &

YT e NI+ nz
M.w.z, 4+ M".v.cos
201)-\ o= 1'},[+ i B
p I — w 3
i e Mll_l_ 1’11[

Nun ist aber das gestofsene System im Augenblick des Stofses
nicht wirklich frei, sondern es ist gezvwungen sich um eine Axe zu
drehen, die durch die beiden fixen Punkte geht, es kann also nach
der Richtung der fixen Axe gar nicht ausweichen, und es folgt
daraus, dafs durch die fixen Punkte eine Stofswirkung in der
Richtung der Drehaxe aufgehoben werden muls, welche dem
Stofs der Massen M~ M*™ mit der Geschwindigkeit v entspricht.
Die durch die fixen Punkte in der Richtung der ersten Axe
aufgehobene Stofswirkung ist also:

201a) Wi= (M}+ HN"). pli— M. p . cosy

Die beiden andern Komponenten o und oM wviirden eine re-

sultirende Geschwindigkeit geben, welche sich ausdriickt durch:
vy = 1/ (072 o)
und welche mit den beiden Axen die Winkel bildet: e, und §,;

es ist:
;i

v
— i i .
cos ¢, = -~ = sin Bl
u
1
)
L — ot
cos B, = ot

i

Diese resultirende Geschwindigkeit bilde mit der Peri-
pherie des Kreises, in welchem der getroffene Punki gezyvungen st
sich zu bewegen, den Winkel ¢; es ist nach einem bekannten Ge-
setz der analytischen Geometrie:

Cos & = C0S &, . COS ¢, —+ C08 B, - cos 3, -+ cos 7,. €os 7,
oder durch Einsetzung der oben bestimmten Werthe:
14 11

I

1 v T v
coss::—JL el AP el
v

f) ot
dak, 26 = 6. 3ol z; 0] _y,.v,”)
sine =1/ (1—cose )--(—-——r‘.”” Yoo N
Wenn wir nun die resultirende Geschyindigkeit in zwei Kom-
ponenten p und g zerlegen, von denen die eine p in der Richtung
der wirklich moglichen Bewegung, d. i. in der Richtung der Peri-
pherie liegt, die andere aber normal dazu ist, so erhalten wir die
Werthe:

" rl ,Dll
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P :w,,.coss:—‘;/—"- of 4 —-:i-.v,",
{
die andere Komponente:
H e &,
q_.v,,.sms.._i(—r:—.v,’— %—’ 17,”)
oder wenn wir fiir »7 und v die obigen Werthe setzen, so ergiebt
sich, mit Beriicksichtigung dafs ¢ -y =r? (Gleichung a) ist:
M, wr,+ M7, % (cos .y, ~+cosB.x)
—_— ‘
201b) )P = 4 M=

p44
)
q:tm e -(cosa.x,—cosf.y).
{ i

Nennen wir den Winkel, welchen die Richtung der Stofsge-
schwindigkeit mit der Richtung der Peripherie bildet, in
welcher der getroffene Punkt gezwungen ist, sich zu bewegen 9, so ist

; cos6:cosa.cosa‘+cosﬁ.c0sﬁ,+cosy.cosy,
& Y

X,
=cosa.*“4cosf.L,
rl rl

und daher ist auch:

I 17
2010)17‘-:]”’ -w.r, - M7 .v.cos 8

]’[II_,_MH

Da nun aber das rotirende System auch im Augenblick des
Stofses sich nur nach der Richtung der Peripheriegeschwindigkeit
bewegen kann, da es also keine Komponente normal zu die-
ser Richtung besitzen kann, so mufs durch die Bedingung, dafs
dafs das System eine fixe Axe haben soll die Komponente ¢ durch
die Reaktion dieser fixen Axe aufgehoben werden, und die fixe
Axe muls also einer Stofswirkung, die dieser Komponente ¢ ent-
spricht, das ist einer Stolswirkung

201d) WH == g (M* 4+ M) = = M.~ (cosat.,— cosf.y)

Widerstand leisten. Diese Stofswirkung ist in dem getroffenen Punkte
normal zur Peripherie, also radial zu denken.

Der getroffene Punkt kann also in dem Augenblick des Stofses
nur die Komponente p wirklich annehmen; die derselben entspre-

chende Winkelgeschwindigkeit ist 0= —Tp—, das ist:
)

ME.ow +M”.~;’—.cos6
M,‘+M'l’
v
nE.w < M".F.(cosoc.y,+ cosfB.z)
]’Ill_'_MIl (|

w, =

201e)

—
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Es ist mithin der Zuwachs an Winkelgeschwindiglkeit, welchen
das System erhiilt:

M,’.w+M”.;v—.cos6

S e o i 18
alin & Wi+ M= g
Lt (v 5 >
=— , | —.C080— W |,
]”ll_l_ MII T,

Die Zeitdauer, in welcher diese Aenderung der Winkelgeschwin-
digkeit erfolgt mag sehr klein sein, wir modgen dieselbe mit z
bezeichnen; wir wollen ferner das Aenderungsmaafs der Winkel-
geschwindigkeit fiir diese kurze Zeit als konstant ansehen, und das-
selbe mit f, bezeichnen, dann ist nach Gleichung 28):

0
10’ == [f, A2t .5
T

ey I
202) folglich /= =" =M,ﬁmu- (—:’l—.cosa —w) =
Nun konnen wir uns die Aenderung der Winkelgeschwindig-
keit auch durch einen Druck hervorgebracht denken, der anstatt des
Stofses in dem gestofsenen Punkt withrend der Zeitdauer ¢ nach
der Richtung die Peripherie wirksam gedacht, dieselbe Aenderung
der Winkelgeschwindigkeit bedingen wiirde. Nennen wir diesen
Druck P, so ist sein statisches Moment P.r, und wenn J, das Trig-
heitsmoment des Systems ist, so ist auch nach Gleichung 154)
und 202):
202a) f,::-PT'lri; P:_.—ﬁr;tJ:‘w———rr w.»f—:.
Multipliziren wir den letzten Werth im Zihler und Nenner mit
r, so ergiebt sich:

202b) P="0 2" I, o= (u'r,—wr). I

@ '

Nun ist w'r, — wr, die Geschwindigkeitsinderung, welche der

getroffene Punkt erleidet, -;’—" ist die auf den getroffenen Punkt re-

duzirte Masse (Gleichung b); es ist folglich die Kraft, welche
dieselbe Geschwindigkeitsinderung in dem getroffenen
System bedingen wiirde, welche der Stofs erzeugt, pro-
portional dem Produkt aus der Differenz der Geschwin-
digkeiten vor und nach dem Stofse in die auf den getrof-
fenen Punkt reduzirte Masse. Man nennt dies Produkt
das Maafs fiir die Stofswirkumng.

Nach der obigen Gleichung ist auch das Maafs fiir die Stofs-
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wirkung gleich dem Produkt aus der Kraft, welche dieselbe Ge-
schwindigkeitsinderung in dem gestofsenen System bedingen wiirde
in die Zeitdauer des Stofses. Unter diesen Modifikationen und Be-
dingungen lassen sich die Gesetze, welche fiir Drucke gelten
auch fiir Stoflswirkungen anwenden.

Die Kraft P zerlegen wir nach der Richtung der Axen der X
und der Y in die beiden Komponenten:

h) P.cosu,:P.% und P.cosf :P.%.
i i

Die Momente dieser Komponenten sind fiir die beiden Axen

der X und der Y:
pyioep Te¥e gy polel
7 7

Nun erscheint die Kraft P als eine auf das System ange-
brachte Kraft, und es miissen daher ihre Komponenten fiir die
Axen der X und der Y sowohl, als ihre Momente fiir dieselben
Axen gleich den Kriftesummen und Momenten der in dem System
thitigen Kriifte sein.

Die in dem System thitigen Krifte sind zuniichst die in je-
dem Massenelement wvirksam zu denkenden Drucke, wvelche ein
Aenderungsmaals der Geschwindigkeit des betrachteten Massenele-
mentes in der Richtung des bei der Drehung darchlaufenen Weg-
elementes bedingen. Dieses Aenderungsmaals ist gleich f,.r, wenn
f, das Aenderungsmaals der gemeinschaftlichen Winkelgeschwindig-
keit, und r den kiirzesten Abstand des Massenelementes von der
Drehaxe bezeichnet, und folglich sind diese Drucke dm.f,.r. Nen-
nen wir die Koordinaten der betrachteten Massenelemente z, y, %
und die Winkel, welche die Richtung der von denselben durch-
laufenen Bogenelemente mit den Axen der X und der Y bilden
o und @, so ist offenbar wvie in Gleichung c):

k) cosu’:sinﬁ’:%’—; cosﬁ’:sina’:—”:—
und es sind folglich die Drucksummen der in den einzelnen Mas-
senelementen thitigen Krifte fiir die Richtung der beiden Axen, mit
Beriicksichtigung der Gleichung 144), S. 153:

Z(dm.f,.r.—;‘/—)zf,.Z(dm.y):f}.M. Y, und
Z(dm./j.r.%):/‘,.Z(dm.a:):f;.M.X,

und die Momente fiir diese beiden Axen:
fi.Z(@m.c.z) und f,. Z(dm .y .5).
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Nun sieht man, dafs sowohl die Drucksummen als die Momente
der in den einzelnen Massenelementen thiitigen Krifte hier nur ab-
hiingig sind von der Gruppirung der Massenelemente, wiih-
rend die Komponenten der auf das System angebrachten Kraft P
und deren Momente nur abhiingig sind von P und von den Koor-
dinaten des gestofsenen Punktes. Es ist also nicht nothwendiger
Weise Gleichheit zwischen diesen Werthen vorhanden, und es miis-
sen daher in dem System noch gewisse andere Krifte als thé-
tige Krifte vorhanden sein, welche mit den in den einzelnen Mas-
senelementen thitigen Krifte jene Gleichheit herstellen. Diese Krifte
erscheinen als Wirkungen des Stofses auf die Drehaxe.

Wir wollen die Drucksumme dieser Stofswirkung nach der
Richtung der ersten Axe mit Q, und nach der Richtung der zwei-
ten Axe mit Q, bezeichnen, wihrend wir die Momente der Krifte-
paare dieser Wirkungen fir Drehung in einer Ebene, die normal
zur ersten Axe ist mit (K@) und fir die Drehung in ciner Ebene,
die normal zur zweiten Axe ist, mit (Ka)" bezeichnen. Nun haben
wir zufolge der Bedingung, dafs die auf das feste System ange-
prachten Kriifte mit den in dem System thitigen Kriften im Gleich-
gewicht sein miisssn (§§ 66. und 86.) folgende Gleichgewichisbe-
dingungen:

P Y =f.M.Y+Q,

L
P.i:‘—:f,.M-X+Qu
QOBp D't
P = . Z(dm.z.5) + (Ka)
P $(am.y.5) (0.

Setzen wir fiir f, den Werth der Gleichung 202a), so las-
sen sich die Werthe von Q,, Q,, (Ka)' und (Ka)" entwickeln,
niimlich:

M.Y
o L S Yo ==
o= rur(H—15
45 M.X
Sl i Ea
a
st e S(dm.x.%)
(Ka) __P.r,.(—rlz & oo )
T Ak S(dm.y .%)
(o) =2 . #F maoliaeed, me )

Seizen wir in diese Gleichungen den Werth von P aus Glei-
chung 202a) und multipliziren wir auf beiden Seiten mit z, so er-
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geben sich links die Maalse fiir die Stolswirkungen auf die
Axe, nimlich:

; i M D
0. 7=(w —w).J,. % o
0. 7= —mw).J,. %“M—JX
203h) , !
(la) e = (o — w). g (P — Zl2:2)

(Ka)'.7 = (0 — w).J,. (Yft — 2Oy D),

2
7

Bedingungen, unter welchen die Stofswirkungen auf die Axe gleich Null
sind, — Mittelpunkt des Stolses.

§ 113. Nach dem vorigen Paragraphen hat die fixe Axe ei-
nes rotirenden Systems, auf welches ein anderes in einer gegebenen
Richtung stéfst, zvveierlei Stofswirkungen zu erleiden. Die eine
Gruppe dieser Stolswirkungen riithrt davon her, dafs bestimmte
Komponenten der Geschwindigkeit des stofsenden Sy-
stems durch das rotirende System, welches gezwungen ist, nur um
die gegebene Axe sich zu drehen, aufgehoben werden; die andere
Gruppe von Stofswirkungen ist dadurch bedingt, dafs die Massen-
elemente des rotirenden Systems ihre Geschwindigkeit plétzlich in-
dern, dals dieser. Geschwindigkeitsinderung die Massenwiderstinde
der einzelnen Elemente entgegenwirken, und dafs diese Massenwi-
derstinde im Allgemeinen nicht im Stande sind, die durch den Stofs
auf das rotirende System angebrachten Krifte vollstéindig zu con-
sumiren.

Die erste Gruppe enthilt folgende beiden Stofswirkungen:

1) Eine Stofswirkung in der Richtung der Axe, welche sich
ausdriickt nach Gleichung 201a) durch:
Wi= MZ.v.cosy;
2) Eine Stofswirkung in einer Richtung, die in dem getroffenen

Punkt radial ist, und welche sich ausdriickt nach Gleichung

201d) durch:

sl v
w __iM".z—.(cosu.w,~cos5.y,).

Die erstgenannte Wirkung ist auf Verschieben der Axe ge-
richtet, die zweite wirkt auf Durchbiegen der Axe in einer Rich-
tung, die in dem getroffenen Punkte radial ist.

Die andere Gruppe der auf die Axe erfolgenden Stofswirkun-
gen ist durch die Gleichungen 203b) zu bestimmen.
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Wir wollen nunmehr untersuchen, unter welchen Bedin-
gungen alle diese Stofswirkungen Null werden.

Damit die Stofswirkung W gleich Null werde, mufs cosy =0
sein; d. h. die Richtung der Geschwindigkeit des stolsen-
den Systems mufls in eine Ebene fallen, die normal zur
Drehaxe ist.

Damit die Stofswirkung W# gleich Null werde, ist die Bedin-
gung zu erfillen:

cosa.z, = cosf3.y,
cosiv_aY,
cosf &

Nun ist %‘ die Cotangente des Winkels, welchen die Periphe-

{
riegeschwindigkeit des getroffenen Punktes im Augenblick des Sto-
fses mit der Axe der X macht, und wenn wir setzen
__ cosa, __ cosoy
S0lhuE. A sinw,  cosf,’
so folgt als Bedingungs-Gleichung:

cosov COSs o,
204) — ——L = cotang &,,
cosf3 cos 3

das heilst:

Wenn in dem rotirenden System keine Stofswirkung radial in
dem getroffenen Punkte yrirksam sein soll, so miissen sich die Co-
sinus der Winkel, welche die Richtung der Geschwindigkeit des
stofsenden Systems mit zwei zur Drehaxe normalen Koordinaten-
axen bildet, verhalten, wie die Cosinus der Winkel, welche die
Peripheriegeschwindigkeit des rotirenden Systems im Augenblicke
des Stofses mit denselben Koordinatenaxen bildet.

Diese Bedingung wird immer erfiillt, wenn die Geschwin-
digkeit desstofsenden Systems in einer Ebene liegt, wel-
che das im Augenblick des Stofses von dem geiroffenen
Punkte beschriebene Bogenelement beriihrt, oder wel-
che normal ist zum kiirzesten Abstande des getroffenen
Punktes von der Drehaxe.

Man sieht, dafs die Bedingungen, unter welchen die Stofswir-
kungen W? und W# gleich Null vwerden, lediglich von der Rich-
tung der Geschwindigkeit des stofsenden Systems abhingig sind.
Aus der Form der Gleichungen 203b) ergiebt sich dagegen sofort,
dafs die Bedingungen, unter welchen diejenigen Stofswirkungen,
welche aus den in dem gestofsenen System thitigen Kriften her-
vorgehen, gleich Null werden, ganz allein von der Gruppirung der
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Massenelemente und von der Lage des getroffenen Punkies gegen
die Drehaxe abhingig sind.
Damit niimlich die Gleichungen 203b) einzeln gleich Null wer-

den, muls sein:
oI s M ¥ oot o M &

rlz Fe J/ 2 7',2 EER J;
& ok x5 __ F(dm.x.35)  y.3__ Fdm.y.z)
r‘z sy Jl ¥ 7'12 e J/ :

Indem wir aus den beiden ersten Gleichungen den Werth von

72 eliminiren, ergiebt sich:
T X
204D) . o he

da nun 2 die Tangente des Winkels ist, welchen der kiirzeste Ab-

'

stand des getroffenen Punktes mit der Axe der X bildet, und _}Y{‘

die Tangente des Winkels ist, welchen der kiirzeste Abstand des
Schwerpunktes mit derselben Axe bildet, so ergiebt sich als erste
Bedingung, unter welcher die Wirkung der Massenwiderstiinde auf
die Axe gleich Null ist, dafs diese beiden Abstinde parallel sein
miissen, oder mit andern Worten, dals der getroffene Punkt in
einer Ebene liegen miisse, die durch den Schwerpunkt
und durch die Drehaxe geht.

Indem wir die Gleichungen

:—; = MJ'IX und Z—; — i
quadriren, addiren und beachten, dafs a2 + 4,2 =72 und X? - ¥?
— R? ist, wenn wir unter B den kiirzesten Abstand des Schwer-
punktes von der Drehaxe verstehen, ergiebt sich:
gy
204c) r, = MR

Nun ist M. R offenbar das statische Moment des rotirenden Sy-
stems in Bezug auf die Drehaxe, und folglich ist nach Gleichung
158a) der Quotient:

Triigheitsmoment

iisdhes Momenr~ Sleich dem Abstand des Schwingungspunktes.
statisches om

Hiernach ergiebt sich als zweite Bedingung, unter welcher die
Wirkung der Massenwiderstinde auf die Drehaxe gleich Null ist,
dals der getroffene Punkt einen Abstand von der
Drehaxe haben miisse, welcher gleich dem Ab-
stand des Schwingungspunktes des rotirenden
Systems von derselben Axe ist.
Es folgt hieraus ferner, dafs wenn die Drehaxe durch den
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Schwerpunkt geht, unter allen Umstinden eine Einvwirkung
der Massenwiderstinde auf die Axe ausgeiibt wird.

Damit nun endlich die Kriftepaare gleich Null werden,
ist zufolge der Gleichung 204a) noch zu setzen:
i Sdm . x.3)

5= und auch
‘ {
i d) _r® =Zdm.y. %)
E=Frt TS0 SEnk

Diese beiden Bedingungen fiir =, miissen gleichzeitig erfiillt wer-
den; es ist aber nicht unter allen Umstinden moglich, sie gleich-
zeitig zu erfiillen; die Moglichkeit der Erfillung beider Bedin-
gungen, und folglich die Moglichkeit, dafs die Kriftepaare,
welche durch die Massenviderstinde sich bilden, und welche auf
Kippen der fixen Axe wirken, gleich Null seien, ist hestimmt durch
die Gleichung:

X e S(dm.x.8)
Y T =(dm.y.®)’

Diese Bedingung findet unter andern statt:

1) wenn &, =Y, und Z(dm.x.z):Z(dm.y.z) ist; und dies
wird erfillt, wenn das rotirende System zwei Ebenen der Sym-
metrie hat, welche sich in der Drehaxe schneiden, und so
liegen, dafs der getroffene Punkt gleich weit von beiden ent-
fernt ist. = ist fiir diesen Fall unbestimmt.

2) wenn S(dm.z.5) =0 und Z(dm.y.z) =0 ist; in diesem
Falle ist = gleich Null, d. h. der getroffene Punkt mufs in
der Ebene liegen, in welcher die Koordinatenaxen liegen, fiir
welchen die eben genannten Werthe gleich Null sind. Die-
ser Fall findet statt, wenn die Drehungsaxe eine Haupt-
axe des Systems ist (§88. S.175), und wenn der ge-
troffene Punkt in derjengen zur Drehaxe normalen
Ebene liegt, in welcher auch der Schwerpunkt liegt.
Denn nehmen wir den Durchschnittspunkt dieser Ebene mit
der Drehungsaxe als Anfangspunkt der Koordinaten, so ist
%, = 0 und nach § 88. S. 174 auch

S(dm.z.x) =0 und (Zdm.y.z) = 0.

Derjenige Punkt eines rotirenden Systems, welcher,
wenn er von einem stofsenden System getroffen wird,
keine Stofswirkungen durch die Massenwiderstinde aunf
die Drehaxe bedingt, heifst der Mittelpunkt des Stofses.

Damit ein Mittelpunkt des Stolses vorhanden sei, miissen die
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Bedingungen der Gleichung 204d) gleichzeitig erfilllt werden; au-

fserdem gilt fiir die Lage des Mittelpunktes des Stofses Folgendes:

1) derselbe liegt in einer Ebene, die durch die Drehaxe und durch
den Schwerpunkt gelegt werden kann (Gleichung 204b);

2) in dieser Ebene hat er von der Drehaxe denselben Abstand,
welchen der Schwingungsmittelpunkt des Systems besitzt
(Gleichung 204c);

3) ist die Drehungsaxe eine Hauptaxe, so fillt der Mittelpunkt
des Stofses mit dem Schwingungsmittelpunkt zusammen, d. h.
er liegt in der kiirzesten Entfernung des Schwerpunktes von
der Drehungsaxe (Gleichung 204 d).

Damit iiberhaupt keine Stofswirkung auf die Drehaxe er-
folge, miissen fiir die Richtung der Geschwindigkeit des sto-
[senden Systems folgende Bedingungen erfiillt werden:

1) die Richtung der Geschwindigkeit mufs durch den Mittelpunkt
des Stofses gehen;

2) dieselbe mufls normal sein zu der Ebene, welche durch die
Drehaxe und durch den bchwerpunkt gelegt werden kann.
Dies folgt aus den Gesetzen, welche wir fiir die Bedingungen
hergeleitet haben, unter welchen WZ und W# gleich Null wer-
den (S. 268).



Von der Verbindung der Maschinentheile.

Allgemeine Anordnung der verbindenden Maschinentheile.

§ 114. Wenn wir eine Maschine in Bewegung betrachten, so
bemerken wir, dafs immer nur gewisse Theile derselben in Bewe-
gung sind, withrend die anterstiitzenden Maschinentheile in
Bezug auf jene relativ in Ruhe sich befinden. Diejenigen Theile
nun, welche den Uebergang zwischen den in Bewegung befind-
lichen und den in Ruhe befindlichen Theilen vermitteln, miissen
zwar selbst in Ruhe sein, indessen doch eine solche Beschaffenheit
haben, dafs sie die Bewegung der aktiven Theile zulassen, und im
Allgemeinen auch diese Bewegung sicher stellen. Es folgt hieraus,
dafs die aktiven Maschinentheile gegen diese eben erwihnten Theile
eine relative Bewegung machen miissen, dafs diese relative Bewegung
indessen nicht mach allen Richtungen hin wird statt finden diirfen,
und dafs folglich die akliven Maschinentheile mit den ruhenden Ma-
schinentheilen in solcher Weise zusammenhiingen, dafs dadurch der
Begriff der ,Verbindung®, wie wir ihn im ersten Theile dieses
Werkes aufgestellt, und auf S. 3 dieses Theiles wiederholt haben,
erfallt wird.

Die verbindenden Maschinentheile oder Maschinen-Ver-
bindungen kommen daher @iberall vor, wo zwei Maschinentheile so
mit einander zusammenhéngen, dals der eine sich gegen den andern
zwar in irgend einer Weise verschieben kann, der Zusammen-
hang aber syvischen beiden Theilen bestehen bleibt.

Da bei diesen Verschiebungen immer die beiden Theile mit
einem gewissen Druck gegen einander geprefst werden, so mulfs,
wenn dieser Druck durch den Widerstand des relativ in Ruhe be

IL 18
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findlichen Theiles aufgehoben wird, zwischen beiden Theilen Rei-
bung statt finden, und es kommen daher bei den verbindenden
Maschinentheile im Allgemeinen diejenigen Gesetze zur Anwen-
dung, welche wir in § 93. der Grundlebhren der Mechanik entwik-
kelt haben. Auch ergeben sich aus dem Umstande, dafs zwischen
den mit einander verbundenen Maschinentheilen wihrend der Be-
wegung immer Reibungswiderstinde statt finden, welche mit einer
gewissen Geschwindigkeit tiberwunden werden miissen, und daraus
dals das Arbeits-Moment dieser Reibung immer auf Kosten der nutz-
baren Arbeit von der bewegenden Kraft iiberwunden werden muls,
fiir die Konstruktion der verbindenden Maschinentheile im
Allgemeinen die folgenden Regeln:

1) Alle verbindenden Maschinentheile mufs man so anordnen,
dals der Druck, welcher durch den Widerstand des ru-
henden Theils aufgehoben wird, moglichst gering sei.

2) Die reibenden Oberflichen miissen sich moglichst voll-
stindig berithren, und daher in ihrer geometrischen Form
moglichst kongruent sein.

3) Die reibenden Oberflichen miissen aus solchen Materia-
lien gewiihlt sein, welche der Abnutzung durch die Rei-
bung so vollstindig als moglich widerstehen, und zugleich
einen moglichst geringen Reibungs-Koeffizienten
haben.

4) Die Konstruktion mufs so angeordnet sein, dafs man mit
Sicherheit, und auf moglichst bequeme Weise Schmiere
zwischen die reibenden Oberflichen bringen
kann.

In vielen Fillen tritt auch hier, wie bei den Befestigungs-Kon-
siruktionen (Th. I. § 5. S.7) noch die Bedingung hinzu, dals die
Fuge, d. h. die Oberfliche, in welcher sich die beiden Maschinen-
theile beriihren, und welche die Reibung auszuhalten hat, wasser-,
Inft- oder dampfdicht sei.

Diese Bedingungen sind fiir die Konstruktion der verbinden-
den Maschinentheile maafsgebend, es tritt denselben noch
hinzu das als allgemeines Prinzip aufgestellte Erfordernifs, dals
die verbindenden Maschinentheile hinreichend stark sein miissen, um
unter Einwirkung der Drucke nicht allein nicht zerstort zu wer-
den, sondern auch keine bleibende Form-Verinderung zu
erleiden.

Wenn dies die allgemeinen Riicksichten sind, die man bei
der Anordnung der Verbindungstheile zu nehmen hat, so
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kommen dazu noch eine Menge anderer Riicksichten und Erforder-
nisse, die aus der Natur des einzelnen Falles hervorgehen, und vor-
zugsweise von der Art der relativen Bewegung abhiingig sind,
welche der bewegte Maschinentheil gegen den ruhenden erleidet.
In dieser Beziehung haben wir bei den am hiufigsten vorkommen-
den Verbindungstheilen vorzugsweise zwei Arten der Bewegung zu
unterscheiden, und zwar die drehende Bewegung um eine als
unwandelbar zu betrachtende Axe, und die gradlinige Bewegung.
Demgemils wollen wir bei der Besprechung der verbindenden Ma-
schinentheile dieselben in die beiden folgenden Hauptgruppen ordnen:
A. Verbindende Maschinentheile, welche eine roti-
rende Bewegung vermitteln, und
B. Verbindende Maschinentheile, welche eine grad-
linige Bewegung vermitteln.

A. Verbindende Maschinentheile, welche eine rotirende
Bewegung vermitteln.

Allgemeines.

§ 115. Da bei den Maschinen die rotirende Bewegung im All-
gemeinen viel hiiufiger vorkommt, als die gradlinige Bewegung, so
sind auch die Verbindungstheile, welche diese Bewegung zulassen
viel umfassender und hiufiger in der Anwendung, als diejenigen,
welche eine gradlinige Bewegung vermitteln. Die rotirende Bewe-
gung geschieht fast iiberall um eine als fix zu betrachtende Dreh-
axe; sie ist entweder kontinuirlich, und zwar so, dafs der rotirende
Maschinentheil wenigstens eine ganze Umdrehung nach einer
bestimmten Richtung macht, oder so, dals der rotirende Maschinen-
theil nur einen Theil der ganzen Peripherie in dem einen Sinne
durchliuft, und dann zuriickkehrt, um einen ebenso grofsen Theil
der Peripherie im entgegengesetzten Sinne zu durchlaufen. Die erste
Art der Bewegung ist den Drehaxen oder Wellen vorzugsweise
eigenthiimlich, die andere Art der Bewegung kommt dagegen unter
Andern vor, wenn zwei stangenformige Korper den Winkel,
den ihre Lingenrichtungen mit einander bilden, zeitweise &ndern.
Die verbindenden Maschinentheile fiir diese beiden Arten der roti-
renden Bewegung charakterisiren sich in ihrer Konstruktion:

a) als Zapfenlager,
b) als Charniere oder Gelenke.
18 *



