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element bereits hervorgebracht hat, und je gröfser die Veränderung

ist, welche die Kraft während dieses Zeitelementes von Neuem her-
vorbringt. Bezeichnen wir mit 9 die Veränderung, welche die
Kraft bis zu dem in Betracht zu ziehenden Augenblick bereits er-

zeugt hat, so drückt sich offenbar die Wirkungsgrößse für das

nächste Zeitelement und für ein Massenelement aus durch:
13) dm.gpdy,

und für eine gewisse Zeit i, für jedes Massenelement durch: dm&’ydy,
folglich für den ganzen Körper durch:

14) Z(dm&9.dpy)= Z[dm.&(p.f.dt)].

Ist g eine Funktion von m und bezeichnen wir die Wir-

kungsgröfse für ein Zeitelement, oder (wie wir künftig die-

sen Werth nennen wollen) das Leistungselement (Wirkungs-
element) mit dL, so ergiebt sich:

15) dL= amf(9- dp) + Const.,

worin das Integral zwischen den Grenzen von m zu nehmen ist,
welche der Masse des ganzen Körpers entsprechen.

Ist dagegen p für jedes Massenelement dasselbe, wobei

9, wie früher, eine Funktion von irgend einem andern Variabeln

sein kann, so ergiebt sich das Leistungselement:

16) dL=mgydg.

Die Leistung der Kraft auf den ganzen Körperfür eine
bestimmte Zeit ergiebt sich aus den eben bestimmten Werthen, und

zwar aus 15):

17) L —f(/9-d9) dm + Const.,

und aus 16):

18) L= mf9 dp + Const.,

worin p zwischen den Grenzen zu nehmen ist, welche der Zeit-

‘dauer entsprechen, für welche man die Wirkungsgröfse bestimmen
will. Ist 9=9 der Werth von g nach der Zeit , =’ dage-.
gen der Werth von @ nach der Zeit t’, so hat man die Leistung

für die Zeitdauer t—t':

19) La-.y = nf"a dy + Const.,
p %

= 1m(g2—9'?).
Setzen wir zufolge der Formel 1) dp =fdt, und nehmen wir

an, dals f=f. eine Funktion von t sei, so folgt zunächst:
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’ p=ffdı,

folglich, wenn wir @ in Bezug auf m konstant nehmen, nach18):

20) L= nf/ra)raı + Const.,

welches Integral zwischen den Grenzen von t zu nehmenist, die
der Zeitdauer der Beobachtung entsprechen.

Ist endlich f keine Funktion von t, hat man es also mit einer’
konstant und kontinuirlich wirkenden Kraft zu thun, so ist:

21) Ley =4mf?(t?—t'?)
und mit Rücksicht auf 7):

22) Le-n —=4Kf(t? —t'?),

Wir müssen hier darauf verzichten, noch mehr Formeln für

eine Reihe von speziellen Fällen herzuleiten, die aus besondern-

Werthen hervorgehen würden, welche p oder f annehmen können.
Nur die Bemerkung mag hier schliefslich noch hervorgehoben wer-
den, dafs die eben geführten Untersuchungen für alle Arten von
Kräften, die auf Körper einwirken, gelten müssen, ohne Rücksicht.

auf die Art und Beschaffenheit der von den Kräften hervorzubrin-

genden, oder wirklich hervorgebrachten Veränderungen; dafs ferner

die Begriffe von Masse und lebendiger Kraft ganz bestimmte
und allgemeine sind, und nicht, wie Poncelet behauptet *), nur
uneigentliche, konventionelle Benennungen, die man eingeführt hat,

um gewisse mathematische Ausdrücke kurz zu bezeichnen. j

B. Von den mechanischen Kräften.

a) Wirkung eimenr mechanischen Kraft auf eim Massen-
element.

Bewegung. !

$ 12. Nach Feststellung jener allgemeinen Wahrheiten gehen
wir zur Untersuchung derjenigen Kräfte über, welche uns hier be-
sonders beschäftigen. F

Unter den zahllosen Veränderungen, welche wir an den Kör-

pern wahrnehmen, spielen eine grofse Rolle die Veränderungen des

Ortes, oder derjenigen Stelle im Raum, welche die Körper einneh-
men. Diese Ortsveränderungen nennen wir Bewegungen, und

*) Poncelet »Lehrbuch der Anwendung der Mechanik auf Maschinen«,
deutsch herausgegeben von Schnuse I. S. 10 und 11.
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schreiben dieselben der Wirkung gewisser Kräfte zu, welche wir
mechanische Kräfte nennen. Indem wir uns hier zunächst mit

den mechanischen Kräften beschäftigen, wollen wir zuerst die Ge-
seize der Veränderungen untersuchen, welche diese Kräfte her-

vorzubringen vermögen, und wirklich hervorbringen, und sodann
auf die Bestimmung der Gröfse der Kräfte und ihrer Wirkung
eingehen.

Zwar sind alle Körper fortwährend in gemeinschaftlicher Be-
wegung, insofern sie ihre Stelle im Universum dauernd ändern, allein

aufser dieser allgemeinen Bewegung bemerken wir auch, dafs gewisse
unter diesen gemeinschaftlich bewegten Körpern ihren Ort im Ver-
gleich zu dem Ort, den die andern Körper während der Bewegung
einnehmen, ändern. In diesem Sinne nennen wir solche Körper

relativ bewegte, die andern Körper aber ruhende. Betrachten

wir nun ein System solcher relativ bewegten Körper, so können

einzelne derselben wiederum im Vergleich zu den übrigen Körpern,
mit denen sie sich übrigens gemeinschaftlich bewegen, ihre Stellung
verändern. Solchen Körpern schreibt man dann wiederum in Be-

zug auf die andern eine relative Bewegung zu, und pflegt die-

jenige Bewegung, welche dem ganzen System gemeinschaftlichist,
im Gegensatz zu dieser relativen Bewegung, eine absolute Be-

wegung zu nennen; es bleibt dabei natürlich nicht ausgeschlossen,

dafs diese absolute Bewegung in Vergleich zu der Stellung noch
anderer Körper wieder als eine relative erscheint. Relative und

absolute Bewegungen erscheinen daher immer nur als Gegensätze

und als abgeleitete Begriffe, sie sind nicht Grundbegriffe, wie

der Begriff der Bewegung selbst.

Wirkt eine mechanische Kraft auf ein Massenelement
ein, so hat sie das Bestreben, dasselbe in gerader Linie

fortzubewegen.
Die Lage dieser geraden Linie, in Vergleich zu andern Linien,

nennt man die Richtung der Kraft.
Erfolgt wirklich eine Bewegung des Massenelementes, so bleibt

dieselbe in Folge des Beharrungsvermögens (S. 6) bestehen,
bis sie durch die Einwirkung einer andern Kraft geändert wird.
Das Massenelement bewegt sich in gerader Linie fort; die Lage
dieser geraden Linie heifst die Richtung der Bewegung. Kein
Massenelement kann die Richtung seiner Bewegung än-

dern, oder die Bewegung ganz oder theilweise verlie-
ren, wenn nicht als Ursache dieser Veränderung die

Wirkung einer andern Krafteintritt.
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Bewegung eines Punktes, Bahn, Weg.

$ 13. Die Masse eines Körpers erfülltden Raum, welchen der Kör-
per einnimmt. Ein Massenelement können wir uns als die Masse
denken, welche ein Raumelement erfüllt; als Raumelement gilt
aber der körperliche Punkt. Ein Massenelemecntist also die Masse,
welche ein Punkt des Körpers besitzt. Man pflegt daher, anstatt
der Bezeichnung Massenelement eines Körpers, häufig auch die
Benennung „materieller Punkt“ oder kurz die Bezeichnung
„Punkt“ zu brauchen, und wir wollen uns diesem Gebrauch an-
schliefsen, indem wir künftig unter Punkt, sobald nicht eine an-
dere Bedeutung ausdrücklich hervorgehoben wird, überhaupt ein
Massenelemeni verstehen.

Die Linie, welche ein Punkt bei seiner Bewegung beschreibt,
nennen wir die Bahn des Punktes.

Die Bahn eines Punkts ist geradlinig, wenn der Punkt nur
der Einwirkung einer einzigen Kraft, oder auch mehrer Kräfte,
welche in derselben Richtung wirken, folgt. Eine krummlinige
Bahn setzt immer die Einwirkung mehrer (‚wenigstens
zweier) Kräfte voraus, deren Richtung nicht dieselbe ist.

Die absolute Länge der Bahn, welche ein Punkt in einer bestimm-
ten Zeit zurücklegt, nennt man den Weg des Punktes für diese
Zeit. Der Weg eines Punktes in einem Zeitelement heifst das Weg-
element des Punkts. Wir bezeichnen dasselbe in der Folge mit ds.

Gleichförmige Bewegung.

$ 14. Das Wegelement eines Punktes ist entweder in jedem
Zeitelement gleich grofs, oder es unterliegt einer Aenderung.
Wenn das Wegelement in jedem Zeitelement denselben Werth hat,
so sagen wir, die Bewegung sei gleichförmig. Nach dem Frü-
hern können wir uns eine gleichförmige Bewegung nurals mög-
lich denken, wenn auf einen bewegten Punkt entweder gar keine
mechanische Kräfte einwirken, oder wenn die auf denselben
einwirkenden Kräfte sich im Zustande des Gleichgewichtes
befinden, denn, wenn mechanische Kräfte auf den Punkt einwir-
ken, und dieselben sind nicht im Zustande des Gleichgewichts, so
müssen sie nothwendiger Weise eine Aenderung im Beharrungszu-
stande des Punktes erzeugen, und da die Aenderungen, welche me-
chanische Kräfte erzeugen, Ortsveränderungen sind, die Orts-
veränderungen aber durch die Wege gemessen werden, so muls
unter der zuletzt gemachten Annahme nothwendiger Weise in jedem
Zeitelement eine Wegänderung stattfinden.
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Die gleichförmige Bewegung können wir uns entstanden
denken, entweder:

a) dadurch, dafs Kräfte, die eine Zeit lang auf einen Punkt ein-
wirkten, aber nicht im Zustand des Gleichgewichts waren, plötzlich
zu wirken aufhören, oder plötzlich in den Zustand des Gleichge-
wichts gelangen; in diesem Fall wird die Bewegung, die sie dem
Punkte ertheilt haben, bestehen bleiben, aber keine Aenderung wei-
ter erleiden; oder

b) dadurch, dafs mechanische Kräfte auf einen Punkt, der nicht
in Bewegung war, momentan einwirkten; in diesem Falle wird der
Punkt Bewegung erhalten, aber die Bewegung wird nach $ 10 in
jedem folgenden Zeittheil ungeändert bleiben.

Die momentane Einwirkung mechanischer Kräfte auf einen ma-

teriellen Punkt nennen wir Stofs, und die gleichförmige Bewegung
pflegt man daher auch wohl Stolsbewegung zu nennen.

Geschwindigkeit.

815. Das Verhältnifs - d.h. das Verhältnifs zwischen dem

Wegelement zu der Dauer eines Zeitelementes nennt man die Ge-
schwindigkeit, bezeichnen wir dieselbe mit c, so hat man:

ds
23) 77 —=c.

24) ds—=.cdt.

Diese Ausdrücke sind nicht zu verwechseln mit den sehr ähn-

lichen für das Aenderungselement und für das Aenderungs-

maals einer Kraft (S. 10. No. 1 und 2), welche wir gleich brauchen

werden. Da wir dt als absolut konstant ansehen, so wird bei einer

gleichförmigen Bewegung, in welcher also auch ds für jedes

Zeitelement konstant ist —=c ebenfalls konstant sein. Es läfst
ds

N
sich also eine gleichförmige Bewegung auch so definiren, dafs

es eine Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit sei. Für
die gleichföormige Bewegung folgt aus 24) durch Integriren:

sZ=.ct

5

eg,

Im
[4

Wenn s der Weg in der Zeit £ ist, so ist offenbar bei einer

gleichförmigen Bewegung — der Weg in einer Zeitein-

nl. 2
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heit; da aber (zufolge 25) se ist, so kann man allgemein die

Geschwindigkeit auch definiren als den Weg, welchen ein
Punkt in einer Zeiteinheit zurücklegen würde, falls er

von irgend einem Augenblick ab sich gleichförmig be-
wegte.

Geschwindigkeits-Aenderung; Veränderte Bewegung, A.cceleration.

8 16. Wir haben oben gesehen, dafs, wenn auf einen Punkt
eine Kraft allein einwirkt, oder, wenn mehre Kräfte, welche nicht

im Zustande des Gleichgewichts sich befinden, auf den Punkt ein--
wirken, eine gleichförmige Bewegung nicht stattfinden kann. Es

wird vielmehr in diesem Falle das Wegelement ds in jedem Zeit-
element ein anderes sein. Die Bevwregung eines Punktes unter die-

sen Umständen nennen wir eine ungleichförmige oder eine ver-
änderte. Da zufolge der Gleichung 24) ds sich ausdrückt durch: |

ds = c.dt,

so muls, da dt absolut konstant ist, die Veränderung, welche durch

den Einfluls jener mechanischen Kräfte erzeugt wird, sich auf den

Werth c beziehen. Das heifst: die Veränderungen, welche
mechanische Kräfte in dem Beharrungszustande eines.

Körpers hervorbringen, lassen sich als Geschwindigkeits-
änderungen ansehen. Das Aenderungselement dg einer mecha-

nischen Kraft ist hiernach nichts anders, als die Geschwindig-
keitsänderung, welche die Kraft einem Massenelement in einem Teit-

element zu ertheilen vermag. Nennen wir dieselbe dc, so ist dp—=de ||
und nach S. 10 No. 1): F

Iy=de=f.dt; [

es ist folglich die Geschwindigkeit ce nach Verlauf einer gewissen
Zeit t, oder die Endgeschwindigkeit für die Zeit t: }

26). ce —=2f.dh i
Das verönderficht Wegelement ds drückt sich hiernach aus (24)

durch: |
27) ds—=(Zf.dt)dt. |

Ist f eine Funktion von t, so ist:

28) =fhat

29) =Sta),

und es ändern sich folglich die in den einzelnen Zeitelementenstatt-

findenden Geschwindigkeiten nach dem Gesetze des WerthesSta F
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Wenn man dagegen eine konstant wirkende Kraft betrachtet
(S. 10), so findet man:

30) c=fi.

3l) d=c.d=ft.dt,
d.h. bei konstant wirkenden mechanischen Kräften ändern sich
die Geschwindigkeiten wie die Zeiten. Erfolgt die Bewe-
gung nach diesem Gesetz, so nennen wir sie eine gleichmäfsig
veränderte Bewegung, und zwar eine gleichmälsig be-
schleunigte, wenn die Geschwindigkeiten wachsen, und eine
gleichmäfsig verzögerte, wenn die Geschwindigkeiten fort-
während abnehmen. Erfolgt eine veränderte Bewegung nach
einem andern Gesetze, so nennen wir sie eine ungleichmä-
[sig veränderte, und zwar bei fortwährendem Wachsthum der
Geschwindigkeiten eine ungleichmäfsig beschleunigte, bei
fortwährender Abnahme der Geschwindigkeiten eine ungleich-
mälsig verzögerte. Das Aenderungsmaals f nennt man bei
mechanischen Kräften auch wohl die Acceleration oder die Be-
schleunigung, beziehlich Verzögerung.

Aus den Gleichungen 24), 29) und 31) ergiebt sich der Ge-
sammtweg s für eine bestimmte Zeit t:

für den allgemeinsten Fall:

32), s=I(c:dt),

d.h. man hat jedes Zeitelement mit der Geschwindigkeit, welche
während desselben stattgefunden, zu multipliziren, und die Produkte
zu summiren.

Ist e=fh.at (28), so folgt aus 29):

33) s=//rai)aı.
und endlich für eine konstant wirkende Kraft, also für die gleich-
mälsig veränderte Bewegung: .

34) euf-fe; d=+tf(?—t'?),

worin s den Weg bezeichnet, welcher während der Zeitdauer (£—t')
zurückgelegt wird.

Gleichmäfsig veränderte Bewegung.

$ 17. Die gleiehmälsig veränderte Bewegungist in der
Mechanik von besonderer Wichtigkeit. Es mögen daher die eben
gefundenen Resultate nebst einigen leicht herzuleitenden hier zu-
sammengestellt werden.

2 *
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Es bezeichne:
t die Zeit, während welcher eine konstant wirkende
Kraft frei gewirkt hat, |

s den Weg in dieser Zeit,
c die Geschwindigkeit nach Verlauf der Zeit t (Endgeschwin- '

 

  

digkeit),

f das Aenderungsmaals,
so ist:

( a
self, f z=ac

Cette72a

35) f= u BB,

wer |

Ei engFT

Für t=1, also für die Zeiteinheit folgt hieraus:

rend,

d.h. das Aenderungsmaals einer konstant wirkenden
Kraft ist gleich der Geschwindigkeit, welche die Kraft

einem Massenelement nach Verlauf der ersten Zeitein-

heit (Sekunde) ertheilt hat, oder gleich dem doppelten

Wege, welchen das Massenelement vermöge der Einwir-
kung der Kraft in der ersten Sekunde zurückgelegt hat.

Schwerkraft.

$ 18. Unter der grofsen Menge von mechanischen Kräften, '

welche in der Natur wirksam sind, nimmt eine besonders hervor-

ragende Bedeutung die Schwerkraft in Anspruch. Die Schwer-

kraft ist eine mechanische Kraft, deren Einwirkung alle Körper im '
ganzen Universum unterworfen sind, und welche man gewöhnlich
als eine Anziehung darzustellen pflegt, welche sämmtliche Mas-

senelemente im ganzen Weltall gegeneinander ausüben, und der-
zufolge jedes Massenelement sich nach jedem andern hin zu bewe-

gen strebt. Die Gröfse dieser Anziehungskraft zwischen je zwei
Massenelementen ist nach Newtons Entdeckungen umgekehrt pro-

portional dem Quadrat der Entfernung derselben. Es ist hier nicht

‚der Ort, in allgemeine Untersuchungen dieser interessanten und

bedeutungsvollen Kraft einzugehen, welche als ein grofses Gesetz
durch das Weltall wirkt, und jedem unendlich kleinen Theil des-

selben eine Bedeutung beilegt, indem sie ihn mit jedem andern und

mit dem grofsen Ganzen in Beziehung bringt: wir haben hier der
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Schwerkraft nur Erwähnung gethan, um die Wirkung zu be-
zeichnen, welche sie zwischen dem Erdkörper und jedem Körper,
welcher demselben unmittelbar angehört, ausübt. Jeder auf der
Erde befindliche Körper wird von jedem Element des Erdkörpers
angezogen, und das Resultat dieser verschiedenen Anziehungenist,
dafs jedes Massenelement eines Körpers das Bestreben hat, sich
nach dem Mittelpunkt der Erde zu bewegen. Dies führen wir bier
vorläufig nur als Thatsache an; der Beweis, dafs diese Thatsache
eine nothwendige Folge allgemeiner Gesetze für die Wirkung me-
ehanischer Kräfte ist, läfst sich hier noch nicht führen. Hiernach
ist die Richtung der Erdschwerkraft überall die Richtung des
Erd-Radius, und folglich für verschiedene Punkte eines Körpers
verschieden. Die sehr geringe Abweichung der Radien des Erdkör-
pers für benachbarte Punkte berechtigt aber zu der Annahme, dafs
man selbst für gröfsere Entfernungen die Richtungen der Erdschwer-
kraft als parallel ansehen kann. Wird die Wirkung der Schwer-
kraft auf einen Körper nicht durch eine Gegenkraft aufgehoben, so
erfolgt Bewegung in der Richtung der Kraft, also in der Richtung
des Erdradius; die Bewegung, welche die Schwerkraft in Körpern
erzeugt, welche dem System des Erdkörpers angehören, nennen
wir den Fall der Körper. Die Körper fallen. Da die Gröfse
der Kraft, welche das Fallen bewirkt, nach dem oben angeführten
Newtonschen Gesetz sich umgekehrt mit dem Quadrat der Entfer-
nung vom Erdmittelpunkt ändert, folglich in verschiedenen Entfer-
nungen eine verschiedene ist, und da andrerseits die Thatsache
feststeht, dafs die Erde keine vollkommene Kugel, sondern an den
Polen abgeplattet ist, so folgt daraus, dafs die Gröfse der Schwer.
kraft an verschiedenen Punkten der Erdoberfläche verschieden grofs
sein mufs, je nachdem der Erdradius einen verschiedenen Werth
hat. Die Wirkung der Schwerkraft ist hiernach an den Polen
gröfser, als am Aequator. Aber auch an ein und demselben Ort

der Erde mufs die Wirkung der Schwerkraft mit der Entfernung
von der Erdoberfläche abnehmen. In dieser letzten Beziehung ist

aber zu bemerken, dafs die Entfernungen von der Erdoberfläche,
mit welchen man es gewöhnlich zu ihun hat, gegen den Erdradius
so verschwindend klein sind, dafs man sie für einen gegebenen Ort

der Erde für die gewöhnlich vorkommenden Fälle vollkommen ver-
nachlässigen kann, und folglich die Schwerkraft der Erde für einen
bestimmten Ort als Beispiel einer konstant wirkenden Kraft

. betrachten kann, welche also, wenn sie frei wirkt, eine gleich-
mäfsig veränderte Bewegung erzeugen mufs.
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Das Aenderungsmaals der Schwerkraft ist für unsere
Gegenden durchschnittlich |

f=31,25 preußische Fuß.

Wir bezeichnen dies Aenderungsmaafs künftig überall mit g.
9 bedeutet also künftig überall das Aenderungsmaals

(die Acceleration) der Schwerkraft an einem bestimmten
Orte. Für unsere Gegenden ist hiernach:

9 = 31,25 preufs. Fufs,

9 = 9,81 Metres,

36) g = 30,20 pariser -Fuls,

9 = 32,20 englische Fufs,
9 = 31,03 wiener Fuß *).

Mit Berücksichtigung dieser Werihe nehmen die Formeln (S. 20)
für die durch die Schwerkraft gleichmäfsig veränderte Bewegung
folgende Gestalt an, wenn die Bedeutung der Buchstaben dieselbe
bleibt, wie auf S. 20.

für g = 31,25 preufs. Fufs: für g= 9,81 Mıres:

s=15,6252?—=0,016c?—=tct, s=4,9051?—=0,0510c? —=4ct,

c—=31,25:— 17,906,s—= = ‚ e=98lt —=4429/=",

i
e

r
e
g

e
e

 
 

Ik wen 2arurse en+
ae 0? een i

t=0,032c—= 0253/:=" ‚tz 0,10190=0,4514/s=®

Druck; Gewicht.

$ 19. Nachdem wir in Vorstehendem die Veränderungen,
welche mechanische Kräfte hervorbringen, im Allgemeinen unter-
sucht haben, schreiten wir nun zur Bestimmung der Gröfse der
mechanischen Kräfte.

Wir haben oben gesehen, dafs Kräfte im Zustande des Gleich-
gewichts sich im Allgemeinen der Wahrnehmung durch unsere Sinne
entziehen. Die mechanischen Kräfte machen in gewisser Beziehung
eine Ausnahme. Wirkt eine mechanische Kraft auf unsern Körper
ein, und sind wir veranlafst, dieselbe durch unsern Körper im '
Gleichgewicht zu halten, so erregt sie unser sinnliches Gefühl in
einer Weise, welche wir im Allgemeinen Druck nennen. Der
Druck ist also vorläufig das Gefühl, welches in uns durch die
Ausübung der Gegenkraft hervorgerufen wird. Wir gehen von

 
*) Weisbachs Lehrbuch der Ingenieur- und Maschinenmechanik. II. Aufl,

1. 8.54.
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dieser, zunächst durch unsere Sinne gewonnenen Vorstellung wei-
ter, und bezeichnen allgemein mit der Benennung Druck den
Einfluls, welchen eine nach Bewegung strebende, aber

im Zustande des Gleichgewichts sich befindende me-
ehanische Kraft auf einen Körper ausübt; den Einfluls der
Gegenkraft, durch welchen die zuerst gedachte Kraft im Gleichge-
wicht erhalten wird, nennen wir den Gegendruck. Hiernach

sind Druck und Gegendruck zwei ganz unzertrennliche Vor-
stellungen. Sobald eine mechanische Kraft im Gleichgewicht ge-
halten wird, also einen Druck ausübt, müssen wir uns schon nach

dem Frühern stets eine Gegenkraft denken, welche die Wirkung
der ersten aufhebt, und welche folglich einen Gegendruck auf
den Körper ausübt.

Es ist hiernach die Bezeichnung Druck zwar nichts anders,

als was wir auf $. 9 ganz allgemein Gröfse einer Kraft ge

nannt haben, nur dafs wir überhaupt unter Druck die Grölse

einer mechanischen Kraft verstehen; allein vermöge jener
sinnlichen Anschauung, welche wir durch unsern Körper von dem
Druck gewinnen, sind wir im Stande einen neuen Ausdruck für
das Maals der Gröfse einer mechanischen Kraft herzuleiten. Wir
brauchen nämlich nur die Gröfse einer mechanischen Kraft, welche

auf einen Körper einwirkt (ihren Druck), nach dem Gegendruck

zu beurtheilen, welchen unser Körper ausüben mufs, um jene Kraft
im Gleichgewicht zu halten, indem wir einen bestimmten Gegen-
druck als Einheit annehmen.

Den Gegendruck, welchen wir ausüben müssen, um

einen Körper, welcher durch die Schwere in Anspruch
genommen ist, im Gleichgewicht zu halten, nennen wir
das Gewicht des Körpers. Von dieser Vorstellung ausgehend,

verstehen wir unter dem Gewicht eines Körpers allgemeiner den

Gegendruck, welcher erforderlich ist, um einen durch die Schwere

in Anspruch genommenen Körper im Gleichgewicht zu halten.
Wenn wir nun zur Bestimmung des Druckes, welchen mecha-

nische Kräfte ausüben, irgend einen Gegendruck als Einheit anneh-

men sollen, so liegt es nahe, dazu einen Gegendruck zu wählen,

welcher durch eine so allgemein verbreitete Kraft, wie die Schwer-
kraft ist, hervorgerufen wird. Wir werden dann den Druck, wel-

chen alle anderen mechanischen Kräfte erzeugen, mit dieser be-
stimmten Einheit vergleichen. Der absolute Werth der Einheit ist
vorläufig beliebig festzustellen, und man hat ihn in der That in ver-
schiedenen Ländern verschieden grofs angenommen.
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In Preufsen hat man als Einheit für den Druck mechanischer
Kräfte, denjenigen Gegendruck festgestellt, welcher erforderlich ist,
um den sechs und sechzigsien Theil eines Kubikfufses destillirten
Wassers bei einer Temperatur von 15 Grad Reaumur im luftleeren
Raum im Gleichgewicht zu halten, wenn derselbe nur durch die
Schwerkraft in Anspruch genommen wird. Diese Einheit heilt.
ein Pfund. Kürzer gesagt: |

die Einheit des Druckes ist ein Pfund, oder das
Gewicht von ; Kubikfufs destillirten Wassers
bei 15 Grad Reaumur im luftleeren Raum. |

In Frankreichist die Einheit des Druckes das Gewicht eines
Centimetre cube destillirten Wassers bei +3,5° R. und heilst diese.
Einheit ein Gramme.

Bestimmung des Druckes einer mechanischen Kraft; Maafs für die Masse, |

$ 20. Wir haben nun zwei Mittel gefunden, die Gröfse.
einer mechanischen Kraft zu messen, nämlich 1) durch die.
Formeln S. 4 bis 8 und 2) durch den Druck, welchen sie aus-
übt. Die absoluten Zahlen, welche das Maafs für die Größe der
Kraft geben, sind in beiden Fällen abhängig von dem Werth der.
Einheit; sie können verschieden sein; sie können aber unter Um--
ständen auch gleich grofs sein. Da wir den Werth der Einheit für |
den Druck schon bestimmt haben, so wird es nur von dem Werthe
der Einheit in der Formel 5)

K=23(dm.f) |
abhängen, ob beide Methoden die Gröfse einer mechanischen Kraft.
zu bestimmen gleiche Zahlen liefern oder nicht. Die Einheit für‘
das Aenderungsmaals ist die Längeneinheit, es ist aber die Einheit‘
für die Masse noch nicht definitiv festgesetzt, und diese Einheit
können wir daher noch beliebig wählen. b

Es hat sich als zweckmälsig herausgestellt, bei der Untersu.
chung mechanischer Kräfte die Masseneinheit so zu wählen, dafs,
wenn man die Gröfse der Schwerkraft, welche auf einen Körper
wirkt, einmal nach der Gewichtseinheit, und dann nach dem Aus.
druck &(dm.f) mifst, beide Bestimmungen dieselbe Zahl lie.
fern. Da die Schwerkraft für jedes Massenelement erfahrungsmä-
(sig denselben Aenderungswerth g hat, so folgt aus der eben ge
machten Annahme, und wenn wir das Maals für die Gröfßse der
auf einen Körper einwirkenden Schwerkraft durch das Gewicht
gemessen mit @ bezeichnen, für die Gröfse der Kraft einmal

Kre=:6;
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und mit Anwendung der Formel 7) auf. S. 11 auch:
Kzzimdg, €

und da beide Werthe von K dieselbe Zahl liefern sollen, so hat

man: ;

Als Resultat dieser Untersuchungen ergiebt sich zunächst, dafs

man die Gröfse jeder mechanischen Kraft überhaupt nach Pfun-

den bestimmen könne, und dann, dafs sich dieselbe durch die For-
meln auf S. No.4 bis 7 ausdrücken lasse, indem nun für die Mas-
seneinheit ein bestimmter Werth festgestellt worden ist.

Führen wir die eben bestimmten Werthe in jene allgemeinen

Formeln (4 bis 7 S.11) ein, so ergiebt sich als allgemeiner Aus-
druck:

.39) K= Z(dm.f) = —2(46.N.

Ist f eine Funktion von m, so findet man:

= K==—ff..dm —+- Const. ==fie) tz—— —+ Const.

Ist dagegen f für jedes Massenelement Ehe so folgt:

49) Km= @.
Ö

K K
2)/==ISCH:

Bestimmung der Wirkungsgröfse einer mechanischen Kraft durch die
Geschwindigkeits-Aenderung.

-$ 21. Nach diesen Vorausbestimmungen kann es nicht schwer

fallen, die Wirkungsgröfse der mechanischen Kräfte, wenn sie

frei wirken zu bestimmen, sei es, dafs sie nur momentan, oder

dafs sie kontinuirlich wirken. Wir benutzen dazu die früher

ganz allgemein hergeleiteten Formeln.
Da die Aenderungen mechanischer Kräfte nach dem Frühern

überhaupt Geschwindigkeits- Aenderungen sind, so wird, wenn wir

die. Geschwindigkeit in irgend einem Augenblick mit c bezeichnen,
überall in den allgemeinen Formeln anstatt 9 der Werth c gesetzt
werden müssen.
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Es ergiebt sich sodann für momentan wirkende Kräfte
allgemein das Leistungselement für ein Zeitelement (S. 12):

43) dWu = dm ..de,
undfür eine kontinuirlich wirkende Kraft nach S.13 (No. 13).

44) dLu = dm.c.de,
folglich das Leistungselement für eine bestimmte Zeitdauer:

für eine momentan wirkende Kraft:

45) dW,._y = dmfae= dm(c—e'),

und für eine kontinuirlich wirkende Kraft:

46) di.= anf“ c.de=+dm(c?—c'?),

worin c’ die Geschwindigkeit zu Anfange, c diejenige zu Ende der
Beobachtung bezeichnet, wenn t’ die Zeit bedeutet, welche von
dem Augenblick der freien Einwirkung der Kraft bis zu dem Au-
genblicke, in welchem die Beobachtung beginnt, verflossen ist, und
t diejenige, welche bis zur Vollendung der Beobachtung verflos-
sen ist. i

Die Leistung der Kraft für den ganzen Körper läfst
sich aus diesem Leistungselement in bekannter Weise,
sei es durch direktes Summiren, sei es durch Integri-
ren, bestimmen.

Die beiden Gleichungen enthalten folgende Gesetze:
1) Die Leistung einer lebendigen Kraft, welche auf ein Massen-

element momentan wirkt, drückt sich für eine bestimmte Zeit
aus durch das Produkt aus dem Massenelement in die Differenz der
Geschwindigkeiten, welche das Massenelement zu Anfange und zu
Ende der Beobachtung besitzt.
2) Die Leistung der lebendigen Kraft, welche auf ein Massen-

element kontinuirlich, gleichviel ob konstant oder veränder-
lich wirkt, drückt sich aus für eine bestimmte Zeit durch das
halbe Produkt aus dem Massenelement in die Differenz der Qua-
drate der Geschwindigkeiten, welche das Massenelement am Anfang
und am Ende der Beobachtung besitzt.

Einen Ausdruck von der Form dm.c nennt man auch wohl die
Quantität oder Gröfse der Bewegung des Massenelementes,
den Ausdruck +dm.c? aber kurzweg die lebendige Kraft des
Massenelements und den Ausdruck von der Form +dm(c?—.c'?)
den Gewinn des Massenelementes an lebendiger Kraft.

|
i
v

F
F

Ek

R

F
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Bestimmung der Wirkungsgröfse einer mechanischen Kraft durch den Druck
und den Weg.

8 22. Da sich nach den Gesetzen für die Bewegung ausdrückt
ganz allgemein (S. 17 und 18)

ER
IT

so läfst sich für eine kontinuirlich wirkende Kraft das Leistungs-
element für ein Zeitelement auch schreiben:

dL„= dm.c.de= dm- x fat.

= dmf.ds,

worin ds das Wegelement ist, welches das Massenelement in einem
Zeitelement zurückgelegt hat. Es ist aber dn.f.—=dK (S.11. No.4),

folglich:

de = fat,

47) dLu = dKds—=dm.c.de=dm.f.ds.

In dieser Gleichung liegt das wichtige Gesetz:
die Leistung einer mechanischen Kraft, welche
kontinuirlich, gleichviel ob konstant oder ver-
änderlich auf ein Massenelement wirkt, ist in

jedem Zeitelement gleich dem Produkt aus dem
Druck der Kraft in den Weg, welchen das Mas-

senelement durch die Kraft bewegt, zurücklegt.
Ist die Kraft für die Zeitdauer (£—t') konstant, so ist auch

f.dm = dK konstant, und bezeichnet s den Weg während der Zeit
(t—t'), welchen das Massenelement, durch die Kraft bewegt, zurück-
legt, so hat man:

48) IE: =dm.f.s=dH.s—ıdm(e?’—e'?).

Ist endlich für den ganzen Körper, sowohl der Druck aufjedes
Massenelement, als auch der Weg konstant, so folgt:

49) R=M.s—=ıim(c’—e'?).

Fufspfund, Pferdekraft.

$ 23. Das Produkt K.s ist gebildet aus dem Maals für den
Druck K, welcher nach Gewichtseinheiten (Pfunden) gemessen

ist, und aus dem Maafs für den Weg s, welcher nach Längenein-

heiten (Fulsen) gemessen wird.
Die Einheit für Ks ist also weder ein Pfund noch ein Fufs,

sondern eine ganz neue Einheit, nämlich die Leistungseinheit
für eine Kraft. Naturgemäfs nimmt man für diese Einheit eine solche
Leistung an, welche in der Bewegung einer Druckeinheit (eines
Pfundes) um eine Längeneinheit (einen Fufs) besteht, und
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nennt diese Einheit, der Zusammensetzung entsprechend, ein Fufs-pfund. Drückt man also die Leistung einer Kraft durch das Produkt
Ks aus, so sagt man, sie betrage in einer bestimmten Zeit Ks Fuls-pfund und schreibt der Ausdruck häufig:

L=Ksthr) ,
Die Franzosen nehmen als Leistungseinheit die Bewegung einesDrucks von 1 Kilogramme um 1 Mötre an, und bezeichnen dieselbeals Kilogrammemötre, geschrieben:

L=Ks’" oder L=Ks*Xm,
Esist: er

ETTEREEN,

N | 1” — 6,8121”.
Ist die Leistung während der Zeitdauer, in welcher siehervorgebracht wurde, konstant, und bezeichnet man diese Zeit-dauer mit t, so ist die Leistung in der Zeiteinheit:

Dr220RKer 2.4851) GTraKFe

Wenn nun die Leistung dadurch konstant ist, dafs sowohl diein einzelnen Zeitelementen wirkenden Drucke, als auch die Wege
dieser Drucke konstant sind, so folgt, dafs die Bewegung selbst eine
gleichförmige ist. In diesem Fall hat man — Z=c, wenn ce die
konstante Geschwindigkeit bezeichnet, und es folgt die Leistung in
der Zeiteinheit:

52) 2X...
Die Leistung in einer Zeiteinheit nennen wir die Intensitätder Kraft, und es ergiebt sich für eine Bewegung mit gleichförmigerGeschwindigkeit die Intensität gleich dem Produkt aus dem Druck

in die Geschwindigkeit.
Eine Kraft, deren Intensität 510 Fufspfund oder 75Ki-logrammetres in der Sekunde beträgt, nennt man einePferdekraft. Man milst die Intensität einer Kraft häufig, indemman eine Pferdekraft als Einheit nimmt. Bezeichnet:

N die Anzahl der Pferdekräfte, so folgt:

#=Ke= N. 510 Fußspfand — N. 75%
Keff _ Kotm

53) Fe
N.510 N.75 .K= (ran) Plund = (Ai22-) Kilogem.

=(a) Fuls —()Metres.
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Ist die Leistung während der Zeitdauer, in welcher sie hervor.
gebracht ist, nicht konstant, so kann man dafür einen gewissen
mittlen Werth einführen, insofern man unter dem mittlen
Werth einer veränderlichen Gröfse einen solchen konstanten Werth
versteht, welcher in irgend einer Beziehung dasselbe Resultat er-
zeugt, wie der veränderliche Werth. Die obigen Formeln 51 bis 53
geben zugleich die mitten Werthe für K, et u. Ss. w., wenn diese
Gröfsen während der Zeit t veränderlich waren.

b) Wirkung mehrer mechanischen Kräfte auf ein
Massenelement.

Grundsätze für die Wirkung mehrer Kräfte auf ein Massenelement — Zusam-
mensetzen, Zerlegen der Kräfte. Allgemeine Bedingungen des Gleichgewichts.

- $ 24. In den vorhergehenden Untersuchungen haben wir überall
nur eine Kraft auf ein Massenelement wirkend gedacht. Zwar ha-
ben wir bei der Bestimmung des Druckes den Zustand des Gleich-
gewichts und somit nach .den früheren Betrachtungenstillschweigend
zwei Kräfte, deren Wirkungen sich aufheben, vorausgesetzt, allein
wir haben den Gleichgewichtszustand immer nur als einen gegebe-
nen und möglichen Fall betrachtet, ohne zu untersuchen, unter wel-
chen Bedingungen dieser Fall eintreten kann. Gegenwärtig schrei-
ten wir zur Untersuchung der Verhältnisse, welche eintreten, wenn
zwei oder mehre Kräfte auf ein Massenelement wirken. Wir stel-
len zu diesem Zweck zunächst einige Grundsätze auf, die wir künf-
tig mehrfach brauchen werden.

1) Wenn mehre Kräfte gleichzeitig auf ein Massenelement wir-
ken, so ist das Resultat ihrer Gesammtwirkung während eines
Zeitelementes dasselbe, welches auch erreicht worden wäre,
wenn dieselben Kräfte während desselben Zeitelementes in einer
beliebigen Reihenfolge gewirkt hätten, so dafs das Massenelement
während eines Theils des Zeitelementes zuerst der Wirkung und
der Richtung der einen Kraft, dann der Wirkung und der Richtung
einer folgenden etc. gefolgt wäre.

2) Diese Vorstellung hindert nicht, dafs wir uns, anstatt der mehren
Kräfte, welche gleichzeitig auf ein Massenelement wirken, eine einzige
Kraft denken können, welche so beschaffen ist, dafs sie, wenn sie
allein wirkte, während desselben Zeitelementes in dem Massenele-
ment dieselbe Wirkung erzeugen würde, welche die verschiedenen
einzelnen Kräfte zusammen erzeugen. Diese Kraft nennt man die
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resultirende Kraft, die Resultante, die Mittelkraft; die an-dern Kräfte nennt man in Bezug auf die Resultante, deren Seiten-kräfte, Komponenten. Denkt man die Mittelkraft verschiedenerSeitenkräfte, so sagt man, dafs man die Seitenkräfte zusam-mensetze.
3) Die Wirkung jeder Kraft läfst sich auffassen als das Resultatmehrer anderer gleichzeitig wirkender Kräfte, oder mit andern Wor-ten, jede Kraft läfst sich als Resultante verschiedener Seitenkräfteansehen. Bestimmt man die Seitenkräfte, als deren Resultante mandie gegebene Kraft anschen will, so sagt man, man zerlege dieKraft in Seitenkräfte.
4) Aus dem Begriff des Gleichgewichts ($.5) folgt, dafs mehreKräfte, welche auf ein Massenelement wirken, im Gleich-gewicht sind, wenn die Wirkungsgröfse ihrer Mittel-kraft gleich Nullist.
5) Auch folgt aus dem Vorgetragenenleicht, dafs mehre aufein Massenelement wirkende Kräfte im Gleichgewichtsind, wenn die Wirkungsgröfsen ihrer sämmtlichen Sei-tenkräfte gleich Null sind, und umgekehrt.

Prinzip des Parallelepipedums der Kräfte.
$ 25. Denken wir uns drei Kräfte, deren Richtungen nicht inderselben Ebene liegen, auf ein Massenelement wirken. Die Ele-mente dieser Kräfte seien:

dk’ — dmf',

dk" — dmf",
dk" dmPr;

und die Wegelemente derselben mögen
bezeichnet werden mit ds’—.c’dt, ds"— cdt,
ds" —=ec"!di.

Wir können uns nun nach dem er-
sten Grundsatz in $24 den Fall auch so
denken, dafs während eines bestimmten
Zeitelementes die Wirkungen nach ein-
ander erfolgt wären, so, dals zuerst dasMassenelement vermöge der Kraft dK’ds’ den Weg ds’ zurückgelegthätte, also von a nach 5 gelangt sei, dann in einem folgendenTheil desselben Zeitelements in der Richtung von ds” vermöge derKraft dK”ds” den Weg be— ds” und endlich in einem dritten Theildes Zeitelementes vermöge der Kraft dK” ds" den Weg cd= ds” in

der Richtung von ds” zurückgelegt habe. Es wird dann nach Vol-
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lendung des Zeitelements das Massenelement sich in d befinden,
Dasselbe würde stattfinden, wenn vermöge einer einzigen Kraft dK,
welche in der Richtung ad wirksam ist, das Massenelement in dem
Zeitelement den Weg ds—=ad zurückgelegt hätte. Es läfst sich
also die Wirkung der drei Kräfte durch eine einzige ersetzen, de-
ren Leistung sich ausdrückt durch dKds, und diese Kraft dKds ist
die Resultante aus den drei Kräften dK'ds', dK’ds”, dK"ds".

Es folgt hieraus das Gesetz:
Wenn drei Kräfte, deren Richtungen nicht in dersel-

ben Ebene liegen, auf ein Massenelement wirken, so er-
folgt die gemeinschaftliche Wirkung nach der Diagonale
des Parallelepipedums, welches durch die Gröfse und
Richtung der Wegelemente der drei Kräfte gegebenist,
auch ist das Wegelement der Mittelkraft gleich der Länge
dieser Diagonale. Dies Gesetz nennt man das Prinzip des
Parallelepipedums der Kräfte.

Parallelepipedum der Geschwindigkeiten. 3
$ 26. Zufolge des Ausdrucks ds—=c.dt verhalten sich die

Wegelemente in einem bestimmten Zeitelemente, wie die in diesem
Zeitelemente stattfindenden Geschwindigkeiten. Trägt man auf den
Richtungslinien der Kräfte anstatt der Wegelemente die in dem be-
trachteten Zeitelemente stattfindenden Geschwindigkeiten ab, so folgt,
dafs die Diagonale des Parallelepipedums der Geschwin-
digkeiten sowohl der Gröfse als. der Richtung nach
gleich der Geschwindigkeit der Mittelkraft sein müsse.

Das Leistungselement, die Mittelkraft, aber drückt sich aus
durch:

dKds = dm .c.de.
Sind nun die Seitenkräfte ihrer Geschwindigkeit

und Richtung nach gegeben, so ist auch die Geschwin-
digkeit und Richtung der Mittelkraft, und dadurch ihr
Leistungselement entweder durch einfache geometri-
sche, oder durch analytische Betrachtung zu finden.

Prinzip der virtuellen Leistungen.

$ 27. Für den Fall, dafs die Richtungen der Seitenkräfte mit
einander rechte Winkel machen, ist offenbar zufolge des Paral-
lelepipedums der Geschwindigkeiten (Figur umstehend):

c? = c'2 E c"’2 e Cu

folglich:
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Ä ede— c'de' + c" de” + ce”de”,
und:

54) dm.cde = dm.c' dc’ + dm.c" de”4 dm.c”dc”,
oder (nach 47):

55) dK.ds—=dK'.ds’+ dk". ds" + dK" . ds".

Darin liegt der Satz:
das Leistungselement der Mittelkraft dreier Kräf-
te, deren Richtungen zu einander normal sind,
und welche in verschiedenen Ebenen liegen, ist
gleich der Summe der Leistungselemente der ein-
zelnen Kräfte; und umgekehrt jedes Leistungsele-
ment lälst sich durch die Summedreier anderer
Leistungselemente ersetzen, deren Geschwindig-
keits-Richtungen zu einander normal und in ver-
schiedenen Ebenen liegen.

Nennen wir «, ß, y die Winkel, welche die Richtungslinie der
Mittelkraft mit den einzelnen zu einander normalen Seitenkräften
bildet, so folgt:

  

Re CE ec’ ae eds!
STEEL ce Ve?ce"? c"?) ds

64 c" ds’!
cs =———— =

56) S ß ce V(e'? re"? re'2) ds

e ed ds"

MITETVUFHNa!
Hierausfolgt, dafs die gleichzeitigen Ge-

schwindigkeiten für ein Zeitelement oder
,f—— auch die Wegelemente der zu einander
AB normalen Seitenkräfte gleich den Projek-

2%

 

tionen der Geschwindigkeit oder des Weg-
5 & elementes der Mittelkraft auf die Rich-

e I tungen der Wege der Seitenkräfte sind.
Diese gleichzeitigen Seiten-Geschwindigkeiten nennt
man, in Bezug auf die mittlen Geschwindigkeiten,
die virtuellen Geschwindigkeiten, die Wer-

the dm. c'de' ete. nennen wir die virtuellen Arbeiten, und es
läfst sich das Gesetz der Gleichungen 54 und 55) auch so fassen:
Jedes Arbeitselement einer Kraftist gleich der Summesei-
ner virtuellen Arbeiten.

Diesen Satz nennt man das Prinzip der virtuellen Ge-
schwindigkeiten, besser wollen wir ihn das Prinzip der vir-
tuellen Arbeiten nennen.

a
3
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Ist ds der Weg während eines Zeitelements, welchen das Mas-
senelement, durch die Mittelkraft getrieben, zurücklegen würde, so
wollen wir die Wege ds’, ds”, ds” d. h. die Projektionen des Weg-
elementes ds auf die Richtung der Seitenkräfte, die virtuellen

Wegelemente der Seitenkräfte für ds nennen.

Parallelogramm der Kräfte.

828. Ist das Wegelement der einen von den drei Kräften gleich

Null, hat man es also nur mit zwei Kräften zu thun, so läfst sich

immer durch die Richtungen der beiden Kräfte eine Ebene legen.

Es folgt sehr leicht aus dem Vorgetragenen, dafs in diesem Falle

anstatt des Parallelepipedums ein Parallelogramm erscheint, dafs

das Wegelement der Mittelkraft gleich der Diagonale

des Parallelogramms der Wegelemente, und die Ge-

sehwindigkeit der Mittelkraft gleich der Diagonale des

Parallelogramms der Geschwindigkeiten ist.

Prinzip des unmöglichen Gleichgewichts für ein Massenelement.

$ 29. Wirken drei Kräfte auf ein Massenelement, deren
Richtungslinien in verschiedenen Ebenen liegen, so läfst sich immer

eine resultirende Kraft finden, deren Leistungselement einen

bestimmten Werth hat. Daraus folgt, dafs drei solcher Kräfte nie-

mals für sich im Gleichgewicht sein können. Ebenso läfst sich

zeigen, dafs zwei Kräfte, welche auf ein Massenelement wirken,
und deren Richtungslinien einen Winkel mit einander bilden, nie-

mals für sich im Gleichgewicht sein können.
Dies Gesetz nennen wir das Prinzip des unmöglichen

Gleichgewichts.

Mittelkraft einer beliebigen Anzahl von Kräften. Hilfssatz.

‘8 30. In Folge des Satzes vom Parallelepipedum der Geschwin-
digkeiten kann man von einer beliebigen Anzahl von Kräften

immer die Leistung der Mittelkraft bestimmen, denn man braucht

die einzelnen Kräfte nur zunächst zu je zwei zusammenzusetzen

und damit fortzufahren, bis man dieselben auf drei Kräfte, die in

verschiedenen Ebenen liegen, oder auch auf zwei Kräfte in einer

Ebene redueirt hat, und von diesen dann wieder die Mittelkraft bil-

den. Die so gefundene Mittelkraft ist die Mittelkraft sämmtlicher

Kräfte. Bei dieser Zusammensetzung kann man sich des folgenden,
geometrisch leicht nachzuweisenden Satzes bedienen:

ll. 3



34 Grundlehren der Mechanik. B. Von den mechanischen Kräften,

Sind ce’ und c” die Geschwindigkeiten zweier Kräfte, ist ‚«,, der
Winkel, welchen die Richtungen mit einander bilden, so ist die
Geschwindigkeit der Mittelkraft durch die Gleichung gegeben:

eo =e'?+c"? + 2c'c".cos,w
folglich: |
ede = c’de' + ce" de" + cos,a, (e' de" + c”de')
und daher dasLeistungselementderMitielkraft.

57) dmcde = dm[e'dc' + c”dc"
+ cos,a,(c'de” ++ c”’dc')],

und wenn &, «, die Winkel bezeichnen,
welche die Geschwindigkeit ce mit c', und e
mit c” macht, so hat man auch:

c' sin &
58) als =a 9

d.h.: die Geschwindigkeiten der beiden Kräfte verhalten
sich umgekehrt zu einander wie die Sinus der Winkel,
welche dieselben mit der Richtung der Geschwindigkeit
der dritten Kraft bilden.

Ist der Winkel, welchen die Richtungen der beiden Kräfte
bilden, ‚«,=90 Grad, so folgt, da cos 90° — 0:

dmede— dm(c'de' + c” dc"),
also die Leistung der Mittelkraft gleich der Summe der Leistungen
der Seitenkräfte, welches auch unmittelbar aus dem Prinzip der vir-
tuellen Arbeiten sich ergiebt. Da nun in diesem Falle sin 0, =.c08%,
ist, so hat man:

ur

 

’

aenn
59)..2 ce!” pcosank m 9 5 0

ce = e.sina; ce" c.c08.4,.

Mittelkraft zweier Kräfte, deren Richtungen in derselben geraden Linie
liegen.

$ 31. Wenn der Winkel «,—0 ist, so ist cos @,—]1; ist
dagegen ‚«,—= 180 Grad, so ist cos ‚%,=—]1, in beiden Fällen fal-
len die Richtungen der Geschwindigkeiten zusammen, und zwar
liegen sie im ersten Falle nach derselben Richtung, in andern Falle
sind sie entgegengesetzt. Man hat daher für den Fall, dafs die bei-
den Kräfte nach derselben Richtung wirken:

2 —c>- rc? 2rdeich
folglich:

Hei Ee",
d. h. die resultirende Geschwindigkeit ist dann gleich der Summe
oder gleich der Differenz der Gesehwindigkeiten der einzelnen
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Kräfte. Giebt man den Geschwindigkeiten, je nachdem sie in dem

einen oder in dem andern Sinne liegen, bestimmte Vorzeichen, so

kann man den Satz auch so fassen:

Wenn die Richtungslinien zweier Kräfte in die-

selbe gerade Linie fallen, so ist die resultirende

Geschwindigkeit gleich der algebraischen Summe
der einzelnen Geschwindigkeiten.

Mit Hilfe dieser Sätze kann man aber auch jede Kraft, welche

ihrer Richtung und Geschwindigkeit nach gegeben ist, immer in

zwei oder mehre Seitenkräfte zerlegen.

Bestimmung der Mittelkraft durch das Axensystem.

$ 32. Durch geschicktes Zusammensetzen und Zerlegen der
Kräfte kann man oft verwickelte Rechnungen sehr erleichtern. Hat

man z. B. eine beliebige Menge von Kräften, welche auf ein Mas-
senelement wirken, so kann man die Mittelkraft derselben auch so

bestimmen, dafs man zuerst drei Richtungen annimmt, die zu ein-

ander normal sind (Axensystem), dafs man sodann jede einzelne

Kraft nach diesen drei Richtungen zerlegt, die algebraische Summe

der einzelnen Geschwindigkeiten, die in einerlei Richtungslinie fal-

len, bildet, und nun diese drei Geschwindigkeiten wieder zusam-

menseizt, die resultirende Geschwindigkeit ist dann diejenige der

Mittelkraft.
Es seien c', c’, c”, e . etc. die Geschwindigkeiten verschie-

dener Kräfte, &, &5 &yus &w-». : die Winkel, welche sie mit der

ersten Axe bilden, ß,, By, Bun Bun. die Winkel mit der zweiten

und 7,5 Pur Fur Fun, die Winkel mit der dritten Axe. Zerlegt man

die Geschwindigkeit c’ nach der Richtung der drei Axen, so hat
man mit Benutzung der Gleichung 56) die Seiten-Geschwindigkeit

nach der ersten Axe: c’cos«a,, nach der Richtung der zweiten

Axe c'cosß,, nach der Richtung der dritten Axe c' cosy,. In

gleicher Weise zerlegt man die übrigen Geschwindigkeiten, und

wenn man nun die Ahebhitächs Summe der Geschwindigkeiten, die

in einerlei Axe liegen, bildet, und diese für die erste Axe mit c,, für

die zweite Axe mit e,, für die dritte Axe mit c,, bezeichnet,

so folgt die Geschwindigkeit nach der ersten Axe:

m

c' cos &, + ec" 608 @, +" c0s@, + --..-=C
die nach ar zweiten Axe:

61) {dcosß, + ce” cosß, + ec" cost... — Cu
die nach der dritten Axe:

ec’ 6081, + €” 6089, + ec” cos yut:.--- =ou
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und folglich die mittle Geschwindigkeit e:
62) c=V(e? +0? + 0,2).

‚Die Winkel «@, ß, 7, welche ce mit den Axen bildet, findet man
durch die Gleichung 56):

Eu ndgen coß=-i, ey
ce% oo? e

Bei Bestimmung der Ausdrücke c’cos«, ete. ist besonders auf
das Vorzeichen von cos«, ete. zu achten, und es sind die Winkel
stets in demselben Sinne zu messen.

Die Leistung, welche aus der Wirkungeiner beliebigen Zahl von
Kräften nach der Richtung einer der drei Axen hervorgeht, nennen
wir eine Kräftesumme für diese Richtung. Wirken beliebig
viele Kräfte auf ein Massenelement, so kann man in jedem Augen-
blick die Wirkung derselben auf drei Kräftesummen, deren
Richtungen in den drei Axen liegen, zurückführen. Jede
der drei Kräftesummen läfst sich behandeln, als ob sie die Leistung
einer einzigen in dieser Richtung wirkenden Gesammikraft sei, und
wenden wir dasPrinzip der virtuellen Leistungen an, so ergiebt sich sehr
leicht für beliebig viele Kräfte, die auf ein Massenelement wirken,
das Gesetz:

die Leistung der Mittelkraft in irgend einem Zeit-
element ist gleich der Summe dreier Kräftesum-
summen für drei zu einander normale Axen.

Parallelepipedum und Parallelogramm der Drucke.

$ 33. Sind die sämmtlichen Kräfte, welche anf ein Mas
senelement wirken, konstante, d.h. ist das Aenderungsmaafs für
dieselben in jedem Zeitelement dasselbe, so folgt nach S. 19 (No. 30)
e=fft, c"—=f”t" et. Nehmen wir an, dafs die sämmtlichen
Kräfte gleich lange Zeit wirksam gewesen sind, also !’—t" etc.,
so folgt ferner, dafs die Geschwindigkeiten unter sich in
jedem Augenblicke dasselbe Verhältnifs haben, und wenn
man für die Geschwindigkeiten in den Gleichungen 61) die Werthe
ft, f"t, f”t etc. substituirt, und durch # durchweg dividirt, so
hat man:

f cos+f” cos@,+f" cos@,-+...—=f,
63)

|

FF eosß,+f" cosß, +f" eosß,+...=fi
f u? 47% cos 7, len cos Yu... = 1

und folglich das Aenderungsmaafs der Mittelkraft:

FEPUFERTPRPEP)
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Es drücken sich aber die Drucke, welche die Kräfte auf das

Massenelement ausüben, aus durch:
dK’—= dmf', dK"—=dmf" etc.

Wenn man nun die obigen Gleichungen 63) mit dm multipli-

zirt und für dmf’ etc. die Werthe dK’ etc. setzt, so hat man:

dK' cos @, + dK" cosa,-+dK" cos@,+..-=dK,,
65) dK’cosß, + dK”cosß, +dK”cosß,„-+ ---—=dK,,

dK’ cosy, + dK"” cosy, + dK” cosy„+ ..:-=dK,;

und folglich der Mitteldruck:
66) dK=Y(dk? + dk? + dK,?).
Ri aeAK fi —_ AK_fu67) == f} EDTu ‚ 0sY=7K Su 

Hat man es mit veränderlich wirkenden Kräften zu thun,

so ändert sich freilich / in jedem Zeitelement, man kann jedoch für
die Dauer eines Zeitelements f als konstant ansehen, und versteht

man unter f/ f” etc. die bestimmten gleichzeitigen Werthe,
welche die Aenderungsmaalse in einem bestimmten Zeitelement

besitzen, so ‘gelten die obigen Gleichungen unter dieser Vorausset-
zung auch für veränderlich wirkende Kräfte; und dann ergeben

sich durch jene Betrachtungen die Gesetze:

1) In jedem Zeitelement verhalten sich die Drucke, welche ver-

schiedene Kräfte auf ein Massenelement ausüben, zu einander, wie

die Geschwindigkeiten, welche die Kräfte dem Massenelement

in diesem Augenblick ertheilen würden, falls sie frei wirkten.
2) Wenn man die Drucke ihrer Gröfse und Richtung nach

durch Linien darstellt, so gilt das Gesetz, welches wir als Paral-

lelepipedum resp. Parallelogramm der Kräfte und der Ge-

schwindigkeiten bezeichnet haben, mit allen seinen Konsequenzen

auch für die Drucke.
In dieser Gestalt nennen wir dies Gesetz das Prinzip des

Parallelepipedums resp. des Parallelogramms der Drucke.

Bedingungen für das Gleichgewicht nach dem Prinzip der virtuellen

Leistungen.

$ 34. Sind die Geschwindigkeiten in der Richtung aller dreier

Axen gleichförmig, d.h. nach S. 16, wenn die Kräftesummenfür

die Richtungenaller dreier Axen im Gleichgewichtsind, so ist auch

die mittle Geschwindigkeit gleichförmig, und folglich sind die
Kräfte überhaupt im Gleichgewicht. Denn nach dem Prinzip
der virtuellen Arbeiten ergiebt sich dm.cde = dme,de,+dme,de,

+-dme,,‚de,, und da die Geschwindigkeiten o,, e,, c,, konstant sind,
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so sind ihre Differentiale gleich Null, folglich ist die Summe ihrer
virtuellen Arbeiten gleich Null, d. h. es ist auch die Arbeit der Mit-

telkraft gleich Null. Dasselbe findet statt, wenn die virtuellen Ge-

schwindigkeiten e,, c,, e,, einzeln gleich Null sind.

Hieraus ergiebt sich als Bedingung des Gleichgewichts:

Sollen mehre Kräfte, deren Richtungslinien in

verschiedenen Ebenen liegen, im Gleichgewicht
sein, so müssen die Kräftesummen für drei zu

einander normale Axen gleich Null sein.

Dieser Satz gilt auch umgekehrt.
Sind die sämmtlichen Kräfte im Gleichgewicht, so ist das Mas-

senelement entweder in Ruhe, oder es bewegt sich in gerader Li-

nie mit gleichförmiger Geschwindigkeit. Im ersten Falle sind die Weg-
elemente jeder der drei Kräftesummen gleich Null, im andern

Falle sind die Wegelemente in jedem Zeitelement konstant.

Da in beiden Fällen de=fdt gleich Null ist, so folgt, da dt nicht

Null sein kann, das Aenderungsmaals f=0; folglich sind die re-

sultirenden Drucke in der Richtung jeder der drei Kräftesum-
men in beiden Fällen gleich Null.

Liegen die Riehtungen der verschiedenen Kräfte alle in der-

selben Ebene, so gelten die obigen Sätze in der Weise, dafs man

nur die Kräftesummen für zwei zu einander normale Axen in die-

ser Ebene in Betracht zu ziehen hat.

\ Substituirung gegebener Kräfte durch andere.

$ 35. Aus dem eben Vorgetragenen ziehen wir hier nochei-

nige Folgerungen, die sich leicht einsehen lassen, und welche für
die folgenden Betrachtungen von Interesse sind.

1) Sind mehre Kräfte, die auf ein Massenelement wirken, nicht
im Gleichgewicht, und man läfst eine neue Kraft auf das Massen-

element wirken, deren Leistungselement demjenigen der resultirenden

Kraft gleich, aber entgegengesetzt ist, so tritt Gleichgewichtein.
Dasselbe geschieht, wenn man auf das Massenelement anstatt

der einen neuen Kraft, ein System von neuen Kräften wirken läfst,

dessen Resultirende ein gleiches, aber entgegengesetztes Leistungs-
element hat, als die Resultirende des ersten Systems.

2) Sind mehre Kräfte an einem Massenelement im Gleichge-

wicht, so läfst sich jede von ihnen so auffassen, als ob sie eine

Kraft sei, deren Leistung der resultirenden Kraft sämmtlicher übri-

gen Kräfte gleich und entgegengesetzt ist, oder als ob sie die resul-
tirende Kraft eines Systemes von Kräften sei, dessen resultirende
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. Leistung der resultirenden Leistung sämmtlicher übrigen gegebenen
Kräfte gleich und entgegengesetzt ist.
3) Wirkt ein System von Kräften auf ein Massenelement ein,

und es erfolgt Bewegung, so läfst sich der Fall auch so ansehen,

als wirke eine Kraft, welche gleich der resultirenden aller übrigen
Kräfte ist, allein frei auf das System ein, während alle übrigen

Kräfte einzeln durch Gegenkräfte, die ihnen gleich und entgegen-
gesetzt sind, im Gleichgewicht gehalten werden. Sind aber die

auf ein Massenelement wirkenden Kräfte sämmtlich im Gleichge-

wicht, so läfst sich die Sache auch so auffassen, als ob jede ein-

zelne Kraft für sich durch eine gleiche und entgegengesetzte im

Gleichgewicht gehalten werde. Wenn man nach den Gesetzen 1,

2 und 3 die Wirkung, welche eine gegebene Kraft, oder ein ge-
gebenes System von Kräften auf ein Massenelement ausübt, her-

vorgebracht denkt durch eine andere Kraft, oder durch ein än-
deres System von Kräften, so sagt man, diese andere Kraft, oder

dieses andere System werde der ersten Kraft, oder dem ersten Sy-
stem substituirt..

Aeufsere und innere Kräfte eines Massenelements.

$ 36. . Aus dem letzten Satz (No. 3) des vorigen Paragraphen

folgt, dafs wenn mehre Kräfte auf ein Massenelement einwirken,

man sich die Sache so vorstellen könne, als ob jede einzelne Kraft
nach ihrer Richtung auf das Massenelement einen Druck ausübe,

welcher durch einen gleichen, aber entgegengesetzten Gegendruck

aufgehoben wird; gleichviel ob das ganze System im Gleichgewicht

oder in Bewegung ist. Diese Gegendrucke sind wir genöthigt wie-

derum der Wirkung von Kräften zuzuschreiben. Dergleichen Kräfte

nennen wir Reaktionskräfte, auch wohl innere Kräfte des Mas-

senelementes zum Unterschiede von den zuerst betrachteten Kräften,

welche wir äufsere Kräfte, oder bewegende Kräfte nennen.

Jenen Gegendruck, welchen eine äufsere Kraft hervorruft, nennen

wir die Reaktion auch wohl den Widerstand des Massenele-

ments. Die innern Kräfte eines Massenelements erscheinen uns steis

nur im Zustande des Gleichgewichts; niemals sind sie fähig Bewe-
gung hervorzurufen. Wir können ihr Vorhandensein nur als Hypo-

these hinstellen, als Folgerung aus den Ansichten, welche wir über

die Wirkung der Kräfte aufgestellt haben; unserer direkten Wahr-

nehmung entziehen sie sich vollständig.
Aus den eben entwickelten Begriffen folgt:
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wenn eine oder mehre Kräfte auf ein Massenele-

ment einwirken, so entspricht stets jedem wir-

kenden Drucke eine gleich grofse, aber nach ent-

gegengesetzter Richtung wirkende Reaktion.

Gleichung für die Bahn ‘eines Massenelements.

$ 37. Die sämmtlichen auf ein Massenelement wirkenden Kräfte
können wir in jedem Zeitelement auf drei Kräftesummen zurück-
führen, deren Richtungslinien stets parallel mit drei angenomme-
nen, zu einander normalen und in verschiedenen Ebenen liegenden
Axen bleiben ($ 32), indem wir dazu die Gleichungen 61) S. 35
benutzen.

Sind a,, a,, a,, die Koordinaten eines Massenelements in Bezug
auf dasselbe Axensystem, auf welches wir die ursprünglichen
Kräfte zurückgeführt haben, und sind für die drei zu einander nor-
malen Kräftesummen c,, c,, e,, die Geschwindigkeiten für irgend
ein Zeitelement, so sind die Wege des Massenelements in der Rich-
tung der Axen:

ds o.dk,sasiz'eran dsl ec. di:
1

Diese Wege bilden das Wachsthum der Koordinaten, und be-
zeichnen wir die letzten mit ©, y, z, so ist:

42 —.ds — c.dt, ‚dy—ds' — c,dt,_ da — ds. —.c.dt.

Da aber die betrachteten Zeitelemente für sämmtliche Axendie-
selben sind, so folgt, wenn wir dt aus diesen Ausdrücken entwik-
keln, und die so gefundenen Werthe einander gleich setzen:

’ dx dy dz
di=—= —- =—,

€ Eu um

folglich:

dy—=da.-«
68) Me

de — de . u i
€,

und wenn man integrirt, und die Constante wie oben bezeichnet:
c

yz=f-—- det a,,
€

Cuftdata.
7

69)

Durch diese Gleichungen ist also der Weg des Mas-
senelements bestimmt.
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Geradlinige Bahn eines Massenelements.

$ 38. Die Gleichungen für den Weg des Massenelements zei-

gen, dafs wenn die Geschwindigkeiten ©, Cu, Cu konstant sind,

oder wenn nur ihr Verhältnifs konstant ist, der Weg eine gerade

Linie wird. Die Geschwindigkeiten sind aber konstant, wenn sie

gleichförmig sind, wenn also die einzelnen Kräftesummensich im

Zustande des Gleichgewichts befinden, und ihr Verhältnifs ist kon-

stant, wenn entweder die einzelnen Kräfte konstant wirkende sind,

‘oder, wenn zwar die einzelnen Kräfte veränderlich wirkende sind,

aber doch so, dafs die Aenderungsmaalse ihrer Kräftesummen nach

den normalen Axen in jedem Augenblick ein konstantes Verhältnils

haben.

Im ersten Fall hat man ,—=f;t, e,—=fut, „ft, und da

die Kräfte konstant wirken, so sind die Aenderungsmaalsef;, fu» fi

konstant, folglich die Verhältnisse konstant.

Bezeichnet man diese konstanten Verhältnisse Imit qundr
3

mit p, so hat man für die Gleichung des Weges:

yz=qgc-ta,

3Zptet4,-

Sind dagegen die Kräfte veränderlich wirkend, so hat man nach

der Gleichung No. 26 (S. 18):

=fd, fudt, CH Fudt;

folglich:
Ce (a

aze;nn
- Ist nun zwar fi, fi, /,, in jedem Augenblick veränderlich, aber

doch so, dafs immer

 

 

"

z =q; A=p

ist, so hat man:

je nz Sgfrahre, aSppd —_
eena

und daher ebenfalls die Gleichung für die Bahn des Massenelements

wie vorhin:

y=4°t4

3ZPEHt 4:

In beiden Fällen ergiebt sich also die Gleichung der geraden

Linie.

Hieraus folgt:
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Wirken mehre Kräfte auf ein Massenelement ein, so
kann es sich nur in drei Fällen in gerader Linie bewe-
gen, nämlich:

a) wenn alle Kräfte konstant wirkende sind;
b) wenn die einzelnen Kräfte zwar veränderlich wirkende sind,

aber doch so, dafs die Aenderungsmaafse der Kräftesum-
men nach drei zu einander normalen Axen sich stets in kon-
stantem Verhältnifs zu einander ändern.

In diesen beiden Fällen erfolgt die resultirende Bewegung
mit veränderter Geschwindigkeit.

ce) wenn alle Kräfte im Gleichgewicht sind, und dann
ist die Bewegung eine gleichförmige.

In allen andern Fällen bewegt sich das Massenelement in einer
Kurve, und umgekehrt: Bewegt sich das Massenelement in einer
Kurve, so findet keiner dieser drei Fälle statt.

Krummlinige Bahn eines Massenelements.

$ 39. Sind in den Gleichungen 69);

Mefe de-+-a,,
1;

cn»—=y— det a,
€

7und —, „nicht konstant, so bewegt sich das
& 1

Massenelement in einer Kurve. Sind die Verhältnisse in jedem
Augenblick andere, so kann dies daher rühren, dafs entweder die
Geschwindigkeiten c,, c,, e,, der drei Kräftesummen alle drei sich
unabhängig von einander ändern, oder daher, dafs die Geschwin-
digkeiten sich nach einer oder nach zwei Axen gar nicht ändern,
also gleichförmig sind, wohl aber nach der dritten, ‚resp. nach
den beiden andern Axen.

Hiernach ist die krummlinige Bewegung als das Resultat
anzusehen:

a) entweder von drei Kräftesummen, welche unabh ängig ver-
änderlichsind,

b) oder von einer Kräftesumme, die im Gleichgewicht ist,
und von zwei Kräftesummen, von welchen jedeentweder
konstant oder veränderlich wirkend sein kann;

Cu
 die Verhältnisse

c) oder endlich von zwei Kräftesummen, welche im Gleich-
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gewicht sind, und von einer Kräftesumme, welche entweder

konstant oder veränderlich wirkendist.

Nach den auf S. 17 über die Entstehung der gleichförmigen Ge-

schwindigkeit gemachten Bemerkungen läfst sich in den beiden un-

ter b und c genannten Fällen die krummlinige Bewegung auch

auffassen, als hervorgegangen aus der Wirkung dreier zu ein-

ander normalen Kräftesummen, von denen eine oder

zwei momentan wirkend, die beiden anderen, resp. die

dritte aber kontinuirlich, sei es konstant oder verän-

derlich wirkend, zu denken sind.

Bewegung in einer ebenen Kurve.

L $ 40. Die Kurve, welche den Gleichungen No. 69 entspricht,

ist im Allgemeinen eine Kurve von doppelter Krümmung; sie

wird eine ebene Kurve, wenn entweder y oder » konstant wird,

d.h. wenn die in der Richtung der einen Axe liegende Geschwin-

digkeit gleich Null ist. Für die Bewegung in einer ebenen

Kurve haben wir also die Bedingungsgleichungen:

— or

70) | vafende+a,
»= 0ioder c„—0.

Die Bewegung in einer ebenen Kurve läfst sich also immer

als das Resultat zweier Kräftesummen ansehen, deren Richtungen

zu einander normal sind, und von welchen entweder die eine im

Gleichgewicht, und die andere konstant resp. veränderlich

wirkend, oder aber welche beide veränderlich wirkend zu

denken sind. -

Parabelbahn.

$ 41. Bewegt sich ein Massenelement unter dem Einfluls zweier

Kräftesummen, deren Richtungen normal zu einander sind und von

denen eine im Gleichgewicht ist, also eine gleichförmige

Geschwindigkeit bedingt, die andere aber konstant wirkend

ist, so ist die Bahn eine Parabel; denken wir nämlich, die gleich-

förmige Geschwindigkeit finde in der Axe der X statt, die ungleich-

förmige in der Axe der Y, und es sei f, das Aenderungsmaals

der konstant wirkenden Kraft. Man hat sodann:

c,—=f,t (No. 35. S. 20),

worin t die Zeit bedeutet, welche seit der Einwirkung der Kraft

verflossen ist. Diese Zeit ist aber dieselbe, während welcher in

der Axe der X ein bestimmter Weg z mit der gleichförmigen Ge-
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schwindigkeit c, durchlaufen ist, und sie findet sich nach No. 25.
S.17);

I!
€

Man hat also für die Gleichungder Kurve (No. 69):

vafkı da ra,fh de + a,
€,

71) v=fz- br -2° +4,

welches die Gleichung der Parabel ist.
Sind die Kräftesummen nicht normalzu einander, schliefsen

ihre Richtungen vielmehr den Winkel & ein, so kann man sie im-
mer auf zwei zu einander normale Kräftesummen zurückführen.
Nimmt man die Richtung der einen dieser normalen Kräftesummen’
mit der Richtung der konstant wirkenden Kraft zusammenfallend,
so läfst sich die gleichförmige Geschwindigkeit der andern Kräfte-
summe c, in zwei andre Geschwindigkeiten zerlegen (No. 59. S. 34),
deren eine in der Richtung der XAxe liegt, und gleich c, sin « ist,
die andre in der Richtung der YAxe liegt und gleich c, cos « ist.
Man hat sodann die Geschwindigkeitssumme in der YAxe (No. 60.
S. 34):

e,=c,008 0 + fit,

setzt man nun in und nach der obigen Darstellung = x
c,sın &

der allgemeinen Gleichung für die Kurve:

y=fde+ a,
Ä

für c, den Werth e,cos@+-f,t und für c, den Werth e,sin @; so-
dann aber für # den eben berechneten Werth, so ergiebt sich leicht:

Yy —fleotg “+ar‚z)dr + a,

y=r.cotgatıa?.erHau

Diese Kurve ist aber ebenfalls eine Parabel. Dies läfst sich
auf folgende Weise zeigen. Zunächst finden wir einen Wende-
punkt der Kurve, wenn y ein Maximum oder ein Minimum
wird, und nach bekannten Regeln haben wir zur Bestimmung die-
ses Wendepunkts zu setzen:

72)

Fu &dy = cotg «+ (ein aja =);

daraus folgt:
(Ba CR.

3),=— -.sing.cse.—=—1-I_- ,sin2«.
Fu ' °F
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Yy Da nun die zweite Ableitung
ar T immer positiv ist, so lange f,

N: als positiv gedacht wird, weil

zei XZ nämlich das Quadrat im Nenner
« immer positiv sein muls, so ent-

spricht der eben bestimmte Werth

ala N von z einem Minimum, also
einem negativen Werth von y;

es wird also der Wendepunkt

im III. oder IV. Quadrantenlie-

gen. Er liegt im II. Quadranten, wenn das zugehörige z negativ
ist, und dies tritt ein, nach 73), wenn @ ein spitzer Winkelist.

Dagegen wird x positiv, wenn «& ein stumpfer Winkel, also cos «

negativ ist, und dann liegt der Wendepunkt im IV. Quadranten.

Setzen wir den Werth von x aus 73 in 72, so erhalten wir

für den Wendepunkt:
e?

74)re+4.

 

u

Verlegen wir nun den Anfangspunkt der Koordinaten in den

Wendepunkt der Kurve, so ist zunächst a,.—0 unda wir
eo?

die neuen Koordinaten y’ und 2’, so ist offenbar CT)Ir&.C0S%&

(nach No. 73) und wenn wir diesen Werth in die Gleichung 12)

einsetzen, so geht dieselbe nach einer leichten Rechnung über in:

eree
welches wieder die Gleichung der Parabel ist; dieselbe geht in

die Gleichung No. 71 über, wenn « gleich einem Rechtenist.

Zu bemerken ist hier noch, dafs die konkave Seite der Para-

bel immer der Axe der Y, oder derjenigen Axe zugekehrt ist, wel-

che der Richtung der konstant wirkenden Kräftesumme entspricht.

Da endlich die gleichförmige Geschwindigkeit nach S. 17

als das Resultat einer momentan wirkenden Kraft aufgefalst wer-

den kann, so läfst sich die Parabelbewegung immer betrach-

ten als das Resultat einer momentan wirkenden Kräf-

tesumme und einer konstant wirkenden Kräftesumme,

deren Richtungen einen Winkel mit einander bilden.

Krümmungskreis der Bahn, — Normalkraft, T.angentialkraft.

$ 42. Die Gleichung 75) läfst sich auch folgendermaafsen

schreiben:
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ele)
Fı Y)

und folglich ist, wenn wir den Parameter der Parabel mit p be-

zeichnen:

x?

2 (c,sin a)?penz :

Nun ist aber nach einem bekannten geometrischen Gesetz der

Krümmungshalbmesser für den Scheitelpunkt der Pa-

rabel gleich dem halben Parameter, und bezeichnen wir die-

sen Krümmungshalbmesser ‚mit r, so folgt:
(c, sin©)?

Te?
Dieser Krümmungshalbmesser liegt aber in der Axe der Y, d.h.

in der Richtung der konstant wirkenden Kräftesumme.

ee 

Nun ist klar, dafs wir jeden beliebigen Kreis als Krümmungs-

kreis des Scheitels einer Parabel ansehen können, und dals für jedes

Bogenelement eines Kreises, welches von einem Massenelement
durchlaufen wird, immer die obige Gleichung gelten mufs, sobald

wir unter f, das Aenderungsmaals einer in der Richtung

des Radius wirkenden konstanten Kraft, unter c, eine
gleichförmige Geschwindigkeit, welche mit der Richtung der

konstanten Kraft, oder mit der Richtung des Radius den Winkel «

bildet, verstehen.

Ebenso leicht ist es einzusehen, dafs wenn ein Massenelement

sich in einer beliebigen Kurve bewegt, und wir denken für ir-
gend ein Element der Kurve den Krümmungskreis: die obige Glei-

chung auch für dieses Kurvenelement gelten mufs. Hieraus folgt

aber folgendes wichtige Gesetz:

Bewegt sich ein Massenelement in einer beliebi-
gen Kurve, so läfst sich für jedes Element der

Bahn die Bewegung als das Resultat zweier Kräf-

tesummen ansehen, von denen die eine nach der

Richtung des Krümmungshalbmessers für dieses
Bahnelement als konstant wirkend, die andre

aber als im Gleichgewicht, folglich eine gleich-

förmige Geschwindigkeit bedingend, und mit der

ersten einen beliebigen Winkel bildend, gedacht
werden muls. is

Nimmt man den Winkel, welchen die beiden Kräftesummen

mit einander bilden, gleich einem Rechten, und beachtet man, dafs

die Richtung des Krümmungsradius eines Bahnelementes immer mit
.
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der Normalen für dieses Element zusammenfällt, so ist die Rich-
tung der andern Kräftesumme tangential, und es folgt aus dieser

Betrachtung:

Wenn ein Massenelement sich in einer beliebigen Kurve
bewegt, so kann man in jedem Element der Bahn für die wirken-

den Kräftesummen zwei andre substituiren ($38), von denen die

eine normal zur Bahn gerichtet (Normalkraft) immer für dieses

Bahnelement als konstant wirkend, die andre tangential zur
Bahn gerichtet (Tangentialkraft) als im Gleichgewicht befindlich

betrachtet werden mufs.

Die Gleichung 76):
a (esmo)a
=

Fü
gilt hiernach ganz allgemein, sobald man unter r den Krümmungs-

halbmesser in irgend einem Element der Kurve, unter f, das Aen-

derungsmaals der Normalkraft, unter c, die gleichförmige Seitenge-

schwindigkeit und unter & den Winkel versteht, welchen diese
gleichförmige Seitengeschwindigkeit mit der Normale der Kurve bil-

det. Wird die gleichförmige Seitengeschwindigkeit tangential ge-

nommen, so ist «= 90 Grad sin «—=1, und man hat:
2

€
Mn

77) a

Da aber die Tangente für ein Kurvenelement mit diesem

zusammenfällt, so kann man unter c, auch die Geschwindigkeit

in der Richtung der Bahn, oder die Geschwindigkeit, mit wel-

cher das Massenelement in dem betrachteten Augenblick sich eben
bewegt verstehen.

Centripetalkraft und Centrifugalkraft.

8 43. Aus den Untersuchungen des vorigen Paragraphen folgt,

dafs wenn ein Massenelement sich in einer beliebigen Kurve be-

wegt, man immer das Aenderungsmaafs f, der Normalkraft nach

der Gleichung 77) bestimmen kann, sobald man die Geschwindig-

keit des Massenelements und den Krümmungshalbmesser der Bahn

kennt. Diese Normalkraft äufsert auf das Massenelement einen
Druck in der Richtung nach dem Mittelpunkt des Krüämmungskrei-
ses, und diesem Druck mufs eine gleich grofse, aber entgegengesetzt

wirkende Reaktion ($ 36) entsprechen. Man nennt daher auch

wohl die Normalkraft, welche das Bestreben darstellt, das Massen-
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element dem Mittelpunkt des Krümmungskreises zu nähern, die

Centripetalkraft, die gleich grolse, aber entgegengesetzte Reak-

tion dagegen, welche das Bestreben ausdrückt, das Massenelement

von dem Mittelpunkt des Krümmungskreises zu entfernen, die Cen-

trifugalkraft (Fliehkraft, Schwungkraft). Nennt man dF das

Werthelement einer von beiden, so drücken sich offenbar beide

aus (nach Gleichung 76 und 4) durch:
1 2 2

78) deananN

Bezeichnet man eine von beiden als positiv, so ist die an-

dere negativ zu bezeichnen. Auch ist es klar, dafs es gleichgiltig

bleibt, welchen von beiden Drucken man als den wirkenden, und

welehen man als die Reaktion ansehen will; in manchen Fällen

erleichtert es die Anschauung, wenn man die Centripetalkraft als

Reaktion der Centrifugalkraft betrachtet.

\

Kreisbewegung.

'$ 44. Die Gleichung 77):

0.
= r

zeigt, dafs das Aenderungsmaafs der Centrifugalkraft in jedem Au-
2

genblick konstant ist, wenn— konstant ist, also unter andern,

wenn c, konstant und r konstant ist. Der Krümmungshalbmes-

ser r ist nur konstant, wenn die Kurve, in welcher das Massen-

“element sich bewegt, ein Kreis ist. Bewegt sich also ein Mas-

. senelement in einem Kreise, und zwar so, dafs die Geschwindig-

keit in der Richtung der Bahn in jedem Augenblick konstant ist,

so ist auch das Aenderungsmaafs der Normalkraft, und

diese selbst konstant, und umgekehrt:

Ist das Aenderungsmaafs der Normalkraft konstant,

und bewegt sich ein Massenelement in einem Kreise, so ist die

Geschwindigkeit in der Richtung der Bahnin jedem Augen-

blick konstant.

Aus diesen Gesetzen lassen sich noch mancherlei Folgerungen

leicht herleiten.

Die Bewegung im Kreise kommt bei Maschinen sehr häufig

vor. Man bezeichnet sie gewöhnlich als Rotationsbewegung,

oder als rotirende Bewegung, pflegt aber diese Benennungen
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allgemeiner auch wohl auf die Bawegmmgeniin einer geschlossenen
Kurve überhaupt auszudehnen.

Bewegt sich ein Massenelement in einem Kreise, so dafs die

Tangential-Geschwindigkeit in jedem Punkte der Bahn. dieselbe ist,

so nennt man die Bewegung eine gleichförmig rotirende, im

entgegengeseizten Falle eine ungleichförmig rotirende.

Die gleichförmig rotirende Bewegung ist also als das

. Resultat einer konstant wirkenden Normalkraft, und einer im

Gleichgewicht befindlichen Tangentialkraft anzusehen.

Ist dagegen bei der Bewegung eines Massenelements in einem

Kreise die Normalkraft veränderlich wirkend, d.h. ist das Aen-

derungsmaals f, derselben für verschiedene Bahnelemente ver”

schieden grofs (was jedoch nicht ausschliefst, dafs es, wie oben

nachgewiesen worden, während der Zeitdauer, welche das Durch-

laufen jedes einzelnen Bahnelementes erfordert, als konstant betrach-

tet werden könne), so ist auch die Geschwindigkeit in der

Richtung der Bahnveränderlich.

Winkelgeschwindigkeit, Peripherie - Geschwindigkeit.

$ 45. Bewegt sich ein Massenelement in einem Kreise, so

können wir uns den Radius dieses Kreises als mathematische Linie

ohne Masse, und mit dem Massenelement gemeinschaftlich rotirend
denken, ohne dafs dadurch in den Bewegungsverhältnissen des Mas-

senelements irgend etwas geändert wird.

Ist in irgend einem Punkte der Bahn =. die Geschwin-

digkeit des Massenelements, und o—= die Geschwindigkeit irgend

° eines andern Punktes dieses Radius, welcher den Abstand o vom
Mittelpunkt hat, so sind offenbar die in gleichen Zeitelementen von

dem Massenelement und von jenem Punkt zurückgelegte Wege gleich

den Längen der gleichzeitig durchlaufenen Bogenelemente, und da
diese, wie leicht ersichtlich, sich wie die Radien verhalten, so

hat man:

dswasın:0

und folglich auch e,:»=r:o,

oder:

a
%

u. 4

Go
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Man kann also die Geschwindigkeit des Massenelements

finden, wenn man den Radius r desselben und auflserdem die Ge-

schwindigkeit » irgend eines Punktes in diesem Radius und den

Abstand o dieses Punkts vom Mittelpunkt des Kreises kennt. Nimmt
man diesen Punkt so an, dafs sein Abstand oe gleich der Längen-

einheit ist, so nennt man die Geschwindigkeit desselben in Bezug

auf das Massenelement die Winkel-Geschwindigkeit, und be-

zeichnet man dieselbe mit w, so hat man:

Es ist also unter der Winkel-Geschwindigkeit eines roti-

renden Massenelements diejenige Geschwindigkeit zu verstehen,

welche ein Punkt, der in dem Abstand 1 von dem Mittelpunkt des

Kreises mit dem Massenelement gemeinschaftlich rotirt, besitzt. Im

Gegensatz hierzu pflegt man die Geschwindigkeit c,, welche das

Massenelement in der Richtung seiner Bahn hat, die Peripherie-

Geschwindigkeit des Massenelements zu nennen.

Führen wir in die Gleichung 78) die Winkel-Geschwindigkeit
w ein, so ergiebt sich für die Centrifugalkraft:

2

dF= dm.f,— dm— = dm .w* er

us d&

  

aa eeDATE
79 .

- ze) er, 0 Re A

Rap ee dın 0 rap

aR
erre

Bewegt sich ein Massenelement in einem Kreise, so nennt man
den Weg, welchen dasselbe zurücklegt, in dem es einmal die Pe-.

ripherie des Kreises durchläuft, eine Umdrehung. Ist die Bewe-

gung eine gleichförmig rotirende, so ist offenbar die Zeitdauer

einer Umdrehung nach No. 25. S. 17:

BER OTET NR
Tan er eh

© C) w
 

Macht das Massenelement in einer Minute nUmdrehungen, so

ist andrerseits auch:

a
n

aus diesen beiden Ausdrücken ergeben sich folgende Formeln:

7
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SO) /co= Ber = — wr — 0,1047rn

anis: RB:
een ©a n

Bi Ber Bi ri:er ek Te =0,1047 n.

In diesen Formeln bedeutet:

t die Zeitdauer einer Umdrehung in Sekunden,

- n die Anzahl der Umdrehungen in einer Minute,
c, die Peripherie-Gesehwindigkeit,
r den Halbmesser des Kreises, in welchen sich das Massen-

element bewegt,
w die Winkel-Geschwindigkeit,

c,„r, w sind in einerlei Maafseinheit zu nehmen; die Zeitein-

heit ist die Sekunde.

Ist die Bewegung nicht gleichförmig rotirend, so gelten obige
Formeln noch für die mittlen Werthe.

Aus den Formeln 80 lassen sich, indem man die Werthe für

die Geschwindigkeit c, in die Formeln 53. Seite 28 einführt, fol-

gende für den praktischen Gebrauch bequeme Formeln herleiten

(die Zahlenwerthe sind abgerundet):

N
Hr— A8S6S —

m

sı) Var so)
3

Vär= 17 ie s

in welchen Formeln bezeichnet:

K den Druck in der Richtung der Peripherie in

Pfunden,

r den Abstand dieses

Fufsen,

Druckes von der Drehaxe in

N die Anzahl der wirksamen Pferdekräfte,

n die Anzahl der Umdrehungen in einer Minute.

Nimmt man K in Kilogrammes, r in Meires, so hat man:
A*
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Kr=718 mn
N.

i N.
Je — Be81a) (V m =272

3aVkh= sy.

‚Prinzip der virtuellen ünd reellen Wege.

$ 46. Denken wir uns ein Massenelement, auf welches eine
beliebige Anzahl von Kräften einwirkt, deren Drucke in irgend
einem Augenblick die Werthe dK’, dK”.... haben. Denken wir fer-
ner ein ganz beliebiges Axensystem so, dafs der Durchschnittspunkt
der Axen in das Massenelement fällt, und lassen die früher einge-
führten Bezeichnungengelten, so ist nach Gleichung 65. S. 37 der re-
sultirende Druck in der Richtung der ersten Axe:

dK, = &(dK'.cos «,),
in der Richtung der zweiten Axe:

dk, = Z(dK' cos ß,),
in der Richtung der dritten Axe:

aAK,=Z&(dK'.cosy,).

 

   
  

Nehmen wir in einer der drei Axen einen beliebigen Punkt p,
dessen Abstand von dem Massenelement Pm= a, sei, projiciren wir
diesen Abstand auf die Richtung jeder Kraft, indem wir die Nor-
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malen pg', pg”’*).... ziehen, und nehmen wir die Projektionen von

a, auf die Richtung der einzelnen Kräfte a’, a’, a” ete., so ist of-

fenbar:

und man hat daher:

dk, — &(ak' ö a)

folglich, da der Nenner a, allen Summanden rechts gemeinschaft-

lich ist:
82) dk. —=2&(dk'.a).

In Bezug auf die beiden andern Axen würde sich für einen

beliebigen Punkt derselben, dessen Abstand vom Massenelement d,
beziehlich 'e, sei, nachweisen lassen:

dK,.b,—= (dk)
Fr ak (de).

Denken wir eine Ebene durch den Punkt p normal zur Axe

mp, und daher parallel mit der Ebene, in welcher die beiden an-
dern Axen liegen; es mögen die Richtungen der verschiedenen
Kräfte diese Ebene in den Punkten %, h”’... etc. schneiden, und

es sei ml" —n', mh"—=n” etc., so ist:

 cos @, == i

folglich:
5 : ’ dK

dk, =&(dK'.csa)=3& T=-.4);

und da wieder a, allen Summanden gemeinschaftlich ist, so folgt:
AR, (daR

3, ee):
Ein ähnliches Gesetz läfst sich für die beiden andern Axen

nachweisen, und wenn p', p".... und q', q’.... die Entfernungen
von dem Massenelement bezeichnen, in welchen die Richtungen der

Drucke dK'’, dK”.... zwei andere Ebenen schneiden, von denen je

eine normal ist Reje einer der beiden andern Axen, so hat. man

auch:
dK,, dK'

Ku —= >(iK')
e,

Nun ist p (in der Figur) ein beliebiger Punkt einer der drei

83a)

*) In der Figur ist nur eine Kraft dK’ ihrer Richtung nach gezeichnet, um
nicht durch viele Linien das Bild undeutlich zu machen; es gelten natürlich für
alle andern Kraftriehtungen dieselben Beziehungen, welche für diese eine gelten.
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Axen; es ist aber auch das angenommene Axensystem ein belie-
biges, und folglich, da man durch jeden Punkt im Raume und
durch das Massenelement immer eine gerade Linie legen, diese aber
als Axe eines Axensystems ansehen kann, so gilt die oben bewie-
sene Gleichung 82) für jeden beliebigen Punkt, der au-
fserhalb des Massenelements liegt, und da ferner jede Ebene
normal sein kann, zu einer entsprechenden, durch das Massenelement
gedachten Axe, so gilt die Gleichung 83) für jede beliebige
Ebene.

Die Entfernung des Massenelementes von dem Durch-
schnittspunkte einer Kraftrichtung mit einer angenom-
menen Ebene wollen wir den reellen Wes der Kraft
für diese Ebene nennen.

Denken wir uns einen Punkt in einem beliebigen Abstande
von dem Massenelement, und projieiren wir diesen Abstand auf die
Richtung einer auf das Massenelement wirkenden Kraft, so nennen
wir die Projektion den värtuellem Weg der Kraft in Bezug
auf den Punkt (analog der Bezeichnung in $ 27, doch nicht da-
mit zu verwechseln). i

Zerlegen wir sämmtliche Drucke nach drei auf einander nor-
male Axen, deren Durchschnittspunkt im Massenelement liegt, und
von denen eine durch einen angenommenen Punkt geht, so nennen
wir die Summe der Drucke für diese letztgenannte Axe (S. 37) auch
wohl den resultirenden Druck für den gedachten Punkt.
Legen wir durch den angenommenen Punkt eine Ebene, welche
normal ist zum Abstande des Punkts von dem Massenelement, so
wollen wir den resultirenden Druck für den gedachten Punkt auch
als „Normaldruck für diese Ebene*® bezeichnen.

Nach diesen Erklärungen können wir die Gesetze, welche die
Gleichungen 82 und 83 enthalten, folgendermaafsen ausdrücken:

Wirken beliebig viele Kräfte auf ein Massenele-
ment, so ist für jeden beliebigen Punkt aufser-
halb des Massenelements in irgend einem Augen-
blick das Produkt aus dem resultirenden Druck
für diesen Punkt in den Abstand des Punkts von

. dem Massenelement gleich derSumme der Pro-
dukte, welche gebildet werden, indem man den
Druck jeder einzelnen Kraft mit ihrem virtuellen
Wege in Bezug auf den angenommenen Punkt
multiplizirt, und es ist ferner für jede beliebige
Ebene der Quotient aus dem Normaldruck für
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diese Ebene durch den normalen Abstand dersel-

ben von dem Massenelement gleich der Summe

der Quotienten, welche gebildet werden, indem

man jeden einzelnen Druck durch seinen reellen

Weg in Bezug auf die Ebene dividirt.

Dieses Gesetz wollen wir das Prinzip der virtuellen und

reellen Wege nennen. Wir haben dasselbe hier für den allge-

meinsten Fall entwickelt, und es bleibt nur übrig, daraus Folgerun-

gen für spezielle Anwendungen zu ziehen.

Anwendung des Prinzips der virtuellen und reellen Wege auf die resul-

tirende Kraft, und auf die Normalkraft bei der Bewegung in einer beliebigen

Kurve.

8 47. Nach $ 35. No.3 (S.39) kann man für die Wirkung

der einzelnen Kräfte diejenige ihrer Resultirenden substituiren. Für

den im vorigen Paragraphen betrachteten Fall würde man offenbar

haben, wenn man den virtuellen Weg der Resultirenden in Bezug auf

den gewählten Punkt mit «a, den reellen Weg mit n bezeichnet:

dk,—=dK.a—=3(dk'«a)

BI). rend =2()
-@, n .

Die Gesetze dieser beiden Gleichungen lassen sich ähnlich wie

die der Gleichungen 82) und 83) in Worten ausdrücken, nämlichso:

Wirken beliebig viele Kräfte auf ein Massenele-

ment, und man denkt irgend einen Punkt aufser-

halb des Massenelements, projieirt den Abstand

dieses Punkts auf die Richtung jeder einzelnen

Kraft und auch auf die Richtung der Resultiren-

den sämmtlicher Kräfte, so ist das Produkt aus

dem resultirenden Druck in die Projektion jenes

Abstands auf die Richtung der Resultirenden

gleich der Summe der Produkte, welche gebil-

det werden, indem man jeden einzelnen Druck

mit der Projektion jenes Abstandes auf seine

Richtung multiplizirt. Aufserdem ist der Quo-

tient aus dem resultirenden Druck durch seinen

reellen Weg in Bezug auf eine beliebige Ebene

gleich der Summe der Quotienten, welche ge-

bildet werden,indem man jeden einzelnen Druck

durch seinen reellen Weg in Bezug auf dieselbe

Ebene dividirt.
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Liegt der gewählte Punkt in der Richtung der Resultiren-
den, so ist der resultirende Druck für diesen Punkt offenbar der
Mitteldruck sämmtlicher Kräfte, folglich dK,=dK; die Drucke nach
den beiden andern Axen, welche normal zu der gewählten Rich-
tung zu denken sind, würden dann zufolge der Gleichung 67) gleich
Null sein, insofern die Winkel £ und y gleich 90 Grad sind, und
man hat also für diesen Fall die Bedingungsgleichungen:

dK.a,— Z(dK, a’)
35) ((ak)— 0

Z(dK'e) = 0,
oder;

2)
a, n

Ss —- =0

wenn p’ und q’ die reellen Wege in Bezug auf zwei Ebenen be-
zeichnen, welche zu je einer der beiden andern Axen normal, oder,
was dasselbe heifst, welche mit der Richtung der Resultirenden pa-
rallel und unter sich normal sind.

Bewegt sich ein Massenelement in einer beliebigen Kurve, so
ist in Folge des Gesetzes in $ 42.8. 46 in jedem Augenblieke der
Druck in der Richtung der Normalen als konstant wirkend, der-
jenige in der Richtungder Tangente als im Gleichgewicht befind-
lich, anzusehen. Zerlegt man in irgend einem Augenblick die

„sämmtlichen auf das Massenelement wirkenden Drucke nach drei
Axen, von denen die eine (die erste) mit der Richtung des Krüm-
mungshalbmessers zusammenfällt, so müssen die beiden andern in
einer Ebene liegen, welche zu dem Krümmungshalbmesser normal
ist, folglich die Kurve berührt; die Resultirende aus den beidenKräftesummen, welche in dieser Ebene liegen, giebt die Leistung inder Richtung der Tangente, und da diese gleich Null sein soll, so
mufs auch nach $ 34 ($. 38) der Druck in der Richtung jeder die-ser beiden Axen gleich Null sein. Man hat daher auch für diesen
Fall die Gleichungen 85 und 86 in Geltung, wenn

dK den Druck der Normalkraft,
@, den Abstand eines beliebigen Punktes auf der Normalen

zur Kurve von dem Massenelement,
ed, a’.... die Projektion dieses Abstandes auf die Richtung der

verschiedenen Kräfte,

7
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vb"... und e'e’ die Projektionen der Abstände zweier

Punkte, die in der Berührungsebene der Kurve in je einer

von zwei sich im Berührungspunkt rechtwinklig schneiden-

den Axen liegen, auf die Richtung der verschiedenen

Kräfte,

n'n”.... die reellen Wege der verschiedenen Kräfte in Be-

zug auf eine Ebene, die im Abstande a, zur Richtung des

Krümmungshalbmessers normal, also mit der Berührungs-

ebene parallel ist,

p'p”.... und g’g”.... die reellen Wege der verschiedenen

Kräfte in Bezug auf je zwei zu einander normale und mit

dem Krümmungshalbmesser parallele Ebenen

bezeichnen,

Anwendyng des Prinzips der virtuellen und reellen Wege auf den Zustand

des Gleichgewichts.

$ 48. Sind beliebig viele Kräfte, welche auf ein Massenele-

ment wirken, im Gleichgewicht, und wir denken ein beliebiges

Axensystem, dessen Durchsehnittspunkt mit dem Massenelement zu-

sammenfällt, so sind die resultirenden Drucke für jede der drei

Axen einzeln gleich Null ($ 34. S.38), es ist also:

i dK,—0; dK,—0; dK„—®;
und es folgt daher für den Zustand des Gleichgewichts nach Glei-

chung 82 und 83):

 

Z(dk'd) — 0
87) .Z(aK db) = 0

Z(dE €) = 0.

> Bat ZU
n

.88) (7 )=0
dK'

= en =0:G
Hierin liegen folgende. Sätze:

1)-Sind beliebig viele Kräfte, welche auf ein Mas-

senelement wirken, im Gleichgewicht, und man nimmt

einen beliebigen Punkt im Raume an, projieirt den .Ab-

stand desselben von dem Massenelement auf die Rich-

tung jeder einzelnen Kraft, so ist die Summe der Pro-

dukte, welche gebildet werden, indem man den Druck
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jeder Kraft mit der Projektion jenes Abstandes auf ihre
Richtung multiplizirt, gleich Null.

2) Sind beliebig viele Kräfte, welche auf ein Mas-
senelement wirken, im Gleichgewicht, und man denkt
eine beliebige Ebene im Raum, so ist die Summe der
Quotienten, welche gebildet werden, indem man den
Druck jeder Kraft durch ihren reellen Weg in Bezug
auf diese Ebene dividirt, gleich Null.

Diese Sätze gelten auch umgekehrt.
Wenn nämlich mehre Kräfte auf ein Massenelement

wirken und es ist:
entweder für jeden beliebigen Punkt im Raume
die Summe der Produkte aus dem Druck jeder
Kraft in die Projektion des Abstandes jenes Punk-
tes von dem Massenelement auf die Richtung der
Kraft gleich Null, oder: :
für jede beliebige Ebene die Summe der Quo-
tienten, welche gebildet werden, indem man den
Druck jeder Kraft durch ihren reellen Weg in
Bezug auf jene Ebene dividirt, gleich Null,

so sind die Kräfte im Gleichgewicht. ‘
Um nun nachzuweisen, dafs jene Bedingungen für jeden

beliebigen Punkt, oder für jede beliebige Ebene
statt finden, braucht man nur zu zeigen, dafs sie für drei Punkte
erfüllt werden, deren jeder in einer andern von drei durch das
Massenelement gehenden zu einander rechtwinkligen Axen liegt,
oder dafs sie für drei Ebenen gelten, die auf solchen Axen folglich
nach unter einander normal sind. Dies läfst sich sehr leicht geo-
metrisch beweisen, indem man das Axensystem um seinen Durch-
schnittspunkt dreht, und nun zeigt, dafs wenn diese obigen Bedin-
gungen für das Axensystem in der ursprünglichen Lage gelten, die-
selben auch für jede andere Lage gelten müssen, in welche man
dasselbe durch Drehung bringen kann. Endlich läfst sich eben so
leicht nachweisen, dafs der Durehschnitispunkt des anzunehmenden
Axensystems auch aufserhalb des Massenelements liegen könne,
Man hat also die obigen Bedingungs-Gleichungen über-
haupt nur für drei Punkte, deren Ebene nicht durch das
Massenelement geht, beziehlich für drei sich rechtwink-
lich schneidende Ebenen, nachzuweisen.
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Bemerkung über die Vorzeichen bei Anwendung des Prinzips der virtuellen

und reellen Wege.

$ 49. Bei der Anwendung dieser Gesetze ($ 46 bis $ 48) ist

es von der gröfsten Wichtigkeit, die Vorzeichen richtig an-

zuwenden, welche den Cosinus und den Linien, welche

entweder die Projektionen des Abstandes der gewählten

Punkte auf die Richtungen der Kräfte, oder die reellen

Wege der Kräfte in Bezug auf die gewählten Ebenen bedeu-

ten, angehören. In dieser Beziehung ist zu bemerken, dafs man

die Winkel, welche die Riehtungen der Kräfte mit den angenom-

menen Axen bilden, von jeder Axe anfangend stets in ein und ‚dem-

selben Sinne messen mufs, und dafs wenn man die Richtungen,

nach welchen die Kräfte das Massenelement einzeln zu bewegen

streben, als positiv ansieht, die Verlängerungen dieser Richtungen

rückwärts über das Massenelement hinaus als negativ betrachtet

werden müssen, und umgekehrt. Es erleichtert dabei die Betrach-

tung, wenn man entweder sämmtliche Kräfte als ziehend, oder

sämmtliche Kräfte als schiebend sich vorstellt.

Prinzip der statischen Momente für den Zustand des Gleichgewichts.

$ 50. Sind mehre Kräfte, die auf ein Massenelement wirken,

und deren Richtungslinien in derselben Ebene liegen,

im Gleichgewicht, und zerlegt man den Druck jeder Kraft nach

zwei Axen, die zu einander normal sind, und in derselben Ebene

liegen, so folgt leicht ($ 34. S. 38), wenn

dK', dK".... die Drucke und «, «,... die

Winkel, welche die Richtung derselben

mit der einen Axebilden,folglich (90°— «,),

(90°—«,)... die Winkel mit der andern

Axe sind:
I. E(dK’.cos«a)=0

I. Z(dK'.sin «) =.

Nach dem Frühern folgt aus der Glei-

chung I. auch (S. 57):
II. (dk mi’) =V0.

 

’

Nun ist aber sin nt, folglich hat man auch nach II.

M

zZ (aX. 2) —0, und da mu bei sämmtlichen Drucken dasselbe

ist, so folgt:
IV. Z(aK' . uk) 0.



60 Grundlehren der Mechanik. B. Von den mechanischen Kräften.

Die Linie «4 oder die Normale von irgend einem Punkt auf
die Richtungslinie einer Kraft nennt man den Hebelsarm dieser
Kraft in Bezug auf den Punkt, das Produkt von der Form
dK'.uh' oder das Produkt aus dem Druck einer Kraft in. ihren He-
belsarm nennt man das statische Moment der Kraft in Bezug
auf jenen Punkt. io

Bezeichnet man den Hebelsarm der Kräfte mit r’ r"...., so hat
man die Gleichung IV in der Form:

89) I(dK'.r) = 0.
Da nun die Lage der Axe mu in der Ebene gleichgiltig ist, so

folgt, dafs Alles, was für den Punkt u bewiesen ist, auch für jeden
andern Punkt der Ebene gilt, und daher läfst sich die so eben
entwickelte Gleichung IV in Verbindung mit II als Gesetz so aus-
drücken:

Sind mehre Kräfte, die auf ein Massenelement
‚wirken, und deren Richtungslinien in derselben
Ebene liegen, im Gleichgewicht, und man denkt
in der Ebene einen beliebigen Punkt, so ist so-
wohl die Summe der Produkte, welche gebildet.
werden, indem man jeden Druck mit der Pro-
jektion des Abstandes jenes Punktes von dem
Massenelement auf die Richtungslinie des Druk-
kes multiplizirt, als auch die Summe der stati-
schen Momente in Bezug auf jenen Punkt, gleich
Null.

Da zur Erfüllung des Gleichgewichts sowohl die Gleichung I
als auch II Statt finden mufs, da ferner die Gleichung III von I,
die Gleichung IV von II abgeleitet wurde, so folgt umgekehrt:

Wenn mehre, auf ein Massenelement wirkende
Kräfte, deren Richtungslinien in derselben Ebene
liegen, im Gleichgewicht sein sollen, und man
nimmt in der Ebene einen beliebigen Punkt an,
so mus sowohl die Summe der Produkte, welche
gebildet werden, indem man jeden einzelnen
Druck mit der Projektion des Abstandes jenes
Punktes von dem Massenelement auf die Rich-
tungslinie des Drucks multiplizirt, als auch die
Summe der statischen Momente der Drucke in
Bezug auf diesen Punkt gleich Null sein.

Hat man es mit Kräften zu thun, deren Richtungslinien in
verschiedenen Ebenen liegen, und man will die Bedingungen
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des Gleichgewichts untersuchen, so kann man aufser den in $ 48.

S.57 angeführten Gesetzen auch noch folgendes Verfahren befol-

gen: Man zerlegt jede einzelne Kraft in zwei andere, von denen

eine in eine bestimmt angenommene, durch das Massenelement ge-

hende Ebene fällt, die andere in einer Richtung normal zu dieser

Ebeneliegt. Nun wendet man für das Gleichgewicht in der Ebene

die eben aufgestellten Gesetze an, und untersucht, ob aufserdem

noch entweder die Summe der Drucke in der zur Ebene normalen

Richtung gleich Nullist, oder aber ob in Beziehung auf diese Richtung

die Gesetze S. 48. No. 1 oder 2 erfüllt werden, indem man entwe-

der einen Punkt in der normalen Richtung annimmt und seinen

Abstand auf die Richtung jeder Kraft projieirt, oder indem man zu

der angenommenen Ebene eine Parallelebene denkt, und die reel-

len Wege der einzelnen Drucke in Bezug auf diese Ebene unter-

sucht etc.

Anwendung des Prinzips der statischen Momente auf Kräfte, die nicht im

Gleichgewicht sind.

$ 51. Wirken mehre Kräfte, deren Richtungslinien in dersel-

ben Ebeneliegen, auf ein Massenelement, und die Kräfte sind nicht

im Gleichgewicht, so wird nach $35. No.1 Gleichgewicht her-

gestellt sein, wenn wir eine neue Kraft auf das Massenelement ein-

wirken lassen, welche der Resultirenden gleich und entgegenge-

setzt ist. Sobald diese Kraft einwirkt, gelten die Gesetze des vo-

rigen Paragraphen. Ist der resultirende Druck dK und der Hebels-

arm in Bezug auf einen angenommenen Punkt r, so würde also

folgen:
Z(dK'r)— dK.r—=0.

90) dK.r=&(dK'r').

Das Prinzip der statischen Momentegilt also auch für den

Fall, dafs die Kräfte nicht im Gleichgewicht sind, nimmt aber dann

die Form an:

Wirken beliebig viele Kräfte, deren Richtungs-

linien in ein und derselben Ebene liegen, auf ein

Massenelement, so ist in jedem Augenblick das

statische Moment der Mittelkraft in Bezug auf

einen Punkt in der Ebene der Kräfte gleich der

Summe der statischen Momente der einzelnen

Kräfte in Bezug auf denselben Punkt.
Liegt der angenommene Punkt in der Richtung der Resultiren-
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den, so ist offenbar der Hebelsarm der Resultirenden in Bezug auf
diesen Punkt gleich Null, und es folgt daher der Satz:

Sind mehre Kräfte, die auf ein Massenelement
wirken, und deren Richtungslinien in derselben
Ebene liegen, micht im Gleichgewicht, so ist
dennoch die Summe der statischen Momente in
Bezug auf jeden Punkt in der Richtung der Re-
sultirenden gleich Null.

Prinzip der konstanten Leistungen für parallele Ebenen.

$ 52. Denken wir, es wirken beliebig viele Kräfte auf ein
Massenelement, und dasselbe bewege sich unter dem Einflufs der-
selben in einer gewissen Kurve; zerlegen wir nun sowohl die
Drucke, als die Wegelemente nach drei zu einander normalen
Axen, so ist das Leistungselementin irgend einem Augenblick
in der Richtung der ersten Axe:

dK, ds, = 2’(dK’ cos «,). 2’(ds’ cos «,),
in der Richtung der zweiten Axe:

dK,ds,—=2(dK’.cosß,).&(ds'.cos ß,),
in der Richtung der dritten Axe:

dK,,ds„—=Z&(dK'.cosy,).&(ds’.cosy,),
und das Leistungselement der Mittelkraft ($ 32. S. 36):
dK.ds — dK, ds, +dK,, ds,-+dK,,.ds,,— (dK’. cos «,).2(ds’ cos«,)

+ 2(dK’cosß,).. Z(ds’ . cos ß,) + Z(dK’ . cos y,).. 2(ds’ . cos 7,).
Ist nun für irgend eine Zeitdauer der Druck in der Richtung

einer der drei Axen konstant, so ist (S. 27. Gleichung 48) für
diese Zeit die Leistung in dieser Richtung gleich dem Produkt aus
dem konstanten Druck in den Weg, welchen derselbe in dieser
Zeit zurückgelegt hat. Wenn also z. B. der resultirende Druck für
die erste Axe während einer bestimmten Zeitdauer konstant ist,
so ist die Kräftesnmme ($ 32. S.36) für diese Richtung in
der genannten Zeitdauer gleich (dK,.s,); die Drucke in der Rich-
tung der beiden andern Axen mögen dabei während dieser Zeit-
dauer konstant oder beliebig veränderlich sein. Die Form der
Bahn des Massenelements ist aber nach $ 38 und 39 von der Be-
schaffenheit der Kräftesummen für alle drei Axen abhängig. Diese
Form der Bahn kann, wenn die Kräftesumme nach der Richtung
der einen Axe eine konstante ist, sowohl eine gerade Linie
sein, wenn auch die Kräftesummen für die beiden andern Axen
konstant sind ($ 38) als auch irgend eine Kurve bilden ($ 39).
Wie sie aber auch beschaffen sein mag, die Arbeit in der Richtung
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der konstant wirkenden Kräftesumme wird sich immer ausdrücken

durch (dK,.s,), wenn dK, der konstante Druck, s, der Weg dieses

Druckes ist. Nun ist aber der Weg s,, den das Massenelement

von irgend einer Lage aus bis zu irgend einer andern Lage in der

Richtung einer bestimmten Axe durchläuft, nichts anderes, als der

Zuwachs der Ordinate des Weges nach der Richtung dieser Axe

für die Zeit, in welcher das Massenelement aus der ersten Lage in

die zweite übergeht. Der Werth dieses Ordinaten-Zuwachses aber

wird dargestellt durch den normalen Abstand der beiden Ebenen,

welche man dureh das Massenelement in seiner ersten undin seiner

spätern Lage normal zu der Axe denken kann. Hierin nun liegt

der Satz:

Bewegt sich ein Massenelement unter dem Ein-

flufs einer beliebigen Menge von Kräften in ir-

gend welcher Kurve, und es ist für irgend eine

Richtung der Druck für eine gewisse Zeit kon-

stant, so ist die Leistung der Kräftesumme für

diese Richtung, indem das Massenelement aus

einer Ebene, die normal zu der Richtungist, in

eine andere, ebenfalls zu der Richtung normale

Ebene übergeht, immer dieselbe und wird durch

das Produkt aus dem konstanten Druck in den

normalen Abstand der beiden Ebenen gemessen,

gleichviel wie die Kurve beschaffen sein mag,

welche das Massenelement bei dieser Bewegung

beschreibt. Es ist folglich auch der Gewinn an

lebendiger Kraft, und mithin auch der Zuwachs

an Geschwindigkeit derselbe. ($ 21. S.26 und $ 22.

S.27:)

Dieses Gesetz findet besonders Anwendung für alle die Fälle,

wo nach der Richtung der Vertikalen die Schweredie einzige

wirkende Kraft ist. Ein Körper, welcher nur durch die Schwer-

kraft getrieben aus einer horizontalen Ebene in eine andere über-

geht, erlangt immer denselben Zuwachs an Geschwindigkeit, also

auch immer denselben Gewinn an lebendiger Kraft, und es ist auch

die auf ihn wirkende Kraftrichtung immer dieselbe, gleichviel ob

er in der vertikalen Linie oder in irgend einer andern geraden Li-

nie (geneigte Ebene) oder in einer Kurve den Uebergang bewirke.
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Prinzip der konstanten Leistungen, wenn der konstante Druck stets durch
.. denselben Punkt geht,

$ 53. Der Satz des vorigen Paragraphen läfst sich noch auf
eine allgemeinere Form bringen, und gewinnt dann folgende Ge-
stalt: ’

Bewegt sich ein Massenelement unter dem Ein-
flufs mehrer Kräfte in einer Kurve, und es exi-
stirt ein Punkt, für welchen der resultirende
Druck ($46. S.54) konstant ist, so ist auch die
Leistung, der Gewinn an lebendiger Kraft und
die Geschwindigkeits-Aenderung konstant, wel-
che für das Massenelement Statt finden, indem
dasselbe seine Entfernung von jenem Punkte um
ein bestimmtes Stück ändert, und zwar drückt
sich immer die Leistung für eine bestimmte Zeit
aus durch das Produkt aus dem konstanten Druck
in die Differenz der Entfernung von jenem Punkt,
welche das Massenelement am Anfange und am
Ende der Zeit besitzt: die Kurve, welche wäh-
rend dieser Zeit durchlaufen wird, mag eine be-
liebige Form haben.

Denn es bewege sich das Massenelement in der Kurve AB so,
dafs der resultirende Druck für den Punkt C konstant — dk ist,
nehmen wir auf der Kurve AB unendlich kleine Wegstücken an,
Aa, aa’, d’a’.... und: beschreiben aus C mit den Abständen aC,
@C.... BC Kugelflächen, welche AC in den Punkten endese...
schneiden, so ist für ein unendlich kleines Wegstück Aa das Kugel-
element ae als eben, Ae aber als normal zu dieser Ebene, und der
konstante Druck dK als parallel mit AC wirkend anzusehen, das
Leistungselement, welches auf das Massenelement wirkt, indem

2 dasselbe von A nach a sich bewegt,
drückt sich also nach dem vorigen
Satze aus durch dK.Ae, welche Ge-
stalt auch immer das Kurvenelement
Aa haben mag. Ebenso lälst sich zei-
gen, dafs das Leistungselement für die

Bewegung von a nach «’ gleich dK.ab
=dK.eeete. ist; es ist folglich die

Leistung der stets durch den Punkt C

gehenden konstant wirkenden Kraft,
indem das Massenelement sich von A
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nach B bewegt, gleich: I(dK.Ae') und da dKfür alle Elemente kon-

stant ist, auch gleich:
dK.Z(Ae)—=dK. AE= dK(AC— CE) = dk. (AC—BC),

das ist, was zu beweisen war.
Dieser Fall kommt auf den des vorigen Paragraphen zurück,

wenn man annimmt, dafs der Punkt C unendlich weit entferntliegt,
die Richtungen nach € also alle als parallel angesehen werden

können. f *

Geht die Richtung einer Kraft stets durch einen bestimmten

Punkt, so pflegt man diesen Punkt den Mittelpunkt der Kraft

zu nennen.

Bewegung eines Massenelements durch Gleichgewichtslagen. — Stabiles,
labiles Gleichgewicht.

$ 54. Bewegt sich ein Massenelement unter dem Einflufs be-

liebiger Kräfte in einer gewissen Kurve, so setzt dies immer vor-

aus, dafs die Kräfte nicht in allen aufeinander folgenden Lagen

des Massenelements im Gleichgewicht sind, denn wäre dies der

Fall, so mülste ($ 38) die Bahn eine gerade Linie sein.
Wenn jedoch bei der Bewegung eines Massenele-

ments in einer Kurve die Kräfte in irgend einem Punkte

durch eine Gleichgewichtslage gehen, d.h. wenn für ir-

gend einen Punkt die resultirende Leistung aus sämmt-

lichen Kräften Null wird, so ist in diesem Punkte die

Geschwindigkeit des Massenelements ein Maximum oder

ein Minimum.

Denn, zerlegen wir die Leistung sämmtlicher Kräfte nach drei

zu einander normalen Richtungen, so ist nach Gleichung 54) S. 32

in jedem Augenblick:
dm . cde = dmec, de, + dmc, de, + dme,, de,»

wenn c die resultirende Geschwindigkeit, c,, c,, c,, die Geschwin-

digkeiten nach der Richtung der drei Axen bezeichnen. Nun ist

offenbar die resultirende Geschwindigkeit (c), mit welcher sich das

Massenelement bewegt, in dem Augenblick ein Maximum oder Mi-

nimum, wo ihr Differenzial de gleich Null wird, d.h. wenn die

Gleichung erfüllt wird:

dm c, de, + dm e, de, + dme,,de,,

- dnc
 0,

oder:

dmc,de, + dmce,de, + dme,, de, =.u u

1. 5
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Diese Gleichung zeigt aber an, dafs, wenn de=® sein soll,
d.h. wenn die Geschwindigkeit des Massenelements ein Maximum

oder ein Minimumsein soll, die resultirende Leistung sämmtlicher

Kräfte gleich Null sein müsse, d.h. dafs die Kräfte für diesen Au-
genblick im Gleichgewicht sein müssen.

Die Geschwindigkeit ist ein Maximum, wenn die zweite Ab-

leitung negativ ist, sie ist ein Minimum, wenn die zweite Ablei-

tung positiv ist. Wenn nun von der Gleichgewichtslage aus die

Kräfte dem Massenelement einen negativen Geschwindigkeitszu-

wachs ertheilen, d.h. wenn sie das Bestreben haben, das Massen-

element an der Entfernung aus der Gleichgewichtslage zu hin-

dern, oder, was dasselbe sagt, wenn sie in solchem Sinne wirken,

dafs sie das Massenelement, so bald es sich aus der Gleichgewichts-
lage entfernt, wieder in dieselbe zurückzuführen streben, so nennt

man eine solche Gleichgewichtslage eine stabile. Wenn da-
gegen von der Gleichgewichtslage ab die Kräfte dem Massenelement

einen positiven Geschwindigkeitszuwachs ertheilen, d. h. wenn
sie das Bestreben äufsern, das Massenelement, sobald es einmal die

Gleichgewichtslage verlassen hat, nieht wieder in dieselbe zurück-

zuführen, so sagt man, die Gleichgewichtslage sei nicht sta-
bil, auch wohl, es sei eine labile Gleichgewichtslage. Dieser
Darstellung gemäfs läfst sich folgender Satz aufstellen:

Wenn ein Massenelement sich unter dem Einflufs

beliebiger Kräfte in einer Kurve bewegt, und die

Kräfte erlangen für irgend einen Punkt der Kurve
eine Gleichgewichtslage, so ist die Geschwin-
digkeit des Massenelements ein Maximum, wenn
die Gleichgewichtslage eine stabile ist, dagegen
ein Minimum, wenn die Gleichgewichtslage eine
labile ist.

Bestimmung des stabilen und labilen Gleichgewichts.

$ 55. Betrachten wir nun wiederum den Fall, welcher in
$ 53 vorausgesetzt wurde. Denken wir, das Massenelement bewege
sich in einer Kurve, und für einen bestimmten Punkt sei der re-
sultirende Druck ein konstanter; ziehen wir von diesem Punkte
Normalen an die Kurve, so wird in den Durchschnittspunkten die-
ser Normalen mit der Kurve diese letzte entweder einen grölsten
oder kleinsten Abstand von dem Punkte haben. Das Massenele-
ment wird also, nachdem es einen solchen Durchschnittspunkt
passirt hat, seinen Abstand von dem Mittelpunkt der Kraft im ent-
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gegengesetizten Sinne zu ändern beginnen, als vor dem Durch-

gange durch denselben; und zwar so, dals wenn es einen näch-

sten Durchschnittspunkt passirt, von da an die Entfernungen vom

Mittelpunkt der Kraft wachsen, und wenn es einen entfernte-

sten Durchschnittspunkt passirt, die Abstände vom Mittelpunkt der

Kraft von da ab sich verringern. Hat nun die Kraft das Bestre-

ben, das Massenelement dem Mittelpunkt der Kraft konstant zu

nähern (Anziehungskraft), so wird der Geschwindigkeitszu-

wachs vor einem nächsten Punkt, wo sich das Massenelement

dem Mittelpunkt der Kraft nähert, sich also im Sinne der Kraft

bewegt, positiv; hinter demselben, wo sich also das Massenele-

ment im entgegengeseizten Sinne der Kraft bewegt, negativ; da-

gegen wird in analoger Weise der Geschwindigkeitszuwachs vor

einem entferntesten Punkt negativ, hinter demselben posi-

tiv; es wird also für eine Anziehungskraft in einem nächsten

Punkte ein Maximum der Geschwindigkeit, in einem entfernte-

sten Punkte ein Minimum der Geschwindigkeit statlfinden, und

es stellt daher für eine solche Kraft ein nächster Punkt immer

eine stabile Gleichgewichtslage, ein entferntester Punkt

immer eine labile Gleichgewichtslage dar. Hat dagegen die Kraft

das Bestreben, das Massenelement konstant von dem Mittelpunkt

derKraft zu entfernen (Abstolsungskraft), so finden genau

die entgegengesetzten Verhältnisse statt.

Es ist natürlich hierbei vorausgesetzt, dafs die Richtung, in wel-

cher die Kraft wirksam ist, als positiv angesehen wird.

Legen wir durch die Durchsehnittspunkte der Normalen mit

der Kurve Ebenen, welche normal zu jenen Normalen sind, so sind

dies Berührungsebenen zur Kurve. Liegt nun der Mittelpunkt der

Kraft so entfernt, dafs man alle von der Kurve nach demselben

gezogenen Linien als parallel ansehen kann (der Fall des $ 52), so

werden auch diese Berührungsebenen alle normal zu der Kraftrich-

tung, und unter sich parallel sein.

Die obigen Gesetze lassen sich nun leicht auch auf den Fall

übertragen, wo die konstante Kraft immer parallel mit einer be-

stimmten, geraden Linie bleibt ($ 52). Hier wird für jede Berüh-

rungsebene, welche zur Kraftrichtung normalist, die Gesehwin-

digkeit des Massenelements ein Maximum oder ein Minimum, je

nachdem diese Ebene einem nächsten oder einem entferntesten Be-

rührungspunkt entspricht.

5*
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Schwingende Bewegung. Gesetz für die Schwingung durch eine stabile

Gleichgewichtslage.

$ 56. Denken wir, ein Massenelement bewege sich auf einer

Kurve unter dem Einflufs einer konstant wirkenden Anziehungs-

oder Abstofsungskraft; es habe seine Bewegung in irgend ei-

nem Punkte der Kurve mit Null-Geschwindigkeit begonnen, wäh-

rend es in diesem Punkte den Abstand a’ vom Mittelpunkt der
Kraft besafs, und habe sich bis zu einem Punkte, welcher einer
stabilen Gleichgewichtslage entsprieht und den Abstand «

von dem Mittelpunkt der Kraft hat, bewegt. Die Leistung der

Kraft auf das Massenelement ist in diesem Augenblick geworden
nach $ 53 (Gleichung 48. S. 27):

dK.(a —a) — 4dm..c?,

in sofern «—a die Abstandsänderung, welche das Massenelement
unter der Einwirkung der Kraft vom Zustand der Ruhe aus und e die
Endgeschwindigkeit bedeutet, welche das Massenelement im Punkt a
erlangt hat, Mit dieser erlangten Geschwindigkeit passirt das Mas-
senelement die stabile Gleichgewichtslage, und von nun an wird
der Geschwindigkeitszuwachs in der Richtung nach dem Mittelpunkt
der Kraft konstant negativ, d. h. es nimmt die Geschwindigkeit, mit
welcher das Massenelement sich dem Sinne der Kraft entgegen be-
wegt, fortwährend ab, bis sie endlich Null wird. Dieser Augen-
blick tritt ein, wenn die Summe der dem Massenelement in den
einzelnen Zeitelementen entzogenen Geschwindigkeiten wieder c
geworden ist, oder wenn die auf das Massenelement nun verzö-
gernd einwirkende Kraft eine Leistung gleich — 4dm .c? erzeugt
hat. Da aber

+dm.c?—=(@—a).dk
ist, so folgt:

— zdme =— (a — a) .dK,
d.h. die, dem Massenelement bei seiner, dem Sinne der Kraft ent-
gegengesetzten Bewegung entzogene lebendige Kraftist gleich der-
jenigen geworden, welche die Kraft dem Massenelement bei seiner
Bewegung im Sinne der Kraft ertheilt hat, sobald die Abstandsän-
derung (a — a) von dem Mittelpunkt der Kraft gleich aber entge-
gengesetzt derjenigen Abstandsänderung geworden ist, welche das
Massenelement bei seiner Bewegung im Sinne der Kraft erlangt hat.
Das Massenelement erlangt also auf der andern Seite der stabilen
Gleichgewichtslage denselben Abstand von dem Mittelpunkt der
Kraft, welchen es bei dem Beginn der Bewegung nach der Gleich-
gewichtslage hin besessen hatte. Sobald es diesen Abstand erlangt
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hat, ist seine Geschwindigkeit wieder Null geworden; die konstant
wirkende Kraft bewegt nun, falls dieser Augenblick nicht einer

Gleichgewichtslage entspricht, das Massenelement wieder in ihrem
Sinne nach der Gleichgewichtslage hin, und dasselbe passirt diese

Lage wiederum nach der entgegengesetzten Seite hin, bis es wieder

mit Null-Geschwindigkeit in seiner ursprünglichen Lage angekom-

men ist. Nun wiederholt sich das Spiel von Neuem. Endlich läfst

sich noch ganz allgemein zeigen, dals bei der Bewegung von der

Ruhe nach dem Punkt des stabilen Gleichgewichts hin einerseits,
und bei der Entfernung von diesem Punkt andrerseits, in gleichen

Abständen vom Mittelpunkt der Kraft gleich grolse Geschwindig-

keiten Statt finden müssen.

Denn es sei c die Geschwindigkeit, welche das Massenelement
erreicht hat, indem sein Abstand vom Mittelpunkt der Kraft gleich

x geworden, und zwar während es sich von dem Zustand der

Ruhe, oder von dem Abstand «’ aus nach dem Mittelpunkt der

Kraft hin bewegt, es sei ferner f das Aenderungsmaafs der Kraft, so

ist offenbar die gewonnene lebendige Kraft:
ıdm.c?—dK.(a — 2)=dm.f(a' — x),

folglich:
e=YV I2f(e' — v)].

Indem das Massenelement den Punkt desstabilen Gleichgewichts

erreicht, ist die Arbeit der konstant wirkenden Kraft gleich dK(a— a)

geworden, und wenn es sich bis zum Abstande z wieder von der

Gleichgewichtslage entfernt hat, so ist demselben die Arbeit dK(a— x)

ertheilt, folglich besitzt es die Arbeit:
dK(a’ — a) + dK(a— 2) =dKk(a' — x);

ist nun in diesem Augenblick seine Geschwindigkeit ec’ geworden,

so hat man:
ıdm..e'”—=dK.(a'—x) =4+dmf(a'—x)

ce =VI2f.(e—e)],

folglich:
Cele.

Aus dieser Darstellung folgt folgendes Geselz:

Bewegt sich ein Massenelement unter dem Ein-

flufs beliebiger Kräfte in einer Kurve, so, dals

für einen bestimmten Punkt dieresultirende Kraft

eine konstant wirkende ist, und fängt die Bewe-

gung in der Kurve mit Null-Gesehwindigkeit an,

so wird das Massenelement, falls es bei seiner

Bewegung eine stabile Gleichgewichtslage durch-
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läuft, auf der andern Seite dieser Lage eine

ebenso grofse Entfernung von dem Mittelpunkt

der Kraft erlangen, als es bei dem Beginn der

Bewegung hatte, dann für einen Augenblick zur

Ruhe kommen, sich hierauf, wieder mit Null-

Geschwindigkeit beginnend, rückwärts in seine
ursprüngliche Lage zurückbewegen, und diese

hin- und hergehende Bewegung ununterbrochen

fortsetzen. Bei dieser Bewegung hat das Massen-

element zu beiden Seiten der stabilen Gleichge-
wichtslage in gleichen Abständen vom Mittel-

punkt der Kraft gleiche Geschwindigkeiten.

Diese Gesetze lassen sich leicht für den Fall verstehen, wo
der Mittelpunkt der Kraft unendlich weit entfernt liegt.

Eine solche hin- und hergehende Bewegung eines Massenele-
ments nennen wir eine schwingende Bewegung. Die Bewe-

‚gung von dem Zustand der Ruhe aus durch die stabile Gleichge-

wichtslage bis wiederum zum Zustand der Ruhe hin, nennen wir

eine Schwingung. Die Schwingungen wiederholen sich hier-

nach ununterbrochen, so lange die Resultirende für den Mittelpunkt
der Kraft konstant wirkend bleibt. Diese Voraussetzung trifft

jedoch bei den in der Praxis vorkommenden Fällen nur schr sel-

ten zu,

Mathematisches Pendel — Pendelschwingung im Kreisbogen.

$ 57. Ein Massenelement, welches unter dem Einflufs der

Schwerkraft in irgend einer Kurve schwingt, so dafs es bei dieser

Schwingung eine stabile Gleichgewichtslage durchläuft, nennt man
ein mathematisches Pendel. Ist diese Kurve ein Kreisbo-
gen, so nennt man das Pendel ein Kreispendel.

Es schwinge ein Massenelement unter dem Einflufs der Schwer-

kraft in dem Kreisbogen ABC. Ist EB die Richtung der Schwere,

so erhalten wir die Lage des stabilen Gleichgewichts, wenn

wir die Berührungsebene des Kreisbogens denken, welche normal

zu EB ist, und zwischen dem Kreisbogen und dem Mittelpunkt der

Kraft liegt. Der Berührungspunkt dieser Ebene B ist der Punkt
des stabilen Gleichgewichts ($ 55). Fängt die Bewegung des

Massenelements in « an, wo der Abstand von der Ebene gleich ab

ist, so muls, nach ’$ 56, das Massenelement, nachdem es den Punkt

B passirt hat, sich so weit erheben, dafs der Abstand «’b’ gleich ab

wird; d. h. es wird der Winkel «EB gleich BEa' sein müssen.

 
e
r
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Den Winkel a«EB—=BEa nennen wir den Erhebungswinkel,

bezeichnen wir denselben mit «. Hat sich das Massenelement un-

ter dem Einflufs der Schwere von a, mit Null-Geschwindigkeit an-

‚fangend, bis nach einem beliebigen

Punkte e bewegt, und legen wir

durch «a und e die beiden Ebenen

ap und eg normal zu EB, so ist

die Geschwindigkeit, mit welcher

das Massenelement in e ankommt,

dieselbe, welche es erlangt haben

würde, indem es von p nach g frei

gefallen wäre ($ 52), folglich:

e=VA(29.r9)
—=YV[2gr (cos g— cos o)],

wenn wir mit r den Halbmesser des Kreisbogens, mit 9 den Winkel

eEB, um welchen das Massenelement nun noch von der Gleichge-

wichtslage entfernt ist, bezeichnen. Ist in diesem Augenblick ds

das Wegelement, so ist auch, wenn wir die Geschwindigkeit für

die Dauer eines Zeitelements als konstant ansehen:.

 

ae
Er dig

es ist aber jedenfalls:

ds: = — dp%rs

da das Wegelement ds wächst, wenn das Element des veränder-

lichen Winkels 9 abnimmt, folglich:

e=TuV[29 (cos g — cos «)..r] 

aVa)Verer
Die Zeit, welche das Massenelement braucht, um von a nach

B zu gelangen, wird sich finden, indem wir diesen Ausdruck inte-

griren, und das Integral zwischen den Grenzen 9 « und 9=o

nehmen. Allein das Integral vona
V (cos p — cos a)

in geschlossener Form erhalten. Wir können es aber für hinrei-

chend kleine Winkel ermitteln, indem wir, mit Vernachlässigung

der vierten Potenzen, von p und « setzen:

läfst sich nicht

2 a?

eg csa=1— 7%

”)
V(cos — cos«) = ve,
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folglich für kleine Erhebungswinkel:

Br er; dp
ir Vz ie)
t=— V=Ss+Const.

=—YZ N - arc (cos = 2 | + Const.

— VA, . are (cos gm )+ Const.,
8 &

welches Integral von 9=« bis 9=o zu nehmen ist. Man hat
sodann für die Zeit der Bewegung von a bis B:

=Y- [arc (cos —=0) — arc (cos— y].

Der Bogen, dessen cos — 0 ist, ist aber der Quadrant, folglich
are (cos—=0)=%7, und der Bogen, dessen cos—=1 ist, ist Null,

folglich ist =eV :

Indem nun das Massenelement von dem Punkt B aus seine
Bewegung nach C hin fortsetzt, verliert es allmählich die Geschwin-
digkeit, welche im Punkt B das Maximum erreicht hatte. In dem
Punkt e'‘, welcher in derselben Horizontalen mit dem Punkt e liegt,
wird nach $56 die Geschwindigkeit wieder gleich derjenigen im
Punkte e geworden sein, und man hat:

e=Y[29(cos 9 — cos e) .r],

es ist aber auch hier ds—=— dy.r und lt, folglich hat 

man auch für diesen Theil der Schwingung:
— dir

VI[2g:(cosg—cosa).r] ’
und es mufs sich die Zeitdauer, welche das Massenelement braucht,
um von B nach dem Punkt der Ruhe a’ zu gelangen, genauin der-
selben Weise, wie vorhin, finden.

Nennen wir 7 die Zeit einer ganzen Pendelschwingung, so ist:

VT=2AHE aV-- = 0,5620)/r.

U

Man sieht, dafs in diesem Ausdruck der Erhebungswinkel «
nicht vorkommt; es ist also die Zeitdauer einer Pendel-
schwingung unabhängig vom Erhebungswinkel, so lange der-
selbe so klein ist, dals man die oben gemachte Substitution für
cos & gelten lassen kann,

Den Radius des Kreisbogens r nennt man die Länge des
Pendels. Für eine Länge r’ ist die Dauer der Schwingung:
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a r'

Tenu 5
8

I), Bu Var 1775

d.h. für mathematische Kreispendel von verschiedener

Länge verhalten sich die Schwingungszeiten wie die

Quadratwurzeln aus den Längen der Pendel.

Ist T die Dauer einer Pendelschwingung, so ist T.n die Dauer

von nPendelschwingungen, nennen wir diese T,, so hat man:

nn nl—any

folglich:

92) ne "VE.

Für ein Pendel von der Länge r' hat man in derselben Zeit

die Anzahl der Pendelschwingungen:

WieVE,
7 r! ’

’ 1 1 dh ’

92a) n:n -Y-- : Val Abi

d.h. für mathematische Kreispendel von verschiedenen

Längen verhalten sich die Anzahl von Schwingungen in

einer gegebenen Zeit umgekehrt wie die Quadratwur-

zeln aus den Pendellängen.

Aus der Formel 90 folgt für T=1:
Be SERIE
75 = 7,8096 — 3,1666 Fuls.

Ein Pendel, dessen Schwingungsdauer eine Sekunde beträgt,

nennt man ein Sekundenpendel. Hiernach ist die Länge ei-

nes mathematischen Sekundenpendels:

3,1667 Fuls —=38 Zoll preufsisch,

— 0,9938 Metres.

folglich:

 r=

Pendelschwingung in einer beliebigen Kurve — Cykloidenpendel —

5 Tautochrone — Brachystochrone.

$ 58. Es sei allgemein (Fig. auf folg. Seite) ABC eine beliebige

Kurve, in welcher ein Massenelement sich unter dem Einfluls der

Schwerkraft bewegt. C sei ein Punkt des stabilen Gleichgewichts,

und zugleich der Anfangspunkt des Koordinatensystems, dessen eine

Axe cy mit der Richtung der Schwere zusammenfällt, also in dem

Punkte C normal zur Kurve ist, während die beiden andern Axen in
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einer horizontalen, die Kurve C berührenden Ebene liegen. Ist a der
Abstand des Punktes, in welchem das Massenelement seine Bewe-
E Fr gung von der Ruhe aus beginnt, so ist

m die erlangte Geschwindigkeit in dem

Augenblick, wo es den Punkt B er-

 
 

wo reicht hat, dessen Abstand von der
B 2 ; .

La Horizontalen gleich z ist:

es e=YVI29(a—e).]
Ist ds das Kurvenelement, so

ist auch

od

FFIR
folglich

—.ds
dt = ————.,

VlIes(a—x)]
Um nun die Zeit zu finden, welche das Massenelement braucht,

um von einem Punkte der Kurve bis zu einem andern zu gelangen,

mufs man diesen Ausdruck integriren, indem man ds und x von

ein und demselben Urvariablen abhängig macht, und dann das In-

tegral zwischen den entsprechenden Grenzen nehmen. Man kann

dazu die Gleichung der Kurve benutzen. Ist dieselbe:

y=h+C
3=gQ,+0,

so hat man:

ds—=]\ (de? + dy? + ds?) = de][1 + (af)? + (dy.)?),
folglich ganz ei

B)ı=— AraSEEee,(dp.)jez —+ Const.

Gewöhnlich führt diese Methode, wegen des schwierigen Inte-
grals, nur schwer zum Ziele, und man sucht lieber ds aus andern
Eigenschaften der Kurve herzuleiten, wie wir es bei dem Kreis-
pendel geihan.

Von den verschiedenen Kurven, in welchen Pendelschvwingun-

gen stattfinden können, hat, aufser dem Kreisbogen, noch die Cy-
kloide ein besonderes Interesse.

Es sei ABC eine Cykloide, welche durch Abwickelung eines
Kreises von dem Halbmesser gleich r auf der horizontalen Linie
AX entstanden ist. Der Erzeugungskreis sei bei seiner Abwicke-
lung in die Lage gekommen, in welcher er eben das Kurvenele-
ment BE beschreibt; er berühre dabei die Grundlinie AXin d, und
indem er sich auf derselben fortwälzt, macht er zunächst, indem er

—
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das Element BE beschreibt, eine unendlich kleine Drehung um den

Punkt d; es ist folglich die Sehne Bd des Erzeugungskreises die

Normale für den Punkt B, und daher die hierzu normale Sehne Be

Tangente für denselben. Wo die Richtung der Normalen mit der

Richtung der Schwere zusammenfällt, ist ein Punkt des stabilen

Gleichgewichts ($ 55). Da die Erzeugungslinie horizontal

ist, so ist leicht einzusehen, dafs dies der Punkt C sein müsse, wel-

cher zugleich Scheitel der Oykloide ist. Nun ist:

RN BF ut BE jus BE'.Be

sin(BEF‘) sin (BeG) BG

Es ist aber BE=ds; BF=de; BG—=a2; Be=] (ed.ek)— Y(@r.2);

folglich hat man:

ds =da >

setzt man diesen Werth in den oben gefundenen allgemeinen Aus-

druck für dt, so hat man:
Er

d.

=ganYe»

r dx

reva) Jocs —ı?)

a r BER OR 30: =)
=—6) A arc(tang — 2Vlaz

—=)

w=)

r rd 28%. — a
= V= . Arc (cotg >=rarsy)

Nehmen wir dies Integral zwischen den Grenzen4 bis 2=0,

so findet man die Zeit, welche das Massenelement braucht, um von

der Ruhe aus bis zum Punkt des stabilen Gleichgewichts in der Cy-

kloide zu fallen:

 

folglich:

  

*) Es ist nämlich (Wolffs Zahlenlehre I. Th. $ 607. No. 9):

NeBe[tan AbkDREEERT |"
Vom +p&— ga?) Yq BIS Tr 2Yq : Ylm + px — qx?)
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== V-Jare(cotg =—@) — arc(og=+@ ]

ı=ay.

Man sieht hieraus, dafs diese Zeit unabhängig ist von der Or-
dinate a, oder von der Höhe desjenigen Punktes, von welchem die
Bewegung ausgeht, so dals, wenn ein Massenelement von einem
Punkte, dessen Ordinate gleich a, und ein anderes Massenelement
von einem Punkte, dessen Ordinate «a’ ist, in demselben Augenblicke
zu fallen beginnen, dennoch beide zu gleicher Zeit in dem Punkte C
anlangen. Es werden also bei der Cykloide alle Bögen,
die man von irgend einem Punkte der Kurve bis zum
Scheitelpunkte rechnen kann, in gleichen Zeiten durch-
fallen, und deshalb nennt man die Cykloide in Bezug auf diese
Eigenschaft tautochronische Linie; das Kreispendel ist dagegen
nur für kleine Erhebungswinkel annähernd isochron.

Da die Cykloide zu beiden Seiten der Linie CY symmetrisch
ist, so läfst sich, wie beim Kreispendel, zeigen, dafs die Zeit, wel-
che das Massenelement braucht, um von C aus sich wiederum bis
zum Abstande @ von der Horizontalen zu erheben, ebenfalls gleich t
sein müsse. Demnach ist die Dauer einer Schwingung in
der Cykloide:

94) T=mYı=ayt,
d.h. die Dauer der Schwingung ist ebenso grofs, wie bei
einem isochron schwingenden Kreispendel, dessen Pen-

 dellänge gleich dem doppelten Durchmesser des erzeu-
genden Kreises der Cykloide ist.

Denken wir die Cykloide auf einen eylindrischen Körper, des-
sen Seiten vertikal sind, dessen Grundfläche aber eine ganz belie-
bige Formhaben mag, aufgewickelt, und zwar so, dafs die Grund-
linie der Cykloide in einer horizontalen Ebene bleibt, so entsteht
eine Kurve von doppelter Krümmung, welche aber immer noch
dieselbe Eigenschaft des Tautochronismus haben mufs, wie die
ursprüngliche Cykloide, denn es ist für diese Kurve in dem Aus-
druck:

ds

VI2g(@a— x)]
für denselben Werth von x das Kurvenelement ds von derselben
Länge, wie bei der ursprünglichen Cykloide, es hat also dt densel-
ben Ausdruck, und folglich lassen sich daran dieselben Entwicke-
lungen knüpfen, welche wir eben besprochen haben.

ds
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Es läfst sich ferner nachweisen *), dafs die Kurve, in welcher

ein Massenelement von einem gegebenen Punkte nach einem an-

dern, tiefer gelegenen, dureh die Schwerkraft bewegt in der kür-

zesten Zeit gelangt, ebenfalls eine Cykloide mit horizon-

taler Grundlinie ist, welche in dem Anfangspunkt des Falles

beginnt und durch den tiefer gelegenen Punkt geht. Dieser Eigen-

schaft wegen nennt man die Cykloide auch die Linie des kürze-

sten Falles, auch Brachystochrone. Der Beweis dieser Ei-

genschaft ist nur mittelst der Variationsrechnung zu liefern, wir

müssen hier darauf verzichten, und verweisen in dieser Beziehung,

sowie in Betreff des Beweises, dafs die Cykloide mit hori-

zontaler Grundlinie die einzige Tautochrone sei, auf das

unten genannte Werk von Poisson **).

Allgemeines Gesetz für das Gleichgewicht eines Massenelements auf einer

Kurve.

859. Bewegt sich ein Massenelement unter dem Ein-

flufs verschiedener Kräfte in einer beliebigen Kurve,

und ist die Resultirende aus diesen Kräften in irgend

einem Augenblick normal zur Kurve, so sind die Kräfte

in diesem Augenblick im Gleichgewicht, und umgekehrt:

wenn die Kräfte in irgend einem Augenblick im Gleich-

gewicht sein sollen, so mufs die Resultirende normal

zur Kurve sein.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der Darstellung in $ 55, denn

für irgend einen Augenblick läfst sich die Resultirende als konstant

wirkend betrachten ($ 33) und für eine konstant wirkende Kraft

ist in $ 55 nachgewiesen, dafs die Kräfte eine Gleichgewichtslage

haben, wenn die Richtung der Resultirenden für einen gewissen

Punkt normal zur Kurveist.

Es sei (Fig. auf folg. Seite) AB eine beliebige ebene Kurve; das

Massenelement befindesichin a, und es wirken auf dasselbe die Drucke

ein dG, parallel mit der Axe BX und dF parallel mit der Axe BY.

Die Richtung des resultirenden Druckes ist dann zu bestimmen

durch Gleichung 59) und mit Rücksicht auf Satz 2 in 833 durch:

dE

de?’

wenn « den Winkel bezeichnet, den der resultirende Druck mit

tang =

*) Vergl. Trait6 de M&canique par 8. D.Poisson. T.1. $ 285. $. 425.

**) Ebendaselbst. Tom. I. $ 283. S. 422.
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der Richtung d@ macht. Soll nun die Lage a eine Gleichgewichts-
lage sein, so mufs diese Richtung des resultirenden Druckes nor-

mal zur Kurve sein, und für diesen Fall hat man auch:

tang a = Ep
dx ?

folglich mufs für die Gleichgewichtslage immer die Gleichung statt
finden: j i

Eins 10%la da;

Gleichgewicht eines Massenelements auf einer rotirenden Kurve.

$ 60. Denken wir nun, dafs dG der Druck der Schwerkraft

sei, dals die Axe BX vertikal sei, dafs die Kurve AB um die Axe

BX gedreht werde, und dafs folglich
das Massenelement der Einwirkung der

Centrifugalkraft unterworfen sei. Da

das Massenelement sich bei jener Dre-

hung in einem Kreise bewegt, dessen

Halbmesser die Ordinate y ist, so hat
man, wenn w die Winkelgeschwindig-

keit, und n die Anzahl der Umdre-

hungen bezeichnet, welche die Kurve

in einer bestimmten Zeit 7, macht, nach No. 79 und 80:
d@ An?

aFr=d. tny= me n?9.
° 8 4

 

 

Setzt man diesen Werth in die Gleichung 95), so folgt für die
Gleichgewichtslage:

U> Aue a

ER Re= m

m_ . V(s : an) k

Nun ist Freie oder gleich der Subnormalen des Punk-

 

folglich:

 

tes a in Bezug auf die Drehaxe XB. Bezeichnen wir diese Sub-
normale XD mit q, so ergiebt sich:

96) n=VE.

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit der Gleichung 92), so

ergiebt sich die Zahl der Schwingungen n’ eines mathematischen Pen-
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dels, dessen Pendellänge gleich der Subnormalen ist, in derselben
Zeit T.:

ieTn =yz,
folglich doppelt so grofs.

Hierin liegt folgendes Gesetz:
Kann ein Massenelement in einer Kurve, welche

in einer vertikalen Ebene liegt, und die sich um
eine vertikale Axe dreht unter dem Einflufs der

Schwerkraft und der Centrifugalkraft sich bewe-
gen, so ist das Massenelement im Gleichgewicht,
sobald die Anzahl der Umdrehungen, welche die

Kurve um dieAxe in einer gegebenen Zeit macht,
halb so grofs ist, als die Zahl der Schwingungen
eines mathematischen, isochron schwingenden

Kreispendels, dessen Pendellänge gleich ist der,

auf der Umdrehungsaxe gemessenen Subnorma-
len desjenigen Punktes der Kurve, in welchem

das Massenelement sich befindet.

Gleichgewicht eines Massenelements auf einer rotirenden Parabel.

8 61. Aendert sich die Zahl- der Umdrehungen, und ist auch

die Subnormale veränderlich, so wird das Massenelement sich auf
der Kurve fortbewegen so lange, bis wieder die Bedingungs-Glei-

chung 96) erfüllt wird; es wird also, falls die Kurve die entspre-

chende Ausdehnung und Gestalt hat, für eine geänderte Anzahl von

Umdrehungen endlich in eine neue Lage kommen, in welcher es

wiederum im Gleichgewichtist.
In der Praxis ist jedoch die Bedingung von Wichtigkeit, eine

solehe Kurve zu bestimmen, auf welcher das Massenelement sich

zwar fortbewegt, sobald die Anzahl der Umdrehungen, damit die

Centrifugalkraft dF und folglich auch die Richtung der Resultiren-

den zur Kurve sich ändert, die jedoch so beschaffen ist, dafs das

Massenelement bei dieser Fortbewegung niemals auf der Kurve ins

Gleichgewicht gelangen kann, wenn nicht die Anzahl der Umdre-

hungen in einer bestimmten Zeit wieder denselben Werth » erreicht

hat, dafs aber, sobald dieser Werth wieder erreicht ist, das Massen-

element, wo es sich auch auf der Kurve befinden mag, im Gleich-

gewicht sei.
Die gesuchte Kurve mufs offenbar die Eigenschaft haben, dafs
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ihreSubnormale für jeden Punkt konstant sei, denn wenn

in der Gleichung:

Bene

die Subnormale g konstant ist, so kann die Gleichung. nicht anders
erfüllt werden, als wenn auch n einen konstanten Werth hat, so-

bald aber » diesen Werth erreicht, wird die Gleichung erfüllt, wo

auch das Massenelement sich auf der Kurve befinden mag.

Bekanntlich ist die Parabel eine Kurve, deren Subnormale

für die symmetrische Axe konstant gleich dem halben Parameter

ist. Es folgt daher für die gesuchte Parabel die Gleichung:

2” —=2qy,
und wenn man q aus der Gleichung 96) entwickelt und hier ein-
setzt:

ERT,
aBCE Y-

Bezeichnet n die Anzahl der Umdrehungen in einer Minute,

so hat man T,= 60, und nach Ausrechnung der Zahlenwerthe:

97)—=568115.
Hierdurch ist die Parabel bestimmt; die Rotationsaxe ist die

Axe der X.

Gleichgewicht eines Massenelements auf einem rotirenden Kreisbogen.

8 62. Ist die Kurve AB, in welcher sich das Massenelement

bewegen ‚kann, ein Kreisbogen, dessen Halbmesser — r Mist; und

x welcher um seinen Durchmes-

x ser rotirt, so drückt sich die

| Subnormale aus durch:

g=ZrT.Cos%,

y und da r für jeden Punkt kon-

stant ist, so findet man, indem

 

 

 

   

 

 
A . MEN man diesen Werth von q in die
ie € 6 Gleichung 96) einsetzt:

2 —_ Tys 1

Yy Fr —ıB Es entspricht daher jeder An-

B zahl von Umdrehungen in einer

_ bestimmten Zeit ein bestimmter Winkel «, welcher der Erhebungs-

winkel oder Ausschlagswinkel heifst. Aendert sich die An-
zahl der Umdrehungen, so wird auch der Ausschlagswinkel geän-
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dert, das Massenelement kann dann bei einer geänderten Umdre-

hungszahl ins Gleichgewicht kommen, aber nothwendiger Weise in
einer andern Lage, und dies bedingt einen wesentlichen Unter-
schied mit dem eben betrachteten Fall ($ 61), wo sich das Massen-

element in einer Parabelbahn bewegte.
Hat der Winkel & zugenommen bis «', so ist die Entfernung

des Massenelements von der Horizontalen um
&' — 2 —r(cos @' — cos @)

gewachsen.

Der hier besprochene Fall setzt voraus, dals der Mittelpunkt

des Kreises, in welchem das Massenelement steigen und fallen kann,

in der Rotationsaxe liege. Diese Annahme ist keineswegs noth-

wendig. Denken wir, es sei X’B’ die Rotationsaxe, während

XB eine andre vertikale, durch den Mittelpunkt des Kreisbogens AB
gehende Axe vorstelle. Der Abstand der Axe X’B’ von XB sei a.
Für irgend eine Lage des Massenelements in @ ist nun die Subnor-

male auf der neuen Axe:
gq=ae —Zr.Cc0Ss« — Q.colg&,

und folglich:

99) ai an
2n r.cosa—qd.cotge

 

Bei dieser Anordnung ändert sich die Subnormale nicht in

demselben Sinne, in welchem der Cosinus des Erhebungswinkels

sich ändert. Es ist denkbar, dafs, während sich der Winkel «

wachsend bis @’ ändert, die Aenderung der Subnormale äufserst ge-

ring sein, dafs also für die Lagen des Massenelements in dem Bo-

gen @—« die Subnormale fast einen konstanten Werth haben

könne, und dafs mithin für diese Lagen der Kreisbogen, welcher

um eine Sehne rotirt, näherungsweise dieselben Eigenschaften ha-

ben könne, welche die Parabel, die um ihre symmetrische Axe

rotirt; für alle Lagen des Massenelements hat. Es wird dabei

wesentlich auf die Entfernung a der Rotationsaxe von dem Mittel-

punkt des Kreisbogens ankommen, und wir wollen, da dieser Ge-

genstand von praktischer Wichtigkeit ist, untersuchen, welchen

Werth a haben müsse, damit für die Lagen des Massenelements in

dem Bogen von @’— « die Subnormale nahezu konstant bleibe.

Für den Erhebungswinkel « ist die Subnormale:
q=r.C08sa—a.colg,

und für den Erhebungswinkel «’ hat sie den Werth:
q=r.cosa'—a.cotg@'.

u. 6
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Wenn nun die Subnormale für den Ausschlagswinkel & den-

selben Werth hat, als für «', so kann sie zwar für jeden zwischen

« und «@' liegenden Winkel einen andern Werth haben, allein sie

wird, indem sich der Winkel von « bis @’ ändert, sich nur in der

Weise ändern können, dafs sie um eben soviel wächst, als sie

abnimmt, so dafs also ihr mittler Werth derselbe bleibt. _Wir

setzen demnach:

ag’; r.cosa—a.colgae=mr. cos @' — a. cotg «',

folglich:
c0S & — C0S a

100) a=r.elah

 2Z.B. es soll das Massenelement, während es den Bogen von

30 Grad bis 45 Grad durchläuft, nahezu eine konstante Subnormale

haben, wie weit muls die vertikale Sehne, um welche der Kreisbogen

rotirt, von dem Durchmesser desselben entfernt sein.

Esist:
2. 30% — cos Ad!

cotg 30° — cotg 45°

a— 0,217r.

Es ist dann die. Subnormale:

g=zr.cosa—ıd. cotg «&

—r (cos « — 0,217 cotg e),

 
ao

also für:
30° q = 0,4901r
32° q = 0,5007r

34° q= 0,5073r

36° q = 0,5103r

374° q = 0,5106r

38° g = 0,5103r

40° q = 0,5074r

42° gq —= 0,5021r

44° q —= 0,4946r

45° q = 0,4901.

Die gröfste Differenz der Subnormalen beträgt also nur eirca

0,02r, und da sich die Umdrehungszahlen umgekehrt verhalten, wie

die Quadratwurzeln aus den Subnormalen (No. 96), so wird, wäh-

rend das Massenelement auf diesem Bogen sich befindet, die Zahl

der Umdrehungen, bei welchen es im Gleichgewicht ist, höchstens

0,5106

0,4901
 zwischen 2 und nV —=1;02n variiren können.
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Es ist übrigens hervorzuheben, dafs diese Betrachtungen .nur

zulässig sind, wenn a positiv ist, d.h. wenn die Rotationsaxe zwi-
schen dem Mittelpunkt des Kreisbogens und dem Massenelement an-

genommen wird. Nimmt man sie auf der entgegengesetzten Seite,

so ist immer:
gzr.cosa—+a.cotge

Su( ne va Fe=) ;

es ändert sich also q in demselben Sinn, wie cos«, und es kön-

nen daher nie für zwei Winkel von verschiedenen Cos. gleiche
Subnormalen statt finden.

ec) Wirkung mehrer mechanischen Kräfte auf ein festes
System von Massenelementen.

Festes System.

8 63. Unter einem festen System von Massenelemen-

ten verstehen wir zwei oder mehre Massenelemente, welche in fe-

ster Verbindung (Th. I. $3) mit einander stehen, die folglich mit
einander so zusammenhängen, dafs sich keines unabhängig von

dem andern bewegen kann, und deren Abstand unter einander daher

stets unverändert bleibt, wie sich auch der Abstand der einzelnen

Elemente von andern, nicht zu dem System gehörigen Punkten än-

dern mag ($ 12).

Jeder feste Körper stellt hiernach ein festes System von Mas-

senelementen dar, so lange man von der Formänderung, welche er

durch äufsere Kräfte erleiden kann, absieht.

Ein Massenelement, welches sich vollkommen unabhängig

von andern Massenelementen bewegen kann, welches also keinem
festen System angehört, nennen wir frei.

Innere Kräfte eines festen Systems — Festigkeit.

8 64. Wirkt eine Kraft auf ein zu einem festen Sysiem gehö-

riges Massenelement, so hat sie im Allgemeinen das Bestreben, den

Abstand desselben von den übrigen Elementen des.Systems zu än-

dern; da aber eine solche Aenderung nicht statt finden kann, so

lange das System ein festes bleiben soll, so muls dies Bestreben
durch eine Gegenkraft aufgehoben werden. Es mufs also der
Druck der äufserlich auf das Massenelement wirkenden Kraft

durch einen Gegendruck, welcher dem ersten der Gröfse nach
gleich aber der Richtung nach entgegengesetzt ist,im Gleichgewicht

6*



84 Grundlehren der Mechanik. B. Von den mechanischen Kräften.

gehalten werden (819). Diesen Gegendruck schreiben wir analog

der Betrachtung in $36 einer innern Kraft des Systems zu.

Wir nennen diese innere Kraft die Festigkeit des Systems.

Unter der Festigkeit eines festen Systems verstehen

wir also überhaupt diejenigen Kräfte, welche sich der

Aenderung des gegenseitigen Abstandes der einzelnen

Elemente des Systems entgegensetzen. -

Die Festigkeit eines Systems wird durch jeden äufsern Druck,

welcher auf dasselbe wirkt, in Anspruch genommen, sie ist immer

als eine diesem Druck gleich grolse, aber in entgegengesetzter Rich-

tung wirkende Reaktion anzusehen, welche in dem Punkte wirk-

sam zu denken ist, in welchem die Richtung des äufsern Druckes

das System trifft. Von der Richtung dieses Druckes gegen die

Elemente des festen Systems, und von der Lage und der Beschaf-

fenheit dieser letzten ist es abhängig, in welcher Weise auch die

übrigen Punkte des Systems sich an der durch jenen äufsern Druck

hervorgerufenen Reaktion betheiligen. Jenachdem diese Betheili-

gung eine verschiedene ist, pflegt man der Festigkeit verschiedene

Bezeichnungen beizulegen, als absolute, relative ete. (Vergl. 1.

S. 193). Sind die äufsern Drucke so grofs, dafs die innern Kräfte

des Systems ihnen nieht mehr das Gleichgewicht halten können, so

erfolgt eine Aenderung des gegenseitigen Abstandes der einzelnen

Elemente, oder mit andern Worten eine Formänderung des Sy-

stems. Bei dieser Formänderung nehmen zuweilen die innern

Kräfte des Systems zu, und es tritt dann in gewissen Fällen end-

lich ein Augenblick ein, in welchemsie den äufsern Kräften wie-

derum das Gleichgewicht halten. Hört die Wirkung der äufsern

Kräfte auf, so stellt sich die ursprüngliche gegenseitige Lage der

Elemente entweder vollkommen, oder theilweise, oder gar

nicht wieder her. Man sagt dann, das System sei vollkommen,

unvollkommen elastisch, oder unelastisch. Sind die äulsern

Kräfte so grofs, dafs die innern Kräfte des Systems ihnen über-

haupt nicht das Gleichgewicht halten können, so erfolgt eine Zer-

störung des festen Systems, entweder nachdem zuvor eine Formver-

änderung mit Zunahme der innern Kräfte in der eben besprochenen

Weise statt gefundenen hat (zähes System), oder, ohne dafs vor-

her irgend welche Formveränderung erfolgt ist (sprödes Sy-

stem). ‚

Bei den folgenden Untersuchungen dieses Abschnittes setzen

wir immer voraus, dafs wir es mit einem absolut festen System

zu thun haben, abstrahiren also ganz von der Möglichkeit einer Form-
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veränderung, oder einer Zerstörung des Systems durch die auf das-

selbe wirkenden Kräfte.

Allgemeine Gesetze für die Bewegung eines festen Systems. — Forischreitende

und drehende Bewegung.

865. Bewegt sich ein festes System unter dem Einflufs belie-
biger Kräfte, so haben entweder alle Massenelemente desselben
gleiche Geschwindigkeit, oder sie haben verschiedene Ge-

schwindigkeiten, doch stehen in diesem Fall die Geschwindigkeiten
in einem bestimmten abhängigen Verhältnifs zu einander; denn, da
die Elemente des Systems ihren gegenseitigen Abstand nicht ändern
können, so kann das Wegelement eines Massenelementes in einem
Zeitelement nicht unabhängig sein von dem Wegelement, welches
jedes der anderen Massenelemente in derselben Zeit zurücklegt.

Sind die Geschwindigkeiten aller Massenelemente
in einer gewissen Zeit unter sich stets gleich grofs und

haben sie auch einerlei Richtung, so schreiten die sämmt-

lichen Massenelemente in parallelen geraden Linien fort,
und umgekehrt. Sind dagegen die Geschwindigkeiten der ein-

zelnen Massenelemente während einer gewissen Zeit nicht gleich

grofs, oder sind sie zwar gleich grols, aber ihre Richtungen sind
entgegengesetzt, so bewegen sich sämmtliche Massenelemente in

‘ Kurven. Da aber die Massenelemente dabei ihren gegenseitigen

Abstand nicht ändern dürfen, so müssen auch die in irgend einem

Augenblick von ihnen beschriebenen Kurvenelemente überall den-

selben Abstand von einander behalten, also entweder äquidistant

sein, oder zusammenfallen. Dies ist nicht anders denkbar, als

wenn die gleichzeitig durchlaufenen Kurvenelemente sämmtlich aus

ein und demselben Punkte beschrieben werden können, wobei je-
doch nicht ausgeschlossen bleibt, dafs dieser Punkt in demselben
Zeitelement selbst fortrückt. Denn: denken wir uns irgend ein

Massenelement des Systems, und es sei der Weg desselben in dem

betrachteten Zeitelement irgend ein beliebiges Kurvenelement, den-
ken wir uns sodann den Mittelpunkt des Krümmungskreises dieses
Kurvenelements, und nehmen an, dieser Mittelpunkt sei mit dem

System fest verbunden, so dürfen die Abstände aller übrigen Mas-
senelemente von diesem fest verbundenen Punkte sich bei der Be-

wegung nicht ändern. Nun erscheint aber der Mittelpunkt jenes
Krümmungskreises für den Augenblick, in welchem jenes zuerst be-
trachtete Massenelement sein Kurvenelement durchläuft, als fester

Punkt, um welchen die Drehung erfolgt, und da alle übrigen Mas-
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senelemente in demselben Augenblick ihren Abstand von jenem Mit-

telpunkt nicht ändern dürfen, so müssen sie unter allen Umständen

in diesem Augenblicke Bogenelemente aus demselben Mittelpunkt

beschreiben. Aber die Massenelemente dürfen auch ihren Abstand

unter einander nicht ändern. Dazu gehört zweierlei, nämlich:

a) die Bogenelemente, welche die einzelnen Massenelemente bei

jener Bewegung beschreiben, müssen entweder in ein und

derselben Ebene, oder in parallelen Ebenen liegen,

und ;

b) die Bogenelemente müssen sämmtlich mit derselben Win-

kelgeschwindigkeit durchlaufen werden. Dies läfst sich

leicht einsehen, wenn man beachtet, dafs, falls diese beiden

Bedingungen für irgend ein Element nicht erfüllt werden,

dasselbe nothwendiger Weise eine Verschiebung gegen die

übrigen erleiden werde.

Denken wir nun die Ebene des Krümmungskreises für das zu-.

erst betrachtete Bahnelement, so müssen alle übrigen Bahnelemente

nach der Bedingung a) entweder in dieser Ebene, oder in solchen

Ebenen liegen, welche mit derselben parallel sind. Errichten wir

im Mittelpunkt des zuerst betrachteten Krümmungskreises eine Nor-

male zu der Ebene desselben, so erscheinen offenbar im Allgemei-

nen die Wegelemente sämmtlicher Massenelemente als Bögen, wel-

che den Peripherien der Grundflächen von Kegeln angehören, de-

ren gemeinschaftliche Axe die eben betrachtete Normale, deren ge-

meinschaftliche Spitze der Mittelpunkt des zuerst betrachteten Krüm-

mungskreises ist, und deren Grundflächen in jenen parallelen Ebe-

nen liegen. Das heifst nichts anders, als es fallen die Wegele-

mente sämmtlicher Massenelemente mit Kreisbögen zusammen, wel-

che aus den Punkten beschrieben werden, in welchen jene Nor-

male die betreffenden Parallelebenen schneidet. Die Kreise, mit

deren Bögen die Wegelemente zusammenfallen, sind aber auch die

Krümmungskreise der Wegelemente, und es folgt daraus, dafs die

Mittelpunkte sämmtlicher Krümmungskreise der einzel-

nen Wegelemente nicht nur in parallelen Ebenen, son-

dern auch in ein und derselben geraden Linie liegen

müssen, welche normal ist zu jenen parallelen Ebenen.

Diese gerade Linie heifst die Drehungsaxe des Systems. Da

übrigens das zuerst betrachtete Massenelement ein beliebiges war,

so mufs der Mittelpunkt des Krümmungskreises jedes anderen Mas-

senelementes dieselben Eigenschaften haben, und schon hierausfolgt

der eben entwickelte Satz, denn nur in dem Fall, wo die Mittel-
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punkte sämmtlicher Krümmungskreise in derselben geraden Linie

liegen, lassen sich sämmtliche Wegelemente als Bogenstücke von

den Peripherien der Grundflächen normaler Kegel auffassen, deren

gemeinschaftliche Axe diese gerade Linie, und deren gemeinschaft-

liche Spitze ein beliebiger Punkt dieser geraden Linie ist. '

Im nächsten Augenblick kann der Punkt, aus welchem wir die

sämmtlichen Wegelemente beschrieben dachten, noch derselbe sein,

oder er kann seine Lage geändert haben, d. h. jener Punkt kann,

während die Massenelemente des Systems um ihn eine Drehung

machen, selbst fortrücken. Geschieht dies Fortrücken immerin der-

selben Ebene, in welcher der zuerst betrachtete Krümmungskreis

liegt, so beschreibt das zuerst betrachtete Massenelement, und folg-

lich auch alle übrigen ebene Kurven. Die Drehungsaxe des

Systems rückt dabei parallel mit ihrer ursprünglichen Lage fort.

Schreitet der Punkt, um welchen wir die Drehung erfolgend den-

ken, so fort, dafs er nicht stets in jener Ebene bleibt, so beschrei-

ben sämmtliche Massenelemente Kurven von doppelter Krümmung,

dabei schreitet die Axe so fort, dafs sie fortwährend andere Win-

kel mit ihrer ursprünglichen Lage macht.

Aus diesen Darstellungen folgt nun folgendes Gesetz!

Wenn ein festes System sich bewegt, und die Ge-

schwindigkeiten der einzelnen Massenelemente

sind der Richtung und Gröfse nach in irgend ei-

nem Augenblick mieht gleich, so läfst sich die

Bewegung immer so auffassen, als ob sämmtliche

Massenelemente in diesem Augenblick eine Dre-

hung um ein und dieselbe Axe mit derselben

Winkelgeschwindigkeit und in parallelen Ebe-

nen machten, während diese Axe gleichzeitig

nach irgend einem Gesetz fortrückt. Es ist da-

bei nicht ausgeschlossen, dafs eine dieser bei-

den Bewegungen Null sein könne.

Ferner ergeben sich folgende Gesetze:

1) Ist der Weg, welchen ein Massenelement macht, gegeben,

und ist auch die Lage der übrigen Massenelemente des Sy-

stems gegen dieses Element bekannt, so ist der Weg aller

übrigen Massenelemente bestimmt;

2) Aendert sich in irgend einem Augenblick die Geschwin-

digkeit eines Massenelements des festen Systems, so ändern

sieh gleichzeitig die Gesehwindigkeiten aller übrigen Ele-

mente, und
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3) Bleibt in irgend einem Augenblick die Geschwindigkeit ir-
gend eines Elements des festen Systems ungeändert, so
bleibt die Geschwindigkeit aller übrigen Elemente des Sy-
stems ungeändert.

Aus dem oben entwickelten Gesetz ergiebt sich, dafs wenn ein

festes System in Bewegung ist, im Allgemeinen jedes Massenelement
gleichzeitig zwei Bewegungen mache, nämlich:

1) eine drehende Bewegung um eine gemeinschaftliche Axe
mit einer allen Massenelementen gemeinschaftlichen Winkel-

geschwindigkeit, und $

2) eine fortschreitende Bewegung, welche alle Massenele-
mente mit der Axe gemeinschaftlich besitzen, und deren Weg-
elemente für alle Massenelemente gleich grofs und parallel sind.

Diese beiden gleichzeitig erfolgenden Bewegungen können wir

immer hervorgebracht denken durch Kräfte, welche auf die einzel-

nen Massenelemente in entsprechenden Richtungen wirken, und in-

dem wir den Grundsatz 1. des $ 24 anwenden, können wir diese

beiden gleichzeitig erfolgenden Bewegungen auch so auffassen, als

ob sie innerhalb der Dauer eines Zeitelementes nach einander statt
fänden, wobei es dann gleichgiltig ist, ob wir die fortschrei-

tende Bewegung oder die drehende Bewegung als die zuerst
erfolgende ansehen wollen.

Angriffspunkt einer Kraft. — Auf ein festes System angebrachte, und in

einem festen System thätige Kräfte,

8 66. Es ist hier ein sehr wesentlicher Unterschied hervorzu-

heben, welcher zwischen der Bewegung eines freien Massen-

elements und der Bewegung eines Massenelements, welches einem
festen System angehört, statt findet. Ein freies Massenele-
ment kann den Kräften, die auf dasselbe wirken, immerfrei fol-

ge und die Bahn desselben ist daher nur von diesen Kräften ab-

hängig (vergl. $ 37. S. 42); ein Massenelement, welches einem fe-

sten System angehört, kann dagegen nicht der Einwirkung der
Kräfte, welche dasselbe in Anspruch nehmen, frei folgen, sondern

seine Bahnist auch bedingt durch den Zusammenhang mit den übrigen
Elementen desselben Systems, und es ist durch diesen Zusammenhang
gezwungen, jenen oben angedeuteten Bewegungsgesetzen zu folgen;

Wie also auch die Kräfte beschaffen sein mögen, die auf die ver-

schiedenen Massenelemente eines festen Systems wirken, das Resul-
tat ihrer Wirkung wird immer jene fortschreitende und gleichzeitig
drehende Bewegung der einzelnen Massenelemente sein.
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Derjenige Punkt eines festen Systems, in welchem wir eine
Kraft wirksam denken, heilst der Angriffspunkt dieser Kraft.

Denken wir uns beliebige Kräfte in verschiedenen Angriffs-

punkten auf ein System wirkend, und denken wir, dafs durch den

Einfluls dieser Kräfte das System sich bewegt, so wird dieselbe

Bewegung auch hervorgebracht werden können, wenn anstatt jener

in den verschiedenen Angriffspunkten wirkenden Kräfte an-
dere Kräfte in jedem einzelnen Massenelement des Systems

thätig wären; nämlich solche Kräfte, welche jedem Massenelement

während des betrachteten Zeitelementes zuerst eine bestimmte fort-

schreitende und dann eine bestimmte drehende Bewegung (oder
auch in umgekehrter Folge) ertheilen. Wir können also immer

für die Wirkung der in verschiedenen Angriffspunkten beliebig auf

das System wirkenden Kräfte zwei Reihen anderer Kräfte substitui-
ren ($ 35. No. 3), die in jedem einzelnen Massenelement als thätig

zu denken sind, so dafs die eine Reihe von Kräften jedem Massen-

element eine gemeinschaftliche mit gleicher Geschwindigkeit und in

parallelen Richtungen erfolgende fortschreitende Bewegung ertheilt,
während die andere Reihe von Kräften jedem Massenelement eine
Drehung um: eine gemeinschaftliche Axe mit derselben Winkelge-

schwindigkeit, und in einer zu dieser Axe normalen Ebeneertheilt.

Die beliebigen in verschiedenen Angriffspunkten des festen Sy-
stems wirkenden Kräfte nennen wir „auf das System wir-
kende oder angebrachte Kräfte“, und wenn wir für die-
selben in der eben angedeuteten Weise andere Kräfte substituiren,

die in jedem einzelnen Massenelement thätig gedacht, demselben die

Bewegung ertheilen würden, welche es wirklich erleidet, so nen-

nen wir diese substituirten Kräfte „die in dem System thäti-

gen oder lebendigen Kräfte“. Die in dem System thätigen

Kräfte lassen sich immer zerlegen in die Kräfte der fortschrei-
tenden und in diejenigen der drehenden Bewegung.

Nun können wir nach $ 35 und 36 und nach $ 64 den Fall
immer so auffassen, als würden sämmtliche auf das feste Sy-

stem angebrachte Kräfte durch innere Kräfte des Sy-

stems, die ihnen der Richtung nach gleich, aber entge-
gengesetzt sind, im Gleichgewicht gehalten, und als

wirkten die in dem System thätigen Kräfte allein frei

auf die einzelnen Massenelemente ein.

Um nun die Gesetze, nach welchen die Wirkung von Kräften
auf ein festes System erfolgt, zu ermitteln, wollen wir zunächst die
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auf ein System angebrachten Kräfte, dann die in dem System

thätigen Kräfte einer nähern Betrachtung unterziehen.

Von den auf ein festes System angebrachten Kräften.

Vollkommenes, unvollkommenes Gleichgewicht — Gegenkraft, Mittel-

kraft (Resultirende) mehrer auf ein festes System wirkenden Kräfte,

8 67. Wirken beliebige Kräfte auf ein festes System, so er-
theilen sie im Allgemeinen jedem Punkte desselben, wie wir oben

gesehen haben, eine fortschreitende und eine drehende Bewegung.
Wir sagen, die Kräfte, welche auf ein System wirken, seien in ir-

gend einem Augenblick in vollkommenem Gleichgewicht,

wenn sie dem System keine Bewegung, oder den einzelnen Mas-

senelement keinen Geschwindigkeitszuwachs in diesem Augenblick
ertheilen. Wenn dagegen die Kräfte dem System zwar keine fort--

schreitende, aber eine drehende Bewegung ertheilen, oder wenn sie
zwar keine drehende, aber eine fortschreitende Bewegung bewirken,

so sagen wir, es finde theilweises oder unvollkommenes
Gleichgewicht statt, und bezeichnen den erstgenannten Fall als

Gleichgewicht gegen fortschreitende, den andern Fall als
Gleichgewicht gegen drehende Bewegung.

Sind mehre Kräfte, welche auf ein System wirken, nicht im

Gleichgewicht, und es kann eine neue Kraft auf das System wir-
“kend gedacht werden, durch deren Einwirkung Gleichgewicht statt

finden würde, so nennen wir diese Kraft die Gegenkraft des Sy-
stems von Kräften. Denken wir in dem Angriffspunkt der Gegen-

kraft eine Kraft wirkend, welche derselben der Richtung nach gleich

aber entgegengesetzt ist, so nennen wir diese die Mittelkraft, oder

die Resultirende des ganzen Systems; denn offenbar würde
die Wirkung der einzelnen in den verschiedenen Angriffspunkten

wirkenden Kräfte durch: die Wirkung dieser Mittelkrafi substituirt

werden können, das heilst, es würde die Wirkung auf das feste

System dieselbe bleiben, wenn wir anstatt der einzelnen Kräfte die

Mittelkraft in dem bestimmten Angriffspunkt allein wirksam denken.

Es folgt aus dieser Darstellung jedoch durchaus nicht, dafs für

jedes fesie System, auf welches beliebige Kräfte einwirken, jedes-

mal nur eime Mittelkraft wirklich denkbar sei; es kann viel-

mehr die fortschreitende Bewegung des Systems eine andere und

in einem andern Angrifispunkt wirksame Gegenkraft bedingen, als

die drehende Bewegung, ja es läfst sich oft die drehende Bewe-

gung, welche die Kräfte dem System ertheilen, gar nicht durch eine
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einzige Gegenkraft im Gleichgewicht erhalten. Wir können dem-
gemäfs unterscheiden eine Resultirende der fortschreitenden

Bewegung, und eine Resultirende der drehenden Bewe-

gung des Systems, indem wir unter jener eine solche Kraft ver-

stehen, die, wenn sie in entgegengesetzter Richtung in ihrem An-

griffispunkte wirkte, Gleichgewicht gegen fortschreitende Bewegung,

und unter der jeieine eine solche Kraft verstehen, elle
wenn sie an ihrem Angriffspunkt in entgegengesetzter Richtung

wirkte, Gleichgewicht gegen drehende Bewegung herstellen würde.

Grundsätze für die Wirkung mehrer auf ein festes System angebrachten

Kräfte.

$ 68. Bevor wir auf die Bestimmung der Resultirenden der
Gröfse und Richtung nach eingehen, stellen wir zunächst folgende

Grundsätze auf:

1) Wenn die sämmtlichen auf ein festes System wir-

kenden Kräfte in ihren Angriffspunkten einzeln im
Gleichgewicht sind, so ist das ganze System im voll-
kommenen Gleichgewicht.

In diesem Falle ist nämlich überhaupt keine mechanische Wir-

kung auf irgend einen Punkt des Systems vorhanden.

2) Wenn die auf ein festes System wirkenden Kräfte in ihren

Angriffspunkten nicht im Gleichgewicht sind, so erfolgt Bewegung

des ganzen Systems; die Angriffspunkte der Kräfte legen dabei in
irgend einem Augenblicke gewisse Wegelemente zurück; soll nun

die Gegenkraft im Stande sein, in dem System Gleichgewicht her-
zustellen, so mufs nach den ersten Prinzipien von der Wirkung

der Kräfte, die Wirkungsgröfse der Gegenkraft gleich und entge-
gengesetzt sein der Summe sämmtlicher Wirkungsgröfsen, welche

sich bilden, indem man in jedem Angrifispunkt den resultiren-
den Druck ($ 46. S.54) der in demselben wirkenden Kräfte für

die Richtung, nach welcher die Bewegung des Angriffspunktes er-

folgt, bestimmt, und diesen Druck mit dem Wegelemente, welches
der Angriffspunkt bei der Bewegung durchläuft, multiplieirt ($ 22.
S.27). Dabei ist wohl zu beachten, dafs jedes Produkt negativ

zu nehmenist, für welches der Weg, den der Angrifispunkt durch-
läuft, der Richtung, in welcher der resultirende Druck für diesen

Angriffspunkt wirkt, entgegengesetzt ist, vorausgesetzt nämlich, dafs

man diejenigen Produkte positiv nimmt, für welche die Richtung

des resultirenden Drucks mit der Richtung, in welcher die Bewe-

gungerfolgt, zusammenfällt.
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Dieses wichtige Gesetz haben wir hier als Grundsatz aufge-

stellt. Es bedarf auch in der That keines Beweises, da es unmit-

telbar aus der Betrachtung fliefst, dafs die Wirkung irgend einer

Kraft nur durch eine eben so grolse und entgegengesetzte Wirkung

aufgehoben werden kann, dals ferner, wenn das System eine Be-

wegungsänderung erführe, dies nur durch die in den einzeluen An-

griffspunkten wirksamen Kräfte geschehen könne; und dafs endlich

die Wirkungsgröfsen dieser Kräfte nach den Richtungen hin, nach

welchen sie ihre Angriflspunkte wirklich bewegen, sich summiren

müssen.

Anwendung des Prinzips der virtuellen Wege auf Kräfte, die auf ein

festes System wirken.

$ 69. Bezeichnet nun X den Druck der Resultirenden für ir-

gend eine der Bewegungen, welche das System annehmen kann;

d$ das Wegelement; welches der Angriffspunkt dieses Drucks durch-

laufen muls, X’, K”, K".... seien die resultirenden Drucke für ver-

schiedene Angriffispunkte nach der Richtung, in welcher die Bewe-

gung des Systems erfolgt, und ds’, ds”, ds’ seien die Wegelemente,

welche sie bei dieser Bewegung durchlaufen, so ist offenbar in Folge

des Gesetzes No. 2 in $ 68:

101) K.dS=K'.ds' + K".ds"+K".ds"+...=Z(K'.ds‘),

folglich:
101a) Z(K'ds’)— K.dS=0,

welche Gleichung den Fall des Gleichgewichts bezeichnet, indem

— K.dS das Leistungselement der. Gegenkraft ausdrückt. — Diese

Gleichungen gelten übrigens ganz allgemein, sowohl wenn das

System eine fortschreitende Bewegung erfährt, als auch für

eine drehende Bewegung, wenn nämlich dS, SR die un-

endlich kleinen Wege sind, welche durch Drehung durchlaufen

werden, und welche immer für ein Zeitelement als geradlinigt be-

trachtet werden können.

Nun läfst sich aber für jeden Angriflspunkt das Gesetz der vir-

tuellen und reellen Wege anwenden $ 46. S. 54. Nehmen wir näm-

lich in der Richtung der resultirenden Drucke, welche in den ver-

schiedenen Angriffspunkten wirksam sind, beliebige Abstände von

den Angriffspunkten selbst, und es seien @', a’, a”... diese Abstände,

denken wir nun, K’ sei der resultirende Druck von einer Menge

anderer Drucke K',, K',, K',...., die in demselben Angrifispunkte

wirken, und wir projieiren den Abstand «@’ auf die Richtungen die-

ser Drucke, so dafs a’, @',, @',.... die Projektionen werden; mit



c. Wirkung mehrer mech. Kräfte auf ein festes System von Massenelem. 93

den übrigen Drucken, welche in den andern Angrifispunkten wir-
ken, machen wir es ebenso, dann folgt nach Gleichung 82):

K'ad=K',a, +Ka,Ray isI(KH, a);
unse),

w=2(-a' )>

setzen wir diesen Werth in die Gleichung 101), so folgt:

1) ‚de102) K.45= =(K}a, T)-

 

Da der Abstand a’ ein beliebiger ist, so können wir auch @—ds',

d.h. wir können a’ für jeden Angriffspunkt gleich dem Wegele-
ment dieses Angriffspunkts nehmen, bezeichnen wir dann die Pro-
jektion des Wegelements ds’ auf die Richtung der verschiedenen

in demselben Angriffspunkt wirkenden Kräfte mit ds’, ds’,..., so

folgt:
103) K.dS=I(K/ds',).

Diese Gleichung lehrt das Prinzip der virtuellen er auf

Kräfte anwenden, welche auf ein festes System wirken. Sie heifst

in Worten:
Wenn auf ein festes System beliebige Kräfte ein-

wirken, und das System erleidet in irgend einem

Augenblick eine unendlich kleine Bewegung,

gleichviel wie dieselbe beschaffen ist, so ist das

Produkt aus dem Druck der Resultirenden in
das Wegelement ihres Angriffspunkts gleich der

Summeder Produkte, welche manerhält, indem

man jeden einzelnen Druck, der auf das System

wirkt, multiplizirt mit der Projektion des Weg-

elements (welches sein Angriffspunkt bei dieser

Bewegung durchläuft) auf die Richtung des Druk-
kes; wobei die Vorzeichen nach $49 zu bestim-

men sind.
Für den Zustand des Gleichgewichts gilt die Gleichung 101a):

Z(K'd’)—K.ds=d,

oder da KdS hier keine andere Rolle spielt, als K’ds’ ete. auch:
104) Z(K.IS)—=0,

und es folgt, wie sich für diesen Fall sehr leicht entwickeln läfst,

das Gesetz in folgender Form:

Wenn auf ein festes System beliebig viel Kräfte

wirken, und dieselben sind im Gleichgewicht, so

mufs, wenn man dem ganzen System eine belie-

bige unendlich kleine, sei es fortschreitende
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oder drehende Verrückung ertheilt, die Summe

der Produkte, welche gebildet werden, indem

man jeden einzelnen Druck mit der Projektion

des Wegelements (welches sein Angriffspunkt bei

dieser Verrückung durchläuft) auf die Richtung

der einzelnen Drucke multiplizirt, gleich Null

sein.

In allen Fällen, wo die in endlichen Zeiten durchlaufenen Wege

der Angriffspunkte sich verhalten, wie die unendlich kleinen

Wege, gilt das Gesetz auch für endliche Verrückungen des festen

Systems.

Suchen wir nunmehr die eben entwickelten allgemeinen Ge-

setze auf besondere Fälle anzuwenden, und daraus Folgerungen zu

ziehen, welche in vielen Fällen die Betrachtung vereinfachen.

Bedingungen des Gleichgewichtes für Kräfte, die auf ein festes System

wirken.

$ 70. Wirken beliebig viele Kräfte. auf ein festes System, und

es soll vollkommenesGleichgewicht statt finden, so müssen nach

$ 67 zwei Bedingungen erfüllt werden:

1) Es mufs für jede fortschreitende Bewegung die Leistung

der Resultirenden Null sein; und:

2) Es muls für jede drehende Bewegung die Leistung der Re-

sultirenden Null sein.

Es mufs also die Gleichung 104) sowohl für jede fortschrei-

tende Bewegung, als auch für jede drehende Bewegung erfüllt

werden. Wird nur eine von beiden Bedingungen erfüllt, so ist

unvollkommenes Gleichgewicht vorhanden.

Sind beliebige Kräfte, die auf ein festes System wir-

ken, im Gleichgewicht, so läfst sich jede als die Gegen-

kraft aller übrigen ansehen. (Vergl. $. 35. No. 2).

Umzu zeigen, dafs die Leistung für jede beliebige Richtung in

Bezug auf fortschreitende Bewegung gleich Null ist, genügt es,

zu zeigen, dals sie für drei zu einander normale Richtungen gleich

Null ist, und um zu zeigen, dafs die resultirende Leistung für jede

beliebige Drehung gleich Null sei, genügt es zu zeigen, dafs

sie für drei zu einander normale Axen gleich Null sei. (Vergl. $ 48.

S. 58).
Wenn nach irgend einer Richtung keine fortschreitende

Bewegung statt finden soll, so mufs, wenn K, REIART die

resultirenden Drucke für diese Richtung, ds, ds’, ds”... aber die
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Wegelemente sind, welche von den Angriffspunkten gleichzeitig

durchlaufen werden, zufolge Gleichung 104) sein für diese Richtung:
S(K.d)=0,

nun sind bei der fortschreitenden Bewegung die Wegelemente
der einzelnen Angrifispunkte alle gleich grofs ($ 65. S. 88), es folgt

also als Bedingung für das Gleichgewicht in Bezug auffortschrei-

tende Bewegung nach irgend einer Richtung:
105) Z(K)=0,

d.h. es mufs die Summe sämmtlicher resultirenden Drucke für diese
Richtung gleich Null sein.

Wenn in Bezug auf drehende Bewegung umirgend eine

Axe Gleichgewicht vorhanden sein soll, so mufs auch die Glei-
chung 104) erfüllt werden. Nennen wir R, R,, R,--- die Halb-

messer der Krümmungskreise der Wegelemente, welche die einzel-

nen Angriffspunkte bei der Drehung um jene Axe beschreiben

würden, oder, was dasselbe sagt, die normalen Abstände der An-

griffispunkte von der Drehungsaxe, K,,K,, K,,..-. die resultirenden

Drucke nach der Richtung der Wegelemente, welche die Angrifls-

punkte durchlaufen würden, und bemerken wir, dafs die einzelnen
Wegelemente sich ausdrücken durch ds,= 0’.dt, wenn €’... die

Geschwindigkeiten bedeuten (Gleichung 24. S. 17) oder, da C’=wR,

(Gleichung 80. S. 51) wenn w... die Winkel-Geschwindigkeiten

bezeichnen, durch ds, =wR,dt, so folgt für die Gleichung 104) in
Bezug auf Drehung folgende Gestalt:

Z(K,ds) = Z(KwR,dt) —0,
und da dt ein gemeinschaftlicher Faktor, w aber ebenfalls allen Sum-
manden gemeinschaftlich ist, insofern alle Angriffspunkte sich nur

mit derselben Winkel-Geschwindigkeit bewegen können ($. 65.
S. 86), so folgt als Bedingung des Gleichgewichts in Bezug auf Dre-
hung um irgend eine Axe: ;

106) Z(KR)=®,

worin K, den resultirenden Druck in jedem Angriffspunkt bezeichnet,

in einer Richtung, welche in einer durch den Angrifispunkt gehen-

den, zur Drehaxe normalen Ebene liegt, und zu dem Halbmesser 2,

normal ist. |
Zerlegt man die sämmtlichen in ein und demselben Angriffs-

‚punkt wirkenden Drucke nach zwei Richtungen, von denen eine

parallel mit der angenommenen Drehaxe ist, die andere aber in

jene normale Ebene fällt, so erscheint offenbar der Druck K, auch

als der resultirende Druck aus allen diesen in der genannten Ebene

liegenden Drucken, und das Produkt K,R, erscheint als das.statische
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Moment dieses resultirenden Druckes ($ 50. S.60). Es gilt dann

das Gesetz des $51, d.h. man kann setzen:

KR, eo Z(K/R/)

wenn man unter K/, K”, K/".... die Komponenten sämmtlicher

in demselben Angriffspunkt wirkender Kräfte in Bezug auf eine,

zur Drehaxe normale Ebene versteht, und wenn R/, R/, R,” ete.

die Hebelsarme dieser Komponenten, oder die Normalen bezeich-

nen, welche man von dem Durchschnittspunkt der Drehaxe mit der

Ebene auf die Riehtung der Drucke K/, K”, K}”.... ziehen kann.

Demnächst geht die Gleichung 106) über in:

106a) Z(K/R/)=0,

d.h. wenn in Bezug auf Drehung um eine gewisse Axe Gleichge-

wicht bestehen soll, und man zerlegt die sämmtlichen in den einzel-

nen Angriffspunkten wirkenden Kräfte nach je zwei Richtungen, von

denen die einen parallel mit der Drehaxe sind, die andern aber in

Ebenen liegen, welche normal zu der Drehaxe sind und durch den

Angriflspunkt der einzelnen Kräfte gehen, so mufs die Summe der

statischen Momente dieser letztgenannten Komponenten in Bezug auf

die Durchschnittspunkte ihrer Ebenen mit der Drehaxe gleich Null

sein.
Nun ist aber zu bemerken, dafs der Hebelsarm %’, die Nor-

male ist, welche man von der Drehaxe auf die in der zur Drehaxe

normalen Ebene liegende Komponente ziehen kann, diese Normale

giebt aber zugleich den Abstand einer Ebene, welche mit der Dreh-

axe parallel ist, und durch die Komponente geht; in dieser hier er-

wähnten Ebene liegt aber auch die ursprüngliche Kraftrichtung, da

ja diese Kraftrichtung mit ihren Komponenten in einer und dersel-

ben Ebene liegen mufs, die eine Komponente aber die eben er-

wähnte, die andere dagegen mit der Drehaxe parallel ist; es stellt

also die Normale R’, den Abstand der Drehaxe von einer Ebene

dar, welche mit derselben parallel durch die ursprüngliche Kraft-

richtung gelegt ist, oder mit andern Worten, es ist der Hebelsarm

R', der Komponente, welche auf Drehung um irgend eine Axe

wirkt, nichts anders, als die kürzeste Entfernung der ur-

sprünglichen Kraftrichtung von dieser Drehaxe.

Nach diesen Darstellungen ist es nun nicht schwer die Bedin-

gungen für das vollkommene Gleichgewicht mehrer auf ein

festes System wirkender Kräfte aufzustellen.

Zunächst denken wir ein festes Axensystem, es seien @, P, 7;

«', ß', y’ ete. die Winkel, welche die in den verschiedenen An-

griffspunkten wirksamen Kräfte mit den Axen bilden. Die resul-
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tirenden Drucke in dem ersten Angriffspunkt nach der Richtung
der ersten Axe sind dann I(K.cos«), im zweiten Angriffspunkt
Z(K'.cos «'), im dritten S(K".cos«@”) etc., ebenso lassen sich die
in den einzelnen Angriffspunkten wirkenden resultirenden Drucke
für die beiden andern Axen bestimmen, und es folgt aus der Glei-
chung 105) als Bedingung des Gleichgewichts gegen fort-
schreitende Bewegung: ’

'Z(K.cose)—=0
107) |Z(K.cosß)—=0

Z(K.cosy)=0.
Die Komponenten der Kräfte in Ebenen, welche zu den an-

genommenen Axen normal sind, drücken sich aus durch X. sin «,
K'.sin«', K”.sin«”.... für die Ebenen normal zur ersten Axe;
durch K.sin ß... und durch K.siny.... für die Ebenen normal zur
zweiten und dritten Axe, und es folgt für die Bedingung des Gleich-
gewichts gegen drehende Bewegung aus Gleichung 106a) für alle
drei Axen:

Z(K.sine.R)=0
108) !Z(K.sinß.R)=0

Z(K.siny.R,)=0,
worin R,, R,, R, die kürzesten Entfernungen der 'Richtungslinien
der einzelnen Kräfte von der ersten, zweiten und dritten Axe be-
zeichnen.

Die Gleichungen 107 und 108):

Z(K.csa)=0; Z(K.cosß)=0; Z(K.cosy)—=0,
und
Z’(K.sina.R)=0; Z(K.sinp.R)=0; Z&(K.siny.R,)=0.

stellen sechs Bedingungs-Gleichungen dar, welche er-
füllt werden müssen, wenn vollständiges Gleichgewicht
der verschiedenen auf ein festes System wirkenden
Kräfte vorhanden sein soll.

Bestimmung der Resultanten der fortschreitenden Bewegung für
Kräfte, die unter beliebigen Winkeln auf ein festes System wirken.

$71. Da nun jede Kraft in einem festen System, an welchem
Gleichgewicht statt findet, als die Gegenkraft aller übrigen sich an-
sehen läfst, so können wir nach den oben gefundenen Gesetzen leicht
die Gröfse, die Richtung und den Angrifispunkt der Resultanten von
Kräften bestimmen, die nicht im Gleichgewicht sind. Wir wollen
zuerst die Untersuchung führen in Bezug auf die Resultante der
fortschreitenden Bewegung, dann in Bezug auf die Resultante

I. 7
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der drehenden Bewegung, und endlich zu bestimmen suchen, in

welchen Fällen das System nur eine Resultante hat, oder mit an-

dern Worten, in welchen Fällen die Resultanten gegen die fortschrei-

tende und gegen die drehende Bewegung der Richtung und Gröfse

nach zusammenfallen können.

Bezeichnen wir mit Q die Resultante gegen die fort-

schreitende Bewegung, mit A, B, T’ die Winkel, welche ihre

Richtung mit den drei Axen macht, so wird, wenn vorhin nicht

Gleichgewicht vorhanden war, dieses eintreten, sobald eine der Re-

sultante gleiche, aber der Richtung nach entgegengesetzte Kraft auf

das System einwirkt; es werden dann die Bedingungs- Gleichun-

gen 107) erfüllt werden, und zwar werden sie die Form an-

nehmen: ’

Z(K.cosa) — Q.cos A=0

109) !S(K.cosß) — Q.cosB=0

E(K.cosy) — Q.csl=0.

Zur Bestimmung der vier unbekannten Werthe Q, A, B, T

haben wir noch die vierte Gleichung, die durch die Bedingung ge-

gegeben ist, dafs die drei Winkel A, B, T' von einer Linie mit drei

andern gebildet werden, welche letztere unter einander rechte Win-

kel machen. Für diesen Fall ist nämlich nach einem bekannten

Satze:
(cos A)? + (cos B)? + (cos I)? =1.

Aus diesen vier Gleichungen folgt zunächst durch eine leichte

arithmetische Operation:

0? =[Z(K. cos «)]? + [XCK. cos ß)]? + [2CK. cosa

folglich die Resultante sämmtlicher Kräfte der Gröfse nach:

110) 0=VLK . cosa)]? +[(K . cosß)]? -+[Z(K.. cosy)]? h

ferner:
FR Z(K.cos«)

11 cos = FEZee)

aRP e

Vergleichen wir diese beiden Gleichungen mit den Gleichun-

gen 66 und 67) $33. S. 37, so ergiebt sich durch eine sehr ein-

fache Betrachtung, dafs die Resultirende der fortschreitenden

Bewegung der Gröfse und Richtung nach ganz in derselben Weise

gefunden wird, als ob die in den verschiedenen Angriffs-

punkten wirkenden Drucke parallel mit ihren ursprüng-
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lichen Richtungen an einen einzigen Punkt getragen
würden, und man nun den resultirenden Druck ausallen
diesen Drucken zusammensetzite.

Für die fortschreitende Bewegung läfst sich hiernach immer eine
Resultante finden, da es aber nur darauf ankommt, die Bedingungen
der Gleichungen 109) zu erfüllen, so ist der Angriffspunkt der Re-
sultanten in Bezug auf fortschreitende Bewegung ganz gleichgültig,
ja wir können die Resultante gegen fortschreitende Bewegung in
jedem beliebigen Punkte des Systems angreifend denken, oder aber
wir können anstatt der einen Resultanten uns auch mehre resul-
tirende Kräfte denken, welche zusammen wirkend die Bedingungs-
Gleichungen erfüllen. Sobald wir also an einem festen System beliebig
viele Kräfte wirkend haben, welche nicht im Gleichgewicht
gegen fortschreitende Bewegung sind, so wird ein solches
Gleichgewicht eintreten, sobald wir eine oder mehre Gegenkräfte an-
bringen, welche die Bedingungen der Gleichungen 109) erfüllen; in

welchen Punkten wir diese Kräfte angreifen lassen, ist in Bezug
auf fortschreitende Bewegung ganz gleichgiltig; nicht so in
Betreff der drehenden Bewegung.

Bestimmung der Resultanten der fortschreitenden Bewegung für Kräfte,
deren Richtungslinien parallel sind.

$ 72. Wenn die Richtungen sämmtlicher Kräfte par-
allel sind, so bilden sie sämmtlich dieselben Winkel mit den
drei Axen; es werden also die Faktoren cos @, cosß, cosy in den
Gleichungen 110 und 111) gemeinschaftliche, und “es geht für die-
sen Fall die Gleichung 110) überin:

O=V|LECH] [eosa® + c0sß? + cosy°]}

und zufolge des bekannten Gesetzes cos @® + cos ß? + cosy? —1
hat man: ;

112) O=X(K),
folglich auch, wenn man diese Werthe in die Gleichungen 111)
einsetzt:

cos A= cos«
113) | cosB = cos ß

cos I'= cosy,

für parallele Kräfte ist also die Resultante gegen fort-
schreitende Bewegung gleich der Summe der sämmt-

lichen Kräfte, und die Richtung der Resultante ist par-
allel mit der Richtung der einzelnen Kräfte.

Mer
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Sollen die Kräfte, deren Richtungen parallel sind, gegen fort-

schreitende Bewegung im Gleichgewicht sein, so folgt aus Glei-

chung 112):

1123) I(K) =0.

Gesetze für das Gleichgewicht gegen drehende Bewegung, wenn die Kraftrich-

tungen parallel sind.

$ 73. Untersuchen wir nun die Verhältnisse der drehenden

Bewegung.
Zu dem Ende wollen wir zunächst die Gesetze des Gleichge-

wichts gegen drehende Bewegung näher betrachten.

In den Gleichungen 108):

S(K.sine,.B,)—0; „S(K:smd.R,)—=0; S(CK.sıny.R,)—=V0

bezeichnen R,, R,, R, die kürzesten Abstände der einzelnen Kräfte
von den drei angenommenen Axen; diese kürzesten Abstände wer-

den erhalten, wenn man durch die Richtungen der Kräfte Ebenen

legt, die parallel mit den Axen sind, und die Abstände dieser Ebe-

nen, oder die Normalen von den betreffenden Axen auf die Ebenen

konstruirt. Jede Ebene, parallel mit einer der drei Axen, ist nor-

mal auf der Ebene, in welcher die beiden andern Axen liegen, die

so gedachte Ebene durch irgend eine Kraftrichtung ist also die pro-

jicirende Ebene für diese Kraftrichtung auf die Ebene der beiden

andern Axen, und ihre Durchschnittslinie mit dieser letztgenannten

Ebene ist die Projektion der Kraftrichtung auf diese; die Nor-

male von der Axe auf die projieirende Ebene, oder der gesuchte

kürzeste Abstand ist also gleich der Normalen von dem Durch-

schnittspunkt der drei Axen auf die Projektion der Kraftrichtung.

Es sei z.B. die Ebene des Papiers diejenige der Axen YZ; pg sei

die Projektion der Kraftrichtung X auf diese Ebene oder der Durch-
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schnitt dieser Ebene mit einer Ebene, welche durch die Richtung
von K parallel zur ersten Axe gelegt werden kann, dannist Xa,

oder die Normale von der Axe X auf diese Ebene, welche gleich

ist der Normalen vom Durchschnittspunkt der Axen auf die Pro-
jektion pg, die gesuchte kürzeste Entfernung AR.

Betrachten wir nun zunächst den Fall, dafs die Richtungen

sämmtlicher Kräfte parallel mit einander sind. Es wer-

den dann auch die projieirenden Ebenen, und folglich auch die Pro-
jektionen parallel mit einander sein; ist z. B. p’q’ die Projektion der

Kraftrichtung K’, so ist oflenbar !X=R), gleich dem kürzesten
Abstande der Kraft K’, und es fallen daher die Hebelsarme sämmt-
licher parallelen Kräfte in Bezug auf eine bestimmte Axe in ein und

dieselbe Ebene, welche durch diese Axe geht, [und normal zu den

Kraftrichtungen ist. Nun gehen auch, unter der Bedingung, dafs
die Krafirichtungen parallel sind, dafs folglich die Neigungswinkel,

welche sie mit den drei angenommenen Axen bilden, für alle Kräfte

dieselben sind, die Gleichungen 108), nach Ausscheidung der ge-

meinschaftlichen Faktoren sin «, sin ß, sin y, über in:
114, SaR) 0; SE); Schr) Zi).

Denken wir durch die Axe X eine Ebene nX gelegt, welche

die projieirenden Ebenen der Kraftrichtungen unter einem beliebigen

Winkel 9 schneidet, so sieht man leicht, dafs die Hebelsarme
R,—=X0—Xn,sing;. R!=Xa— An,.sing

ete. sind. Setzen wir diese Werthe in die Gleichung 114), so folgt,

indem man mit dem gemeinschaftlichen Faktor sin p dividirt,
Z(K.Xn)=Ö0 etc.,

d.h. man kann, wenn die Kraftrichtungen parallel sind, anstatt der

kürzesten Entfernungen von den Drehaxen, auch beliebig andere Ab-

stände der projieirenden Ebene von den Drehaxen einführen, wenn

dieselben nur sämmtlich zur Drehaxe normal und unter sich

parallel sind. 5

Legt man durch die Axe X eine Ebene. HN, welche parallel

mit den projieirenden Ebenen ist, so folgt leicht, dafs wenn q, g'...

die Angriffspunkte der parallelen Kräfte sind, die Abständego =aA=K,
go'=aX—R)}.... zu seizen sind. Bezeichnet man mit x, «', =”

ete. die Abstände der Angriflspunkte der parallelen Kräfte von einer

Ebene, die mit ihrer Richtung parallel ist, so folgt aus Gleichung
114) auch:

(Kr) = etc.
Sind die Kraftriehtungen zwar unter sich parallel, aber nicht

parallel mit der Ebene in Bezug auf welche die Abstände ihrer An-
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griffspunkte ©, &', ©”... gegeben sind, sondern bilden sie mit der-

selben einen beliebigen Winkel y, so kann man offenbar für jede
der einzelnen Kräfte K, K', K" etc. immer zwei andere substituiren,

welche wir mit K, und K,,K’, und X’, etc. bezeichnen wollen; und

von denen die Kräfte K,, K’, parallel, die Kräfte K,, K’,... normal

zu der Ebene sind. Durch diese Substitution wird offenbar das

Gleichgewicht nicht geändert; und es gilt dann in Bezug auf die
mit der Ebene parallelen Kräfte die Gleichung:

Z(Ke)=0.

Es ist aber offenbar A =K.cosw, K',—=K’'.cosw etc. Setzen

wir diese Werthe für K, K’, etc. ein, so geht die Gleichung

über in:
Z(K:CHP DE”,

und da cosw allen Summanden gemeinschaftlich ist, so folgt auch:
115) Z(K.2)=0.

Diese wichtige Gleichung drückt folgendes Gesetz aus:
Wenn auf ein festes System beliebig viele Kräfte

wirken, deren Richtungslinien parallel sind und

die Kräfte sind in Bezug auf drehende Bewegung

im Gleichgewicht, so ist die Summe der Produkte,
welche gebildet werden, indem man jede Kraft
mit dem normalen Abstand ihres Angriffspunktes

von einer beliebig gegebenen Ebene multipli-
eirt, gleich Null.

Sind die Kräfte unter sich parallel, und denken wir drei be-

liebige Ebenen, welche unter einander normal sind (Koordina-

ten-Ebenen), so gilt das Gesetz für alle drei Koordinaten-Ebenen,

und wenn a, «', ©"... die Koordinaten der Angriffspunkte in Bezug

auf die erste Ebene, y, y', y" und z, 2, #’.... die Koordinaten in

Bezug auf die zweite und dritte Ebene bezeichnen, so hat man für

parallele Kräfte, die an einem festen System im Gleich-

gewicht gegen drehende Bewegung sein sollen, die drei
Bedingungs-Gleiehungen:

116) I(Ke)=0; I(Ky)=0; Z(Kk)—=0.
Fügen wir noch die Bedingung der Gleichung 112a) hinzu,

welche das Gleichgewicht in Bezug auf fortschreitende Bewe-

gung enthält, so sind die vier Gleichungen:

=Z(K)=0; IM)=% 2)—0
und

Z(K)=0.
vier Bedingungs-Gleichungen, welche sämmtlich erfüllt werden müs:
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sen, wenn parallele Kräfte, die auf ein festes System wirken,

in vollkommenem Gleichgewicht sein sollen.

Das Produkt K.x aus dem Druck einer Kraft in den

normalen Abstand ihres Angriffspunkts von einer Ebene

nennt man das Moment der Kraft in Bezug auf die Ebene.

Es ist dieser Ausdruck nicht zu verwechseln mit dem statischen

Moment einer Kraft in Bezug auf eine Axe.

Bestimmung des Angriffspunktes der Resultanten von parallelen

Kräften, die auf ein festes System wirken; Kräftepaar.

$ 74. Werden die Bedingungs-Gleichungen 116) erfüllt, aber

nicht 112a), so rückt das feste System geradlinig fort, ohne dafs
eine Drehung erfolgt; die Resultante der fortschreitenden Bewegung

läfst sich dann durch die Gleiehungen 112 und 113) der Grölse und

tichtung nach bestimmen. Will man nun auch Gleichgewicht ge-

sen die fortschreitende Bewegung herstellen, so mufs man
&
eine Kraft Q, die gleich dieser Resultante ist, also

0OZ(K)

in entgegengesetzter Richtung der Resultanten auf das System wir-

ken lassen; allein sobald man diese Kraft einführt, wird zwar die

fortschreitende Bewegung aufgehoben, aber es ist denkbar, dals nun

die Bedingungs- Gleichungen gegen die drehende Bewegung da-

durch gestört werden. Soll gleichwohl das Gleichgewicht gegen

drehende Bewegung bestehen bleiben, so ist der Angriflspunkt

dieser Kraft nicht mehr beliebig (vergl. S. 99), sondern, wenn

X, Y, Z die Koordinaten desselben sind, so mufs zufolge der Glei-

chung 116) die Bedingung erfüllt werden:

(Kar) — OA=0

Z(Ky)— QY=0

E(Kk) — 0Z=0,

daraus folgen die Koordinaten für den Angriffspunkt der

Resultanten paralleler Kräfte, unter der Voraussetzung, dafs in

dem System keine drehende Bewegung statt finden soll:

Z(Kı) _ Z(Kx) ke

 

Q en DER)

ü _. Z1Ky) _ Z(Ky)1m). I=79750
der ZtKe) ; BBedı
FEl 50 SIT aaa)
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Da übrigens zufolge der Bedingung, dafs die Kräfte gegen dre-
hende Bewegung im Gleichgewicht sein sollen, sowohl (Kr) als
Z(Ky) und &(Kz) einzeln gleich 0 sind, so folgt auch X—.0,
Y=0, Z2=0, d.h. wenn parallele Kräfte in Bezug auf drehende
Bewegung im Gleichgewicht sind, aber nicht in Bezug auf fortschrei-
tende Bewegung, so liegt der Angriffspunkt der Resultirenden der
fortschreitenden Bewegung so, dafs wenn man durch denselbendrei
zu einander normale Ebenen legt, die Summe der Momente der
Kräfte in Bezug auf jede dieser Ebenen gleich Null ist; oder mit
anderen Worten, es ist der Angriffspunkt der Resultirenden immer
in dem Anfangspunkt des angenommenen Koordinatensystems zu
denken, und erliegt daherin jeder der Drehaxen, für welche Gleich-
gewicht gegen drehende Bewegung nachgewiesen werden kann.

In diesem Fall läfst sich folglich durch eine einzige Gegenkraft
Gleichgewicht gegen drehende und gegen fortschreitende Bewegung
herstellen.

Wenn die parallelen Kräfte, welche auf ein festes Sysiem wir-
ken, weder in Bezug auf drehende noch in Bezug auf fort-
schreitende Bewegung im Gleichgewicht sind, so werden die
Bedingungs-Gleichungen nicht erfüllt; dieselben haben dann im All-
gemeinen die Form;

<(kKe)=A; Z(Ky)=B; KR) C,

zw)=Q0,
soll nun die Gegenkraft — 0, welche die fortschreitende Bewegung
aufhebt, gleichzeitig auch die drehende Bewegung aufheben, so
folgt wieder als Bedingung:

(Kr) - QA=0=2(Kr) — A—=0 ete,,
und daraus:

 
 

xmA Z(Ka) _ Ike)
a eK)

117) een

zo€! = 20%) _ Ze):
ob: a. A ee

Durch diese Gleichungen sind die Koordinaten des Angriffs-
punktes der Resultirenden gegen fortschreitende Bewegung unter
der Bedingung vollständig. bestimmt, dafs dieselbe Gegenkraft, wel-
che die fortschreitende Bewegung aufhebt, gleichzeitig auch die dre-
hende Bewegung aufheben soll; vorausgesetzt nämlich, dafs A, B, C
und Q reelle Werthe sind.

Die beiden Gleichungen 117 und 117a) zeigen, dafs wenn auf
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ein festes System parallele Kräfte einwirken, in folgenden beiden
Fällen sich immer eine einzige Gegenkraft und deren An-
griffspunkt bestimmen läfst, nämlich:

1) wenn die parallelen Kräfte von Hause aus schon gegen dre-
hende Bewegung im Gleichgewicht sind, aber in Bezug auf
fortschreitende Bewegung kein Gleichgewicht statt findet;

2) wenn die parallelen Kräfte weder in Bezug auf fortschrei-
tende Bewegung noch in Bezug auf drehende Bewegung
im Gleichgewicht sind.
Es bleibt noch ein dritter Fall zu erörtern, nämlich der, wenn

3) die parallelen Kräfte von Hause aus gegen fortschreitende
Bewegungim Gleichgewicht sind, aber nicht gegen dre-
hende Bewegung.

Wir werden sogleich zeigen, dafs dann das vollkommeneGleich-
gewicht nicht durch eine einzige Gegenkraft hergestellt werden
kann.

Dieser Fall entspricht nämlich den Gleichungen:
=(Kk)=4A Z(y)=B; 2(k)—=C; I(K)—0.

Denken wir nun, es würde eine einzige Kraft angebracht, welche
im Stande wäre das Gleichgewicht gegen drehende Bewegung her-
zustellen, so würde durch dieselbe oflenbar die Gleichung Z(KX)=0
gestört werden, und es würde nun eine fortschreitende Bewegung
eintreten. Um aber die Gleichung &(K)=0 aufrecht zu erhalten,
ist es nöthig wenigstens zwei Kräfte auf das System wirken zu
lassen, die der Gröfse nach gleich, der Richtung nach aber entge-
gengesetzt, und deren Richtungslinien parallel mit den Richtungs-
linien der gegebenen Kräfte sind. Nennen wir diese beiden Kräfte
P und —P. Durch Einführung dieser beiden Kräfte wird das Gleich-
gewicht gegen fortschreitende Bewegung nicht gestört, denn es ist
olfenbar, wenn I(K)=0 ist, auch Z(K)+-P—P—0.

Nennen wir die Koordinaten des Angriffspunktes der beiden
Kräfte P und —P beziehlich X, Y, Z und X, Y’, Z’, so folgt,
wenn diese Kräfte das Gleichgewicht gegen drehende Bewegung
herstellen sollen:

Z(Ke) + P(X—-X)—=0
118) Z(Ky)-P(Y—-Y)=0

2(K) + P(2—-Z)=0.

Diese drei Bedingungs- Gleichungen sind die einzigen, welche
sich für die Bestimmung der Drucke P und —P, sowie der Koor-
dinaten ihrer Angriflspunkte aufstellen lassen, sie enthalten sieben
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Unbekannte, nämlich P, X, Y, Z, X’, Y’, Z’, und es sind daher im-
mer vier davon beliebig zu geben.

Giebt man den Druck -+P der Gröfse nach, und auch seinen
Angriffspunkt durch die Koordinaten X, Y, Z, so sind die Koordi-
naten des Angriflspunktes für den Druck —P durch die Gleichun-
gen 118) zu finden.

Durch die Werthe (X—X’), (Y— Y’), (Z—Z') ist übrigens
die gegenseitige Lage der Angriffspunkte der beiden Kräfte voll-
kommen bestimmt, so dafs wenn man die Gröfse der Kräfte P an-
nimmt, es nur auf diese gegenseitige Lage ankommt, nicht aber
auf die absolute Lage der Angrifispunkte.

Man sieht überhaupt, dafs die Gleichungen 118) folgendes Ge-
setz ausdrücken:

Wenn auf ein festes System beliebig viele paral-
lele Kräfte wirken, welche im Gleichgewicht ge-
gen fortschreitende Bewegung sich befinden,

aber nicht im Gleichgewicht gegen drehende Be-
wegung, so ist in Bezug auf drehende Bewegung

niemals eine einzige Resultante denkbar, sondern

es müssen deren wenigstens zwei angenommen

werden, deren Richtungen parallel sind mit den-
jenigen der parallelen Kräfte, und die einander
der Gröfse nach gleich, der Richtung nach aber
entgegengesetzt sind. Man kann die Gröfse die-
ser beiden Resultanten beliebig annehmen, dann
aber ist die gegenseitige Lage der Angriffspunkte
vollkommen bestimmt.

Da diese beiden Resultanten parallel mit einander und mit den
Richtungen der ursprünglich gegebenen Kräfte sind, so läfst sich
durch beide immer eine Ebene legen, welche parallel ist mit den
Richtungen der gegebenen Kräfte.

Zwei gleich grofse Kräfte, deren Richtungen parallel
aber entgegengesetzt sind, und welche sich nicht im Gleichge-
wicht gegen Drehung befinden, nennt man ein Kröäfiepaar.

Das Produkt aus dem Druck einer der beiden Kräfte in den
kürzesten Abstand ihrer Richtungslinien nennt man das Moment
des Kräftepaars.,

Die Wirkung paralleler Kräfte, die in Bezug auf fortschreitende
Bewegung im Gleichgewicht sind, nicht aber in Bezug auf drehende
Bewegung, läfst sich daher immer durch ein Kräftepaar ersetzen,
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welches in einer mit den Kraftrichtungen parallelen Ebeneliegt,

dessen Kräfte beliebig grols angenommen werden können, und des-

sen Angriffspunkte eine bestimmte relative Lage gegen einander ha-
ben, die man konstruiren kann, sobald man die Grölse der Kräfte
des Kräftepaars gegeben hat.

Die Entfernung der Angriffspunkte des Kräftepaars drückt sich
wie leicht zu übersehen ist, aus durch:

VIa-r»+Ir» +(2z-2)8},
und wenn % der Winkel ist, welchen die Verbindungslinie der An-
griffspunkte mit der Richtung der Kräfte macht, so ist die kürzeste

Entfernung der Richtungslinien der Kräfte, wie ebenfalls durch eine
einfache Betrachtung zu übersehen ist:

sin. VIXK-KY +IV) + (2-23)
und folglich das Moment des Kräftepaares:

1183) P.sinyV/IA—NHr—V)+Z-2)=
= siny. v\[F(K&)]? +[(Ky)]? + [20° (G1. 118)

in welchem Ausdruck w den Winkel bezeichnet, welchen die Rich-

tungen der parallelen Kräfte mit der Verbindungslinie der Angrifls-

punkte des Kräftepaares bilden.

Bestimmung der Resultanten und ihrer Angriffspunkte für Kräfte, die

auf ein festes System wirken, und welche zwar in parallelen Ebenen lie- _

gen, aber nicht unter einander parallel sind.

$ 75. Untersuchen wir nun den Fall, dafs Kräfte, die zwar

nicht parallel sind, deren Richtungslinien aber in parallelen Ebe-
nen liegen, auf ein festes System wirken.

Wir setzen zuerst den allgemeinsten Fall voraus, nämlich:

A. dafs die Kräfte weder in Bezug auf fortschreitende
noch in Bezug auf drehende Bewegung im Gleich-
gewicht seien.

Denken wir drei Koordinaten-Ebenen, von denen eine (die

dritte) parallel ist mit den Ebenen der Kräfte, die beiden andern
also (die erste und zweite) normal zu den Ebenen der Kräfte sind;

es liegt dann die erste und zweite Axe in einer Ebene parallel mit
den Ebenen der Kräfte, und die dritte Axe ist normal zu den Ebe-
nen der Kräfte.
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Da die Komponenten sämmtlicher Kräfte, welche parallel mit
der dıitten Axe sind, unter der gemachten Annahme nothwendiger
Weise gleich Null sein müssen, in sofern der Neigungswinkel y ge-
gen diese Axe für alle Kräfte gleich einem Rechten, also cos 7 gleich
Null ist, so folgt, dafs die Resultirende der fortschreitendenBe-
wegung für diese Richtung ebenfalls Null ist, und dafs also die Re-
sultirende der fortschreitenden Bewegung überhaupt in einer Ebene
liegen mufs, welche mit den Ebenen der Kräfte parallel ist. Die
allgemeinen Gleichungen 110 und 111) für die Resultirende der fort-
schreitenden Bewegung gehen dann über in die Form:

e=Vv/ilz. cos @)]? + [Z(K.sin a)?!

Z(K.cosa)
119) cos A= Q =—=snB

sin A= SAme)= cosB,

insofern nämlich in diesem Falle die Neigungswinkel «@ und ß, wel-
che die einzelnen Kräfte mit der ersten und zweiten Axe machen,
immer zusammen einen Rechten betragen.

Durch diese Gleichungen ist die Resultante der fortschrei-
tenden Bewegung der Kräfte in parallelen Ebenen der Gröfse und
Richtung nach gegeben. Führt man eine Gegenkraft gleich —)
ein, so erlangt das System Gleichgewicht gegen fortschreitende
Bewegung, gleichviel in welchem Angriffspunkt diese Gegenkraft
angebracht wird. Soll aber die Gegenkraft auch Gleichgewicht ge-
gen drehende Bewegung herstellen, so muls sie die allgemeinen
Bedingungs-Gleichungen 108) erfüllen, nämlich es mufs sein:

Z(K.sin«.R) — Q.sin A. —0
Z(K.sinß.R,)— Q.sinB.0,—=0

Z(K.siny.R,)— Q.sin 2.e,—0,

worin 0, Q,5 Q,, die kürzesten Abstände der Kraftrichtung Q von
den drei Axen, oder die Abstände der Projektionen ihrer Richtung
auf die zu den betreffenden Axen normalen Projektionsebenen von
dem Durchschnitispunkt der Axen ($ 73. S. 100) bezeichnet. Be-
achtet man, dafs siny.... sin Z’=1 ist, dafs sin ß=cos«; sin B
= 008 A etc. ist, so folgt:

Z(K.sin«.R)— Q.sinA.,—=0
Z(K.cosa.R,)— Q.005A.0,—=0

=Z(KR,) Er Or Qu =!0.

119a)

 

119b)
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+G.cosA

Es sei die Ebene des Papiers die dritte Projektionsebene, also
parallel mit den Ebenen, in welchen die Kräfte liegen, die AxeZ
normal zur Ebene des Papiers, dann liegen die Axen X und Yin
der Ebene des Papiers, nun ist g,, der Abstand der Projektion der
Resultirenden auf die Ebene XY und durch die dritte Gleichung zu
bestimmen, nämlich:

ee Z(KR,,)
177 Mr! Q :

Zugleich bemerkt man, dafs die Abstände R,... und Ber...
nämlich die kürzesten Entfernungen der Kräfte K, K’.... von den
Axen X und Y, nichts anderes darstellen, als die Entfernungen der
Parallelebenen, in welchen die Kraftrichtungen liegen, von der Pro-
jektionsebene XY, oder mit andern Worten die Abstände z, ringen
der Angriffspunkte der Kräfte von der dritten Projektionsebene. Es
ist also A—=R,=x ete. und die beiden ersten Gleichungen liefern
daher für den Abstand des Angriflspunktes der Resultirenden von der
Ebene XY die beiden Werthe:

u. Z(K.sna.z)

SR Q.snA

Z(K.cosa.z)
. und en.

' Diese beiden Werthe sind nicht nothwendiger Weise einander
gleich, und man sieht daher, :dafs es in diesem Falle nicht immer
möglich ist nur eine Resultirende für das System zu finden. Um
nun aber das System im vollkommenen Gleichgewicht zu

halten, stellen wir uns vor, es wirke eine Kraft =— Q.sin A in dem
Punkte q, dessen Koordinaten X, Y und Z seien, parallel mit der
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Axe Y und eine zweite Kraft — — Q.cosA in dem Punkte g’*),
dessen Koordinaten X, Y und Z’ sein sollen parallel mit der Axe X.
Nimmt man:

X= Qusin= FE) sin A

0 cos A=Fu) eos A

— Z(K.sina.g)
Er GmA

Z(K.c 3%

u un,
so werden diese beiden genannten Kräfte offenbar das System in
vollkommenem Gleichgewicht erhalten; denn es ist nach 119):

120) Q.sin A=Z(K.sin «); Q.c0s A=Z&(K.cos«),
folglich in Bezug auf fortschreitende Bewegung:

=(K.sin«) — (Q.sin AJ)—=0
Z(K.cose) — (O.c0osA)—0,

welche Gleichungen zeigen, dafs durch die beiden Kräfte Gleichge-
wicht gegen fortschreitende Bewegung hergestellt ist, und da in Be-
zug auf drehende Bewegung um die Axe Z die Hebelsarme der
Kräfte — Q.sinA und —0.cosA beziehlich X und Y sind, so
hat man:

Z(KR.)— Q.sinA.X—0Q.cos A.Y=
=(KR,,) — (sin A? + cos 4?). Z(KR,)=®,

(indem man nämlich für X und Y die oben bestimmten Werthe
setzt) welche Gleichung zeigt, dafs keine Drehung um die Axe Z
statt findet. Man hat aber in Bezug auf Drehung um die Axe Y,
da die Kraft —Q.sinA keine Drehung um diese Axe bewirkt, inso-
fern sie mit derselben parallel ist:

Z(K.cosa@.2)— Q.c0s A.Z2’—0
(wenn man für Z’ den oben angenommenen Werth setzt), und
ebenso findet man in Bezug auf Drehung um die Axe X:

<(K.sin«@.z) — Q.sinA.Z—=0.
Man sieht also:

I. wenn Kräfte in parallelen Ebenen wirken, ohne selbst
parallel zu sein, und wenn die Kräfte weder in Bezug
auf fortschreitende Bewegung noch in Bezug auf dre-
hende Bewegung im Gleichgewicht sind: so ist die Wir-

*) Der Punkt g’ ist in der Figur normal über oder unter dem Punkt qliegend zu denken; er deckt sich also mit dem Punkte qg und konnte dahernicht besonders bezeichnet werden. 3
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kung der Kräfte im Allgemeinen nur auf zwei Resulti-
rende zurückzuführen, deren eine parallel mit der Axe
der X ist, und der Grölse nach durch den Werth Q.cos A
=>(K.cos@) gegeben ist, wobei ihr Angriffspunkt die
Koordinaten

Z(KR,) [Z(KR,)] [ECK . in «)]

 

m ( Q ) iAeeETIK.a)?
SR; —_

.

[IE(KR,)] [E(K. cos «)]1 = TUR, um) sei
Ds Q De [E(K.cosa)|? ++ [X(K. sine)|?

z—:K&K ..c08 w)_ Z(K.cosa@.z)

Q.cos A Z(K.cos «)
hat, während die andere parallel mit der Axe der Y ist,
sich durch Q.snA=Z(K.sin«) ausdrückt, und ihr An-
griffspunkt durch die Koordinaten Xund Y, welchedie-
selben wie die der ersten Kraft sind, und durch die Or-
dinate

—_ =Z(&K.sina.z) _ Z(K.sina.z)
120b) _ Q.sin A a ECK. Sina)

gegeben ist.

 

Beachtet man, dafs die Axen X und Y ganz beliebig angenom-
men sind, nur durch die Bedingung bestimmt, dafs sie zu einander
normal, und dafs sie in einer mit den Ebenen der Kräfte parallelen
Ebene liegen sollen, so ergiebt sich, dafs die Wirkung sämmtlicher
Kräfte in dem behandelten Falle sich immer auf zwei Resulti-
rende zurückführen läfst, die in zwei mit den Kräften
parallelen Ebenen liegen, zu einander normal sind, in
den Ebenen aber gegen die Richtungen der gegebenen
Kräfte eine ganz beliebige Lage haben können. Nimmt
man diese Lage an, so sind die Axen beziehlich parallel mit den

angenommenen Richtungen der beiden Resultirenden zu legen, und
nun sind die Resultirenden und ihre Angriflspunkte durch die Glei-
chungen 120, 120a und 1205) zu bestimmen.

Wenn sich der Fall auf eine einzige Resultirende zurück-
führen lassen soll, so mufs sein:

Zi;
oder nach 120a) und 120b):

Z(K.cosa.2) __ Z(K.cose) i

Z(K.sioa.z) SEHDICKE sin)”

dies ist im Allgemeinen nur möglich, wenn entweder:
1) der Werth z sämmtlichen Summandenein gemeinschaftlicher Fak-

torist, der sich dann links fortheben läfst, d. h. wenn die Kräfte sämmt-
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lich in ein und derselben Ebene liegen, und weder in Bezug auffortschreitende noch in Bezug auf drehende Bewegung im Gleich-
gewicht sind, oder:

2) wenn die Kräfte sämmtlich parallel sind, wobei sie inverschiedenen Ebenen liegen können, aber dabei nicht von Hauseaus in Bezug auf fortschreitende Bewegung im Gleichgewicht seindürfen (vergl. $ 74. S. 105), denn in diesem Falle ist cos @ und sin «rechts und links in der Gleichung ein gemeinschaftlicher Faktor füralle Summanden, und die Gleichung wird vollkommen erfüllt. Wä-ren aber die Kräfte in Bezug auffortschreitende Bewegung im Gleich-
gewicht, so ginge die rechte Seite der Gleichung in die Form -
über, woraus sich nicht der Schlufs ziehen läfst, dafs nun auchZ=Z' sein müsse.

Uebrigens läfst sich der in diesem Paragraphen behandelte all-gemeine Fall auch zurückführen auf eine Resultirende und auf einKräftepaar. Denn (vgl. die Figur auf S. 109) bringen wir z.B.in dem Punkte g’, der durch die Koordinaten X, Y, Z’ (Gleichung120a) gegeben ist, und in welchem die Resultirende Q.cos A=>(K.cos«@) wirksam ist, zwei gleich grofse, der Richtung nachaber entgegengesetzte Kräfte an, welche .parallel mit der Richtnngder Kraft Q.sin A, folglich normal zu der Richtung der in demPunkte g’ wirkenden Kraft Q.cosA sind, und deren eine gleich—+Q.sin A, die andere gleich —Q.sinA ist, so wird in dem Systemin Bezug auf Gleichgewicht nichts geändert; nun aber läfst sich dieKraft +Q.sinA und -+0.c0osA vereinigen zu der Resultirenden Qund es bleibt in dem Punkt q’ somit wirksam die Kraft Q unddie Kraft —Q.sin A, welche mit der Kraft Q.sinA in dem Punkt %der durch die Koordinaten X, Y, Z (Gleichung 120b) gegebenist,parallel ist, folglich in einer Ebene liegt, und auch der Gröfse nachgleich, aber entgegengesetzt ist. Diese beiden Kräfte bilden alsoein Kräftepaar. In ganz gleicher Weise kann man das Systemzurückführen: auf die Kraft Q, welche in dem Punkte q angreift,und auf ein Kräftepaar -+Q.cosA und —0.cosA, von dem dieKraft —Q.cosA in dem Punkte q wirksam zu denken ist. Danun die Richtung der Axen X und Y in der dritten Projektions-ebene beliebig zu nehmen ist (vergl. oben), so ist auch die Lageder Ebene, in welcher das Kräftepaar wirksam zu denken ist, ge-gen die Richtung von Q beliebig zu nehmen, nur muls sie nor-mal sein zu den Parallelebenen, in welchen die Kräfte liegen. Esist also der behandelte Fall immer zurückzuführen:



c. Wirkung mehrer mech. Kräfte auf ein festes System von Massenelem. 113

I. auf eine der Gröfse und Richtung nach (Gleichung
119) bestimmte Kraft Q, deren Angriffspunkt durchdie
Koordinaten-Gleichung 1204) zu bestimmen ist, und auf
ein Kräftepaar, welches in einer zu den Ebenen der
Kräfte normalen Ebene liegt, die mit der Riehtung von Q
einen beliebig angenommenen Winkel A bildet. Die
Kräfte dieses Kräftepaares sind +0Q.cosA und — Q.cos A,
und es ist die Kraft —(Q.cos A in demselben Angriffispunkt wirk-
sam zu denken, in welchem die Kraft Q wirkt, während die Kraft
+0.cosA in einem normalen Abstande von diesem Angriffspunkt
wirksam zu denkenist, der gleich:

h _ =Z(K.cosa.g) Z(K.sin®.x7aa) >ar
ist; wobei unter @.... die Winkel zu verstehen sind, welche die
Richtungen der Kräfte K... mit der Ebene machen, in welcher das
Kräftepaar liegt; da nämlich diese Ebene parallel mit derselben Axe
angenommen worden, mit welcher die Kräfte die Winkel «... ;
bilden. Das Moment dieses Kräftepaaresist offenbar:
121a) Q.c0sA.(Z’—Z)=Z(K.cosa. »)—Z(K.sin@.z). cotg A

Z(K.coso)

Z(K.sin«) 4

welches mit Benutzung der Gleichungen 121) und 119) folgt, und
worin &.... die Winkel bezeichnen, welche die einzelnen Kräfte
mit der Ebene machen, in welche das Kräftepaar liegt.

Sind die Kräfte parallel, so folgt, wie leicht ersichtlich, das
Moment des Kräftepaars gleich Null, und man kann das System auf
eine Resultirende znrückführen.

Da nun der Winkel, welchen das Kräftepaar mit der Richtung
von Q macht, ein beliebiger sein kann, so kann man ihn auch
gleich einem Rechten nehmen, d.h. man kann auch die eine der
beiden Axen mit der Resultirenden Q@ parallel, die andere nor-
mal zu derselben nehmen. Allein für diesen Fall reichen die Glei-
chungen 120), 1202) und 120b) nicht aus, um die Lage der An-
griflspunkte zu bestimmen, da dieselben für A—90 Grad cos AZ=0,
folglich die Ordinate Z’— ® liefern würden. Man sieht leicht, wie
in diesem Fall zu verfahren ist. Nehmen wir die erste Axe normal
zur Resultirenden der fortschreitenden Bewegung und folglich die
zweite Axe parallel mit dieser Richtung, so folgt (Gleichung 119):

Q=Z(K.sin «)
Z(K.cose)=0,

1. 8

=2(K.cos@.2)— I(K.sin@.z)
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worin &.... die Winkel bezeichnen, welche die Kräfte mit der er-

sten Axe machen. Führt man lieber die Winkel ß.... ein, welche

die Kräfte mit der zweiten Axe, oder was dasselbe ist, mit der

‚Richtung von Q machen, so hat man:

99, Q=Z(K.cosp)

1) Z(K.sinß) =0.

Soll nun die Kraft Q so liegen, dafs sie auch Gleichgewicht

gegen drehende Bewegung herstellt*), so hat man in Bezug auf

Drehung um die Axe Z:

122a) Z(KR,)— 0.X=0,

 

 

in Bezug auf Drehung um die Axe XZ:

122b) I(K.cosß.z)— Q.2=0.
Allein in Bezug auf Drehung um die Axe ZY kann die Kraft

Q unter keinen Umständen das Gleichgewicht herstellen, da sie pa-
rallel mit dieser Axe ist; man muls also, um dieses Gleichgewicht
herzustellen, und dabei andrerseits nicht das Gleichgewicht in Be-
zug auf fortschreitende Bewegung zu stören, zwei neue Kräfte +P
und —P einführen, welche in einer Ebene liegen, die normal zu
der Axe ZY ist, und welche die Bedingungs-Gleichung erfüllen:

122.) S(K. sin .3)+P.Z—-P.Z’—0.

Z(K.sinß.z)—P(Z"—Z)—=0.

Il. Man kann also den Fall, dafs die Kräfte, welche
auf ein festes System wirken, zwar in parallelen Ebe-
nen liegen, aber nicht selbst parallel sind, während un.
ter ihnen weder in Bezug auf fortschreitende noch in
Bezug auf drehende Bewegung Gleichgewicht statt fin-

°*) Vergl. S. 90.
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det, immer auf eine Kraft QO, welche der Richtung und
Gröfse nach durch die Gleichungen 119) gegeben ist, und
auf ein Kräftepaar, welches in einer zu der Richtung O
normalen Ebene liegt, zurückführen.

Hat man Q der Richtung und Gröfse nach bestimmt, so findet
man die Koordinaten des Angrifispunktes, nämlich

1) den Abstand X von einer mit der Richtung von Q paralle-
len und zu den Parallelebenen der Kräfte normalen Ebene (zY)
aus 122a):

xz— (ER) _ _Z(KR,)
2 Q — E(K.cosß)’

worin R,, die kürzesten Abstände der Kraftrichtungen X... von ei-
ner in dieser Ebene liegenden, zu den Parallelebenen der Kräfte
normalen Axe bezeichnet,

2) den Abstand der Ebene, in welcher Q liegt, und welche mit
den Ebenen der Kraftrichtungen parallel ist, von irgend einer mit
dieser Ebene parallelen Ebene (Grundebene): 122b):

Z(K.cosß.2) __ Z(K.cosß.x)

(K002i)...
worin ß.... den Winkel bezeichnet, welchen die Kraftrichtungen
mit der Richtung von Q machen, z.... aber die Abstände der An-
griffspunkte der Kräfte von der Grundebene sind.

3) Die Koordinate Y, welche die Lage des Angriffspunktes von
Q in der Richtung der Kraft Q angeben würde, bleibt unbestimmt,
und man kann folglich jeden Punkt der Kraftrichtung Q, als
Angriffspunkt betrachten.

4) Für die Bestimmung des Kräftepaars hat man die Bedin-
gung, dafs dasselbe in einer Ebene liegen müsse, welche zu der

Richtung der Kraft Q normal ist, und die Gleichung 122c), aus
weleher folgt für das Moment des Kräftepaars:

P(Z"—Z')=Z(K.sinß.z),
so dafs man von den beiden Werthen P und (Z’—Z’) einen be-

liebig annehmen kann. Dieser Ausdruck folgt auch aus der allge-

meinen Gleichung 121a), indem man beachtet, dafs I(K.cos«)
=0:ist:

Betrachten wir nun den Fall:

B. dafs die Kräfte zwar in Bezug auf drehende Bewe-

gung, nicht aber in Bezug auffortschreitende Be-
wegung im Gleichgewicht sind.

Die Resultirende gegen fortschreitende Bewegung ist der
Lage und Richtung nach auch in diesem Falle durch die Gleichun-

g*

2 
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gen 119) zu bestimmen, da aber zufolge der Bedingung, dafs die
Kräfte gegen drehende Bewegung im Gleichgewicht sein sollen, ihre
Momente für drei Axen gleich Null sind, so folgt nach Gleichung
119a) auch 9,—=0, 0,=0, 0,=0, d.h. der Angriffspunkt der Re-
sultirenden mufs im Anfangspunkte des Koordinatensystems liegen,
oder so dals er den Bedingungen entspricht, welche in Folge der
Gleichungen 117) für den analogen Fall paralleler Kräfte aufgestellt
worden sind (S. 104). In diesem Fall ist also eine Resultirende
denkbar.

©. Wenn endlich auf ein festes System Kräfte wirken,
deren Richtungslinien zwar in parallelen Ebenen
liegen, aber nicht unter einander parallel sind,
und wenn die Kräfte zwar in Bezug auf fortschrei-
tende Bewegung im Gleichgewicht sind, aber nicht
in Bezug auf drehende Bewegung, so läfst sich die
Wirkung der Kräfte immer nur auf ein Kräftepaar
zurückführen.

Die Gleichungen 119) nehmen für den gegebenen Fall die
Form an:

<(K.sine)=0; Z&(K.cose)—0,
und die Gleichungen in Bezug auf Drehung haben die Form:

Z(K.sin@.z2)=4A, Z(K.cosa.z)—B, KR, )=.0;
wenn wir die früheren Bezeichnungen, und die zu Anfange dieses
Paragraphen angenommene Lage der Koordinatenebenen gelten las-
sen. Man sieht leicht, dafs das Gleichgewicht gegen drehende
Bewegung nur durch ein Kräftepaar +P und —P herzustel-
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len ist, dessen Kräfte in Ebenen liegen, die mit den Parallelebenen

der Kräfte parallel sind, denn wollte man nur eine einzige Kraft

einführen, so würde durch dieselbe das Gleichgewicht gegen fort-

schreitende Bewegung gestört werden. Bezeichnen wir den Ab-

stand des Angriffspunkts von —+-P von der Grundebene mit Z, den-

jenigen von —P mit Z’, den Winkel, welcher die Richtung von P

mit der ersten Axe macht, mit ; ferner den Hebelsarm in Bezug

auf die Axe Z von +P mit o,, denjenigen von —P mit e',, so

folgt, wenn die Kräfte +P und —P die Resultirenden der dre-
henden Bewegung sein sollen:

a) Z(K.sina.s)=P.snw(Z—Z'),

b) Z(K.cos@.2)=P.cosw(Z—Z'),

e) Z(KR,,) —— Pion Qu)

Aus den Gleichungen a) und b) folgt:
Z(K.sina.z)

Z(K.cosa.z)’

durch welche Gleichung die Lage der Durchschnittslinie der

Ebene, welche man durch die Kraftrichtungen des Kräftepaars legen

kann, mit der Grundebene (ersten Projektionsebene) gegen die

Axen XZ und YZ vollkommen bestimmt ist. Nennen wir nun den

Neigungswinkel der Ebene, in welcher das Kräftepaar liegt, mit

der Grundebene 9, so ist, wie leicht ersichtlich:

NZAN LIE) 21
eieeET reA

(vermöge Gleichung ec). Indem wir aber die Gleichungen a) und b)

quadriren, addiren, und Z—Z’ entwickeln, folgt:

Z-2)=5 ; Vilzca. sin @.2)]? + [ZCK.o0sa.2)]°|

Z(K.sina.z)?+[8(K. cos a.z)]?ereimt.
Durch die Gleichungen 123 und 123a) ist die Lage der Ebene,

in welcher das Kräftepaar wirksam zu denken ist, der Richtung

nach vollkommen bestimmt. Der kürzeste Abstand der beiden Kraft-

richtungen +P und —P ist aber, wie die Figur leicht übersehen

läfst, gleich

123) tangy—

 

via-2):+eu}

und indem wir die Werthe für (Z2—Z’)? und (g,,— 0’)? einset-

zen und mit P multipliziren, folgt das Moment des Kräftepaars:

123b) VILECH. sin «.2)] H[ECH. 008 «:2)]? + [E(KR,)P}.



118 _Grundlehren der Mechanik. B. Von den mechanischen Kräften,

Bezeichnen wir den Abstand der beiden Kraftrichtungen mit a,
die Koordinaten des Angriffspunktes der einen von beiden Gegen-
kräften (+P) mit X, Y, Z, so sind, wie sich leicht übersehen läfst,
die Koordinaten des Angriffspunkts der andern Gegenkraft (—P):

1230) Z=Z-+a.sng; Y= Y-+a.cosp.cosy;
X=X-a.c089.sinw.

Für den Fall, dafs sämmtliche Kraftrichtungen parallel
sind, folgt aus 123), 123a) und 1235):

’ tangy = tang «
1: Z(Kzea

und das Moment des Kräftepaars:

1244) VILZCKP + [znPe};
in welchen Gleichungen z die Abstände der Angriffspunkte der ein-
zelnen parallelen Kräfte von einer beliebigen mit ihrer Richtung
parallelen Ebene und R,, die Hebelsarme in Bezug auf eine belie-
bige, und zu dieser Ebene normale, Axe bezeichnen.

In dem Falle endlich, wo sämmtliche Kräfte in ein und der-
selben Ebeneliegen, folgt:

— 2:2(K.sino) _ 0
125) arBer eiao

tang 9 =,
und das Moment des Kräftepaares:

125a) =Z(K.R,),
d.h. in diesem Fall bleibt die Neigung des Kräftepaares (Winkel %)
gegen die Axe XZ unbestimmt und kann beliebig genommen wer-
den, das Kräftepaar, welches für die Wirkung der Kräfte substi-
tuirt werden kann, liegt in derselben Ebene, in welcher die Kräfte
liegen, (P=0) und es ist das Moment des Kräftepaares gleich der
Summe der Momente sämmtlicher auf Drehung wirkenden Kräftein Bezug auf eine beliebige zur Ebene der Kräfte normale Axe.

Bestimmung der Resultirenden und ihres Angriffspunktes für Kräfte, welche
auf ein festes System wirken, und deren Richtungslinien eine beliebige Lage

haben.

$ 76. Wir wenden uns nun zu dem allgemeinsten Fall, nämlich
zu dem, dafs auf ein festes System beliebige Kräfte in
ganz beliebigen Richtungen wirken, und dafs es darauf an-
kommt, ihre Resultirende der Gröfse und Richtung nach
zu bestimmen.
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Wenn zunächst:
A. die Kräfte weder in Bezug auf drehende noch in

Bezug auf fortschreitende Bewegung im Gleichge-

wicht sind:

so können wir, indem wir drei beliebige Koordinatenebenen anneh-
men, die Resultirende der fortschreitenden Bewegung Q der Grölse
und Richtung nach bestimmen nach $ 71 und mittelst der Gleichun-

gen 110) und 111).

Um nun aber den Angriffspunkt der Resultirenden zu

finden, denken wir uns sämmtliche Kräfte in den einzelnen Angriffs-

punkten nach drei zu einander normalen Richtungen zerlegt, die

Komponenten parallel mit den drei Axen sind dann:
IR. 00, 0 ISM NR .CcoSß,... .; YIORBOSP. *4

Nun haben wir drei Gruppen paralleler Kräfte, für die

wir nach $ 74 und Gleichung 117a) drei Resultirende einführen

können. Es seien ©, die Resultirende aller parallelen Kräfte K.cos«...

und X, Y, Z die Koordinaten ihres Angriffspunktes; in ähnlicher

Weise bezeichnen Q, und Q,, die Resultirenden der parallelen

Kräfte K.cosß.... und K.cosy... und X,, Y., Z, beziehlichu

 

 

X Yur Zu die Koordinaten ihrer Angriffspunktee Wir haben

dann:

QG,=6k.co8) 0, —=2(0K 8005), Qi= 2.(ki.cosy)
X _ Z(K.cosa.x) x _. Z(K.cosß.x) X SU K.6057.x)

Dr DR: 60800): Ya ilWRercosß): 2 27T SCK.cosy)

126) Y I Z(K.cosa.y) Y __3(K.cosß.y) Y __ Z(K.cosy.y)

u Sakeeoso),. u DICK:0088)..." SC.cosy)

__ Z(K.cosa.z) Z(K.cosß.z) _. Z(K.cosy.z)
Z

4
Z

4
 

2, = Er ageZ(K.cosa) ’ Z(K.cosß) ? Z(K.cosy) °

Diese Gleichungen zeigen folgendes Gesetz:

.I. Wenn auf ein festes System beliebig viele Kräfte

einwirken, welche weder in Bezug auf fortschrei-

tende noch in Bezug auf drehende Bewegung im

Gleichgewicht sind, so lälst sich ihre Wirkung

immer auf drei einzelne Kräfte zurückführen,

deren Richtungen einzeln parallel sind mit drei

beliebig angenommenen zu einander normalen

Axen, und deren Angriffspunkte vollständig

durch die Gleichung 126) bestimmt sind.

Da nun die Richtung der Resultirenden der fortschreitenden

Bewegung Q durch die Gleichungen 110) und 111) vollkommen

bestimmt ist, so können wir jede dieser drei Kräfte, auf welche
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wir so eben das System zurückgeführt haben, zerlegen nach zweiRichtungen, von welchen eine parallel mit der Richtung von Q,die andere aber normal dazu ist, wir erhalten dann zwei Gruppenvon Kräften, nämlich eine Gruppe, bestehend aus drei Kräften, dieunter sich und mit der Richtung von Q parallel sind, und eine an-dere Gruppe von drei Kräften, welche in Ebenen liegen, die nor-mal zu der Richtung von @ sind, welche folglich in parallelen Ebe-nen liegen. Da die Resultirende mit den Axen die Winkel A, B, I’bildet, so bildet sie dieselben Winkel der Reihe nach auch mit dendrei Kräften Q,, Q,> Qu» welche der Reihe nach mit diesen Axenparallel sind. Hiernach haben wir die beiden Gruppen:

parallel mit Q: normal zu Q:
Q,.00s A=Q.cos A?, Q,-sinA=0Q.cosA.sin A,Q,.c0sB=(.cosB:, Q,-sinB=Q.cosB.sin B,Qu, Q.cosT®, Qu sul=0.cosl'.sin!.

Die Kräfte der ersten Gruppe lassen sich durch die Gleichun-gen 110) und 111) vereinigen. Es ist ihre Resultante (Gleichung110), 111) und 112):

0,.008 A+0Q,.cosB+ QO), 200 2—
[£(K. cos «)]? [Z(K. cos8)]? L&(K- cos y)]?eu. + Q

127) O=VÜLEUH.osa)]° + [2UH.C0oß)P +-[2CK.cosI}.

Der Angviffspunkt dieser Resultante ergiebt sich nach 117a),wenn wir die Koordinaten mit X, Y, Z bezeichnen:
xEEEERIRNTN
Fa Q,.c0os A+ Qu.cos BF Q,.cosr

128)

(

Y—_Q0054.Y+Q,:cosB. YtQu.est.Y,TUQ,.c0s AH-Q,.cosB+ Q,u- cos I'
2. Ara 4Z, + QucosB.Z,+Q,.:corT. Zi

Q,.cos A+-Q,.cosoB Qu: cos I‘

Setzen wir in diese Gleichungen die Werthe der Gleichungen126) für Q,,Q,, is, eie,,.n0 ergiebt sich mit Berück-sichtigung, dafs nach Gleichung 111)

cs 4=Km), cos B=re, csl— Z(K.cosy)

ist:
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128a)
Z(K.cosa.®).Z(K.cosa)+E(K. c0sß.2).Z(K.cosß)+Z(K.cosy.x). E(K. cosy)AM

[Z(&.cosa)|? +[(&.cosß)+Z(K.cosy)]?
 

iReos) .Z(K.coso)FZ(K. c0sß.y)Z(K.cosß)+Z(K.cosy.y). E(K.cosz)
rn [2(&.cosa)|’ +[F(K.cosß)]? +]3(K.cosy)]?
 

va, Z(K.cosa.2).Z(K.cosa)+E(K.cosß.2). E(K.cosß)-+Z(K.cosy.2).Z(K.cosy)

= [Z(&.cos®)P+[E(K.cosß)]’ +[&(K.cosy)]?
 

Es ist übrigens leicht zu übersehen, dafs der hier bestimmte

Angriffspunkt der Resultirenden dieser drei parallelen Kräfte in der
Ebene liegen mufs, welche durch die Angriffspunkte der drei
Kräfte gelegt werden kann, denn läge er aulserhalb dieser Ebene

und zerlegte man die sämmtlichen Kräfte in zwei andere, parallel

und normal zu der Ebene, so würde diejenige Komponente der Mit-

telkraft, welche parallel mit der Ebene ist, und deren Angriffspunkt

aufserhalb der Ebene läge, einen Hebelsarm in Bezug auf eine in

der Ebene liegende, und die Richtungen der Komponenten der drei

Kräfte, deren Angriffspunkte in der Ebene liegen, schneidende Axe

haben, während diese Komponenten einen Hebelsarm in Bezug auf

diese Axe nicht hätten; es würde also durch die Mittelkraft Gleich-

gewicht gegen drehende Bewegung nicht hergestellt werden.

Betrachten wir jetzt die zweite Gruppe der Komponenten,

deren Richtungen in Ebenen liegen, welche zur Richtung der Re-

sultirenden der fortschreitenden Bewegung normal sind, so können

diese Kräfte keine fortschreitende Bewegung bedingen, wohlaber

ist eine drehende Bewegung denkbar. Wir haben es also mit

Kräften zu thun, die dem im vorigen Paragraphen unter C. behan-

delten Fall entsprechen, und für welche ein Kräftepaar substi-

tuirt werden kann. Um die Verhältnisse dieses Kräftepaares zu be-

stimmen, denken wir uns irgend eine Ebene, welche normal zu der

Richtung von Q ist, nennen den normalen Abstand des Angriffs-

punktes Q, von dieser Ebene Z,°, den normalen Abstand der An-
griffspunkte Q, und Q,, von derselben Ebene Z,°, Z,°, denken

ferner in der Ebene eine beliebige Axe, und bezeichnen die Win-

kel, welchen die Richtungslinien von Q,.sin A mit dieser Axe bil-
det mit @°, ebenso die Winkel, welche die Richtungslinien der

Kräfte Q,.sinB und Q „.sinZ' mit derselben Axe bilden mit «,°, &,°.
so ergiebt sich der Neigungswinkel der Durchschnittslinie der Ebene
des Kräftepaars mit jener Axe w nach 123:
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tan=

Z’Q,.sind .sina’ + Z,’Q,.sinB. sin or + Zu Qu. sin DT’: sin a,
ZU Q,.sin A.cosa’ + Z,'Q,.sinB. cos+Zu Quı- sin T'.cos a,’

und in ähnlicher Weise läfst sich der Neigungswinkel @ der Ebene
des Kräftepaares gegen die Richtung von Q nach 123a), sowie das
Moment des Kräftepaares nach 123b) finden. Wollte man die in
diesen Gleichungen vorkommenden Werthe analytisch ausdrücken,
so komplieiren sich die Ausdrücke so sehr, dafs sie ihren Werth
als Formeln für den Gebrauch verlieren, und es besser ist in jedem
einzelnen Falle die Rechnung besonders durchzuführen. Um diese
Rechnung zu erleichtern, dürfte folgender Weg zu empfehlen
sein.

Wir verlegen den Anfangspunkt des ursprünglichen
Koordinatensystems in den Angriffspunkt von Q. Es sind
sodann die Koordinaten der drei Angriffspunkte Q,, Q,, Q,, durch
die Gleichungen zu finden:

Ao=X,—X, Yo=YV-—Y, Zoo =2,—Z,
129) AuA,— X; Y,.o9=Yu— Y, Zu= Zu— 2;

Xu) A YuYu— Y, Zu= Zu— 2.

 

4

Legen wir nun durch den Angriffspunkt von Q, also durch
den Anfangspunkt des neuen Koordinatensystems eine Ebene nor-
mal zur Richtung von Q (vierte Ebene), so bildet diese Ebene mit
den Ebenen, in welcheu die Axen X und Y liegen (dritte Ebene),
den Winkel 7’ mit der Ebene, in welcher die Axen X und Z (zweite
Ebene) liegen, den Winkel B, und mit der Ebene, in welcher die
Axen Y und Z (erste Ebene) liegen, den Winkel A; denn der Win-
kel, welchen zwei Ebenenbilden, wird gemessen durch den Winkel,
welchen zwei Linien einschliefsen, die in einem Punkte der Durch-
sehnittslinie einzeln normal auf den Ebenen sind. Der Angrifispunkt
von Q ist äber ein Punkt der Durchschnittslinien der vier Ebenen,
die Richtung @ ist normal auf der vierten Ebene, die Axe der Z
ist normal auf der Ebene, in welcher die Axen der X und der Y
liegen, folglich macht diese Ebene mit der vierten Ebene den Win-
kel, welcher die Richtung von Q mit der Axe der Z bildet, d.i.
den Winkel T ete.

Projieiren wir die Richtung von Q auf die Ebene, in welcher
die Axen der X und der Y liegen, und bezeichnen wir den Winkel,
welcher die Projektion Q@p’ mit der Axe X bildet, mit &, ziehen von
p , die Normale p’o auf die Axe X und verbinden pv, so ist auch
pv normal zu OX, und daher:
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        | /
ehmn3Gh = Ya

ı 00. 2. QD.coodt  2,,..085 Au 0084

10) ra Op:sin(Qpp)  sin(pQZ) ur’
Ebenso findet man:

cos (p'QOY)erh sine,

  

d.h. der Kosinus des Winkels, welchen -die Projektion

einer Linie auf eine Ebene mit einer in dieser Ebene

liegenden Axe macht, ist gleich dem Quotienten aus dem
Kosinus des Winkels, welchen die Linie selbst mit dersel-

ben Axe macht, durch den Sinus des Winkels, welchen

die Linie mit einer zu der Ebene normalen Axe macht;

ähnlich läfst sich eine Regel für den Sinus ableiten.

Die Durchschnittslinie MN, zwischen der vierten Ebene

und der dritten Ebene, ist normal zu der Projektion Qp’, denn, da
sie in der vierten Ebene liegt, so ist sie normal auf pQ, und da

sie auch in der dritten Ebene liegt, so ist sie normal zu OZ, sie
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ist folglich normal zu der Ebene QZp im Punkte Q, folglich zujeder anderen Linie, die in dieser Ebene liegt und durch den Punkt Qgeht, und eine solche Linie ist p'Q.
Sind x und y die Koordinaten eines in der dritten Ebenelie-genden Punktes a, so ist die Entfernung dieses Punktes von derDurchschnittslinie HN einer Ebene, welche mit der gegebenen Ebeneden Winkel 7, mit den beiden andern Projektionsebenen die Win-kel A und 2 bildet, und durch den Anfangspunkt der Koordina-ten geht:
ab=ab’.cos bab'—=ab'.cose = (ab” + 5”b') cos &
=(ab"+5"Q.tange) .. cose
—=7.008E-+-ysine,

und indem man für cose und sine die obigen Werthe setzt:

 

A cos A cos B
En eaeTn sin.ZE

Ist a’a=x der Abstand eines Punk-
tes von einer Ebene, und ab der Abstand
seiner Projektion von der Durchschnitts-
linie dieser Ebene mit einer andern Ebene,
welche mit derselben den Winkel F bil-
det, so ist seine Entfernung a’c von die-
ser Ebene:

 

ec=(aa’+.aa”) cos I —=(2-+abtang!') cos’
=2.cosI’+absin I.

Setzen wir für ad den vorhin bestimmten Werth, und bezeich:nen wir den Abstand @’c mit 3°,.s0 ist:
131) »°=32.c08sI’+2c00s A+ycosB,

d.h. der Abstand eines Punktes, dessen Koordinaten 2,.Y%
und z sind von einer Ebene, die im Anfangspunkt des Ko-
ordinatensystems normal steht auf einer durch den Anfangs-
punkt des Koordinaten gehenden, und mit den drei Koor-
dinatenaxen die Winkel A, B, T' bildenden Linie, ist gleich
der Summe der Produkte, welche gebildet werden, wenn
man jede der drei Koordinaten einzeln mit dem Kosinus
des Winkels multiplizirt, welcher die Richtung jener Linie
mit derjenigen Axe bildet, mit welcher die betreffende
Koordinate parallel ist.

Hiernach hat man die Abstände der Angriffspunkte der Kräfte
0, @, und Q,, von der Ebene, welche im Angriffspunkt von Onormal zu der Richtung der Mittelkraft Q gedacht ist:
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2° = X,(0) : 608 A++ Y,coy cos B-+ Z(0). cos’
13la)

?

Z,°= X,co:. 608 A-+ Y,co- 608 B-+ Z,c0y. cos’
Zu" =X,,c0y. cos A+ Yo). cos B+ Zug): cos I”.

Denken wir in der vierten Ebene zwei Axen, die normal
auf einander sind, und von denen dieeine mit MN*) zusammenfällt;
legen wir durch diese Axen und durch die Richtung von Q Ebe-
nen, so sind diese Ebenen und die vierte Ebene drei neue Koordi-
natenebenen, die Abstände der Angriflspunkte von der vierten Ebene
Z,°, 2° Z,,° haben wir so eben bestimmt; die Abstände vonder
Ebene durch MN und Qp wollen wir X,°, X, X,° und die-
jenigen von der Ebene, welche durch Qp geht und normal zu HN
ist, mit Y,°, Y,°, Y,,° bezeichnen. Nun ist offenbar die letztge-
nannte Ebene in dem Punkte Q normal zu der Linie MN; die Li-
nie MN bildet aber mit der Axe QY den Winkel & mit der Axe
QX, den Winkel 90°-+e und mit der Axe OZ den Winkel 90°,
folglich findet man den Abstand y° irgend eines Punktes von dieser
Ebene durch die oben entwickelte Regel (Gleichung 131), nämlich.

y° =2.c0s 90° +y.cose-+-2.cos (90° + e),
oder wenn man für cose den oben bestimmten Werth (130) und
für cos (90° +8) den Werth — sin g setzt:

132) yP=y ‚cos4d — cosB 

 

sin I' sin.T';

Es folgt hieraus:

cos Ä cosB
= Y,co)ae 303

6 cosA cosB
132a) Y'=Y,eeX, nF

cosA cos B
Y '= inte) = sr en Aue: Saale

 

Die Linie @p’ erscheint offenbar als die Projektion derjenigen
Axe, welche in der vierten Ebene liegt und in Q zu MN normal
ist, auf die dritte Ebene. Bezeichnen wir den Winkel, welchen die
genannte Axe mit der Axe QZ macht mit o, den Winkel mit OY
mit 7 und den Winkel mit QX mit 9, so ist nach der früher ent-
wickelten Regel (130):

 cos 4 . cos
CSEe= ——, singe,

sıno sın ©

daraus folgt:

COS cos e.sin oo, cos 7 = sine.sin o.

*) Siehe die Figur auf S. 123.
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Nun ist aber der Winkel o offenbar gleich 90°-H- IT’ und da-
her sino=cos/, und indem wir für coss und sin & die oben ge-
fundenen Werthe setzen, ergiebt sich:

Re cos A. cos I' eb 008 B::ic0s.T"
Er sin I‘ 2 Er sin I' i

Die Ebene, welche durch HN*) und Op gelegt wird, ist aber
normal auf der ebenerwähnten Axe, und da diese Axe mit den
drei ersten Axen die Winkel 6,7 und 9 macht, so folgt der Abstand
eines beliebigen Punktes von dieser Ebene (131):

0, =%.0080+%.0057--%.c0os0,
und wenn man für cos co setzt cos (90° I),sin! und für
cos 9 und cosy die eben bestimmten Werthe, so folgt:

cos B.cosT' cos A. cosI‘

sin I' Be sin I‘
oder durch eine leichte Umformung;:

_—_ %.cos I’®+y.cosB.cosT’+x.c0sd.cos T—x 2220.00%

2, =—3sinl+y. ’

 

 

 

 

GN HT Be sın T'
Hiernach ist also:

133)
X ,c0).cos A.cosT’+ Y,(0).cosB.cos+ Z.,c0).c0s I? — Z co)ERS (0) C

SE: sin I‘
Xco). cos A.cos+ Y, (9) .cos B.cosT+Z, 0).cosI” — Z,(0)E10) u C 2)

Use sin I'
zus X(0).c0os A.cos I’+ Yo). cos B. cos T’+Z,(0).c0os I? — 2.100)
ie

sin I‘ :oder:
Z,°..cos T’—Z,(e) Z,° .cos I’—Z,(e)Opa eererNN Os

NE

eeBENNE133.) 10 = # sind 2 A sın I' 5
Z u° . cos I—Z,,(e)A u Aue)

Au sin I'

Es kommt nur noch darauf an die Winkel @°, «,, %, 5%. zu
bestimmen, welche die drei Kraftrichtungen Q..sin A, Qsin,
Q„.sin]' mit einer von den neuen, in der vierten Ebene liegenden
Axen bilden. Wir wählen die Axe, welche normal zu HN ist, als
diejenige, mit welcher die genannten zu bestimmenden Winkel ge-
bildet werden, und nennen diese Axe die Axe der X°®, Jene
drei Kraftrichtungen sind entstanden, indem man die Drucke 0%
Q,.» @., mach der Richtung Q und normal dazu zerlegte, sie er-
scheinen also als die Projektionen der Kraftrichtungen 97050;
auf die zu Q normale vierte Ebene, oder da diese letztgenannten
Kraftrichtungen parallel mit den drei ersten Axen sind, als die Pro-

*) Siehe die Figur aufS. 123.
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jektionen dieser drei Axen auf die vierte Ebene. Nun macht die
Axe QX*) mit der angenommenen neuen Axe der X° den Winkel 9;

mit der zu der Ebene, in welcher diese neue Axe liegt, normalen

Axe Qp (Axe der Z’°) den Winkel A und mit der Axe HN (oder

der Axe der Y°) den Winkel 90°-+e.

Wir haben also nach dem Gesetz(130) auf S. 123 für den

Winkel, welchen die Projektion von QX auf die vierte Ebene mit
der Axe der X° macht, oder, was dasselbe ist, für den Winkel,

welcher die Kraftrichtung Q,.sinA mit der Axe der X° macht:

c089 _ cos A.cosI'

sin A” sin A .sin I‘

cos (909° +:) _—sme__ —cosB

sin A Te

Ebenso findet man den Winkel, welchen die Projektion der

Axe QY oder die Kraftrichtung Q,.sinB mit der Axe der X°
macht, durch die Betrachtung, dafs die Axe QY mit der Axe der
X° den Winkel 7 mit der Axe der Y° den Winkel e und mit der

Axe der Z’ den Winkel B bildet:
con __ cosB.cos!"

cosa’ =  = cotg A.cotg I'
134)
 ein.

cos a, = = cotgB.cotg IT

 

134 a) sine “ sinB.sn7'

cosq cos A
einon — — eu

sin B sin B.sın I‘

und endlich ergiebt sich der dritte Winkel, da die Axe QZ mit
der Axe der X°, den Winkel 6=90°+-T'; mit der Axe der Y°

einen Rechten, und mit der Axe der Z° den Winkel I’ bildet:
cos(90’+-T) ze

Ne.of
sin I‘134 sın

= h RE BETAN 0
ee

d.h. die Richtung Q,,.sin Z’ macht mit der Richtung der Axe der

X° einen Winkel von 180 Grad, ist der Richtung der Axe X° also
entgegengesetzt.

Endlich lassen sich auch noch die Hebelsarme der Kräfte

O0'.sinA, Q,.sinB und Q,„.sinI'in
Bezug auf die Axe pQ leicht bestim-

men. Sind nämlich z und y die Ko-
ordinaten eines Punktes parallel mit

der Ebene gemessen, auf welcher die

dritte Axe normal steht, so ist der

kürzeste Abstand der Richtungslinie
der Kraft, welehe durch diesen Punkt

) Sichmie Figur auf S. 123.
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geht, und deren Projektion mit der Axe der X den Winkel 2 bil-
det, von der dritten Axe offenbar:

135) | of= 09.0052 = (y+hg) cos =(y-+ wtangA) cos}
=y.cos!-+zsind.

Macht die Kraftrichtung selbst mit der Axe der X den Win-
kel «, mit der Axe der Y den Winkel ß und mit der Axe der Z
den Winkel y, so hat man nach dem Frühern (130) für den Win-
kel, welcher ihre Projektion mit der Axe der X bildet:

cos & cos
cosA—- ee.sinA—=——-,

sın y
“ 2

sın y

folglich die kürzeste Entfernung der Kraftrichtung von der Axe der
Z oder den Hebelsarm der Kraft in Bezug auf die Axe der Z:

£ 3608 ß . C0S &135.)en--

jur

Hg,

Man findet also den Hebelsarm einer Kraft, deren Rich-
tung durch einen gegebenen Punkt geht und mit den drei
Axen gegebene Winkel bildet, in Bezug auf eine Axe,
wenn man jede einzelne der beiden Koordinaten, welche
nicht mit dieser Axe parallel sind, multiplizirt mit dem
Kosinus des Neigungswinkels, welchen die Kraftrichtung
mit derjenigen Axe macht, die der andern von beiden pa-
rallel ist, und die Summe der Produkte dividirt durch den
Sinus des Neigungswinkels, welchen die Kraftrichtung mit
derjenigen Axe. macht, für welche man den Hebelsarm be- -
stimmen will, oder wenn man jede der beiden Koordina-
ten mit dem Sinus des Neigungswinkels multiplizirt, wel-
chen die Projektion der Kraftrichtung auf eine Ebene, die
normal zu der Axe ist, für welche man den Hebelsarm
bestimmen will, bildet mit derjenigen Axe, mit welcher die
betreffende Koordinate parallel ist; und die Summe nimmt.

Nennen wir die Hebelsarme der drei Kräfte Q,.sinA, Q,sinB,
Q,.sinT' in Bezug auf die mit der Richtung Q@ zusammenfallende
Axe der Reihe nach o,°, 0,°, 0°,so findet man diese Hebels-
arme nach der obigen Regel (135):

0 =X?.sina,+Y?.cosa
134) 0, =X,°.sina, + Y,°. cos D

au Anz . sin 7 = Ya . 6084,=— Er
Hierdurch sind nun .alle Elemente bestimmt, deren man bedarf,

um nach $ 75. (S. 117, Gleichung 123), 1234) und 123b) die Lage
und das Moment des Kräftepaares zu bestimmen.
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Man hat nämlich zu setzen in jenen Gleichungen:
=(K.sin a.) = (,. sin A.sina®.Z°+Q,.sinB.sina,® .Z, +

Q..sinT'.sina,°.Z,?
137) Z(K.cosa.z) = Q,.sin A.cosa,°.2,°+-0,.sinB.cosa,? .Z,°+

Q,.sinT'.cos@,°.Z,?
Z(K.R,)= Q,.sin 4.0’ +0,. sin B.g,° + Q,.sinT.o,°.

Es ergiebt sich sodann aus Gleichung 123) der Winkel w, wel-
chen die Durchschnittslinie der Ebene des Kräftepaars und der
vierten Ebene mit der Axe der X macht; aus Gleichung 123a) der
Winkel, welchen die Ebene des Kräftepaars mit der vierten
Ebene, oder überhaupt mit einer Ebene macht, die normalist zur
Richtung der Resultirenden der fortschreitenden Bewegung, und
endlich aus Gleichung 123b) das Moment des resultirenden Kräfte-
paares*).

Ueberhaupt folgt aus der eben durchgeführten Rechnung:
Il. Wenn auf ein festes System beliebige Kräfte ein-

wirken, welche weder in Bezug auf fortschrei-
tende noch in Bezug auf drehende Bewegung im
Gleichgewicht sind, so läfst sich ihre Wirkung
immer zurückführen auf eine Kraft, welche der
Richtung und Gröfse nach (Gleichung 127, 128,
128a), und auf ein Kräftepaar, dessen Moment
der Gröfse nach, und dessen Ebene der Lage nach
(Gleichung 123 und 136) zu bestimmen sind.

Ziehen wir nunmehr den zweiten Fall in Betracht:
B. Wenn auf ein festes System Kräfte in beliebigen

Richtungen wirken, welche zwar in Bezug auf
drehende Bewegung, nicht aber in Bezug auf fort-
schreitende Bewegung im Gleichgewicht sind, so
läfst sich immer eine Resultante durch die Glei-
chungen 127), 128) und 128a) der Gröfse und Rich-
tung nach bestimmen.

Dieser Fall ist nämlich ohne Weiteres auf die analogen Fälle
auf S. 104 und 115 zurückzuführen.

Was nun endlich den dritten Fall anbetrifft, nämlich:
C. Wenn auf ein festes System Kräfte in beliebigen

Richtungen wirken, welche zwar in Bezug auf
fortschreitende Bewegung, aber nicht in Bezug auf
drehende Bewegung im Gleichgewicht sind, so

*

*) Eine kürzere Entwickelung dieses Falles findet man auf S. 142,
1. 9
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läfst sich die Wirkung derselben immer nur auf

ein resultirendes Kräftepaar zurückführen.
Um dies nachzuweisen, verfahren wir ganz ähnlich wie auf

S. 116 C.

Zunächst ist einleuchtend, dafs eine Gegenkraft, welche wir

in das System einführen möchten, das Gleichgewicht gegen fort-

schreitende Bewegung stören würde; es sind also wenigstens zwei

gleich grofse, parallele, aber der Richtung nach entgegengesetzte

Kräfte +P’ und —P’ einzuführen, welche mit den drei Axen die

Winkel A, B und 7’ bilden mögen.

Legen wir durch die parallelen Richtungen der Kräfte -+P’

und —P’ eine Ebene, und verbinden nun ihre Angriflspunkte, so

liegt auch diese Verbindungslinie in derselben Ebene. In jedem
Falle lassen sich aber die beiden Kräfte in dieser Ebene zerlegen in

je zwei andere, von denen die einen parallel sind mit einer der

Koordinaten-Ebenen, z. B. mit der Ebene XY, und die andern in

die Richtung der Verbindungslinie ihrer Angriffspunkte fallen. Die

Komponenten, parallel mit der Grundebene XY, sind unter sich pa-
rallel, gleich grols, aber entgegengesetzt, und mögen mit +P und

—P bezeichnet werden, die Komponenten nach der Richtung der

Verbindungslinie sind ebenfalls gleich grols, entgegengesetzt undfal-

len in dieselbe gerade Linie, sie mögen mit +P” und —P” be-

zeichnet werden. Diese beiden Komponenten halten einander das

Gleichgewicht, sie nehmen nur die innern Kräfte des Systems in

Anspruch, und können auf das System weder auf Drehung noch

auf Fortschreiten wirken; sie fallen also aus der Betrachtung, und

man sieht, dafs, wie man auch die Lage und Richtung der beiden

 
 

 

 

 
 



e. Wirkung mehrer mech. Kräfte auf ein festes System von Massenelem. 131

Kräfte +P’ und —P' gewählt haben mag, sich für dieselben im-
mer zwei andere +P und —P substituiren lassen, die in denselben
Angrifispunkten wirken, deren Richtungen parallel mit einer der
Koordinatenebenen sind, und aufserdem in derselben Ebene liegen,
welche durch die Kräfte +P’ und —P’ gelegt werden konnte.

Behalten wir die Bezeichnungen auf S. 116 bei, so folgt, dafs,
wenn die beiden Kräfte +P und —P Gleichgewicht gegen dre-
hende Bewegung herstellen sollen, sein müsse:

a) Z(K.sine.R)=P.sin w(Z=Z")
b) Z(K.sin8.R,)= P.cosw(Z—Z’)

ce) Z(K. sin Y:Ru) =P. (u—u)

Durch dieselben Betrachtungen, welche bereits auf S. 117 an-
gestellt worden, und in Erwägung, dafs wir diese Betrachtungen,
welche für die Ebene XY gelten, hier auch für die Ebene XZ und
ZY anstellen können, folgt allgemein:

Der Neigungswinkel der Ebene des Kräftepaars gegen die
Ebene XY

138) tang p _VIEZCK. sina.R)P+[ECK.sinß.R,)] |
2

Z(K.siny.R,,) 2

d. h. man findet die Tangente des Neigungswinkels der Ebene,
in welcher das resultirende Kräftepaar liegt, gegen eine
der Koordinatenebenen gleich dem Quotienien aus der Qua-
dratwurzel aus der Summe der Quadrate der Momenten-
summen. der einzelnen Kräfte in Bezug auf die beiden
Axen, die in dieser Ebene liegen, durch die Momentensumme
der einzelnen Kräfte in Bezug auf die Axe, welche normal
zu dieser Ebeneist.

 

Es folgt ferner:

Der Neigungswinkel der Durchschnittslinie der Ebene
des Kräftepaars mit einer der Koordinatenebenen gegen eine der
Axen, welche in dieser Ebene liegen:

Z(K.sina.R,)

Z(K.snß.R,)?

d. h. man findet die Tangente des Neigungswinkels, welchen die
Durchsehnittslinie der Ebene des Kräftepaars mit einer der
Koordinatenebenen gegen eine in dieser letztgenannten Ebene
liegende Axe macht, gleich dem Quotienten aus der Mo-
mentensumme der einzelnen Kräfte in Bezug auf diese Axe
durch die Momentensumme in Bezug auf die anderein der-
selben Ebene liegende Axe.

138) tang w =  

9%
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138b) Das Moment des Kräftepaars

VILSCK. sin a.R,)]+[2(K. sin ß.R,)+ LER. siny.R,)P},
d. h. das Moment des resultirenden Kräftepaars ist gleich der

Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate der Momen-

tensummen der einzelnen Kräfte in Bezug auf die drei

Axen.

Vorschlag zur Annahme eines allgemein giligen Modus die VVinkel zu zählen,

welche Kraftrichtungen mit rechtwinkligen Koordinaten-Axen bilden.

$ 77. Bei den vorhergehenden statischen Untersuchungen hat
man mit Kräften zu thun, deren Richtungslinien nicht in ein
und derselben Ebene liegen; man bestimmt sodann die Lage die-
ser Richtungslinien durch die Winkel, welche sie mit drei ange-

nommenen Koordinaten-Axen machen; es ist sehr wichtig die Vor-
zeichen der Winkelfunktionen richtig in die Rechnung einzuführen,
und um in dieser Beziehung keinen Irrthum zu begehen, muls man

die Winkel, welche die Richtungslinien mit den einzelnen Axen ma-

chen, von jeder Axe aus stets in demselben Sinne rechnen (vergl.

$59). Es erscheint wünschenswerth, dafs man sich allgemein über

einen Modus einige, nach welchem bei dergleichen Untersuchungen
die Kraftrichtungen zu bestimmen sind, und zu dem Zweckescheint
folgendes Verfahren empfehlenswerth:

1) Man sehe sämmtliche Kräfte so an, als ob sie in ihrem An-
griflspunkt ziehend wirken, und nehme ihre Werthe dann ab-
solut.

Um dies zu verstehen, diene folgende
ee+ Erläuterung: Sirebt eine Kraft ‘ein Mas-

& senelement von a nach 5b zu bewegen,

so können wir entweder die Kraft in

einem Punkte wirkend denken, der auf derselben Seite von a

liegt, auf welcher auch d liegt, und so als ob sie das Massenelement
anziehe, oder wir können die Kraft auch in einem Punkte wirk-

sam denken, der auf der entgegengesetzten Seite von a liegt, und
so, als ob die Kraft das Bestreben habe, das Massenelement abzu-

stolsen ($ 55. S.67). Im ersten Falle bezeichnen wir die Wir-

kung, indem wir sagen, die Kraft wirke ziehend, im andern Fall,

indem wir sagen, die Kraft wirke schiebend auf das Massenele-
ment. Es ist gleichgiltig, ob wir sämmtliche Kräfte in ihren An-
griffspunkten ziehend, oder ob wir sämmtliche Kräfte schiebend

wirkend denken. Um eine Uebereinstimmung herbeizuführen, mö-
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gen stets sämmtliche Kräfte ziehend angenommen werden, und
wenn sie schiebend gedacht werden sollen, möge man es aus-
drücklich bemerken.

2) Die Winkel, welche eine Kraftrichtung mit den
drei Axen macht, werden gefunden, wenn man von dem Anfangs-
punkt der Koordinaten eine Linie zieht, parallel mit der Richtung
der Kraft, und in demselben Sinne, in welchem die Kraft auf ihren
Angriffspunkt ziehend wirkt, und nun die Winkel bestimmt, wel-
che diese Linie mit den drei Axen bildet.

3) Um zu beurtheilen, in welchem Quadranten der Win-
kel liegt, den diese Richtung mit einer Axe bildet, lege man durch
die betrachtete Axe und durch diejenige Axe, welche in der Rei-

henfolge 2.8 ährndie entfernteste ist, eine Ebene, und sodannDe
eine Ebene normal zu der betrachteten Axe durch die beiden an-
deren Axen. Um also den Winkel mit der erstem Axe (Axe
der X) zu bestimmen, lege man eine Ebene durch die erste und
dritte Axe (Axe der X und der Z) und eine Ebene durch die zweite
und dritte Axe (Axe der Yund der Z). Um den Winkel mit der
zweiten Axc (Axe der Y) zu beurtheilen, lege man eine Ebene
durch die zweite und erste Axe (Axe der Yund der X) und eine
Ebene durch die erste und dritte Axe (Axe der X und der Z) und
endlich um den Winkel zu bestimmen, welchen eine Kraftrichtung
mit der drittem Axe macht, lege man eine Ebene durch die
dritte und erste Axe und eine Ebene durch die erste und
zweite Axe. Die beiden Ebenen, welche man für jede einzelne
Axe gedacht hat, theilen den Raum in vier Abtheilungen. Die erste
Abtheilung liegt zwischen dem Theile der durch die betrachtete
Axe gelegten Ebene, welcher den positiven Zweig dieser Axe
enthält, und demjenigen Theil der durch die beiden andern Axen
gelegten Ebene, welcher den positiven Zweig der in der oben-
erwähnten Reihenfolge zunächst liegenden Axe enthält. Alle Li-
nien, welche vom Anfangspunkt der Koordinaten gezogen in diese
Abtheilung fallen, bilden mit der betrachteten Axe Winkel, die im
ersten Quadranten liegen. Die zweite Abtheilung liegt zwi-
schen diesem zuletzt erwähnten Theil der durch die beiden andern
Axen gelegten Ebene, und demjenigen Theil der durch die betrach-
tete Axe gelegten Ebene, welche den negativen Zweig dieser Axe
enthält. Alle Linien, die in diese Abtheilung fallen, bilden Winkel
mit der betrachteten Axe, die im zweiten Quadranten liegen.

Die dritte Abtheilung des Raumes liegt zwischen den so eben be-
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zeichneten Theil der durch die betrachtete Axe gelegten Ebene,

und demjenigen Theil der durch die beiden andern Axen gelegten

Ebene, welcher den negativen Zweig der in der obigen Reihen-
folge zunächst liegenden Axe enthält. Diese Abtheilung stellt den

dritten Quadranten, und die noch übrige Abtheilung den vier-
ten Quadranten dar.

Denkt man die drei Koor-
dinatenebenen, so wird durch

dieselben der Raum in acht

Abtheilnngen getheilt, die

wir mit A, B, 0, D, E,F,G,H
bezeichnen. Die Punkte, wel-

che in diesen Abtheilungenlie-

gen, haben folgende Koordi-
naten- Vorzeichen, nach wel-

chen sich die Bezeichnung der

Abtheilungen bestimmensoll.

A B C D E F G H

 

BER Le  E 00 2m, Den ee Tr

ee ya ER | u 3Y,
6% a 2 —23 SER rn +23 —z

(Die Abtheilung F ist in der Figur nicht sichtbar).

Bezeichnen wir die Winkel mit der ersten Axe durch «, mit
der zweiten Axe durch 8 und mit der dritten Axe durch y, und

nehmen wir den oben dargestellten Modus der Winkelzählung an,

so ergiebt sich folgende Zusammenstellung:

 

     

Eine Linie,
durch den An-

derk,a-| Die Winkel} Vorzeichen Vorzeichen Vorzeichen Vorzeichen
ten parallel mitlliegen in den der der der der
giiR Quadranten Kosinus Sinus Kotangente Tangente
liegt in der Ab-

theilung a& | 8 | y lcos «|cos 8]cosy|sin &| sin #]sin y| etge| ctg A| ctgy tsa@|tgßltgy
|A 5) Bd test

B aee
C 1 Raa A ee a u TE TE Pan ET
D wm —-  +|/|- +| -|-|1-|1-+-1+]J-|-| +
E TERKTE STE ilenlshkelenra fische Kerr A
F mm) -— —- —- I—| —-|-I+| +1-+ Arne
G vu +/2]# 2) ]# -)2]#]22)
H warb Bere lebte
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Aus dieser Zusammenstellung ist ersichtlich, dafs die Vorzei-

chen der Kosinus von Winkeln, welche Linien bilden,
die durch den Anfangspunkt der Koordinaten gehen und

in irgend einer Abtheilung liegen, dieselben sind, wel-

che auch die Koordinaten von Punkten haben, die in

derselben Abtheilung liegen. Diese Vorzeichen sind jedoch

nicht zu verwechseln mit den Vorzeichen, welche etwa die Koor-

dinaten des Angriffspunktis der Kraft haben.

Es wirke z. B. in einem Punkte, dessen Koordinaten +2, —y, +3

sind, eine Kraft, welche mit der ersten und zweiten Axe einen

Winkel mit positivem, mit der dritten Axe einen Winkel mit ne-

gativem Kosinus mache, so liegt der Winkel « im ersten, der Win-

kel $ im vierten und der Winkel y im zweiten Quadranten. Die

Kraftrichtung ist in der Figur angedeutet. Die entgegengesetzte
Kraftrichtung macht mit den drei Axen Winkel, deren Kosinus eben

so grofs, aber entgegengesetzt sind, sie bildet also mit der ersten

und zweiten Axe Winkel mit negativem und mit der dritten Axe

einen Winkel mit positivem Kosinus, liegt also in der Abtheilung E.

Aus den obigen Darstellungen ist nun leichtersichtlich, welche

Bedeutung es haben müsse, wenn die Kräfte selbst mit posi-
tivem oder negativem Vorzeichen (+P und —P) erschei-

nen, oder in die Rechnung eingeführt werden. Es kann

dies nämlich in zwiefachem Sinne geschehen, entweder deuten die
Vorzeichen +P und —P überhaupt nur an, dafs zwei Kräfte in

parallelen Richtungen, aber entgegengesetzt wirkend, gedacht

werden sollen, und es ist dann gleichgiltig, welche von beiden

man als positiv, und welche man als negativ betrachten will, oder

sie deuten an, dafs die betrachtete Kraft, welche mit negativem

Vorzeichen erscheint, in ihrem Angriffspunkt in einem Sinne wirkt,

welcher demjenigen der übrigen Kräfte entgegengesetzt ist; dals
sie also, wenn wir allgemein die Kräfte ziehend wirkend denken,

in ihrem Angriffspunkte schiebend wirke; sie wird sofort in eine

Kraft verwandelt werden können, welche ziehend wirkt, und dann

absolut zu nehmen sein.

Gesetze über die Wirkung, Zusammensetzung und Zerlegung der Kräfte-

paare. Parallelogramnı und Parallelepipedum der Kräftepaare und der Paar-

Axen.

$ 78. Aus den Betrachtungen der $$ 74, 75 und 76 ergiebt
sich, dafs, wenn auf ein festes System Kräfte wirken, welche in
Bezug auf drehende Bewegung nicht im Gleichgewicht
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sind, das Gleichgewicht nur iu dem einzigen Fall, wo die Kraft-
richtungen parallel und zugleich die Summe sämmtlicher Kräfte
nicht gleich Null ist (S. 105. No. 2, Gleichung 117a) durch
eine einzige Gegenkraft herzustellen ist, in jedem andern Falle
aber das Gleichgewicht gegen drehende Bewegnng sich nur durch
ein Kräftepaar herstellen läfst. Hieraus folgt, dafs überhaupt
jede drehende Bewegung, welche Kräfte, die auf ein fe-
stes System wirken, diesem zu ertheilen streben, sich
auf ein resultirendes Kräftepaar zurückführen lasse.

Es ist von Interesse einige Eigenschaften der Kräftepaare
hier hervorzuheben.

1) Jedes Kräftepaar hat das Bestreben das System
um eine Axe zu drehen, die normal ist zu der Ebene, in
welcher das Kräftepaar liegt; der Punkt, in welchem die Axe
die Ebene schneidet, läfst sich aus den Eigenschaften des Kräfte-
paares nicht bestimmen; es kann jeder beliebige Punktsein,
wenn er nicht durch andere Bedingungen gegebenist.

Denn es sei R der kürzeste Abstand der Kraft +P von der
beliebig angenommenen Drehaxe A; AR’ der kürzeste Abstand der

Kraft —P, dann ist die Summe der Mo-

 

P mente, welche auf Drehung um die angenom-
es, mene Axe wirken, P.R—P.R'=P.(R—R'),
I1198] R' es ist aber immer R—R’ der kürzeste Abstand

lerEN der Kraftrichtungen +P und —P, bezeichnen
dr wir denselben mit a, so ist Pa das Moment

aN 2 des Kräftepaars (S. 106), und es folgt, dafs
die Summe der Momente für die Drehung um

eine beliebige zur Ebenedes Paares normale Axe immer gleich dem
Moment des Kräftepaars ist, d.h. immer denselben Werth hat.

2) Man kann für jedes Kräftepaar ein anderes sub-
stituiren, welches in derselben Ebene liegt, und .das-
selbe Moment hat; es ist dabei glelchgiltig, welche Lage die
Kraftrichtungen des neuen Paares gegen die des ersten haben, auch
kann man entweder den Abstand der neuen Kraftrichtungen von
einander, oder die Gröfse der Drucke derselben beliebig an-
nehmen.

Denn, da das Bestreben auf Drehung um eine beliebige Axe
durch die Summe der Momente in Bezug auf diese Axe gemessen
wird, so hat das neue Kräftepaar in Bezug auf jeden beliebigen
Punkt der Ebene immer dasselbe Bestreben auf Drehung, wie das
erste Kräftepaar, sobald sein Moment dasselbe ist (No. 1).
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3) Man kann daher die eine Kraftrichtung eines Kräf-
tepaares durch einen beliebigen Punkt in der Ebene ge-

hen lassen, und derselben eine beliebige Richtung ge-
ben, während die andere einen beliebigen Abstand von

diesem Punkt bekommen kann.

Ist Pa das Moment eines Kräftepaars, und a’ der Abstand des
neuen Kräftepaars, so ist:

139)

4) Jedes Kräftepaar kann durch ein anderes ersetzt

werden, welches in einer parallele Ebene liegt, und das-

selbe Momenthat.
Denn da das Bestreben auf Drehung um irgend eine zur Ebene

des Paares normale Axe durch das Moment des Kräftepaares ausge-
drückt wird, so hat das neue Kräftepaar, da es in einer parallelen

Ebene liegt, die folglich auch normal ist zu einer beliebigen Axe,

welche normal zur Ebene des ersten Paares ist, dasselbe Bestreben
auf Drehung um diese Axe, welches das erste Paar hat, sobald sein

Moment dasselbeist.

5) Kräftepaare, welche in derselben Ebene liegen,

lassen sich durchein einziges Kräftepaar ersetzen, des-
sen Moment gleich der algebraischen Summe der Momente

der einzelnen Kräftepaare ist, wobei diejenigen Momente,

welche die Ebene in entgegengesetzten Richtungen zu drehen sire-

ben, mit entgegengesetzten Vorzeichen zu nehmen sind.
Denn man kann jedes der Kräftepaare P'a', P"a", P"a”...

in ein anderes verwandeln, dessen Richtungen in zwei bestimmte

Parallellinien fallen. Ist « der kürzeste Abstand dieser beiden Pa-

rallellinien, so ist nach 139 die Kräftesummein der einen Richtung:
PH „ " pP" ‚

+ (Fe ee ke
a a a

  

und die Kräftesumme in der entgegengesetzten Richtung:
’ ’ HH m _m

1207 ip P’@ a Ra ) Be,

ae & a

folglich hat man wiederum ein Kräftepaar, und es ist dessen Mo-

ment:

  

Pa=P'a'+-P'"’a"+P"a”-+.....
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6) Kräftepaare, welche in parallelen Ebenen liegen,
lassen sich durch ein einziges Kräftepaar ersetzen, des-
sen Moment gleich der algebraischen Summe der Mo-
mente der einzelnen Kräftepaare ist, wobei diejenigen Mo-
mente, welche die Ebenen in entgegengesetzten Richtungen zu dre-
hen streben, mit entgegengesetzten Vorzeichen zu nehmen sind.

Denn, man kann jedes dieser Kräftepaare nach No. 4 in eine
bestimmte Ebene verlegen, welche mit den Ebenen der Kräftepaare
parallel ist, und dann nach No. 5 diese Kräftepaare vereinigen.

7) Kräfte, welche auf Drehung um irgend eine Axe
wirken, lassen sich in Bezug auf drehende Bewegung
durch ein Kräftepaar ersetzen, welches in einer zu der
Axe normalen Ebene liegt, und dessen Moment gleich
der Summe der Momente der einzelnen Kräfte in Bezug
auf diese Axe ist.

Denn das Bestreben auf Drehung um eine gegebene Axe wird
gemessen durch die Summe der statischen Momente der einzelnen
Kräfte in Bezug auf diese Axe (S. 95); ein Kräftepaar, dessen Mo-
ment gleich der Summe der Momente der einzelnen Kräfte ist, hat
dasselbe Bestreben auf Drehung zu wirken, (No. 1 und 2) würde
also, wenn man es im entgegengesetzten Sinne wirken liefse, die
Drehung durch die einzelnen Kräfte aufheben, und ersetzt demnach
deren Wirkung auf drehende Bewegung.

Die Ebene, in welcher ein Kräftepaar liegt, nennen wir die
Paar-Ebene; eine Normale zu dieser Ebene: eine Paar-Axe,
und den kürzesten Abstand der Richtungslinien: den Hebelsarm
des Kräftepaars, oder kurz der Paar-Arm.

8) Kräftepaare, welche in Ebenen liegen, die sich
schneiden, lassen sich immer durch ein Kräftepaarer-
setzen, dessen Moment sich bestimmen läfst, welches in

einer Ebene liegt, die durch
die Durchschuittslinie der
beiden Paar-Ebenen geht, und
deren Lage gegen die beiden
Paar-Ebenen eine bestimmte
1a.

Es sei 9 der Neigungswinkel
der beiden Paar-Ebenen, a!P! sei
das Moment des Kräftepaars in der
ersten Ebene, a7P’" das Momentdes
Paares in der zweiten Ebene. Da
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die Kräftepaare jede Lage in der Ebene haben können, so lassen

sich ihre Richtungen auch normal zur Durchschnittslinie denken,

und wenn a der Abstand zweier Punkte der Durchschnittslinie ist,

so lassen sich die Kräfte beider Paare durch diese Punkte der

Durchschnittslinie legen. Nach Gleichung 139) sind sodann die Kräfte

der beiden Paare:

  
a! p! alpır

Mast. 9 er a

Nun greifen in dem einen Punkte der Durchsehnittslinie die

Kräfte +P, und #P,, im andern Punkte die Kräfte — P, und #P,

an. Da diese beiden Gruppen in ihren Angriffspunkten normal zur

Durchschnittslinie sind, so liegen sie in parallelen Ebenen, die nor-

mal zur Durebschnittslinie sind; jede der beiden Gruppen läfst sich

zusammensetzen nach dem Parallelogramm der Kräfte ($$ 28 und

30) und man hat in dem einen Angriffspunkt die Resultante:

Pie= Ip: +P,? +2P,P, . cos 9)

in dem andern Angriffspunkt eine ebenso grolse, aber entgegen-

gesetzt gerichtete Resultante. Anstatt der ursprünglichen Kräfte

können wir diese beiden Kräfte wirkend denken; sie sind parallel,

liegen in einer Ebene, welche durch die Durchschnittslinie der er-

sten beiden Paar-Ebenen geht, und ihr Moment ist =Pa, oder wenn

wir für P den obigen Werth, und darin für P, und P, die vorhin

gefundenen Ausdrücke setzen:

140) Pa—=1/,\(a' P})° + (aUP")® + 2(a!P!).(a"P).cos OS.

Der Neigungswinkel, welchen die neue Paar- Ebene gegen die

erste oder die zweite Paar-Ebene macht, ist gleich dem Winkel,

welchen die Kraftrichtungen P und P, resp. P, einschlielsen. Es ist

also, wenn diese Winkel mit &, und &, bezeichnet werden:

 

 

b a ; ZB
sin sind.= ind. Srakei

140a) P apa
E i ni f (
sin, =sind.Z = sind. =

Man sieht hieraus folgendes Gesetz:
Kräftepaare in Ebenen, die sich schneiden, las-

sen sich stets zu einem Paare zusammensetzen,

indem man den Neigungswinkel der beiden Paar-

Ebenen konstruirt, auf den Schenkeln desselben

in jeder Ebene Stücke abschneidet, welche dem

Kräftepaar in dieser Ebene proportional sind, in

derEbene dieses Winkels über diesen Stücken ein
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Parallelogramm konstruirt, und von dem Schei-
tel des Winkels die Diagonale zieht. Die Diago-
nale ist proportional dem resultirenden Kräftepaar; die Ebene
durch die Diagonale und normal zur Ebene des Winkels
ist die Paar-Ebene des resultirenden Kräftepaares, und die
Winkel, welche die Diagonale mit den Schenkeln des Win-
kels bildet, sind gleich den Neigungswinkeln dieser Ebene
gegen die betreffenden ersten Paar-Ebenen.

Dies interessante Gesetz bietet die grölste Analogie mit dem
Prinzip des Parallelogramms der Kräfte und der Geschwindigkeiten
dar; wir nennen es das Prinzip des Parallelogramms der
Kräftepaare.

9) Zwei Kräftepaare, deren Paar-Axen nicht paral-
lel sind, lassen sich zu einem Kräftepaare vereinigen,
indem man zwei Linien konstruirt, die sich schneiden,
und den Paar-Axen einzeln parallel sind, von dem
Durchschnittspunkt dieser Linien auf jeder ein Stück
abträgt, welches dem Moment des Kräftepaars propor-
tional ist, mit dessen Axe die betreffende Linie parallel
ist, und aus diesen Stücken ein Parallelogramm kon-
struirt. Die Diagonale des Parallelogramms vom Durch-
schnittspunkt der Linien aus, repräsentirt, der Grölse
nach, das Moment des resultirenden Kräftepaars, und
der Lage nach die Axe desselben. Die Paar-Ebene des re-
sultirenden Kräftepaars ist normal zu dieser Axe.

Denn es seien AB und AC die Schnitte der Paar-Ebenen der
gegebenen Kräftepaare mit einer Ebene, die zu beiden normal ist,

ABC=% ist der Neigungswinkel beider
d' Ebenen, nach dem vorigen Satz ist der Nor-

| malschnitt der resultirenden Paar-Ebene und
das Moment des resultirenden Kräftepaars

e durch die Diagonale Ad zu bestimmen, wenn
b_B Ac dem Moment des Kräftepaars in der Ebene

7 AC, Ab dem Moment des Kräftepaares in der
Eee Ebene AB proportional ist. Erriehten wir

in der Ebene ABC in A auf AB die Nor-
male Ad’ auf AC die Normale Ac', so sind diese Normalen auch nor-
mal auf den Ebenen AB und AC, und folglich parallel mit den
Paar-Axen; machen wir Ab’ = Ab, Ac'— Ac, vollenden das Paral-
lelogramm und ziehen die Diagonale Ad’, so ist sehr leicht geome-
trisch zu zeigen, dafs Ad’ = Ad, und normal zu Ad sei. Da Ad’
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—=Ad ist, so ist auch Ad’ proportional dem resultirenden Kräfte-
paar, und da Ad’ normal zu Ad ist, so ist Ad’ auch normal zu der

Ebene, in welcher das resultirende Paar liegt, folglich eine Paar

Axe des resultirenden Paars. Dies war nachzuweisen.
Wir nennen dies Gesetz das Parallelogramm der Paar-

Axen. .
10) Wirken auf ein festes System drei Kräftepaare,

deren Paar-Axen nicht in eine Ebene gelegt werden kön-

nen, so kann man dieselben zu einem Kräftepaar ver-

einigen, dessen Moment durch die Gröfse, und dessen

Paar-Axe durch die Lage der Diagonale eines Parallel-

epipedums repräsentirt wird, dessen Seiten einzeln pro-

portional den Momenten der gegebenen Kräftepaare, und
parallel mit deren Paar-Axen sind. Die Ebene des resulti-

renden Kräftepaars steht normal auf der Diagonale des Parallelepi-
pedums.

Denn es lassen sich nach dem vorigen
Satze die Kräftepaare, deren Axen parallel

mit ab und ac sind, zu einem Kräftepaar

zusammensetzen, dessen Axe ad ist, und es

läfst sich dieses Kräftepaar mit dem dritten,

dessen Axe ac ist, wiederum zusammenset-

zen zu einem resultirenden Kräftepaare.

Die Axe desselben ist @f, und es ist auch af proportional dem

Moment desselben, wenn ae, ac und ab proportional sind dem Mo-
mente der einzelnen Kräftepaare. Nun ist aber af auch die Diago-

nale des Parallelepipedums eab def.
Wir nennen dies Gesetz das Parallelepipedum der Paar-

Axen. i

Die Kräftepaare lassen sich auch nach dem Gesetz No. 8 zu-

sammensetzen, indem man zuerst die Kräftepaare in zwei Ebenen

zu einem komponirt, und dieses dann mit dem Kräftepaar in der

dritten Ebene zusammensetzt.
11) Jedes Kräftepaar läfst sich in zwei oder mehre

andere zerlegen, von denen entweder die Lage der Paar-

Axen oder die Gröfse der Momente der Kräftepaare ge-

geben sein kann.
Dies folgt unmittelbar aus den Gesetzen No. 8, 9 und 10.

12) Der Neigungswinkel der Paar-Axe gegen eine be-

liebige Ebene ist der Komplementswinkel des Neigungs-

winkels der Paar-Ebene gegen dieselbe Ebene, oder
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auch des Neigungswinkels der Paar-Axe gegen eine auf
dieser Ebene normale Axe.

Dies folgt unmittelbar aus der Bedingung, dafs die Paar- Axe
normal zur Paar-Ebeneist.

Mit Hilfe dieser Gesetze lassen sich oft die Entwickelungen der
$$ 75 und 76 wesentlich vereinfachen. Betrachten wir z. B. den
Fall in $76A. Wir zerlegen sämmtliche Kräfte in ihren Angriffs-
punkten nach drei Richtungen, parallel mit den drei Axen; es ent-
stehen die Kräfte: K.cos«...., K.cosß..., K.cosy..., und es läfst
sich die Resultirende der fortschreitenden Bewegung nach den
Gesetzen auf S. 100 und nach den Gleichungen 127, 128, 128a)
der Gröfse und Richtung nach, so wie ihr Angriffspunkt bestimmen.
Nun wirken die Kräfte K.cosß und K.cosy auf Drehung um die
Axe der X; ihre Momente sind K.cosß.x..... und K.cosy.y.
Diese Momente lassen sich durch ein Kräftepaar ersetzen (No. 7),
dessen Momentist:

141) 3(K.cosß.z)-HF(K.cosy.y).
In gleicher Weise lassen sich die Momente, welche auf Dre-

hung um die Axe der Y nnd um diejenige der Z wirken, durch
Kräftepaare ersetzen, deren Momente bezichlich:

141) | Z(K.cosa@.3)+2(K.cosy.e) und
Z(K.cos@.y)+Z(K.cosß.x)

sind. Da die Axen dieser Kräftepaare normal zu einander sind, so
ergiebt sich nach No. 10 das Moment des resultirenden Kräftepaars
gleich:

141a) VILZCH.0sß.2) + Z(K.c0sy.y)]? + [Z(K.cos«@.z)

+2(K.cosy.2)]’+[2(K.cosa.y)+(K.cosß.x)]? b

oder:

v|[Z(K. sin. R,)]® + [(K.sinß.R,)]® + [Z(K.siny.R,,)] I
und es findet sich der Neigungswinkel 7, der resultirenden Paar-
Axe gegen die Ebene YZ:

141b) tangy, =

Z(K.cosß.z) + Z(K.cosy.y)
VILZUK. cosa.2) HECK. c0sy.2)]? + [2(K.cosa.y) H2(K.cosß.a)]°|

oder nach 135a) gleich:

Z(K.sina.R,)

VILSIK:sinß.R,)]P+[LE(K.siny.R)]?} |
und der Neigungswinkel g, der resultirenden Paar-Ebene ge-

 tangn, =
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gen die Ebene YZ, oder der Neigungswinkel der resultirenden Paar-
Axe gegendie Axe der X nach No.12:

141c) tangg, = eotgn, = tang
ug Ay:

Die Gleichungen, welche entstehen, indem man anstatt der Koor-

dinaten die Hebelsarme der Kräfte (nach Gleichung 135 a) S. 128)

einführt, sind dieselben, welche wir unter 138 und 138a) S. 131

auf anderem Wege entwickelt haben, uud es gelten für Kräftepaare,

deren Paar-Axen normal zu einander sind und die nicht in derselben

Ebene liegen, die auf S. 131 bei Gelegenheit der Entwickelung die-

ser Gleichungen aufgestellten Regeln.

Festes System mit fixen (festgehaltenen) Punkten.

$ 79. Die bisherigen Untersuchungen über die Gesetze, welche

für Kräfte gelten, die auf ein festes System wirken, setzten überall

voraus, dafs jeder Punkt des Systems diejenige Bewegung machen

könne, welche durch die Einwirkung jener Kräfte bedingt wurde;

wir nennen ein System, für welches diese Voraussetzung zutriflt ein

freies System. Es kommen jedoch sehr häufig auch solche An-

ordnungen vor, bei denen jene Voraussetzungen nicht gelten; es

kann vielmehr die Bedingung gestellt sein, dafs gewisse Punkte des

festen Systems sich nicht bewegen dürfen, wie auch die Kräfte

des Systems beschaffen sein mögen; solche Punkte nennen wir

fixe Punkte, oder festgehaltene Punkte des Systems, und

das System selbst im Gegensatz zu dem freien System, nennen wir

ein festes System mit fixen Punkten. Die Fälle, welche hier

von besonderem Interesse sind, sind folgende:
a) ein festes System mit einem fixen Punkte,
b) ein festes System mit zwei fixen Punkten,

c) ein festes System mit drei fixen Punkten.

Nach den vorstehenden Andeutungen haben wir unter einem

fixen Punkt eines Systems überhaupt einen solchen zu verstehen,

welcher weder eine fortschreitende Bewegung noch eine roti-

rende Bewegung um irgend eine Axe annehmen kann. Hier-

aus folgt zunächst:

1) dafs das System überhaupt keine fortschreitende Bewe-

gung haben könne, denn eine solche würde allen Punkten

des Systems gemeinschaftlich ($ 65. S. 88), folglich auch den

fixen Punkten eigen sein, und dies widerspricht der Voraus-

setzung, und
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2) dafs die Drehaxe des Systems immer durch die fixen Punkte
gehen müsse; denn nur die Punkte, welche in der Drehaxe
liegen, haben keine rotirende Bewegung.

Diese beiden Bedingungen erheischen, dafs in den fixen Punk-
ten Kräfte wirksam sein müssen, deren Komponenten, in Bezug auf
drei normale Axen, gleich und entgegengesetzt den Komponenten
aller übrigen Kräfte in Bezug auf dieselben Axen sind ($ 71. S.99),
und deren Momente in Bezug auf irgend eine Axe, welche nicht
durch die fixen Punkte geht, zusammen gleich und entgegengesetzt
der Summe der Momente aller übrigen auf das System wirkenden
Kräfte sein müssen; denn, denken wir solche Kräfte in das System
eingeführt, so wird das System überhaupt im Gleichgewicht gegen
fortschreitende Bewegung sein (erste Bedingung), und es wird
auch im Gleichgewicht gegen drehende Bewegung sein in Bezug
auf jede Axe, welche nicht durch die fixen Punkte des Systems
geht (zweite Bedingung).

Die Kräfte, welche dieser Darstellung nach in den fixen Punk-
ten wirksam sein müssen, um diese Punkte eben als fixe zu kon-
stituiren, nennen wir die Reaktionen des Systems gegen die
fixen Punkte, und die ihnen gleichen aber entgegengesetzten
Kräfte, deren Komponenten nach den drei Axen also in demsel-
ben Sinne wirken, wie die Komponenten der Resultirenden der
fortschreitenden Bewegung des Systems nach denselben Axen, nen-
nen wir die Drucke des Systems gegen die fixen Punkte.

1) Festes System mit einem fixen Punkt. Der Druck
Q des Systems gegen den fixen Punkt und die Richtung dieses
Druckes ist hier ohne Weiteres zu bestimmen durch die Gleichun-
gen 110 und 111) S.98; denn da nur ein fixer Punkt vorhanden
ist, so mufs die Reaktion gegen denselben gleich der Gegenkraft
des Systems (— Q) gegen fortschreitende Bewegung sein. Denken
wir drei normale Koordinaten-Axen, auf welche wir das System
beziehen, und denken wir in dem fixen Punkt, dessen Koordinaten
X, Y und Z sein mögen, die Kraft —Q wirkend, welche mit den
Axen die Winkel A, B, I’ macht, so haben wir nunmehr in Be-
zug auf diese drei Axen drei Kräftepaare, und es ist das Moment
des Kräftepaars, welches auf Drehung um die erste Axe wirkt:

Z(K.cosß.z)-+Z(K.cosy.y)—Q.cosB.Z—0Q.cosT. Y),

nun ist aber (111. S. 98):

Q.cosB=Z(K.cosß); Q.csI!—=&(K.cosy);

—
—
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folglich drückt sich das Moment des Kräftepaares in Bezug auf die
erste Axe aus, durch:

S(K.cos ß.[» — Z]) + Z(K.cosy.[y— Y)).

In ähnlicher Weise lassen sich die Momente der Kräftepaare
in Bezug auf die beiden andern Axen darstellen. Nun sieht man
aber leicht, dafs (3—Z) ... (y—Y) ... (@—X) nichts anders
bezeichnet, als die Koordinaten der Angrifispunkte der Kräfte in
Bezug auf ein Koordinaten-System, dessen Anfangspunkt in dem er-
sten Koordinaten-System die Koordinaten X, Y, Z hat, mit anderen
Worten, dessen Anfangspunkt der fixe Punktist. Verlegt man also
den Anfangspunkt der Koordinaten in den fixen Punkt und nennt
man die neuen Koordinaten z, y, 2, so ist das Moment des Kräfte-
paares in Bezug auf die erste Axe

Z(K.cosß.z,) +3 (K.cosy.y,) u. s. w.

Es folgt sodann leicht folgendes Gesetz:

Rotirt ein festes System um einem fixen Punkt,
so erhält man die Lage der Drehaxe und das Mo-
ment des resultirenden Kräftepaares, indem man
durch den fixen Punkt dreibeliebigezu einander
normale Koordinatenaxen annimmt, die Kräfte-
paare des Systems für diese drei Axen durch Bil-
dung der entsprechenden Momentensummen be-
stimmt, und diese drei Kräftepaare nach den Glei-
chungen 14l1a) (resp. 138) zusammensetzt.

Für den Fall, dafs man die Koordinatenaxen durch den fixen
Punkt legt, sind die Momente der Reaktion gegen den fixen Punkt
in Bezug auf alle drei Axen Null; legt man dagegen die Koordina-
tenaxen nicht durch den fixen Punkt, so hat man die Momente
der in dem fixen Punkte wirkenden Reaktion mit in Betracht zu
ziehen.

2) Festes System mit zwei fixen Punkten. Hat ein
festes System zwei fixe Punkte, so müssen beide in der Dreh-
axe liegen, und es folgt daher, dafs die Drehaxe des festen Systems
durch die gerade Linie gegeben ist, welche durch die beiden fixen
Punkte geht; es erfolgt daher die Drehung sämmitlicher Punkte des
Systems in Ebenen, welche zu der Verbindungslinie der beidenfixen
Punkte normal sind. Das Kräftepaar in Bezug auf diese Verbin-

1. 10
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dungslinie als Drehaxe mufs das resultirende Kräftepaar des Systems

sein, und es müssen folglich die Kräftepaare in Bezug auf zwei

Axen, die unter sich und zu der Verbindungslinie der fixen Punkte
normal sind, einzelne gleich Null sein; denn wäre dies nicht der

Fall, und man brächte das System auf drei Kräftepaare für diese

drei Axen, so würde das resultirende Kräftepaar eine andere Paar-

Axe haben, als die Verbindungslinie der beiden fixen Punkte. Neh-

men wir nun ein rechtwinkliges Koordinaten-System an, dessen eine

Axe (Axe der Z) mit der Verbindungslinie der beiden fixen Punkte

der Richtung nach zusammenfällt, so liegen die beiden andern Axen

in einer Ebene, welche normal zu der Verbindungslinie ist, und es

sind die Koordinaten der fixen Punkte in Bezug auf diese beiden

Axen gleich Null, während sie in Bezug auf die Axe der Z mit

Zı und Zır bezeichnet werden mögen.

Bezeichnet nun Q/ den Druck des Systems gegen den ersten

fixen Punkt, parallel mit der Axe der X, Gr und 0,” die Drucke

in demselben Punkt, welche parallel mit der zweiten und dritten

Axe sind, und bezeichnen wir analog mit Qr/, Qır', Orr" die Drucke

des Systems in dem zweiten fixen Punkt; ihre Reaktionen also mit

entgegengesetztem Vorzeichen, so müssen folgende Gleichungen er-
füllt werden:

1) E(K.cos)— Or — Or =.

2) ECK. cos B)— Qr' — Qu’ =0.
3) E(K.cos y) — Or" — Or=d0.
4) Z(K.cosß.2) + Z(K.cosy.y) — Or". Zıi— Qır' - Zu=®.

5) S(K.cos@.z)-+- FI (K.cosy.2)— 0: . Zı— Qu »-Zu=®.

Die drei ersten Gleichungenstellen die Bedingungen des Gleich-
gewichts gegen fortschreitende Bewegung dar, die beiden letzten die

Bedingungen des Gleichgewichts gegen Drehung um die Axen X und

Y. Die Gleichungen 1), 2), 4) und 5) genügen zur Bestimmung

der Drucke Q/ 0, und Qyr Qır, wogegen zur Bestimmung der

Drucke Q/” und Oz”, nämlich derjenigen, welche in den fixen
Punkten auf Verschieben des Systems in der Richtung der

Verbindungslinie wirken, nur die eine Gleichung 3) vorhan-

den ist; es bleibt daher einer von diesen beiden Druckenent-

weder willkürlich anzunehmen oder durch andere Bedingungen zu

bestimmen.

Entwickelt man aus 1) und 5) die Drucke Q/ und Qır so fin-

det man:
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_ &(K.cosa@.[8— Zın) + I(K.cosy. a)
 

 

 

 

Qu = S(K.cos@.1s— Zi]) + = (K.cosy.z)

. Zu — Zı

i „_ Z(K.cosß.® — Zul) + 3 (K.cosy.y)

14) ga a: Zr — Zr

we Z(K.cosß.%®— Zr]) + Z(K.cosy.y)

Zur — Zr

während zwischen 07" und Or,” nur die Beziehung bleibt
\ Or" + Orr” Fe (K. cos Y):

Man bemerkt leicht, dafs der Nenner in den: obigen Gleichun-

gen überall die Entfernung der beiden fixen Punkte ausdrückt, und

dafs der Zähler die Momentensummen in Bezug auf Drehung um eine
Axe bezeichnet, die durch den andern fixen Punkt geht, und nor-

mal sowohl zu der Richtung der Verbindungslinie der fixen Punkte,
als zu der Richung ist, für welche man den Druck des Systems
bestimmen will (1353). Hieraus ergiebt sich, dafs die Gleichungen
142) folgendes Gesetz darstellen: ö

Wenn in einem festen System, auf welches belie-
bige Kräfte einwirken zwei fixe Punkte vorhan-

den sind, so rotirt dasselbe um eine Axe, welche

durch die beiden fixen Punkte geht (fixe Axe);

man findet den Druck des Systems auf einen der

fixen Punkte nach einer Richtung, die normal zu

dieser Drehaxe ist, wenn man die Summe der

Momente der sämmtlichen übrigen aufdas System
angebrachten Kräfte in Bezug auf eine Axe, die
durch den andern fixen Punkt geht, und normal
sowohlzur Drehaxe, als zu der betrachtetenRich-

tung ist, dividirt durch den Abstand der beiden
fixen Punkte.

Das Moment des auf Drehung um die fixe Axe wirken-
den Kräftepaares drückt sich aus durch:

ZI(K.cosa.y)+-F&(K.cosß.z)
142a) oder auch durch

2 (K.siny.R,,) (Gleichung 135a)
wenn R,, den kürzesten Abstand jeder Kraftrichtung von der fixen
Axe, und y den Winkel bezeichnet, den die Kraftrichtung mit der
fixen Axe bildet.

Liegen die sämmtlichen Drucke in Ebenen, welche normal
zu der fixen Axe sind, so ist für alle Drucke 7 = 90° folglich

107
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cosy=0, und es folgt, dafs der Druck, welcher auf Verschieben
in der Richtung der Axe wirkt, Null ist; bezeichnen wir den Ab-
stand der beiden fixen Punkte mit Z, die Koordinaten der
Drucke K... in Bezug auf eine Ebene, welche durch den ersten
fixen Punkt geht und normal zur fixen Axe ist mit %,.... so folgt:

Zu— u, =1,,3=%, + Z=3,.+Zu—L

Zı — Zu=—L; »— Zu=%,—L; 3 —Zı Ro:

Es gehen also die Gleichungen 142) für diesen Fall über in
folgende:

, S(K.cos@.[L—%,]) "__ Z(K.cosß.(L—%,])
Qi Pur Q:En

E %

ie. , 292:(Ki:cos &%%z,) ee(Kcos’)
Qu =a Our =bar5

d. h. wenn ein festes System um eine Axe rotirt, welche

durch zwei fixe Punkte geht, und es liegen sämmtliche

Kräfte, die auf das System wirken, in Ebenen die zu der

Axe normal sind, so findet man den Druck auf jeden der

fixen Punkte nach irgend einer Riehtung, wenn man die

mit. dieser Richtung parallelen Komponenten jeder Kraft

mit dem Abstand ihres Angriffspunkts von einer Ebene,

welche in dem andern fixen Punkt normal zur Drehaxe

ist, multiplizirt, und dieSumme der Produkte durch den

Abstand der beiden fixen Punkte dividirt.

3) Festes System mit drei fixen Punkten. Hat ein fe-
stes System drei fixe Punkte, so können dieselben entweder in
gerader Linie liegen, oder nicht.

Liegen die der fixen Punkte in gerader Linie, so ist
der Fall zum Theil auf den vorigen zurückzuführen; die Drehaxe

mufs mit jener geraden Linie zusammenfallen, allein indem man die

Bedingungsgleichung 1 bis 5 (S. 146) bildet, und die Drucke auf

den dritten fixen Punkt Qrrr', Qrrr”, Orr” mit den Koordinaten Xrrr,
Yırr und Zrır einführt, so ergiebt sich bald, dafs nun die Zahl der

Unbekannten gröfser ist, als die Zahl der Gleichungen; es lassen

sich also nun die Drucke uuf die fixen Punkte nicht anders bestim-
nen, als indem man entweder neue Bedingungen giebt, oder indem
man gewisse Drucke annimmt. Diese Bemerkung gilt natürlich nur
unter der Voraussetzung, dafs das System ein absosut festes ($ 64.
S. 84) sei, dafs wir also keine Formveränderung desselben vor-
aussetzen dürfen. In manchen Fällen ist die Voraussetzung zuläs-
sig, dafs das System durch eine Ebene, die normal zu der Verbin-
dungslinie der drei fixen Punkte ist, und durch den mittlern fixen
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Punkt geht, sich in zwei feste Systeme jedes mit zwei fixen Punk-
ten zerlegen lasse, und dann sind die Drucke auf die fixen Punkte
nach Anleitung der Gleichungen 142) zu bestimmen, indem man
die Kräfte, deren Angriffspunkte auf der einen Seite der Ebenelie-
gen als zu dem einen System, diejenigen auf der anderen Seite der
Ebene als zu dem andern System gehörig ansieht.

Hat ein festes System drei fixe Punkte, welche nicht
in gerader Linie liegen, so ist das System in vollkomme-
nem Gleichgewicht, denn es kann zufolge des für die fixen Punkte

im Anfange dieses Paragraphen entwickelten Satzes No. 1 (S. 143)
keine fortschreitende Bewegung haben, und es kann auch keine
drehende Bewegung um irgend eine Axe annehmen, denn eine
solehe Drehaxe müfste alle drei fixen Punkte aufnehmen, und das
würde der Voraussetzung widersprechen, dafs die drei fixen Punkte.
nicht in ein und derselben geraden Linie liegen.

Reduktion der Kräfte in einem System mit zwei fixen Punkten.

$ 80. Hat ein festes System zwei fixe Punkte, und ist es da-

her gezwungen um eine Axe zu rotiren, welche durch diese beiden

Punkte geht, so nennt man diese Axe die fixe Axe des Systems.

I. Denken wir ein festes System mit zwei fixen Punkten, und es

mögen die Kraftriehtungen sämmtlich in Ebenen liegen, die normal
zur fixen Axe sind. Wir können nun den Druck bestimmen, den

jede einzelne Kraft parallel mit ihrer Richtung in jedem der

beiden fixen Punkte erzeugt, indem wir nämlich einstweilen alle

übrigen Kräfte fortdenken, und die Gleichung 142b) oder das Ge-

setz derselben (S. 148) für diese Kraft allein anwenden. Wir sa-

gen dann, die Kraft werde auf die fixen Punkte reduzirt.

Wenn wir sämmtliche Kräfte einzeln auf die fixen Punkte reduzi-

ren, so erhalten wir in jedem der fixen Punkte eine Reihe von

Drucken, deren Richtungen sämmtlich in einer Ebene liegen, die in

dem fixen Punkt normal zur Drehaxe ist, und indem wir diese

Drucke nach bekannten Regeln zusammensetzen, oder auch nach

zwei rechtwinklig angenommenen Axen zerlegen, erhalten wir wie-
der die Drucke sämmtlicher Kräfte auf den fixen Punkt.

Die Richtigkeit dieses Gesetzes leuchtet ein, wenn wir berück-
sichtigen, dafs die mit den Kräften vorgenommenen Operationen le-
diglich die Berechnung der Gleichungen 142b) darstellen, mit dem

Unterschiede, dafs wir für jede Kraft zuerst die Werthe Au)
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und en bilden, hierauf aber, nachdem durch diese Operation

sämmtliche Kräfte reduzirt sind, die Werthe EEEeos u. 8.Ww.

bilden, und dann die Summation dieser Werthe vornehmen.
II. Wenn die Drucke K..., welche auf Drehung eines festen

Systems um eine fixe Axe wirken in Ebenen liegen, die zu der
fixen Axe normal sind, so kann man im Durchschnittspunkt jeder
solchen Ebene mit der fixen Axe zwei gleich grolse, aber entgegen-
gesetzt gerichtete Drucke FK und &K angebracht denken, die
dem in dieser Ebene liegenden Druck = K gleich und mit der Rich-
tung desselben parallel sind. Nun giebt immer der ursprüngliche Druck
= K mit einem der beiden in der Axe angebrachten Drucke = K
ein Kräftepaar, während der andere Druck in der Axe # K durch
die Reaktion der fixen Punkte aufgehoben wird. Die verschiede-
nen Drucke =K, welche mit den ursprünglichen Drucken gleich
grofs und gleich gerichtet sind, kann man auf die fixen Punkte re-
dueiren, und dabei nach dem so eben entwickelten Gesetz verfah-
ren, während das in der Ebene bestehende Kräftepaar den Gesetzen
für die Kräftepaare unterworfen bleibt. Das Moment dieses Kräfte-
paares ist offenbar X.R,,, wenn R,, der kürzeste Abstand der Kraft-
richtung = K von der fixen Axe ist. Man kann alle die einzelnen
Kräftepaare zu einem Kräftepaar vereinigen, man kann jedes in
eine beliebige parallele Ebene verlegen, man kann für jedes Kräfte-
paar ein anderes substituiren, dessen Hebelsarm oder dessen Druck
beliebig anzunehmen sind. Man kann dabei die Kraft = Kimmer durch
die fixe Axe gehend denken oder auch nicht. Denkt man für das
Kräftepaar KR,, ein anderes Kräftepaar, das demselben gleich ist,
dessen Druck aber K, und dessen Hebelsarm o sei, so sagt man,
es sei der Druck K von dem Hebelsarm R,, auf dem He-
belsarm o reduzirt worden, und aus der Gleichung

 

KR„=K,e folgt:

— R;;

aEn
K

= K, “Run

Das Reduziren der Kräfte ist daher nichts anderes, als die
Substitution eines Kräftepaars, dnrch ein anderes, dessen Moment
dem ersten gleich ist, und man hat bei dieser Substitution volle
Freiheit alle die Gesetze in Anwendung zu bringen, welche wir für
die Kräftepaare ($ 78) entwickelt haben, nur darf man nie verges-
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sen, dafs man es hierbei stets mit den Momenten zu thun hat, dafs

also die Kräfte jedes substituirten Kräftepaars in Bezug auf fort-

schreitende Bewegung sich aufheben, und dals folglich durch

dergleichen Reduktionen der Druck auf die fixen Punkte nicht ge-

. ändert wird. :

Von den in einem festen System thätigen Kräften.

Thätige (lebendige) Kräfte der fortschreitenden Bewegung; Mittelpunkt

derselben, Schwerpunkt, Guldinsche Regeln.

$ 81. Wenden wir uns nunmehr wieder zu den Betrachtun-

gen des $ 66. S.88. Wir haben in dem Vorstehenden die wich-
tigsten Gesetze über die Wirkung der auf ein festes System ange-

brachten Kräfte entwickelt, und es wird sich nun darum handeln,

die Gesetze für die in einem festen System thätigen Kräfte fest-

zustellen. Nachdem dies geschehen, haben wir noch die Beziehun-

gen zu untersuchen, welche zwischen den auf ein festes System an-

gebrachten, und den in einem festen System thätigen Kräften statt

finden. Zunächst ist wiederholt darauf hinzuweisen, dafs der Begriff

der in einem System thätigen Kräfte nur auf einer Vorstellung

beruht, welche wir zur Erleichterung der Anschauung gewisser Vor-

gänge eingeführt haben. Wir substituiren für die auf das System

in verschiedenen Angrifispunkten angebrachten Kräfte andere Kräfte,

nämlich solche, die in jedem einzelnen Massenelement thätig

sein müfsten, um in dem System genau dieselbe Wirkung hervor-

zubringen, welche jene erzeugen (S. 66), oder mit anderen Wor-

ten, wir denken uns in dem System anstatt der auf dasselbe ange-

brachten Kräfte, andere Kräfte angebracht, deren Betrachtung beque-

mer ist. Da also die in einem System thätigen Kräfte sich voll-

kommen ansehen lassen, als eine neue Gruppe auf das System an-

gebrachter Kräfte, durch welche wir die Wirkung der ursprüng-

lich angebrachten Kräfte ersetzt denken, so werden sie auch im

Allgemeinen keinen anderen Gesetzen unterliegen, als denen, wel-

che wir für die auf ein festes System angebrachten Kräfte in den

vorigen Paragraphen hergeleitet haben, nur werden diese Gesetze

sich dadurch modifieiren, dals gewisse neue Bedingungen hinzutre-

ten, welche diese neuen Kräfte erfüllen müssen, um den Voraus-

setzungen zu entsprechen, die wir für dieselben gemacht haben.

Indem wir also die thätigen oder lebendigen Kräfte (S. 89)

betrachten, welche der fortschreitenden Bewegung des Systems

entsprechen, werden wir von der Resultirenden dieser Kräfte
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und von deren Angriffspunkt sprechen können, und indem wir
die thätigen oder lebendigen Kräfte der rotirenden Bewe-
gung des Systems untersuchen, werden wir von dem Moment
des resultirenden Kräftepaars, von der Lage der resulti-
renden Paaraxe u. s. w. handeln können, und zu bestimmen ha-
ben, welche eigenthümlichen Verhältnisse durch das Hinzutreten der
gemachten Voraussetzungen entstehen.

Erinnern wir uns an die Resultate der Untersuchungen, die wir
in $65 über die Bewegung eines festen Systems angestellt haben
(S.88) und betrachten wir zunächst die fortschreitende Bewe-.
gung des Systems.

Zufolge jener Untersuchungen haben wir die lebendigen
Kräfte der fortschreitenden Bewegung als solche zu betrach-
ten, welche die sämmtlichen Massenelemente in der betrachteten
Zeit durchgleich grofse und parallele geradlinigte Wegelemente trei-
ben. Diesist nicht anders denkbar, als indem wir diese in den
einzelnen Massenelementen wirksamen Kräfte als gleich
grols und parallel ansehen. Jede dieser Kräfte hat also den-
selben Werth

dK— dm.f
und da sie sämmtlich parallel sind, so ist ihre Resultirende ($ 72.
Gl. 112):

143) QO=Z(ah)=F(dm.f)—=f.2(dm)—f.M.
Es bezeichnet aber offenbar & (dm) die Summe aller Massenele-
mente oder die Gesammtmasse des Systems. Wir bezeichnen
dieselbe künftig durch 7. Da nun die Leistung jeder einzelnen
Kraft sich ausdrückt durch

dK.ds = dm.f.ds,
ds aber ebenfalls für sämmtliche Massenelemente gleich grofs ist,
so ist die Gesammtleistung aller lebendigen Kräfte der fortschreiten-
den Bewegung mit Rücksicht auf Gleichung 47) (S. 27)

143.) = (dK.ds)=ds.f.E(dm)—=M.f.ds=M.c.de,
d. h. wenn ein festes System eine fortschreitende Bewe-
gung hat, so ist die Leistung sämmtlicher lebendigen
Kräfte der fortschreitenden Bewegung ebenso grols, als
ob die Gesammtmasse des Systems, in einem Punkte ver-
einigt, sich mit der, den sämmtlichen Massenelementen
gemeinschaftlichen Geschwindigkeit bewegte.

Wir können nun auch die Lage des Angriffspunkts die-
ser Resultirenden bestimmen ($ 74), d. h. denjenigen Punkt, in wel-
chem wir anstatt der sämmtlichen lebendigen Kräfte der fortschrei-
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tenden Bewegung des Systems ihre Resultirende wirksam denken
können, so dals durch Einführung der Resultirenden lediglich die

fortschreitende, aber keine drehende Bewegung in dem Sy-

stem erzeugt wird. Diesen so bestimmten Angriffspunkt nennen

wir den Mittelpunkt der lebendigen Kräfte der fortschrei-

tenden Bewegung. Wir bedienen uns zu seiner Bestimmung
ganz einfach der Gleichungen 117a), S. 104, welche, mit Berück-
sichtigung der hier gemachten Voraussetzungen, folgende Form an-

nehmen:

neldmR) _ Z(dm.y), rt Zilam". 2)Nbene Ze NHL:

Man sieht, dafs in diesen Werthen überall das gemeinschaftliche
Aenderungsmaals f herausgefallen ist, und, dafs der Abstand des

Mittelpunkts der lebendigen Kräfte der fortschreitenden

Bewegung von irgend einer Ebene gefunden wird durch

die Summe der Produkte jedes Massenelements in seinen

Abstand von derselben Ebene, dividirt durch die Ge-

sammtmasse des Systems.

Es folgt hieraus, dafs die Lage dieses Mittelpunktes inabhängie

von der Gröfse der lebendigen Kräfte, und nur abhängig ist von

der Gruppirung der einzelnen Massenelemente des Systems.

Der Mittelpunkt der lebendigen Kräfte der fortschreitenden Be-

wegung ist also:
1) in einem gegebenen festen System ein bestimmter Punkt, der

in dem System so lange eine unveränderte Lage behält, als

die Vertheilung der Massenelemente des Systems unverän-

dert bleibt;

2) stets derselbe für alle Kräfte, die auf das System so einwir-

ken, dafs sie jedes Massenelement in derselben Richtung und
mit demselben Aenderungsmaafs in Anspruch nehmen, gleich-

viel wie grols dieses Aenderungsmaals sein mag, und gleichviel

ob diese Kräfte als lebendige oder als angebrachte Kräfte ($ 66)

betrachtet werden.

Die Schwerkraft ($ 18) ist als eine auf jedes feste System

in einer Weise wirkende Kraft zu betrachten, die den zuletzt ge-

machten Voraussetzungen entspricht. Der Angriffspunkt der Resul-

tirenden der Schwerkraft (der Schwerpunkt) fällt also mit dem

Mittelpunkt der lebendigen Kräfte der fortschreitenden Bewegung

in jedem materiellen System zusammen. Es ist also der Mittel-

punkt der lebendigen Kräfte der fortschreitenden Bewe-



154 Grundlehren der Mechanik. B. Von den mechanischen Kräften.

gung eines festen Systems und der Schwerpunkt iden-
tisch. ;

Bezeichnen wir mit dG@ die Gewichte der einzelnen Massenele-
mente, so ist dd = g.dm und G=g.M(Gl. 38. S. 25), und in-
dem man in Gleichung 144) Zähler und Nenner mit g multiplizirt,
ergiebt sich durch Einsetzung dieser Werthe

Z(de@. Z(d@. Z(d@.x)144.)= FU0 2), —n zen)

Bezeichnet dV das Volumelement eines Körpers, und y das Ge-
wicht einer Volumeinheit, so ist offenbar d@ = dV. y und
G=2(dV.y), worin y für jedes Volumelement einen andern oder
auch denselben Werth haben kann. Im ersten Falle nennt man
das System in Bezug auf seine Dichtigkeit heterogen (ungleich-
artig), im letzten Falle -homogen (gleichartig). Setzt man diese
Werthe in 144a), so hat man allgemein:

 

— Z(dV.y.2), —ı Z(dV.y.y). = Z(dV.y.2)
_.ee ler). em.)

und für homogene Systeme:
Z(dV. Z(dV.y) 5 Z(dV.z2)1440) = FED); a an.

Nehmen wir in den Gleichungen 144, 144a, b und c) den An-
fangspunkt des Koordinatensystems im Schwerpunkt an, so wird
X, Y und Z einzeln gleich Null, und es folgt:

dafs die Summe der Momente der einzelnen Mas-
sen-, Gewichts oder Raumelemente in Bezug auf
jede durch den Schwerpunkt gedachte Ebene
gleich Null sei.

Bezeichnet 3,(dV.z) die Summe der Momente der auf einer
Seite einer beliebigen durch den Schwerpunkt gedachten Ebenelie-
genden Elemente, und I,(dV.z) die Summe der Momente der auf
der anderen Seite dieser Ebene liegenden Elemente, so hat man:

Z(4V.2)= 2, (dV.2) + 3,(4V.)—=0,
folglich:

3,4.) =— 2,(dV.o),
d. h. jede durch den Schwerpunkt eines Systems ge=
dachte Ebene theilt dasselbe in zwei Theile, die so be-
schaffen sind, dafs die Momentensummen beider Theile
gleich grofs sind, aber nach entgegengesetzten Richtun-
gen wirken.

Durch die Gleichung 144c) ist für homogene Systeme die
Bestimmung der Lage des Schwerpunktes eine rein geome-
trische Operation.
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Der Begriff des festen Systems ($ 63) gestattet für unsere
Untersuchungen jede beliebige Gruppirung der materiellen Punkte

(Massenelemente), wir können sie nach denselben Gesetzen gruppirt

denken, nach denen geometrische Punkte sich gruppiren lassen, also

auch nach den Gesetzen, nach denen diese in Gestalt von Linien,

Flächen, Körpern sich anordnen lassen, und es wird nach dieser

Bemerknng verständlich sein, wenn wir vom Schwerpunkt einer

Linie, einer Fläche oder eines Körpers sprechen.
Wir müssen hier auf die geometrischen Bestimmungen der

Schwerpunktslagen in Linien, Flächen und Körpern, sowie auf die

weitern Untersuchungen der geometrischen Bedeutung des Schwer-
punkts verzichten. Die wichtigsten Resultate jener Bestimmun-

gen stellen wir weiter unten zusammen, und fügen hier gleichfalls
in Gestalt eines Resultates zwei wichtige Gesetze an, welche die

geometrische Bedeutung des Schwerpunkts erkennen lassen. Es
sind dies die sogenannten Guldinschen Regeln *); sie lauten:

1) Der Inhalt eines Rotationskörpers [einer Rotations-

fläche] ist gleich dem Produkte aus der Erzeugungs-

fläche [Erzeugungslinie] in den bei der Erzeugung

des Rotationskörpers [der Rotationsfläche] durchlau-

fenen Weg des Schwerpunktes der erzeugenden

Fläche [der Linie].
2) Der Inhalt jedes Körpers [jeder Oberfläche], wel-

cher zwischen zwei beliebigen Ebenen liegt, und

aulserdem von lauter parallelen geraden Linien

begrenzt [gebildet] wird (schief abgeschnittener

prismatischer Körper) ist gleich dem Produkt aus

dem Flächeninhalt [Umfang] der ebenen Figur,

welche den Durchschnitt mit der einen Ebene

darstellt in den normalen Abstand dieser Ebene

von dem Schwerpunkt der Fläche [des Umfangs]

der Durchschnittsfigur mit der andern Ebene.

Gesetz für die Bewegung und die Lage der Drehaxe eines freien Systems.

$ 82. Wenn auf ein festes System beliebige Kräfte einwirken,
so nimmt dasselbe, wie wir in $ 65 gesehen haben, im Allgemei-

nen gleichzeitig aulser der allen Massenelementen gemeinschaftlichen

*) Den Beweis dieser Sätze siche „VWVeisbach, Ingenieur und Maschinen-
Mechanik, Th. I. $ 119 und 120“, und: „Die mechanischen Prinzipien der
Ingenieurkunst und Architektur von Moseley; deutsch von Scheffler,“ T. 8 38
bis 41.
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fortschreitenden Bewegung auch eine Rotationsbewegung
an, welche um eine gemeinschaftliche Axe mit einer allen Massen-
elementen gemeinsamen Winkelgeschwindigkeit statt findet. Die
Axe um welche das System rotirt, ist entweder durch fixe Punkte
($ 79) bestimmt, und das System ist also gezwungen um eine ge-
wisse Axe zu rotiren, oder das System ist frei, und dann wird
offenbar die Axe um welche das System rotirt im Allgemeinen eine
Lage annehmen, die von der Lage und Beschaffenheit der Kräfte
abhängig ist, welche eine Rotation des Systems bewirken. Folgen
wir der angenommenen Vorstellung, so haben! wir uns die fort-
schreitende Bewegung in irgend einem Zeitelement durch Kräfte
hervorgebracht zu denken, die, in den einzelnen Massenelementen _
wirksam, lediglich diese fortschreitende Bewegung erzeu-
gen, und die drehende Bewegung, welche gleichzeitig erfolgt, ha-
ben wir durch eine andere Gruppe von Kräften hervorgebracht
zu denken, welche in jedem einzelnen Massenelement wirksam, le-
diglich diejenige drehende Bewegung erzeugen, welche das
Massenelement erleidet. Da nun die lebendigen Kräfte der fort-
schreitenden Bewegung in dem festen System nur eine fortschrei-
tende, aber keine drehende Bewegung hervorbringen sollen, und
da wir den Angriffspunkt ihrer Resultirenden der Bedingung gemäfs
bestimmt haben, dafs wenn wir anstatt der Kräfte nurihre Resulti-
rende wirksam denken, in dem System gleichfalls keine Drehung
erfolge: so muls offenbar die Richtung dieser Resultirenden unterallen
Umständen die Drehungsaxe des Systems schneiden; oder mit andern
Worten: die Axe, um welche das System unter dem EinfInfs der
zweiten Gruppe der lebendigen Kräfte gleichzeitig eine Drehung er-
leidet, mufs durch die Richtung der Resultirenden der lebendigen
Kräfte der fortschreitenden Bewegung gehen; denn im entgegenge-
setzten Falle würde die Resultirende der fortschreitenden Bewegung
einen Hebelsarm in Bezug auf diese Axe besitzen, und gleichfalls
auf Drehung um dieselbe wirken, was der Voraussetzung wider-
spricht. Da nun aber in jedem Augenblick die Axe, um welche
das System eine Drehung erleidet die Richtung der Resultirenden der
lebendigen Kräfte derfortschreitenden Bewegung schneiden soll, so
mufs sie auch in jedem Augenblick die Bahn des Angriffspunkts
dieser Resultirenden schneiden, weil nämlich diese Bahn in jedem
Augenblick mit der für diesen Augenblick statt finden Richtung der
Resultirenden zusammenfällt. Dies heifst aber nichts anders, als dafs

‚ die Axe, um welche sich das freie System dreht in jenem Augen-
blick durch den Angriffspunkt der Resultirenden selbst gehen müsse,
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denn die in den verschiedenen Zeitelementen stetig aufeinanderfol-

genden Lagen des Angriffspunkts einer Kraft bilden eben die Bahn

desselben. Da nun der Angriffspunkt der Resultirenden der leben-

. digen Kräfte des Systems in jedem Augenblick derselbe Punkt, näm-

lich der Schwerpunkt des Systems ist, so geht die Drehaxe des

freien Systems stets durch den Schwerpunkt desselben.

Die Bewegung eines freien Systems ist also immer

so aufzufassen, als ob die Gesammtmasse des Systems

im Schwerpunkt vereinigt, sich fortschreitend bewegte,

und als ob sämmtliche Massenelemente gleichzeitig eine

Drehuug um eine durch den Schwerpunkt gehende Axe

und zwar mit gemeinschaftlicher Winkelgeschwindig-

keit erleiden.

Trägheitsmoment eines festen Systems.

$ 83. Betrachten wir nunmehr ein festes System, welches um
eine beliebige Axe rotirt. Die einzelnen Massenelemente beschrei-

ben in jedem Augenblick Wegelemente, die in parallelen zur

Drehaxe normalen Ebenen liegen (S. 86. $ 65a.). Denkt man die

kürzesten Abstände der Massenelemente von der Drehaxe, so fallen

die bei der Drehung beschriebenen Wegelemente mit Bogenelementen

zusammen, deren Radien diese Abstände sind, und deren Mittel-

punkte in der Drehaxe liegen. Die in den einzelnen Massenele-

menten zu denkenden lebendigen Kräfte, welche diese Drehung her-

vorbringen, fallen aber ihrer Richtung nach mit diesen Wegelemen-

ten zusammen, es bilden also jene Radien auch die kürzesten Ab-

stände der Kraftrichtungen von der Drehaxe, und da diese Kraft-

richtungen mit der Drehaxe sämmtlich rechte Winkel machen, da

sie in Ebenen liegen, welche zur Drehaxe normal sind, so drückt

sich ihr Moment aus durch dK. R, wenn dK der in dem Massen-

element wirksame Druck, und R der Abstand des Massenelements

von der Drehaxe ist, oder indem wir seizen dK=dm.f (S. 11.

No. 4) und f= Fr (S. 18) auch durch dm.R. =. Führen. wir
nach S. 50 anstatt de die Winkelgeschwindigkeit w ein, so hat man

de=dw .R, folglich ist f= .R, und es ist das auf Drehung wir-

kende Moment unter der Form:

dm.m2.®—aK.R
dt

für jedes einzelne Massenelement darzustellen.
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Das Leistungselement der in dem Massenelement wirksam
gedachten Kraft ist aber dK.ds, oder dm.f.e.dt (S. 27), oder (in-

dem man für c den Werth wR (S. 50) und für f wiederum m

setzt):

dm.R?.w.dw=dä.ds:

Vergleicht man diesen Werth mit dem eben gefundenen Aus-
druck für das statische Moment, so ergiebt sich:

145) dK.ds—=(dK.R).w.dt,
d.h. das Leistungselement einer Kraft, welche eine Dre-
hung um eine Axe bewirkt, ist gleich dem statischen Mo-
ment in Bezug auf diese Axe, multiplizirt mit der Win-
kelgeschwindigkeit und dem Zeitelement.

Die Summe der statischen Momente drückt sich offenbar
aus durch:

145a) Z(dK.R)=(dm. R°. SG?) — 4%.S(dm.R>)=f,.2(dm.Re)
t

dw

di
geschwindigkeit versteht), und die Summe der Leistungselemente
sämmtlicher lebendigen Kräfte der drehenden Bewegung durch

145b) I(dK.ds) = Z(dm.R?.w.dw) = w.dw.2’(dm.R?).

In beiden Ausdrücken kommt der Faktor 2 (dm .R?), oder die
Summe der Produkte aus jedem Massenelement in das
Quadrat seines kürzesten Abstandes von der Drehaxe
vor. Diese Summe nennt man das Trägheitsmoment des festen
Systems für diese Drehaxe,

Wenn man die Drehaxe, für welche das Trägheitsmomentgilt,
nicht besonders bezeichnet, also allgemein vom Trägheitsmoment
eines Systems spricht, so versteht man darunter, dafs dasselbe für
eine Axe gilt, die durch den Schwerpunkt geht. Wir bezeichnen
künftig das Trägheitsmoment eines Systems für eine durch den
Schwerpunkt gehende Axe immer mit J, und für eine andere, nicht
durch den Schwerpunkt gehende Axe mit J. Die Gleichungen
145a) und 145b) gehen also im Allgemeinen in die Form über:

EUREer
Z(dK.ds)=J,.0.dw,

worin das Trägheitsmoment

145d) „= (dm.R?)

(wenn man nämlich unter f, = das Aenderungsmaafs der Winkel- '

145 c)

zu setzenist.
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Man sieht, dafs das Trägheitsmoment eines festen Systems un-

abhängig ist von der Gröfse der Kräfte, welche eine drehende Be-

wegung erzeugen und nur abhängig von der Gruppirung der Mas-

keltehänınpe gegen die Drehaxe. ‚Stellen wir ähnliche Betrachtun-

gen an, wie bei der Bestimmung der Lage des Schwerpunkts

(S. 154), so ergiebt sich, indem wir für die Massenelemente deren

Gewichte einführen:

146) „= 2(dm.R)=—.2(46.R°)

und wenn wir die Volumenelemente einführen:

1468) „= —.Z(4V.y.R®)

für homogene Systeme hat Fa

146b) „= =? (dV.R?),

worin y das Gewicht der Raumeinheit des Körpers bezeichnet. Der

Ausdruck Z(dV.R?) ist ein rein geometrischer; wir nennen ihn

das räumliche Trägheitsmoment des Systems und bezeich-

nen denselben mit 7, beziehlich mit T. Es ist also:

1460) = 4.T; eh T:
8

wobei nicht zu vergessen ist, dafs diese Deshinedt nur für

homogene Systeme gelten.

Drehungshalbmesser und Reduktion der Massen.

$ 84. Der Ausdruck (1453):

zZ...

erscheint als das Moment des resultirenden Kräftepaars der sämmt-

lichen lebendigen Kräfte der drehenden Bewegung. Man kann das-

selbe immer unter der Form Pa ausdrücken. und nach den Gesetzen

in $78 den Werth P oder den Hebelsarm a beliebig wählen, auch

kann man die Richtung von + P und — P, welche das Kräftepaar

bilden und den Angriffspunkt dieser Kräfte in verschiedener Weise

variren. Denken wir den Angriffspunkt der einen Kraft (—P) in

der Drehaxe, so stellt a den Hebelarm der andern Kraft (+P) in
Bezug auf die Drehaxe dar. Ist der Angriffspunkt von +P ein

mit dem System fest verbundener Punkt, so rotirt er mit derselben

Winkelgeschwindigkeit, und indem wir die in den einzelnen Mas-

senelementen wirksam gedachten lebendigen Kräfte des Systems

durch die Wirkung des resultirenden Kräftepaars ersetzt denken,

werden wir nothwendig auch anstatt der in den einzelnen Punkten
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des Systems vertheilten Massenelemente in dem Angrifispunkt von
P eine konzentrirte Masse (M,) denken müssen, auf welche wir-
kend der Druck P dem System dieselbe Winkelgeschwindigkeit er-
theilen würde, welche unter dem Einflufs jener Kräfte statt findet.
Ist f das Aenderungsmaals des Drucks P, so ist zunächt P— M,.f,

IEECRSSANEND.. ii dw.a e }uud da f= dege50 hat man P=M,.— 7, folglich das

Moment des resultirenden Kräftepaars Pa — M,. .a?; es ist aber

auch’ Pa= (dk. R)=J,.a folglich hat man

ll
147

N = u aeg VG) s

Man nennt das Maafs der Masse 7, welche in dem Abstand a
von der Drehaxe vereinigt sein mülste, damit ein in diesem Ab-
stande auf Drehung wirkender Druck dieselbe Winkelgeschwindig-
keit in dem System erzeuge, wie die in den ’einzelnen Massenele-
menten wirksam gedachten, auf Drehung wirkenden lebendigen
Kräfte des Systems: die auf diesen Abstand reduzirte Masse.
Die auf einen gegebenen Abstand reduzirte Masse drückt
sich aus durch das Trägheitsmoment des Systems in Be-
ziehung auf diese Axe, dividirt durch das Quadrat des
gegebenen Abstandes.

Man kann die Masse des Systems auf jeden beliebigen Abstand
reduziren, d.h. man kann in jedem beliebigen Abstand von der
Drehaxe eine bestimmte Menge materieller Punkte vereinigt den-
ken, so, dafs die einzelnen auf Drehung wirkenden lebendigen
Kräfte durch eine einzige in diesem Abstande wirkende Kraft sich
ersetzen lassen. Andererseits kann man eine beliebige Masse als
reduzirte Masse des Systems betrachten, und den Abstand a berech-
nen in welchem sie unter der eben genannten Voraussetzung verei-
nigt sein mülste. Es ist daher auch zulässig diese Masse so zu wäh-
len, dals sie gleich der Summe aller Massenelemente des Systems
ist. In diesem Falle hätten wir für 7, zu setzen (Sdm) = M und
es würde sich der entsprechende Abstand finden:

147) =YG) > —A0r:

Wir nennen diesen Abstand, für welchen die reduzirte Masse
des Systems gleich der Summe der Massenelemente des Systems
ist, den Drehungshalbmesser oder Trägheitshalbmesserdes
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Systems für diese Axe, und bezeichnen ihn mit g,.. Unter dem
„Drehungshalbmesser“*, ohne weitere Bezeichnung der Axe,

ist der Drehungshalbmesser in Beziehung auf eine durch den

Schwerpunkt gehende Axe verstanden; wir bezeichnen einen
solchen mit go.

Für homogene Systeme itU=V. 2 und 146c)= an

VIEH
um) eV)1

Aus der Gleichung 147) und 1473) ergiebt sich:
a2... — od. Mi,

E28

ne M.a?

folglich:

 

147c)

d. h. die auf einen gegebenen Abstand a von der Dreh-
axe reduzirte Masse ist gleich der Gesammtmasse des Sy-

stems, multiplizirt mit dem Quadrat des Verhältnisses

des Drehungshalbmessers des ee für diese Axe zu
dem gegebenen Abstand.

Uebrigens bemerkt man, dafs wenn man die Masse des Systems

auf einen gegebenen Abstand reduzirt, es für die Betrachtung gleich-

giltig bleibt, ob man diese reduzirte Masse in einen Punkt konzen-

trirt denkt, oder ob man sie in einem Cylindermantel, dessen Axe die

Rotationsaxe und dessen Halbmesser der gegebene Abstand ist, be-
liebig vertheilt denkt, denn es kommt für die hier vorliegenden Un-

tersuchungen nur darauf an, dafs sämmtliche Elemente der reduzir-
ten Masse denselben Abstand von der Drehaxe haben.

Einige Sätze für die Berechnung der räumlichen Trägheitsmomente.

8 85. Die Berechnung der räumlichen Trägheitsmomente ist

eine rein geometrische Operation. Wir wollen hier jedoch einige
Sätze zusammenstellen, welche diese Berechnung in vielen Fällen

erleichtern. Es läfst sich übrigens nach der Bemerkung auf S. 155 bei
Gelegenheit der Schwerpunktsbestimmungen übersehen, was man

unter dem räumlichen Trägheitsmoment von Linien, Flächen

und Körpern zu verstehen habe.

1) Ist J das Trägheitsmoment eines Systems in Bezug auf eine

Axe, die durch den Schwerpunkt des Systems geht, und ist M die
1. 11
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Masse des Systems, so ist das Trägheitsmoment in Bezug auf eine
in dem Abstande e mit jener parallele Axe

148) „= J+ Mes,
denn wenn man die Richtung von dem Schwerpunkt normal auf

die neue Axe als Axe der X eines Koordinatensystems ansieht, des-

sen zweite (Y) Axe auf der durch beide Axen zu legenden Ebene

normal steht, so ist für den Schwerpunkt als Anfangspunkt der Ko-

ordinaten der Abstand jedes Massenelementes von der Axe der Z,

welche mit der Rotationsaxe durch den Schwerpunkt identisch ist:

r=V(e’ +y?)
und der Abstand von der neuen Axe ist offenbar

R=V[@+e°+y?]-
Es ist also:

=(dm.R?) = 2 (am.[(e + 0)? +9°])

und wenn man entwickelt:
J, = [dm (@? + y?)] + Z (dm) e® +2e. X (dme).

Nun ist 2(dm&) = 0 nach S. 154, 2 [dm (2? + y?)] = & (dm r?)
=J und 2(dm) —=M, und man erhält durch Einsetzung dieser Wer-
the die Gleichung 148).

In gleicher Weise ergiebt sich das räumliche Trägheitsmoment:
1484) = T-+Ve?,

wenn V das Volum des Systems bezeichnet.
2) Bezeichnet g den Trägheitshalbmesser des Systems, so

kann man in die Gleichung 148) setzen: J=Me® (147b) und
man hat ( 5

J„=H(o®-+ e?

Be T,= V(o°+.e?).
Hieraus folgt, dafs wenn der Trägheitshalbmesser g im Vergleich
zu e sehr klein ist, das Trägheitsmoment in Bezug auf eine Axe
näherungsweise ausgedrückt werden kann durch:

Mn
1, — ven

d. h. durch das Produkt aus der Masse, beziehlich dem
Volum in das Quadrat des Abstandes des Schwerpunkts
von der Rotationsaxe.

Da aber aus Gleichung 147b) folgt:

J=Moe?; T,= vo”,

so hat man nach Einsetzung dieser Werthe in Gleichung 149) und
wenn man og, entwickelt:

150)= Ve’ + e),
d.h. der Drehungshalbmesser eines festen Systems in
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Bezug auf eine gegebene Axe ist gleich der Quadratwur
zel aus der Summe der Quadrate des Drehungshalbmes-

sers in Bezug auf eine parallele durch den Schwerpunkt
gehende Axe und der Entfernung der gegebenen Axe.

Auch folgt nach Gleichung 147e):

150.) nm. CHE,
a

d. h. die auf den Abstand a reduzirte Masse ist gleich der

Gesammtmasse des Systems, multiplizirt mit dem Ver-

hältnisse der Summe der Quadrate des Drehungshalbmes-

sers des Systems für eine durch den Schwerpunkt ge-

hende parallele Axe und der Entfernung dieser Axe von

der Rotationsaxe zu dem Quadrat des Abstandesa.

3) Denken wir ein System welches durch zwei parallele Ebe-
nen begrenzt wird, und welches sich also durch Ebenen, die mit

jenen Begrenzungsebenen parallel sind, in lauter parallele, ebene

und unendlich dünne Schichten zerlegen läfst; es sei F der Flächen-

inhalt einer dieser Schnittflächen, e die Entfernung ihres Schwer-

punkts von einer Umdrehungsaxe, i das räumliche Trägheitsmoment

der Schnittfläche in Beziehung auf eine durch ihren Schwerpunkt

gehende parallele Axe, und dz die Dicke der Schicht. Man hat
sodann:

1351) T=3(e?.F.de) + 3(t.de),

welcher Ausdruck sich integriren läfst, wenn i und F als Funk-

tionen der Entfernung x der beiden parallelen Begrenzungsebenen

gegeben sind.

Wenn ein System durch ein konstantes Profil erzeugt wird,

welches sich*) normal auf einer Kurve fortbewegt, indem der

Schwerpunkt dieses Profils das Kurvenelement ds beschreibt, so

kann man das Trägheitsmoment des zwischen zwei aufeinander fol-

genden Profilen liegenden Elementes, dessen Volum F.ds ist, aus-

drücken nach 149a) näherungsweise durch ,=F.ds.e?, folg-

lich das räumliche Trägheitsmoment des ganzen Systems durch:

mon). 7 — >00) Süsse) 1.2(use)

Es ist aber &(ds.e?) nichts anders, als das Trägheitsmoment der

Richtlinie des Systems in Bezug auf die betrachtete Rotationsaxe

d. h. das räumliche Trägheitsmoment des Systems ist nä-

herungsweise gleich dem Produkte aus dem erzeugen-

*) Lehrbuch der Anwendung der Mechanik auf Maschinen, von J. V. Pon-

celet; deutsch von Schnuse, I. S. 152 u. f.
IE®
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den Profil in das räumliche Trägheitsmoment der Richt-
linie.

4) Wenn man die Trägheitsmomente derselben Ebene in Be-
ziehung auf zwei in dieser Ebene sich rechtwinklig schneidende
Axen zusammenaddirt, so erhält man das Trägheitsmoment in Be.
zug auf eine Axe, die im Durchschnittspunkt der beiden ersige-
nannten Axen auf der Ebene normal steht (polares Trägheits-
moment); denn es sei:

T,=Z(dV.R®)
das Trägheitsmoment der Ebene in Bezug auf die zuletzt erwähnte
Axe, und man nehme diese und die beiden in der Ebene liegenden
Axen als Koordinatenaxen, dann ist offenbar, wenn = und y die
Abstände des Elements dV von den beiden letztgenannten Axen
bezeichnen R? = 2? + y?:

152) Z(dV.R)= &(dV.2?) + 8(dV.y?),
worin die Werthe Z(dV.x?) und F(dV.y*) die Trägheitsmo-
mente der Ebene in Bezug auf die Axe X und Y ausdrücken.

Ist dz die Dicke eines räumlichen Elementes, so ist offenbar
das Trägheitsmoment eines prismatischen Körpers, der
jene Ebene zur Grundfläche hat:

T, = Z|[2(V.R2)]. de} = E(dV.R?) (3.d;)

1524) W—=».2(4V.R)—x |2(4V.a:) A Z(aV.y)\.

Gesetze für die Beziehungen zwischen den auf ein festes System angebrachten
und den in dem festen System thätigen Kräften. — Massenwiderstände.

$ 86. Durch die Untersuchungen der $$ 81 bis 85 ist es ge-
lungen, die Bewegung eines festen Systems zurückzuführen auf die
Bewegung von Punkten, in denen die Masse des Systems verei-
nigt zu denken ist; nämlich so, dafs man die fortschreitende
Bewegung des Systems immer so betrachten kann, als ob die
Gesammtmasse des Systems im Schwerpunkt vereinigt, die fort-
schreitende Bewegung erleide, und dafs man die drehende Be-
wegung des Systems immer so auffassen kann, als ob die Ge-
sammtmasse des Systems in einem Abstande von der Rotationsaxe
gleich dem Drehungshalbmesser die drehende Bewegung erleide.
Hierdurch ist man im Stande die Gesetze, welche wir in den Ab-
schnitten a) und b) für die Bewegung eines Massenelementes
entwickelt haben, auf die Bewegung eines Systems von Massenele-
menten zu beziehen.
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Die in dem System thätigen (lebendigen) Kräfte und

folglich auch ihre Resultirenden sind nach der Voraussetzung nichts

anderes, als Kräfte, welche wir für die Wirkung der auf das Sy-

stem angebrachten Kräfte substituiren; es folgt hieraus ohne
Weiteres ($ 35. S. 38) dafs in jedem Augenblick die Wirkung der

sämmtlichen auf das System angebrachten Kräfte gleich der Wir-
kung der denselben substituirten Kräfte sein müsse. Bezeichnet

dL das Leistungselement der Resultirenden sämmtlicher auf
das System angebrachten Kräfte in Bezug auf fortschrei-

tende Bewegung,
das Leistungselement der Resultirenden sämmilicher auf das
System angebrachten auf Drehung wirkenden Kräfte,

M die Gesammtmasse des Systems,
ds das Wegelement,

f das Aenderungsmaafs (die Beschleunigung) und

c die Geschwindigkeit des Schwerpunkts des Systems,

J, das Trägheitsmoment,
o, den Drehungshalbmesser,
w die Winkelgeschwindigkeit, und

f, das Aenderungsmaafs der Winkelgeschwindigkeit,

so mufs sein:

dl4

folglich:
dL+dL,=M.e.de+J,.w.dw

2 | —MH.(e.dc+ 0? .w.dw),
oder wenn vo—= g,.w die Geschwindigkeitist, mit welcher ein Punkt

in den Abstand o, von der Drehaxe rotirt:
daL=M.c.de

dL,=M.v.dv
dL+dL,—M.(e.de + v.do).

Diese wichtigen Gleichungen drücken folgendes Gesetz aus:
1) Wenn ein festes System unter dem Einflufls belie-

biger Kräfte sich bewegt, so ist in jedem Augen-
blick das Leistungselement der Resultirenden der
auf dasSystem angebrachtem Kräfte sowohl für

die fortschreitende, als für die drehende Bewe-

gung gleich dem Leistungselement der sämmtli-

chen in dem System thätigem Kräfte.
Da wir nach $ 71, zufolge der Bemerkung auf $. 99, die Re-

sultante der fortschreitenden Bewegung in jedem beliebigen

153b)
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Punkt angreifend denken können; so lange es nur darauf ankommt,
die Gesetze der fortschreitenden Bewegung zu untersuchen, so kön-
nen wir, indem wir nur die fortschreitende Bewegung des Systems
betrachten, die Resultante derfortschreitenden Bewegung im Schwer-
punkt, welcher ja die fortschreitende Bewegung des ganzen Systems
repräsentirt, angreifend denken, und wenn wir die Bemerkung am
Ende der S. 98 beachten, ergiebt sich folgendes Gesetz:

2) Die fortschreitende Bewegung des Schwerpunkts
eines festen Systems findet immer in derselben
Weise statt, als ob sämmtliche auf das System
wirkenden Kräfte parallel mit ihren ursprüng-
lichen Richtungen im Schwerpunkt vereinigt
wirkten,

Die gleichzeitigen Bewegungen, nämlich die fortschreitende
Bewegung des ganzen Systems und die Rotationsbewegung um eine
Axe, die durch den Schwerpunkt geht ($ 82), kann man auch nach
dem Grundsatz No. 1 in $ 24 als innerhalb der Dauer eines Zeit-
elements aufeinander folgend betrachten. Während nun die
drehende Bewegnng erfolgt, kann man offenbar den Schwerpunkt,
durch welchen nothwendig die Drehaxe des Systems geht
($ 82), für diesen Augenblick als fixen Punkt des Systems auf-fassen. Die Lage der Drehaxe wird sich daher nach dem Ge-
setz in $ 79. No. 1 ($. 145) ermitteln lassen. Es folgt hieraus das
Gesetz:

3) Die Lage der Drehaxe eines festen Systems wird
gefunden, wenn man durch den Schwerpunkt drei
normale Koordinatenaxen legt, die Momente der
auf das System wirkenden Kräfte für jede dieser
Axen bestimmt und nach der Gleichung 141e)
(resp. 138) die Lage der resultirenden Paaraxe
des Systems gegen die angenommenen Axen er-
mittelt.

Aus den Gleichungen 153) und 153a) folgt:
dL—M.c.d=0

154) \dL,—J.0.dv—0
aL+dL, —M.ce.d—J.0.dv—0.

Die Werthe —M.c.de und — J,.w.dw drücken aber nichtsanders aus, als die Leistungselemente der Resultirenden von Kräften,welche den lebendigen Kräften der Gröfse nach gleich, der Richtungnach entgegengesetzt sind, solche Kräfte würden also als Gegen-kräfte der in dem System wirksamen Kräfte erscheinen, und wenn
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man daher in den einzelnen Massenelementen die Gegenkräfte
der in dem System wirksamen Kräfte angebracht denkt,

so würde zufolge der Gleichungen 154) Gleichgewicht in dem

System vorhanden sein, denn die Gleichungen 154) sind nichts

anderes, als die Bedingungsgleichung für das Gleichgewicht. Da

die in den einzelnen Massenelementen wirksam gedachten Kräfte

solche sind, welche in den Massenelementen die entsprechende Be-

wegung erzeugen würden, so sind ihre Gegenkrälte als solche

aufzufassen, welche der Bewegung der Massenelemente entgegen-

wirken, wir wollen sie daher als die Massenwiderstände der

Bewegung bezeichnen, und es folgt aus der Gleichung 154) das

Gesetz:

4) Wie auch die auf ein festes System wirkenden

Kräfte beschaffen sein mögen, so ist doch in je-

dem Zeitelement zwischen diesen Kräften und den

Massenwiderständen derBewegung@Gleichgewicht
vorhanden.

Es lassen sich also für jedes Zeitelement die Gleichgewichts-

gesetze ($ 69 und folgende) auf ein jedes System, das sich in Be-

wegung befindet, anwenden, sobald man die sämmtlichen auf das

System angebrachten, und die sämmtlichen in dem System wirken-

den Massenwiderstände in Betracht zieht.

Der aus sämmtlichen lebendigen Kräften der fortschrei-

tenden Bewegung resultirende Druck für irgend eine Richtung

drückt sich aus nach Gleichung 143) (S. 152) durch M.f, folglich

der Druck der Massenwiderstände durch — M.f; und das Moment

des aus sämmtlichen lebendigen Kräften der drehenden Be-

wegung resultirenden Kräftepaars drückt sich aus nach Glei-

chung 145c) (S. 158) durch f,. J, folglich das Moment der Massen-

widersände in Bezug auf drehende Bewegung durch —f,.J,. Wenn

nun die Resultirende der fortschreitenden Bewegung aus sämmtli-

chen auf das System angebrachten Kräften für dieselbe Rich-

tung mit I(K) und das Moment des resultirenden Kräftepaars aus

sämmtlichen auf das System angebrachten Kräften für dieselbe

Axe mit Z(Ka) bezeichnet wird, so mufs nach dem eben entwik-

kelten Satze No. 4 und zufolge der Bedingungen des Gleichge-

wichts sein:

ZK—M.f=0

rn 3AL
und daraus folgt:
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das Aenderungsmaafs der fortschreitenden Bewegung:
__ Resultirender Druck

I2(K)154b) = "M- ER Gesammtmasse
I

und das Aenderungsmaafs der Winkelgeschwindigkeit:
_ Sunme der statischen Momente1510) 1 K0) _

’ Trägheitsmoment

Substituirung der auf Drehung wirkenden Kräfte eines festen Systems durchdie Normalkräfte und Tangentialkräfte. Resultirende der Normal-j
kräfte.

$ 87. Betrachten wir ein festes System, welches um irgendeine Axe rotirt, die Axe selbst möge fortschreiten oder nicht. Wen-den wir auf jedes Massenelement die Betrachtungen an, welche wirin $42 und 43 angestellt haben, so können wir die Bewegungender einzelnen Massenelemente allemal auch erzeugt denken durcheine Normalkraft und eine Tangentialkraft; wir können alsoanstatt der Kräftegruppe, welche wir bisher als die in dem Sy-stem wirksamen Kräfte der rotirenden Bewegung bezeich-net haben, noch andere Kräftegruppen substituiren, nämlich so, dafswir in jedem Augenblick in jedem Massenelement eine konstant-wirkende Normalkraft, und eine im Gleichgewicht befindlicheTangentialkraft wirksam denken. Die in den einzelnen Massen-elementen wirkenden Tangentialkräfte sind in ihren Angriffs-punkten einzeln im Gleichgewicht, ihr Druck auf das System istfolglich gleich Null ($ 34); die in den einzelnen Massenelementenwirksamen Normalkräfte wirken in der Richtung des Halbmes-sers des Kreiselements, welches das Massenelement in diesem Au-genblick durchläuft; sie liegen folglich alle in parallelen Ebenen undihre Richtungen schneiden sämmtlich die Drehaxe, sie üben auf je-des Massenelement einen Druck, durch welchen die Ablenkung desMassenelements von der Richtung der Tangente bedingt wird, die-sem Druck (die Centripetalkraft) entspricht in jedem Massenele-ment eine gleich grofse entgegengesetzt gerichtete Reaktion (Cen-trifugalkraft), welche zunächst die Festigkeit des Systems inAnspruch nimmt, indem sie das Bestreben darstellt, die einzelnenMassenelemente radial von der Drehaxe zu entfernen. Wir könnennun für die sämmtlichen in den einzelnen Massenelementen wirk-samen Normalkräfte, die Resultirende bestimmen, wobei es imAllgemeinen gleichgiltig ist, ob wir für diese Untersuchung dieCentrifugalkräfte, oder die Centripetalkräfte benutzen; die
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Resultirenden werden sich nur durch die entgegengesetzte Richtung
von einander unterscheiden *).

Es ist am Orte die Bemerkung ausdrücklich hervorzuheben,

dafs die Centrifugalkraft oder die Centripetalkraft nicht
als Kräfte aufgefalst werden dürfen, welche durch die

rotirende Bewegung erst entstehen, und welche nun fähig

sein könnten, auf das System irgend wie als darauf angebrachte

Kräfte eine Wirkung zu äufsern. Die in den einzelnen Massenele-

menten wirkenden Normalkräfte, welche wir nunmehr betrach-

ien, sind vielmehr nichts anders, als Kräfte, welche wir für die

Wirkung der auf das System angebrachten, die drehende Bewegung
bedingenden Kräfte, oder auch für die Wirkung der in dem System

wirksamen (lebendigen) Kräfte der drehenden Bewegung substi-
tuiren. Wir dürfen dieselben also nicht mit jenen zugleich

wirksam denken, sondern nur entweder die einen, oder die an-

dern. Die Normalkräfte (Centrifugal- oder Oentripetal-

kräfte), oder deren Resultirende sind daher nicht im

Stande, irgend welche Aenderung derjenigen Bewegung

hervorzubringen, welche die auf das System angebrach-

ten Kräfte bedingt haben, oder welche dasSystem über-

haupt besitzt. Wir betrachten sie nur, weil die Anschauung von
den Verhältnissen der drehenden Bewegung und ihren Bedingungen

zuweilen einfacher und bequemer ist, wenn wir diese drehende Be-

wegung durch die gleichzeitige Bewegung der Massenelemente mit

gleichförmiger Geschwindigkeit nach der Richtung der Tangente

und mit gleichmälsig beschleunigter, durch einen konstantwirkenden

Normaldruck bedingter Geschwindigkeit nach der Richtung des Ra-

dius hervorgebracht denken ($ 42).
Da die Normalkräfte als Kräfte, die zwar in parallelen Ebenen

liegen, deren Richtungen aber unter einander nicht parallel sind, er-

scheinen, so können wir ihre Wirkung im Allgemeinen auffassen

nach dem in $75 unter A. behandelten Fall; sie läfst sich also zu-

rückführen ($ 75. AIIL. S. 114) auf eine der Richtung und Gröfse

nach zu bestimmende Resultirende Q, und auf ein Kräftepaar,

welches in einer zur Richtung Q normalen Ebene liegt.

Es sei die Drehaxe die dritte Axe eines Koordinatensystems,

dessen beide andern Axen also in einer zur Drehaxe normalen

Ebene liegen. X, Y, Z seien die Korrdinaten des Schwerpunkts,

&, y, » die Koordinaten der einzelnen Massenelemente, und «', y,%

*) Vergleiche die Bemerkung am Schlusse des $ 43.
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seien die Koordinaten derselben Massenelemente in Bezug auf einmit dem erwähnten Koordinatensystem paralleles durch den Schwer-punkt gehendes Koordinatensystem, endlich sei A der kürzeste Ab-stand des Schwerpunkts von der Drehaxe.

Zufolge dieser Disposition ist offenbar:
ErEN hal. Y2)

  
 

iuBe a=X-+ 2 y=Y-+y’
v 2 und da die Normalkräfte sämmtlich in derBZ sau Richtung ihres kürzesten Abstandes r vonRt ana ’ der Drehaxe wirken, so ist der Winkel «LE| den sie mit der ersten Axe machen zu be-“man7 stimmen: durch: die Werthe

xCosW=
2

sine=-/.,
%

Die Resultirende von Kräften in parallelen Ebenen drückt sichdurch Gleichung 119) aus:

O=VLE. cos oJ]+ LZ(@. sin a)2]}
worin wir hier für X die Werthe der in den einzelnen Massenele-menten wirksam zu denkenden Normalkräfte zu setzen haben. Esist aber nach Gleichung 79), S. 50 der Druck der Normalkraft:

dF = dm.w:.r
und demnächst für jedes Massenelemennt:

K.cose=dm.w:.r. 7 =W.dm.c=w:.dm.(X+0)

K.sina = dm.wı.r. I —.m: .dm.y=w?.dm.(Y-+y).
Man hat also, da w: gemeinschaftlich ist, die Resultirende ausallen Centrifugalkräften:

Q=w:.V/I[2(am.X+ dm.) + [F(dm. Y+ dm. Die
Es ist aber nach dem Gesetz in $ 81, S. 154 der Werth (dm .«')und &(dm.y') jeder gleich Null, da diese Ausdrücke die Momen-tensummen für Ebenen vorstellen, die durch den Schwerpunkt ge-hen, und wenn man nun die Ausdrücke:

[Z(dm..X-+ dm. =')]® und [S(dm. Y-+ dm. y)]?berechnet, indem man sie auf die Form bringt:
[F(am.X) + =(dm .2')] und [£’(dm.. Y) -+ Z(dm 9]so fallen die Summanden 2(dm.x) und (dm .y'), da sie gleichNull sind fort, und man erhält schließslich:
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Q= w2 ,V[Z(am. X]? + [F(dm. np}

=». V[E(am)]) .[R + Pl.
1595) 0 = 022 (2. 4m) PR — M.v2ER,

auch ergiebt sich nach Gleichung 119) für die Richtung von @:

cos A=BENTEN== sin A= :

Hieraus folgt, dafs die Richtung der Resultirenden der Normal-

kraft mit der Richtung der kürzesten Entfernung des Schwerpunkts

des Systems von der Drehungsaxe zusammenfällt, und folglich so-
wohl die Drehaxe, als die mit derselben parallele durch den

Schwerpunkt gehende Koordinatenaxe schneidet.
Für eine Drehaxe, die durch den Schwerpunkt geht, ist

R=0, folglich auch die Resultirende aller Normalkräfte nach Glei-

chung 155) gleich Null. Aus dieser Gleichung und der eben ange-

führten Bemerkung folgt folgendes Gesetz:
Wenn ein festes System um eine gegebene Axe

rotirt, so ist der resultirende Druck aller in den

einzelnen Massenelementen wirkenden Normal-
kräfte derselbe, welcher auchstatt finden würde,

wenn die Gesammtmasse des Systems in einem

Punkte vereinigt, dessen Abstand gleich dem kür-

zesten Abstande des Schwerpunkts des Systems
von der Drehaxe ist, mit der gemeinschaftlichen

Winkelgeschwindigkeit desSystems um dieselbe
Axe rotirt; für jede durch den Schwerpunkt ge-

hende Rotationsaxe ist der Druck aller Normal-
kräfte gleich Null.

Rotation eines freien Systems. — Freie Axen.

$ 88. In einem freien System geht die Drehaxe immer durch

den Schwerpunkt des Systems ($ 82. S.157). Die Normalkräfte

sind hier also immer als Kräfte aufzufassen, die in parallelen Ebe-
nen liegen, und deren Resultirende gleich Null ist; der Fall ent-

spricht also dem in $ 75 unter ©. S. 116 behandelten. Solche
Kräfte können aber im Allgemeinen noch ein resultirendes Kräfte-

paar haben, dessen Ebene und Moment durch die Gleichungen 123),

123a) und 123b) zu bestimmen bleibt. Nach 123a) ist der Nei-

gungswinkel der Paarebene gegen die parallele Ebene, in welcher die

Kräfte liegen zu finden; da nun die Kraftrichtungen hier sämmtlich
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die Drehaxe schneiden, so ist ihr kürzester Abstand von derselben
R.= ® und folglich findet sich tangp = w, daher steht die Ebene
des resultirenden Kräftepaars normal auf der Ebene der Kräfte, d.h.
sie ist parallel mit der Drehaxe. Der Winkel %, unter welchem
sie die angenommene Koordinatenaxe der X schneidet, ist nach
Gleichung 123) zu bestimmen und nach Einsetzung der entsprechen-den Werthe hat man:

Z(dm.y .z'Be,
Endlich ist das Moment der resultirenden, in dieser Ebene lie-

genden Kräftepaares nach Gleichung 123b) und nach Einsetzung der
entsprechenden Werthe:

w2. VIzam.y.)]: a [&(dm.2’.2)]e} g
Da nun aber zufolge der Voraussetzung die Axe der Z’ die re-

sultirende Axe des freien Systems ist, deren Lage durch die auf
das System angebrachten Kräfte bestimmt ist (vergl. $ 86. No. 3),
so muls in Bezug auf jede zu dieser Axe normale Axe das re-
sultirende Moment gleich Null sein (vergl. die Darstellung in $ 79.
No. 2). Das eben berechnete Momentist aber ein solches, welches
eine Drehung um eine Axe bedingen würde, die zu der Axe der
Z' normal ist und mit der Axe der X den Winkel (90°—y) bildet,
(da die Paarebene dieses Moments mit der Axe der Z’ parallel ist
und mit der Axe der X den Winkel % macht). Es muls also das
eben berechnete Moment gleich Null sein. Nun bemerkt
man aber, dafs der Werth dieses Moments bedingt ist, durch die
Lage der Massenelemente gegen die resultirende Axe der Z’. Diese
Lage kann von vorne herein so beschaffen sein, dafs der Ausdruck

2. V!z(@m 9.3)? + [E (dm. 2’ .#)]°} 0

ist, was im Allgemeinen erfordern würde, dafs einzeln:
ZS(dm.y'.2)—=0 und (dm .z'.z) — 0

sei, oder es läfst sich auch denken, dafs die Massenelemente vonvorne herein eine solche Lage nicht haben; dafs sich also für das
Moment ein reeller Werth ergiebt. In diesem Falle müssen aber
offenbar die Massenelemente in dem Augenblick in welchem Bewe-gung eintritt eine Lage annehmen, durch welche jene Bedingungerfüllt wird, d. h. es muß das ganze System sich gegen die (durchdie auf dasselbe angebrachten Kräfte bedingte) Rotationsaxe soverschieben, dafs die eben aufgestellte Bedingungsgleichung erfülltwird. Das System rotirt dabei um die Axe der Z’, allein in sehr
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eigenthümlicher Weise, indem nämlich sämmtliche Massenelemente
gleichzeitig um eine zweite Axe rotiren, die gegen die Axe der Z'

geneigt ist, und welche gemeinschaftlich mit den um sie rotirenden

Massenelementen um die Axe der Z’ als um diejenige, welche durch

die auf das System angebrachten Kräfte gegeben ist, rotirt. Die
hierdurch bedingten höchst merkwürdigen Bewegungsverhältnisse

können wir hier nicht spezieller untersuchen, da dies eine zu weit

führende Diskussion nöthig machen würde; wir können darauf um

so eher verzichten, als dieselben für unsere Zwecke von minderer

Wichtigkeit sind.

Eine Axe für welche die in dem System wirksam zu

denkenden Normalkräfte (Centripetal- oder Centrifugal-
kräfte) der einzelnen Massenelemente in vollkommenem

Gleichgewicht ($ 70) sich befinden, nennt man eine freie

Axe
Damit die Axe gegen fortschreitende Bewegung im Gleich-

gewicht sei, mufs die Resultirende aus allen Normalkräften gleich
Null sein; dies ist der Fall, wie in $ 87 nachgewiesen, wenn die

Axe durch den Schwerpunkt des Systems geht. Eine freie Axe

mufs also durch den Schwerpunkt des Systems gehen.

Aber nicht jede Axe, die durch den Schwerpunkt des Systems

geht, ist eine freie Axe; es mufs vielmehr auch das aus den Nor-

malkräften, welche eine Rotation um die Axe bedingen, hervorge-

hende resultirende Kräftepaar gleich Null sein, um die Axe zu ei-

ner freien zu machen, d. h. es müssen die Momentensummen für
drei zu einander normale Axen gleich Null sein. Dazu gehört nach

der obigen Darstellung:
156) nnund

(dm.y.2) =d,

wenn %' die Koordinaten der Massenelemente in Bezugauf die Ro-
tationsaxe, ©’ und y’ aber die Koordinaten der Massenelemente in

Bezug auf zwei andere, im Schwerpunkt des Systems auf der Ro-

tationsaxe normale, Axen bezeichnen.

Diese Bedingung wird erfüllt:
a) wenn z’ für alle Massenelemente gleich Null ist, d. h. wenn

alle Massenelemente in einer Ebene liegen, die auf der Axe der

Z' normal ist. Hieraus folgt:
Für Massenelemente, diesämmtlich in einerEbene

liegen, ist die im Schwerpunkt der Ebene zu der-
selben normale Axe eine freie Axe.

b) Wenn das System durch Ebenen, die normal zu der Axe
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der Z’ sind, sich in ebene Schichten zerlegen läfst, und für jede
einzelne Schicht, deren Massenelemente also immer einen gemein-
schaftlichen Werth von z' haben, die Bedingungen I(dm..«') = 0
und &(dm.y'=0) erfüllt werden, d. h. also wenn die Schwer-
punkte der sämmtlichen Schichten in der Axe der Z’ liegen. Dies
wird durch folgendes Gesetz ausgedrückt:

Jede durch den Schwerpunkt gehende Axe, wel-
che dieSchwerpunkte sämmtlicher auf derselben
normal stehenden Elemente eines Systems ent-
hält, ist eine freie Axe.

Es läfst sich zeigen, dafs jedes feste System wenigstens drei
freie Axen haben müsse, und dafs diese freien Axen im
Schwerpunkt normal zu einander sind.

Kennt man eine freie Axe des Systems, so lassen sich die an-
dern freien Axen zuweilen ohne weitere Rechnung angeben, denn
nach dem eben angeführten, nur mit Hilfe ausgedehnter analytischer
Reehnungen nachzuweisenden Satze, müssen die andern Axen in
der Ebene liegen, welche im Schwerpunkt normal zu der ersten
freien Axe ist; haben nun sämmtliche in dieser Ebene liegenden
Axen zu der ersten Axe ganz gleiche Beziehungen, so werden alle
diese Axen freie sein. Dies ist z.B. der Fall mit einem homoge-
nen Rotationskörper: denn, drehtsich eine ebene Figur um eine
in ihrer Ebene liegende Axe, so ist diese Axe eine freie Axe des
erzeugten Rotationskörpers, nach dem Satz b), und wenn man durch
den Schwerpunkt dieses Rotationskörpers eine zu jener Axe nor-
male Ebene legt, so liegen die andern freien Axen in dieser Ebene,
und da der Durchschnitt dieser Ebene mit dem Rotationskörper ent-
weder eine Kreisfläche oder eine Kreis-Ringfläche ist, so haben alle
Durchmesser dieser Fläche dieselben Beziehungen zur Rotationsaxe,
sind also sämmtlich freie Axen.

Für jede Axe, die mit einer freien Axe parallel ist,
aber nicht durch den Schwerpunkt geht, ist das Moment
des auf Kippen der Achse wirkenden Kräftepaars eben-
falls gleich Null; denn wenn für die freie Axe Z(dm.2'.2) —0
und &(dm.y'.z') gleich Null ist, und wir legen durch den Schwer-
punkt eine Ebene normal zu den beiden Axen, nehmen den Durch-
schnittpunkt der neuen Axe mit diese Ebene als Anfangspunkt
des neuen Koordinatensystems, dessen Axen parallel sein sollen mit
denen des erstgedachten Koordinatensystems (dessen Anfangspunkt
der Schwerpunkt war), so sind, wenn X und Y die Koordinaten
jenes neuen Anfangspunkts bedeuten:
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mr; mXIHrc; y=YHry

wenn wir diese Werthe in die obigen Bedingungs - Gleichungen
(156) einsetzen, so ist:

Z(dm.x.2) — X.&(dm.z') — 0

Z(dm.y.2) — Y.2Z(dm.?) =0

und da Z(dm.z') =0ist ($ 81. S. 154), so ist auch F(dm.r.z) =0

und Z(dm.y.z)=0, d. h. es sind die Summen der Momente der

Normalkräfte für zwei zu der neuen Axe normale Koordinatenaxen

einzeln gleich Null, und daher besteht kein Bestreben die Axe zu
kippen. Wohl aber besteht für solche Axe durch die Resultirende

der Normalkräfte (Gleichung 155) ein Bestreben auf Verschieben,
d. h. ein Druck auf die Axe. Eine Axe für welche kein Bestre-

‚ben auf Kippen besteht, sondern nur ein aus den Normalkräften

resultirender Druck, nennen wir eine Hauptaxe des Systems.

Rotation eines Systems mit fixen Punkten; Druck der Normalkräfte

auf die fixen Punkte.

$ 89. Wenn ein festes System um einen fixen Punkt ro-
tirt, der nicht der Schwerpunkt ist, und man denkt die Be-

wegung durch den Einflufs der in den einzelnen Massenelementen

wirkenden Normal- und Tangentialkräfte bedingt, so ist zunächst

der Druck auf den fixen Punkt gleich der Resultirenden aus allen

Normalkräften; das ist nach Gleichung 155):
OEMUN ER:

worin M die Gesammtmasse des Systems und R den kürzesten Ab-

stand des Schwerpunkts des Systems von der durch den fixen Punkt

zu denkenden Rotationsaxe bezeichnet. Ist diese, durch die auf das

System angebrachten Kräfte bedingte, und nach $ 79. S. 145 der
Lage nach zu bestimmende Rotationsaxe eine Hauptaxe ($ 88.

Schlufs), so wird die Rotation um diese Hauptaxe unmittelbar statt

finden; ist jedoch die in angegebener Weise ermittelte Rotationsaxe

keine Hauptaxe, so mufs das feste System seine Lage gegen die-

selbe so lange ändern, bis eine Hauptaxe des Systems mit dieser
gegebenen Rotationsaxe zusammenfällt. Die hierdurch komplizirten

Bewegungsverhältnisse sind analog denen in $ 87. S.172 erwähn-

ten Rotationsbewegungen eines freien Systems, dessen resultirende

Paaraxe nicht mit einer freien Axe zusammenfällt, und können hier

nicht weiter erörtert werden.

Bei weitem gröfsere Wichtigkeit für unsere Zwecke hat die
Rotation eines festen Systems um eine fixe Axc, die durch zwei

gegebene fixe Punkte geht. Behalten wir die in $ 79 und 87
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gewählten Bezeichnungen bei, so läfst sich der Fall offenbar zurück
führen auf den in $ 79 unter No. 2 (S. 148) behandelten Fall, dafs
sämmtliche Drucke (die Normalkräfte) in Ebenen liegen, die zur
fixen Axe normal sind, wir werden also die Drucke in den fixen
Punkten 7 und IZ nach zwei Richtungen, die parallel sind, mit zwei
durch den ersten fixen Punkt angenommenen zu der fixen Axe
und unter einander normalen Koordinatenaxen finden, indem wir
in die Gleichung 142b) für K.cos« und für K.cos B=K.sin
die auf Seite 170 bestimmten Werthe w2.dm.z und w: .dm.y
setzen. Wir haben sodann:

Gr: Zemelu9], gr— ya, Zldmy.(u—a]= je a
157)reA, OnZumy.),
worin Qr’ und Q,” die Drucke im ersten fixen Punkt O,r’ und
Qır" die Drucke im zweiten fixen Punkt; » die Abstände der Massen-
elemente von einer Ebene durch denersten fixen Punkt, und normal
zur Drehaxe, x und y die Ordinaten der Massenelemente auf den
Axen gemessen, in deren Richtung die Drucke Qr',. Or" und Orr”,
Orr" statt finden, Z die Entfernung der beiden fixen Punkte von
einander, und w die Winkelgeschwindigkeit des Systems bezeichnen.

Es seien wieder =’, y', #' die Koordinaten in Bezug auf ein Ko-
ordinatensystem, das mit dem angenommenen parallel ist, und des-
sen Anfangspunkt der Schwerpunkt ist; es seien x, .Y, 2 die
Koordinaten des Schwerpunkts in Bezng auf das zuerst angenom-
mene System. Setzt man wieder <— X+ eo, y=Y+y,3—=Z+37
wie auf Seite 170 und beachtet man, dals I(dm.x'), S(dm.y'),
(dm .z') einzeln gleich Null sind ($ 81. S. 154), so lassen sich
die Werthe für die Drucke durch leichte Rechnung umformen in
folgende:

‚ X.(L—Z). Z(dm) — E(dm .x'.2')— 2
—.Qr uw.

E
R

TOHERSHTTEN

D
L
D
R
D
r

Dt,nune 2)

1% GP: X (L-2).2(dm) — Samy.x)
£ & E;

Y.Z.2(dm) + Z(dm.y'.2')u 2
engQu = uw m .

Ist die Rotationsaxe eine Hauptaxe, so ist für die durch den
Schwerpunkt gehende mit derselben parallele Axe, welche dann
eine freie Axe ist I(dm.z'.2) —0und =(dm .y'.2)=0, folg-
lich hat man für diesen Fall:
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iin X Y
7 =w? .—-.(L—2).M; Q’"'=w’.—-.(L—2).M

X Y
Qur=w’.—-.2.M; Qu'=w?.—-.2Z.M.

Setzt man Qr’ und O;” im ersten fixen Punkt,-und ebenso Oyr'
Orr" im zweiten fixen Punkt zu einer Resultirenden zusammen, so

hat man nach einer einfachen Umformung mit Hilfe der Gleichung
155), S. 171:

157b)

L—Z

L

worin Qr den resultirenden Druck auf den ersten fixen Punkt, Qrr
denjenigen auf den zweiten fixen Punkt, R den Abstand des Schwer-
punkts von der Drehaxe, M die Gesammtmasse des Systems, @ den

resultirenden Druck durch die Normalkraft bezeichnen. Auch er-

giebt sich leicht, dafs in diesem Falle Q, und Q;r parallel mit dem
kürzesten Abstande R sind. Hieraus folgt:

Rotirt ein festes System um eine fixe Axe, wel-

che parallel mit einer freien Axe des Systemsist,

so kann man die Gesammtmasse des Systems im

Schwerpunkt vereinigt rotirend denken, und fin-

det den Druck auf die fixen Punkte, indem man
den Druck der durch den Schwerpunkt gehenden

Normalkraft auf die fixen Punkte nach $79 oder

80 reduzirt. Ist die fixe Axe des Systems nicht

parallel mit einer freien Axe, so ist dies nicht

zulässig.

Oriv2re MieRk:  5 Qu=w.m.R.

157 c) 2

Pendelschwingungen eines festen Systems um horizontale und um

geneigte Axen. x

$ 90. Ein festes System, welches unter dem Einflufs der

Schwere um eine fixe Axe schwingt, so dafs es bei dieser Schwin-

gung eine stabile Gleichgewichtslage durchläuft, nennen wir ein

körperliches (— zusammengesetztes — physikalisches —) Pendel.
Ist nämlich ein festes System um eine fixe Axe drehbar, so ist

jedes Massenelement gezwungen in einem Kreisbogen sich zu be-
wegen, und es wird, wenn die Bedingungen des $56 und 57 statt

finden, eine schwingende Bewegung machen; es mufs folglich auch

das ganze System schwingen. Nun haben aber die einzelnen Mas-

senelemente verschiedene Abstände von der Drehaxe, und auch ver-

schiedene Erhebungswinkel; jedes Massenelement würde also, wenn

1. 12
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es frei schwingen könnte, im Allgemeinen eine andere Schwin-
gungsdauer ($ 57) und folglich auch eine audere Winkelgeschwin-
digkeit besitzen; dies ist nicht möglich, sobald die Massenelemente
ein festes System bilden.

Haben wir es nun mit der Untersuchung der Bewegungsver-
hältnisse eines festen Systems welches um eine fixe Axe schwingt
zu thun, so verfahren wir wieder am Besten in der Weise, dafs wir
einen Punkt zu ermitteln suchen, der mit dem System fest verbun-
den ist, und in welchem die Gesammtmasse des System verei-
nigt, dieselben Einflüsse auf das System ausüben würde, wie die in
den einzelnen Punkten vertheilten Massenelemente. Diesen Punkt
nennen wir den Mittelpunkt der Schwingung, auch wohl kurz
den Schwingungspunkt.

Der Schwingungspunkt mufs offenbar folgende Bedingungen
erfüllen:

1) die in dem Schwingungspunkt vereinigte Gesammtmasse
mufs denselben Druck auf die fixen Punkte ausüben,
welcher aus den einzelnen Massenelementen resultiren würde;

2) wenn das System durch die stabile Gleichgewichtslage geht
($ 54 bis 57), mufs auch der Schwingungspunkt in stabiler
Gleichgewichtslage sein, und

3) die in dem Schwingungspunkt vereinigte Gesammimasse
mufs dieselbe Schwingungsdauer haben, welche das kör-
perliche Pendel hat.

Wir betrachten zunächst den Fall, in welchem die fixe Axe
horizontal ist, und dann folgt leicht, dafs zur Erfüllung der er-
sten Bedingung gehört, dafs der Schwingungspunktin derselben zur
fixen Axe normalen Ebene liegen mufs, in welcher der Schwer-
punkt liegt ($ 79) und ebensoleicht folgt aus der zweiten Bedingung,
dafs der Schwingungspunkt auch in derjengien Ebene liegen muls,
welche durch die Axe und den Schwerpunkt gelegt werden kann;
es folgt also, indem wir die beiden ersten Bedingungen zusammen-
fassen, dafs der Schwingungspunkt in der Durchschnittslinie zweier
Ebenen liegen muß, von denen die eine durch den Schwerpunkt
normal zur Axe, und die andere durch den Schwerpunkt und die
Axe gelegt werden kann; hierin liegt der Satz:

der Schwingungspunkteines festen Systems liegt
in der Linie, welche den kürzesten Abstand des
Schwerpunkts von der fixen Axe darstellt.

Zur Untersuchung der dritten Bedingung stellen wir folgende
Betrachtungen an:
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Es bezeichne r den Abstand des Schwingungspunkts von der

Drehaxe, und wir denken in demselben die Gesammtmasse N— a

des Systems vereinigt, ac —= ds sei das Wegelement, welches den

Schwingungspunkt bei der Drehung durchläuft ab = dh sei das

Wegelement in der Richtung der Schwere, so folgt aus $ 52, wenn
wir unter f das Aenderungsmaals in der Richtung @c verstehen:

  

 
 

F-HIISSM VORAN: “DZ g.sing.

Re Bezeichnet c die Peripheriegeschwindig-

r a keit des Schwingungspunktes, so ist e—=w.r
1 = f‘.dt, und wenn wir unter f’ das Aende-

Kg I rungsmaals der Winkelgeschwindigkeit ver-

De W stehen, so ist= f’ dt; wir haben also:

a cZwrf.dzflödt .rn

BRRi Daher
ı Pi, I £

& >| I = I...

Nun ist hier die Schwere als die auf das System angebrachte

Kraft anzusehen, und daher das Moment des auf Drehung wirken-
den Kräftepaars I(d@.x), wenn 2=pgq der Hebelsarm der in dem

betrachteten Massenelement wirkenden Schwerkraft ist; bezeichnet

kl—= X den Abstand des Schwerpunkts von der durch die Axe
gelegten Vertikalebene, so ist nach Gleichung 144a), S. 154:

S(dG.2)=6G.X

und da X=kl=R.sin ist, wenn wir unter R den Abstand qk

des Schwerpunkts von der Drehaxe verstehen, so ist das auf Dre-

hung wirkende Moment: @R.sin 9. Substituiren wir für die auf

das System angebrachten Kräfte, die in dem System thätigen
Kräfte, so ist deren Moment nach Gleichung 145a) f,J, und es ist

nach dem Gesetz in $ 86. No. 1 und nach Gleichung 154ec) zu

setzen:

@R.sno—f,.J.
_ @.R.sinpraSE

Da nun der Schwingungspunkt ein mit dem System fest ver-

bundener Punkt ist, so hat er in jedem Augenblick dieselbe Win-

kelgeschwindigkeit, welche das System hat, es muls daher auch das

Aenderungsmaals der Winkelgeschwindigkeit des Schwingungspunkts

f' gleich demjenigen der Winkelgeschwindigkeit Bm welche die

12
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auf das System angebrachten Kräfte bedingen, d. h. es ist zu setzen
f'=[f, oder

sinp _ G.R.sing
HEBT JR

da nun sing auf beiden Seiten der Gleichung identisch ist, inso-fern der Schwingungspunkt denselben Erbebungswinkel hat, wieder Schwerpunkt, weil beide auf demselben Radius liegen, so folgt
der Abstand des Schwingungspunkts von der Drehase:

y T, T.158) ach = Ba =,.yR

indem man nämlich für homogene Systeme setzt für J, nach Glei-
chung 146e) Be - T, und für @ den Werth 7, worin V das Volum©

und y das Gewicht der Volumeinheit bezeichnet.
Setzt man nach Gleichung 147b) ,=0?.M und @ = gM, sofindet man auch den Abstand des Schwingungspunkts vom

Drehpunkt:
— 0° __ Quadrat des Drehungshalbmessers

ee BER Abstand des Schwerpunkts
 

’

und folglich für ein Kreispendelbei geringen Ausschlägen nachGlei-ehung 190), S. 72 die Schwingungsdauer:

158b) T= ».Y)=r.V(d)=».Vs

=Ya) = 0,5620. .UR.
Der Punkt, in welchem die Axe durch die Ebene geschnittenwird, welche man normal zur Axe durch den Schwingungspunktlegen kann, heifst der Aufhängepunkt des körperlichenPendels.
Denken wir, das System schwinge um eine andere fixe Axe,welche durch den eben bestimmten Schwingungspunkt geht,und mit der eben betrachteten Axe parallel ist, so dafs der ebenermittelte Schwingungspunkt nun Aufhängepunkt wird. Der Abstanddes neuen Schwingungspunkts ist offenbar

ı2

 

Rn ee

wen _’, den Drehungshalbmesser und R’ den Abstand des Schwer-punkts von der neuen Drehaxe bezeichnet. Nun sei 0 der Dre-hungshalbmesser für eine durch den Schwerpunkt gehende Axe,so ist, da der Abstand des Schwerpunkts von der ersten Axe R, undda offenbar r—= R-+ R’ ist, nach Gleichung 150) und 158a)
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2 2

e+Eonrm, daher

2

159) = on
R

aufserdem ist offenbar nach derselben Gleichung und mit Benutzung
des eben gefundenen Werths

2 12 2

"==HR=R+R
also

1599) r =r,

d. h. der Schwingungspunkt und der Aufhängepunktei-
nes festen Systems stehen in solcher Beziehung zu ein-

ander, dafs, wenn man den Schwingungspunkt zum Auf-

hängepunkt macht, und läfst das System um eine durch

denselben gehende mit der vorigen parallele Axeschwin-

gen, der frühere Aufhängepunkt nun Schwingungspunkt

wird. "

Aufserdem folgt aus der Gleichung 159) noch
Bu-Rı 02

d.h. das Quadrat des Drehungshalbmessers für eine durch

den Schwerpunkt gehende Axe ist gleich dem Produkt

aus den Abständen des Schwerpunkts von dem Aufhänge-

punkt und von dem Schwingungspunkt.

Da nun ferner o?, d. i. das Quadrat des Drehungshalbmessers

für eine bestimmte durch den Schwerpunkt gehende Axe ein kon-

stanter Werth ist, so folgt, dafs auch R.R’ ein konstanter Werth

ist, und folglich liegt hierin das Gesetz:
Wenn man iin einem festen System beliebig viele
horizontale und unter sich parallele Axen denkt,

und man denkt für jede Axe den entsprechenden

Schwingungspunkt, so ist das Produkt aus dem

Abstande des Schwerpunktes von einer beliebi-

gen Axe, undausdemAbstande des Schwerpunkts

von dem zu dieser Axe gehörigen Schwingungs-

punkte für alle parallelen Axen ein konstanter

Werth, und gleich dem Quadrat des Drehungs-
halbmessers für eine durch den Schwerpunkt ge-
hende parallele Axe.

Wir haben bis jetzt die Schwingungen eines Systems um eine

horizontale Axe betrachtet; nehmen wir nunmehr an, die fixe
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Axe sei nicht horizontal, sondern bilde mit der Horizontalen
den Winkel d.

 

Offenbar lassen sich nun die in den einzelnen Massenelementen
wirksamen Drucke der Schwerkraft zerlegen in zwei andere, von
denen die einen d@.sin ö durch den Widerstand der fixen Punkteaufgehoben werden, die andere d@.cosö aber als lauter gleich
grolse in den einzelnen Massenelementen wirksame und konstantwirkende Drucke zu betrachten sind. Wir werden für diese Druckegenau dieselben Betrachtungen anstellen können, die wir zu Anfangedieses Paragraphen für die Drucke angestellt haben, die parallelmit der Schwerkraft waren, und es werden offenbar überall diesel-ben Resultate gefunden werden, wenn wir nur überall für das Aen-derungsmaafs der Schwere g jetzt das Aenderungsmaals g.cos ö
einführen. Wir finden dann nach I. und II. (S. 179):

sin p _ @.cosd.R,.sinp
ro I7 J,

worin r, den kürzesten Abstand des Schwingungspunkts von dergeneigten Drehungsaxe, R, den kürzesten Abstand des Schwerpunktsvon derselben Axe J, das Trägheitsmoment in Bezug auf dieselbeAxe bezeichnet. Durch Gleichsetzung beider Werthe findet manwieder wie in Gleichung 158 und 158a):

ERS TE 1 eeMTEn Tannee
worin unter r, der Abstand eines Punkts von der Drehaxe, der aufder kürzesten Entfernung des Schwerpunkts von der Drehaxeliegt, verstandenist, welcher, wenn die Gesammtmasse des Systemsin demselben vereinigt wäre, mit dem System dieselbe Schwin-gungsdauer hätte, dieselbe Reaktion in den fixen Punkten hervor-rufen, auch mit dem System gleichzeitig die stabile Gleichgewichts-lage passiren würde. Die Schwingungsdauer eines solchen Systemsfindet sich leicht durch Gleichung 90) S. 72, wenn man für 9 den
Werth g.cosö setzt:

 En =40.c088.
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1604) ==. V(——) = 05620. Y(:
8 cos 0)"

Man sieht aus Gleichung 158) und 160), dafs wenn die fixe

Axe durch den Schwerpunkt geht, wenn also k=0, oder R,
—0 ist, der Abstand des Schwingungspunktes und auch die Schwin-

gungsdauer unendlich grofs sein müfste, d. h. dals ein solches

System überhaupt nicht schwingt, ebenso folgt aus Gleichung 160)

dafs wenn ö = 90° ist, d.h. wenn die Schwingungsaxe ver-

tikal ist, ebenfalls die Schwingungsdauer unendlich grofs sein

müfste, d. h. dafs in diesem Fall keine Pendelschwingungen statt

finden können.

Uebrigens gelten, wie leicht zu übersehen ist, die Gesetze der

Gleichungen 159 und 159a) auch für geneigte Axen.

  

Zurückführung eines festen Systems mit fixen Punkten auf ein

freies System.

$ 91. Denken wir ein festes System, welches um einen fixen Punkt

oder um eine fixe Axe rotirt, und stellen wir uns vor, dafs wir in

jedem Augenblicke die Reaktionen ($ 79, S. 144) kennen,

welche in den fixen Punkten statt finden müssen, um dieselben als

fixe Punkte zu konstituiren. Wenn wir nun das System als

freies System betrachten, und wir denken in den Punkten, die wir

bisher als fixe Punkte angesehen haben, Kräfte auf das System

angebracht, deren Angriffspunkte diese Punkte sind, und

die in jedem Augenbliek der Richtung und Gröfse nach gleich

jenen Reaktionen sind, so muls offenbar das System genau die-

selbe Bewegung haben, die es als System mit fixen Punkten hatte.

Es wird sich durch diese Betrachtungsweise jedes System

mit fixen Punkten auf ein freies System zurückführen

lassen.
Da aber jedes freie System sich so bewegt,

als habe der Schwerpunkt eine fortschreitende

Bewegung, undals rotirten alle Massenelemente mit

gleicher Winkelgeschwindigkeit um eine Axe, die

durch den Schwerpunkt geht, so mufs dieses Ge-

setz der obigen Darstellung zufolge auch für ein

System mit fixen Punkten gelten. Dals dem so

sei, läfst sich durch folgende Betrachtung veran-

schaulichen. Es sei @ ein fixer Punkt des Systems,

S der Schwerpunkt, R der Abstand des Schwer-

punkts von der Drehaxe, 5 sei ein beliebiges Mas-
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senelement, 0 die Winkelgeschwindigkeit, und es sei in irgend ei-nem Zeitelement das System aus der Lage aSb durch Drehung umden Winkel dg in die Lage a8’b’ gekommen, durch Rotation umden den Punkt a; es läfst sich nun zufolge des Grundsatzes $ 24(S. 29) die Bewegung auch so betrachten, als ob das System in die-sem Zeitelement sich so bewegt hätte, dafs zuerst der Schwerpunktund alle Massenelemente gemeinschaftlich um gleiche und pa-rallele Wegstücken fortgeschritten wären, und dafs dann alleMassenelemente um eine Drehaxe, die parallel mit der Axe durchden fixen Punkt ist, und durch den Schwerpunkt geht, sich um denWinkel dp gedreht hätten, wodurch dann der Punkt a’ wieder inden Punkt a, und der Punkt 5” in den Punkt d’ rücken, und folg-lich das System die Lage a8’, die es auch durch Rotation um diefixe Axe erlangt hat, annehmen würde. Es ist hierbei wieder gleich-giltig, in welcher Reihenfolge wir diese beiden Bewegungen uns vor-stellen; jedenfalls finden aber beide Bewegungen während der Dauerdesselben Zeitelements dt statt, in dessen Verlauf auch die Drehungum den Punkt a statt finden kann. Hieraus folgt:
1) Die Drehung um die Axe durch den Schwerpunkt mufs manso ansehen, als ob sie mit derselben Winkelgeschwin-digkeit erfolgt, wie die Drehung um den fixen Punkt, wiedies durch eine einfache Betrachtung der Figur sich zei-gen lälst.
2) Die Geschwindigkeit der fortschreitenden Bewegung desSchwerpunkts ist offenbar gleich der Geschwindigkeit, mitwelcher der Schwerpunkt das Bogenelement $$5’ durchläuft,d.i. gleich wR, folglich ist das Aenderungsmaafs der fortschrei-tenden Bewegung f=f,R, wenn f, das Aenderungsmaafs derWinkelgeschwindigkeit ist.
Mit Anwendung der Gleichung 154c) und 149) ergiebt sich nun:

 

= —_ =(Ka) __.=(Ka) R?101) (== EHI n = 2(Ku:
Nach Gleichung 139) (. 137) is Z(K0) _ 2(#.#) die

Summe sämmtlicher auf den Abstand R reduzirter Drucke;hierin liegt folgender Satz:
Wenn ein festes System um eine als fix zu. be-trachtende Axe mit einer gewissen Winkelge-
schwindigkeit w rotirt, so läfst sich die Bewe-gung auch so betrachten, als durchlaufe der. Schwerpunktinjedem Zeitelement mit fortschrei-
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tender Bewegung ein Wegelement, das normal
ist zu dem kürzesten Abstand des Schwerpunkts

von der Drehaxe, während gleichzeitig sämmt-

liche Massenelemente um eine durch den Schwer-

punkt gehende, mit der fixen Axe parallele Axe
mit derselben Winkelgeschwindigkeit w rotiren.
Das Aenderungsmaals jener fortschreitenden Be-
wegung drückt sich aus durch die Summealler

auf den Abstand des Schwerpunkts reduzirten

Drucke, dividirt durch die Masse und multipli-

zirt mit dem Verhältnils des Quadrats des kürze-

sten Abstandes des Schwerpunkts von der fixen

Axe zur Summe dieses Quadrates und dem Qua-

drat des Drehungshalbmessers für die durch den

Schwerpunkt gedachte Axe.
Aus der Gleichung 161) folgt, dafs der Druck, der im Schwer-

punkt auf fortschreitende Bewegung wirkt, und welcher durch

die Reaktion im fixen Punkte aufgehoben werden muls, in-

dem er mit dieser Reaktion ein Kräftepaar bildet, sich ausdrückt

durch:
Bis ii DI(K:a) R?

161a) K=fIZ TR "(Rro®)'

Endlich ist das Moment des Kräftepaars, welches auf Drehung

des Schwerpunkts um den fixen Punkt wirkt
R?

161b) X.R = (Ka). Pre

und das Momentdes Kräftepaars, welches auf Drehung um die durch

den Schwerpunkt gehende parallele Axe wirkt, nach Gleichung
145a) und 161):

>} 2

161e) =2E9 ‚= 20) ae

Durch Addition der Gleichungen 161b) und 161c) ergiebt sich

wieder &(Ka) als die Summe der Momente der Kräftepaare in der

zur Drehaxe des Systems normalen Ebene.

  

d) Wirkung fester Systeme, die von mechanischen Kräf-
ten in Anspruch genommen werden, auf einander.

Grundsätze für die Wirkung fester Systeme auf einander.

$ 92. Denken wir zunächst zwei feste Systeme ($ 63) von

Massenelementen, so können dieselben sich entweder berühren
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oder nicht. Berühren sich die festen Systeme, so muls die Be-
rührung wenigstens in einem Massenelement statt finden, sie kann
auch in mehren zugleich erfolgen; in beiden Fällen können wir die
sich berührenden Massenelemente als Flächenelemente ansehen, und
es wird immer eine beiden gemeinschaftliche Normale denk-
bar sein. Wenn die beiden Systeme sich nicht berühren, so kön-
nen sie entweder ihren Abstand von einander gar nicht ändern, oder
sie können denselben vergrölsern oder vermindern. Wenn dieseVerminderung des Abstandes dauernd erfolgt, oder wenn doch die
Verminderung des Abstandes überwiegend ist, gegen die etwa in-zwischen eintretende Vergröfserung desselben, so müssen sich die
festen Systeme endlich treffen, d.h. es mufs endlich ihr Abstand
Null werden, sie müssen endlich sich berühren, und dann ist
wieder in jedem Berührungselement eine gemeinschaftliche Normale
denkbar.

Wenndie festen Systeme sich nicht berühren, so findet er-
fahrungsmäfsig gleichwohl eine Einwirkung der einzelnen Massen-
elemente aufeinander statt (vergl. $18. S.20). Diese Art der Ein-
wirkung, welche Folge der allgemeinen Gravitation ist, lassen wir
einstweilen ganz aufser Betracht, da sie für die vorliegenden Zwecke,
wo wir es immer nur mit Systemen zu thun haben, die verhält-
nifsmäfsig eine sehr geringe Zahl von Massenelementen besitzen, nur
von fast ganz verschwindender Bedeutung ist. Hat man dagegen
mit so ausgedehnten Systemen zu thun, wie sie durch ganze Himmels-
körper dargestellt werden, so ist allerdings die eben angedeutete
Einwirkung dieser Systeme aus der Ferne auf einander von der
gröfsten Bedeutung.

Nach der eben vorgetragenen Darstellung haben wir hier nur
den Fall zu betrachten, wo sich die beiden festen Systeme berüh-
ren; sei es nun, dafs diese Berührung von Hause aus stattgefunden
hat, oder dafs sie erst entstanden ist, indem die festen Systeme ein-
ander trafen. In beiden Fällen beurtheilen wir die Wirkung der
beiden Systeme auf einander nach folgenden Grundsätzen:

Wenn sich zwei feste Systeme berühren, so sind entweder
Kräfte vorhanden, welche eine Trennung beider Systeme herbei-
führen, oder es sind solche Kräfte nicht vorhanden, und dannblei-
ben die beiden Systeme während der Dauerder Betrach-
tung in Berührung. Dieserletzte Fall ist es, den wir hier zu-
nächst voraussetzen.

Die beiden festen Systeme mögen sich während der Dauer der
Betrachtung nicht trennen; sie können dabei gleichwohl ihre Be-  
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rührungspunkte ändern. Hierbei ist es denkbar, dafs sich

beide Systeme bewegen, oder, dafs sich nur eines von bei-

den bewegt. Wenn sich’ nur eines von beiden Systemen be-

wegt, das andere aber nicht, so nennen wir dieses das fixe

System, das erste das bewegliche ‚System.

Bewegen sich dagegen beide Systeme, indem sie dabei zu-

gleich ihre Berührungspunkte ändern, so können wir im Sinne des

Grundsatzes in $ 24. No.1 diese beiden gleichzeitigen Bewe-

gungen immer so auffassen, als ob sie innerhalb der Dauer dessel-

ben Zeitelementes nach einander erfolgten, indem wir nämlich anneh-

men, dals zuerst beide Systeme nach entsprechenden Richtungen ge-

meinschaftlich sich bewegen ohne ihre Berührungspunkte zu

ändern, und dafs dann das eine System still stände, und das

andere sich so bewege, dafs nun die Aenderung der Berüh-

rungspunkte erfolge. Es werden durch eine solche Betrachtung

die Bewegungen zurückgeführt auf die Bewegung eines zu-

sammenhängenden Gesammtsystems, und auf die Bewe-

gung eines beweglichen Systems gegen ein fixes System.

Hierzu dienen folgende Untersuchungen. Die beiden Systeme

werden mit I und II bezeichnet; wir betrachten zunächst alle Be-

wegungen des Systems II, und nehmen an, dafs das System I sich

mit dem System II gemeinschaftlich bewege, ohne dafs die Be-

rührungspunkte sich ändern; dann betrachten wir das System I als

fixes System, und untersuchen, welche Bewegungen nun noch das

System I. machen müsse, um die bedingte Aenderung der Berüh-

rungspunkte herbeizuführen.

Wenn das System II sich bewegt, so hat es im Allgemeinen

eine fortschreitende Bewegung und eine drehende Bewegung

um irgend eine Axe; soll nun das System I sich nicht von dem

System II trennen, und auch die Berührungspunkte nicht ändern,

so muls es sich mit derselben Geschwindigkeit nach derselben Rich-

tung fortschreitend bewegen, und auch mit derselben Winkelge-

schwindigkeit um dieselbe Axe rotiren.

Es seien:

K! und XK22 die Summen der Komponenten der auf die beiden

Systeme wirkenden Kräfte für die Richtung der fortschreiten-

den Bewegung des Systems 1.

M* und AR" die Massen der beiden Systeme.

ft und fr? die Aenderungsmaalse der Geschwindigkeiten, wel-

che die Kräfte K" und X’ der Masse M* und Azu ertheilen

streben.
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(Pa)” und (Pa)’" die statischen Momente der auf die beidenSysteme wirkenden Kräfte in Bezng auf Drehung um die Axe, um
welche sich das System wirklich dreht.

f* und f/" die Aenderungsmaalse der Winkelgeschwindigkeiten
für dieselbe Axe.

J)’ und J* die Trägheitsmomente der beiden Systeme in Be-zug auf dieselbe Axe. Nach dem Früheren finden die Beziehun-
gen statt:
K=M.f, Ko mug, (Pa)! — JEfS (Pot— Ju ,pa
Indem nun das System I den Bewegungen des Systems II ge-nau folgt, so als ob beide ein System bilden, bewegt es sich mitGeschwindigkeiten, deren Aenderungsmaafse gleich denen des Sy-

stems II sind, nämlich gleich f" und fi". Die auf das System I wir-
kenden Kräfte haben aber das Bestreben, dem System I die Aende-
rungsmaafse f? und f,” zu ertheilen, es wird also indem sich beide
Systeme gemeinschaftlich bewegen in dem System I noch ein Be-
streben auf Bewegung bleiben, dem während der Dauer dieser ge-
meinschaftlichen Bewegung nicht Genüge gethan ist, und welchem,
wenn das System I nach Vollendung jener gemeinschafilichen Be-
wegungen frei wird, noch die Aenderungsmaalse (fr — f") bezieh-lich (52— fi) in dem System I entsprechen würden. Diesem auf
die Masse M? wirkenden Bestreben auf Bewegung entspricht
nach $19. S.23 ein Druck, und ein statisches Moment, welches
wir mit X, beziehlich mit (Pa) bezeichnen wollen, und es ist:

IK=M.—f9=. Ku
iz(Pa) J1.(f! — f!) = (Pa)—= . (Pa)H.

Die Komponenten der Kräfte, welche auf das System I wir-
ken für Richtungen, die zu der Bewegungsrichtung des Systems II
normal sind, bleiben dabei ungeändert, ebenso die Kräftepaare für
Axen, die zu der Drehaxe des Systems II normal sind.

I. Hieraus folgt, dafs, wenn beide Systeme sich bewe-
gen, man das eine von beiden immer als fixes System
betrachten kann, das andereals bewegliches System, in-
dem man vorher oder nachher die Bewegungen unter-
sucht, welche das bewegliche System mit dem fixen ge-
meinschaftlich macht. Die Summe der Drucke und dasKräftepaar, welches bei jener Betrachtung auf das be-wegliche System und zwar parallel mit der Richtung derBewegung des als fix betrachteten Systems wirkend zu

162)
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denken sind, bestimmen sich nach Gleichung 162), wo-

bei namentlich die Vorzeichen bei der Bildung der al-

gebraischen Summen zu beachten sind.

Wenn beide Systeme fallen, und es wirken in der Richtung

der Schwere keine andern Kräfte auf die einzelnen Systeme, so ist

das Aenderungsmaals f’=g und f"= 9, folglich K=0. d.h.

II. Wenn zwei Systeme sich berühren und frei fal-

len, so ist der aus der Schwere hervorgehende Druck,

mit welchem das eine System gegen das andere geprelst

wird gleich Null.

Nehmen wir an, dafs das zweite System mit gleichförmiger

Geschwindigkeit sich bewegt. Die gleichförmige Bewegung be-

dingt nach $ 14. S. 16, dafs die Kräfte, welche auf das zweite Sy-

stem angebracht sind, für die Richtung der Bewegung im Gleich-

gewicht seien, d.h. dafs K' gleich Null sei. In diesem Falle ist

auch f” gleich Null, und wenn wir eine drehende Bewegung be-

trachten, so muls für eine gleichförmige Winkelgeschwin-

digkeit auch das Aenderungsmaafs derselben fR=0«sein, “Für

diesen Fall nun gehen die Gleichungen 162) über in

1624) K=K',; (Pa) = (Pa)!
II. d.h. Wenn zwei feste Systeme die sich berüh-

ren sich gleichzeitig bewegen, und das eine von beiden

bewegt sich mit gleichförmiger Geschwindigkeit fort-

sehreitend oder mit gleiehförmiger Winkelgeschwindig-

keit drehend um eine Axe, so bleibt sowohl die Summe

der Komponenten des Druckes der auf das andere System

angebrachten Kräfte für diese Richtung, als auch das re-

sultirende Kräftepaar des andern Systems für diese Dreh-

axe ungeändert.
Nach dem Inhalt dieses Paragraphen läfst sich die Bewegung

zweier festen Systeme, die sich berühren im Allgemeinen auf zwei

Bewegungen zurückführen, von denen wir die eine, welche beide

Systeme gemeinschaftlich haben die gemeinschaftliche Bewe-

gung, die andere dagegen, welche eine Aenderung der Berührungs-

punkte der beiden Systeme zur Folge hat, die Verschiebung nen-

nen wollen. Ebenso folgt aus den vorigen Untersuchungen, dafs bei

der Betrachtung der Verschiebung wir immer das eine von bei-

den Systemen als fixes, das andere als bewegliches System an-

sehen können.

Die Berührungspunkte der beiden Systeme sind immer als Punkte

zu betrachten, die sowohl dem einen System, wie dem andern
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System angehören. Diese Punkte werden aber je nachdem man siezu dem einen System oder zu dem andern System gehörend be-trachtet, verschiedene Wege durchlaufen. Die ursprünglichen Be-rührungspunkte des als fix betrachteten Systems werden nur Wegedurchlaufen, welche der gemeinschaftlichen Bewegung entspre-chen; die Berührungspunkte des beweglichen Systems dagegen wer- 'den gleichzeitig die Wege beschreiben, die aus der gemein-schaftlichen Bewegung hervorgehen, und diejenigen, welchedurch die Verschieb ung bedingt werden, sie werden also sichnach einer resultirenden Richtung bewegen, deren Kompo-nenten jene Einzelwege sind. Wir nennen die resultirenden Be-wegung, welche diese Punkte jenen beiden Komponenten zufolgemachen, die absolute Bewegung der Berührungspunktedes beweglichen Systems.
Nachdiesen Auseinandersetzungen haben wir nun folgende Dis-positionen; wir handeln:
1) von der Verschiebung,
2) von der gemeinschaftlichen Bewegung,
3) von der absoluten Bewegung.

Von der Verschiebung zweier festen Systeme.

Gesetz über die Möglichkeit der Verschiebung; Kippen, Gleiten.
$ 93. Indem wir von zwei festen Systemen eins als fixesSystem, das andere als bewegliches System betrachten, setzenwir voraus, dafs beide Systeme stets in Berührung bleiben sollen($ 92), dafs aber gleichwohl eine Aenderung der Berührungspunktestatt finden kann. Untersuchen wir zunächst, wie diese Aende-rung der Berührungspunkte beschaffen sein kann.
Indem sich die Berührungspunkte ändern, bewegt sich dasbewegliche System, und da wir wissen, dafs jede Bewegung einesfesten Systems sich auf eine fortschreitende und auf eine dre-hende zurückführen läfst, so wird auch bei der Verschiebung des

beweglichen Systems dasselbe entweder fortschreitend sich be-wegen, oder drehend, oder beides zugleich.
Wenn das bewegliche System sich fortschreitend verschiebt,so durchlaufen alle Punkte desselben, folglich auch die Berührungs-punkte gleich grofse und parallele Wegelemente ($ 65. S. 88). Wenndagegen das bewegliche System sich drehend verschiebt, so be-schreiben die Berührungspunkte im Allgemeinen Kreisbögen um eine

gemeinschaftliche Axe.
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Wie nun auch die Verschiebung beschaffen sein mag, ob sie

fortschreitend oder drehend erfolgt, so dürfen doch nie-

mals die Wegelemente, welche die Berührungspunkte

des beweglichen Systems beschreiben, innerhalb des

festen Systems fallen denn in diesem Falle würde das beweg-

liche System entweder in das fixe System eindringen, oder dasselbe

verdrängen müssen, beides widerspricht den Voraussetzungen. Es

müssen also dievon dem Berührungspunkt des bewegli-

ehen Systems beschriebenen Wegelemente entweder

das fixe System in jedem Augenblick berühren, oder,

wenn sie das fixe System schneiden, sich von demselben

abheben.

Eine Verschiebung, bei welcher alle Berührungspunkte Weg-

elemente beschreiben, die sich von dem fixen System abheben

würde das bewegliche System zu einem freien machen, und

der Bedingung widersprechen, dafs die beiden Systeme sich nicht

{rennen dürfen. Es ist aber denkbar, dafs eine Anzahl von

Berührungspunkten sich von dem fixen System abhebt, wäh-

rend gewisse andere Berührungspunkte mit dem fixen System im

Zusammenhange bleiben. Diese eigenthümliche Art der Ver-

schiebung erfolgt immer, wenn das bewegliche System eine Dre-

hung macht um eine Axe, die durch einen der Berührungs-

punkte geht, und beide Systeme berührt. Die Berührungs-

punkte, welche in dieser Axe liegen, bleiben bei der Drehung des

beweglichen Systems unbewegt, folglich in Berührung mit dem

fixen System, die übrigen Berührungspunkte beschreiben Bogenele-

mente in Ebenen normal zu dieser berührenden Axe, welche also

im Allgemeinen das fixe System schneiden, und welche daher, wenn

die angegebene Drehung wirklich erfolgt, von dem fixen System

sich abheben müssen. Wir nennen eine Drehung des bewegli-

chen Systems um eine Axe die beide Systeme berührt, während

alle andern Berührungspunkte des beweglichen Systems, die nicht

in diese Axe liegen sich von dem fixen System abheben: „Kip-

pen.“

Bewegt sich dagegen das bewegliche System so, dafs alle Be-

rührungspunkte Wegelemente beschreiben, die das fixe System be-

rühren, so nennen wir die Verschiebnng der Berührungspunkte:

„Gleiten.“ Nach dem Obigen wird es ohne Weiteres verständ-

lich sein, wenn wir unterscheiden „fortschreitendes Gleiten“

und „drehendes Gleiten“
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Grundgesetze über die Widerstände der Verschiebung; Reibungs-
y widerstände.

$ 94. Wenn zwei feste Systeme sich berühren, so wird es
von der Form der Berührungsflächen abhängen, ob eine Ver-
schiebung überhaupt möglich ist, und wenn dies der Fall ist,
in welchem Sinne und nach welchen Richtungen Verschie-
bung erfolgen kann. In den meisten Fällen liegt es, auch ohne
besondere Untersuchung, nahe, ob und welche Möglichkeit der
Verschiebung vorhanden ist, in andern Fällen bedarf es zur Fest-
stellung dieser Möglichkeit einer besondern Betrachtung, für welche
das im vorigen Paragraphen ausgesprochene Gesetz einen Anhalt bietet.

Wenn sich zwei feste Systeme, von denen eins als
fixes System betrachtet werden kann, berühren, und es
ist für gewisse Richtungen die Möglichkeit der fortschrei-
tenden Verschiebung, oder für gewisse Drehaxen die
Möglichkeit der drehenden Verschiebung mieht vorhan-
den, so müssen alle auf das System angebrachten Kräfte,
welche auf Fortschreiten nach dieser Richtung wirken,
beziehlich sämmtliche Kräftepaare, welche aufDrehung
um diese Axe wirken, im Gleichgewichtsein.

Ergiebt sich nun dieses Gleichgewicht nicht schon aus den auf
das bewegliche System angebrachten Kräften, so mufs dasselbe
durch den Widerstand des fixen Systems hergestellt werden.

Hieraus folgt, dafs das fixe System nach jeder Richtung,
für welche die Möglichkeit des Verschiebens nicht statt
findet, einen Widerstand leistet, welcher der Resulti-
renden aus allen Drucken, die auf Verschieben nach die-
ser Richtung wirken, gleich und entgegengesetzt ist.

Die Richtigkeit dieser Gesetze erhellt aus den Grundprinzipien
der ganzen Mechanik, dafs nämlich eine Kraft, die nicht Bewegung
erzeugt, nur durch eine gleich grofse und entgegengesetzt wirkende
Gegenkraft aufgehoben werden könne.

Jede Kraft, die durch den Widerstand des fixen Systems
aufgehoben wird, äufsert das Bestreben das bewegliche System in
das fixe System einzudrängen. Aus diesem Bestreben geht erfah-
rungsmäfsig ein Widerstand hervor, der jeder Verschiebung
in einer Ebene, die normal zu der Richtung jener Kraft
ist,widerstrebt. Diesen Widerstand nennen wir den Reibungs-
widerstand.

Die Reibungswiderstände erscheinen hiernachals eine neue
Gruppe von Kräften, die sich der Verschiebung des beweglichen

e
n
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Systems entgegensetzen. Sie sind verschieden von den auf das

bewegliche System angebrachten Kräften, obwohl sie von den-

selben abhängig sind, und erscheinen daher auch als neue auf das

System angebrachte Kräfte; aber da sie immer nur der Verschiebung

entgegenwirken, niemals selbst eine Verschiebung bewirken können,

so nennt man sie auch passive Widerstände, im Gegensatz zu

den auf das System ursprünglich angebrachten Kräften, die man die

bewegenden Kräfte des Systems nennt.

Ueber die Wirkung dieser eigenthümlichen Kräfte stellen wir

folgende Prinzipien auf:

1) Die Reibungswiderstände erscheinen immer als Drucke,

die der Verschiebung des beweglichen Systems entgegen-

wirken, und da sie niemals selbst Bewegung erzeugen kön-

nen, so findet keine Verschiebung statt, sobald die

Reibungswiderstände gleich, oder gröfser sind, als

der auf Verschiebung wirkende resultirende Druck

der bewegenden Kräfte, oder sobald ihr statisches

Moment gleich oder gröfser ist, als das auf Drehung

um eine gegebene Axe wirkende statische Moment

der bewegenden Kräfte; h

2) die Angriffspunkte der Reibungswiderstände sind stets die

Berührungspunkte der beiden Systeme;

3) die Gröfse der Reibungswiderstände ist immer ab-

hängig von der Gröfse derjenigen Komponenten der

in den Berührungspunkten wirkenden Drucke, welche durch

den Widerstand des festen Systems aufgehoben wer-

den. Wir nennen daher diese Komponenten „Reibung er-

zeugende Drucke“; |

4) die Richtung der Reibungswiderstände liegt stets in

einer Ebene, die normal zu der Richtung der Reibung

erzeugenden Drucke ist. In dieser Ebene kann der Rei-

bungswiderstand jede beliebige Lage haben, doch immer so,

dafs, wenn man den Reibungswiderstand zerlegt nach der Rich-

tung, in welcher Verschiebung erfolgt, und normal dazu, die

Komponente für die erstgenannte Richtung direkt entgegen-

gesetzt ist der Richtung in welcher Verschiebung erfolgt.

Diese beiden zuletzt aufgestellten Grundsätze sind wohl zu be-

achten; sie sind verschieden von den bisher üblichen Annahmen;

sie erklären aber die Erscheinungen der Reibung vollständig, lassen

sich mit allen über die Reibung bestehenden Erfahrungen vereini-

gen, und führen bei ihrer Anwendung nicht zu Widersprüchen mit

I. 13
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andern mechanischen Gesetzen, wie dies der Fall ist, wenn man
die Reibungswiderstände ganz allein von den Normaldrucken ab-
hängig macht.

Das Vorhandensein der Widerstände der Reibung ist nicht
durch die Voraussetzungen herzuleiten, die wir ganz allgemein über
die Wirkung der Kräfte aufgestellt haben; es ist uns nur durch die
Erfahrung bekannt. Die Gröfse dieser Widerstände, und die Ge-
setze ihrer Abhängigkeit sind daher nur durch die Erfahrung fest-
zustellen. Sobald wir aber diese Gesetze kennen, d.h. sobald wir
die Gröfse und Eigenschaften dieser Kräfte selbst kennen, werden
wir sie den allgemein festgestellten Gesetzen über die Wirkung der
Kräfte vollständig unterwerfen können.

Die wichtigsten Versuche über die Reibung sind von Amon-
tons, Coulomb, Vince, G. Rennie, N. Wood, und zuletzt von Mo-
rin angestellt worden. Alle diese Versuche haben einen Unterschied
in der Reibung herausgestellt, zwischen dem Fall, wo längere Zeit
dieselben Punkte beider Systeme in Berührung waren, und es dar-
auf ankam die Verschiebung zu beginnen, und dem Fall, wo die Ver-
schiebung bereits eingetreten war, und fortgesetzt werden sollte.
Den ersten Fall bezeichnet man als die Reibung der Ruhe, und
den andern als die Reibung der Bewegung.

Die Gesetze der Reibung sind sämmtlich unter folgenden
Voraussetzungen ermittelt worden, und gelten folglich auch
nur unter diesen Voraussetzungen:

a) dafs die Oberflächen der sich berührenden festen Systeme
(Körper) einen gewissen Grad von Glätte und Regelmä-
[fsigkeit besitzen;

b) dafs die Körper sich durch die Bewegung selbst nicht be-
trächtlich erwärmen;

ce) dafs die Oberflächen der Körper durch die Bewegung keine
irgend merkliche Abnutzung und Formveränderung
erleiden.

Erfahrungsresultate über die Reibung des Gleitens.
$ 95. Die von Morin gemachten Versuche ($ 93. und 94.)über die Reibung des Gleitens (gleitende Reibung) habenfolgende Gesetze theils bestätigt, theils herausgestellt:

1) Beziehung zwischen der Reibung der Ruhe und
der Reibung der Bewegung.

Die gleitende Reibung der Ruhe ist denselben Gesetzen un-
terworfen, wie die Reibung der Bewegung, sie ist aber in den
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meisten praktischen Fällen mit viel geringerer Sicherheit zu bestim-

men. Unter denselben Umständen ist die Reibung der Ruhe

gröfser, als die Reibung der Bewegung. Jene Unsicherheiten

werden für die Praxis in vielen Fällen wenig erheblich durch die Be-

obachtung Morins, dafs eine geringe Erschütterung der Berüh-

rungspunkte des einen Systems, also ein sehr geringer Stofs,.

im Standeist, die Reibung der Ruhe in diejenige der Bewegung

umzuwandeln. Diese Bemerkung veranlafst, dafs man bei allen

Konstruktionen, bei welchen die Reibung vermöge ihres

Widerstandes die Stabilität mit bewirkt, und bei denen

Erschütterungen zu befürchten sind, die Reibung der

Bewegung in die Rechnung einführen mufs.

2) Beziehung zwischen dem Reibungswiderstande und

dem Reibung erzeugenden Druck.

Der Werth der gleitenden Reibung ist proportional dem

Reibung erzeugenden Druck zwischen beiden Systemen. Das Ver-

hältnifs zwischen dem Werth der Reibung © und dem Reibung er-

zeugenden Druck N nennt man den Reibungs-Koeffizienten;

wir bezeichnen künftig den Reibungs- Koeffizienten stels mit u,

und es ist:

sn 9
Den

ozu.N.

3) Beziehung zwischen dem Reibungs- Koeffizienten

und der Anzahl der Berührungspunkte.

Der Reibungs-Koeffizient ist unabhängig von der Anzahl

der Berührungspunkte, sobald sich der Reibung erzeugende

Druck mit der Anzahl der Berührungspunkte nicht ändert. Die-

ses Gesetz erleidet jedoch eine Modifikation von der weiter unten

die Rede sein wird, wenn die Zahl der Berührungspunkte (Gröfse

der Reibungsfläche) im Verhältnis zu dem Reibung erzeugenden

Druck sehr klein, oder sehr grols ist.

4) Beziehung zwischen dem Reibungs-Koeffizienten

und dem Gesetz, nach welchem die Berührungs-

punkte aufeinander folgen.

Wenn die Berührungspunkte des einen Systems zwar fortwäh-

rend mit anderen Punkten des zweiten Systemsin Berührung kom-

men, diese Punkte des zweiten Systems jedoch immer von Neuem

und in einer stetigen Folge von den Punkten des ersten Systems in

Anspruch genommen werden, wie dies bei der Drehung von Zapfen

in Lagern der Fall ist, so ist der Reibungs-Koeflizient geringer, als

13 *
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bei der gewöhnlichen gleitenden Reibung. Man nennt die Reibung
unter den angedeuteten Verhältnissen „Zapfenreibung“; sie er-
scheint nur als besonderer Fall des drehenden Gleitens, nicht als
eine besondere Art der Reibung.

5) Beziehung zwischen dem Reibungs-Koeffizienten
und der Geschwindigkeit der Verschiebung.

Der Reibungs-Koeffizient ist unabhängig von der Geschwin
digkeit, nnd so lange als konstant anzusehen, so lange der Rei-
bung erzeugende Druck und die Beschaffenheit der Oberflächen sich
nicht ändert.

6) Beziehung zwischen dem Reibungs-Koeffizienten
und der Beschaffenheit der Oberflächen.

Der Reibungs-Koeffizient ist abhängig von der Natur des Ma-
terials, aus welchem das feste System besteht, er ist aulserdem
abhängig davon, ob eine schlüpfrige Substanz (Schmiere)
zwischen den Berührungspunkten sich befindet, von welcher Art
und Beschaffenheit diese Schmiere ist, und von der Menge, in wel-
cher die Schmiere sich zwischen den Berührungspunkten befindet.

Hinsichtlich der Menge der Schmiere sind zwei Fälle zu
unterscheiden: a) der Fall, wo die Berührungspunkte mit der Schmiere
nur leicht abgerieben werden, und b) der Fall, wo in Folge einer
gröfseren Menge und einer angemessenen Konsistenz der Schmiere
sich fortwährend eine zusammenhängende Lage von Schmiere zwi-
schen den Berührungspunkten der beiden Systeme befindet, so dafs
durch diese Zwischenlage die Berührungsflächen vollständig getrennt
sind. Dieser Fall setzt voraus, dafs der Reibung erzeugende Druck
in jedem einzelnen Berührungspunkte hinreichend klein sei, um die
Schmiere nicht herauszudrängen.

In dem unter a) gedachten Falle ist das Material, aus welchem
jedes der beiden Systeme besteht, von wesentlichem Einflufs auf
den Werth des Reibungs-Koeffizienten, und es folgen die Resultate
der Morin’schen Versuche weiter unten.

In dem unter b) erwähnten Falle ist nach den Versuchen von
Morin dagegen der Reibungs-Koeffizient viel mehr abhängig
von der Natur der Schmiere, als von der Beschaffenheit des
Materials. Morin erwähnt: dafs wenn eine zusammenhängende
Lage von Schweinefett oder Baumöl zwischen die Be-
rührungsflächen gebracht wird, der Reibungs-Koeffizient
einen ziemlich konstanten Werth zwischen 0,07 und 0,08behält, gleichviel, ob die reibenden Materialien Holz und Metall,
Holz und Holz, oder Metall und Metall sind.
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Denselben Reibungs-Koeffizienten fand Morin auch für Talg-

schmiere, mit Ausnahme des Falles, wo Eisen auf Eisen gleitet,

wofür Morin den Reibungs-Koeffizienten im Mittel — 0,10 gefunden

hat. Aufserdem empfiehlt Morin Talg, Seife und Graphit als

die Schmieren, welche für Hölzer den geringsten Reibungs-Koeffi-

zienten geben, wogegen Oel und Feuchtigkeit für Hölzer einen

gröfsern Reibungs-Koeffizienten ergeben. Für Metalle ge-

ben Oel und Schweinefett den günstigsten Reibungs- Koefü-

zienten.

Unter den Resultaten, welche man hinsichtlich der Reibung

von Flächen erhalten hat, zwischen denen durch die Zwischen-

lage einer fettigen Schicht eine vollkommene Trennung der

Berührungspunkte bewirkt ist, herrscht nach dem Obigen eine

grolse Uebereinstimmung; nicht so ist dies der Fall, wenn man

verschiedene Grade der Fettigkeit, die zwischen den oben

durch die Fälle a) und b) bezeichneten Grenzzuständenliegen, in

Betracht zieht. Die Resultate der Untersuchungen weichen hier viel-

fach von einander ab, und Moseley *) meint, dafs dies weniger in

dem verschiedenen Grade der Fettigkeit, als in dem verschiedenen

Verhältnifs der Gröfse der reibenden Flächen zu dem

Reibung erzeugenden Drucke, welcher bei den Versuchen ob-

gewaltet hat, begründet sei, eine Ansicht, der wir vollkommen bei-

stimmen. Denn es leuchtet ein, bemerkt Moseley, dafs einer jeden

besonderen Art von Fett ein besonderer Druck auf die Flä-

cheneinheit entsprechen mufs, bei welchem eine vollkommene

Trennung der beiden Flächen durch die Zwischenlage einer zusam-

menhängenden Schicht dieses Fettes bewirkt wird, so dafs, wenn

der Druck auf die Flächeneinheit jenen Werth überschreitet, die

vollkommene Trennung nicht mehr erreicht werden kann, in wel-

cher Fülle man auch die fettige Substanz verwenden mag. Der

Druck auf die Flächeneinheit bei welchem noch eine Tren-

nung der beiden Flächen durch die zwischenliegende Schicht des

Fettes möglich ist, und der, wenn man ihn allmählich vergröfsert,

ein allmähliches Herausdrängen der Schmiere zur Folge hat, ist of-

fenbar von der Natur der Schmiere abhängig; es fehlen über

die Bestimmung dieses Druckes noch die nöthigen Versuche, ebenso

wie über die Werthe der Reibungs-Koeffizienten für verschiedene

Abstufungen, in denen die Schmiere, durch Steigerung jenes Druk-

*) Die mechanischen Prinzipien der Ingenieurkunst nnd Architektur von

Heinrich Moseley. Aus dem Englischen übersetzt und mit Erläuterungen ver-

sehen von H. Scheffler. I, 8. 182.
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kes allmählich herausgedrängt wird. Aber selbst wenn der Reibung
erzeugende Druck noch kein Herausdrängen der Schmiere und da-
durch eine Verminderung der Feitigkeit bedingt, ist es denkbar, dafs
bei einer sehr grofsen Ausdehnung der Berührungsflächen
der Zusammenhang der einzelnen Elemente der schmieren-
den Substanz unter einander der Verschiebung auf eine merkliche
Weise entgegenwirkt, und daher die Reibung vermehrt, so dafs der
Reibungs - Koeffizient bei demselben Reibung erzeugenden
Drucke in diesem Falle mit der Berührungsfläche wachsen muls.

In den beiden eben genannten Fällen, nämlich, wenn der Druck
auf die Flächeneinheit entweder so grols wird, dafs er anfängt die
Schmiere herauszudrücken, oder wenn der Druck auf die Flächen-
einheit so gering ist, dafs die Konsistenz der Schmiere einen
merklichen Werth im Vergleich zu dem Reibung erzeugenden Drucke
hat, erleidet hiernach das Gesetz No.3 eine Modifikation. Es ist
zu bemerken, dafs Morin seine Versuche nur mit verhältnifsmäfsig
geringer Belastung für die Flächeneinheit (etwa 14 bis 20 Pfund auf
den Quadratzoll) angestellt hat; Versuche von G. Rennie zeigen,
dafs bei grofsen Belastungen auf die Flächeneinheit der Reibungs-
Koeffizient der Ruhe wächst, und zwar so, dafs er bis zu einer
gewissen Grenze des Druckes konstant bleibt, dann aber sehr schnell
mit dem Druck pro Flächeneinheit zunimmt. Die Resultate der
Versuche von Rennie sind weiter unten zusammengestellt; sie zei-
gen, dafs wenn der Normaldruck einen Werth erreicht, der sich
demjenigen nähert, bei welchem die Flächen angegriffen werden,
der Reibungs-Koeffizient bis über das Dreifache desjenigen wach-
sen kann, der bei geringem Drucke konstantist,

Bestimmung ‘des Reibung erzeugenden Druckes; und Vertheilung
desselben.

$ 96. Nach $ 95. No, 2 ist die Größe der Reibungswiderstände,
die dem Gleiten des beweglichen Systems entgegenwirken, propor-
tional den Reibung erzeugenden Drucken, und nach $ 94.
No. 3 sind die Reibung erzeugenden Drucke diejenigen Kom-
ponenten der auf das bewegliche System angebrachten Drucke,
welche durch den Widerstand des fixen Systems aufgehoben
werden.

Nach dem zweiten Grundsatze in $ 94. mufs die Resultirende
aus den Komponenten sämmtlicher Kräfte für jede Richtung,
nach welcher kein Verschieben statt finden kann, durch den
Widerstand des fixen Systems aufgehoben werden; es ist folglich
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diese Resultirende „der Reibung erzeugende Druck“ und der

aus demselben entspringende Reibungswiderstand wirkt in einer Ebene

die normal zur Richtung derselben (nach dem Gesetz No. 4 in $ 94)

ist. Es läfst sich hiernach immer leicht die Grölse des ganzen

Reibung erzeugenden Druckes bestimmen, allein es kommt bei der

Bestimmung der statischen Momente der Reibungswiderstände häufig

auch darauf an, festzustellen wie grols der Reibung erzeugende

Druck in jedem Elemente der Berührungsfläche sei, da

nach $ 94. No. 2 jeder Berührungspunkt als Angriffspunkt eines

Reibungswiderstandes betrachtet werden kann. Hiernach wird es

sich darum handeln, zu ermitteln, wie grofs der Druckantheil

von dem gesammten Reibung erzeugenden Drucke sei,

der auf jeden einzelnen Berührungspunkt gerechnet wer-

den muls.

Diese Druckantheile werden in den meisten praktischen

Fällen kaum mit der nöthigen Richtigkeit und Schärfe zu bestim-

men sein, sie werden bedingt durch die Rlastizitätsverhältnisse der

edrückten Oberflächen, durch die Genauigkeit mit welcher die Ge-

stalt dieser Oberflächen den absoluten geometrischen Formen nahe

kommt, und durch die Lage der Angriffspunkte der auf das System

angebrachten bewegenden Kräfte. Sehen wir, wie bei den vorlie-

genden Betrachtungen überall, von den Elastizitätsverhältnissen ab,

nehmen wir gar keine Formveränderung als zulässig an, und be-

trachten wir also die beiden Systeme als absolut feste, so lälst

sich für die Vertheilung des gesammten Reibung erzeugenden Druk-

kes auf die einzelnen Berührungspunkte kein Gesetz herleiten,

und es bleibt nur übrig in bestimmten Fällen darüber Hypothe-

sen aufzustellen. In den meisten Fällen ist die Hypothese zu-

lässig:

dafs die Druckantheile, welche von dem gesamm-

ten Reibung erzeugenden Druck auf die einzel-

nen Berührungselemente treffen, sich verhalten

wie die Projektionen der Berührungselemente auf

eine Ebene, die normal ist zu dem Reibung er-

zeugenden Druck.

Es bezeichne:

%, Rn A, die Winkel, welche die einzelnen Elemente der Be-

rührungsfläche mit der Richtung des Reibung erzeugenden Druckes

machen;

dF, dF, dF, seien die Gröfsen der Flächenelemente;
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dA=dF.sin), dA=dF.sin Ay... seien die Gröfsen der Pro-jektionen der Flächenelemente;
A=3(dA) = Z(dF.sin 2) sei der Flächeninhalt der Projek-

tion der sämmtlichen Elemente der Berührungsfläche auf eine Ebenedie normal ist zur Richtung des Reibung erzeugenden Druckes;
Q sei der gesammte Reibung erzeugende Druck, und
aQ, dQ,dQ,.... die Druckantheile der Flächenelemente.Nun hat man nach dem obigen Gesetz:

ZUÜ)=P=ÄQHIÄQ HA, +...
und nach der obigen Hypothese:

d9:dQ,:dQ,:... = d4A:dA,:dA,:...
folglich:

A9:(dQ +dQ, + dQ,+..)=dA: (dA+d4,+dA, +...)
das ist:

164) 10-309. 4A= 2 .a1= 8 .ar.inı.
Den Werth & oder den Druck auf die Flächeneinheit

der Projektion nennt man den spezifischen Druck der Pro-jektion, und die Gleichung 164) sagt daher:
der Druckantheil, den ein Element der Berüh-
rungsfläche von dem gesammten Reibung erzeu-
genden Druck zu erleiden hat, und welcher in
diesem Flächenelement einen Reibungswider-
stand erzeugt, der normal zur Richtung diesesDruckes ist, drückt sich aus durch den spezifi-
schen Druck der Projektion der gesammten Be-
rührungsfläche auf eine Ebene, die normal ist zu
der Richtung des Reibung erzeugenden Druckes,
multiplizirt mit der Projektion dieses Elementes
auf dieselbe Ebene.

Es haben also ganz allgemein gleich grofse Projektionen derBerührungsfläche gleiche Druckantheile auszuhalten, und folglichgleich grofse Reibungswiderstände zu erleiden.
In ein und demselben Berührungselement erleiden dieeinzelnen Punkte gleich grofse Druckelemente, und es sind daherdie in den einzelnen Punkten eines Berührungselements wirksa-men Reibungswiderstände als gleich grofse und parallele Kräfteanzusehen, so dals man stets den Angriffspunkt der Rei-bungswiderstände in den Schwerpunkt des Berührnngs-elementes verlegen kann.
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Wenn sämmtliche Berührungselemente in ein und derselben

Ebene liegen, oder wenn sie auch in verschiedenen Ebenen liegen,

die aber sämmtlich denselben Neigungswinkel % mit der Richtung

des Reibung erzeugenden Druckes bilden, so ist sinA in Gleichung

164) konstant, und man hat A=F.sinA, folglich geht die Glei-

chung 164) über in

164) (0 =-%..ar,

für diesen Fall ist also der Druckantheil jedes Elementes

gleich dem Druck auf die Einheit der ganzen Berüh-

rungsfläche, multiplizirt mit der Gröfse des Flächenele-

mentes.

WViderstände gegen fortschreitendes Gleiten; Reibungswinkel.

$ 97. Da die Widerstände der Reibung immer nur ‚dem

Gleiten entgegenwirken, so kommen sie überhaupt nur zur Geltung,

wenn ein Gleiten, sei es ein fortschreitendes oder drehendes

Gleiten möglich ist. Wir haben in $93 gesehen, dafs die be-

rührenden Oberflächen nur unter gewissen Voraussetzungen die

Möglichkeit des Gleitens zulassen. Die folgenden Betrachtungen

setzen nun überall die Möglichkeit des Gleitens voraus, und

unter diesen Voraussetzungen wollen wir sowohl die Resultirende

der Widerstände des fortschreitenden Gleitens, als auch

das statische Moment der Widerstände des drehenden Glei-

tens bestimmen.

Die Richtung des fortschreitenden Gleitens sei gegeben, und

die Gröfse und Richtung der Resultirenden aus allen auf das beweg-

liche System angebrachten Kräften sei bestimmt; der Werth dersel-

ben sei Q, und der Winkel, welchen ihre Richtung mit einer Ebene

bildet, die normal zu der Richtung des Gleitens ist, sei Q.

Wenn wir nun Q nach zwei Richtungen zerlegen, von denen eine

nach der gegebenen Richtung des Gleitens, und die andere normal

dazu, fällt, so ergeben sich die Komponenten: Q.sing und Q.cosg.

Nun mufls die Komponente Q.cosgp die in der Richtung normal

zur Richtung des Gleitens liegt durch den Widerstand des fixen

Systems aufgehoben werden ($ 94.) und folglich bildet diese Kom-

ponente den Reibung erzeugenden Druck. Ist nun # der Reibungs-

Koeffizient, so ist die Grölse des Reibungswiderstandes,

welchen wir jetzt und künftig immer mit © bezeichnen:

165) @=u.0Q.cosy,

und da der Reibungswiderstand immer der auf Verschieben wirkenden
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Komponente entgegenwirkt, so bleibt für den auf fortschreitendesVerschieben wirkenden Druck noch übrig:

1652) P=Q.sing— 9=R.(sing—n.cosp)=Q.cosp.(tangp—ı).
Hierin liegt folgendes Gesetz:

Wenn ein bewegliches System auf einem fixen
System nach irgend einer Richtung fortschrei-
tend gleiten kann, so ist der auf Gleiten wirkende
Druck gleich derjenigen Komponenten der Resul-
tirenden aller auf das bewegliche System ange-
brachten Kräfte, welche in einer zur Richtung
des Gleitens normalen Ebene liegt, multiplizirt
mit der Differerenz zwischen der Tangente des
Neigungswinkels der Resultirenden gegen diese
normale Ebene und dem Reibungs-Koeffizienten.

Dieser Druck ist also vollkommen unabhängig:
1) von der Gröfse der Berührungsfläche;
2) von der Form der Berührungsfläche.

Bei Gradführungen in Koulissen ist es z. B, unter sonst gleichenVerhältnissen in Bezug auf die Reibungswiderstände gleichgiltig, ob
diese Koulissen prismatisch, eylindrisch oder flach gestaltet sind.

Ist der Reibungswiderstand © gröler; als der auf Gleiten wir-kende Druck, so findet kein Gleiten statt ($ 94. No. 1). Wir sagen
dann, das bewegliche System befinde sich innerhalb des
Gleichgewichts gegen Gleiten.

Wenn der Reibungswiderstand kleiner ist, als der auf Ver-
schieben wirkende Druck, so findet Gleiten statt, und zwar ist
das Aenderungsmaals der Geschwindigkeit, mit der das bewegliche
System in diesem Augenblick gleitet ($ 86. Gleichung 154b),
S. 160):

Druck $165b) re = 2. (ing —n.00s 9),

wenn ]] die Masse des beweglichen Systems bezeichnet.
Wir sagen in diesem Fall, das bewegliche System befindesich aufserhalb des Gleichgewichts gegen Gleiten.,
In dem Falle endlich, wo der Reibungswiderstand gleich dem

auf Verschieben wirkenden Druck ist, findet zwar auch noch Gleich-
gewicht gegen Gleiten statt, allein jede Verminderung des Reibungs-widerstandes bringt das System aufserh alb, und jede Vermehrungdesselben innerhalb des Gleichgewichts gegen Gleiten. Wir nen-
nen dieses Verhältnifs den Grenzzustand des Gleichgewichts  
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gegen Gleiten, oder wir sagen, das bewegliche System befinde

sich an der Grenze des Gleitens.

Das bewegliche System befindet sich hiernach innerhalb,

aufserhalb oder an der Grenze des fortschreitenden Glei-

tens, wenn

O>0.sinyg O<Q.sing O=Q.singy,

oder nach Gleichung 165), wenn

p.cosp.>sin p; p.c08sp.<(sing; p.cosp=singY

ist. Dividiren wir mit cos p, so gehen diese Bedingungen über in

166) #.>tangy; w.<tangp; „lang y.

Hieraus folgt, dafs die Zustände des Gleitens, und die

Grenze des Gleitens abhängig sind von dem Verhältnifs des

Reibungs-Koeffizienten zu der Tangente des Neigungs-

winkels der Resultirenden gegen eine Ebene, die nor-

mal ist zur Richtung des Gleitens.

Bei demselben Reibungs - Koeffizienten werden diese Zustände

also nicht von der Gröfse der Resultirenden, sondern nur von

ihrer Richtung abhängig sein; die Grenze des Gleitens wird

bei einem bestimmten Werth des Neigungswinkels erreicht sein, und

diesen besonderen Werth des Neigungungswinkels, wel-

cher der Grenze des Gleitens entspricht, nennen wir den

Reibungswinkel, Gleitwinkel, Ruhewinkel. Wir bezeich-

nen diesen besondern Werth von p künftig immer mit 9 und wir

haben nach Gleichung 166) die Beziehung:

166a) tangd = m,

d.h. die Tangente des Gleitwinkels ist gleich dem Rei-

bungs-Koeffizienten.

Widerstände gegen drehendes Gleiten, Reibungsmoment; Hebelsarm

der Reibung.

$ 98. Um nun das statische Moment der Reibungswider-

stände zu bestimmen, nehmen wir an, dafs das bewegliche System

sich um eine gegebene Axe drehen könne; diese Axe ist ent-

weder eine fixe Axe, oder sie kann doch für einen Augenblick

als fixe Axe betrachtet werden.

Die Resultirende der fortschreitenden Bewegung aus

allen auf das bewegliche System angebrachten Kräften ist dann durch

en Widerstand des fixen Systems aufgehoben, und folglichist diese

Resultirende der Reibung erzeugende Druck.

In der umstehenden Figur sei die Drehaxe O normal zur Ebene .

des Papiers. Damit überhaupt Drehung erfolgen könne müssen (nach
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$ 93) die Richtungen der von den Berührungspunkten des be-weglichen Systems beschriebenen Wegelemente die Elemente derBerührungsfläche berühren, d. h. sie müssen in die Berüh-rungsfläche jedes einzelnen Berührungselementes fallen, zu-gleich müssen diese Wegelemente in Ebenen liegen, die normal zurDrehaxe sind, sie werden also mit der Durchschnittslinie zusammen-fallen, welche die Drehungsebene (Ebene des Papiers) mit den Be-
rührungsebenen der einzelnen Elemente bildet.

) pq sei ein Wegelement in dieser Durchschnitts-I linie für irgend einen Berührungspunkt. Diex Richtung der Resultirenden Q bilde mit denN einzelnen Berührungselementen den Winkel A.ER Es ist dann der Druckantheil jedes Elementes
nach Gleichung 164):

zu: :d0O—= 4, @F. sin‘

und die daraus hervorgehende Reibung:

n.dQ="-R.ar.sin..

Dieser Widerstand liegt in einer Ebene, die normal zurRichtung von @ ist. Die Richtung desselben in dieser Ebene istimmer nach dem Grunsatz 4) in $ 94. zu bestimmen.
Nun sind aber zwei Fälle möglich, nämlich:

I. dieEbene, in welcher der Reibungswiderstandliegt, fällt mit der Drehungsebene zusammen,oder:
II. die Ebene, in welcher der Reibungswiderstandliegt, schneidet die Drehungsebene.

I. Betrachten wir zunächst den ersten Fall. Derselbe tritt ein,wenn die Richtung des resultirenden Druckes mit der Drehaxeparallel ist. In diesem Falle mufs die Richtung des Reibungswi-derstandes in jedem Berührungselement offenbar der Richtung inwelcher die Drehung erfolgt entgegengesetzt sein, d.h. sie fällt mitder Richtung pg zusammen, und folglich ist das Moment des Rei-bungswiderstandes, wenn wir den Schwerpunktsabstand desElementes von der Drehaxe mit r bezeichnen:

R.dQ.r—n.® .0A.r,
und daher die Summe der Momente sämmtlicher Reibungswider-stände, oder das statische Moment der Gesammtreibung, welches wirkünftig mit (©) bezeichnen wollen:
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167) 0)==|u.t.a.r]|=n.ee
Hieraus folgt:

Wenn ein festes System auf einem andern um

eine gegebene Axe drehend gleitet, und wenn da-

bei die Richtung der Resultirendenaller auf das

bewegliche System angebrachten Kräfte mit der

Drehaxe zusammenfällt, so ist das statische Mo-

ment der Reibungswiderstände gleich dem Pro-
dukt, welches man erhält, wenn man den resulti-

renden Druck mit dem Reibungs - Koeffizienten

und mit einem Quotienten multiplizirt, dessen
Zähler gleich der Summe der Produkte aus der

Projektion jedes Berührungselementes (auf eine

zur Drehaxe normale Ebene) in den Abstand die-

ses Elementes von der Drehaxe, und dessen Nen-

ner die Summe der Projektionen sämmtlicher Be-

rührungselemente ist.

Man sieht, dafs in diesem Falle das statische Moment der

Reibungswiderstände nur abhängig ist von der Gröfse und Lage der

Projektionen der einzelnen Elemente, und nicht abhängig ist von

der Form der Berührungsfläche; es werden also kegelförmige,

kugelförmige, ebene ete. Zapfen unter der Voraussetzung, dafs

die Richtung des Druckes mit der Drehaxe zusammenfällt, gleiche

Reibungsmomente haben, wenn ihre Projektionen kongruent sind,

und wenn die resultirenden Drucke sowohl, als die Reibungs-Koef-

fizienten gleich sind.

Der Ausdruck Bun

Projektion abhängig; er ist ein rein geometrischer, wir nennen ihn

den Hebelsarm der Reibung, und bezeichnen

er denselben mit 3. Der Hebelsarm der Rei-

En bung ist hiernach derjenige Werth, mit welchem

‚a «Q, d.i. der gesammte Reibungswiderstand

> multiplizirt werden mufs, um das statische

_i Moment der Reibung zu erhalten, und man

hat:

1673) (Od) =uQ.#.

Ist die Projektion der Berührungsfläche auf eine Ebene

normal zur Drehaxe ein ringförmiger Sektor, welcher einem Win-

kel o angehört, so ist:

ist nur von der Gestalt und Lage der
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dA=0.r.dr; (dA) = fo.r.d=1.0.7 +6,

dA,2=0.r2.dn: =(4A.r)=for .dr= 4.0.7 + C.

und wenn wir die Integrale zwischen den Grenzen R—Rund
r = R nehmen, so ist der Hebelsarm der Reibung:

Be 3

167b)er

Es ist also der Hebelsarm der Reibung eines ringförmigen
Sektors unabhängig von dem Werthe des Winkels, welchem er an-
gehört, und nur abhängig von dem Werthe des grölsten und klein-
sten Radius. Ist= 0, so hat man den Hebelsarm der Reibung
für eine Fläche, deren Projektion ein Kreis von Radius R oder je-
der beliebige Sektor dieses Kreises ist:

167.0). 3.R.
Ist die Berührungsoberfläche eine krumme Fläche, so ist die

Möglichkeit der Drehung nur vorhanden, wenn diese krumme
Fläche eine Rotationsfläche ist, deren Axe mit der Drehaxe zusam-
menfällt. Ist dagegen die Berührungsfläche eine Ebene, so muls
dieselbe normal zur Drehaxe sein, wenn die Möglichkeit der
Drehung vorhanden sein soll. Die Form der Berührungsfläche, d.h.
die Gestalt der ebenen Figur, welche die sämmtlichen Berührungs-
punkte enthält, ist dabei gleichgiltig, der Hebelsarm der Reibungist
immer durch die Gleichung:

 

1674) R zu,
sei es durch Integriren, oder durch ein Näherungsverfahren zu be-
rechnen.

II. Es bleibt noch der Fall zu erledigen, wo die Richtung des
resultirenden Druckes nicht mit der Drehaxe zusammenfällt. Die
Reibungswiderstände, welche auch hier im Schwerpunkt jedes Flä-
chenelementes normal zur Richtung des resultirenden Druckes sind,

liegen in Ebenen, welche die Drehungs-
ebenen schneiden. Die Durchschnittslinie
sei mn, so muls nach dem Grundgesetz 4

jad@ in $ 94 die Richtung mn auch die Richtung

 

  

 
‚des Reibungswiderstandes u. S.ar. sin A

sein, wie sich leicht übersehen läfst. Der
Hebelsarm einer Kraft, deren Richtung mn ist, wird durch Os
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dargestellt, und setzen wir Os = y, so ist das Moment der im Ele-

mente pq wirksamen Reibung:

168) u..aF.sina.y.
Nehmen wir drei Koordinatenaxen an. Die erste Axe sei die

Drehaxe, die zweite falle mit der Projektion von Q auf die Dre-

hungsebene zusammeu; die dritte Axe OZ ist dann parallel mit der

Durchschnittslinie mn, was sich durch eine einfache Betrachtungzei-

gen läfst.

Nun denken wir in jedem Berührungselement die Normale zu

der Berührungsebene, in welcher dieses Element liegt. Diese Nor-

male bildet mit der Richtung von Q den Komplementswinkel von

3, da A den Winkel bezeichnete, den die Richtung von Q mit der

Berührungsebene selbst bildet. Wenn nun diese Normale mit den

Richtungen der drei Axen die Winkel 9, x, y macht, und wenn die

Richtung von Q mit denselben Axen die Winkel A, B,I' bildet, so

ist nach einem bekannten geometrischen Gesetz der Winkel, den die

beiden Richtungen (Q und die Normale) mit einander bilden, näm-

lich (90° — A) durch die Gleichung zu bestimmen:

cos (90° — )= cos A. cos p-t+ cosB.cosy-+ cos I’. cosy = sin}

und da 7 — 90° ist, so hat man cos A= sin B, und daher:

sin? —=sinB.cosp + cosB.cosy.

Hiernach geht nun die Gleichung 168) über in:

(dF.sinB.cosp-+dF.cosB.cosz).y
vQ. jr

und da auch A= Z(dF.sinA) ist, so hat man zu setzen:

A= Z(dF.sinB.cosyp-+ dF.cosB.cosy)

— sinB.Z(dF.cos 9) + cosB.S(dF.cosy).

Man bemerke, dafs p und y die Winkel sind, welche die Normalen

in den Elementen der Berührungsflächen mit der Axe der X und der-

jenigen der Y bilden, dafs folglich 9 und x auch die Winkel sind, wel-

che je zwei Ebenen, die einzeln normal sind, auf einer der Axen und

auf einer der Normalen mit einander einschliefsen. Die Ebenen normal

auf der Normalenist das Element der Berührungsfläche; die Ebene nor-

mal auf der ersten Axeist die Drehungsebene, und die Ebene normal

auf der zweiten Axe ist die Ebene parallel mit mn (zweite Projek-

tionsebene). Hiernach ist dF.cosp die Projektion eines Berüh-

rungselementes auf die Drehungsebene, und dF.eosy die Projektion

eines Berührungselementes auf die zweite Koordinatenebene. Be-

zeichnen wir diese Elemente der Projektionen mit dA, und dA, so

ist das Moment des Reibungswiderstandes in einem Berührungselement:
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dA,.snB-+- dA,.cos B

ERBE Re mes ‚snB+ 2(@4,).cosBl‘?
und daher ist die Summe der Momente der Reibungswiderstände:

Be dA,.snB.y-+-dA,.cosB.y
1682) B)zul-=.ine

er sn B.Z(dA,.y) + cosB.Z(dA,.y)
en[ sinB.Z(dA)-+ cos B.2(dA,)

Für den Fall, dafs die Richtung des resultirenden Druckes pa-
rallel mit der Drehungsebeneist, hat man B= o, folglich ist dann
das Moment der Reibung:

Z(dA,.y)169b) (a) =uQ. >(@4)

Der Ausdruck in den Klammern ist auch hier der Hebelsarm
der Reibung.

Gewöhnlich sind die reibenden Oberflächen Rotationsflächen,
deren Erzeugungsaxe die Drehaxe ist. Denkt man durch die Rich-
tung des Druckes und die Axe eine Ebene, und eine zweite Ebene
normal zu. dieser ebenfalls durch die Axe, so wird durch beide Ebe-
nen die Rotationsfläche in Linien geschnitten, welche der Erzeu-

gungslinie der Rotationsfläche kongruent
ARNR B sind. Um nun die Werthe der Gleichung
7 Gl 169a) zu bestimmen, sei in nebenstehen-

 

I: .
der Figur:

22E I die Projektion der Rotationsfläche auf
IT

GH:
|
A:
2;
N die Drehungsebene = I(dA),

 F
Bi

II die Projektion der Rotationsfläche
w M auf eine Ebene, die durch die Drehaxe

_ 1 geht, und normal zur Projektion OY des
; resultirenden Drucks auf die Drehungs-

y’ ebene YZ it = I(dA,).
Die Projektion I ist immer eine Ring-

fläche oder ein voller Kreis, und der Aus-
druck Z(dA,.y) ist nichts anderes, als die Summe der statischen
Momente sämmtlicher Elemente dieses Ringstückes in Bezug auf die
Axe OZ. Ist Y der Abstand des Schwerpunkts des halben Ring-
stückes +32(dA) von der Axe OZ, so ist offenbar:

2(44,.9) =2.(Y.124%):
Nun ist der Schwerpunkt der Halbkreisfläche von dem Mittel-

   

 

punkt entfernt um =, daher ist das statische Moment

4R

nz
der Halbkreisfläche Y.413(dA) =— .1zR? — 2R’, und wenn  
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man mit R, und R, den: gröfsten und kleinsten Durchmesser der Ro-

tationsfläche bezeichnet, so ist:

(44, e y) = 3(R? ET, R,?).

Die Komponente, welche normal zur Drehaxe ist Q.cosB

erzeugt offenbar nur in dem Theil der Berührungsfläche Rei-

bung, gegen den sie gerichtet ist, d. i. der Theil, welcher dem

Bogen ZYM entspricht. Die Projektion dieses Theils auf die
Ebene II ist die Figur ABCD. Betrachtet man den Ausdruck
Z(dA,.y) so ist derselbe die Summe der Produkte aller Elemente
der Fläche ABCD in ihre Abstände von der Rotationsfläche,

und diese Summe ist nichts anderes, als der kubische Inhalt

des Theiles des Rotationskörpers, welcher zwischen

der Ebene AB CD und der vordern Berührungsfläche
ZYM liegt; d. i. der halbe Inhalt des Rotationskörpers, den die
ganze Berührungsfläche umschliefst. Dieser Rotationskörper läfst

sich aber auch nach der ersten Guldin’schen Regel ausdrücken

(S.155). Bezeichnet nämlich $ den Flächeninhalt des Stückes

ACGF, und Z den Abstand des Schwerpunktes dieses Stückes von

der Drehaxe, so ist auch der Inhalt des halben Rotationskörpers:

S(dA,.J)=S-.r.Z,

und hiernach geht die Gleichung 168a) über in:

z sinB.4{R?—R?)-+cosB.S.n.Z

168.) Ya)=rQ. sinB.n.(R®—R?)+2coB.S ’

worin bezeichnet:

 

®a das statische Moment der Reibung einer Rotationsfläche;

u den Reibungs-Koefüizienten;

Q den resultirenden Druck der auf das bewegliche System

wirkenden Kräfte;

B den Neigungswinkel der Richtung dieses Druckes gegen

die Drehungsebene;

R, den grölsten, R,, den kleinsten Halbmesser der Berührungs-

fläche;

S den Flächeninhalt der ebenen Figur, durch deren Rotation

die Reibungsfläche entstanden ist;

Z den Abstand des Schwerpunktes dieser Figur von der

Drehaxe; folglich

SZ das statische Moment der erzeugenden Figur in Bezug

auf die Drehaxe.

Der Hebelsarm der Reibung drückt sich aus nach Glei-

chung 168c) durch:
1. 14
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sn B.3(R?— RB?) cosB.S.n.Z

N7 sinB.z.(R?—R) + 2cosB.S
_—_ 4tanB.(R?— BR?) +3n.85Z

3#.tangB.(R?— BR?) +68

Es möge hier die Bestimmung des Hebels-

arms der Reibung für verschiedene Zapfenfor-
men folgen:

a) Cylindrische Zapfen von der Länge /.
Es ist S=1.R; Z=HR, folglich der He-

belsarm der Reibung:

StangB.(R?— R?) + 3#.1.R?

169.B.rerRM) HF II.R'
Setzen wir ,—=m.R, und !=n.R, so ist:

StungB. 1— m’) + 3r.n

192) R= Ri Daß:rtEr+ 12n?

und wenn der Druck normal zur Axe ist:

169 b) R=G.

.cosB.

 

cos B.

Dies setzt voraus, dafs der eylindrische Zapfen wenigstens zur
Hälfte umschlossen ist. Wenn dagegen der Zapfen nur auf eine

Bogenlänge gleich 2& umschlossenist, und zwar

so, dafs dieselbe gegen die Richtung des resul-

tirenden Druckes symmetrisch vertheilt ist, so

hat man den Inhalt des Körpers abcd oder
den Werth:

Z(dA,.y) =1.R?.(@ + sin @.cos e),
und 2(d4A,) =21.R,.sin «,

 

 

folglich:

a at sina.cosa \__ «+ %.sin?a

1690) = ıR.(Jan.tete
 =! & + cos).
sın &

Man sieht leicht, dafs wenn der Zapfen nur auf die Bogenlänge
@ umschlossen wäre, diese aber auf einer Seite der Richtung des
resultirenden Druckes von der Mittellinie an gerechnet läge, mit an-
dern Worten, dafs wenn man die halbe Umschliefsung fort-
liefse, der Werth Z(dA,.y) sowohl, als S(dA,) jeder halb so
grofs werden würde, dafs also N ungeändert bliebe. Diese Be-
merkung trifft immer zu, wenn der Druck normal zur Axeist,
gleichviel welehe Form der Zapfen hat.

7 . . . & .Wenn « sehr klein wird, so ist —— nahezu gleich 1, und
sın &  
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auch cos « nahezu gleich 1, und wenn «

gleich Null wird, so werden diese Wer-

the genau erreicht. Man hat daher für

einen eylindrischen Zapfen, der nur in
einer Seite aufliegt, oder, der doch nur
eine sehr kleine Berührungsfläche hat,
falls der Druck normal zur Axe ist:

 

 

Kr

b) Konischer Zapfen von der Länge 7.

Es it S—= AEBı nb

S:Z=4l. Br Hal. (B—B,):(R,+3R,) HR, (RB, + 2R,),
folglich der Hebelsarm der Reibung:

170) R= 8.tangB.(R}ug.R,.(R,+2R,)

67 .tangB.(R?— BR) +61.(R, + R,)

Setzen wir wieder R,=m.R, und I=n.R, so geht der Aus-

druck über in:
Er 8.tangB.(1— m?) + an.i1+?2m)

1708) WIR, C9st 7en(1=+n.(itm) ’

und wenn der Druck normal zur Drehaxeist:

1 + 2m

1m

Dieser Ausdruck wird um so kleiner,

je kleiner m ist, und daher am kleinsten,

wenn m —=0 ist, d.h. wenn der Zapfen

ein voller Kegel ist, der vom Halb-

messer R, bis zur Spitze aufliegt.

Man hat dann:

R=TR.

.cosB.

 woRN=AR.

 

Es folgt auch aus diesen Gleichungen, dafs, wenn der Druck

normal zur Axe gerichtet ist, es bei einem kegelförmi-

gen Zapfen gar nicht auf den Neigungswinkel des Ke-

gels ankommt, sondern nur auf den gröfsten und klein-

sten Radius der Berührungsfläche, und dafs ein konischer

Zapfen in diesem Fall immer ein geringeres Reibungsmoment ha-

ben müsse, als ein cylindrischer Zapfen, dessen Durchmesser gleich

dem gröfsten Durchmesser des Kegels ist. Endlich ersieht man, dafs

wenn der Zapfen von einem gewissen Durchmesser R, ab nach der

Spitze hin um ein gewisses Stück aufliegt, das Moment der Reibung

um so geringer ist, je länger dieser aufliegende Theil ist.

14 *
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ec) Kugelförmiger Zapfen mit
einem Kugelhalbmesser = R und
von dem Centriwinkel 2«, bis zu
dem Centriwinkel 2«, eingesenkt.

Es ist der Flächeninhalt des
Stückes abed = abe — dee, da-
herist:

 

 

S=ıR:. fe, — @,— Sin @,. C08 @, + sin @, . cos @,\
—=ıRr. fa, n 4, — +: (sin 2a, — sin 2a,)| 5

ferner ist das statische Moment des Stückes abed durch eine ein-
fache Rechnung zu finden:

SZZUR:E. 1 — 008%.(1+zsine?)—1-+ cosa,.(1 + 3sina,)}

AR jeos %.(3— 608@,?) — cos a,. (3 — cosa,? } ;

Nun ist noch R=R.sina; R,—=R.sin @, und man hat nach
Gleichung 168d) den Hebelsarm der Reibung:

ID N

8.tangB .(sino,? —sina,?)+r. ja. (cos@,—cosu,)—(cosa,? —cosa,3) |
 

4+R.cosB.
7 ‚tung B.(sina,2—sinay2)+|(a, - 4)- 3-6in2a,-sin2a,)| e

Für den Fall, dafs die Begrenzung bis an die Drehaxe reicht,
ist @&, = 0, und man hat:

8.tangB.sna®? +n. f2 — cosa,.(3 — c0s0,2)|
 

171la) R=HR.cosB.
rw .tangB.sina,” + fe —;3. in2«,| x

und für den Fall, dafs man eine vollkommene Halbkugel als
reibende Fläche hat, ist «, = 47, und man hat:

LE,
TC

2 .tangB+1
Wenn hierbei der Druck normal zur Drehaxe ist, so geht der

Hebelsarm der Reibung für die Halbkugel über in:
1710 SER;

d. h. der Hebelsarm der Reibung für eine Halbkugel ist
derselbe, gleichviel ob der Druck parallel mit der Dreh-
axe, oder normal zur Drehaxe wirkt.

Wenn nun ganz Allgemein (©a) das statische Moment der Rei-
bung, und Pr das statische Moment der auf Drehung wirkenden

171b) R=2R.cosB.
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bewegenden Kräfte, beides für eine gegebene Axe, bezeichnet, so ist

immer (0a) dem Moment Pr entgegengesetzt, folglich hat man als

Moment der wirklich Drehung erzeugenden Kräfte:

172) (Pr —-Oa)=f,-J,

(nach Gleichung 154a, S. 167, wenn fi das Aenderungsmaals der

Winkelgeschwindigkeit, und J, das Trägheitsmoment des Systems in

Bezug auf dieselbe Axe bezeichnet) folglich ist:

172.) len,
4

Je nachdem nun wieder Pr>®a; Pr = ®a, oder Pr< 9a

ist, befindet sich das bewegliche System aufserhalb der Grenze

des drehenden Gleitens, an der Grenze, oder innerhalb der Grenze

desselben, und es lassen sich ähnliche Betrachtungen anstellen, wie

am Schlusse des $ 95.

Widerstände gegen Kippen; Stabilität; Rollen.

$ 99. Wir haben noch in $ 93. derjenigen Veränderung der

Lage des beweglichen Systems gegen ein fixes System gedacht, wel-

che wir „Kippen“ nannten. Bei dem Kippen berührt die Dre-

hungsaxe des beweglichen Systems beide Systeme, und nimmt einen

oder mehre Punkte der Berührungsfläche auf. Diese in der Axe

des Kippensliegenden Punkte bleiben bei der Bewegung des beweg-

lichen Systems in Ruhe, während alle andern Punkte Bogenelemente

beschreiben, die sich von dem fixen System abheben. Aus die-

ser letzten Bedingungfolgt, dafs, wenn wir die Begrenzungs-

linie der Berührungsfläche denken (die Berührungsfläche mag

nun eben oder krumm sein):

1) die Axe des Kippens immer diese Begrenzungs-

linie berühren muls;

und aus der ersten Bedingung folgt:

2) dafs die Axe des Kippens in derjenigen Berüh-

rungsebene beider Systeme liegen mufs, die dem

Punkte angehört, in welchem diese Axe die Be-

grenzungslinie berührt.

Die Bedingung 1) ist sofort ersichtlich, wenn man bemerkt,

dafs für jede Axe, welche die Begrenzungslinie der Berührungs-

fläche schneidet, unmittelbar benachbarte Berührungspunkte existi-

ren, die auf verschiedenen Seiten dieser Axe liegen. Bei der

Drehung des Systems um diese Axe würden nun zwar die Punkte

auf der einen Seite sich von der Berührungsebene, in welcher

die Axe liegt abheben können, die Punkte der andern Seite müls-
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ten dann aber in diese Ebene einschneiden, und das widerspricht
nach den Bedingungen des $ 93 der Möglichkeit des Kippens.

Will man nun untersuchen, ob ein bewegliches System im
Gleichgewicht gegen Kippen sei, so hat man nach dem Satz
No. 1. nur nöthig, diese Untersuchungen für solche Axen an-
zustellen, welche die Begrenzungslinie der Berührungs-
fläche berühren.

Welche von allen den Linien, welche die Begrenzungslinie der
Berührungsfläche unter den gemachten Bedingungen berühren, die-
jenige Axe sei, um die ein System, das nicht im Gleichgewicht
gegen Kippen ist wirklich kippt, ist von der Form der Berührungs-
fläche und von der Lage und Gröfse der auf das fixe System an-
gebrachten bewegenden Kräfte abhängig, und läfst sich in vielen
Fällen ohne Weiteres angeben, in andern Fällen dagegen bedarf es
einer besondern Untersuchung. Ist die Axe des Kippens entweder
durch direkte Bestimmungfestgestellt, oder zufolge einer Schätzung
angenommen, so hat man die Momente sämmtlicher auf das beweg-
liche System angebrachten Kräfte für diese Axe zu bestimmen, und
zwar so, dafs man die Momentensummebildet für diejenigen Kräfte,
welche auf Kippen wirken, und dann die Momentensumme derje-
nigen Kräfte, welche dem Kippen entgegenwirken. Die Mo-
mentensumme, welche auf Kippen wirkt, sei &(Ka), und die Mo-
mentensumme, welche dem Kippen entgegenwirkt, sei — Z(Pb),
dann ist das Moment, welches wirkliche Drehung erzeugt (OR):

173) (OR) = (Ka) — (Pb).
Ist nun Z(Ka)>(Pb), so erfolgt Kippen, und wir sagen, das

bewegliche System sei aulserhalb des Gleichgewichtes ge-
gen Kippen; ist dagegen Z(Ka)<<Z(Pb), so kann kein Kippen
erfolgen, denn nach der Voraussetzung mülste nun das bewegliche
System in entgegengesetziem Sinne des Kippens Bewegung erlan-gen, d.h. es mülsten die einzelnen Berührungspunkte anstatt sich
abzuheben, in das fixe System eindringen, was nicht möglich ist.
Wir bezeichnen diesen Zustand, als „innerhalb des Gleichge-
wichtes gegen Kippen“;ist endlich

(Ka) = Z(Pb),
so ist das bewegliche System an der Grenze des Gleichge-
wichts gegen Kippen, oder „an der Grenze des Kippens“
denn jeder unendlich kleine Zuwachs von (Ka) bringt das System
aufserhalb, und jeder unendlich kleine Zuwachs von &(Pb) in-
nerhalb der Grenze des Kippens.

Die Momentensumme Z(Pb) der Kräfte, welche dem Kippen  
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entgegenwirken in Bezug auf irgend eine Axe nennt man die

Stabilität des beweglichen Systems in Bezug auf Kippen um diese

Axe, und das Verhältnils
Z(Bb)s:

173a) ka)

nennen wir die Sicherheit gegen Kippen, oder das Maals

der Stabilität des beweglichen Systems.

 

Je nachdem das bewegliche System an der Grenze, innerhalb,

oder aufserhalb der Grenze des Kippensist, ist das Maafs der Sta-

bit S=1; S>1; S<I.

Wenn ein bewegliches System aufs erhalb des Gleichge-

wichts gegen Kippen ist, so ändert es seine Lage gegen das fixe

System indem es sich um eine Axe dreht, die beide Systeme be-

rührt. Diese Axe enthält einen oder mehrere Berührungspunkte,

welehe an der Drehung keinen Theil nehmen. Nun ist aber der

Fall denkbar, dafs diese Berührungspunkte, welche nicht kippen,

sich dennoch gleitend verschieben; dann wird die Axe des Kip-

pens zwarihre Lage gegen das fixe System ändern, aber sie wird

nicht ihre Lage gegen das bewegliche System ändern, und wir

werden die gleichzeitig erfolgenden Bewegungen nach dem Grund-

satz in $ 24. No. I einzeln als gleitende Bewegung und als kip-

pende Bewegung betrachten können. Wir nennen diese Bewegung

„gleitendes Kippen“.

Es ist nun ferner noch der Fall denkbar, dafs die Oberflächen

der beiden sich berührenden festen Systeme so beschaffen sind, dafs

sie sich auf einander abwickeln können, und dafs die kippende

Bewegung gerade in einer solchen Weise erfolgt, dafs durch die-

selbe eine Abwickelung bedingt wird. Treffen diese bei-

den Bedingungen zusammen, so werden in demselben Zeitelement,

in welchem das bewegliche System um eine bestimmte Axe kippt,

in beiden Systemen die dieser Axe benachbarten Punkte, welche

bis dahin noch nicht sich berührten, Berührungspunkte werden; da-

durch heben sich diejenigen Punkte, die bis dahin in der Drehaxe

lagen von einander ab, und es bildet sich eine neue Drehaxe, wel-

che die der frühern Drehaxe benachbarten Punkte sowohl des fixen,

als auch des beweglichen Systems enthält. Bei jeder neuen kippen-

den Bewegung des beweglichen Systems findet derselbe Vorgang

statt, und es erfolgt also ein fortwährendes Kippen immer

umneue, stetig auf einander folgende Drehaxen, wobei

sich die Oberfläche des beweglichen Systems auf derje-

nigen des fixen Systems abwickelt. Diese Bewegung nennen
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wir Rollen oder Wälzen. Die Möglichkeit des Rollens istalso dadurch bedingt, dafs sich die Oberfläche des beweglichen Sy-stems auf derjenigen des fixen Systems abwickeln könne, undhierzu gehört, dafs die Berührung fortwährend in einer geradenLinie, oder in einem Punkte statt finde.
Es ist übrigens denkbar, dafs während das bewegliche Systemrollt, während es also immer um eine neue Axe kippt, dieses Kip-pen ein gleitendes Kippen sein könne, d. h. dafs in demselbenAugenblick, wo das Kippen um eine bestimmte Axe erfolgt, dieseAxe selbst gleitend fortrückt, und im nächsten Augenblick zwar dieder eben vorhandenen Drehaxe benachbarten Punkte des beweg-lichen Systems, aber nicht die derselben benachbarten Punkte desfixen Systems, sondern entfernter liegende Punkte desselben zurBerührung gelangen, und die neue Drehaxe bilden. Diese Be-wegung nennen wir „gleitendes Rollen“, Sie läfst sich immerzurückführen auf ein Gleiten und auf ein Rollen.
Wie aber auch das Kippen beschaffen sein mag, so wird manin dem Augenblick, in welchem das bewegliche System kippt,allemal die Axe des Kippens als fixe Axe betrachten und aufdieselbe die Gesetze der Drehungeines festen Systems umeine fixe Axe anwenden können ($ 79).

Gesetze des einfachen und des gleitenden Kippens; Bestimmung der Axe
des Kippens,

$ 100. Nehmen wir an, die Berührungspunkte zweier festenSysteme liegen sämmtlich in ein und derselben Ebene; wir wol.len untersuchen, unter welchen Verhältnissen das bewegliche Systemkippen, unter welchen es gleitend kippen wird, und wie dieAxe des Kippens zufindensei.
Wir denken drei Koordinatenaxen, deren Anfangspunkt vor-läufig der Schwerpunkt des beweglichen Systems sei; und von de-nen die erste Axe normal zur Berührungsebene der beiden Systemesei, die beiden andern Axen also parallel mit dieser Berührungs-ebene liegen müssen.
Wir bilden aus den auf das bewegliche System angebrachtenKräften die drei Drucksummen:

Z(K.cosa); Z(K.cos PD; Z(K.cosy).
Die Drucksumme <(K.cos«) wird durch den Widerstand desfixen Systems aufgehoben, ist also der Reibung erzeugendeDruck, und die daraus hervorgehende Reibung ist u. Z(K. cos 0).Die beiden andern Drucksummen haben eine Resultirende:  
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Q=V SLELR. cos ]° + LEW. cos DR};

welche mit den beiden in der Berührungsebene liegenden Axen die

Winkel B und Z’ bildet, und man hat bekanntlich:

cos B = sin = em)

Tine,

Die Resultirende Q wirkt auf Verschieben, sie bewirkt ein Glei-

ten des beweglichen Systems nach der Richtung Q mit einem Druck,

der sich ausdrückt durch:
174) P=Q0—u.Z(K.cos eo).

Nun können wir auch die Momente der Kräftepaare für die

drei Axen bilden. Dieselben sind (Gleichung 141, S. 142):
(P'a) = &(K.cosß.2) + Z(K.cosy.y)

(P"a") = Z(K.cosa@.z) + Z(K.cosy.z)

(P" a”) = Z(K.cosa.y) + Z(K.cosß..z).

Das Kräftepaar (P'a’) wirkt auf Drehung in einer Ebene, wel-

che parallel ist mit der Berührungsebene und deren Axe, folglich

normal ist zur Berührungsebene Durch welchen Punkt der

Berührungsebene diese Axe geht, ist von der Natur des betrachteten
Falles abhängig. Da nun auch der Reibung erzeugende Druck

3(K.cos«) auf derselben Ebene normal ist, so ist das Moment

des Reibungswiderstandes nach Gleichung 167) zu bestimmen,

und es ist dasselbe
Z(dF.r)

(9a) =u.Z(K. 608 0). zgm)

UF D(R 608 0)

(wenn # den Hebelsarm der Reibung bezeichnet).
Hiernach erleidet das System eine Drehung um eine zu der

Berührungsebene normale Axe, und es ist das wirksame Mo-
ment der Drehung:

174) Pd—Oa— Z(K.cosß.2)+2(K.cosy.y)—u-I(K.cosa).R.

Die Kräftepaare (P”a”) und (P”'a”) lassen sich zu einem ein-

zigen Kräftepaar zusammensetzen. Nach Gleichung 140) und 140a)

ist das Moment (Pa) dieses Kräftepaars:

Ba Vera‘): E (P"a”)»}

und die Winkel, welche die Paarebene dieses Paars (die übrigens

normal ist zur Berührungsebene) mit den beiden Axen in dieser

Ebene bildet B, und 7), sind durch die Gleichungen (140a) zu be-

stimmen:
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J pP" ä a"

008 5) smFee
‘ ‘ Pa

h p'" S a"!

c0o3 1) — sin, — or.

Die Ebene des Kräftepaars Pa ist diejenige, in welcher ein Bestre-
ben auf Drehung des beweglichen Systems vorhanden ist; konstruiren
wir diese Paarebene, so steht dieselbe normalaufder Berührungsebene,
schneidet diese in einer geraden Linie, und diese Durchschnitts-
linie schneidet im Allgemeinen die Begrenzungslinie der Berüh-
rungsfigur; nun wissen wir aus dem vorigen Paragraphen, dafs die
Axe des Kippens in der Berührungsebene liegen, und die Begren-
zungsfigur berühren muls. Da nun aber die Axe des Kippens
auch normal zur Paarebene sein mufs, so muls sie auf der obigen
Durchschnittslinie normal, und zwar diejenige Normale sein,
welche die Begrenzungslinie der Berührungsfigur berührt, und da-
bei so liegt, dafs sie der Richtung in welcher das resultirende Kräfte-
paar Pa auf Drehung wirkt entspricht.

Hierdurch ist nun im Allgemeinen die Lage der Axe des
Kippens bestimmt.

In nebenstehender Skizze sei die schraffirte Figur die ebene
Berührungsfläche. O Y, OZ seien die zweite und dritte Axe durch
den Schwerpunkt des beweglichen Systems gehend, OE sei die

Richtung von Q, nach welcher das
System gleitet; OH sei die Durch-
schnitislinie der Ebene des auf Kip-
pen wirkenden Kräftepaars mit der
Berührungsebene, dann ist HN die
Axe des Kippens. Soll nun die
Axe des Kippens für jeden Augen-
blick als fixe Axe betrachtet wer-
den können, so müssen nach $ 79

die auf Verschieben der Axe wirkenden Drucke durch die Reaktion
in der fixen Axe im Gleichgewicht gehalten werden. Der auf Ver-
schieben der Axe wirkende Druck wird gefunden, wenn man
den rerultirenden Druck Q in zwei Komponenten zerlegt, von de-
nen die eine normal zu MN, ist, die andere mit HN zusammenfällt.
Da der Winkel HOE, welchen die Richtung OE mit der zur Axe
normalen OH bildet, offenbar gleich (B,— B) ist, so ist die Kom-
ponente, welche auf Verschieben der Axe nach der Richtung OH
wirkt:

 

Q.cos(B,—B)
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und die Komponente, welche auf Verschieben nach der Richtung

MN wirkt:
Q.sin (B, — B).

Die Drucke nun, welche dem Verschieben der Axe entgegen-

wirken, sind keine andern, als die Komponenten der Reibung, und

da der Reibungswiderstand der Riehtung von Q entgegengesetzt

zu denken ist, so sind die Komponenten des Reibungswiderstandes

für die Richtungen OH und MN

— u. Z3(K.cosa).cos(B,— B) und — u. 2(K. cos «) .sin (B,—B).

Je nachdem nun:

Q.c0os (B,—B)<u.Z(K.cos«). cos (B, — B)

d.h.: O.<u.I(K.cos«), oder

Q.cos(B,—B)>u.2(K.cos a). cos (B,— B)

d.h: OQ>u.Z(K.cos «)

ist, wird die Axe MN als fixe Axe oder als verschiebbare Axe

zu betrachten sein; im ersten Fälle wird das System einfach kip-

pen ohne zu gleiten; im andern Falle wird ein gleitendes

Kippen erfolgen.

Bestimmen wir nun das Moment sämmtlicher auf das beweg-

liche System angebrachten Kräfte für diese Axe MN, so ist

dasselbe das auf Kippen wirkende Kräftepaar, und wenn wir

dasselbe mit (Ka) bezeichnen, so ist das Aenderungsmaafs der

Winkelgesehwindigkeit des Kippens:

174b) £ = =#
4

worin J, das Trägheitsmoment des beweglichen Systems in Be-

zug auf die Axe des Kippens bedentet; das Aenderungsmaals

des fortschreitenden Gleitens ist aber nach Gleichung 165b)

(S. 202) und 174) (S. 217):

P __ Q-— u. (cos a)

 

ae let
. cos

ß)

|? .eosy)]t — u. Z(K. cos aopaER Ele Dr: &t )

Das bewegliche System kippt nun mit einer Winkelgeschwin-

digkeit deren Aenderungsmaalsf, ist, sobald das Moment Ka grölser

als Null ist, es ist dabei im Gleichgewicht gegen Gleiten, wenn

QO<u.Z(K.cos«) ist; wenn dagegen O>u. 3(K.cos«) ist, so

gleitet es zugleich mit einer Geschwindigkeit, deren Aenderungs-

maals f (Gleichung 174e) ist.

Diese Bestimmungen gelten, so lange das bewegliche System
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um eine Axe kippt, die stets durch dieselben Punkte des beweg-
lichen Systems geht. Anders ist es, wenn die Möglichkeit
des Rollens vorhanden ist.

Gesetze des Rollens; cylindrisches und konisches Rollen. Einfaches und
gleitendes Rollen.

$ 101. Wir wollen nunmehr die Gesetze des Rollens unter-
suchen.

Das Rollen ist, wie im Paragraphen 99. angedeutet wor-
den, eine besondere Art des Kippens, es setzt also immer eine
Axe voraus, um welche die Drehung des beweglichen Systems er-
folgt, und welche in der Berührungsebene beider Systeme liegt,
sowie ein auf Drehung um diese Axe wirkendes Kräftepaar, end-
lich ist das Rollen durch die Möglichkeit bedingt, dafs das beweg-
liche System auf dem fixen System sich abwiekeln könne. Bevor
wir hiernach die mechanischen Gesetze dieser Bewegung be-
trachten, wollen wir folgende Bemerkung hervorheben.

Es sei ab ein Kurvenelement, welches sich auf der Linie
cd abwickeln soll, ae=eb sei der Krümmungshalbmesser
des Kurvenelements; und nach der Abwickelung sei das Bogenele-

ment in die Lage a’b’ gekommen.
Offenbar ist die Länge ab’ = ab
gleich der Länge des Kurvenele-
ments, und es steht sowohl der
Krümmungshalbmesser ae, als auch
der Krümmungshalbmesser b’e' nor-
mal auf cd, da in beiden Lagen
und bei dem Uebergange von der
einen Lage in die andere das Bo-

' genelement a5 fortwährend die Linie cd berühren soll. Hieraus
folgt, dafs ee' der Weg, den der Krümmungsmittelpunkt bei der
Abwickelung beschrieben hat, nicht nur eine äquidistante Kurve
von cd ist, sondern auch gleich der Länge ab’ d. i. gleich der
Länge des Bogenelementes ab ist. Nun sieht man, dafs das Bogen-
element aus der Lage abe, die es vor der Abwickelung hatte,
in die Lage «’d’e', in die es durch die Abwickelung gelangt ist,
auch dadurch gebracht werden kann, dafs man sich vorstellt, der
Krümmungsmittelpunkt e und alle Punkte des Systems aeb
haben zuerst fortschreitend den Weg ee’ beschrieben, dessen
Längegleich der Länge des Bogenelementes ab, und dessen Rich-
tung äquidistaut der Grundkurve ist, und dann habe das System
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eine Drehung gemacht nach einer Richtung, die entgegengesetzt der

fortschreitenden Bewegung, und um einen Winkel der gleich
demjenigen ist, welchen das Bogenelement einschliefst. Hieraus

folgt:
Jede Abwälzung eines Kurvenelementes auf einer
Grundkurve kann zurückgeführt werden auf eine
fortschreitende Bewegung, welche der Krüm-
mungsmittelpunkt mit allen Punkten gemein-

schaftlich macht, und auf eine nach entgegenge-
setzter Richtung erfolgende Drehung um den
Krümmungsmittelpunkt, wobei der Berührungs-

punkt sich mit einer Peripheriegeschwindigkeit
drehend bewegt, die gleich der Geschwindigkeit

ist, mit welcher das ganze System sichfortsehrei-
tend bewegt.

Ist f das Aenderungsmaals der fortschreitenden Bewegung,

f, das Aenderungsmaafs der drehenden Bewegung um den

Krümmungsmittelpunkt, r der Krümmungshalbmesser, so

mufs zufolge der letzten Bedingung bei vollständiger Abwäl-

zung sein:
15) fe —r.fı

Ist fZ—fı.r, so findet ein gleitendes Rollenstatt, denn

wir können uns immer vorstellen, das bewegliche System bewege

sich gleitend ohne zu rollen mit einer Geschwindigkeit, deren

Aenderungsmaafs dem Ueberschuls von f über —f,.r entspricht,

und dann erfolge die Abwickelung mit dem Aenderungsmaals

fer:
Betrachten wir die drehende Bewegung, welche bei der Ab-

wälzung statt finden mufs, und beachten wir, dals wenn ein festes

System eine drehende Bewegung macht, dies nur um eine allen

Elementen gemeinschaftliche gradlinige Axe und mit einer gemein-

schaftlichen Winkelgeschwindigkeit erfolgen kann, so ergiebt sich

sofort aus dem obigen Satze, dafs eine Abwälzung eines festen

Systems nur möglichist, wenn die Mittelpunkte derKrüm-

mungskreise sämmtlicher berührenden Kurvenelemente

in ein und derselben geraden Linie liegen.
Diese gerade Linie ist entweder parallel mit der Berüh-

rungslinie, oder sie schneidet dieselbe, denn: aus dem Be-

griff der Berührung folgt, dafs die beiden festen Systeme eine ge-
meinschaftliche Berührungsebene haben; die Axe des Rollens liegt

in dieser Berührungsebene; die Normalen auf der Berührungsebene,
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welche in den einzelnen Punkten der Axe des Rollens errichtet
sind, sind auch normal zu dem rollenden System, gehen also durch
die Krümmungsmittelpunkte der berührenden Kurvenelemente die-
ses Systems, und da diese Normalen alle in ein und derselben Ebene
liegen (die zur Berührungsebene normalist, und durch die Axe
des Rollens geht), so liegen die Krümmungsmittelpunkte sämmt-
lich mit der Axe des Rollens in ein und derselben Ebene, da sie
nun auch alle in gerader Linie liegen müssen, so mufs diese gerade
Linie der Axe des Rollens entweder parallel sein, oder dieselbe
schneiden.

Ist die gerade Linie, welche die sämmtlichen Krümmungsmit-
telpunkte aufnimmt und welche wir als Krümmungsaxe bezeich-
nen wollen, parallel mit der Axe des Rollens, so ist der Krüm-
mungshalbmesser (r) für sämmtliche Berührungspunkte konstant
und wir nennen diesen Fall des Rollens eylindrisches Rollen;
wenn dagegen die Krümmungsaxe die Axe des Rollens schneidet,
so bezeichnen wir das Abwälzen des beweglichen Systems als ko-
nisches Rollen. Bei dem konischen Rollen ist der Krüm-
mungshalbmesserr nicht konstant, sondern veränderlich, aberesist,
unter r,r',r”... die Krümmungsradien verschiedener Berührungsele-
mente, und unter a, a‘, a”... die Abstände dieser Elemente von dem
Durchschnittspunkte zwischen der Axe des Rollens und der Krüm-
mungsaxe verstanden:

ee erandinals;
Da nun ferner das Aenderungsmaafs der Winkelgeschwindigkeit/,
mit welcher die Elemente um die Krümmungsaxe sich drehen für
alle Elemente denselben Werth haben muß, so folgt aus Gleichung
175), dafs das Aenderungsmaals der fortschreitenden Bewe-
gung f für die einzelnen Berührungselemente verschieden sein
mufs. Nun gehören aber diese sämmtlichen Berührungselemente ei-
nem System an, und es bedingt daher der Fall, dafs die einzelnen
Elemente mit verschiedener Geschwindigkeit fortschreiten, eine
Drehung nm eine gemeinschaftliche Axe (8 65). Diese gemeinschaft-
liche Axe ist normal zur Berührungsebene, da in der Berührungs-
ebene sämmtliche Wegelemente liegen. Ist f, das Aenderungsmaafs
der Winkelgeschwindigkeit für die Drehung um diese Axe, und R
der (veränderliche) Abstand der einzelnen Berührungselemente von
dieser Axe, so ist offenbar

T=h-R=—r.f,

175) =.
u

’  
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d. h. wenn ein System koniseh rollt, so verhalten sich

die Aenderungsmaalse der Winkelgeschwindigkeiten,

mit denen das System um die Krümmungsaxe und um

eine zur Berührungsebene normale Axe rotirt, umge-

kehrt wie der Krümmungshalbmesser irgend eines Punk-

tes zu dem Abstande dieses Punktes von der letztgenann-

ten Axe.

Da nun dies Verhältnifs für alle Elemente in irgend einem Au-

genblicke denselben Werth hat, so ist:
' n

MuSE, Meran Ren: —=o.a.a...

-und hieraus folgt, dafs die zur Berührungsebene normale Axe, um

welche das System rotirt, durch den Punkt gehen müsse, in

welchem die Krümmungsaxe die Axe des Rollens schneidet.

Für den geraden Kegelmit kreisförmiger Grundfläche

sei ab die Normale zur Berührungsebene in irgend einem Punkte;

der Schnitt des Kegels durch eine

Ebene, welche durch ab geht und

zur Axe des Rollens «ec normalist,

ist eine Ellipse, das berührende

Kurvenelement ein elliptisches,

und zwar dasjenige, welches dem

Endpunkt der langen Axe ab ent-

spricht. Für dieses Kurvenelement ist der Krümmungshalbmesser:
2

Pa

 

wenn p die halbe kurze, q die halbe lange Axe ist. Es ist aber

auch p? = mn, wenn m und n die Radien der die Ellipse begren-

zenden Kreise des Kegels sind. Man hat also:

ae.bf_R.sna dab
4ab:1781 Yab, del, Cosw

folglich ist die Axe ef die Krümmungsaxe des Kegels, und es

ist für den Kegel:

  —R.tauga=ag,

a) eett— AEU0 We
175b) ER Fa cotange = = es

worin «& den Winkel bezeichnet, unter welchem die Krümmungsaxe

die Axe des Rollens schneidet, m der Radius des Kegels in irgend

einem Berührungspunkt, k die Höhe des Kegels für die Kreisebene,

deren Radius m ist.

Denken wir nunmehr ein bewegliches System, für welches die

Möglichkeit des eylindrischen Rollens vorhanden ist, und



224 Grundlehren der Mechanik. B. Von den mechanischen Kräften.

untersuchen wir, wie die Drucksumme zu bestimmen ist, welche
auf Fortschreiten des Krümmungsmittelpunktes wirkt, und wie
das Moment des Kräftepaars zu finden ist, welches auf Dre-
hung des Systems um die Krümmungsaxe wirkt.

Im Allgemeinen werden die auf das bewegliche System ange-
brachten Kräfte sich nach $ 76. A. No. 1 (S. 119) zurückführen
lassen auf drei einzelne Kräfte, die einzeln parallel sind mit drei
angenommenen Axen (Gleichung 126). Die Richtung ae normal
zur Berührungsebene sei die erste, die Richtung cd (Figur auf S.
220), d.i. die in der Berührungsebene liegende zur Axe des Rol-
lens normale Richtung sei die zweite, und die Axe des Rollens
sei die dritte Koordinatenaxe; Q, Q, Q,, seien die mit den drei
Axen parallelen Kräfte, deren Angriffspunkte durch die Koordinaten-
Gleichungen 126) zu bestimmen sind.

Die Kraft Q,, parallel mit der Axe des Rollens wirkt auf Ver-
schieben des Systems nach der Richtung dieser Axe, hat aber in

Bezug auf Drehung um diese
Axe kein Moment, sie fällt daher,
indem wir die Gesetze des Rollens
untersuchen, ganz aus der Betrach-
tung.

Die Kraft Q, kann in zwei pa-
rallele Kräfte zerlegt werden, von

denen die eine durch die Krüm-
mungsaxe e, die andere durch die

Axe des Rollens @ geht, und welche sich bestimmen durch die
Gleichungen: -

0,9 — EL 3 _—— 0,9 — Q, : u 9

beide Kräfte wirken auf Fortschreiten des ganzen Systems.
Die Kraft Q, welche normal ist zur Berührungsebene, kann

keine fortschreitende Bewegung in der Richtung des Rollens
ab, erzeugen, dagegen kann sie auf Drehung in der Ebene des Rol-
lens wirken, sie giebt das auf Kippen wirkende Kräftepaar, und
das Moment desselben drückt sich aus durch Q,.Y,. Dieses Kräfte-
paar können wir immer verwandeln in ein anderes, dessen Kräfte
durch die Axen eund a gehen, und die sich daher bestimmen nach
Gleichung 139), S. 137 durch die Werthe:

Y, 7 T Y,Re und ——,
DT 7

 

 wobei übrigens auf das Vorzeichen von Y, wohl zu achten ist.  
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Endlich wirkt noch in der Axe a die Komponente der gleiten-

. den Reibung, welche wir mit © bezeichnen wollen, dieselbe ist

immer der Richtung der Kraft Q,, welche auf Fortschreiten des

Systems wirkt, entgegengesetzt.

Nun haben wir in der Axe e die Kräfte wirkend:

176) Qu.Eıu + u.ut“ Y, = O9

und in der Axe a die Kräfte:

176.) Q,- =.—et— 9= (a:

Denken wir nun in dem Angriffspunkte der Kraft Q.., zwei
Kräfte angetragen, die parallel mit der Richtung des Fortschreitens

und gleich -+ Qu, und — Q«., sind, so hat man die Kräfte des be-
weglichen Systems zurückgeführt auf eine Drucksumme O(y9-+ Oca

und auf ein Kräftepaar dessen Kräfte + Qc.) in der Axe a und —Qu

in der Axe e wirkend, den Hebelsarm ae = r haben.

Die Drucksumme wirkt auf fortschreitende Bewegung des

Systems und ergiebt sich:

0a + la = Q— 9
und das Moment wirkt auf Drehung des Systems in der Ebene

des Rollens und ist gleich:

Qt = delae> 4,00,

Bezeichnet nun J,= o,°.M das Trägheitsmoment des beweg-

lichen Systems in Bezug auf eine Axe, die parallel mit der Axe

des Rollens durch den Krümmungsmittelpunkt geht, so hat man

das Aenderungsmaals der Winkelgeschwindigkeit für Drehung um

diese Axe:

7 Aa). r — Ru: —X)—-9.%—r.0176b) , = 7, T,

und das Aenderungsmaafs der fortschreitenden Bewegung:

176.)=4

Da nun die Bedingung des cylindrischen Rollens nach dem

Obigen sich darstellte durch (Gleichung 175):

Re

so folgt die Komponente der gleitenden Reibung, welche

in der Axe a wirksam sein mufs, durch Entwickelung aus den

Gleichungen 176b) und 176e), indem wir erst mit r multipliziren

und die Werthe gleichsetzen:
II. =19..,
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oO — Qu-[I + Mr.(r—X,)] Min Q.: Y,
 

J,+ Mr?

r.M
176.d) = QuImUKr Q.: Y)

Mr?

Une
folglich durch Einsetzung dieses Werths in die Gleichungen 176b)
und 176c), nach gehöriger Reduktion:

 

erog Baerni J„,+Mr 7 9.Mr
177) QU.X,+Q.Y, r.T: aERre

worin J, das Trägheitsmoment des Systems in Bezug auf Dre-
hung um eine mit der Axe des Rollens parallele durch den Krüm-
mungsmittelpunkt gehende Axe, und M die Gesammtmasse des Sy-
stems bezeichnet.

Da der Werth © durch die gleitende Reibung bedingt ist, so
ist der grölste Werth, welchen © haben kann, oflenbar:

Oi. 0%
So lange nun der aus der Bedingung des Rollens berechnete

Werth der Komponente der gleitenden Reibung © kleiner aus-
fällt, als dieser Maximalwerth a Q,, wird ein vollständiges Rol-
len erfolgen, sobald aber © gröfser ausfällt als «Q,, kann die
Bedingung der Gleichung 175) nicht mehr erfüllt werden, undes
entsteht ein gleitendes Rollen.

Man hat für diesen Fall, indem man in Gleichung 176b) für ©
den Werth u#Q, setzt:

177a) = eu)arem

und aus Gleichung 176e):

-r = Qı w.Q,Eiihb) =Se

d.h. es ist das Aenderungsmaals der fortschreitenden Be-
wegung wie beim gleitenden Kippen (Gleichung 174).

Erfahrungsmäfsig giebt es auch beim Rollen gewisse Wider-
stände, die sich dem Abwickeln der Berührungspunkte entgegenset-
zen und die, wie die Reibung, als passive Widerstände zu betrachten
sind. Man pflegt diese Widerstände, deren Natur noch nicht gehö-
rig aufgeklärt ist, die wälzende Reibung zu nennen. Man kann
die wälzende Reibung immer als ein Kräftepaar denken,
welches der Drehung des beweglichen Systems entge-
genwirkt. Nennen wir das Moment dieses Kräftepaars W, so ist  
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der Werth ®W in den Gleichungen 176) bis 177) überall als ein

Kräftepaar mit entgegengesetztem Zeichen hinzuzufügen. Wenn man
die Kräfte dieses Kräftepaars auf den Abstand r reduzirt, so sind

dieselben offenbar + a und — A und es gehen die Gleichun-

gen 176) und 176a) mit Berücksichtigung der wälzenden Reibung
über in folgende:

R = Bnidı4 EnQ:eQ-H ie a

nsQu.%)_UL_0,®
Worin Qc., den Druck bean. welcher in der Krümmungsaxe

auf Fortschreiten derselben wirksam bleibt, Q.., aber die Druck-

summe bedeutet, welche in der Axe des Rollens wirksam zu den-
ken ist. Nach (freilich ziemlich zweifelhaften) Versuchen von Cou-
lomb mufs man schliefsen, dafs das Moment % proportional sei

der Drucksumme Q,, welche normal gegen die Bahn des Rollens

gerichtet ist, und dafs betrage:

beim Rollen von Pockholz auf Eichenhoz % = 0,0184 Q,
- - - Ulmenholz - - = 0,0311 Q,

- - - Gufseisen auf Gufseisen = 0,0178 Q,

(Weisbach und Rittinger) bis = 0,0187 Q,

- - - Eisenbahnräder auf Schienen = 0,019 Q,
(de Pambour) bis —= 0,0210:

Im Allgemeinen ist also zu setzen:
1782) W=y.0,

und man hat daher:

REeeu a. (Y, = 2»

178b) :
MS X, ya erae Q.e- Help id a

Hiernachist in sichMake Gleichungen von 176)

bis 177a), in welchen Y, (die Ordinate der Drucksumme _,)

vorkommt, diese Ordinate um den Werth y zu vermin-

dern, wenn man die wälzende Reibung berücksichti-

gen will.
Die Gesetze des konischen Rollens in derselben Allgemein-

heit zu entwickeln, wie die des eylindrischen Rollens führt auf

sehr komplizirte Ausdrücke. In besonderen Fällen werden sich

diese Gesetze nach Analogie der eben durchgeführten Untersuchun-

gen und mit Berücksichtigung der Bedingungs- Gleichung 1752),

S. 222 ohne grofse Schwierigkeiten ermitteln lassen.
15°
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Anwendungen der Reibungsgesetze: Balkenschub — Quetschwalzen —

Axenreibung. 3

$ 102. Die in dem vorigen Paragraphen entwickelten Gesetze

wollen wir auf einige bestimmte Fälle anwenden, indem wir einige

der am häufigsten vorkommenden Aufgaben besprechen.

1. Balkenschub.

Ein Stab oder ein Balken ist zwischen zwei Wände gelegt, die

den Winkel ABC=« einschliefsen; die Länge des Stabes ist 7,
und in dem Abstande n von dem einen Ende wirke eine Kraft @

auf den Stab; gegeben ist die Neigung des Stabes gegen die eine

Wand AB durch den WinkelCODB= ß und die Richtung der Kraft

@ durch den Winkel BEG=y, welchen die Kraftrichtung @ mit
derselben Wand macht; zu ermitteln ist:

1) wie kann sich der Stab verschieben?

2) welche Kraft ist parallel mit der Wand AB erforderlich,
um den Stab im Gleichgewicht zu halten? und

3) welchen Werth mufs der Winkel 8 haben, damit der Stab
durch die Reibungswiderstände und den Widerstand des
fixen Systems allein im Gleichgewicht gehalten werde?

Die Verschiebung des Stabes kann nur durch die bewegende
Kraft @ erfolgen, und zwar dadurch, dafs der Angriffspunkt dieser
Kraft in dem Sinne desselben fortrückt; man sieht, dafs dabei der
Stab mit seinen beiden Enden gleiten muls, und zwar das Ende
D nach A hin, das Ende C nach B hin. Durch den Widerstand
des fixen Systems werden dabei in den Punkten C und D Kräfte
aufgehoben, welche normal zu den Richtungen des Gleitens, und
die daher Reibung erzeugende Drucke sind; diese Kräfte bezeich-
nen wir mit Cund D, dann entstehen in den Punkten C und D die
Reibungswiderstände #uCund w#D, wenn a und w' die betreffenden
ReibungsKoeffizienten sind. Diese Reibungswiderstände wirken in
Richtungen, die der Verschiebung entgegengesetzt sind. Offenbar
wird in dem Zustande des Systems nichts geändert, wenn wir in
dem Punkte C das fixe System fortgenommen, und dafür die durch
dasselbe herbeigeführten Widerstände, nämlich die Reibung #uC und
den, dem aufgehobenen Druckantheil gleichen und entgegengesetzten
Widerstand — C als angebrachte Kräfte wirksam denken.
Nun verfahren wir nach der Methode des $ 97, indem wir die
sämmtlichen Kräfte nach der Richtung des. Gleitens des Punktes D
und normal dazu zerlegen. Die Summe der Normaldrucke giebt
den Reibung erzeugenden Druck D.  
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Indem wir die Richtung DA als

positiven Zweig der ersten Axe,

die Richtung DF als positiven Zweig

der zweiten Axe ansehen, und die

Winkel bestimmen, welche nach

$ 77 die Kraftrichtungen mit der

Richtung DA bilden, finden wir als

auf das bewegliche System ange-

brachten Kräfte:

€

 

N 1) die bewegende Kraft @ unter

FEN dem Winkel (180° — 7);
Ta 2) den Widerstand des fixen

Systems in dem andern Stützpunkte als Kraft € unter dem

Winkel (90° — «);

3) den Reibungswiderstand „C unter dem Winkel (360° — e).

Es ist mithin der in dem Punkte D Reibung erzeugende

Normaldruck:

D= 6. sin (180° — y) + €. sin (90° — a) + „C. sin (360° — e).

179) ” =@#siny C.cos@— uC.sin«

= G.siny + C.sin «. (cotang « — u)

und. der auf Gleiten des Punktes D wirkende, Druck:

K= G.cos (180° —y) + C.cos(0— a) + #C.c0s(360° — @) — WD.

1792) ei — G.cosy + C.sina + u.0.c0s@ — wD

— —G.(cosy+w.siny)+ C.sina.[1+cotange.(u-w)+uw].

Hierdurch würde der Druck K, der auf Gleiten des Punktes D

wirkt bestimmt, und folglich auch der gleich grolse aber entgegen-

gesetzt im Punkte D, parallel mit AB anzubringende Druck, der

erforderlich ist, um das System im Gleichgewicht zu halten, be-

kannt sein, wenn der Druck C bekannt wäre. Um den Druck €

zu ermitteln dient die Momenten-Gleichung. Denn nehmen wir den

Punkt D als Anfangspunkt des Koordinatensystems, so haben die

Koordinaten der Angriffspunkte von G, C und #C folgende Werthe:

Die Koordinaten des Angriffspunktes von @ sind

ce=n.cosß; yzn.sinß,

die Koordinaten des Punktes C sind

© —1.cosß; y=l.sinß,

und folglich hat man für das Gleichgewicht gegen Kippen:

G.siny.©c—G@.C0s7.Y +(C.c0s a— u. C.sin e).=

—+(C.sina-+u.C. cosa).y —0

G.n.(siny.cosß — cosy.sinß) + C.1.(cos@.cosß — u.sina.cosß

+ sina.sinß + #.cosa.sinß) = 0,
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folglich:
a) sin (7 — ß)

)aecos (+a)
Indem wir nun den Werth 179b) in die Gleichung 179a) setzen,

ergiebt sich der Druck, welcher auf Gleiten wirkt. Soll Gleichge-
wicht vorhanden sein, lediglich durch die passiven Widerstände
allein, so mufs dieser Druck Null werden. Die Rechnung in den

allgemeinen Werthen giebt für die Lösung
sehr komplizirte Ausdrücke. Wir wenden
dagegen die eben gefundenen Gesetze bei-
spielsweise auf den Fall an, dafs @ die
Schwerkraftist, die Wand DB horizon-
tal, die Wand BC vertikal und u— w
ist; dann ist «= 90°; y — 90° folglich:

n 1
ENTER

180) Deea)
BE n 1-+u? Sn
In r)

Soll nun das System durch die passiven Widerstände allein im
Gleichgewicht sein, so ist K— 0, folglich:

 

 

1803) ang=. Eu.

Wenn dagegen der Balken / in den Punkt
€ nur aufliegen soll, nicht angestützt ist,
so ist in den obigen Gleichungen zu setzen
«= 180° — ß und man hat nach Gleichung
179), 179a) und 179b):

= :6:000f

 

181) (D=a.f1— 4 (cosß?+n.sinß.cosß)}

B=6.|7Sin.rm)—ul.

Wenn Gleichgewicht durch die passiven Widerstände allein
statt finden soll, so muls K=0 sein, und dann folgt:

sin ß. cos =4sin= .+
u181a) a Be;

sin 2 = — ‚sin 20,  
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wenn man unter 9 den Reibungswinkel versteht, und für uw den

Werth tang ® setzt (Gleichung 166a, S. 203).

2. Quetschwalzen.

Zwei Quetschwalzen von gleichen Halbmessern r bewegen

sich gegen einander; die kürzeste Entfernung der Peripherien bei-

der Walzen sei e; es wird ein Stück A, dessen Dicke ab = 8 ist

in einer Richtung, die normal zur Centrallinie ist gegen die beiden

Walzen geschoben, und zwar mit einem Druck P.

Unter welchen Umständen werden die Walzen das Stück er-

fassen, und zwischen sich hindurchziehen?

Wir zerlegen den Druck P in zwei parallele Drucke, die durch

die Berührungspunkte a und b gehen, und von denen jeder —zP

ist. Nun haben wir zwei Fälle zu unterscheiden, nämlich:

a) entweder das Stück A ist absolut fest, und unterliegt keiner

Formveränderung, oder:

b) das Stück A lälst sich komprimiren, und die Dicke desselben

ab kann vermindert werden.

Im ersten Falle ist gar keine Vorwärtsbewegung des Stückes

A gegen die Walzen möglich, der ganze Druck 4P wird in jedem

Berührungspunkt aufgehoben, und es bildet sich ein Reibungswerth

a.4P, in a und b normal zur Richtung von P, dessen Hebelsarm

r.sin« ist, und welcher also mit dem Moment:

u.4P.r.sin«

der Drehung jeder Walze entgegenwirkt.

 

Im andern Falle dagegen würde das Stück A in der Richtung

aQ gegen die Walze (selbst wenn dieselbe still stände) abgleiten kön-

nen; der Druck W, welcher sich der Formveränderung des Stückes

in der Richtung ab entgegensetztist also nach dieser Richtung und nor-

mal dazu zu zerlegen in die beiden Drucke W.sin« und W.cose. Dieser

letzigenannte Druck wird durch den Widerstand der Walze aufge-
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hoben, erzeugt daher die Reibung x. W.cos«, und es bleibt folg-
lich ein Bestreben auf Gleiten, welches sich ausdrückt durch:

W.sine—u.W.cose—= W.cos @.(tang «a — u).
Ist tanga> u so wird das System A mit einem der Rich-

tung aQ entgegengesetzten Druck gegen die Walzen sich verschie-
ben, wenn aber tange< u ist, so wird eine Verschiebung des
Stückes A gegen die Walze nicht statt finden, das Stück A wird
mit der Walze fest zusammenhängen, und es wird daher das Stück
A in Ruhe sein, wenn die Walze in Rnheist: dagegen muls dasStück A der Bewegung der Walze folgen, wenn die Walze sichbewegt. Die Bedingung also, unter welcher das Stück A der Be-wegung der Walze folgt, ist gegeben durch die Bedingung, dafs

tang @ <u oder cotang «> -
sei. Nun ist; ABl: 5 r—dfcotang a = u =

VI@r

—af).af'

Setzen wir diesen Werth für cotang @ ein, so ergiebt sich alsBedingungs- Gleichung:

F—afp®>Z.(Q@r.ar—apı)
r? —2r.af.(1 +a)>-ap (1+)

und daraus:

 

r 1 1zu ; =Ya
Führen wir anstatt # den Reibungswinkel & ein, indem wir setzen:

u = tangd,
so ergiebt sich nach gehöriger Reduktion, und da nur das posi-tive Zeichen passende Werthe liefern kann:

r een 7
df snHer or,

af
EE

nun ist offenbar df— (0 —e) und wenn wir dies einsetzen, soergiebt sich als Bedingung, dafs die Walzen das Stück A mitziehen.
d—e182)WeE

d. h. Wenn die Quetschwalzen ein gegen dieselben ge-führtes Stück erfassen und durchführen sollen, so mulsder Durchmesser der Quetschwalzen gröfser sein, alsdie Differenz zwischen der Dicke des Stückes und derkürzesten Entfernung der Peripherieen der Walzen, di-vidirt durch den Sinus versus des Reibungswinkels.
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Setzen wir voraus, dafs kein Gleiten zwischen den Berüh-

rungspunkten a und 5 und den Walzen statt finden kann, so ist

das Stüek A und die Walzen als ein zusammenhängendes System

zu betrachten; reduziren wir nun das Kräftepaar, welches auf Dre-

hen jeder Walze wirkt auf die beiden Kräfte + Q und — Q, so

würden die Punkte a und 5 als Angriffspunkte der Kräfte + Q auf

das Stück A zu betrachten sein, und wenn wir die Kraft Q in dem

Punkte a in die beiden Komponenten Q.cose und Q.sin« zerle-

gen, so wirkt in dem Punkte A die Kraft:
Q.cos@e++P

auf unterziehen des Stückes A nach der Richtung der Walzen, und

die Kraft:
Q.sin &%,

welehe durch die ihr gleiche und entgegengesetzte Kraft — Q.sin« in

dem Punkte 5 im Gleichgewicht gehalten wird, nimmt die Festig-

keit des Stückes auf Zerdrücken in Anspruch. Diese Kraft mufs

gröfser sein, als die Kraftmit welcher das System A einer Form-

veränderung widersteht.

3. Axenreibung.

Auf einer liegenden Welle, die in zwei Lagern geht, und de-

ren Länge ! ist, sitzen zwei Räder von den Halbmessern R und R’

in Entfernungen a und a’ von dem einen Endpunkte; an den Peri-

pherieen der Räder wirken die Drucke P und P' in Ebenen, die

normal zur Welle sind, aber so, dals die Drucke mit einer hori-

zontalen, zu der Welle normalen Koordinatenaxe die Winkel «

und «' bilden; die Hebelsarme der Reibung für die Wellenzapfen

sind NR und R’; die Gewichte der Räder @ und G@’, das Gewicht

der Welle @”.

 

Das System soll sich im Sinne des Druckes P drehend bewe-

gen, welches ist das statische Moment der Reibung? wel-

ches das auf Drehung wirkende Moment?

Wir haben es hier mit einem System mit fixer Axe zu thun

und reduziren die Drucke zunächst auf die fixen Punkte, indem wir

durch den ersten fixen Punkt eine horizontale (erste) zur Welle
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normale und eine vertikale (zweite) Axe annehmen. Wir haben
mit Rücksicht auf Gleichung 142b), 879:

__,P.coso. (L—a)+P'.cosa .(L— a‘)
a L
Beae@).(L- a)

Q: er 7 Ergn.
r_—_P.cosa.a-+-P'.cos a .a'AdFun

183.) Q »„_— (P.sma- 6).a+(P'. sind +@).a'
I L +46.

Hieraus folgt, dafs der resultirende Druck im ersten fixen
Punktist:

183b) Q,= V(Qi? + 0")
und im zweiten fixen Punkt:

183ec) Or V(Qu? a Qr’).
Hiernach ist das statische Moment der Reibung:

183d) W.O, NW. Qu
und das auf Drehung wirkende Moment:

184) P.R—(P.E + 01.8 + Qu.#).
An der Grenze des drehenden Gleitens ist dies Moment

gleich Null, wir nennen den Werth von P, welcher dem Grenz-
zustand des Gleitens entspricht P,, und es ergiebt sich demnach:

ao P'.E+Qı.® + Qır.R"
KR} R

1843) ip R ee Qı:R + Qır.W
Bi SER

ae

ar
Mit Vernachlässigung der Zapfenreibung würde man nur haben

für den Zustand des Gleichgewichts:

P,=P. .
es ist folglich zur Ueberwindung der Zapfenreibung im Angrifls-
punkte von P noch ein Mehrdruck

Qı-R”’ + Qır.R"

R
*

erforderlich.

Für eine stehende Welle ist die Rechnung in ähnlicher Weise
durchzuführen. Man hat anzunehmen, dafs der untere Zapfen
den ganzen Vertikaldruck auszuhalten hat.

Wenn die Richtungen von P und pP’ vertikal, und die He-belsarme der Reibung für beide Zapfen gleich grofs sind,
so ht mn e=«W— 90°, und man hat in den beiden fixen Punk-
ten nur Vertikaldrucke, nämlich:  
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oeee+46

184a) j ' ’
obsBUN +@).a ee

und O0: + Qu=P+-P-+ GH +-d= Q,

folglich:
das statische Moment der Reibung:

R.Q
und daher der Werth von P an der Grenze des Gleichgewichts:

RR wuP=P. +9: RB

Gleichgewicht an der Rolle — Steifheit der Seile; Gleichgewicht auf zwei

geneigten Ebenen — WVagenrollen.

$ 103. Es seien zwei geneigte Ebenen gegeben, deren Nei-

gungswinkel gegen die Horizontale « und ß sind, auf der einen be-

wegt sich ein Wagen, dessen Ladung Q ist, auf der andern ein

gleitendes Gewicht P. Beide sind durch ein Seil verbunden, das

über eine Rolle vom Halbmesser R geht, die in Zapfen ruht, deren

 

Halbmesser R, ist. Die Räder des Wagens haben die Halbmesser

a und 5 und die Zapfenhalbmesser @’ und b', die Last Q vertheilt

sich auf die beiden Räder, so dafs das Rad a die Last gq, das Rad

b die Last q’ zu tragen hat. Die Seilenden sind parallel mit den

geneigten Ebenen.
Unter welchen Bedingungen ist das System im Grenzzustande

des Gleichgewichts?

1. Gleichgewicht an der Rolle.

Die Spannungen der Seilenden seien N und 0. Wir wollen

annehmen, dafs die Bewegung im Sinne des Gewichtes P oder der
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Spannung N eintreten könne, und nennen dann die Spannung N
die Biraft, die Spannung O dagegen die Last.

Wäre das Seil vollkommen biegsam, so würde die Kraft und
die Last jede an einem Hebelsarm wirken, der gleich R ist. Erfah-
rungsmäfsig aber bewirkt der Widerstand, den die Steifheit des
Seils bei dem Auflegen auf die Rolle darbietet, dafs sich das-
selbe ein wenig von der Rolle absperrt und auf diese Weise den
Hebelsarm der Last vergröfsert. Dieser grölsere Werth des He-
belsarms der Last sei (+2). Nach Versuchen von Eytelwein
ist2 Tr zu setzen, wenn man unter ö den Durchmesser des

Seils in Zollen, unter R den Halbmesser der Rolle’ in Fufsen
versteht, oder

1
15) = 3506: ö2

wenn ö in preufsischen Linien,
Rin preufsischen Fufsen

genommen. wird.

Man: würde. also mit. Vernachlässigung 'der Zapfenreibung für
den Zustand des Gleichgewichts die Gleichung haben:

N.R=0O.(R-+a)

u 20.aetr=n(N1).

Nach Angaben von Poncelet*), soll aber zufolge von Versu-
chen von Coulomb sein.

186) N=0+ 2.6470)

worin 9 ein von der natürlichen Steifheit des Seils abhängiger,
durch die gröfsere oder geringere Drehung der Fäden und Litzen
aus denen das Seil besteht bedingter Werth, y ein ebenfalls kon-
stanfer, auf die Zunahme der Steifheit durch die Belastung O sich
beziehender Koeffizient, und w ein Exponent der sich mit dem
augenblicklichen Zustande des Seils ändert, sein soll. Hiernach
würde man haben, indem man den Werth N in die Gleichung:

s=R.(- -1)
einsetzt:

*) Lehrbuch der Anwendung der Mechanik auf Maschinen von J. V. Pon-celet, deutsch herausgegeben von Dr. C. H, Schnuse I, $ 197.
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Wenn man ö in preufsischen Linien und R in preufsi-

schen Fufsen, O in preufsischen Pfunden nimmt, so ergiebt sich

nach den Coulomb’schen Versuchen:

für neue Seile 2 = De (> u. 0,05)

für alte Seile. 2 di. eı + 0,012).

Nach den Versuchen von Weisbach, welche derselbe in sei-

ner Ingenieur und Maschinen- Mechanik Th. I, $ 181 mittheilt, be-

rerhie sich unter denselben Voraussetzungen der Maafs- und Ge-

wichtseinheiten:

1) Für ein getheertes Hanfseil von 19,2 Linien Stärke, gelegt

um Scheiben von 4 bis 6 wo Durchmesser:

180), 282.5 + 0,018;

2) für ein neues ee Hanfseil von 9 Linien Stärke

und eine Rolle von 13: Fuls Durchmesser:

1872) 2 0,18. z -+ 0,0052;

3) für ein Drahtseil von 8 Linien Dicke, welches aus 16 Dräh-

ten von je 14 Linien Dicke bestand, und wovon jeder lau-

fende Fufs 0,64 Pfund wog, ergiebt sich bei Rollen von 4 bis

6 Fuls Durchmesser:

1876) <= 1,04.-5+ 0,0067;

4) für ein frisch getheertesBe mit Hanfseelen in den

Litzen und im Seile, von 7 Linien Dicke, bestehend aus 4 mal

4 — 16 Drähten von je 1# Linie Dicke, und pro laufenden

Fufs 0,63 Pfund wiegend, ergiebt sich bei einer Rolle von

12 Fufs Durchmesser:

187) = 1,30.-2- + 0,0002.

Nachdem auf die eine oder die andere Weise der Werth von

x bestimmt ist, ergiebt sich das Moment der Last = O(R+ 2).

Die Spannung N hat aber aufser dem Moment der Last O noch

dasjenige der Reibung zu überwinden. Nennen wir den, aus der

Form des Zapfens und des Bogens zu bestimmenden, Hebelsarm der

Reibung R ($ 98, S. 203), und den Reibungswerth ©, so ist das

Moment der Reibung ON, folglich habeu wir die Gleichung für den

Grenzzustand der Bewegung:

18585) ARR=ZOR+E)HON,

oder da offenbar die Resultirende aus dem Druck N und dem Druck
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0 der „Reibung erzeugende Druck“ist, die Richtungen von N und 0,
wie eine leichte Betrachtung der Figur zeigt, einen Winkeleinschlie-
(sen, der gleich (®— «) ist, so ist:

1884) O=u.VIm + 02 + 2N.0.00(P—@)}.
Indem wir diesen Werth in die vorige Gleichung .einsetzen,

O(R-+-x) auf die linke Seite schaffen, dann beide Seiten quadri-
ren und nach N auflösen, ergiebt sich:

18$Sb) N=
0Rt2)+u?.R?.cos(P-a) e f1 ie veen|

R’—,.%° [R«(R+2)+a2.R?. cos(arp)]?
Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen wird in dem am häu-

figsten vorkommendenFällen sehr klein, so dafs man ihn vernach-
lässigen kann. Die Gleichung für N geht dann über in:

1886) N= 0. R.(R+ee=) ö

Diese Gleichung giebt das Verhältnifs zwischen N und 6 für
den Grenzzustand des Gleichgewichts. Nun ist aber offenbar:

N=P.[sin (180 —ß) — u. cos(180 —B)]-
188d) N=P.(sinß + u.cosf)=P. cosß . (tangß + u)

und O ist durch folgende Betrachtung zu finden:

 

 

2. Gleichgewicht des Wagens auf der geneigten
Ebene.

Die Drucke g und g’, welche jede der Wagenaxen zu tragen
hat, zerlegen wir parallel mit der geneigten Ebene und normal
dazu; es ergiebt sich:
parallel mit der geneigten Ebene

q.sin« und g’.sin«,
normal zu derselben

q.cos« und g’.cosa.
Die letztgenannten Drucke werden durch den Widerstand des

fixen Systems aufgehoben, sie erzeugen aber Reibungswiderstände
in den Axen, deren Momente (wenn man den Hebelsarm der Rei-
bung nach Gleichung 1694, S. 211, gleich dem Halbmesser der Rol-
len setzt), sich ausdrücken durch:

wW.g.cosa.a und w.g'.cos«.b'
indem man nämlich unter w den Reibungs - Koeffizienten für die
Axreibung versteht. Die Kräftepaare, die durch diese Momente
dargestellt werden, lassen sich auf zwei parallele und enigegen-
gesetzte Kräfte zurückführen, die parallel mit der betreffenden
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geneigten Ebene sind, und von denen die eine durch den Mittel-

punkt der Räder, die andere durch den Berührungspunkt derselben

geht. Diese Drucke wirken dem Rollen entgegen, müssen also

von der Spannung O überwunden werden, sie sind, absolut be-

trachtet:

’ a on vW.g.008@. und w.gq . 0054.77

Wenden wir nun die Gesetze des Rollens an, so ist der Druck,

welcher im Mittelpunkt der Axe wirksam, parallel mit der geneig-

ten Ebene dem Aufwärtsrollen widersteht, nach Gleichung 178b

S. 227, und wenn wir die Richtung aufwärts als positiv be-

trachien, in jedem Rade:
. ’ e ’

189) _ gismamaTggd.sna.b DB STLIUER

a a b

wobei die rollende Reibung, die dem Rollen immer entgegen-

wirkt, mit entsprechendem Vorzeichen genommen ist. Soll nun der

Druck O dem Grenzzustande für eine Bewegung des Wagens auf-

wärts entsprechen, so mufs sein:

 

We d en, ud gq.sina.a
189a) 0 (W.g.cosa. - eeer7

’ = LBrnernein:

a b b

Daher:

189b) Oo = 4 .[eosa@.(w.a’+y)+a@.sin«]+7 .[cosa.(w.b’+y)+b.sin«].

Wenn sämmtliche Räder gleiche Halbmesser und gleiche
Zapfenhalbmesser haben, so folgt, mit Rücksicht darauf, dals g+q

— Ost:

1890) Oo =L . [eosa (W. a’ -+y) + a.sine].

Setzt man diesen letzten Werth, den wir der Kürze wegen

beibehalten wollen, in den Werth für V (Gleichung 188c), so er-

giebt sich schliefslich, mit Rücksicht auf Gleichung 188 d):

190) SR [cosa.(w.+2)+a.sina] [R.(R+-2)+ u?.R?.cos (d—a)]

Q:® a.(R?— u?.R?).cosß.(tangß+- u) .

Mit Vernachlässigung aller passiven Widerstände würde sich
ergeben:

 

P sin &
190a) ae

Wäre der Wagen auf der geneigten Ebene frei, und könnte
durch seine Ladung Q herabrollen, so wäre der Druck, welcher

auf Herabrollen wirkt, wie sich leicht entwickeln läfst, indem man
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die Gesetze des Rollens ($ 101) und die vorige Entwickelung be-
achtet:

02 . [a.sin« — cos. (W.a’ + 7)]
191) MN.

= 0.cosa. (tange — nn)

Ist nun „= M'.g,® das Trägheitsmoment der Räder, und M
die Gesammtmasse des ganzen Systems, so ist nach Gleichung 177)
das Aenderungsmaals der fortschreitenden Bewegung:

 

; ’ ’ 2ig  M.atx af= 0.c0sa.(tang« Sgaeer

y ’

191a) cos«. (tanga — een
egIu

1+ =
M.a?

indem man nämlich O= Mg setzt.

Reibungswiderstände beim Gleiten eines festen Systems auf einer Kurve, unter
Einwirkung der Schwere.

$ 104. Denken wir ein festes System, welches durch die
Schwere gleitet. Die Gleichung der Kurve sei für horizontale und
vertikale Koordinatenaxen gegeben, und es mögen y die vertika-
len Ordinaten bedeuten. Zerlegen wir das Gewicht des Systems

nach der Tangente zur Kurve und nor-
mal dazu, so ist die Kraft, mit welcher

y das Stück gleitet nach $ 97. S. 202

 

   
 

> \ . G.cose— u.G.sine,
wenn & der Winkel ist, welcher die

F 2 Tangente zur Kurve mit der Richtung
& der Schwere macht. Es ist folglich

die Arbeit, welche die Schwere ver-
richtet, indem das Stück das Kurvenelement ds durchläuft:

. ..@.(ds.cos@e — u.ds.sine).
Nun ist aber offenbar ds.cos« —=dy und ds.sin«, ist die

Projektion des Kurvenelementes auf die Horizontalebene; bezeich-
nen wir dieses Projektionselement mit dp, so ist das Leistungs-
element:

G@.(dy— u.dp),
folglich die Gesammileistung:

Gflday —u.dp),
welches Integral zwischen den entsprechenden zusammengehörigen
Werthen von y und p zu nehmenist. Sind &’' und p' und.” und
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p" solche zusammengehörigen Werthe, so ist die Leistung der Schwere
auf das bewegliche System, indem dasselbe aus der einen Lage in
die andere übergeht.

192) @fldy — n.dp) = 6.(y —y") — u.6.(p' — p”)
=.— y"—a.—p")].

Diese Gleichung drückt folgendes merkwürdige Gesetz aus:
Wenn ein festes System durch die Schwere be-
wegt aus einer horizontalen Ebene in eine an-
dere übergeht, indem es auf einer beliebigen
Kurve gleitet, so ist die Arbeit der gleitenden
Reibung immer gleich dem Produkt aus dem Ge-
wicht, multiplizirt mit dem Reibungs-Koeffizien-
ten und der Projektion des durchlaufenen Kur-
venstückes auf eine Horizontalebene.

Ist v” die Geschwindigkeit, welche das System in dem Punkte
besitzt, dessen vertikale Ordinate y” ist, und v’ die Geschwindig-
keit des Systems in dem Punkte, dessen vertikale Ordinate y' ist,
so hat man nach Gleichung 49):

e.W—y)—n.6.@—p") = HM. (0? — 0°),
folglich (da= Mg ist):

pl8

W-N=-T
2g

=Vl20.Wya.pH").
Durch diese Gleichungen kann man die Höhe finden (y’— y”),

welche einer gegebenen Endgeschwindigkeit v’ entspricht, oder die
Endgeschwindigkeit vo’, welche einer gewissen Fallhöhe (y’— y”)
entspricht.

Die Höhe y’—y" pflegt man die Geschwindigkeitshöhe
zu nennen; durch die Reibung wird die Geschwindigkeitshöhe um das
Stück u(p'—p") vermindert. Dieses Stück nennt man den Ver-
lust an Geschwindigkeitshöhe, und es folgt hieraus der Satz:

Wenn ein System durch die Schwere bewegt glei-

tend von einem höher gelegenen Punkte in einen
tiefer gelegenen hinabsinkt, so ist der Verlust an
Geschwindigkeitshöhe gleich dem Reibungs-Ko-
effizienten multiplizirt mit der Horizentalprojek-

tion des gleitend durchlaufenen Weges, und es

ist dabei ganz gleichgiltig, welche Form dieser
Weg selbst hat.

Bezeichnen wir die Geschwindigkeitshöhe oder den Vertikal-
I. 16

+u.('—p")
192a)
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abstand der beiden Punkte mit h, die Projektion des durchlaufenen

Weges auf eine Horizentalebene mit p, so gehen die Gleichungen

überin:
L (Leistung) = @G.(h— up)

v

1) Tg
=Vie .(k— up) + o"2\ :

Wenn dagegen ein festes System der Schwere entgegen sich

mit einer gewissen Anfangsgeschwindigkeit ©” aufwärts bewegt, so

ergiebt sich leicht die Steighöhe:

„2 _—_y 2

2 it?

h="——— up28
192c) und die Geschwindigkeit in einer gewissen Höhe

—Vbr — 29. (h-Hup)| ;

Reibungswiderstände beim Gleiten eines festen Systems auf einer Kurve, wenn

dasselbe mit einer gegebenen Anfangsgeschwindigkeit sich bewegt, und sonst

keine bewegenden Kräfte auf dasselbe einwirken.

$ 105. Gestalten wir nunmehr die Aufgabe anders:
Es bewege sich ein festes System ohne Einwirkung der

Schwere auf einer beliebigen Kurve, indem es in irgend einem
Punkte der Kurve die Tangentialgeschwindigkeit ce hat: welchen

Einflufs hat die Reibung auf die Aenderung der Geschwindigkeit c,

wenn auch sonst keine bewegenden Kräfte auf das System
einwirken?

Es sei in nebenstehender Figur ds = ab ein beliebiges Element

der Kurve; ac und bc seien Normalen im Anfangs- und Endpunkte
dieses unendlich kleinen Elementes,

so ist der Durchsehnittspunkt dieser
beiden Normalen der Mittelpunkt des
Krümmungskreises des Elementes; den

veränderlichen Winkel, welchen die

Normalen zur Kurve mit einer beliebi-

gen Axe z.B. AB bilden, nennen wir «,

dann ist Winkel ed’db = edb' = «+ de,

da ad und dd zwei unendlich nahe
liegende Normalensind: mithin ist Winkel adb’ = acb = d«. Nun

können wir die Bewegung in dem Kurvenelement hervorgebracht

denken durch eine Normalkraft, welche das gleitende Stück ge-

gen die Kurve prefst, durch den Widerstand derselben aufgehoben
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wird, folglich Reibung erzeugt, und durch eine Tangentialkraft.

Die Normalkraft ist 1° er  folglich die Reibung — # , wenn r

den KrMORE der Kurve bezeichnet. Dieser Reibungs-
werth ist als eine, normal zum Krümmungshalbmesser, also tangen-
tial wirkende, und die Geschwindigkeit ce im Kurvenelement ver-
zögernde Kraft zu denken, das Aenderungsmaals der Geschwindig-
keit, welches diese Kraft bedingt, ist daher in Bezug auf die Ge-
schwindigkeit ce negativ zu nehmen, und es ist also

rE Kraft Pr ELLE

Masse r

Nun ist aber das Element der Geschwindigkeitsänderung auch
gleich f. di, und folglich haben wir

er

 

     

da aber dt = e ferner ds = r.daist, so ergiebt sich, durch Ein-

setzung und nach gehöriger Umformung:
de
— — — WHO,
c

und indem wir auf beiden Seiten integriren, ergiebt sich:
de

Se =—ufü0.

Nehmen wir das Integral rechts zwischen bestimmten Grenzen,

so muls auch das Integral links zwischen entsprechenden Grenzen
gelten.

Wenn nun in irgend einem Punkte der Kurve, dessen Normale
mit einer beliebig angenommenen Linie den Winkel «bildet, die

Geschwindigkeit des beweglichen Systems c’ ist, und in irgend ei-

nem andern Punkte der Kurve bilde die Normale mit derselben

Linie den Winkel «', so findet sich die in diesem Punkte statt fin-
dende Geschwindigkeit durch die Gleichung:a

— el — ga

eranic=— u.(e' — e)
ec’

"log nat —;FL = u.(e" — «)

b Hai.)

193) af
Aal a
= ga)

16 *
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In diesen Gleichungen bezeichnet c’ die Geschwindigkeit in der

Tangente zur Kurve in einem Punkte dessen Normale den Winkel

«' mit einer beliebigen Linie macht; c” die Geschwindigkeit, wel-

che das gleitende System in einem andern Punkte besitzt, dessen
Normale mit derselben Linie den Winkel «” macht, wenn die Ge-

schwindigkeitsänderung lediglich durch die Reibung bewirkt wor-
den ist; e die Basis der natürlichen Logarithmen.

Ist die Kurve eine ebene Kurve, und nimmt man die Linie

von welcher aus die Winkel «' und «’ gemessen sind in derselben

Ebene, so ist @”— «der Winkel, welchen die beiden Nor-

malen zur Kurve am Anfange und am Ende des betrach-

teten Weges mit einander bilden.

Die Arbeit der Reibung drückt sich offenbar aus durch

ıM .(e"? — cd?) = —+M.(c” —c"?)

und indem wir für ce” den oben gefundenen Werth setzen
193a) ua) |

Iz ıM. c'?(een) =—-1M. dePre

Hierin liegt folgendes Gesetz:
Wenn ein festes System in einer Kurve gleitet,

ohne dafs bewegende Kräfte auf dasselbe ferner

einwirken, so ist die durch die Reibung konsu-

mirte Arbeit, indem das System einen gegebenen

Bogen der Kurve durchläuft proportional der

Masse und dem Quadrat der Geschwindigkeit zu
Anfang dieses Bogens und auflserdem eine loga-

rithmische Funktion des Produkts aus dem Rei-

bungs-Koeffizienten und der Differenz der Win-
kel, welche die Normalen im Anfangs- und im

Endpunkt des Bogens mit einer gegebenen Linie

bilden; im Uebrigen aber unabhängigvon der Form

der Kurve.

Aus der Gleichung . rain

folgt auch, dafs bei einer gegebenen Kurve das Verhältnifs der An-

fangsgeschwindigkeit zur Endgeschwindigkeit ein konstanter Werth

ist, unabhängig von dem Werthe der Geschwindigkeiten, und nur

abhängig von den Winkeln, welche die erste und letzte Normale

mit einer gegebenen Linie bilden. Sind diese Normalen der Lage

nach gegeben, so ist für alle äquidistanten Kurven zwischen densel-
ben Krümmungsradien dies Verhältnils constant.

Es versteht sich übrigens ganz von selbst, dafs diese Betrach-
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tungen nur Giltigkeit haben können für solche Kurvenstücke, für

welche die Integrationen zulässig sind, und dafs sie daher nicht

gelten können, wenn innerhalb des betrachteten Bogen-

stücks ein Wendepunkt der Kurve liegt.

Die Untersuchungen der $$ 104 u. 105, welche, soviel dem Verfas-

ser bekannt ist, zwei bisher noch nicht aufgestellte Gesetze ergeben

haben, dürften geeignet sein, auf die Theorie der Bewegung des

Wassers in Röhrenleitungen, namentlich in gekrümmten Röhren An-

wendung zu finden.

Tabellen über die Reibungs - Koeffizienten.

$106. I. Reibung ebener Flächen,
einander in Berührung

nachdemsie einige Zeit mit
gewesen sind.
 

Berührungsflächen.
Lage der
Fasern.

Zustand der
Flächen.

 

Versuche von Morin.

Eichenholz auf Eichenholz .

Eichenholz auf Ulmenholz

Ulmenholz auf Eichenholz

Eschen-, Tannen-, Buchen- und
Ebereschenholz auf Eichenholz

Lohgares Leder auf Eichenholz

Schwar- (auf einer ebenen Flä-
zes che von Eichenholz .

Riemen- )auf einer Trommel von
leder Eichenholz . . . »

Geflochtener Hanf aufm
1olz

Hanfne Seile auf Eichenholz

Schmiedeeisen auf Eichenholz |

Gufseisen auf Eichenholz .
Messing auf Eichenholz . .

Liderung eines Kolbens von |
Rindleder auf Gufseisen

Schwarzes Riemenleder auf ei-
ner gufseisernen Rolle |

Gufseisen auf Gufseisen . .
Schmiedeeisen auf Gufseisen .
Eichenholz, Ulmenholz, Hainbu-
chenholz, Schmiedeeisen, Gufs.
eisen und Bronze, je zwei auf-

einander.

parallel. . . »

parallel. . . »

rechtwinklig .
rechtwinklig . .
Hirnholz des ei-
nen auf dem Län-
genholze des an-

deren
parallel .
parallel. . . =

parallel . -

rechtwinklig .

parallel. . .

das Leder platt .
das Leder auf der
hohen Kante

parallel .

rechtwinklig .
parallel. . .
parallel. .
parallel. . . »
parallel . 5
parallel . .
parallel .
parallel. . »

.

platt oder auf der
hohen Kante

platt. 2... 
*) Die Flächen blieben etwas fettig.
*) Wenn die Berührung nicht lange genug gedauert hatte, um das Fett auszupressen,

+) Wenn die Berührung so lange gedauert hatte, dafs das Fett ausgeprelst war.

|

 

trocken . .'. .
mittrockener Seife
abgerieben . .
trocken . » . »
mitWasser benetzt

trocken. . . -»

»itrocken.. „on.
trocken. . ...
mittrockener Seife
abgerieben . .
trocken. - . .

trocken. . . »

zocken... .
trocken. . . »
mit Wasserbenetzt

trocken. . . »

. trocken.
trocken. . .„ »
mit Wasserbenetz
trocken . .
trocken. . .
mit Wasserbenetzt
mitWasserbenetzt
trocken . .
mit Wasserbenetzt
mit Oel, Talg oder
 Schweinefett
trocken . . . .»
mitWasser benetz!
trocken. . »
trocken . . »

mit Tlg . . -
mit Oel oder
Schweinefett  

Rei-
bungs- |Reibungs-
Koeffi- winkel 9.
zient

0,62 319 48'

0,44 23 45
0,54 28 22
0,71 35 23

0,43 23 16

0,38 20 49
0,69 34 37

0,41 22 18
0,57 29 41

0,53 27 56

0,61 31.23
0,43 |23 16
0,79 38 19

0,74 36 30

0,47 25 11
0,50 26 34
0,87 41 2
0,80 38 40
0,62 31 48
0,65 3 2
0,65 33 2
0,62 31 48
0,62 31 48

0,12 6 5l
0,28 15.39
0,38 20 49
0,16 * 96
0,19 10 46

0,10” 5 43

0,15 + 8 32  
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= 5 nn. Reibungs-Berührungsflächen, Koeffhizient ea
u.

Versuche von Morin,

Odlithaant Ooliheir u Eu, Be 0,74

|

36° 30’
Muschelkalk auf; Oolith 2 ursisiuhen Seen 0,75 36 52
Ziegelstein „aut, Oolth re, ik BAR ESS 0,67 33 50
Eichenholz auf Oolith, das Holz vor Hin . . . . . 0,63 3Rıı43
Schmieieeisen" auMOnlıh

©

mern. ia nes 0,49 20T
Muschelkalk auf Muschelkalk, ans nl sw 0,70 5 0
Wolihsznr Mnschelkalk., u: 0 000 282: 0,75 30.252
Ztegelstemsaufainschelkalknt 0,67

|

33 50
Schmiedeeisen auf Muschelkak . . » 2 2 2... 0,42 22 47
Eichenholz auß Vaischelkaller. u. ne 0 0,64 IRTOS
Oolith auf Oolith, mit einer Zwischenlage von Mörtel,

bestehend aus drei Theilen feinem Sande und einem
Theilerhydraulischem Rate ee ee 0,74*

|

36 30
Weicher Kalkstein auf weichem Kalksteine, gut behauen 0,74

|

36 30
Harter Kalkstein auf dito, dito 0,75 36 52
Gewöhnlicher Ziegelstein auf dito, dito 0,67 335.00
Eichenholz, vor Hirn, auf dito, dito . 0,63 32 13
Schmiedeeisen auf dito, dito 0,49 207
Harter Kalkstein auf hartem Kalksteine, gut behauen 052078] 35220
Weicher Kalkstein auf dito, 2 dito 0,75 30,5%
Gewöhnlicher Ziegelstein auf dito, dito 0,672

|

33 _50
Eichenholz, vor Hirn, auf dito, dito DA

2

32° 04
Schmiedeeisen auf dito, dito 0,42

|

22 47
Weicher Kalkstein auf weichem Kalksteine mit frischem
Nomen er: 0,74

|

36 30

Versuche von verschiedenen anderen
Beobachtern.

Weicher Quadersandstein auf demselben (Rennie) . . 0,71 85 23
derselbe auf demselben, mit frischem

Mörtel (Renneyer rar. et 0,66

|

33 26
Harter, polirter Kalkstein auf demselben . . .. : 0,58 30227
Kalkstein auf Kalkstein, beide Flächen mit dem Meifsel

rauh gemacht (Bonchardi) rs Nr: 0,78 37° 58
Gut bearbeiteter Granit auf rauhem Granit (Rennie) . 0,66 33° 26

derselbe mit frischem Mörtel (Rennie) . 0,49 26:40
Hölzerner Kasten auf Steinpflaster (Regnier) . . . . 0:108° 199097,

derselbe auf geschlagener Erde (Herbert) , * 0,33

|

18 16
Grob behauener WVerkstein auf einer Unterlage von Thon 0,51 RER

dito dito der Thon feucht und milde 0,34 1847
dito dito der Thon feucht und mit

dickem Sande bedeckt (Gröve) . . » 2.2... 0,40 121 48

®) Nach einer Berührung von 10 bis 15 Minuten.



d, Wirkung fester Systeme auf einander. 247

I. Reibung der Zapfen oder Axen auf ihren Lagern im Zu-

stande der Bewegung.

Nach den Versuchen von Morin,

 

   

    

Reibungs - Koefhi-
zient u, wenn die
Schmiere erneuert

wird: ‘ ie

Berührungsflächen, Zustand der Flächen. euer Sure atee

gewöhn- |ununter-
lichen |brochen.
Weise.

mit Baumöl, Schweine- 0.07 4° 0

fett, Talg u. dünner Wa- Ba 008 | 0,054 4 35

genschmiere bestrichen 2 396

Gufseiserne Axen mervan en 0,08 0,28 u 5
asser

gulseisernen ih
36

mir Aypkalt 2. 0,054| 0,19 ho .

fettig AIEE 0,14 — 7358

fettig und angalsnahie, 0,14 — 4: 58

mit Baumöl, SchWwälne- 0.07 RU

fett, Talg und dünner? ,;, 0.08 \ 0,054 4 35

Gufseiserne Axen auf Wagenschmiere 2 345,6

bronzenen Lagern fettig 0,16 — 922:6

fa: und ankelkueheet 0,16 —_ a!

kaum fettg 0,19 — 10 46

trocken . 0,18 — 40.12

Gahsikern A mit. Oel od. Schweinsfett —_ 0,09 5, 9

Lagern von Pockholz — derel. abgerieben n 0,10 = vene

(ignum sanctum) mit einer Mischung aus

= Schweinefett u. Molyb- 0,14 —_ U 58

den abgerieben ä

. . mit Baumöl, Schweine- 4

Schmiedeeiserne Auch ji Talg aller din f 0,07 | 0a 4 35
auf gufseisernen Lagern 2 E : bis 0,08

ö Wagenschmiere u

mit Baundh Schweine}, 002 } 0054 | at
Schmiedeeiserne Axen Tate; oder, ale bia,0,98 8456

auf bronzenen Lagern I\m.dickerWagenschmiere' 0,09 _ 5.9

fettig und angefeuchtet 0,19 _ 10 46

kaum fetüg 0,25 14 2

Schmiedeeiserne Axen mit Oel oder Schweine- \ 0 FR 67

auf Lagern von Pock- fett geschmiert ;

holz (lignum sanctum) \\fettig 1 0,19 — 10 46

Bronzene Axen auf- mit Oel ; 0,10 —_ 5 43

zenen Lagern mit Schweinefett 0,09 — 5.9

Bronzene Axen aufei  Ochoe Tal > 0,0456 2 35

eisernen Lagern a bis 0,052) 2 59

Axen von Pockholz en mit Schweinefett 0,12 — 82.54.

gulseisernen Lagern t|fettig 0,15 _ 83

A93mit Schweinefett —_ 07

|

4 0   
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Von der gemeinschaftlichen Bewegung fester
Systeme.

d’Alembert’sches Prinzip und Beispiele für die Anwendung desselben.
$ 107. Denken wir verschiedene feste Systeme, die auf irgend

eine Weise mit einander zusammenhängen, so, dafs sie sich gemein-
schaftlich bewegen müssen, ohne dafs wir gerade die Bedingung
stellen, dafs sie fest verbunden seien. Wir betrachten die Be-
wegungeines dieser Systeme, und bemerken, dafs der Zusammen-
hang mit den andern Systemen von Einflufs auf die Bewegung die-
ses Systems ist; wir wollen die Kräfte, welche den Einflufs dieses
Zusammenhanges darstellen mit O5 Qu» Qu... und die auf das be-
trachtete System aufserdem angebrachten bewegenden Kräfte mit
K,K,,K,, bezeichnen. Die Kräfte K,K,... und Q,0,... geben eine
Resultirende, und die Gröfßse und Richtung dieser Resultirenden
ist maafsgebend für die Bewegung des betrachteten Systems. Es sei
P die Resultirende aus sämmtlichen auf das betrachtete System an-
gebrachten und aus sämmtlichen durch die Einwirkung der verbun-
denen Systeme herrührenden Kräften, es sei ferner Q die Resulti-
rende aus sämmtlichen durch die Einflüsse der verbundenen
Systeme herrührenden Kräften, und X die Resultirende aus sämmili-
chen auf das betrachtete System angebrachten bewegenden
Kräften.

Nun denken wir K zerlegt in zwei Komponenten, von denen
die eine der Grölse und Richtung nach gleich P, die andere normal
zu P ist, und mit V bezeichnet werden mag; hierdurch haben wir
die sämmtlichen auf die Bewegung des betrachteten Systems Einflufs
habenden Kräfte auf drei Kräfte gebracht, nämlich 1) die Kompo-
nente P, 2) die Komponente Y und 3) die Resultirende aus den
Einflüssen der verbundenen Systeme Q. Diese drei Kräfte erzeugen
vereinigt dieselbe Bewegung, welche auch die Kraft P, die der Rich-
tung und Gröfse nach gleich der Resultirenden aus allen Kräften
ist, dem System ertheilen würde, folglich müssen die Kräfte V und '
0 im Gleichgewicht sein, d.h. es mufs sein:

149.7 0EV—0.
Zerlegen wir diese Kräfte nach drei zu einander normalen Ko-

ordinatenaxen und bezeichnen wir die Komponenten mit entspre-
chenden Marken, so muls sein:

MH Qr=0; GE OHr=0; VYn+ Od:
Da aber P die Resultirende aus den Kräften K und © ist, so

ist auch:



d. Wirkung fester Systeme auf einander. 249

Pr=Kı-+ 05 Pr=Ka+ Qn; Pr = Kın + Om

und durch Kombination dieser beiden Gruppen von Gleichungen er-

giebt sich:

194a) ,—=— Or —=Kı —_ Pr; Va=— Ou=Kua— Pu;

Vz= — On= Kın — Pır-

Die Kräfte V, Vrn Yır nennt man die verlornen Kräfte des

Systems, sie werden erhalten, wenn man die auf das System an-

gebrachten bewegenden Kräfte Ky Kır... zerlegt nach der Richtung,

in welcher das System sich wirklich bewegt und normal dazu.

Die Kräfte P, Pır Pırr nennt man die reservirten Kräfte des be-

trachteten Systems, und es folgt aus dieser Darstellung folgen-

des Gesetz:
1) Die verlornen Kräfte eines festen Systems, wel-

ches sich gemeinschaftlich mit andern verbunde-
nen Systemen bewegt, sind in jedem Augenblick

mit den Kräften, die durch den Einflufs der ver-

bundenen Systeme bedingt werden, im Gleich-

gewicht,
2) Die Komponenten der verlornen Kräfte für drei

beliebige Koordinatenaxen sind in jedem Augen-

blick gleich der Differenz der Komponenten der

auf das betrachtete System angebrachten und der

reservirten Kräfte auf dieselben Axen bezogen.

Diese Gesetze pflegt man das d’Alembert’sche Prinzip zu

nennen.
Als Beispiel für die Anwendung des d’Alembert’schen Prinzips

wollen wir die Aufgabe in $ 103 benutzen, indem wir die Figur

und die Bezeichnungen vollständig beibehalten, und annehmen, dafs

die Räder des Wagens sämmtlich gleich grols sind, gleiche Zapfen-

halbmesser haben, gleiche Belastungen tragen und gleiche Trägheits-

momente haben. Für den Grenzzustand des Gleichgewichts gegen

Bewegung im Sinne des Druckes P gilt die Bedingungs- Glei-

chung 190):
P=kQ,

wenn wir mit k die rechte Seite jener Gleichung bezeichnen. So-

bald P größser wird, etwa den Werth P+-P'= kO+-P'=K be-

kommt, ist die bewegende Kraft, welche auf das gleitende System

einwirkt offenbar:

P (sin + w.cosß)=(K — kQ).(sinß + u. cosß).

Bewegt sich das System, dessen Gewicht nun X ist mit einer Ge-
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schwindigkeit, deren Aenderungsmaals gleich f ist, so ist die reser-
virte Kraft offenbar Mf und folglich die verlorene Kraft:

195) V=(K—kQ).(sinß-+ u. cosß) — Mf.
Diese verlorene Kraft muls gleich und entgegengesetzt sein den

Kräften, welche durch den Einflufs der beiden andern beweglichen
Systeme, nämlich der Rolle und des Wagens entstehen, und welche
durch das Seil auf das betrachtete System übertragen werden. Ist das
Trägheitsmoment der Rolle J,, so ist die Kraft, welche am Umfange
der Rolle wirksam sein mufs, um derselben ein Aenderungsmaals
der Peripheriegeschwindigkeit gleich f oder ein solches der Winkel-

 geschwindigkeit = Z zu ertheilen gleich nf„und da diese Kraft

offenbar der Bewegung des Systems K entgegenwirkt, so ist der Ein-
flufs der Rolle auf die Bewegung dieses Systems:

—J
met
 

Die Masse des Wagens M’ bewegt sieh mit demselben Aende-
rungsmaals f aufwärts. Der Druck, welcher dieses Aenderungsmaals
in der Masse bewirkt, und welcher parallel mit der geneigten Ebene
durch den Mittelpunkt der Räder zu denken ist, findet sich durch
Gleichung 177):

2deFtMe),
wenn J, das Trägheitsmoment der Räder, M, die Masse des ganzen
Wagens, und a den Halbmesser der Räder bezeichnet. Dieser Druck
wirkt, mit Berücksichtigung der Steifheit des Seiles an dem Hebels-
arm R-+ x (Gleichung 185a) und entspricht, auf den Hebelsarm R

x

R
stems X entgegenwirkt, und dessen Einfluls auf dieses System also
durch:

 reduzirt, einen Druck Oc.,. . „ welcher der Bewegung des Sy-

e (J,+M,.a) R+x

auszudrückenist.

Demnach sind die Einflüsse der beiden andern bevwveglichen
Systeme auf das betrachtete System zusammen:

JM, .«e? —

a? usa
und wir haben folglich nach No. 1 des oben entwickelten Gesetzes:

J,+M,.a: dag, ai
Ei: 20)

J,195e) V—f. ara

 1950) —1. | +
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und indem wir für V den oben bezeichneten Werth setzen und

entwickeln:

1954) [= (KA).(mache

M++(MS)ee

worin f das Aenderungsmaals der Geschwindigkeit ist, mit welcher

das System K abwärts gleitet;
K= Mg das Gewicht dieses Systems;

Q@=M,g das Gewicht des Wagens mit den Rädern;

J, das Trägheitsmoment, R der Halbmesser der Rolle;

J, das Trägheitsmoment, a der Halbmesser der Wagenräder;

ß der stumpfe Winkel, welchen die geneigte Ebene auf der

Kgleitet, mit der Horizontalen macht;

k das Verhältnifs des Gewichtes, welches auf der Seite von K

wirksam sein muls, um das ganze System in den Grenzzustand des

Gleitens nach K hin zu bringen, zu dem Gewicht des Wagens Q

(Gleichung 190), endlich

© die Vergrößerung des Hebelsarms der Last vermöge der Sieif-

heit des Seils (Gleichung 1853).

 

Prinzip der Uebertragung der Arbeit.

$ 108. Kehren wir zu den Betrachtungen des $ 92 zurück.

Wir denken wiederum zwei feste Systeme, welche wir mit I und

II bezeichnen wollen. Das System I kann auf dem System II sich

verschieben, aber das System II bewegt sich dabei gleichzeitig nach

irgend einer gegebenen Richtung. Wir haben gesehen, dafs dann

nach dieser Richtung das erste System auf das zweite einen Druck

ausübt, welcher durch Gleichung 162):
KM.(f—f”)

zu bestimmen ist, wenn M* die Masse des ersten (gleitenden)

Systems, f” das Aenderungsmaals des auf dieses System einwirken-

den Drucks für die Richtung der gemeinschaftlichen Bewegung, und

f" das Aenderungsmaals der Geschwindigkeit des zweiten (auswei-

chenden) Systems bezeichnen. Wenn während der gemeinschaft-

lichen Bewegung in der Richtnng dieser Bewegung das Wegele-

ment da durchlaufen wird, so ist die Leistung dieses Druckes

K.da = M!.(f— f").da.
Wenn das ausweichende System sich allein bewegte, ohne dafs

eine Einwirkung des gleitenden Systems statt fände, so würde bei

Durchlaufung des Wegelementes da nun die Leistung da. K? ver-

richtet worden sein, durch die Einwirkung des gleitenden Systems
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aber ist nach dieser Richtung noch die Arbeit K.da hinzugekom-
men, und wir nennen diese Arbeit K.da, daher die von dem glei-
tenden System auf das ausweichende System übertragene Ar-
beit.

Es bezeichne U die übertragene Arbeit, so besteht die
Gleichung:

196) dUU=M.(F—fY).da—=K.da.
Die übertragene Arbeitist gleich Null, entweder wenn da

gleich Null ist, oder wenn 7— f?— 0 ist, der erste Fall setzt vor-
aus, dafs überhaupt kein Wegelement von beiden Systemen gemein-
schaftlich durchlaufen wird, dafs folglich das System II ein fixes
System sei, der andere Fall setzt voraus, dafs das ausweichende Sy-
stem mit derselben Geschwindigkeit ausweicht, welche auch durch
den Druck der auf das gleitende System wirkenden Kräfte nach
dieser Richtung bedingt werden würde. Zwischen diesen beiden
Grenzen kann es Werthe von f? und da geben, welche die über-
tragene Arbeit zu einem Maximum machen; die Bestimmung die-
ser Werthe ist von der Natur des vorliegenden Falles abhängig.

Die Gleichung für U kann auch so geschrieben werden:
dU = (Mf!— mf%). da.

Nun ist aber M!f? die Komponente der Resultirenden aller
auf das System angebrachten Kräfte für die Richtung der Bewe-
gung, f” dagegegen das Aenderungsmaals der Geschwindigkeit,
mit welcher das System sich nach dieser Richtung wirklich bewegt,
folglich M? fdie Komponente des Druckes, welcher die Bewegung
des Systems wirklich bedingt, d. i. nach dem vorigen Paragraphen
die Komponente der reservirten Kraft für diese Richtung, daher
ist 7’f*— M?fnichts anderes als die Komponente der verlornen
Kraft des beweglichen Systems, und daher dU— (M’f!— M!f).da
nichts anderes, als die Arbeit der verlornen Kraft. Hierin
liegt der Satz:

Wenn zwei materielle Systeme sich bewegen, so
dafs das eine auf dem andern sich verschiebt, so
ist die Arbeit der verlornen Kraft des einen Sy-
stems für die Richtung der gemeinschaftlichen
Bewegung gleich der an das andere System über-
tragenen Arbeit.

Von der absoluten Bewegung.
Verzeichnung des absoluten Weges.

$ 109. Wenn zwei feste Systeme sich gemeinschaftlich bewe-
gen, während das eine sich auf dem andern verschiebt, so ist die
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absolute Bewegung dieses verschiebbaren Systems die Resultirende

aus der Bewegung in der Richtung der Verschiebung, und aus der

Bewegung in der Richtung des Ausweichens. Kennt man in jedem

Zeitelement die Geschwindigkeiten dieser beiden Bewegungen, so

läfst sich der absolute Weg des verschiebbaren Systems leicht kon:

steuiren. Ist umgekehrt der absolute Weg bekannt, und die Rich-

tung, in welcher das ausweichende System sich bewegt, so kann

man, wenn man in jedem Augenblicke die Geschwindigkeiten kennt,

die Bahn des Gleitens konstruiren, indem man die Bedingung fest-

hält, dafs die Systeme fortwährend in Berührung sein sollen.

Wir werden bei einer spätern Veranlassung auf die Methoden

der Verzeichnung des absoluten Weges, und der Bahn des Gleitens

näher eingehen.

Stofs fester Systeme.

Grundgesetze des Stolses.

$ 110. Wenn zwei feste Systeme, die sich nicht berühren, sich

so bewegen, dafs sie in irgend einem Augenblick sich treffen, so übt

das eine System auf das andere eine gewisse Wirkung aus, indem

es im Allgemeinen der Geschwindigkeit des andern Systems eine

Aenderung ertheilt. Erfolgt diese Aenderung plötzlich, so nennen

wir die Einwirkung des einen Systems auf das andere einen Stofs.

Die Wirkung des Stofses ist also immer als die Wirkung einer

momentan wirkenden Kraft anzusehen ($ 10).

Wir nennen das eine von beiden Systemen das stolsende,

das andere das gestolsene, wobei es gleichgiltig ist, welches von

beiden Systemen wir als das stofsende und welches als das ge-

stolsene betrachten wollen.

Nun nennen wir die Masse des stofsenden Systems 7? und die

Geschwindigkeit, mit welcher dasselbe sich vor dem Stoßse be-

wegt c, diejenige nach dem Stolse c,; ferner möge M’ die Masse

des gestolsenen Systems, und v und o, die Geschwindigkeiten desselben

vor und nach dem Stofse sein. Zerlegen wir die Geschwindigkeiten

cu.c,vu. v, nach der Richtung dreier angenommenen Koordinatenaxen,

und bezeichnen wir die Komponenten durch entsprechende Marken,

so ist offenbar die Leistung, welche in dem gestolsenen System

hervorgebracht werden muls, indem dasselbe aus der Geschwin-

digkeit ce in die Geschwindigkeit ec, übergeht, für die Richtung der

drei Axen, da man es hier mit momentan wirkenden Kräften

zu thun hat, nach Gleichung 45):
M!.(!— ce); M (et— ce); ME. (et — c'?),
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Diese Leistung erscheint aber als Leistung der Massenwider-
stände, die sich der Geschwindigkeitsänderung entgegensetzen, sie
mufs nach dem Gesetz No. 4. $86 (S. 167) mit der Leistung der
bewegenden Kräfte in jedem Augenblick im Gleichgewicht sein.
Die Leistung der bewegenden Kräfte ist aber nichts anderes, als
diejenige Leistung, welche das stolsende System abgiebt, indem es
die Geschwindigkeitsänderung von ® in v, erleidet, und für die drei
Axen hat man diese Leistung:

M!, (u— vl); MFH. (vw— v1); MH, We 0);

Hiernach müssen zufolge des eben genannten Gesetzes die Gleich-
gewichtsbedingungen statt finden:

M.(!—c) +MM!) —=0
M!. (eH— ca) — MFH, ww?— v2) = 0

ME. (Ce a) en ME, (wr— v2) = ®.

Hieraus ergeben sich folgende Gleichungen durch einfache Ent-
wickelung: Mc" + Mo!— Mic! + Mo

197.) M!c"+ MFot— Mc=My

Mc+ MFouH— Me’H + Mo,

Nach $ 22. S.26 nennt man das Produkt aus Masse und Ge-
schwindigkeit die Gröfse der Bewegung, und es liegt in der
Gleichung 197a) der Satz:

Wenn zwei feste Systeme stolsend auf einander
wirken, und es werden die Komponenten der Ge-
schwindigkeiten für irgend eine der Koordina-
tenaxen durch den Stofs in beiden Systemen ge-
ändert, so ist gleichwohl die Summe der Gröfsen
der Bewegung beider Systeme vor der Geschwin-
digkeitsänderung eben so grofs als nach der Ge-
schwindigkeitsänderung.

Nach Vollendung des Stofses können folgende Fälle eintreten:
a) Die Körper trennen sich nach Vollendung des Stofses von

einander; oder:
b) die Körper bleiben nach dem Stofse in Berührung miteinander.
Welcher von beiden Fällen aber auch stattfinden möge, so

bleiben doch die beiden Systeme während der Zeitdauer,
in welcher der Stols statt findet, in Berührung, und müs-
sen für diese Zeitdauer, man mag dieselbe als unendlich klein, oder
nur als sehr klein anschen, als zwei Systeme betrachtet werden, die
sich nieht trennen können. Wenn aber die Systeme während
der Dauer der Betrachtung in Berührung bleiben, so kom-
men die Gesetze des $ 92 (S. 186) in Anvwrendung, und es sind dann

197)
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die beiden Fälle möglich, dafs das eine System sich auf dem an-

dern verschieben kann, oder dafs eine Verschiebung nicht

möglich ist.

Wenn während des Stofses die beiden Systeme sich nicht ver-

schieben können, so müssen sie sich vollkommen gemeinschaftlich

bewegen, d.h. sie müssen eine gleich grofse Geschwindigkeit nach

derselben Richtung besitzen, und folglich müssen auch die Kompo-

nenten dieser Geschwindigkeit für die drei Axen während des Stolses

gleich grofs sein. d. h. man hat unter dieser Voraussetzung:
mol; vo oe op

und dann folgt aus Gleichung 197a) für die Komponenten der ge-

meinschaftlichen Geschwindigkeit:
PR. M*Fc! is Mo!

 
>Topmn

M!cH en ME»

197), Tg
M!edZ ar Mo

gu— Einwe N

Aus welchen Gleichungen sich die resultirende Geschwindig-

keit der Richtung und Gröfse nach bestimmen läfst.

Wenn dagegen das eine System auf dem andern gleiten kann, so

denken wir die Richtung des Gleitens nach früheren Regeln bestimmt,

nehmen dieselbe als dritte Axe des Koordinatensystems an, und zerle-

gen die Geschwindigkeiten des stofsenden und des gestolsenen Sy-

stems nach dieser Richtung und nach zwei Axen, die normal dazu

sind. Nun findet eine Einwirkung der Körper auf einander (abge-

sehen von der Reibung) in der Riehtung, in welcher ein Gleiten

möglich ist, nicht statt, folglich findet auch nach dieser Rich-

tung keine Geschwindigkeitsänderung statt, dagegen müssen

beide Systeme nach jeder Richtung, die normal zur Richtung des

Gleitens ist, während des Stofses gleiche Geschwindigkeiten besitzen,

daher hat man für die beiden Axen, die normal zur Richtung des

Gleitens sind:
v=ch vlzcH

wogegen für die Richtung des Gleitens die Geschwindigkeiten un-

geändert bleiben. Die Gleichungen ergeben also:
M!c! + Mo!

‘= ce; = SEnzeR MA

1970). 0ueeMan
ee
CR — ca; 0%— op,
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Wenn die Richtung des Gleitens in derselben Ebene liegt, wel-
che man durch die Richtungen der beiden Geschwindigkeiten vo und
c legen kann, und man nimmt die Linie, welche normal ist zu
dieser Ebene, als erste Axe an, die Richtung des Gleitens als dritte
Axe, so gehen die Gleichungen über in:

; Mc. My:

Cre— SHE:

2. F=00; c=0; v—=0
Oz (CHEN, 0= oT,

Nach den Gleichungen 197b), c), d) sind die Gesetze für die
Geschwindigkeiten während des Stolses für jede Koordinatenaxe, in
welcher eine Geschwindigkeitsänderung eintritt, vollkommen über- _
einstimmend, und wir wollen daher im Folgenden nur die Gesetze
für eine Koordinatenaxe besprechen, indem wir von vorne:herein
annehmen, dafs die Koordinatenaxen in dem ersten Fall (Gleichung
197b) beliebig, in den beiden andern Fällen (Gleichung 197c und
d) so angenommen worden sind, wie dort vorausgesetzt worden ist.
Wir verstehen also von jetzt ab unter €c, vv, die Kom-
ponenten der Geschwindigkeiten nach der Richtung ir-
gend einer Axe, in welcher Geschwindigkeitsänderung
statt findet, indem wir die Marken I, II, II fortlassen.

Wenn das stolsende System vor dem Stofse die Geschwindig-
keit vo und nach dem Stofse die Geschwindigkeit o, hat, so hat
dasselbe durch den Stofs eine lebendige Kraft abgegeben, welche
sich ausdrückt durch:

MT,—v2).
Diese von dem stofsenden System abgegebene lebendige Kraft

geht im Augenblick des Stoflses nur zum Theil an das gestolsene
System über, denn dasselbe bewegt sich, nachdem der Stofs erfolgt
ist, mit der Geschwindigkeit c, — v,, hat also einen Zuwachs an le-
bendiger Kraft erhalten, der gleich HT. (vo? — c?) ist; der Rest der
lebendigen Kraft also, der Werth:

MH” .(0 — v0?) — WM. (v2 — c?)
=M.0+0).0C —o)— M.@,+0).0,—e)

mufs irgend eine andere Arbeit verrichten, und durch dieselbe ver-
braucht werden. Diese Arbeit besteht im Allgemeinen in der Form-
veränderung der beiden Systeme, und wenn wir dieselbe Arbeit
mit &(K.ds) bezeichnen, so ist sie nach Gleichung 49) gleich der
halben lebendigen Kraft, welche darauf verwendet worden ist. Wir
haben also zu setzen:

22(K.d)=M".(o-+v).(v 2) M.(@-+c).(w,— c),



d. Wirkung fester Systeme auf einander. 257

da nun nach Gleichung 197) MH’.— c)=M".(o—v,), und in-
e

arME!

M'.@,—ec)= wem (v — c) ist, so folgt, die auf Formver-

dem wir 9, = nach Gleichung 197b) setzen, auch

änderung wirkende Arbeit oder die verlorne lebendige Kraft:
MM:

23(K.ds) =er.@—.c).[e-+ 9)—+ e)]

Mare MM
198) 28(K.ds) = NazIR.@— eo? = wm"

worin wir nämlich unter u die Differenz der Komponenten der Ge-
schwindigkeiten der beiden Systeme, nach der Richtung der be-

trachteten Koordinatenaxe verstehen. Hierin liegt der Satz:

Wenn zwei Systeme stolsend auf einander wir-
ken, und es erleiden für irgend eine Koordina-
tenaxe die Komponenten der Geschwindigkeiten
Aenderungen, so ist die lebendige Kraft, welche
in der Richtung dieser Axe auf Formveränderung

der beiden Systeme wirkt, gleich dem Produkt
aus dem Quadrat der Differenz der Komponenten
der Geschwindigkeiten, welche die beiden Sy-
steme vor dem Stof[se besafsen, multiplizirt mit

dem Verhältnifs zwischen dem Produkt und der
Summe der Massen.

Dies Verhältnifs nennt man das harmonische Mittel der
Massen.

Die beiden Gleichungen 197a) und 198), und die aus densel-
ben hergeleiteten Gesetze sind die Grundgesetze für die Wirkung
zweier festen Systeme aufeinander, wenn dieselben stolsend zu-
sammentreffen.

Bestimmung der lebendigen Kraft, welche durch den Stofs auf Formverände-

rung der Systeme wirkt — Geschwindigkeiten nach Wiederherstellung der

Formveränderung.

$ 111. Untersuchen wir nunmehr die auf Formveränderung
der beiden Systeme wirkende Arbeit. Es seien A’ und A”
die linearen Verlängerungen oder Verkürzungen, welche die beiden

Systeme in dem Augenblick erlitten haben, in welchem dieselben
nach der Richtung der betrachteten Koordinatenaxe die gemeinschaft-
lichen Geschwindigkeiten v,—= c, angenommen haben, und zwar sind

)7 und Ain der Richtung derselben Axe gemessen. Nun ist offen-
nn. 17
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bar das Wegelement ds, welches der Druck der sich der Form-

veränderung widersetzt, durchläuft
ds — dA’ + dA,

Nach den im ersten Theile dieses Werkes S. 193 entwickelten
Gesetzen, besteht aber die Gleichung:

PorDR
An

wenn E den Elasticitäts-Modulus,

P den Druck, welcher auf Verlängerung oder Verkürzung
wirkt,

F den Querschnitt des Systems normal zum Druck P,

i die ursprüngliche Länge, und

} die Verlängerung oder Verkürzung

 

bezeichnet.

Hiernach ist:

pP: Er EN

und das Arbeitselement dieser Formveränderung:

Pdydh,

folglich die Gesammtleistung, die der Formveränderung von 0 bis A
entspricht:

9 E 0
[r.a=# „fr.r.ar
a %

Wenn F konstant ist können wir integriren, und es folgt:

E.F
0

199,p.a=Im= Frnnm4r.a
%

n
e

I

Hieraus folgt:
Die Arbeit, welche einer gewissen linearen Ver-
längerung oder Verkürzung eines festen Systems

entspricht, ist gleich dem halben Produkt aus dem
Druck, welcher der durch diese Formveränderung

entstehenden gröfsten Spannung das Gleichge-

wicht hält in den Werth der Verlängerung oder
Verkürzung.

Da aber die Gleichung
R l

1999) E—a.

nur gilt für Verlängerungen oder Verkürzungen innerhalb der Grenze
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der vollkommenen Elastizität, so gilt auch das entwickelte

Gesetz nur innerhalb dieser Grenzen.
Nun würden wir für vollkommenelastische Systeme, oder

so lange überhaupt die Formveränderungen sich innerhalb der
Grenze der vollkommenen Elastizität befinden, die Arbeit,

welche auf Formveränderung der beiden Systeme wirkt, setzen

können
Z(K.ds)=#(P!.M+ PZ.AR).

Da aber der Druck PZ, welcher die Verkürzung A? bewirkt, offen-

bar derselbe ist, welcher die Verkürzung A” bewirkt, so ist PP= P*

und wenn wir diesen Druck allgemein mit P bezeichnen, so ist:
199b) Z(Kas) =4P.(M+4).

Wenn wir nach der Gleichung für E (199a) die Werthe von

A" und A” entwickeln, so ergiebt sich, indem wir die den beiden

Systemen entsprechen Werthe mit Marken bezeichnen:
R Pr

199) Z3(K.ds) rn (gepr+ up)

und vermöge der Gleichung 198 ergiebt sich:
u I 7 I, II pıIra

Durch diese Gleichung ist man im Stande, den: gröfsten Druck

zu bestimmen, welcher, durch den Stofs hervorgerufen, auf Form-

veränderung der beiden Systeme wirksam ist, so lange man die bei-
den Systeme als vollkommen elastisch betrachtet.

Ist das eine von beiden Systemen, z. B. das System II, voll-

kommen hart, so dafs es gar keine Formveränderung erleidet, so
st 22U,und die Entwickelung würde ergeben:

M!. Mr E!. F!

Wenn dagegen beide Systeme als absolut hart angenom-

men werden, so würde sich der auf Formveränderung wirkende

Druck als unendlich grofs ergeben.

Denken wir nunmehr zwei Systeme, die nicht vollkommen

elastisch sind, oder setzen wir allgemeiner voraus, die Formverän-

derungen überschreiten die Grenzen der vollkommenen Elastizität,
und es entstehen bleibende Formveränderungen. In diesem Falle

werden allerdings auch die Verlängerungen und Verkürzungen

Funktionen der Drucke sein, durch welche sie erzeugt werden; aber

es ist nicht mehr zulässig, dieselben, wie wir es vermöge der Glei-
17%
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chung =P.Er gethan haben, einfach proportinal diesen Druk-

ken zu setzen. So lange nun die Abhängigkeit dieser Formverän-
derungen von den Drucken nicht bekannt ist, kann man auch die
Gleichung

K.ds=P.(d4’-+- d)?)

nicht integriren, und die Aufgabe, den auf Formyerändernng wir-
kenden Druck zu bestimmen, bleibt ungelöst.

Näherungsweise mag es zulässig sein die Voraus-
setzung, dafs die Verkürzungen in direktem Verhältnifs
zu den Drucken stehen, auch noch für Formveränderun-

gen gelten zu lassen, die aulserhalb der Grenze der voll-

kommenenElastizität liegen, und nur unter dieser Annahme

gelten die Gleichungen 199) bis 199e) auch für nicht
vollkommen elastische Systeme.

Sobald durch den Zusammenstols zweier festen Systeme Form-

veränderung entweder in beiden oder nur in einem von beiden Sy-

stemen erfolgt ist, bleibt entweder diese Formveränderung beste-
hen, oder die Systeme stellen wieder ihre ursprüngliche Form ganz

oder theilweise her. Wenn die Formveränderung bestehen bleibt,

so ist das auf Formveränderung wirkende Arbeitsmoment durch die-

selbe konsumirt, wenn dagegen die Systeme sich wieder ausdehnen,

so wird durch diese Ausdehnung eine gewisse Kraft frei und wirkt
auf Erzeugung von Geschwindigkeit.

Wenn die durch die Herstellung der ursprünglichen Form wie-

der frei gewordene Arbeit (wiedergewonnene lebendige Kraft) ein
gewisser Theil, etwa &, der auf die Formveränderung verwandten
Arbeit ist, so würde die nach Verlauf einer Zeitdauer, welche die

Zusammendrückung und Ausdehnung umfafst (Dauer des Stofses)
verlorene Arbeit sich ausdrücken nach Gleichung 198 durch:

M!. ma M!. ma

200) 3 ( u? "M-LMA —2.u°. Mru

M!.M&
ns
Ten MTME (1—.).

folglich gelten zur Bestimmung der Geschwindigkeiten vor und nach

dem Stolse die Bedingungs-Gleichungen (197 und 198):

M’c+ MFv = M’c, + Mo,

M*.(0® — v0?) — M.(e? — ce?) =u..(1—.).

Wenn wir nun die zweite Gleichung mit #’+ M’" multipli-
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ziren, die erste Gleichung quadriren, auf Null bringen, von der er-

sten abziehen und gehörig ordnen, so ergiebt sich:

MZ.M!. (0? + 0? — 20.0) — MY.M!.(w? He? — 2,.C)

= u? .M.MU.(1L—e), :

oder, wenn wir mit M.M* dividiren, und beachten, dafs u? =(v— c)?

(Gleichung 198) also gleich v0? + c? — 2v.c ist, so ergiebt sich:

200) „-v, =u.Ve

Aus dieser Gleichung und aus der Gleichung 197a)

M!c + MFv = Mc, + M"v,

folgt nun:
M!c + M”v Mm!

=prMET (w—c)ELmR' V:

200b) Mc + Mi ma
 

=a +09eV
Diese Gleichung lehrt die Geschwindigkeiten finden, welche die

beiden Systeme in dem Augenblicke besitzen, wo die durch den

Stofs bewirkte Veränderung der Form sich wiederher-

gestellt hat. Ist diese Wiederherstellung vollständig erfolgt, so

ist &—1 zu setzen, ist sie dagegen gar nichterfolgt, so ist &=0

zu setzen.

Ist die gestolsene Masse M? gegen M-" unendlich grofs, und ist

dieselbe in Ruhe, also e = 0, so ist:
DNS

2006) „= —v.V8 = (“) :

Nach Newton *) ist:

für Elfenbein . . . - e= 9? =0,19

ee realer

- Kork, Stahl, Wolle = (3)2 = 0,309,

wobei vorausgesetzt ist, dafs der eine Körper, nämlich der stofsende,

die Kugelform, der gestolsene die Plattenform hat.

Im Allgemeinen sind die Gesetze des Stolses und die durch

denselben erfolgenden Formveränderungen noch nicht genügend auf-

geklärt.

Stofs auf ein festes System, welches um eine fixe Axe rotirt. Maafs für die

Stofswirkung.

$ 112. Denken wir ein festes System, welches um eine fixe

Axe rotirt; die fixe Axe sei die dritte Axe eines Koordinaten-

systems, dessen beide anderen Axen in einer Ebene liegen, welche

*) Weisbach, Ingenieur und Maschinen-Mechanik, Theil I. $ 278.
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normal zur fixen Axe ist. Wir nehmen einen beliebigen Punkt der
fixen Axe als Anfangspunkt der Koordinaten, und es seien XNYZ
die Koordinaten des Schwerpunktes. Msei die Masse des rotiren-
den Systems, w die Winkelgeschwindigkeit, welche das System be-
sitzt in dem Augenblicke, in welchem ein zweites System, dessen
Masse M?ist, mit der Geschwindigkeit v auf das rotirende System stölst.
Der getroffene Punkt habe die Koordinaten 2,9,%, und die Rich-
tung der Geschwindigkeit, mit welcher der Stols erfolgt, mache mit
den drei Axen die Winkel «, ß, 7.

Der Abstand des getroffenen Punktes von der Dreh-
axe ist:

a) r, = V(e? Br y?)-

Ist J, das Trägheitsmoment des rotirenden Systems in Be-
zug auf die Drehaxe, so ist die auf den Abstand r reduzirte Masse
nach Gleichung 147e), S. 161:

b)_ zu: — u e
‘

Die Peripheriegeschwindigkeit in dem getroffenen Punkte
ist wr, die Richtung derselben bilde mit den drei Axen die Win-
kel &,ß,, y,, dann ist:

c08.0, — sin B, — er

3 008.9, = sine, —
4‘

84, —0;4,=M;
Nun denken wir den Stofs in derselben Weise erfolgend, als

ob in dem Augenblick des Stofses die reduzirte Masse M* frei mit der
Masse Mzusammenstiefse. Die Komponenten der Geschwindigkei-
ten der gestolsenen Masse M/! sind nun für die drei Axen:

"=Zwr,cosa; c"=ur.coß; AO
d) =w Es R II—iz ch wihr

Die Komponenten der stofsenden Masse Msind für diesel-
ben Axen:

e) v—o.cosa; eT—v.cosß; v—ov.cosy.
Wir behandeln nur den Fall, dafs die beiden Systeme sich

während des Stofses vollkommen gemeinschaftlich bewegen müssen,
dafs folglich während des Stofses eine Verschi ebung der
beiden Systeme nicht möglich sei. Dann ergeben sich nach
Gleichung 197b) die gemeinschaftlichen Geschwindigkei-
ten, welche beide Systeme annehmen müfsten, wenn sie beide
vollkommen frei wären:
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vi A0ac En 608.0

  

 

vu, — Mi+ MH

M}.w.a, + M".v.cos
a01 oz Min Mer

4

lH — M",».c0sY 3
4 Kate NM} + M-

Nun ist aber das gestofsene System im Augenblick des Stolses

nicht wirklich frei, sondern es ist gezwungen sich um eine Axe zu

drehen, die durch die beiden fixen Punkte geht, es kann also nach

der Richtung der fixen Axe gar nicht ausweichen, und es folgt

daraus, dafs durch die fixen Punkte eine Stolswirkung in der

Richtung der Drehaxe aufgehoben werden muls, welche dem

Stofs der Massen M?-+ M’! mit der Geschwindigkeit v2” entspricht.

Die durehdie fixen Punkte in der Richtung der ersten Axe

aufgehobene Stolswirkung ist also:

2012) W= (MM).ol, N59.0087:

Die beiden andern Komponenten », und vo! würden eine re-

sultirende Geschwindigkeit geben, welche sich ausdrückt durch:

=Vor + 022)
und welche mit den beiden Axen die Winkel bildet: «, und P,;

es ist:
®— 4 nd .

co, sau Bis
u

Ivgel — cc
cos ß, = REAL

Diese resultirende Geschwindigkeit bilde mit der Peri-

pherie des Kreises, in welchem der getroffene Punkt gezwungen ist

sich zu bewegen, den Winkel &; es ist nach einem bekannten Ge-

setz der analytischen Geometrie:

cos & = C08 @,. COS &, + C08 ß,. cos ß, + ©08 7,. 608 Yu

oder durch Einsetzung der oben bestimmten Werthe:
I E Di

q v zT
le

© T, v9 £ z ar

sine=V(l—cose)== Carul),
r, > du T, : Yu

Wenn wir nun die resultirende Geschwindigkeit in zwei Kom-

ponenten p und q zerlegen, von denen die eine p in der Richtung

der wirklich möglichen Bewegung, d. i. in der Richtung der Peri-

pherie liegt, die andere aber normal dazu ist, so erhalten wir die

Werthe:

u
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en Ye Past = 1P=2,.08:=-:.v, +0
. 4 4die andere Komponente:

1=2,.sine= (HM .07— a, 0)
r, r,

‚oder wenn wir für vund 0,2 die obigen Werthe setzen, so ergiebt
sich, mit Berücksichtigung dafs 2? + y? =r,? (Gleichung a) ist:

M},wr, + MH, — . (cos @.y,—+cosß.x,)
— U

2010) /P= MI Ma
2 ®4m #re ER . (608 &.2,— cos ß.Y,).

4 ‘

 

Nennen wir den Winkel, welchen die Richtungder Stolsge-
schwindigkeit mit der Richtung der Peripherie bildet, in
welcher der getroffene Punkt gezwungenist, sich zu bewegen Ö, so ist

y 008 8 = 008 @. cos @, + cos ß. eos ß, + cos y. cosy,
5 m

0030, 2 resß.sr,

und daher ist auch: ie wir s
a 20E -d..C0S

201 e) 2 H?—+ MF

Da nun aber das rotirende System auch im Augenblick des
Stolses sich nur nach der Richtung der Peripheriegeschwindigkeit
bewegen kann, da es also keine Komponente normalzu die-
ser Richtung besitzen kann, so muls durch die Bedingung, dafs
dafs das System eine fixe Axe haben soll die Komponente q durch
die Reaktion dieser fixen Axe aufgehoben werden, und die fixe
Axe mufs also einer Stolswirkung, die dieser Komponente g ent-
spricht, das ist einer Stofswirkung

201d) WW= =g4.M + N) + N..(cos@.2,— cosß.y))
Widerstandleisten. Diese Stolswirkung ist in dem getroffenen Punkte
normal zur Peripherie, also radial zu denken.

Der getroffene Punkt kann also in dem Augenblick des Stofses
nur die Komponente p wirklich annehmen; die derselben entspre-
chende Winkelgeschwindigkeit ist wi— das ist:

‘

M}.w-RT cos ÖEN
NM? + M#

HF.w-+ M#. (608 0.9, + cosß.z,)
M} + Mr 2

Vz
201 e)

Ben)
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Es ist mithin der Zuwachs an Winkelgeschwindigkeit, welchen

das System erhält:

ME 0 +MM. „cos ö
EBBt REN

an. 00 Mi+ Ma en
Mm @ 5 )

==— „(| —.0050—% |.
MF-+ M= 2

Die Zeitdauer, in welcher diese Aenderung der Winkelgeschwin-

digkeit erfolgt mag sehr klein sein, wir mögen dieselbe mit =

bezeichnen; wir wollen ferner das Aenderungsmaafs der Winkel-

geschwindigkeit für diese kurze Zeit als konstant ansehen, und das-

selbe mit f, bezeichnen, dann ist nach Gleichung 28):
0

via[ah Ariel ©
T

ER u

202) folglich neteg (4.0058 -») oe

Nun können wir uns die Aenderung der Winkelgeschwindig-

keit auch durch einen Druck hervorgebracht denken, der anstatt des

Stofses in dem gestofsenen Punkt während der Zeitdauer z nach

der Richtung die Peripherie wirksam gedacht, dieselbe Aenderung

der Winkelgeschwindigkeit bedingen würde. Nennen wir diesen

Druck P, so ist sein statisches Moment P.r, und wenn J, das Träg-

heitsmoment des Systems ist, so ist auch nach Gleichung 154)

und 202):
Br. head ww i

20) =upain FL.
Multipliziren wir den letzten Werth im Zähler und Nenner mit

r, so ergiebt sich:

2020) P=Ye. 2 ;

Nun ist w'r, — wr, die Geschwindigkeitsänderung, welche der

 P.r = (wr, —wr,).M}.

getroffene Punkt erleidet, I ist die auf den getroffenen Punkt re-
2

duzirte Masse (Gleichung b); es ist folglich die Kraft, welche

dieselbe Geschwindigkeitsänderung in dem getroffenen

System bedingen würde, welche der Stol[s erzeugt, pro-

portional dem Produkt aus der Differenz der Geschwin-

digkeiten vor und nach dem Stofse in die auf den getrof-

fenen Punkt reduzirte Masse. Man nennt dies Produkt

das Maafs für die Stofswirkung.

Nach der obigen Gleichungist auch das Maafs für die Siofs-
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wirkung gleich dem Produkt aus der Kraft, welche dieselbe Ge-
schwindigkeitsänderung in dem gestofsenen System bedingen würde

in die Zeitdauer des Stolses. Unter diesen Modifikationen und Be-
dingungen lassen sich die Gesetze, welche für Drucke gelten
auch für Stolswirkungen anwenden.

Die Kraft P zerlegen wir nach der Richtung der Axen der X
und der Yin die beiden Komponenten:

h) P.cos—=P.# und D.CP.
‘ 4

Die Momente dieser Komponenten sind für die beiden Axen
der X und der Y:

yepFeen Pe
r, T,

Nun erscheint die Kraft P als eine auf das System ange-
brachte Kraft, und es müssen daher ihre Komponenten für die

Axen der X und der Y sowohl, als ihre Momente für dieselben

Axen gleich den Kräftesummen und Momenten der in dem System
thätigen Kräfte sein.

Die in dem System thätigen Kräfte sind zunächst die in je-
dem Massenelement wirksam zu denkenden Drucke, welche ein

Aenderungsmaals der Geschwindigkeit des betrachteten Massenele-

mentes in der Richtung des bei der Drehung durchlaufenen Weg-

elementes bedingen. Dieses Aenderungsmaafs ist gleich f,.r, wenn

f, das Aenderungsmaals der gemeinschaftlichen Winkelgeschwindig-
keit, und r den kürzesten Abstand des Massenelementes von der

Drehaxe bezeichnet, und folglich sind diese Drucke dm.f,.r. Nen-
nen wir die Koordinaten der betrachteten Massenelemente &, y, z
und die Winkel, welche die Richtung der von denselben durch-

laufenen Bogenelemente mit den Axen der X und der Y bilden
«@und f', so ist offenbar wie in Gleichung e):

k) od=munf—=t; es—sind=—

und es sind folglich die Drucksummen der in den einzelnen Mas-

senelementen thätigen Kräfte für die Richtung der beiden Axen, mit
Berücksichtigung der Gleichung 144), S. 153:

&(am.f,.r.2)=f.2lam y)=R.M. Y, und

& (am.f,.r.2)=h. 2(dm.o)=f,.1.%,

und die Momente für diese beiden Axen:

f,.Z(dm.z.x) und f,.Z(dm .y.2).
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Nun sieht man, dafs sowohl die Drucksummen als die Momente

der in den einzelnen Massenelementen thätigen Kräfte hier nur ab-

hängig sind von der Gruppirung der Massenelemente, wäh-

rend die Komponenten der auf das System angebrachten Kraft P

und deren Momente nur abhängig sind von P und von den Koor-

dinaten des gestolsenen Punktes. Es ist also nicht nothwendiger

Weise Gleichheit zwischen diesen Werthen vorhanden, und es müs-

sen daher in dem System noch gewisse andere Kräfte als thä-

tige Kräfte vorhanden sein, welche mit den in den einzelnen Mas-

senelementen thätigen Kräfte jene Gleichheit herstellen. Diese Kräfte

erscheinen als Wirkungen des Stofses auf die Drehaxe.

Wir wollen die Drucksumme dieser Stofswirkung nach der

Richtung der ersten Axe mit Q, und nach der Richtung der zwei-

ten Axe mit Q, bezeichnen, während wir die Momente der Kräfte-

paare dieser Wirkungen für Drehung in einer Ebene, die normal

zur ersten Axe ist mit (Ka)' und für die Drehung in einer Ebene,

die normal zur zweiten Axe ist, mit (Ka)" bezeichnen. Nun haben

wir zufolge der Bedingung, dafs die auf das feste System ange-

brachten Kräfte mit den in dem System thätigen Kräften im Gleich-

gewicht sein müsssn ($$ 66. und 86.) folgende Gleichgewichtsbe-

dingungen:

p.&=f.M.Y+0,

p.2=f,.M.X+Q,
203) fa

pP.=h. Z(dm.@.») + (Ka)'

PN.2lam.y Dr a).
4

Setzen wir für f, den Werth der Gleichung 202a), so las-

sen sich die Werthe von Q, Q,, (Ka)' und (Ka)” entwickeln,

nämlich:
M.Y'

= P.r.(4 — ——
Q, ‘ T J,

x M.X
ObTen

203.) j£ % Z(dm x.2)3 Pe. m.
(Ka)ee TURN)

7 N Z(dm.y.?)
CART):

Setzen wir in diese Gleichungen den Werth von P aus Glei-

chung 2024) und multipliziren wir auf beiden Seiten mit ©, so er-
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geben sich links die Maalse für die Stolswirkungen auf die
Axe, nämlich:

' ı M.Y:Q,.7=(w — w).J,. A

9,= WW —0).J. Zn 1,2

203b) 4 4

(Kay== (0 — u)... (diZU)
(Ka)". = (w' — »).J,. BeZum) .

1

Bedingungen, unter welchen die Stofswirkungen auf die Axe gleich Null
_ sind, — Mittelpunkt des Stolses.

$ 113. Nach dem vorigen Paragraphen hat die fixe Axe ei-
nes rotirenden Systems, auf welches ein anderes in einer gegebenen
Richtung stöfst, zweierlei Stofswirkungen zu erleiden. Die eine
Gruppe dieser Stolswirkungen rührt davon her, dafs bestimmte
Komponenten der Geschwindigkeit des stolsenden Sy-
stems durch das rotirende System, welches gezwungenist, nur um
die gegebene Axe sich zu drehen, aufgehoben werden; die andere
Gruppe von Stofswirkungen ist dadurch bedingt, dafs die Massen-
elemente des rotirenden Systems ihre Geschwindigkeit plötzlich än-
dern, dafs dieser. Geschwindigkeitsänderung die Massenwiderstände
der einzelnen Elemente entgegenwirken, und dafs diese Massenwi-
derstände im Allgemeinen nicht im Stande sind, die durch den Stofs
auf das rotirende System angebrachten Kräfte vollständig zu con-
sumiren.

Die erste Gruppe enthält folgende beiden Stolswirkungen:
1) Eine Stofswirkung in der Richtung der Axe, welche sich

ausdrückt nach Gleichung 201a) durch:

W!= M#.v.cosy;
2) Eine Stofswirkung in einer Richtung, die in dem getroffenen

Punkt radial ist, und welche sich ausdrückt nach Gleichung
201d) durch:

are vW —#MP. — .(cöse.2,—cosß.9,).

Die erstgenannte Wirkung ist auf Verschieben der Axe ge-
richtet, die zweite wirkt auf Durchbiegen der Axe in einer Rich-
tung, die in dem getroffenen Punkte radial ist.

Die andere Gruppe der auf die Axe erfolgendenStolswirkun-
gen ist durch die Gleichungen 203b) zu bestimmen.
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Wir wollen nunmehr untersuchen, unter welchen Bedin-

gungen alle diese Stofswirkungen Null werden.

Damit die Stofswirkung W” gleich Null werde, mufs cosy—=0

sein; d.h. die Richtung der Geschwindigkeit des stolsen-

den Systems muls in eine Ebene fallen, die normal zur

Drehaxe ist.

Damit die Stofswirkung Wgleich Null werde, ist die Bedin-

gung zu erfüllen:
cos@.2, = cosß.Y,

co: ayı

ST En
Nun ist & die Cotangente des Winkels, welchen die Periphe-

riegeschwindigkeit des getroffenen Punktes im Augenblick des Sto-

fses mit der Axe der X macht, und wenn wir setzen

cotang u, = Cr = ——,
sın 0%, cos ß,

so folgt als Bedingungs-Gleichung:

c0S%& cos &

204) —=I = cotang%,,
cos ß cosß,
 

das heilst:

Wenn in dem rotirenden System keine Stolswirkung radial in

dem getroffenen Punkte wirksam sein soll, so müssen sich die Co-

sinus der Winkel, welche die Richtung der Geschwindigkeit des

stofsenden Systems mit zwei zur Drehaxe normalen Koordinaten-

axen bildet, verhalten, wie die Cosinus der Winkel, welche die

Peripheriegeschwindigkeit des rotirenden Systems im Augenblicke

des Stofses mit denselben Koordinatenaxen bildet.

Diese Bedingung wird immer erfüllt, wenn die Geschwin-

digkeit des stolsenden Systems in einer Ebene liegt, wel-

che das im Augenblick des Stofses von dem getroffenen

Punkte beschriebene Bogenelement berührt, oder wel-

che normal ist zum kürzesten Abstande des getroffenen

Punktes von der Drehaxe.

Man sieht, dafs die Bedingungen, unter welchen die Stofswir-

kungen W! und Wgleich Null werden, lediglich von der Rich-

tung der Geschwindigkeit des stolsenden Systems abhängig sind.

Aus der Form der Gleichungen 203b) ergiebt sich dagegen sofort,

dafs die Bedingungen, unter welchen diejenigen Stofswirkungen,

welche aus den in dem gestolsenen System thätigen Kräften her-

vorgehen, gleich Null werden, ganz allein von der Gruppirung der
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Massenelemente und von der Lage des getroffenen Punktes gegen
die Drehaxe abhängig sind.

Damit nämlich die Gleichungen 203b) einzeln gleich Null wer-
den, muls sein:

se MeaME
Fe Ted

2042) 2%, __ Z(dm.x.2), y-% _ Z(dm.y.x)

1 3 2 ne I -
Indem wir aus den beiden ersten Gleichungen den Werth von

r,® eliminiren, ergiebt sich:

De2) Y=-y;

da nun ” die Tangente des Winkels ist, welchen der kürzeste Ab-
‘

stand des getroffenen Punktes mit der Axe der X bildet, und =

die Tangente des Winkels ist, welchen der kürzeste Abstand des

Schwerpunktes mit derselben Axe bildet, so ergiebt sich als erste

Bedingung, unter welcher die Wirkung der Massenwiderstände auf

die Axe gleich Null ist, dafs diese beiden Abstände parallel sein

müssen, oder mit andern Worten, dafs der getroffene Punkt in
einer Ebene liegen müsse, die durch den Schwerpunkt
und durch die Drehaxe geht.

Indem wir die Gleichungen

ie == en und iR = pr

quadriren, addiren und beachten, das 2? +y?=r?und® +7

=R? ist, wenn wir unter A den kürzesten Abstand desSchwer-
punktes von der Drehaxe verstehen, ergiebtsich:

N204c) r, = MR

Nunist M.R offenbar das statische Moment des rotirenden Sy-

stems in Bezug auf die Drehaxe, und folglich ist nach Gleichung
158a) der Quotient:

Trägheitsmoment

 

 IntischesMomen gleich dem Abstand des Schwingungspunktes,
stalısches 1

Hiernach ergiebt sich als zweite Bedingung, unter welcher die
Wirkung der Massenwiderstände auf die Drehaxe gleich Null ist,

dals der getroffene Punkt einen Abstand von der
Drehaxe haben müsse, welcher gleich dem Ab-

stand des Schwingungspunktes des rotirenden
Systems von derselben Axe ist.

Es folgt hieraus ferner, dafs wenn die Drehaxe durch den
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Schwerpunkt geht, unter allen Umständen eine Einwirkung

der Massenwiderstände auf die Axe ausgeübt wird.

Damit nun endlich die Kräftepaare gleich Null. werden,

ist zufolge der Gleichung 204a) noch zu seizen:

ve Z(dm.x.?%)
Eh und auch

204 d) v2 Z(dma

Be) Jı

Diese beiden Bedingungen für x, müssen gleichzeitig erfüllt wer-

den; es ist aber nicht unter allen Umständen möglich, sie gleich-

zeitig zu erfüllen; die Möglichkeit der Erfüllung beider Bedin-

gungen, und folglich die Möglichkeit, dafs die Kräftepaare,

welche durch die Massenwiderstände sich bilden, und welche auf

Kippen der fixen Axe wirken, gleich Null seien, ist bestimmt durch

die Gleichung:
x, __ Z(dm.x.2)

7, Zldm.y.r)

Diese Bedingung findet unter andern statt:

1) wenn ,=Y, und I(dm.z.z) — I(dm.y.s) ist; und dies

wird erfüllt, wenn das rotirende System zwei Ebenen der Sym-

metrie hat, welche sich in der Drehaxe schneiden, und so

liegen, dafs der getroffene Punkt gleich weit von beiden ent-

fernt ist. 3 ist für diesen Fall unbestimmt.

2) wenn Z(dm.o.z)=0 und I(dm.y.»)=0 ist; in diesem

Falle ist » gleich Null, d. h. der getroffene Punkt mufs in

der Ebene liegen, in weleher die Koordinatenaxen liegen, für

welchen die eben genannten Werthe gleich Null sind. Die-

ser Fall findet statt, wenn die Drehungsaxe eine Haupt-

axe des Systems ist ($ 88. S. 175), und wenn der ge-

troffene Punkt in derjengen zur Drehaxe normalen

Ebeneliegt, in welcher auch der Schwerpunktliegt.

Denn nehmen wir den Durchschnittspunkt dieser Ebene mit

der Drehungsaxe als Anfangspunkt der Koordinaten, so ist

»,—=0 und nach $ 88. S. 174 auch

Z(dm.e.2) = 0 und (Zdm.y.) =.

Derjenige Punkt eines rotirenden Systems, welcher,

wenn er von einem stofsenden System getroffen wird,

keine Stofswirkungen durch die Massenwiderstände auf

die Drehaxe bedingt, heifst der Mittelpunkt des Stolses.

Damit ein Mittelpunkt des Stolses vorhanden sei, müssen die
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Bedingungen der Gleichung 204d) gleichzeitig erfüllt werden; au-
fserdem gilt für die Lage des Mittelpunktes des Stofses Folgendes:

1) derselbe liegt in einer Ebene, die durch die Drehaxe und durch
den Schwerpunkt gelegt werden kann (Gleichung 204b);

2) in dieser Ebene hat er von der Drehaxe denselben Abstand,
welchen der Schwingungsmittelpunkt des Systems besitzt
(Gleichung 204e);

3) ist die Drehungsaxe eine Hauptaxe, so fällt der Mittelpunkt
des Stofses mit dem Schwingungsmittelpunkt zusammen, d.h.
er liegt in der kürzesten Entfernung des Schwerpunktes von
der Drehungsaxe (Gleichung 204d).

Damit überhaupt keine Stofswirkung auf die Drehaxe er-
folge, müssen für die Richtung der Geschwindigkeit des sto-
fsenden Systems folgende Bedingungen erfüllt werden:

1) die Richtung der Geschwindigkeit mufs durch den Mittelpunkt
des Stolses gehen;

2) dieselbe muls normal sein zu der Ebene, welche durch die
Drehaxe und durch den Schwerpunkt gelegt werden kann.
Dies folgt aus den Gesetzen, welche wir für die Bedingungen
hergeleitet haben, unter welchen W! und Wgleich Null wer-
den (S. 268).



Von der Verbindung der Maschinentheile.

Allgemeine Anordnung der verbindenden Maschinentheile.

$ 114. Wenn wir eine Maschine in Bewegung betrachten, so

bemerken wir, dafs immer nur gewisse Theile derselben in Bewe-

gung sind, während die unterstützenden Maschinentheile in

Bezug auf jene relativ in Ruhe sich befinden. Diejenigen Theile

nun, welche den Uebergang zwischen den in Bewegung befind-

lichen und den in Ruhe befindlichen Theilen vermitteln, müssen

zwar selbst in Ruhe sein, indessen doch eine solche Beschaffenheit

haben, dafs sie die Bewegung der aktiven Theile zulassen, und im

Allgemeinen auch diese Bewegung sicher stellen. Es folgt hieraus,

dafs die aktiven Maschinentheile gegen diese eben erwähnten Theile

eine relative Bewegung machen müssen, dafs diese relative Bewegung

indessen nicht nach allen Richtungen hin wird statt finden dürfen,

und dafs folglich die aktiven Maschinentheile mit den ruhenden Ma-

schinentheilen in solcher Weise zusammenhängen, dafs dadurch der

Begriff der „Verbindung“, wie wir ihn im ersten Theile dieses

Werkes aufgestellt, und auf S. 3 dieses Theiles wiederholt haben,

erfüllt wird.

Die verbindenden Maschinentheile oder Maschinen-Ver-

bindungen kommen daher überall vor, wo zwei Maschinentheile so

mit einander zusammenhängen, dafs der eine sich gegen den andern

zwar in irgend einer Weise verschieben kann, der Zusammen-

hang aber zwischen beiden Theilen bestehen bleibt.

Da bei diesen Verschiebungen immer die beiden Theile mit

einem gewissen Druck gegen einander geprefst werden, so muls,

wenn dieser Druck durch den Widerstand des relativ in Ruhe be

ll.
18
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findlichen Theiles aufgehoben wird, zwischen beiden Theilen Rei-

bung statt finden, und es kommen daher bei den verbindenden

Maschinentheile im Allgemeinen diejenigen Gesetze zur Anwen-
dung, welche wir in $93. der Grundlehren der Mechanik entwik-

kelt haben. Auch ergeben sich aus dem Umstande, dafs zwischen
den mit einander verbundenen Maschinentheilen während der Be-

wegung immer Reibungswiderstände statt finden, welche mit einer

gewissen Geschwindigkeit überwunden werden müssen, und daraus

dafs das Arbeits-Moment dieser Reibung immer auf Kosten der nutz-

baren Arbeit von der bewegenden Kraft überwunden werden muls,
für die Konstruktion der verbindenden Maschinentheile im

Allgemeinen die folgenden Regeln:

1) Alle verbindenden Maschinentheile mufs man so anordnen,

dafs der Druck, welcher durch den Widerstand des ru-
henden Theils aufgehoben wird, möglichst gering sei.

2) Die reibenden Oberflächen müssen sich möglichst voll-

ständig berühren, und daher in ihrer geometrischen Form
möglichst kongruent sein.

3) Die reibenden Oberflächen müssen aus solchen Materia-

lien gewählt sein, welche der Abnutzung durch die Rei-
bung so vollständig als möglich widerstehen, und zugleich

einen möglichst geringen Reibungs-Koeffizienten

haben.

4) Die Konstruktion mufs so angeordnet sein, dafs man mit

Sicherheit, und auf möglichst bequeme Weise Schmiere
zwischen die reibenden Oberflächen bringen
kann.

In vielen Fällen tritt auch hier, wie bei den Befestigungs-Kon-

siruktionen (Th. I. $5. S.7) noch die Bedingung hinzu, dafs die

Fuge, d.h. die Oberfläche, in welcher sich die beiden Maschinen-

theile berühren, und welche die Reibung auszuhalten hat, wasser-,
Iuft- oder dampfdicht sei.

Diese Bedingungen sind für die Konstruktion der verbinden-

den Maschinentheile maafsgebend, es tritt denselben noch

hinzu das als allgemeines Prinzip aufgestellte Erfordernils, dafs
die verbindenden Maschinentheile hinreichend stark sein müssen, um

unter Einwirkung der Drucke nicht allein nicht zerstört zu wer-
den, sondern auch keine bleibende Form-Veränderung zu
erleiden.

Wenn dies die allgemeinen Rücksichten sind, die man bei

der Anordnung der Verbindungstheile zu nehmen hat, so
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kommen dazu noch eine Menge anderer Rücksichten und Erforder-

nisse, die aus der Natur des einzelnen Falles hervorgehen, und vor-

zugsweise von der Art der relativen Bewegung abhängig sind,

welche der bewegte Maschinentheil gegen den ruhenden erleidet.
In dieser Beziehung haben wir bei den am häufigsten vorkommen-

den Verbindungstheilen vorzugsweise zwei Arten der Bewegung zu

unterscheiden, und zwar die drehende Bewegung um eine als

unwandelbar zu betrachtende Axe, und die gradlinige Bewegung.

Demgemäls wollen wir bei der Besprechung der verbindenden Ma-

schinentheile dieselben in die beiden folgenden Hauptgruppen ordnen:

A. Verbindende Maschinentheile, welche eine roti-
rende Bewegung vermitteln, und

B. Verbindende Maschinentheile, welche eine grad-
linige Bewegung vermitteln.

A. Verbindende Maschinentheile, welche eine rotirende
Bewegung vermitteln.

Allgemeines.

$ 115. Da bei den Maschinen die rotirende Bewegung im All-

gemeinen viel häufiger vorkommt, als die gradlinige Bewegung, so

sind auch die Verbindungstheile, welche diese Bewegung zulassen
viel umfassender und häufiger in der Anwendung, als diejenigen,

welche eine gradlinige Bewegung vermitteln. Die rotirende Bewe-
gung geschieht fast überall um eine als fix zu betrachtende Dreh-

axe; sie ist entweder kontinuirlich, und zwar so, dafs der rotirende

Maschinentheil wenigstens eine ganze Umdrehung nach einer
bestimmten Richtung macht, oder so, dafs der rotirende Maschinen-
theil nur einen Theil der ganzen Peripherie in dem einen Sinne

durchläuft, und dann zurückkehrt, um einen ebenso grofsen Theil

der Peripherie im entgegengesetzten Sinne zu durchlaufen. Die erste

Art der Bewegung ist den Drehaxen oder Wellen vorzugsweise

eigenthümlich, die andere Art der Bewegung kommt dagegen unter
Andern vor, wenn zwei stangenförmige Körper den Winkel,

den ihre Längenrichtungen mit einander bilden, zeitweise ändern.
Die verbindenden Maschinentheile für diese beiden Arten der roti-

renden Bewegung charakterisiren sich in ihrer Konstruktion:

a) als Zapfenlager,
b) als Charniere oder Gelenke.

18 *


