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absolute Bewegung dieses verschiehbaren Systems die Resultirende
aus der Bewegung in der Richtung der Verschiebung, und aus der
Bewegung in der Richtung des Ausweichens. Kennt man in jedem
Zeitelement die Geschwindigkeiten dieser beiden Bewegungen, so
lifst sich der absolute Weg des verschiebbaren Systems leicht kon-
struiren. Ist umgekehrt der absolute Weg bekannt, und die Rich-
tung, in welcher das ausweichende System sich bewegt, so kann
man, wenn man in jedem Augenblicke die Geschyindigkeiten kennt,
die Bahn des Gleitens konstruiren, indem man die Bedingung fest-
hilt, dafs die Systeme fortwihrend in Berithrung sein sollen.

Wir werden bei einer spitern Veranlassung auf die Methoden
der Verzeichnung des absoluten Weges, und der Bahn des Gleitens
nither eingehen.

Stofs fester Systeme.

Grundgesetze des Stolses.

§ 110. Wenn zwei feste Systeme, die sich nicht beriihren, sich
so bewegen, dafs sie in irgend einem Augenblick sich treffen, so iibt
das eine System auf das andere eine gewisse Wirkung aus, indem
es im Allgemeinen der Geschwindigkeit des andern Systems eine
Aenderung ertheilt. Erfolgt diese Aenderung plétzlich, so nennen
wir die Einwirkung des einen Systems auf das andere einen Stofs.
Die Wirkung des Stofses ist also immer als die Wirkung einer
momentan wirkenden Kraft anzusehen (§ 10).

Wir nennen das eine von beiden Systemen das stofsende,
das andere das gestolsene, wobei es gleichgiltig ist, welches von
beiden Systemen wir als das stofsende und welches als das ge-
stofsene betrachten wvollen.

Nun nennen wir die Masse des stofsenden Systems #” und die
Geschwindigkeit, mit welcher dasselbe sich vor dem Stolse be-
wegt ¢, diejenige nach dem Stolse ¢ ferner moge M* die Masse
des gestofsenen Systems, und v und o, die Geschwindigkeiten desselben
vor und nach dem Stofse sein. Zerlegen wir die Geschwindigkeiten
cu.c, v u. v, nach der Richtung dreier angenommenen Koordinatenaxen,
und bezeichnen wir die Komponenten durch entsprechende Marken,
so ist offenbar die Leistung, welche in dem gestolsenen System
hervorgebracht werden mufs, indem dasselbe aus der Geschwin-
digkeit ¢ in die Geschwindigkeit ¢, iibergeht, fiir die Richtung der
drei Axen, da man es hier mit momentan wirkenden Kriften
zu thun hat, nach Gleichung 45):

M. (ef—cY); M'.(cH— s  ME. (¢ — ™).
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Diese Leistung erscheint aber als Leistung der Massenwider-
stinde, die sich der Geschwindigkeitsiinderung entgegensetzen, sie
mufs nach dem Gesetz No. 4. § 86 (S. 167) mit der Leistung der
bewegenden Krifte in jedem Augenblick im Gleichgewicht sein.
Die Leistung der bewegenden Krifte ist aber nichts anderes, als
diejenige Leistung, welche das stofsende System abgiebt, indem es
die Geschwindigkeitsiinderung von v in o, erleidet, und fiir die drei
Axen hat man diese Leistung:

MI. (vll~ ”I); MII 5 (vlll__ 'DII); MII' (vIII_I_ UIII).
Hiernach miissen zufolge des eben genannten Gesetzes die Gleich-
gewichtsbedingungen statt finden:
M. (c!—¢c)+ M2 (v} — o)) =0
MI 4 (clll_ cII) -+ MII. (UIII_ 1711) = 0
MI. (CIIII'—' cIII) S MII' (,leII_ ’DIII) — O.

Hieraus ergeben sich folgende Gleichungen durch einfache Ent-
wickelung: M+ M"o' = Mic! + Mo}t
1973.) ; MICII—'- MIIDII= MICIII+ MIIDIII

MICIII+ MII”III: MICIIII"— MIIDlIII-

Nach § 22. S. 26 nennt man das Produkt aus Masse und Ge-
schwindigkeit die Grofse der Bewegung, und es liegt in der
Gleichung 197a) der Satz:

Wenn zwei feste Systeme stofsend auf einander
wirken, und es werden die Komponenten der Ge-
schwindigkeiten fiir irgend eine der Koordina-
tenaxen durch den Stofls in beiden Systemen ge-
indert, so ist gleichwohl die Summe der Grofsen
der Bewegung beider Systeme vor der Geschwin-
digkeitsinderung eben so grofs als nach der Ge-
schwindigkeitsinderung.

Nach Vollendung des Stofses konnen folgende Fille eintreten:

a) Die Korper trennen sich nach Vollendung des Stofses von
einander; oder:
b) die Kérper bleiben nach dem Stofse in Beriihrung mit einander.

Welcher von beiden Fillen aber auch stattfinden moge, so
bleiben doch die beiden Systeme wiihrend der Zeitdauer,
in welcher der Stols statt findet, in Berithrung, und miis-
sen fiir diese Zeitdauer, man mag dieselbe als unendlich klein, oder
nur als sehr klein anschen, als zwei Systeme betrachtet werden, die
sich nicht trennen kénnen. Wenn aber die Systeme wihrend
der Dauer der Betrachtung in Berithrung bleiben, so kom-
men die Gesetze des § 92 (S. 186) in Anwendung, und es sind dann

197)
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die beiden Fille moglich, dafs das ecine System sich auf dem an-
dern verschieben kann, oder dafs eine Verschiebung nicht
moglich ist.

Wenn wihrend des Stofses die heiden Systeme sich nicht ver-
schieben konnen, so miissen sie sich vollkommen gemeinschaftlich
bewegen, d.h. sie miissen eine gleich grofse Geschwindigkeit nach
derselben Richtung besitzen, und folglich miissen auch die Kompo-
nenten dieser Geschwindigkeit fiir die drei Axen wihrend des Stolses
gleich grofs sein. d. h. man hat unter dieser Voraussetzung:

vi=ck oHZ=0c% o = ¢
und dann folgt aus Gleichung 197 a) fiir die Komponenten der ge-
meinschaftlichen Geschwindigkeit:
P G

vl = gy i
MICII AL MII,DII
197b) ’DIII o ———In—l:l_—ln—u*_
MICIII_I" MII,UIII
oM =

Aus welchen Gleichungen sich die resultirende Geschwindig-
keit der Richtung und Gréfse nach bestimmen Lifst.

Wenn dagegen das eine System auf dem andern gleiten kann, so
denken wir die Richtung des Gleitens nach fritheren Regeln bestimmt,
nehmen dieselbe als dritte Axe des Koordinatensystems an, und zerle-
gen die Geschwindigkeiten des stofsenden und des gestolsenen Sy-
stems nach dieser Richtung und nach zwei Axen, die normal dazu
sind. Nun findet eine Einwirkung der Korper auf einander (abge-
schen von der Reibung) in der Richtung, in welcher ein Gleiten
moglich ist, nicht statt, folglich findet auch nach dieser Rich-
tung keine Geschwindigkeitsinderung statt, dagegen miissen
beide Systeme nach jeder Richtung, die normal zur Richiung des
Gleitens ist, wiihrend des Stofses gleiche Geschwindigkeiten besitzen,
daher hat man fiir die beiden Axen, die normal zur Richtung des
Gleitens sind:

I — nl, I — o1
vi="es "o Hi==ie,

‘ 3
wogegen fiir die Richtung des Gleitens die Geschwindigkeiten un-

geiindert bleiben. Die Gleichungen ergeben also:
Mlcl+ MII,DI

I gyl =
bt 2o Pl e g e
TR M+ MM
T AT 940897
197¢) o, ity s Mic" + H70™
e e e Mt =l b/ e
C,IH o cIII; DIHI — ,DIII.
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Wenn die Richtung des Gleitens in derselben Ebene liegt, wel-
che man durch die Richtungen der bheiden Geschwindigkeiten » und
¢ legen kann, und man nimmt die Linie, welche normal ist zu
dieser Ebene, als erste Axe an, die Richtung des Gleitens als dritte
Axe, so gehen die Gleichungen iiber in:

01—01 g Mlcl+ MIIQJI

AR R v
L ¢Hf=0; v72=0; ¢=0; v=0

CIIII= CIII; ,DIIII — 0111‘

Nach den Gleichungen 197b), c), d) sind die Gesetze fiir dic
Geschwindigkeiten wihrend des Stofses fiir jede Koordinatenaxe, in
welcher eine Geschwindigkeitsinderung eintritt, vollkommen iiber-
cinstimmend, und wir wollen daher im F olgenden nur die Gesetze
fir eine Koordinatenaxe besprechen, indem wir von vorne herein
annehmen, dafs die Koordinatenaxen in dem ersten Fall (Gleichung
197b) beliebig, in den beiden andern Fillen (Gleichung 197 ¢ und
d) so angenommen worden sind, wie dort vorausgesetzt worden ist.
Wir verstehen also von jetzt ab unter ce, vo, die Kom-
ponenten der Geschwindigkeiten nach der Richtung ir-
gend einer Axe, in welcher Geschvvindigkeitsiindcrung
statt findet, indem wvir die Marken I, II, III fortlassen.

Wenn das stofsende System vor dem Stofse die Geschwindig-
keit » und nach dem Stolse die Geschwindigkeit ©, hat, so hat
dasselbe durch den Stofs cine lebendige Kraft abgegeben, welche
sich ausdriickt durch:

M7, (02 —o,2).

Diese von dem stofsenden System abgegebene lebendige Kraft
geht im Augenblick des Stofses nur zum Theil an das gestolsene
System iiber, denn dasselbe bewegt sich, nachdem der Stofs erfolgt
ist, mit der Geschwindigkeit ¢, = v,, hat also einen Zuwachs an le-
bendiger Kraft erhalten, der gleich #*. (v,2 — c?) ist; der Rest der
lebendigen Kraft also, der Werth:

M7 . (02 —02) — M. (0,2 — ¢?)
::M".(n+v,).(v—v‘)——ﬂl’.(b,+c).(v,—c)
muls irgend eine andere Arbeit verrichten, und durch dieselbe ver-
braucht werden. Diese Arbeit besteht im Allgemeinen in der Form-
verdinderung der beiden Systeme, und wenn wir dieselbe Arbeit
mit X (K.ds) bezeichnen, so ist sie nach Gleichung 49) gleich der
halben lebendigen Kraft, welche darauf verwendet worden ist. Wip
haben also zu setzen:
22K ds)=M".(v4+0).(v —v) — M. (v ~+c).(v,—c),
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da nun nach Gleichung 197) M*.(v,—¢) =M".(v —v), und in-

4 M.l ]’[II i
dem wir v, = »1%%7”79 nach Gleichung 197b) setzen, auch
MII. MI
M. (v,—c)= m.(v—c) ist, so folgt, die auf Formver-
inderung wirkende Arbeit oder die verlorne lebendige Kraft:
MII_ MI
23 (Kuds) = IR (0o—c).[(v4+2)— (v,+ ¢)]

. W ne. mr

war e ©— 9 = g v

worin wir néimlich unter » die Differenz der Komponenten der Ge-

schwindigkeiten der beiden Systeme, nach der Richtung der be-

trachteten Koordinatenaxe verstehen. Hierin liegt der Satz:
Wenn zwei Systeme stofsend auf einander wir-
ken, und es erleiden fiir irgend eine Koordina-
tenaxe die Komponenten der Geschwindigkeiten
Aenderungen, so ist die lebendige Kraft, welche
in der Richtung dieser Axe auf Formverinderung
der beiden Systeme wirkt, gleich dem Produkt
aus dem Quadrat der Differenz der Komponenten
der Geschwindigkeiten, welche die beiden Sy-
steme vor dem Stofse besafsen, multiplizirt mit
dem Verhiltnifs zwischen dem Produkt und der
Summe der Massen.

Dies Verhiltnils nennt man das harmonische Mittel der
Massen. '

Die beiden Gleichungen 197a) und 198), und die aus densel-
ben hergeleiteten Gesetze sind die Grundgesetze fiir die Wirkung
zweier festen Systeme aufeinander, wenn dieselben stofsend zu-
sammentreffen.

198) 23(K. ds) =

Bestimmung der lebendigen Kraft, welche durch den Stofs auf Formverinde-
rung der Systeme wirkt — Geschwindigkeiten nach Wiederherstellung der
Formverinderung.

§ 111. Untersuchen wir nunmehr die auf Formverinderung
der beiden Systeme wirkende Arbeit. Es seien ' und A*
die linearen Verlingerungen oder Verkiirzungen, welche die beiden
Systeme in dem Augenblick erlitten haben, in welchem dieselben
nach der Richtung der betrachteten Koordinatenaxe die gemeinschaft-
lichen Geschwindigkeiten v, = ¢, angenommen haben, und zwar sind
AT und A7 in der Richtung derselben Axe gemessen. Nun ist offen-

1L 17
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bar das Wegelement ds, welches der Druck der sich der Form-
verinderung widersetzt, durchliunft
ds = dM + dA™
Nach den im ersten Theile dieses Werkes S. 193 entwickelten
Gesetzen, besteht aber die Gleichung:
ol el i 1l
o g dsd
wenn FE den Elasticitiits-Modulus,
P den Druck, welcher auf Verlingerung oder Verkiirzung
wirkt,
F den Querschnitt des Systems normal zum Druck P2,
! die urspriingliche Liinge, und
A die Verlingerung oder Verkiirzung
bezeichnet.
Hiernach ist:
E.F

P= ; A
und das Arbeitselement dieser Formverinderung:
Prdl it

folglich die Gesammtleistung, die der Formveriinderung von 0 bis 2

entspricht:
0 . 0
!P.dl:—r S,

N
Wenn F konstant ist kénnen wir integriven, und es folgt:

¢ e e

: 0
199) fp.an=2T 1 =E 1
N

7 A=

Bk

|

Hieraus folgt:
Die Arbeit, welche einer gewissen linearen Ver-
lingerung oder Verkiirzung eines festen Systems
entspricht, ist gleich dem halben Produkt aus dem
Druck, welcher der durch diese Formverinderung
entstehenden grofsten Spannung das Gleichge-
wicht hilt in den Werth der Verlingerung oder
Verkiirzung.

Da aber die Gleichung

P l

1998) E:F . T

nur- gilt fir Verlingerungen oder Verkiirzungen innerhalb der Grenze
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der vollkommenen Elastizitiit, so gilt auch das entwickelte
Gesetz nur innerhalb dieser Grenzen.

Nun wiirden wir fiir vollkommen elastische Systeme, oder
so lange iiberhaupt die Formverinderungen sich innerhalb der
Grenze der vollkommenen Elastizitiit befinden, die Arbeit,
welche auf Formverinderung der beiden Systeme wirkt, setzen
konnen

3 (K.ds) = L1(P1.M + P1.31),

Da aber der Druck PL welcher die Verkiirzung A7 bewirkt, offen-
bar derselbe ist, welcher die Verkiirzung A” bewirkt, so ist PT=P”
und wenn wir diesen Druck allgemein mit P bezeichnen, so ist:
199b) 2 (Kds) :%P. (AF 4 27),
Wenn wir nach der Gleichung fiir E (199a) die Werthe von
A* und A7 entwickeln, so ergiebt sich, indem wir die den heiden
Systemen entsprechen Werthe mit Marken bezeichnen:

ll lII
1990) Z(K.ds) e (W—l— W)

und vermége der Gleichung 198 ergiebt sich:

Ir 4 L I IT jp1r
P SR

Durch diese Gleichung ist man im Stande, den grofsten Druck
zu bestimmen, welcher, durch den Stofs hervorgerufen, auf Form-
verinderung der beiden Systeme wirksam ist, so lange man dic bei-
den Systeme als vollkommen elastisch betrachtet.

Ist das eine von beiden Systemen, z. B. das System II, voll-
kommen hart, so dafs es gar keine Formverinderung erleidet, so
ist 4 = 0, und die Entwickelung wiirde ergeben:

ik mr.m" v B Bl
199¢) P—u.‘/(”[I_'_MII) : ( I )

Wenn dagegen beide Systeme als absolut hart angenom-
men werden, so wiirde sich der auf Formverinderung wirkende
Druck als unendlich grofs ergeben.

Denken wir nunmehr zwei Systeme, die nicht vollkommen
elastisch sind, oder setzen wir allgemeiner voraus, die Formveriin-
derungen iiberschreiten die Grenzen der vollkommenen Elastizitit,
und es entstehen bleibende Formverinderungen. In diesem Falle
werden allerdings auch die Verlingerungen und Verkiirzungen
Funktionen der Drucke sein, durch welche sie erzeugt werden; aber
es ist nicht mehr zuliissig, dieselben, wie wir es vermoge der Glei-

7%
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einfach proportinal diesen Druk-

chung 1 = P. R
ken zu setzen. So lange nun die Abhingigkeit dieser Formverin-
derungen von den Drucken nicht bekannt ist, kann man auch die
Gleichung

K.ds=P.(dMN+di?)
nicht integriren, und die Aufgabe, den auf Formveriindernng wvir-
kenden Druck zu bestimmen, bleibt ungelost.

Niherungsweise mag es zulissig sein die Voraus-
setzung, dals die Verkiirzungen in direktem Verhéltnifs
zu den Drucken stehen, auch noch fiir Formverinderun-
gen gelten zu lassen, die aulserhalb der Grenze der voll-
kommenen Elastizitit liegen, und nur unter dieser Annahme
gelten die Gleichungen 199) bis 199e) auch fiir nicht
vollkommen elastische Systeme.

Sobald durch den Zusammenstols zweier festen Systeme Form-
veridnderung entweder in beiden oder nur in einem von beiden Sy-
stemen erfolgt ist, bleibt entweder diese Formverinderung beste-
hen, oder die Systeme stellen vyieder ihre urspriingliche Form ganz
oder theilweise her. Wenn die Formverinderung bestehen bleibt,
so ist das auf Formverinderung wirkende Arbeitsmoment durch die-
selbe konsumirt, wenn dagegen die Systeme sich vvieder ausdehnen,
so wird durch diese Ausdehnung eine gewisse Kraft frei und wirkt
auf Erzeugung von Geschwindigkeit.

Wenn die durch die Herstellung der urspriinglichen Form wie-
der frei gewordene Arbeit (wiedergewonnene lebendige Kraft) ein
gewisser Theil, etwa &, der auf die Formverinderung verwandten
Arbeit ist, so wiirde die nach Verlauf einer Zeitdauer, welche die
Zusammendriickung und Ausdehnung umfafst (Dauer des Stofses)
verlorene Arbeit sich ausdriicken nach Gleichung 198 durch:

M. He M. gz
200) 3 < u? C W M —&.u’. M M")
i o

folglich gelten zur Bestimmung der Geschwindigkeiten vor und nach
dem Stolse die Bedingungs-Gleichungen (197 und 196):

Mre 4+ M%0 = Mc,+ M7,
1)/ B £
w12
Wenn wir nun die zweite Gleichung mit M? —+ M multipli-

M. (02 —o02)— M. (¢ —c?) = u>.
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ziren, die erste Gleichung quadriren, auf Null bringen, von der er-
sten abziehen und gehorig ordnen, so ergiebt sich:

MEZ. ML, (0? + ¢ — 20.¢c) — M. M. (02 ¢ — 20,.c)

=2 MLHZ.(1—¢), :
oder, wenn wir mit M7 M* dividiren, und beachten, dafs u? =(v—¢)®
(Gleichung 198) also gleich o? 4+ c* —2v. ¢ ist, so ergiebt sich:
2002) ¢,— v, =u.]/ ¢
Aus dieser Gleichung und aus der Gleichung 1972)
MIC -+ MII,D — Mlcl 4 MII,D‘

folgt nun:
M.lc + MIIU MI
0= G E (v—-c) R 1]
200b) Mie + M5 Jess

o= gy gz + O~ eV

Diese Gleichung lehrt die Geschwindigkeiten finden, welche die
beiden Systeme in dem Augenblicke besitzen, wo die durch den
Stofs bewirkte Verinderung der Form sich wiederher-
gestellt hat. Ist diese Wiederherstellung vollstindig erfolgt, so
ist e — 1 zu setzen, ist sie dagegen gar nicht erfolgt, so ist e=0
zu setzen,

Ist die gestofsene Masse M’ gegen M unendlich grofs, und ist
dieselbe in Ruhe, also ¢ = 0, so ist:

vl

2
200c) v,=—10.]/8 &= T) :

Nach Newton *) ist:
fir Elfenbein . . . . 8= (§)? =079
5 et e i S T S = 0B
. Kork, Stahl, Wolle &= (5)* = 0,309,
wobei vorausgesetzt ist, dafs der eine Korper, nimlich der stofsende,
die Kugelform, der gestofsene die Plattenform hat.
Im Allgemeinen sind die Gesetze des Stofses und die durch
denselben erfolgenden Formverdnderungen noch nicht geniigend auf-

geklirt.

Stofs auf ein festes System, welches um eine fixe Axe rotirt. Maals fir die
Stofswirkung.

§ 112. Denken wir ein festes System, welches um eine fixe
Axe rotirt; die fixe Axe sei die dritte Axe eines Koordinaten-
systems, dessen beide anderen Axen in einer Ebene liegen, welche

) Weisbach, Ingenieur und Maschinen-Mechanik, Theil I § 278.
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normal zur fixen Axe ist. Wir nehmen einen beliehigen Punkt der
fixen Axe als Anfangspunkt der Koordinaten, und es seien XY, Z
die Koordinaten des Schwerpunktes. M? sei die Masse des rotiren-
den Systems, w die Winkelgeschwindigkeit, welche das System be-
sitzt in dem Augenblicke, in welchem ein zweites System, dessen
Masse M* ist, mit der Geschwindigkeit v auf das rotirende System stofst.
Der getroffene Punkt habe die Koordinaten ,,y,,5 und die Rich-
tung der Geschwindigkeit, mit welcher der Stofs erfolgt, mache mit
den drei Axen die Winkel ¢, §, 7.

Der Abstand des getroffenen Punktes von der Dreh-
axe ist:

a) rn=1(*+y?).

Ist J; das Triigheitsmoment des rotirenden Systems in Be-
zug auf die Drehaxe, so ist die auf den Abstand r reduzirte Masse
nach Gleichung 147¢), S. 161:

b) M,’:-_ri’z.
‘

Die Peripheriegeschwindigkeit in dem getroffenen Punkte
ist wr, die Richtung derselben bilde mit den drei Axen die Win-
kel e, 8, 7,, dann ist:

cose, =sin B, = -%-
i
o cos 3, = sin o, = _;,_
{
cosy, = 0; 7, = 90,

Nun denken wir den Stofs in derselben Weise erfolgend, als
ob in dem Augenblick des Stofses die reduzirte Masse M} frei mit der
Masse M¥ zusammenstiefse. Die Komponenten der Geschwindigkei-
ten der gestolsenen Masse M! sind nun fiir die drei Axen:

' =wr,cose; cT=wr.cosf; ¢Z=0
d) L — 2 I —
o =iini),; = wihe)

Die Komponenten der stofsenden Masse M7 sind fiir diesel-
ben Axen:

e) o'=ov.cose; oZ=wv.cosf; v =0.cosy.

Wir behandeln nur den Fall, dafs die beiden Systeme sich
wihrend des Stofses vollkommen gemeinschafilich bewegen miissen,
dals folglich wihrend des Stofses eine Verschiebung der
beiden Systeme nicht moglich sei. Dann ergeben sich nach
Gleichung 197b) die gemeinschaftlichen Geschwindigkei-
ten, welche beide Systeme annehmen miifsten, wenn sie beide
vollkommen frei wiiren:
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i MR g0 oy M 0,008 &

YT e NI+ nz
M.w.z, 4+ M".v.cos
201)-\ o= 1'},[+ i B
p I — w 3
i e Mll_l_ 1’11[

Nun ist aber das gestofsene System im Augenblick des Stofses
nicht wirklich frei, sondern es ist gezvwungen sich um eine Axe zu
drehen, die durch die beiden fixen Punkte geht, es kann also nach
der Richtung der fixen Axe gar nicht ausweichen, und es folgt
daraus, dafs durch die fixen Punkte eine Stofswirkung in der
Richtung der Drehaxe aufgehoben werden muls, welche dem
Stofs der Massen M~ M*™ mit der Geschwindigkeit v entspricht.
Die durch die fixen Punkte in der Richtung der ersten Axe
aufgehobene Stofswirkung ist also:

201a) Wi= (M}+ HN"). pli— M. p . cosy

Die beiden andern Komponenten o und oM wviirden eine re-

sultirende Geschwindigkeit geben, welche sich ausdriickt durch:
vy = 1/ (072 o)
und welche mit den beiden Axen die Winkel bildet: e, und §,;

es ist:
;i

v
— i i .
cos ¢, = -~ = sin Bl
u
1
)
L — ot
cos B, = ot

i

Diese resultirende Geschwindigkeit bilde mit der Peri-
pherie des Kreises, in welchem der getroffene Punki gezyvungen st
sich zu bewegen, den Winkel ¢; es ist nach einem bekannten Ge-
setz der analytischen Geometrie:

Cos & = C0S &, . COS ¢, —+ C08 B, - cos 3, -+ cos 7,. €os 7,
oder durch Einsetzung der oben bestimmten Werthe:
14 11

I

1 v T v
coss::—JL el AP el
v

f) ot
dak, 26 = 6. 3ol z; 0] _y,.v,”)
sine =1/ (1—cose )--(—-——r‘.”” Yoo N
Wenn wir nun die resultirende Geschyindigkeit in zwei Kom-
ponenten p und g zerlegen, von denen die eine p in der Richtung
der wirklich moglichen Bewegung, d. i. in der Richtung der Peri-
pherie liegt, die andere aber normal dazu ist, so erhalten wir die
Werthe:

" rl ,Dll
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P :w,,.coss:—‘;/—"- of 4 —-:i-.v,",
{
die andere Komponente:
H e &,
q_.v,,.sms.._i(—r:—.v,’— %—’ 17,”)
oder wenn wir fiir »7 und v die obigen Werthe setzen, so ergiebt
sich, mit Beriicksichtigung dafs ¢ -y =r? (Gleichung a) ist:
M, wr,+ M7, % (cos .y, ~+cosB.x)
—_— ‘
201b) )P = 4 M=

p44
)
q:tm e -(cosa.x,—cosf.y).
{ i

Nennen wir den Winkel, welchen die Richtung der Stofsge-
schwindigkeit mit der Richtung der Peripherie bildet, in
welcher der getroffene Punkt gezwungen ist, sich zu bewegen 9, so ist

; cos6:cosa.cosa‘+cosﬁ.c0sﬁ,+cosy.cosy,
& Y

X,
=cosa.*“4cosf.L,
rl rl

und daher ist auch:

I 17
2010)17‘-:]”’ -w.r, - M7 .v.cos 8

]’[II_,_MH

Da nun aber das rotirende System auch im Augenblick des
Stofses sich nur nach der Richtung der Peripheriegeschwindigkeit
bewegen kann, da es also keine Komponente normal zu die-
ser Richtung besitzen kann, so mufs durch die Bedingung, dafs
dafs das System eine fixe Axe haben soll die Komponente ¢ durch
die Reaktion dieser fixen Axe aufgehoben werden, und die fixe
Axe muls also einer Stofswirkung, die dieser Komponente ¢ ent-
spricht, das ist einer Stolswirkung

201d) WH == g (M* 4+ M) = = M.~ (cosat.,— cosf.y)

Widerstand leisten. Diese Stofswirkung ist in dem getroffenen Punkte
normal zur Peripherie, also radial zu denken.

Der getroffene Punkt kann also in dem Augenblick des Stofses
nur die Komponente p wirklich annehmen; die derselben entspre-

chende Winkelgeschwindigkeit ist 0= —Tp—, das ist:
)

ME.ow +M”.~;’—.cos6
M,‘+M'l’
v
nE.w < M".F.(cosoc.y,+ cosfB.z)
]’Ill_'_MIl (|

w, =

201e)

—
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Es ist mithin der Zuwachs an Winkelgeschwindiglkeit, welchen
das System erhiilt:

M,’.w+M”.;v—.cos6

S e o i 18
alin & Wi+ M= g
Lt (v 5 >
=— , | —.C080— W |,
]”ll_l_ MII T,

Die Zeitdauer, in welcher diese Aenderung der Winkelgeschwin-
digkeit erfolgt mag sehr klein sein, wir modgen dieselbe mit z
bezeichnen; wir wollen ferner das Aenderungsmaafs der Winkel-
geschwindigkeit fiir diese kurze Zeit als konstant ansehen, und das-
selbe mit f, bezeichnen, dann ist nach Gleichung 28):

0
10’ == [f, A2t .5
T

ey I
202) folglich /= =" =M,ﬁmu- (—:’l—.cosa —w) =
Nun konnen wir uns die Aenderung der Winkelgeschwindig-
keit auch durch einen Druck hervorgebracht denken, der anstatt des
Stofses in dem gestofsenen Punkt withrend der Zeitdauer ¢ nach
der Richtung die Peripherie wirksam gedacht, dieselbe Aenderung
der Winkelgeschwindigkeit bedingen wiirde. Nennen wir diesen
Druck P, so ist sein statisches Moment P.r, und wenn J, das Trig-
heitsmoment des Systems ist, so ist auch nach Gleichung 154)
und 202):
202a) f,::-PT'lri; P:_.—ﬁr;tJ:‘w———rr w.»f—:.
Multipliziren wir den letzten Werth im Zihler und Nenner mit
r, so ergiebt sich:

202b) P="0 2" I, o= (u'r,—wr). I

@ '

Nun ist w'r, — wr, die Geschwindigkeitsinderung, welche der

getroffene Punkt erleidet, -;’—" ist die auf den getroffenen Punkt re-

duzirte Masse (Gleichung b); es ist folglich die Kraft, welche
dieselbe Geschwindigkeitsinderung in dem getroffenen
System bedingen wiirde, welche der Stofs erzeugt, pro-
portional dem Produkt aus der Differenz der Geschwin-
digkeiten vor und nach dem Stofse in die auf den getrof-
fenen Punkt reduzirte Masse. Man nennt dies Produkt
das Maafs fiir die Stofswirkumng.

Nach der obigen Gleichung ist auch das Maafs fiir die Stofs-
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wirkung gleich dem Produkt aus der Kraft, welche dieselbe Ge-
schwindigkeitsinderung in dem gestofsenen System bedingen wiirde
in die Zeitdauer des Stofses. Unter diesen Modifikationen und Be-
dingungen lassen sich die Gesetze, welche fiir Drucke gelten
auch fiir Stoflswirkungen anwenden.

Die Kraft P zerlegen wir nach der Richtung der Axen der X
und der Y in die beiden Komponenten:

h) P.cosu,:P.% und P.cosf :P.%.
i i

Die Momente dieser Komponenten sind fiir die beiden Axen

der X und der Y:
pyioep Te¥e gy polel
7 7

Nun erscheint die Kraft P als eine auf das System ange-
brachte Kraft, und es miissen daher ihre Komponenten fiir die
Axen der X und der Y sowohl, als ihre Momente fiir dieselben
Axen gleich den Kriftesummen und Momenten der in dem System
thitigen Kriifte sein.

Die in dem System thitigen Krifte sind zuniichst die in je-
dem Massenelement wvirksam zu denkenden Drucke, wvelche ein
Aenderungsmaals der Geschwindigkeit des betrachteten Massenele-
mentes in der Richtung des bei der Drehung darchlaufenen Weg-
elementes bedingen. Dieses Aenderungsmaals ist gleich f,.r, wenn
f, das Aenderungsmaals der gemeinschaftlichen Winkelgeschwindig-
keit, und r den kiirzesten Abstand des Massenelementes von der
Drehaxe bezeichnet, und folglich sind diese Drucke dm.f,.r. Nen-
nen wir die Koordinaten der betrachteten Massenelemente z, y, %
und die Winkel, welche die Richtung der von denselben durch-
laufenen Bogenelemente mit den Axen der X und der Y bilden
o und @, so ist offenbar wvie in Gleichung c):

k) cosu’:sinﬁ’:%’—; cosﬁ’:sina’:—”:—
und es sind folglich die Drucksummen der in den einzelnen Mas-
senelementen thitigen Krifte fiir die Richtung der beiden Axen, mit
Beriicksichtigung der Gleichung 144), S. 153:

Z(dm.f,.r.—;‘/—)zf,.Z(dm.y):f}.M. Y, und
Z(dm./j.r.%):/‘,.Z(dm.a:):f;.M.X,

und die Momente fiir diese beiden Axen:
fi.Z(@m.c.z) und f,. Z(dm .y .5).
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Nun sieht man, dafs sowohl die Drucksummen als die Momente
der in den einzelnen Massenelementen thiitigen Krifte hier nur ab-
hiingig sind von der Gruppirung der Massenelemente, wiih-
rend die Komponenten der auf das System angebrachten Kraft P
und deren Momente nur abhiingig sind von P und von den Koor-
dinaten des gestofsenen Punktes. Es ist also nicht nothwendiger
Weise Gleichheit zwischen diesen Werthen vorhanden, und es miis-
sen daher in dem System noch gewisse andere Krifte als thé-
tige Krifte vorhanden sein, welche mit den in den einzelnen Mas-
senelementen thitigen Krifte jene Gleichheit herstellen. Diese Krifte
erscheinen als Wirkungen des Stofses auf die Drehaxe.

Wir wollen die Drucksumme dieser Stofswirkung nach der
Richtung der ersten Axe mit Q, und nach der Richtung der zwei-
ten Axe mit Q, bezeichnen, wihrend wir die Momente der Krifte-
paare dieser Wirkungen fir Drehung in einer Ebene, die normal
zur ersten Axe ist mit (K@) und fir die Drehung in ciner Ebene,
die normal zur zweiten Axe ist, mit (Ka)" bezeichnen. Nun haben
wir zufolge der Bedingung, dafs die auf das feste System ange-
prachten Kriifte mit den in dem System thitigen Kriften im Gleich-
gewicht sein miisssn (§§ 66. und 86.) folgende Gleichgewichisbe-
dingungen:

P Y =f.M.Y+Q,

L
P.i:‘—:f,.M-X+Qu
QOBp D't
P = . Z(dm.z.5) + (Ka)
P $(am.y.5) (0.

Setzen wir fiir f, den Werth der Gleichung 202a), so las-
sen sich die Werthe von Q,, Q,, (Ka)' und (Ka)" entwickeln,
niimlich:

M.Y
o L S Yo ==
o= rur(H—15
45 M.X
Sl i Ea
a
st e S(dm.x.%)
(Ka) __P.r,.(—rlz & oo )
T Ak S(dm.y .%)
(o) =2 . #F maoliaeed, me )

Seizen wir in diese Gleichungen den Werth von P aus Glei-
chung 202a) und multipliziren wir auf beiden Seiten mit z, so er-
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geben sich links die Maalse fiir die Stolswirkungen auf die
Axe, nimlich:

; i M D
0. 7=(w —w).J,. % o
0. 7= —mw).J,. %“M—JX
203h) , !
(la) e = (o — w). g (P — Zl2:2)

(Ka)'.7 = (0 — w).J,. (Yft — 2Oy D),

2
7

Bedingungen, unter welchen die Stofswirkungen auf die Axe gleich Null
sind, — Mittelpunkt des Stolses.

§ 113. Nach dem vorigen Paragraphen hat die fixe Axe ei-
nes rotirenden Systems, auf welches ein anderes in einer gegebenen
Richtung stéfst, zvveierlei Stofswirkungen zu erleiden. Die eine
Gruppe dieser Stolswirkungen riithrt davon her, dafs bestimmte
Komponenten der Geschwindigkeit des stofsenden Sy-
stems durch das rotirende System, welches gezwungen ist, nur um
die gegebene Axe sich zu drehen, aufgehoben werden; die andere
Gruppe von Stofswirkungen ist dadurch bedingt, dafs die Massen-
elemente des rotirenden Systems ihre Geschwindigkeit plétzlich in-
dern, dals dieser. Geschwindigkeitsinderung die Massenwiderstinde
der einzelnen Elemente entgegenwirken, und dafs diese Massenwi-
derstinde im Allgemeinen nicht im Stande sind, die durch den Stofs
auf das rotirende System angebrachten Krifte vollstéindig zu con-
sumiren.

Die erste Gruppe enthilt folgende beiden Stofswirkungen:

1) Eine Stofswirkung in der Richtung der Axe, welche sich
ausdriickt nach Gleichung 201a) durch:
Wi= MZ.v.cosy;
2) Eine Stofswirkung in einer Richtung, die in dem getroffenen

Punkt radial ist, und welche sich ausdriickt nach Gleichung

201d) durch:

sl v
w __iM".z—.(cosu.w,~cos5.y,).

Die erstgenannte Wirkung ist auf Verschieben der Axe ge-
richtet, die zweite wirkt auf Durchbiegen der Axe in einer Rich-
tung, die in dem getroffenen Punkte radial ist.

Die andere Gruppe der auf die Axe erfolgenden Stofswirkun-
gen ist durch die Gleichungen 203b) zu bestimmen.
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Wir wollen nunmehr untersuchen, unter welchen Bedin-
gungen alle diese Stofswirkungen Null werden.

Damit die Stofswirkung W gleich Null werde, mufs cosy =0
sein; d. h. die Richtung der Geschwindigkeit des stolsen-
den Systems mufls in eine Ebene fallen, die normal zur
Drehaxe ist.

Damit die Stofswirkung W# gleich Null werde, ist die Bedin-
gung zu erfillen:

cosa.z, = cosf3.y,
cosiv_aY,
cosf &

Nun ist %‘ die Cotangente des Winkels, welchen die Periphe-

{
riegeschwindigkeit des getroffenen Punktes im Augenblick des Sto-
fses mit der Axe der X macht, und wenn wir setzen
__ cosa, __ cosoy
S0lhuE. A sinw,  cosf,’
so folgt als Bedingungs-Gleichung:

cosov COSs o,
204) — ——L = cotang &,,
cosf3 cos 3

das heilst:

Wenn in dem rotirenden System keine Stofswirkung radial in
dem getroffenen Punkte yrirksam sein soll, so miissen sich die Co-
sinus der Winkel, welche die Richtung der Geschwindigkeit des
stofsenden Systems mit zwei zur Drehaxe normalen Koordinaten-
axen bildet, verhalten, wie die Cosinus der Winkel, welche die
Peripheriegeschwindigkeit des rotirenden Systems im Augenblicke
des Stofses mit denselben Koordinatenaxen bildet.

Diese Bedingung wird immer erfiillt, wenn die Geschwin-
digkeit desstofsenden Systems in einer Ebene liegt, wel-
che das im Augenblick des Stofses von dem geiroffenen
Punkte beschriebene Bogenelement beriihrt, oder wel-
che normal ist zum kiirzesten Abstande des getroffenen
Punktes von der Drehaxe.

Man sieht, dafs die Bedingungen, unter welchen die Stofswir-
kungen W? und W# gleich Null vwerden, lediglich von der Rich-
tung der Geschwindigkeit des stofsenden Systems abhingig sind.
Aus der Form der Gleichungen 203b) ergiebt sich dagegen sofort,
dafs die Bedingungen, unter welchen diejenigen Stofswirkungen,
welche aus den in dem gestofsenen System thitigen Kriften her-
vorgehen, gleich Null werden, ganz allein von der Gruppirung der
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Massenelemente und von der Lage des getroffenen Punkies gegen
die Drehaxe abhingig sind.
Damit niimlich die Gleichungen 203b) einzeln gleich Null wer-

den, muls sein:
oI s M ¥ oot o M &

rlz Fe J/ 2 7',2 EER J;
& ok x5 __ F(dm.x.35)  y.3__ Fdm.y.z)
r‘z sy Jl ¥ 7'12 e J/ :

Indem wir aus den beiden ersten Gleichungen den Werth von

72 eliminiren, ergiebt sich:
T X
204D) . o he

da nun 2 die Tangente des Winkels ist, welchen der kiirzeste Ab-

'

stand des getroffenen Punktes mit der Axe der X bildet, und _}Y{‘

die Tangente des Winkels ist, welchen der kiirzeste Abstand des
Schwerpunktes mit derselben Axe bildet, so ergiebt sich als erste
Bedingung, unter welcher die Wirkung der Massenwiderstiinde auf
die Axe gleich Null ist, dafs diese beiden Abstinde parallel sein
miissen, oder mit andern Worten, dals der getroffene Punkt in
einer Ebene liegen miisse, die durch den Schwerpunkt
und durch die Drehaxe geht.

Indem wir die Gleichungen

:—; = MJ'IX und Z—; — i
quadriren, addiren und beachten, dafs a2 + 4,2 =72 und X? - ¥?
— R? ist, wenn wir unter B den kiirzesten Abstand des Schwer-
punktes von der Drehaxe verstehen, ergiebt sich:
gy
204c) r, = MR

Nun ist M. R offenbar das statische Moment des rotirenden Sy-
stems in Bezug auf die Drehaxe, und folglich ist nach Gleichung
158a) der Quotient:

Triigheitsmoment

iisdhes Momenr~ Sleich dem Abstand des Schwingungspunktes.
statisches om

Hiernach ergiebt sich als zweite Bedingung, unter welcher die
Wirkung der Massenwiderstinde auf die Drehaxe gleich Null ist,
dals der getroffene Punkt einen Abstand von der
Drehaxe haben miisse, welcher gleich dem Ab-
stand des Schwingungspunktes des rotirenden
Systems von derselben Axe ist.
Es folgt hieraus ferner, dafs wenn die Drehaxe durch den
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Schwerpunkt geht, unter allen Umstinden eine Einvwirkung
der Massenwiderstinde auf die Axe ausgeiibt wird.

Damit nun endlich die Kriftepaare gleich Null werden,
ist zufolge der Gleichung 204a) noch zu setzen:
i Sdm . x.3)

5= und auch
‘ {
i d) _r® =Zdm.y. %)
E=Frt TS0 SEnk

Diese beiden Bedingungen fiir =, miissen gleichzeitig erfiillt wer-
den; es ist aber nicht unter allen Umstinden moglich, sie gleich-
zeitig zu erfiillen; die Moglichkeit der Erfillung beider Bedin-
gungen, und folglich die Moglichkeit, dafs die Kriftepaare,
welche durch die Massenviderstinde sich bilden, und welche auf
Kippen der fixen Axe wirken, gleich Null seien, ist hestimmt durch
die Gleichung:

X e S(dm.x.8)
Y T =(dm.y.®)’

Diese Bedingung findet unter andern statt:

1) wenn &, =Y, und Z(dm.x.z):Z(dm.y.z) ist; und dies
wird erfillt, wenn das rotirende System zwei Ebenen der Sym-
metrie hat, welche sich in der Drehaxe schneiden, und so
liegen, dafs der getroffene Punkt gleich weit von beiden ent-
fernt ist. = ist fiir diesen Fall unbestimmt.

2) wenn S(dm.z.5) =0 und Z(dm.y.z) =0 ist; in diesem
Falle ist = gleich Null, d. h. der getroffene Punkt mufs in
der Ebene liegen, in welcher die Koordinatenaxen liegen, fiir
welchen die eben genannten Werthe gleich Null sind. Die-
ser Fall findet statt, wenn die Drehungsaxe eine Haupt-
axe des Systems ist (§88. S.175), und wenn der ge-
troffene Punkt in derjengen zur Drehaxe normalen
Ebene liegt, in welcher auch der Schwerpunkt liegt.
Denn nehmen wir den Durchschnittspunkt dieser Ebene mit
der Drehungsaxe als Anfangspunkt der Koordinaten, so ist
%, = 0 und nach § 88. S. 174 auch

S(dm.z.x) =0 und (Zdm.y.z) = 0.

Derjenige Punkt eines rotirenden Systems, welcher,
wenn er von einem stofsenden System getroffen wird,
keine Stofswirkungen durch die Massenwiderstinde aunf
die Drehaxe bedingt, heifst der Mittelpunkt des Stofses.

Damit ein Mittelpunkt des Stolses vorhanden sei, miissen die
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Bedingungen der Gleichung 204d) gleichzeitig erfilllt werden; au-

fserdem gilt fiir die Lage des Mittelpunktes des Stofses Folgendes:

1) derselbe liegt in einer Ebene, die durch die Drehaxe und durch
den Schwerpunkt gelegt werden kann (Gleichung 204b);

2) in dieser Ebene hat er von der Drehaxe denselben Abstand,
welchen der Schwingungsmittelpunkt des Systems besitzt
(Gleichung 204c);

3) ist die Drehungsaxe eine Hauptaxe, so fillt der Mittelpunkt
des Stofses mit dem Schwingungsmittelpunkt zusammen, d. h.
er liegt in der kiirzesten Entfernung des Schwerpunktes von
der Drehungsaxe (Gleichung 204 d).

Damit iiberhaupt keine Stofswirkung auf die Drehaxe er-
folge, miissen fiir die Richtung der Geschwindigkeit des sto-
[senden Systems folgende Bedingungen erfiillt werden:

1) die Richtung der Geschwindigkeit mufs durch den Mittelpunkt
des Stofses gehen;

2) dieselbe mufls normal sein zu der Ebene, welche durch die
Drehaxe und durch den bchwerpunkt gelegt werden kann.
Dies folgt aus den Gesetzen, welche wir fiir die Bedingungen
hergeleitet haben, unter welchen WZ und W# gleich Null wer-
den (S. 268).



