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tender Bewegung ein Wegelement, das normal
ist zu dem kiirzesten Abstand des Schwerpunkts
von der Drehaxe, wihrend gleichzeitig simmt-
liche Massenelemente um eine durch den Schwer-
punkt gehende, mit der fixen Axe parallele Axe
mit derselben Winkelgeschwindigkeit w rotiren.
Das Aenderungsmaals jener fortschreitenden Be-
wegung driickt sich aus durch die Summe aller
auf den Abstand des Schwerpunkts reduzirten
Drucke, dividirt durch die Masse und multipli-
zirt mit dem Verhiltnils des Quadrats des kiirze-
sten Abstandes des Schwerpunkts von der fixen
Axe zur Summe dieses Quadrates und dem Qua-
drat des Drehungshalbmessers fiir die durch den
Schwerpunkt gedachte Axe.

Aus der Gleichung 161) folgt, dafs der Druck, der im Schwer-
punkt auf fortschreitende Bewegung wirkt, und welcher durch
die Reaktion im fixen Punkte aufgehoben werden mufls, in-
dem er mit dieser Reaktion ein Kriftepaar bildet, sich ausdriickt
durch:

Z(Ka) R?
R (R R)

Endlich ist das Moment des Kriiftepaars, welches auf Drehung
des Schwerpunkts um den fixen Punkt wirkt

R2
161b) K.R = 2 (Ka) . y Ty
und das Moment des Kriiftepaars, welches auf Drehung um die durch
den Schwerpunkt gehende parallele Axe wirkt, nach Gleichung
145a) und 161):
2
161c) fJ = Eif_“) iy o

Durch Addition der Gleichungen 161b) und 161c) ergiebt sich
wieder Z(Ka) als die Summe der Momente der Kriftepaare in der
zor Drehaxe des Systems normalen Ebene.

161a) K= N =

d) Wirkung fester Systeme, die von mechanischen Krif-
ten in Anspruch genommen werden, auf einander.

Grundsitze fiir die VVirkung fester Systeme auf einander.

§ 92. Denken wir zuniichst zwei feste Systeme (§ 63) von
Massenelementen, so kionnen dieselben sich entweder berithren
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oder nicht. Berithren sich die festen Systeme, so mufs die Be-
riihrung wenigstens in einem Massenelement statt finden, sie kann
auch in mehren zugleich erfolgen; in beiden Fillen konnen wir die
sich berithrenden Massenelemente als Flichenelemente ansehen, und
es wird immer eine beiden gemeinschaftliche Normale denk-
bar sein. Wenn die beiden Systeme sich nicht beriihren, so kin-
nen sie entweder ihren Abstand von einander gar nicht dindern, oder
sie konnen denselben vergrofsern oder vermindern. Wenn diese
Verminderung des Abstandes dauernd erfolgt, oder wenn doch die
Verminderung des Abstandes iiberviegend ist, gegen die etyva in-
zwischen eintretende Vergrofserung desselben, so miissen sich die
festen Systeme endlich treffen, d. h. es mufs endlich ihr Abstand
Null werden, sie miissen endlich sich beriithren, und dann ist
wieder in jedem Beriibrungselement eine gemeinschaftliche Normale
denkbar. :

Wenn die festen Systeme sich nicht beriithren, so findet er-
fahrungsmiifsig gleichwohl eine Einwirkung der einzelnen Massen-
elemente aufeinander statt (vergl. § 18. S.20). Diese Art der Ein-
wirkung, welche Folge der allgemeinen Gravitation ist, lassen wir
einstweilen ganz aufser Betracht, da sie fiir die vorliegenden Zywecke,
Wwo wir es immer nar mit Systemen zu thun haben, die verhiilt-
nifsmélsig eine sehr geringe Zahl von Massenelementen besitzen, nar
von fast ganz verschwindender Bedeutung ist. Hat man dagegen
mit so ausgedehnten Systemen zu thun, wie sie durch ganze Himmels-
korper dargestellt werden, so ist allerdings die eben angedeutete
Einwirkung dieser Systeme aus der Ferne auf einander von der
grofsten Bedeutung.

Nach der eben vorgetragenen Darstellung haben wir hier nur
den Fall zu betrachten, wo sich die beiden festen Systeme beriih-
ren; sei es nun, dafs diese Beriihrung von Hause aus stattgefunden
hat, oder dafs sic erst entstanden ist, indem die festen Systeme ein-
ander trafen. In beiden Fillen beurtheilen wir die Wirkung der
beiden Systeme auf einander nach folgenden Grundsiitzen:

Wenn sich zwei feste Systeme berithren, so sind entweder
Krifte vorhanden, welche eine Trennung beider Systeme herbei-
fithren, oder es sind solche Kriifte nicht vorhanden, und dann blei-
ben die beiden Systeme wiihrend der Dauer der Betrach-
tung in Berithrung. Dieser letzte Fall ist es, den wir hier zu-
nichst voraussetzen.

Die beiden festen Systeme mogen sich wvithrend der Dauer der
Betrachtung nicht trennen; sie konnen dabei gleichwohl ihre Be-
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rithrungspunkte indern. Hierbei ist es denkbar, dafs sich
beide Systeme bewegen, oder, dals sich nur eines von bei-
den bewegt. Wenn sich nur eines von beiden Systemen be-
wegt, das andere aber nicht, so nennen wir dieses das fixe
System, das erste das bewegliche System.

Bewegen sich dagegen beide Systeme, indem sie dabei zu-
gleich ihre Berithrungspunkte éndern, so konnen wir im Sinne des
Grundsaizes in § 24. No. 1 diese beiden gleichzeitigen Bewe-
gungen immer so auffassen, als ob sie innerhalb der Dauer dessel-
ben Zeitelementes nach einander erfolgten, indem wir nimlich anneh-
men, dals zuerst beide Systeme nach entsprechenden Richtungen ge-
meinschaftlich sich bewegen ohne ihre Beriithrungspunkte zu
dndern, und dafs dann das eine System still stinde, und das
andere sich so bewege, dafs nun die Aenderung der Beriih-
rungspunkte erfolge. Es werden durch eine solche Betrachtung
die Bewegungen zuriickgefihrt auf die Bewegung eines zu-
sammenhingenden Gesammtsystems, und auf die Bewe-
gung eines beweglichen Systems gegen ein fixes System.

Hierzu dienen folgende Untersuchungen. Die beiden Systeme
werden mit I und II bezeichnet; wir betrachten zuniichst alle Be-
wegungen des Systems II, und nchmen an, dafs das System I sich
mit dem System II gemeinschaftlich bewege, ohne dafls die Be-
rithrungspunkte sich éindern; dann betrachten wir das System II als
fixes System, und untersuchen, welche Bewegungen nun noch das
System I. machen miisse, um die bedingte Aenderung der Beriih-
rungspunkte herbeizufiithren.

Wenn das System 1L sich bewegt, so hat es im Allgemeinen
¢ine fortschreitende Bewegung und eine drehende Bewegung
um irgend eine Axe; soll nun das System I sich nicht von dem
System II trennen, und auch die Beriihrungspunkte nicht &ndern,
so mufls es sich mit derselben Geschwindigkeit nach derselben Rich-
tung fortschreitend bewegen, und auch mit derselben Winkelge-
schwindigkeit um dieselbe Axe rotiren.

Es seien:

K* und Kk die Summen der Komponenten der auf die beiden
Systeme wirkenden Kriifte fiir die Richtung der fortschreiten-
den Bewegung des Systems IL

Mt und M** die Massen der beiden Systeme.

f7 und f* die Aenderungsmaafse der Geschwindigkeiten, wel-
che die Krifte K* und K77 der Masse M’ und M** zu ertheilen
streben.
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(Pa)” und (Pa)™* die statischen Momente der auf die beiden
Systeme wirkenden Krifte in Bezng auf Drehung um die Axe, um
welche sich das System wirklich dreht.

£ und f7* die Aenderungsmaafse der Winkelgeschwindigkeiten
fiir dieselbe Axe.

J,7 und J#* die Trégheitsmomente der beiden Systeme in Be-
zug auf dieselbe Axe. Nach dem Fritheren finden die Beziehun-
gen statt:

KI f— Ml.fl; K — M".f"; (Pa)I: J/I-flli (Pa)": Jl".f;".

Indem nun das System I den Bewegungen des Systems II ge-
nau folgt, so als ob heide ein System bilden, bewegt es sich mit
Geschwindigkeiten, deren Aenderungsmaafse gleich denen des Sy-
stems II sind, néimlich gleich £7* und f*. Die auf das System I vir-
kenden Krifte haben aber das Bestreben, dem System I die Aende-
rungsmaafse f7 und £,* zu ertheilen, es wird also indem sich beide
Systeme gemeinschaftlich bewegen in dem System I noch ein Be-
streben auf Bewegung bleiben, dem wviihrend der Dauer dieser ge-
meinschaftlichen Bewegung nicht Geniige gethan ist, und welchem,
wenn das System I nach Vollendung jener gemeinschafilichen Be-
wegungen frei wvird, noch die Aenderungsmaalse (fr — ™) bezieh-
lich (f,x—fr) in dem System I entsprechen wviirden. Diesem auf
die Masse M’ wirkenden Bestreben auf Bewegung entspricht
nach § 19. S. 23 ein Druck, und ein statisches Moment, welches
wir mit K, beziehlich mit (Pa) bezeichnen wollen, und es ist:

I
E=N1([F 2™ :1(1—~i]5~,; . KM

I
(Pa)=J?.(f' — 1) = (Pa)— TIJTI . (Pa)™.

Die Komponenten der Krifte, welche auf das System I vyir-
ken fiir Richtungen, die zu der Bewegungsrichtung des Systems II
normal sind, bleiben dabei ungeéndert, ebenso die Kriftepaare fiir
Axen, die zu der Drehaxe des Systems II normal sind.

L. Hieraus folgt, dals, wenn beide Systeme sich bewe-
gen, man das eine von beiden immer als fixes System
betrachten kann, das andere als bewegliches System, in-
dem man vorher oder nachher die Bewegungen unter-
sucht, welche das bewegliche System mit dem fixen ge-
meinschaftlich macht. Die Summe der Drucke und das
Kriftepaar, welches bei jener Betrachtung auf das be-
wegliche System und zwar parallel mit der Richtung der

Bewegung des als fix betrachteten Systems wirkend zu

162)
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denken sind, bestimmen sich nach Gleichung 162), wo-
bei namentlich die Vorzeichen bei der Bildung der al-
gebraischen Summen zu beachten sind.

Wenn beide Systeme fallen, und es wirken in der Richtnng
der Schyere keine andern Krifte auf die einzelnen Systeme, so ist
das Aenderungsmaafs ff=g und "=y, folglich K=10. d. h.

. Wenn zwei Systeme sich beriihren und frei fal-
len, so ist der aus der Schwere hervorgehende Druck,
mit welchem das eine System gegen das andere geprelst
wird gleich Null.

Nehmen wir an, dals das zweite System mit gleichférmiger
Geschwindigkeit sich bewegt. Die gleichformige Bewegung be-
dingt nach § 14. S. 16, dafs die Krifte, welche auf das zweite Sy-
stem angebracht sind, fiir die Richtung der Bewegung im Gleich-
gewicht seien, d. h. dafs K gleich Null sei. In diesem Falle ist -
auch fY gleich Null, und wenn wir eine drehende Bewegung be-
trachten, so mufs fiir eine gleichférmige Winkelgeschwin-
digkeit auch das Aenderungsmaals derselben f Fa=0naein, - Fir
diesen Fall nun gehen die Gleichungen 162) iiber in

1628 eRi= K553 (Pa) —i(Ba)’.

IL d. h. Wenn zwei feste Systeme die sich berith-
ren sich gleichzeitig bewegen, und das eine von beiden
bewegt sich mit gleichférmiger Geschwindigkeit fort-
schreitend oder mit gleichformiger Winkelgeschwindig-
keit drehend um eine Axe, so bleibt sowohl die Summe
der Komponenten des Druckes der auf das andere System
angebrachten Kriifte fiir diese Richtung, als auch das re-
sultirende Kriftepaar des andern Systems fiir diese Dreh-
axe ungeindert.

Nach dem Inhalt dieses Paragraphen lifst sich die Bewegung
zweier festen Systeme, die sich beriithren im Allgemeinen auf zwei
Bewegungen zuriickfithren, von denen wir die eine, welche heide
Systeme gemeinschaftlich haben die gemeinschaftliche Bewe-
gung, die andere dagegen, welche cine Aenderung der Beriihrungs-
punkte der beiden Systeme zur Folge hat, die Verschiebung nen-
nen wollen. Ebenso folgt aus den vorigen Untersuchungen, dafs bei
der Betrachtung der Verschiebung wir immer das eine von bei-
den Systemen als fixes, das andere als bewegliches System an-
sehen konnen.

Die Beriihrungspunkte der beiden Systeme sind immer als Punkte
zu betrachten, die sowohl dem einen System, wie dem andern
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System angehéren. Diese Punkte werden aber je nachdem man sie
zu dem einen System oder zu dem andern System gehérend be-
trachtet, verschiedene Wege durchlaufen. Die urspriinglichen Be-
riihrungspunkte des als fix betrachteten Systems werden nur Wege
durchlaufen, welche der gemeinschaftlichen Bewegung entspre-

chen; die Berithrungspunkte des bevweglichen Systems dagegen wer-

den gleichzeitig die Wege beschreiben, die aus der gemein-
schaftlichen Bewegung hervorgehen, und diejenigen, welche
durch die Verschiebung bedingt werden, sie werden also sich
nach einer resultirenden Richtung bewegen, deren Kompo-
nenten jene Einzelwege sind. Wir nennen die resultirenden Be-
wegung, welche diese Punkte jenen beiden Komponenten zufolge
machen, die absolute Bewegung der Beriihrungspunkte
des beweglichen Systems.

Nach diesen Auseinandersetzungen haben wir nun folgende Dis-
positionen; wir handeln:

1) von der Verschiebung,

2) von der gemeinschaftlichen Bewegung,

3) von der absoluten Bewegung.

Von der Verschiebung zweier festen Systeme.

Gesetz iiber die Moglichkeit der Verschiebung; Kippen, Gleiten.

§93. Indem wir von zwei festen Systemen eins als fixes
System, das andere als bewegliches System betrachten, setzen
wir voraus, dafs beide Systeme stets in Beriihrung bleiben sollen
(§ 92), dafs aber gleichwoh! eine Aenderung der Beriihrungspunkte
statt finden kann. Untersuchen wvir zunichst, wie diese Aende-
rung der Beriihrungspunkte beschaffen sein kann.

Indem sich die Beriithrungspunkte indern, bewegt sich das
bewegliche System, und da wir wissen, dals jede Bewegung eines
festen Systems sich auf eine fortschreitende und auf eine dre-
hende zuriickfiihren lifst, so wird auch bei der Verschiebung des
beweglichen Systems dasselbe entweder fortschreitend sich be-
wegen, oder drehend, oder beides zugleich.

Wenn das bewegliche System sich fortschreitend verschiebt,
so durchlaufen alle Punkte desselben, folglich auch die Beriihrungs-
punkte gleich grofse und parallele Wegelemente (§ 65. S. 88). Wenn
dagegen das bewegliche System sich drehend verschiebt, so be-
schreiben die Beriihrungspunkte im Allgemeinen Kreishogen um eine
gemeinschaftliche Axe.




