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tender Bewegung ein Wegelement, das normal
ist zu dem kiirzesten Abstand des Schwerpunkts
von der Drehaxe, wihrend gleichzeitig simmt-
liche Massenelemente um eine durch den Schwer-
punkt gehende, mit der fixen Axe parallele Axe
mit derselben Winkelgeschwindigkeit w rotiren.
Das Aenderungsmaals jener fortschreitenden Be-
wegung driickt sich aus durch die Summe aller
auf den Abstand des Schwerpunkts reduzirten
Drucke, dividirt durch die Masse und multipli-
zirt mit dem Verhiltnils des Quadrats des kiirze-
sten Abstandes des Schwerpunkts von der fixen
Axe zur Summe dieses Quadrates und dem Qua-
drat des Drehungshalbmessers fiir die durch den
Schwerpunkt gedachte Axe.

Aus der Gleichung 161) folgt, dafs der Druck, der im Schwer-
punkt auf fortschreitende Bewegung wirkt, und welcher durch
die Reaktion im fixen Punkte aufgehoben werden mufls, in-
dem er mit dieser Reaktion ein Kriftepaar bildet, sich ausdriickt
durch:

Z(Ka) R?
R (R R)

Endlich ist das Moment des Kriiftepaars, welches auf Drehung
des Schwerpunkts um den fixen Punkt wirkt

R2
161b) K.R = 2 (Ka) . y Ty
und das Moment des Kriiftepaars, welches auf Drehung um die durch
den Schwerpunkt gehende parallele Axe wirkt, nach Gleichung
145a) und 161):
2
161c) fJ = Eif_“) iy o

Durch Addition der Gleichungen 161b) und 161c) ergiebt sich
wieder Z(Ka) als die Summe der Momente der Kriftepaare in der
zor Drehaxe des Systems normalen Ebene.

161a) K= N =

d) Wirkung fester Systeme, die von mechanischen Krif-
ten in Anspruch genommen werden, auf einander.

Grundsitze fiir die VVirkung fester Systeme auf einander.

§ 92. Denken wir zuniichst zwei feste Systeme (§ 63) von
Massenelementen, so kionnen dieselben sich entweder berithren
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oder nicht. Berithren sich die festen Systeme, so mufs die Be-
riihrung wenigstens in einem Massenelement statt finden, sie kann
auch in mehren zugleich erfolgen; in beiden Fillen konnen wir die
sich berithrenden Massenelemente als Flichenelemente ansehen, und
es wird immer eine beiden gemeinschaftliche Normale denk-
bar sein. Wenn die beiden Systeme sich nicht beriihren, so kin-
nen sie entweder ihren Abstand von einander gar nicht dindern, oder
sie konnen denselben vergrofsern oder vermindern. Wenn diese
Verminderung des Abstandes dauernd erfolgt, oder wenn doch die
Verminderung des Abstandes iiberviegend ist, gegen die etyva in-
zwischen eintretende Vergrofserung desselben, so miissen sich die
festen Systeme endlich treffen, d. h. es mufs endlich ihr Abstand
Null werden, sie miissen endlich sich beriithren, und dann ist
wieder in jedem Beriibrungselement eine gemeinschaftliche Normale
denkbar. :

Wenn die festen Systeme sich nicht beriithren, so findet er-
fahrungsmiifsig gleichwohl eine Einwirkung der einzelnen Massen-
elemente aufeinander statt (vergl. § 18. S.20). Diese Art der Ein-
wirkung, welche Folge der allgemeinen Gravitation ist, lassen wir
einstweilen ganz aufser Betracht, da sie fiir die vorliegenden Zywecke,
Wwo wir es immer nar mit Systemen zu thun haben, die verhiilt-
nifsmélsig eine sehr geringe Zahl von Massenelementen besitzen, nar
von fast ganz verschwindender Bedeutung ist. Hat man dagegen
mit so ausgedehnten Systemen zu thun, wie sie durch ganze Himmels-
korper dargestellt werden, so ist allerdings die eben angedeutete
Einwirkung dieser Systeme aus der Ferne auf einander von der
grofsten Bedeutung.

Nach der eben vorgetragenen Darstellung haben wir hier nur
den Fall zu betrachten, wo sich die beiden festen Systeme beriih-
ren; sei es nun, dafs diese Beriihrung von Hause aus stattgefunden
hat, oder dafs sic erst entstanden ist, indem die festen Systeme ein-
ander trafen. In beiden Fillen beurtheilen wir die Wirkung der
beiden Systeme auf einander nach folgenden Grundsiitzen:

Wenn sich zwei feste Systeme berithren, so sind entweder
Krifte vorhanden, welche eine Trennung beider Systeme herbei-
fithren, oder es sind solche Kriifte nicht vorhanden, und dann blei-
ben die beiden Systeme wiihrend der Dauer der Betrach-
tung in Berithrung. Dieser letzte Fall ist es, den wir hier zu-
nichst voraussetzen.

Die beiden festen Systeme mogen sich wvithrend der Dauer der
Betrachtung nicht trennen; sie konnen dabei gleichwohl ihre Be-
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rithrungspunkte indern. Hierbei ist es denkbar, dafs sich
beide Systeme bewegen, oder, dals sich nur eines von bei-
den bewegt. Wenn sich nur eines von beiden Systemen be-
wegt, das andere aber nicht, so nennen wir dieses das fixe
System, das erste das bewegliche System.

Bewegen sich dagegen beide Systeme, indem sie dabei zu-
gleich ihre Berithrungspunkte éndern, so konnen wir im Sinne des
Grundsaizes in § 24. No. 1 diese beiden gleichzeitigen Bewe-
gungen immer so auffassen, als ob sie innerhalb der Dauer dessel-
ben Zeitelementes nach einander erfolgten, indem wir nimlich anneh-
men, dals zuerst beide Systeme nach entsprechenden Richtungen ge-
meinschaftlich sich bewegen ohne ihre Beriithrungspunkte zu
dndern, und dafs dann das eine System still stinde, und das
andere sich so bewege, dafs nun die Aenderung der Beriih-
rungspunkte erfolge. Es werden durch eine solche Betrachtung
die Bewegungen zuriickgefihrt auf die Bewegung eines zu-
sammenhingenden Gesammtsystems, und auf die Bewe-
gung eines beweglichen Systems gegen ein fixes System.

Hierzu dienen folgende Untersuchungen. Die beiden Systeme
werden mit I und II bezeichnet; wir betrachten zuniichst alle Be-
wegungen des Systems II, und nchmen an, dafs das System I sich
mit dem System II gemeinschaftlich bewege, ohne dafls die Be-
rithrungspunkte sich éindern; dann betrachten wir das System II als
fixes System, und untersuchen, welche Bewegungen nun noch das
System I. machen miisse, um die bedingte Aenderung der Beriih-
rungspunkte herbeizufiithren.

Wenn das System 1L sich bewegt, so hat es im Allgemeinen
¢ine fortschreitende Bewegung und eine drehende Bewegung
um irgend eine Axe; soll nun das System I sich nicht von dem
System II trennen, und auch die Beriihrungspunkte nicht &ndern,
so mufls es sich mit derselben Geschwindigkeit nach derselben Rich-
tung fortschreitend bewegen, und auch mit derselben Winkelge-
schwindigkeit um dieselbe Axe rotiren.

Es seien:

K* und Kk die Summen der Komponenten der auf die beiden
Systeme wirkenden Kriifte fiir die Richtung der fortschreiten-
den Bewegung des Systems IL

Mt und M** die Massen der beiden Systeme.

f7 und f* die Aenderungsmaafse der Geschwindigkeiten, wel-
che die Krifte K* und K77 der Masse M’ und M** zu ertheilen
streben.
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(Pa)” und (Pa)™* die statischen Momente der auf die beiden
Systeme wirkenden Krifte in Bezng auf Drehung um die Axe, um
welche sich das System wirklich dreht.

£ und f7* die Aenderungsmaafse der Winkelgeschwindigkeiten
fiir dieselbe Axe.

J,7 und J#* die Trégheitsmomente der beiden Systeme in Be-
zug auf dieselbe Axe. Nach dem Fritheren finden die Beziehun-
gen statt:

KI f— Ml.fl; K — M".f"; (Pa)I: J/I-flli (Pa)": Jl".f;".

Indem nun das System I den Bewegungen des Systems II ge-
nau folgt, so als ob heide ein System bilden, bewegt es sich mit
Geschwindigkeiten, deren Aenderungsmaafse gleich denen des Sy-
stems II sind, néimlich gleich £7* und f*. Die auf das System I vir-
kenden Krifte haben aber das Bestreben, dem System I die Aende-
rungsmaafse f7 und £,* zu ertheilen, es wird also indem sich beide
Systeme gemeinschaftlich bewegen in dem System I noch ein Be-
streben auf Bewegung bleiben, dem wviihrend der Dauer dieser ge-
meinschaftlichen Bewegung nicht Geniige gethan ist, und welchem,
wenn das System I nach Vollendung jener gemeinschafilichen Be-
wegungen frei wvird, noch die Aenderungsmaalse (fr — ™) bezieh-
lich (f,x—fr) in dem System I entsprechen wviirden. Diesem auf
die Masse M’ wirkenden Bestreben auf Bewegung entspricht
nach § 19. S. 23 ein Druck, und ein statisches Moment, welches
wir mit K, beziehlich mit (Pa) bezeichnen wollen, und es ist:

I
E=N1([F 2™ :1(1—~i]5~,; . KM

I
(Pa)=J?.(f' — 1) = (Pa)— TIJTI . (Pa)™.

Die Komponenten der Krifte, welche auf das System I vyir-
ken fiir Richtungen, die zu der Bewegungsrichtung des Systems II
normal sind, bleiben dabei ungeéndert, ebenso die Kriftepaare fiir
Axen, die zu der Drehaxe des Systems II normal sind.

L. Hieraus folgt, dals, wenn beide Systeme sich bewe-
gen, man das eine von beiden immer als fixes System
betrachten kann, das andere als bewegliches System, in-
dem man vorher oder nachher die Bewegungen unter-
sucht, welche das bewegliche System mit dem fixen ge-
meinschaftlich macht. Die Summe der Drucke und das
Kriftepaar, welches bei jener Betrachtung auf das be-
wegliche System und zwar parallel mit der Richtung der

Bewegung des als fix betrachteten Systems wirkend zu

162)
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denken sind, bestimmen sich nach Gleichung 162), wo-
bei namentlich die Vorzeichen bei der Bildung der al-
gebraischen Summen zu beachten sind.

Wenn beide Systeme fallen, und es wirken in der Richtnng
der Schyere keine andern Krifte auf die einzelnen Systeme, so ist
das Aenderungsmaafs ff=g und "=y, folglich K=10. d. h.

. Wenn zwei Systeme sich beriihren und frei fal-
len, so ist der aus der Schwere hervorgehende Druck,
mit welchem das eine System gegen das andere geprelst
wird gleich Null.

Nehmen wir an, dals das zweite System mit gleichférmiger
Geschwindigkeit sich bewegt. Die gleichformige Bewegung be-
dingt nach § 14. S. 16, dafs die Krifte, welche auf das zweite Sy-
stem angebracht sind, fiir die Richtung der Bewegung im Gleich-
gewicht seien, d. h. dafs K gleich Null sei. In diesem Falle ist -
auch fY gleich Null, und wenn wir eine drehende Bewegung be-
trachten, so mufs fiir eine gleichférmige Winkelgeschwin-
digkeit auch das Aenderungsmaals derselben f Fa=0naein, - Fir
diesen Fall nun gehen die Gleichungen 162) iiber in

1628 eRi= K553 (Pa) —i(Ba)’.

IL d. h. Wenn zwei feste Systeme die sich berith-
ren sich gleichzeitig bewegen, und das eine von beiden
bewegt sich mit gleichférmiger Geschwindigkeit fort-
schreitend oder mit gleichformiger Winkelgeschwindig-
keit drehend um eine Axe, so bleibt sowohl die Summe
der Komponenten des Druckes der auf das andere System
angebrachten Kriifte fiir diese Richtung, als auch das re-
sultirende Kriftepaar des andern Systems fiir diese Dreh-
axe ungeindert.

Nach dem Inhalt dieses Paragraphen lifst sich die Bewegung
zweier festen Systeme, die sich beriithren im Allgemeinen auf zwei
Bewegungen zuriickfithren, von denen wir die eine, welche heide
Systeme gemeinschaftlich haben die gemeinschaftliche Bewe-
gung, die andere dagegen, welche cine Aenderung der Beriihrungs-
punkte der beiden Systeme zur Folge hat, die Verschiebung nen-
nen wollen. Ebenso folgt aus den vorigen Untersuchungen, dafs bei
der Betrachtung der Verschiebung wir immer das eine von bei-
den Systemen als fixes, das andere als bewegliches System an-
sehen konnen.

Die Beriihrungspunkte der beiden Systeme sind immer als Punkte
zu betrachten, die sowohl dem einen System, wie dem andern
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System angehéren. Diese Punkte werden aber je nachdem man sie
zu dem einen System oder zu dem andern System gehérend be-
trachtet, verschiedene Wege durchlaufen. Die urspriinglichen Be-
riihrungspunkte des als fix betrachteten Systems werden nur Wege
durchlaufen, welche der gemeinschaftlichen Bewegung entspre-

chen; die Berithrungspunkte des bevweglichen Systems dagegen wer-

den gleichzeitig die Wege beschreiben, die aus der gemein-
schaftlichen Bewegung hervorgehen, und diejenigen, welche
durch die Verschiebung bedingt werden, sie werden also sich
nach einer resultirenden Richtung bewegen, deren Kompo-
nenten jene Einzelwege sind. Wir nennen die resultirenden Be-
wegung, welche diese Punkte jenen beiden Komponenten zufolge
machen, die absolute Bewegung der Beriihrungspunkte
des beweglichen Systems.

Nach diesen Auseinandersetzungen haben wir nun folgende Dis-
positionen; wir handeln:

1) von der Verschiebung,

2) von der gemeinschaftlichen Bewegung,

3) von der absoluten Bewegung.

Von der Verschiebung zweier festen Systeme.

Gesetz iiber die Moglichkeit der Verschiebung; Kippen, Gleiten.

§93. Indem wir von zwei festen Systemen eins als fixes
System, das andere als bewegliches System betrachten, setzen
wir voraus, dafs beide Systeme stets in Beriihrung bleiben sollen
(§ 92), dafs aber gleichwoh! eine Aenderung der Beriihrungspunkte
statt finden kann. Untersuchen wvir zunichst, wie diese Aende-
rung der Beriihrungspunkte beschaffen sein kann.

Indem sich die Beriithrungspunkte indern, bewegt sich das
bewegliche System, und da wir wissen, dals jede Bewegung eines
festen Systems sich auf eine fortschreitende und auf eine dre-
hende zuriickfiihren lifst, so wird auch bei der Verschiebung des
beweglichen Systems dasselbe entweder fortschreitend sich be-
wegen, oder drehend, oder beides zugleich.

Wenn das bewegliche System sich fortschreitend verschiebt,
so durchlaufen alle Punkte desselben, folglich auch die Beriihrungs-
punkte gleich grofse und parallele Wegelemente (§ 65. S. 88). Wenn
dagegen das bewegliche System sich drehend verschiebt, so be-
schreiben die Beriihrungspunkte im Allgemeinen Kreishogen um eine
gemeinschaftliche Axe.
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Wie nun auch die Verschicbung beschaffen sein mag, ob sie
fortschreitend oder drehend erfolgt, so diirfen doch nie-
mals die Wegelemente, welche die Beriithrungspunkte
des beweglichen Systems beschreiben, innerhalb des
festen Systems fallen denn in diesem Falle wwiirde das beweg-
liche System entweder in das fixe System eindringen, oder dasselbe
verdringen miissen, beides widerspricht den Voraussetzungen. Es
miissen also die von dem Berithrungspunkt des hewegli-
ehen Systems beschriebenen Wegelemente entweder
das fixe System in jedem Augenblick beriihren, oder,
wenn sie das fixe System schneiden, sich von demselben
abhebemn.

Fine Verschichung, bei welcher alle Beriihrungspunkte Weg-
clemente beschreiben, die sich von dem fixen System abheben
wiirde das bewegliche System zu einem freien machen, und
der Bedingung widersprechen, dafs die beiden Systeme sich nicht
trennen diirfen. Es ist aber denkbar, dafs eine Anzahl von
Berithrungspunkten sich von dem fixen System abhebt, wiih-
rend gewisse andere Beriihrungspunkte mit dem fixen System im
Zusammenhange bleiben. Diese eigenthiimliche Art der Ver-
schiebung erfolgt immer, wenn das bewegliche System eine Dre-
hung macht um eine Axe, die durch einen der Berithrungs-
punkte geht, und beide Systeme berithrt. Die Berithrungs-
punkte, welche in dieser Axe liegen, bleiben bei der Drehung des
beweglichen Systems unbewegt, folglich in Beriihrung mit dem
fixen System, die iibrigen Beriihrungspunkte beschreiben Bogenele-
mente in Ebenen normal zu dieser berithrenden Axe, welche also
im Allgemeinen das fixe System schneiden, und welche daher, wenn
die angegebene Drehung wirklich erfolgt, von dem fixen System
sich abheben miissen. Wir nennen eine Drchung des bewegli-
chen Systems um eine Axe die beide Systeme beriihrt, wihrend
alle andern Berithrungspunkte des beweglichen Systems, die micht
in diese Axe liegen sich von dem fixen System abheben: ,,E&ip=
pen.

Bewegt sich dagegen das bewegliche System so, dafs alle Be-
vithrungspunkte Wegelemente beschreiben, die das fixe System be-
rithren, so nennen wir die Verschiebnng der Beriihrungspunkte::
,,Gleiten.“ Nach dem Obigen wird es ohne Weiteres verstind-
lich sein, wenn wir unterscheiden ,,fortschreitendes Gleiten®
und ,drehendes Gleiten.®
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Grundgesetze iiber die Widerstinde der Verschiebung; Reibungs-
widerstinde.

§ 94. Wenn zwei feste Systeme sich beriihren, so wird es
von der Form der Berithrungsflichen abhingen, ob eine Ver-
schiebung iiberhaupt méglich ist, und wenn dies der Fall ist,
in welchem Sinne und nach welchen Richtungen Verschie-
bung erfolgen kann. In den meisten Fillen liegt es, auch ohne
besondere Untersuchung, nahe, ob und welche Moglichkeit der
Verschiebung vorhanden ist, in andern Fillen bedarf es zur Fest-
stellung dieser Moglichkeit einer besondern Betrachtung, fiir welche
das im vorigen Paragraphen ausgesprochene Gesetz einen Anhalt bietet.

Wenn sich zwei feste Systeme, von denen eins als
fixes System betrachtet werden kann, berithren, und es
ist fiir gewisse Richtungen die Moglichkeit der fortschrei-
tenden Verschiebung, oder fiir gewisse Drehaxen die
Méglichkeit der drehenden Verschiebung mieht¢ vorhan-
den, so miissen alle auf das System angebrachten Kriifte’
welche auf Fortschreiten nach dieser Richtung wirken,
beziehlich simmtliche Kriftepaare, welche aufDrehung
um diese Axe wirken, im Gleichgewicht sein.

Ergiebt sich nun dieses Gleichgewicht nicht schon aus den auf
das bewegliche System angebrachten Kriiften, so mufs dasselbe
durch den Widerstand des fixen Systems hergestellt werden.

Hieraus folgt, dafs das fixe System nach jeder Richtung,
fir welche die Moglichkeit des Verschiebens nicht statt
findet, einen Widerstand leistet, welcher der Resulti-
renden aus allen Drucken, die auf Verschieben nach die-
ser Richtung wirken, gleich und entgegengesetzt ist.

Die Richtigkeit dieser Gesetze erhellt aus den Grundprinzipien
der ganzen Mechanik, dafs nimlich eine Kraft, die nicht Bewegung
erzeugt, nur durch eine gleich grofse und entgegengesetzt wirkende
Gegenkraft aufgehoben werden kénne.

Jede Kraft, die durch den Widerstand des fixen Systems
aufgehoben wird, dufsert das Bestreben das bewegliche System in
das fixe System einzudringen. Aus diesem Bestreben geht erfah-
rungsmiflsig ein Widerstand hervor, der jeder Verschiebung
in einer Ebene, die normal zu der Richtung jener Kraft
ist,widerstrebt. Diesen Widerstand nennen wir den Reibungs-
widerstand.

Die Reibungswiderstinde erscheinen hiernach als eine neue
Gruppe von Kriften, die sich der Verschiehung des heweglichen

R ——
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Systems entgegensetzen. Sie sind verschieden von den auf das
bewegliche System angebrachten Kriften, obwohl sie von den-
selben abhiingig sind, und erscheinen daher auch als neue auf das
System angebrachte Kriifte; aber da sie immer nur der Verschiebung
entgegenwirken, niemals selbst eine Verschiebung bewirken konnen,
so nennt man sie auch passive Widerstinde, im Gegensatz zu
den auf das System urspriinglich angebrachten Kriften, die man die
bewegenden Krifte des Systems nennt.

Ueber die Wirkung dieser eigenthiimlichen Krifte stellen wir
folgende Prinzipien auf:

1) Die Reibungswiderstinde erscheinen immer als Drucke,
die der Verschiecbung des beweglichen Systems entgegen-
wirken, und da sie niemals selbst Bewegung erzeugen kon-
nen, so findet keine Verschiebung statt, sobald die
Reibungswiderstinde gleich, oder grofser sind, als
der auf Verschiebung wirkende resultirende Druck
der bewegenden Krifte, oder sobald ihr statisches
Moment gleich oder grofser ist, als das auf Drehung
um eine gegebene Axe wirkende statische Moment
der bewegenden Krifte; ;

2) die Angriffspunkte der Reibungswiderstinde sind stets die
Berithrungspunkte der beiden Systeme;

3) die Groflse der Reibungswiderstinde ist immer ab-
hingig von der Gréfse derjenigen Komponenten der
in den Berithrungspunkten wirkenden Drucke, welche darch
den Widerstand des festen Systems aufgehoben wer-
den. Wir nennen daher diese Komponenten ,,Reibung er-
zeugende Drucke®;

4) die Richtung der Reibungswiderstinde liegt stets in
ciner Ebene, die normal zu der Richtung der Reibung
erzeugenden Drucke ist. In dieser Ebene kann der Rei-
bungswiderstand jede beliebige Lage haben, doch immer so,
dafs, wenn man den Reibungswiderstand zerlegt nach der Rich-
tung, in welcher Verschiebung erfolgt, und normal dazu, die
Komponente fiir die erstgenannte Richtung direkt entgegen-
gesetzt ist der Richtung in welcher Verschiebung erfolgt.

Diese beiden zuletzt aufgestellten Grundsitze sind wohl zu be-
achten; sie sind verschieden von den bisher iiblichen Annahmen;
sie erkliren aber die Erscheinungen der Reibung vollstindig, lassen
sich mit allen iiber die Reibung bestehenden Erfahrungen vereini-
gen, und fithren bei ihrer Anwendung nicht zu Widerspriichen mit

IL i3
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andern mechanischen Gesetzen, wie dies der Fall ist, wenn man
die Reibungswiderstéinde ganz allein von den Normaldrucken ab-
hiingig macht.

Das Vorhandensein der Widerstiinde der Reibung ist nicht
durch die Voraussetzungen herzuleiten, die wir ganz allgemein iiber
die Wirkung der Krifte aufgestellt haben; es ist uns nur durch die
Erfahrung bekannt. Die Grofse dieser Widerstéinde, und die Ge-
setze ihrer Abhingigkeit sind daher nur durch die Erfahrung fest-
zustellen. Sobald wir aber diese Gesetze kennen, d. h. sobald wir
die Grofse und Eigenschaften dieser Krifte selbst kennen, werden
wir sie den allgemein festgestellten Gesetzen itber die Wirkung der
Krifte vollstindig unterwerfen kinnen.

Die wichtigsten Versuche iiber die Reibung sind von Amon-
tons, Coulomb, Vince, G. Rennie, N. Wood, und zuletzt von Mo-
rin angestellt worden. Alle diese Versuche haben einen Unterschied
in der Reibung herausgestellt, zwischen dem Fall, wo lingere Zeit
dieselben Punkte beider Systeme in Beriihrung vvaren, und es dar-
auf ankam die Verschiebung zu beginnen, und dem Fall, wo die Ver-
schiebung bereils eingetreten war, und fortgesetzt werden sollte.
Den ersten Fall bezeichnet man als die Reibung der Ruhe, und
den andern als die Reibung der Bewegung.

Die Gesetze der Reibung sind simmilich unter folgenden
Voraussetzungen ermittelt worden, und gelten folglich auch
nur unter diesen Voraussetzungen:

a) dals die Oberflichen der sich berithrenden festen Systeme
(Korper) einen gewissen Grad von Glitte und Regelmii-
[sigkeit besitzen;

b) dals die Korper sich durch die Bewegung selbst nicht be-
trichtlich erwirmen;

c) dafs die Oberflichen der Kérper durch die Bewegung keine
irgend merkliche Abnutzung und Formverinderung
erleiden.

Erfahrungsresultate iiber die Reibung des Gleitens.

§ 95. Die von Morin gemachten Versuche (§93. und 94.)
iiber die Reibung des Gleitens (gleitende Reibung) haben
folgende Geseize theils bestiitigt, theils herausgestellt:

1) Beziehung zwischen der Reibung der Ruhe und
der Reibung der Bewegung.

Die gleitende Reibung der Ruhe ist denselben Gesetzen un-
terworfen, wie die Reibung der Bewegung, sie ist aber in den
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meisten praktischen Fillen mit viel geringerer Sicherheit zu bestim-
men. Unter denselben Umstinden ist die Reibung der Ruhe
grofser, als die Reibung der Bewegung. Jene Unsicherheiten
werden fiir die Praxis in vielen Fillen wenig erheblich durch die Be-
obachtung Morins, dafs eine geringe Erschiitterung der Berith-
rungspunkte des einen Systems, also ein sehr geringer Stofs,
im Stande ist, die Reibung der Ruhe in diejenige der Bewegung
umzuwandeln. Diese Bemerkung veranlalst, dafs man bei allen
K onstruktionen, bei welchen die Reibung vermoge ihres
Widerstandes die Stabilitit mit bewirkt, und bei denen
Erschiitterungen zu befiirchten sind, die Reibung der
Bewegung in die Rechnung einfithren mufs.

2) Beziehung zwischen dem Reibungswiderstande und

dem Reibung erzeugenden Druck.

Der Werth der gleitenden Reibung ist proportional dem
Reibung erzeugenden Druck zwischen beiden Systemen. Das Ver-
hiltnifs zwischen dem Werth der Reibung @ und dem Reibung er-
zeugenden Druck N nennt man den Reibungs-Koeffizienten;
wir bezeichnen kiinfiig den Reibungs - Koeffizienten stets mit w,
und es ist:

st @
ke,
O=up.N

3) Beziehung zwischen dem Reibungs- Koeffizienten
und der Anzahl der Berithrungspunkte.

Der Reibungs-Koeffizient ist unabhiingig von der Anzahl
der Beriithrungspunkte, sobald sich der Reibung erzeugende
Druck mit der Anzahl der Beriihrungspunkte nicht éindert. Die-
ses Gesetz erleidet jedoch eine Modifikation von der wveiter unten
die Rede sein wird, wenn die Zahl der Beriihrungspunkte (Grofse
der Reibungsfliche) im Verhiltnifs zu dem Reibung erzeugenden
Druck sehr klein, oder sehr grofs ist.

4) Beziehung zwischen dem Reibungs-Koeffizienten
and dem Gesetz, nach welchem die Berithrungs-
punkte aufeinander folgen.

Wenn die Berithrungspunkte des einen Systems zwar fortwiih-
rend mit anderen Punkten des zweiten Systems in Beriihrung kom-
men, diese Punkte des zweiten Systems jedoch immer von Neuem
und in einer stetigen Folge von den Punkten des ersten Systems in
Anspruch genommen werden, wie dies bei der Drehung von Zapfen
in Lagern der Fall ist, so ist der Reibungs - Koeflizient geringer, als

13 *
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bei der gewihnlichen gleitenden Reibung. Man nennt die Reibung
unter den angedeuteten Verhiltnissen nlapfenreibung®; sie er-
scheint nur als besonderer Fall des drehenden Gleitens, nicht als
eine besondere Art der Reibung.
5) Beziehung zwischen dem Reibungs-Koeffizienten
und der Geschwindigkeit der Verschieb ung.

Der Reibungs-Koeffizient ist unabhingig von der Geschwin
digkeit, nnd so lange als konstant anzusehen, so lange der Rei-
bung erzeugende Druck und die Beschaffenheit der Oberflichen sich
nicht indert.

6) Beziehung zwischen dem Reibungs-Koeffizienten
und der Beschaffenheit der Oberflichen,

Der Reibungs-Koeffizient ist abhéingig von der Natur des Ma-
terials, aus welchem das feste System besteht, er ist aulserdem
abhiingig davon, ob eine schliipfrige Substanz (Schmiere)
zwischen den Beriihrungspunkten sich befindet, von welcher Art
und Beschaffenheit diese Schmiere ist, und von der Menge, in wel-
cher die Schmiere sich zwischen den Berithrungspunkten befindet.

Hinsichtlich der Menge der Schmiere sind zwei Fille zu
unterscheiden: a) der Fall, wo die Beriihrungspunkte mit der Schmiere
nur leicht abgerieben werden, und b) der Fall, wo in Folge einer
grofseren Menge und einer angemessenen Konsistenz der Schmiere
sich fortwiihrend eine zusammenhiéngende Lage von Schmiere zwi-
schen den Beriihrungspunkten der beiden Systeme befindet, so dals
durch diese Zyvischenlage die Berithrungsfléichen vollstindig getrennt
sind. Dieser Fall setzt voraus, dafs der Reibung erzeugende Druck
in jedem einzelnen Berithrungspunkte hinreichend klein sei, um die
Schmiere nicht herauszudriingen.

In dem unter a) gedachten Falle ist das Material, aus welchem
jedes der beiden Systeme besteht, von wesentlichem Einflufs auf
den Werth des Reibungs-Koeffizienten, und es folgen die Resultate
der Morin’schen Versuche weiter unten.

In dem unter b) erwiihnten Falle ist nach den Versuchen von
Morin dagegen der Reibungs-Koeffizient viel mehr abhiingig
von der Natur der Schmiere, als von der Beschaffenheit des
Materials. Morin erwihnt: dafs ywenn eine zusammenhiingende
Lage von Schweinefett oder Baumpl zwischen die Be-
rithrungsflichen gebracht wird, der Reibungs-Koeffizient
einen ziemlich konstanten Werth zwischen 0,07 und 0,08
behilt, gleichviel, ob die reibenden Materialien Holz und Metall,
Holz und Holz, oder Metall und Metall sind.
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Denselben Reibungs-Koeffizienten fand Morin auch fir Talg-
schmiere, mit Ausnahme des Falles, wo Eisen auf Eisen gleitet,
wofiir Morin den Reibungs-Koeffizienten im Mittel = 0,10 gefunden
hat. Aufserdem empfiehlt Morin Talg, Seife und Graphit als
die Schmieren, welche fir Holzer den geringsten Reibungs-Koeffi-
zienten geben, wogegen Oel und Feuchtigkeit fir Hoélzer einen
grofsern Reibungs-Koeffizienten ergeben. Fiir Metalle ge-
ben Oel und Schweinefett den giinstigsten Reibungs - Koeffi-
zienten.

Unter den Resuliaten, welche man hinsichtlich der Reibung
von Flichen erhalten hat, zwischen denen durch die Zwischen-
lage einer fettigen Schicht eine vollkommene Trennung der
Beriihrungspunkte bewirkt ist, herrscht nach dem Obigen eine
grofse Uebereinstimmung; nicht so ist dies der Fall, wenn man
verschiedene Grade der Fettigkeit, die zwischen den oben
durch die Fille a) und b) bezeichneten Grenzzustinden liegen, in
Betracht zieht. Die Resultate der Untersuchungen weichen hier viel-
fach von einander ab, und Moseley *) meint, dafs dies weniger in
dem verschiedenen Grade der Fettigkeit, als in dem verschiedenen
Verhiltnifs der Grofse der reibenden Flichen zu dem
Reibung erzeugenden Drucke, welcher bei den Versuchen ob-
gewaltet hat, begriindet sei, eine Ansicht, der wir vollkommen bei-
stimmen. Denn es leuchtet ein, bemerkt Moseley, dafs einer jeden
besonderen Art von Fett ein besonderer Druck auf die Fla-
cheneinheit entsprechen mufls, bei welchem eine vollkommene
Trennung der beiden Flichen durch die Zvwvischenlage einer zusam-
menhiingenden Schicht dieses Fettes bewirkt wvird, so dafs, wenn
der Druck auf die Flicheneinheit jenen Werth iiberschreitet, die
vollkommene Trennung nicht mehr erreicht werden kann, in wel-
cher Fille man auch die fettige Substanz verwenden mag. Der
Druck auf die Flicheneinheit bei welchem noch eine Tren-
nung der beiden Flichen durch die zwischenliegende Schicht des
Fettes moglich ist, und der, wenn man ihn allméhlich vergrofsert,
ein allméhliches Herausdriingen der Schmiere zur Folge hat, ist of-
fenbar von der Natur der Schmiere abhiingig; es fehlen iiber
die Bestimmung dieses Druckes noch die ndthigen Versuche, ebenso
wie iiber die Werthe der Reibungs-Koeffizienten fiir verschiedene
Abstufungen, in denen die Schmiere, durch Steigerung jenes Druk-

*) Die mechanischen Prinzipien der Ingenieurkunst nnd Arxchitektur von
Heinrich Moseley. Aus dem Englischen ibersetzt und mit Erliuterungen ver-

sechen von H. Scheffler. I, S. 182.
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kes allmihlich herausgedriingt wird. Aber selbst wenn der Reibung
erzeugende Druck noch kein Herausdringen der Schmiere und da-
durch eine Verminderung der Fettigkeit bedingt, ist es denkbar, dafs
bei einer sehr grofsen Ausdehnung der Berithrungsflichen
der Zusammenhang der einzelnen Elemente der schmieren-
den Substanz unter einander der Verschiebung auf eine merkliche
Weise entgegenwirkt, und daher die Reibung vermehrt, so dafs der
Reibungs - Koeffizient bei demselben Reibung erzeugenden
Drucke in diesem Falle mit der Beriihrungsfliche wwachsen mulfs.

In den beiden eben genannten Fillen, nimlich, wenn der Druck
auf die Flicheneinheit entweder so grols wird, dals er anfingt die
Schmiere herauszudriicken, oder wenn der Druck auf die Flichen-
einheit so gering ist, dafs die Konsistenz der Schmiere einen
merklichen Werth im Vergleich zu dem Reibung erzeugenden Drucke
hat, erleidet hiernach das Gesetz No. 3 eine Modifikation. Es ist
zu bemerken, dafs Morin seine Versuche nur mit verhiltnifsmilsig
geringer Belastung fiir die Flicheneinheit (etvwa 14 bis 20 Pfund auf
den Quadratzoll) angestellt hat; Versuche von G.Rennie zeigen,
dals bei grofsen Belastungen auf die Flicheneinheit der Reibungs-
Koeffizient der Ruhe wiichst, und zwar so, dafs er bis zu einer
gewissen Grenze des Druckes konstant bleibt, dann aber sehr schnell
mit dem Druck pro Flicheneinheit zunimmt. Die Resultate der
Versuche von Rennie sind weiter unten zusammengestellt; sie zei-
gen, dafs wenn der Normaldruck einen Werth erreicht, der sich
demjenigen nihert, bei welchem die Flichen angegriffen werden,
der Reibungs-Koeffizient bis iither das Dreifache desjenigen wvach-
sen kann, der bei geringem Drucke konstant ist,

Bestimmung ‘des Reibung erzeugenden Druckes; und Vertheilung
desselben.

§ 96. Nach § 95. No. 2 ist die Grofse der Reibungswiderstiinde,
die dem Gleiten des beweglichen Systems entgegenwirken, propor-
tional den Reibung erzeugenden Drucken, und nach § 94.
No. 3 sind die Reibung erzeugenden Drucke diejenigen Kom-
ponenten der auf das bewegliche System angebrachten Drucke,
welche durch den Widerstand des fixen Systems aufgehoben
werden.

Nach dem zweiten Grundsatze in § 94. mufs die Resultirende
aus den Komponenten simmtlicher Krifte fiir jede Richtun g9
nach welcher kein Verschieben statt finden kann, darch den
Widerstand des fixen Systems aufgehoben werden; es ist folglich
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diese Resultirende ,,der Reibung erzeugende Druck® und der
aus demselben entspringende Reibungswiderstand wirkt in einer Ebene
die normal zur Richtung derselben (nach dem Gesetz No. 4 in § 94)
ist. Es lifst sich hiernach immer leicht die Grofse des ganzen
Reibung erzeugenden Druckes bestimmen, allein es kommt bei der
Bestimmung der statischen Momente der Reibungswiderstinde hiufig
auch davauf an, festzustellen wie grofs der Reibung erzeugende
Druck in jedem Elemente der Berithrungsfliche sei, da
nach § 94. No. 2 jeder Beriihrungspunkt als Angriffspunkt eines
Reibungswiderstandes betrachtet werden kann. Hiernach wird es
sich darum handeln, zu ermitteln, wie grofs der Druckantheil
von dem gesammten Reibung erzeugenden Drucke sei,
der auf jeden einzelnen Berithrungspunkt gerechnet wer-
den mufs.

Diese Druckantheile werden in den meisten praktischen
Fillen kaum mit der ndthigen Richtigkeit und Schirfe zu bestim-
men sein, sie werden bedingt durch die Elastizititsverhiltnisse der

edriickten Oberflichen, durch die Genauigkeit mit welcher die Ge-
stalt dieser Oberflichen den absoluten geometrischen Formen nahe
kommt, und durch die Lage der Angriffspunkte der auf das System
angebrachten bewegenden Krifte. Sehen wir, wie bei den vorlie-
genden Betrachtungen iiberall, von den Elastizititsverhéltnissen ab,
nehmen wir gar keine Formverinderung als zuldssig an, und be-
{rachten wir also die beiden Systeme als absolut feste, so lifst
sich fiir die Vertheilung des gesammten Reibung erzeugenden Druk-
kes auf die einzelnen Beriithrungspunkte kein Gesetz herleiten,
und es bleibt nur ibrig in bestimmten Fillen dariiber Hypothe-
sen aufzustellen. In den meisten Fillen ist die Hypothese zu-
lissig:
dafls die Druckantheile, welche von dem gesamm-
ten Reibung erzeugenden Druck auf die einzel-
nen Berithrungselemente treffen, sich verhalten
wie die Projektionen der Berithrungselemente auf
eine Ebene, die normal ist zu dem Reibung er-
zeugenden Druck.

Es bezeichne:

2, %, A, die Winkel, welche die einzelnen Elemente der Be-
rithrungsfliche mit der Richtung des Reibung erzeugenden Druckes
machen ;

dF, dF, dF, seien die Grofsen der Flichenelemente;
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dA = dF.sinl, dA, = dF,.sin A,... seien die Grolsen der Pro-
jektionen der Flichenelemente;

A=23(dA) = Z(dF.sin 1) sei der Flicheninhalt der Projek-
tion der simmtlichen Elemente der Beriihrungsfliche auf eine Ebenes
die normal ist zur Richtung des Reibung erzeugenden Druckes;

Q sei der gesammte Reibung erzeugende Druck, und

4Q, dQ, dQ,.... die Druckantheile der Flichenelemente.

Nun hat man nach dem obigen Gesetz:

2(dQ):():dQ+dQ,+dQ,,+....
und nach der obigen Hypothese:
40:dQ,:dQ,:... =dA:dA:d4,:...
folglich:
dQ:(dQ +dQ, + dQ,,+...):dA:(dA+dA,+dA,,+...)
das ist:

164) dQ:%.dA:%.dA:%.dF.sinl.

Den Werth 3— oder den Druck auf die Flicheneinheit
der Projektion nennt man den spezifischen Druck der Pro-
jektion, und die Gleichung 164) sagt daher:

der Druckantheil, den ein Element der Beriih-
rungsfliche von dem gesammten Reibung erzeu-
genden Druck zu erleiden hat, und welcher in
diesem Flichenelement einen Reibungswider-
stand erzeugt, der normal zur Richtung dieses
Druckes ist, driickt sich aus durch den spezifi-
schen Druck der Projektion der gesammten Be-
rithrungsfliche auf eine Ebene, die normal ist zu
der Richtung des Reibung erzeugenden Druckes,
multiplizirt mit der Projektion dieses Elementes
auf dieselbe Ebene.

Es haben also ganz allgemein gleich grofse Projektionen der
Beriihrungsfliiche gleiche Druckantheile auszuhalten, und folglich
gleich grofse Reibungswiderstinde zu erlejden.

In ein und demselben Beriithrungselement erleiden die
einzelnen Punkte gleich grofse Druckelemente, und es sind daher
die in den ecinzelnen Punkten eines Beriihrungselements vwirksa-
men Reibungswiderstinde als gleich grofse und parallele Krifte
anzusehen, so dals man stets den Angriffspunkt der Rei-
bungswiderstinde in den Schwerpunkt des Beriithrongs-
clementes verlegen kann,
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Wenn simmtliche Berithrungselemente in ein und derselben
Ebene liegen, oder wenn sie auch in verschiedenen Ebenen liegen,
die aber simmtlich denselben Neigungswinkel 2 mit der Richtung
des Reibung erzeugenden Druckes bilden, so ist sin2 in Gleichung
164) konstant, und man hat 4 = F.sin1, folglich geht die Glei-
chung 164) iiber in

164a) dQ = % .dF,

fiir diesen Fall ist also der Druckantheil jedes Elementes
gleich dem Druck auf die Einheit der ganzen Beriih-
rungsfliche, multiplizirt mit der Grofse des Flichenele-
mentes.

VViderstinde gegen fortschreitendes Gleiten; Reibungswinkel.

§ 97. Da die Widerstinde der Reibung immer nur dem
Gleiten entgegenwirken, so kommen sie itherhaupt nur zur Geltung,
wenn ein Gleiten, sei es ein fortschreitendes oder drehendes
Gleiten moglich ist. Wir haben in § 93 gesehen, dafs die be-
rithrenden Oberflichen nur unter gewissen Vorausselzungen die
Méglichkeit des Gleitens zulassen. Die folgenden Betrachtungen
setzen nun @iberall die Moglichkeit des Gleitens voraus, und
unter diesen Voraussetzungen wollen wir sowohl die Resultirende
der Widerstinde des fortschreitenden Gleitens, als auch
das statische Moment der Widerstinde des drehenden Glei-
tens bestimmen.

Die Richtung des fortschreitenden Gleitens sei gegeben, und
die Grofse und Richtung der Resultirenden aus allen auf das beweg-
liche System angebrachten Kriften sei bestimmt; der Werth dersel-
ben sei Q, und der Winkel, welchen ihre Richtung mit einer Ebene
bildet, die normal zu der Richtung des Gleitens ist, sei ¢.
Wenn wir nun Q nach zwei Richtungen zerlegen, von denen eine
nach der gegebenen Richtung des Gleitens, und die andere normal
dazu, fillt, so ergeben sich die Komponenten: Q.sing und Q.cos .
Nun mufs die Komponente Q.cos¢ die in der Richtung normal
zur Richtung des Gleitens liegt durch den Widerstand des fixen
Systems aufgehoben werden (§ 94.) und folglich bildet diese Kom-
ponente den Reibung erzeugenden Druck. Ist nun p der Reibungs-
Koeffizient, so ist die Grofse des Reibungswiderstandes,
welchen wir jetzt und kiinftig immer mit © bezeichnen:

165) @ = p. Q. cos ¢,
und da der Reibungswiderstand immer der auf Verschieben wirkenden
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Komponente entgegenwirkt, so bleibt fir den auf fortschreitendes
Verschieben wirkenden Druck noch iibrig:

1652) P=Q.sing— @=Q.(sin(p-—y.coscp):Q.COs(p.(tangq)—‘u).

Hierin liegt folgendes Gesetz:
Wenn ein bewegliches System auf einem fixen
System nach irgend einer Richtung fortschrei-
tend gleiten kann, so ist der auf Gleiten wirkende
Druck gleich derjenigen Komponenten der Resul-
tirenden aller auf das bewegliche System ange-
brachten Krifte, welche in einer zur Richtung
des Gleitens normalen Ebene liegt, multiplizirt
mit der Differerenz zwischen der Tangente des
Neigungswinkels der Resultirenden gegen diese
normale Ebene und dem Reibungs-Koeffizienten.

Dieser Druck ist also vollkommen unabhiingig:

1) von der Grifse der Berithrungsfliche;
2) von der Form der Berithrungsfliche.

Bei Gradfiihrungen in Koulissen ist es z. B. unter sonst gleichen
Verhiltnissen in Bezug auf die Reibungswiderstinde gleichgiltig, ob
diese Koulissen prismatisch, cylindrisch oder flach gestaltet sind.

Ist der Reibungswiderstand @ grofler; als der auf Gleiten wvir-
kende Druck, so findet kein Gleiten statt (§ 94. No. 1). Wir sagen
dann, das bewegliche System befinde sich innerhalb des
Gleichgewichts gegen Gleiten.

Wenn der Reibungswiderstand kleiner ist, als der auf Ver-
schieben wirkende Druck, so findet Gleiten statt, und zwvar ist
das Aenderungsmaafs der Geschwindigkeit, mit der das bewegliche
System in diesem Augenblick gleitet (§ 86. Gleichung 154D),
S. 160):

Druck &
165b) f:—l\% = T?I—.(smgp—y.cosw),

wenn ) die Masse des beweglichen Systems bezeichnet.

Wir sagen in diesem Fall, das bewegliche System befinde
sich aufserhalb des Gleichgewichts gegen Gleiten.

In dem Falle endlich, wo der Reibungswiderstand gleich dem
auf Verschieben wirkenden Druck ist, findet zwar auch noch Gleich-
gewicht gegen Gleiten stait, allein jede Verminderung des Reibungs-
widerstandes bringt das System aulserh alb, und jede Vermehrung
desselben innerhalb des Gleichgewichts gegen Gleiten. Wir nen-
nen dieses Verhiltnifs den Grenzzustand des Gleichgewichts
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gegen Gleiten, oder wir sagen, das bewegliche System befinde
sich an der Grenze des Gleitens.

Das bewegliche System befindet sich hiernach innerhalb,
aufserhalb oder an der Grenze des fortschreitenden Glei-
tens, wenn

O>Q.sing; O<Q.sing; O =Q.sing,
oder nach Gleichung 165), wenn

p.cos @ .>sin @; p.cos @ .<sin@; p.cos @ =sin@
ist. Dividiren wir mit cos ¢, so gehen diese Bedingungen iiber in

166) p.>tang g; p.<tangg; p = tangg@.

Hieraus folgt, dafs die Zustinde des Gleitens, und die
Grenze des Gleitens abhingig sind von dem Verhiltnils des
Reibungs- Koeffizienten zu der Tangente des Neigungs-
winkels der Resultirenden gegen eine Ebene, die nor-
mal ist zur Richtung des Gleitens.

Bei demselben Reibungs - Koeffizienten werden diese Zustinde
also nicht von der Grofse der Resultirenden, sondern nur von
ihrer Richtung abhingig sein; die Grenze des Gleitens wird
bei einem bestimmten Werth des Neigungswinkels erreicht sein, und
diesen besonderen Werth des Neigungungswinkels, wel-
cher der Grenze des Gleitens entspricht, nennen wir den
Reibungswinkel, Gleitwinkel, Ruhewinkel. Wir bezeich-
pen diesen besondern Werth von ¢ kiinftig immer mit & und wir
haben nach Gleichung 166) die Beziehung:

166a) tang 9 = p,
d. h. die Tangente des Gleitwinkels ist gleich dem Rei-
bungs-Koeffizienten.

WViderstinde gegen drehendes Gleiten, Reibungsmoment; Hebelsarm
der Reibung.

§ 98. Um nun das statische Moment der Reibungswider-
stinde zu bestimmen, nehmen wir an, dafs das bewegliche System
sich um eine gegebene Axe drehen konne; diese Axe ist ent-
weder eine fixe Axe, oder sie kann doch fiir einen Augenblick
als fixe Axe betrachtet werden.

Die Resultirende der fortschreitenden Bewegung aus
allen auf das bewegliche System angebrachten Kriften ist dann durch
den Widerstand des fixen Systems aufgehoben, und folglich ist diese
Resultirende der Reibung erzeugende Druck.

In der umstehenden Figur sei die Drehaxe O normal zur Ebene .
des Papiers. Damit iiberhaupt Drebung erfolgen konne miissen (nach
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§ 93) die Richtungen der von den Berithrungspunkten des be-
weglichen Systems beschriebenen Wegelemente die Elemente der
Beriithrungsfliche beriihren, d. h. sie miissen in die Beriih-
rungsfliche jedes einzelnen Beriihrungselementes fallen, zu-
gleich miissen diese Wegelemente in Ebenen liegen, die normal zur
Drehaxe sind, sie werden also mit der Durchschnittslinie zusammen.-
fallen, welche die Drehungsebene (Ebene des Papiers) mit den Be-
rithrungsebenen der einzelnen Elemente bildet.
0 pq sei ein Wegelement in dieser Durchschnitts-

linie fiir irgend einen Beriihrungspunkt.  Die
Q’ Richtung der Resultirenden Q bilde mit den
s einzelnen Beriihrungselementen den Winkel 2.
7\"/”"‘1& Es ist dann der Druckantheil jedes Elementes

nach Gleichung 164):

2 :
a0 = o - OF .sind
und die daraus hervorgehende Reibung:
y.dQ:‘u'TR.dF.sinl.

Dieser Widerstand liegt in einer Ebene, die normal zur
Richtung von Q ist. Die Richtung desselben in dieser Ebene ist
immer nach dem Grunsaiz 4) in § 94. zu bestimmen,

Nun sind aber zwei Fille mdglich, nimlich:

L dieEbene, in welcher der Reibungswiderstand
liegt, fallt mit der Drehungsebene zusammen,
oder:

II. die Ebene, in welcher der Reibungswiderstand
liegt, schneidet die Drehungsebene.

L. Betrachten wir zuniichst den ersten Fall. Derselbe tritt ein,
wenn die Richtung des resultirenden Druckes mit der Drehaxe
parallel ist. In diesem Falle mufls die Richtung des Reibungswi-
derstandes in jedem Berithrungselement offenbar der Richtung in
welcher die Drehung erfolgt entgegengesetzt sein, d. h. sie fillt mit
der Richtung pgq zusammen, und folglich ist das Moment des Rej.
bungswiderstandes, wenn wir den Schwerpunktsabstand des
Elementes von der Drehaxe mit bezeichnen:

,u.dQ.r:‘u.g—.dA.r,

und daher die Summe der Momente simmtlicher Reibungswider-
stinde, oder das statische Moment der Gesammtreibung, welches wir
kiinflig mit (@a) bezeichnen wollen: '
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167) (@a):Z[M.-g——-.dA.r]::y. gl

Hieraus folgt:

Wenn ein festes System auf einem andern um
eine gegebene Axedrehend gleitet, und wenn da-
bei die Richtung der Resultirenden aller auf das
bewegliche System angebrachten Krifte mit der
Drehaxe zusammenfillt, so ist das statische Mo-
ment der Reibungswiderstinde gleich dem Pro-
dukt, welches man erhilt, wenn man den resulti-
renden Druck mit dem Reibungs-Koeffizienten
und mit einem Quotienten multiplizirt, dessen
Zihler gleich der Summe der Produkte aus der
Projektion jedes Berithrungselementes (auf eine
zur Drehaxe normale Ebene) in den Abstand die-
ses Elementes von der Drehaxe, und dessen Nen-
ner die Summe der Projektionen simmtlicher Be-
rithrungselemente ist.

Man sieht, dafs in diesem Falle das statische Moment der
Reibungswiderstéinde nur abhingig ist von der Grolse und Lage der
Projektionen der einzelnen Elemente, und nicht abhingig ist von
der Form der Berithrungsfliche; es werden also kegelformige,
kugelformige, ebene ete. Zapfen unter der Voraussetzung, dafs
die Richtung des Druckes mit der Drehaxe zusammenfillt, gleiche
Reibungsmomente haben, wenn ihre Projektionen kongruent sind,
und wenn die resultirenden Drucke sowohl, als die Reibungs-Koef-
fizienten gleich sind.

Der Ausdruck 2_(rl;;1_r)
Projektion abhingig; er ist ein rein geometrischer, wir nennen ihn

den Hebelsarm der Reibung, und bezeichnen

'jl)" denselben mit f. Der Hebelsarm der Rei-

bung ist hiernach derjenige Werth, mit welchem

ok pnQ, d.i der gesammie Reibungswiderstand

l:"l@‘;.n multiplizirt werden mufs, um das statische

. Moment der Reibung zu erhalten, und man
hat:

167a) (O@a) =pQ.R.

Ist die Projektion der Beriihrungsfliche auf eine Ebene

normal zur Drehaxe ein ringformiger Sektor, welcher einem WVin-
kel o angehort, so ist:

ist nur von der Gestalt und Lage der
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dA—=o.r.dr; @A) = fo.r.dr=1L%.0.r2 4 C,

dAsr=lo. 72 d#. 2(dA.r):/5.r’.dr=%.o.r3+ C.

und wenn wir die Integrale zwischen den Grenzen =R .und
r = R nehmen, so ist der Hebelsarm der Reibung:
(e 3
167b) m.—_%.ﬁz_ﬁ:.z.

Es ist also der Hebelsarm der Reibung eines ringférmigen
Sektors unabhingig von dem Werthe des Winkels, welchem er an-
gehort, und nur abhingig von dem Werthe des grofsten und klein-
sten Radius. Ist B, = 0, so hat man den Hebelsarm der Reibung
fiir eine Fliche, deren Projektion ein Kreis von Radius & oder je-
der beliebige Sektor dieses Kreises ist:

167¢) R=2.R

Ist die Beriihrungsoberfliiche eine krumme Fliche, so ist die
Méglichkeit der Drehung nur vorhanden, wenn diese krumme
Fliche eine Rotationsfliiche ist, deren Axe mit der Drehaxe zusam-
menfillt. Ist dagegen die Beriihrungsfliiche eine Ebene, so mufs
dieselbe normal zur Drehaxe sein, wenn die Moglichkeit der
Drehung vorhanden sein soll. Die Form der Beriihrungsfliche, d. h.
die Gestalt der ebenen Figur, welche die simmtlichen Beriihrungs-
punkte enthiilt, ist dabei gleichgiltig, der Hebelsarm der Reibung ist
immer durch die Gleichung:

167d) % = Lj-”,

sei es durch Integriren, oder durch ein Nitherungsverfahren zu be-
rechnen. ‘

II. Es bleibt noch der Fall zu erledigen, wo die Richtung des
resultirenden Druckes nicht mit der Drehaxe zusammenfill. Die
Reibungswiderstéinde, welche auch hier im Schwerpunkt jedes Fli-
chenelementes normal zur Richtung des resultirenden Druckes sind,

liegen in Ebenen, welche die Drehungs-

>|o ebenen schneiden. Die Durchschnittslinie

Z ,t/ sei mn, so mufs nach dem Grundgesetz 4

P L g in§ 94 die Richtung mn auch die Richtung
noNTEEE

7 (des Reibungswiderstandes p . %.dF. sin 2

sein, wie sich leicht iibersehen lifst. Der
Hebelsarm einer Kraft, deren Richtung mn ist, wird durch Os
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dargestellt, und setzen wir Os =y, so ist das Moment der im Ele-
mente pg wirksamen Reibung:
168) p. % .aF.sink.g.

Nehmen wir drei Koordinatenaxen an. Die erste Axe sei die
Drehaxe, die zvweite falle mit der Projektion von ( auf die Dre-
hungsebene zusammeu; die dritte Axe 0Z ist dann parallel mit der
Durchschnittslinie mn, was sich durch eine einfache Betrachtung zei-
gen lifst.

Nun denken wir in jedem Berithrungselement die Normale zu
der Berithrungsebene, in welcher dieses Element liegt. Diese Nor-
male bildet mit der Richtung von Q den Komplementswinkel von
1, da 2 den Winkel bezeichnete, den die Richtung von Q mit der
Berithrungsebene selbst bildet. Wenn nun diese Normale mit den
Richtungen der drei Axen die Winkel g, x, ¥ macht, und wenn die
Richtung von Q mit denselben Axen die Winkel 4, B, I'" bildet, so
ist nach einem bekannten geometrischen Gesetz der Winkel, den die
beiden Richtungen (Q und die Normale) mit einander bilden, nim-
lich (90° — 1) durch die Gleichung zu bestimmen:

cos (90° — ) = cos A . cos ¢ + cos B . cos y -+ cos I". cos y = sin 2
und da I'=90° ist, so hat man cos 4 = sin B, und daher:
sin 4 = sin B . cos ¢ - cos B . cos ¥.
Hiernach geht nun die Gleichung 168) iber in:
‘uQ-(dF.SlnB.COS(p+;F.COSB.COSZ).y
und da auch A = 3 (dF .sin 1) ist, so hat man zu setzen:
A= 3(dF.sinB.cos ¢ -+ dF .cos B . cos y)
—sinB.3(dF.cos @) + cos B.Z(dF.cosy).

Man bemerke, dafs ¢ und y die Winkel sind, welche die Normalen
in den Elementen der Beriihrungsflichen mit der Axe der X und der-
jenigen der Y bilden, dals folglich ¢ und y auch die Winkel sind, wel-
che je zwei Ebenen, die einzeln normal sind, auf einer der Axen und
auf einer der Normalen mit einander einschliefsen. Die Ebenen normal
auf der Normalen ist das Element der Berithrungsfliche; die Ebene nor-
mal auf der ersten Axe ist die Drehungsebene, und die Ebene normal
auf der zweiten Axe ist die Ebene parallel mit mn (zweite Projek-
tionsebene). Hiernach ist dF.cos ¢ die Projektion eines Beriih-
rungselementes auf die Drehungsebene, und ¢ F . cos x die Projektion
eines Berithrungselementes auf die zweite Koordinatenebene. Be-
zeichnen wir diese Elemente der Projektionen mit d4, und d4, so
ist das Moment des Reibungswiderstandes in einem Berithrungselement:
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dA4,.sn B+ dA,.cos B
G s [S(dA,) -sn B+ 2(d4,). cos Bl ' ¥
und daher ist die Summe der Momente der Reibungswiderstiinde:
d4,.snB.y-+dA4,.cosB.
o=l = [E(dA,) " sing+ S(d4,). —
= w0 [sinB S(dA,.y) + cos B. =(d4,.y)
3 sinB.3(d4) -+ cos B.3(dd,)

Fiir den Fall, dafs die Richtung des resultirenden Druckes pa-
rallel mit der Drehungsebene ist, hat man B = o, folglich ist dann
das Moment der Reibung:

>(d4., y)

169b) (Oa) = pnQ. i)

Der Ausdruck in den Klammern ist auch hier der Hebelsarm
der Reibung.

Gewohnhch sind die reibenden Oberflichen Rotationsflichen,
deren Erzeugungsaxe die Drehaxe ist. Denkt man durch die Rich-
tung des Druckes und die Axe eine Ebene, und eine zweite Ebene
normal zu- dieser ebenfalls durch die Axe, so wird durch beide Ebe-
nen die Rotationsfliche in Linien geschnitten, welche der Erzeu-

gungslinie der Rotationsfliche kongruent
AR IF 7 sind. Um nun die Werthe der Gleichung
7 i 169a) zu bestimmen, sei in nebenstehen-
der Figur:
I die Projektion der Rotationsfliche auf
die Drehungsebene — X(d 4,),
Il die Projektion der Rotationsfliche
/, ﬂ{ auf eine Ebene, die durch die Drehaxe

e; 1 geht, und normal zur Projektion 0OY des
g resultirenden Drucks auf die Drehungs-
ebene YZ ist = 3(d4,).

Die Projektion I ist immer eine Ring-
fliche oder ein voller Kreis, und der Aus-
druck 2'(d4,.y) ist nichts anderes, als die Summe der statischen
Momente simmtlicher Elemente dieses Ringstiickes in Bezug auf dic
Axe OZ. Ist Y der Abstand des Schwerpunkts des halben ng-
stiickes +2'(d4) von der Axe 0Z, so ist offenbar:
Z(dAy) =2.(Y.12@dD).

Nun ist der Schwerpunkt der Halbkreisfliche von dem Mittel-

4R
Sgeari2

der Halbkreisfliche Y. 13 (dA) = =3 .37%R?* — 2R3, und wenn

168a)

i U

S \\\

2

pogsi

Z
2\ CF
P

N Bl - A0 A e :\’
‘\w ‘

punkt entfernt um ¥ = daher ist das statische Moment
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man mit B, und B, den. grofsten und kleinsten Durchmesser der Ro-
tationsfliche bezeichnet, so ist:
Z(dAl " ?]) = %(Rla £ Bua)'

Die Komponente, welche normal zur Drehaxe ist Q.cosB
erzeugt offenbar nur in dem Theil der Beriihrungsfliche Rei-
bung, gegen den sie gerichtet ist, d.i. der Theil, welcher dem
Bogen Z Y M entspricht. Die Projektion dieses Theils auf die
Ebene II ist die Figur AB CD. Beirachtet man den Ausdruck
3(dA,.qy) so ist derselbe die Summe der Produkte aller Elemente
der Fliche ABCD in ihre Abstinde von der Rotationsfliche,
und diese Summe ist nichts anderes, als der kubische Inhalt
des Theiles des Rotationskérpers, welcher zwischen
der Ebene AB CD und der vordern Beriithrungsfliche
Z YN liegt; d. i. der halbe Inhalt des Rotationskérpers, den die
ganze Berithrungsfliche umschliefst. Dieser Rotationskdrper 1afst
sich aber auch nach der ersten Guldin’schen Regel ausdriicken
(S.155). Bezeichnet niimlich S den Flicheninhalt des Stiickes
ACGF, und Z den Abstand des Schwerpunktes dieses Stiickes von
der Drehaxe, so ist auch der Inhalt des halben Rotationskérpers:

SdAy )= SimisZ,
und hiernach geht die Gleichung 168a) iiber in:

ko snB.3(R?—R?2)4cosB.S.n.Z
168¢c) (O0) =pQ.—c g (R —R,)) & 2c0s B.§
worin bezeichnet:

©a das statische Moment der Reibung einer Rotationsfliche;
p den Reibungs-Koeffizienten;
Q den resultirenden Druck der auf das bewegliche System
wirkenden Krifte;
B den Neigungswinkel der Richtung dieses Druckes gegen
die Drehungsebene;
R, den grofsten, R, den kleinsten Halbmesser der Beriithrungs-
fliche;
S den Flicheninhalt der ebenen Figur, durch deren Rotation
die Reibungsfliche entstanden ist;
Z den Abstand des Schwerpunktes dieser Figur von der
Drehaxe; folglich
SZ das statische Moment der erzeugenden Figur in Bezug
auf die Drehaxe.
Der Hebelsarm der Reibung driickt sich aus nach Glei-
chung 168¢) durch:
IL 14
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__smB.3(R® —Rj2)+cosB.S.n.Z
O U o smnB.n.(R®—R,?) +2cos B.S

_ 4dtangB.(R®— R34+ 3n.8SZ
~ 3m.tangB.(B®—R)?) 468
Es moge hier die Bestimmung des Hebels-

.cos B.

‘”” ” 0 arms der Reibung fiir verschiedene Zapfenfor-
v II A/ men folgen:
%///07/2 a) Cylindrische Zapfen von der Liinge /.
R, Es ist S=1.R; Z = LR, folglich der He-
belsarm der Reibung:
169) % = Stang B . (R3-—R3)+31 . R? ey

6n.tang B.(R> —R,?) + 121.R,’
Setzen wir B, =m.R, und ! = n.R, so ist:

h 8tang B.(1 —m3®) 4+ 37 .n
169a) R —"R"COSB'Gn.tangB.U =)L 1207

und wenn der Druck normal zur Axe ist:

169b) ER:—Z—.R,.

Dies setzt voraus, dals der eylindrische Zapfen wenigstens zur
Hilfte umschlossen ist. Wenn dagegen der Zapfen nur auf eine
Bogenliinge gleich 2« umschlossen ist, und zwar
so, dals dieselbe gegen die Richtung des resul-
tirenden Druckes symmetrisch vertheilt ist, so
hat man den Inhalt des Kérpers abcd oder
den Werth:

2(dA,.y) =1.R? . (e~ sin «. cos ),
und (dA,) = 2!.R,.sin e,

folglich:
N a—+sina.cosa \ a—+ %.sin2a
169¢c) & = &, ( sin & ) . - 2.sina

=iLh". (sm -+ cos oc)
Man sieht leicht, dafs wenn der Zapfen nur auf die Bogenlinge
« umschlossen wire, diese aber auf einer Seite der Richtung des
resultirenden Druckes von der Mittellinie an gerechnet lige, mit an-
dern Worten, dafs wenn man die halbe Umschlieflsung fort-
liefse, der Werth X(d4,.y) sowohl, als 3(d4,) jeder halb so
grofs werden wiirde, dals also 3% ungeiindert bliche. Diese Be-
merkung trifft immer zu, wenn der Druck normal zur Axe ist,
gleichviel welehe Form der Zapfen hat.

7 . . . o .
Wenn « sehr klein wird, so ist —— nahezu gleich 1, und
sin o
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auch cos ¢ nahezu gleich 1, und wenn «
gleich Null wird, so werden diese Wer-
the genau erreicht. Man hat daher fiir
einen cylindrischen Zapfen, der nur in
einer Seite aufliegt, oder, der doch nur
eine sehr kleine Beriihrungsfliche hat,
falls der Druck normal zur Axe ist:

169d) N =R
b) Konischer Zapfen von der Linge /.
Es ist § = _R_,_i;ﬁ Al :

§S.Z=211.R*+1l.(B—R).(R+3R)=1%l.R.(R + 2R,
folglich der Hebelsarm der Reibung:

170) % = 8.tangB.(R?—R>?)+nl.R .(R+2R)

6x.tng B.(B’ — R,”) + 61.(R,+ R,)

Setzen wir wieder B, = m. R, und !=mn.R, so geht der Aus-

druck iiber in:
Pt 8.tang B.(1 —m3) 4+ an.(1 +2m)
170w) =35, . coa i 7 .tangB(. 1 — m)"‘)+ n .-((1 +m) ’
und wenn der Druck normal zur Drehaxe ist:
14 2m
t4+m’

Dieser Ausdruck wird um so kleiner,
je kleiner m ist, und daher am kleinsten,
wenn m = 0 ist, d. h. wenn der Zapfen
ein voller Kegel ist, der vom Halb-
messer R, bis zur Spitze aufliegt.
Man hat dann:

éR:ig—R,.

.cosB.

g
R=ZE.

Es folgt auch aus diesen Gleichungen, dafs, wenn der Druck
normal zur Axe gerichtet ist, es bei einem kegelformi-
gen Zapfen gar nicht auf den Neigungswinkel des Ke-
gels ankommt, sendern nur auf den grofsten und klein-
sten Radius der Berithrungsfliche, und dals ein konischer
Zapfen in diesem Fall immer ecin geringeres Reibungsmoment ha-
ben miisse, als ein cylindrischer Zapfen, dessen Durchmesser gleich
dem grofsten Durchmesser des Kegels ist. Endlich ersieht man, dals
wenn der Zapfen von einem gewissen Durchmesser B, ab nach der
Spitze hin um ein gewisses Stiick aufliegt, das Moment der Reibung
um so geringer ist, je linger dieser aufliegende Theil ist.

14 *
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¢) Kugelformiger Zapfen mit
einem Kugelhalbmesser — R und
von dem Centriwinkel 2¢, bis zu
dem Centriwinkel 2a, eingesenkt.
Es ist der Flacheninhalt des
e Stiickes abcd = abe — dce, da-
her ist:

Si=-1R?. ga, — @, —sin a,. cos & + sin &, . cos oc,,}
=3B fai }-(sin2e,—sin2e,)],

ferner ist das statische Moment des Stiickes abed durch eine ein-
fache Rechnung zu finden:

SZ =:XRe. {1 —cos¢,. (1 4+ 3sine?)—1+ cose,. (1 +§siua”2)§
=L Rén, {cos @,.(3—cose,?) —cos . (3 — cos a2 )} :

Nun ist noch B, = R.sine; R, = R.sin @, und man hat nach
Gleichung 168d) den Hebelsarm der Reibung:
171) i} =

8.tang B . (sine,® —sine,? )+ 7. g3. (coser;— coset,) —(coser, 2 = cose,3) ;

+R.cosB.
6
7 .tangB.(sinu,z—sinoc,,2)+{(oc, - ,) - %.(sin?u,—sinZoc,/); .

Fiir den Fall, dafs die Begrenzung bis an die Drehaxe reicht,
ist ¢, = 0, und man hat:
8.tang B .sine,? 4 . {2 —cosey,. (3 — cosa,z)}

171a) R =1R.cosB.
7 . tang B . sine,® - {a, - siu2oc,g 3

und fiir den Fall, dals man eine vollkommene Halbkugel als
reibende Fliche hat, ist ¢, = Lz, und man hat:

—4-.tangB+1

T
2.tangB4-1 °

Wenn hierbei der Druck normal zur Drehaxe ist, so geht der
Hebelsarm der Reibung fiir die Halbkugel iiber in:

171¢c): R = 2R,

d. h. der Hebelsarm der Reibung fiir eine Halbkugel ist
derselbe, gleichviel ob der Druck parallel mit der Dreh-
axe, oder normal zur Drehaxe wirkt.

Wenn nun ganz allgemein (Oa) das statische Moment der Rei-
bung, und Pr das statische Moment der auf Drehung wirkenden

171b) R=2R. cosB.
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bewegenden Krifte, beides fiir eine gegebene Axe, bezeichnet, so ist
immer (@a) dem Moment Pr enigegengesetzt, folglich hat man als
Moment der wirklich Drehung erzeugenden Krifte:

172) (Pr — Qa) =1, .J,
(nach Gleichung 154a, S. 167, wenn [ das Aenderungsmaals der
Winkelgeschwindigkeit, und J, das Trigheitsmoment des Systems in
Bezug auf dieselbe Axe bezeichnet) folglich ist:

1720) f,= Pr =09,
{

Je nachdem nun wieder Pr>0a; Pr = @a, oder Pr< Oa
ist, befindet sich das bewegliche System aufserhalb der Grenze
des drehenden Gleitens, an der Grenze, oder innerhalb der Grenze
desselben, und es lassen sich ihuliche Betrachtungen anstellen, wie
am Schlusse des § 95.

Widerstinde gegen Kippen; Stabilitit; Rollen.

§ 99. Wir haben noch in § 93. derjenigen Veriinderung der
Lage des beweglichen Systems gegen ein fixes System gedacht, wel-
che wir ,Kippen® namnien. Bei dem Kippen beriihrt die Dre-
hungsaxe des beweglichen Systems beide Systeme, und nimmt einen
oder mehre Punkte der Beriihrungsfliche auf. Diese in der Axe
des Kippens liegenden Punkte bleiben bei der Bewegung des beweg-
lichen Systems in Ruhe, wihrend alle andern Punkte Bogenelemente
beschreiben, die sich von dem fixen System abheben. Aus die-
ser letzten Bedingung folgt, dafs, wenn wir die Begrenzungs-
linie der Berithrungsfliche denken (die Berithrungsfliche mag
nun eben oder krumm sein):

1) die Axe des Kippens immer diese Begrenzungs-

linie berithren muls;
und aus der ersten Bedingung folgt:

2) dafs die Axe des Kippens in derjenigen Beriih-
rungsebene beider Systeme liegen mufs, die dem
Punkte angehort, in welchem diese Axe die Be-
grenzungslinie berithrt.

Die Bedingung 1) ist sofort ersichtlich, wenn man bemerkt,
dafs fiir jede Axe, welche die Begrenzungslinie der Beriihrungs-
fliiche schneidet, unmittelbar benachbarte Beriihrungspunkte existi-
ren, die auf verschiedenen Seiten dieser Axe liegen. Bei der
Drehung des Systems um diese Axe wiirden nun zwar die Punkte
auf der einen Seite sich von der Beriithrungsebene, in welcher
die Axe liegt abheben konnen, die Punkte der andern Seite miifs-
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ten dann aber in diese Ebene einschneiden, und das widerspricht
nach den Bedingungen des § 93 der Mbglichkeit des Kippens.

Will man nun untersuchen, ob ein bewegliches System im
Gleichgewicht gegen Kippen sei, so hat man nach dem Satz
No. 1. nur nothig, diese Untersuchungen fiir solche Axen an-
zustellen, welche die Begrenzungslinie der Beriithrungs-
fliche beriithren.

Welche von allen den Linien, welche die Begrenzungslinie der
Beriihrungsfliiche unter den gemachten Bedingungen beriihren, die-
jenige Axe sei, um die ein System, das nicht im Gleichgewicht
gegen Kippen ist wirklich kippt, ist von der Form der Beriihrungs-
fliche und von der Lage und Grifse der auf das fixe System an-
gebrachten bewegenden Krifte abhiingig, und lifst sich in vielen
Fillen ohne Weiteres angeben, in andern Fillen dagegen bedarf es
einer besondern Untersuchung. Ist die Axe des Kippens entweder
durch direkte Bestimmung festgestellt, oder zufolge einer Schitzung
angenommen, so hat man die Momente simmtlicher auf das beweg-
liche System angebrachten Krifte fiir diese Axe zu bestimmen, und
zwar so, dafs man die Momentensumme bildet fiir diejenigen Krifte,
welche auf Kippen wirken, und dann die Momentensumme derje-
nigen Krifte, welche dem Kippen entgegenwirken. Die Mo-
mentensumme, welche auf Kippen wirkt, sei 3 (Ka), und die Mo-
mentensumme, welche dem Kippen entgegenwirkt, sei — J'(Pb),
dann ist das Moment, welches wirkliche Drehung erzeugt (QR):

173) (QR) = Z(Ka) — X (Pb).

Ist nun S (Ka) > X(Pb), so erfolgt Kippen, und wir sagen, das
bewegliche System sei auflserhalb des Gleichgewichtes ge-
gen Kippen; ist dagegen 2(la) << (Pb), so kann kein Kippen
erfolgen, denn nach der Voraussetzung miifste nun das bewegliche
System in entgegengesetztem Sinne des Kippens Bewegung erlan-
gen, d.h. es miilsten die einzelnen Beriihrungspunkte anstatt sich
abzuheben, in das fixe System eindringen, was nicht moglich ist.
Wir bezeichnen diesen Zustand, als ,innerhalb des Gleichge-
wichtes gegen Kippen ist endlich

3 (Ka) = 3(Pb),
so ist das bewegliche System an der Grenze des Gleichge-
wichts gegen Kippen, oder »an der Grenze des Kippens«
denn jeder unendlich kleine Zuwachs von 2 (Ka) bringt das System
aufserhalb, und jeder unendlich kleine Zuwachs von 2 (Pb) in-
nerhalb der Grenze des Kippens.

Die Momentensumme X'(Pb) der Krifte, welche dem Kippen
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eutgegenwirken in Bezug auf irgend eine Axe nennt man die
Stabilitit des beweglichen Systems in Bezug auf Kippen um diese
Axe, und das Verhiltnifs

S (Bb)iis

nennen wir die Sicherheit gegen Kippen, oder das Maafs
der Stabilitit des beweglichen Systems.

Je nachdem das bewegliche System an der Grenze, innerhalb,
oder aufserhalb der Grenze des Kippens ist, ist das Maals der Sta-
bilitit S =1; S>1; S<L

Wenn ein bewegliches System aufls erhalb des Gleichge-
wichts gegen Kippen ist, so indert es seine Lage gegen das fixe
System indem es sich um cine Axe dreht, die beide Systeme be-
rithet.  Diese Axe enthilt einen oder mehrere Berithrungspunkte,
welche an der Drehung keinen Theil nehmen. Nun ist aber der
Fall denkbar, dafs diese Berithrungspunkte, welche nicht kippen,
sich dennoch gleitend verschieben; dann wird die Axe des Kip-
pens zwar ihre Lage gegen das fixe System éndern, aber sie wird
nicht ihre Lage gegen das bewegliche System indern, und wir
werden die gleichzeitig erfolgenden Bewegungen nach dem Grund-
satz in § 24. No. 1 cinzeln als gleitende Bewegung und als kip-
pende Bewegung betrachten konnen. Wir nennen diese Bewegung
sgleitendes Kippen®.

Es ist nun ferner noch der Fall denkbar, dafs die Oberflichen
der beiden sich berithrenden festen Systeme so beschaffen sind, dafs
sie sich auf einander abwickeln konnen, und dafs die kippende
Bewegung gerade in einer solchen Weise erfolgt, dafs durch die-
selbe eine Abwickelung bedingt wird. Treffen diese bei-
den Bedingungen zusammen, so werden in demselben Zeitelement,
in welchem das bewegliche System um eine bestimmte Axe Kippt,
in beiden Systemen die dieser Axe benachbarten Punkte, welche
bis dahin noch nicht sich beriihrten, Beriihrungspunkte werden; da-
durch heben sich diejenigen Punkte, die bis dahin in der Drehaxe
lagen von einander ab, und es bildet sich eine neue Drehaxe, wel-
che die der frithern Drehaxe benachbarten Punkte sowohl des fixen,
als auch des beweglichen Systems enthilt. Bei jeder neuen kippen-
den Bewegung des beweglichen Systems findet derselbe Vorgang
statt, und es erfolgt also ein fortwihrendes Kippen immer
um neue, stetig auf einander folgende Drehaxen, wobei
sich die Oberfliche des beweglichen Systems auf derje-
nigen des fixen Systems abwickelt. Diese Bewegung nennen
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wir Rollen oder Wilzen. Die Méglichkeit des Rollens ist
also dadurch bedingt, dafs sich die Oberfliche des beweglichen Sy-
stems auf derjenigen des fixen Systems abwickeln kénne, und
hierzu gehort, dals die Beriihrung fortwiihrend in einer geraden
Linie, oder in einem Punkte stait finde.

Es ist iibrigens denkbar, dafs vwihrend das bewegliche System
rollt, wihrend es also immer um eine neue Axe kippt, dieses Kip-
pen ein gleitendes Kippen sein kénne, d. h. dafs in demselben
Augenblick, wo das Kippen um eine bestimmte Axe erfolgt, diese
Axe selbst gleitend fortriickt, und im nichsten Augenblick zwar die
der eben vorhandenen Drehaxe benachbarten Punkte des beweg-
lichen Systems, aber nicht die derselben benachbarten Punkte des
fixen Systems, sondern entfernter liegende Punkte desselben zur
Beriihrung gelangen, und die neue Drehaxe bilden. Diese Be-
wegung nennen wir ,,gleitendes Rollen%. Sie Lifst sich immer
zuriickfithren auf ein Gleiten und auf ein Rollen.

Wie aber auch das Kippen beschaffen sein mag, so wird man
in dem Augenblick, in welchem das bewegliche System kippt,
allemal die Axe des Kippens als fixe Axe betrachten und auf
dieselbe die Gesetze der Drehung eines festen Systems um
cine fixe Axe anwenden kénnen § 79).

Gesetze des ecinfachen und des gleitenden Kippens; Bestimmung der Axe
des Kippens,

§ 100. Nehmen wir an, die Beriihrungspunkte zyveier festen
Systeme liegen simmtlich in ein und derselben Ebene; wir wol-
len untersuchen, unter wvelchen Verhiltnissen das bewegliche System
kippen, unter welchen es gleitend kippen wird, und wie die
Axe des Kippens zu finden sei.

Wir denken drei Koordinatenaxen, deren Anfangspunkt vor-
laufig der Schwerpunkt des beweglichen Systems sei; und von de-
nen die erste Axe normal zur Beriihrungsebene der beiden Systeme
sei, die beiden andern Axen also parallel mit dieser Beriihrungs-
ebene liegen miissen.

Wir bilden aus den auf das bewegliche System angebrachten
Kriften die drei Drucksummen:

2(K.cosw); Z(K.cos B); Z(K.cosy).

Die Drucksumme 2(K. cos &) wird durch den Widerstand des
fixen Systems aufgehoben, ist also der Reibung erzeugende
Druck, und die daraus hervorgehende Reibung ist u. 3 (K. cos @).
Die beiden andern Drucksummen haben eine Resultirende:
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Q =1/ {[Z(. cos P)]* + [Z(K . cos R
welche mit den beiden in der Berithrungsebene liegenden Axen die
Winkel B und I” bildet, und man hat bekannilich:

cosB:sinF:z—'(—K—éﬂsﬂ
cosI":sinB:g—(——Ké———M

Die Resultirende () wirkt auf Verschieben, sie bewirkt ein Glei-
ten des beweglichen Systems nach der Richtung Q mit einem Druck,
der sich ausdriickt durch:

174) P=Q —p.Z(K. cos o).

Nun kénnen wir auch die Momente der Kriftepaare fiir die

drei Axen bilden. Dieselben sind (Gleichung 141, S.142):
(P'd) =3 (K.cosP.z) 4+ Z(K.cosy.y)
(P"a") = Z(K.cos a.z) + X(K.cosy.x)
(P"a") = Z(K.cos a.y) + Z(K.cosf.x).

Das Kriiftepaar (P'a’) wirkt auf Drehung in einer Ebene, wel-
che parallel ist mit der Berithrungsebene und deren Axe, folglich
normal ist zur Beriihrungsebene Durch welchen Punkt der
Bertihrungsebene diese Axe geht, ist von der Natur des betrachteten
Falles abhingig. Da nun auch der Reibung erzeugende Druck
3(K.cos ) auf derselben Ebene normal ist, so ist das Moment
des Reibungswiderstandes nach Gleichung 167) zu bestimmen,
und es ist dasselbe

(Oa) =p.Z(K. cos ) %CZPF)T)
= 3K cos o) . H
(wenn % den Hebelsarm der Reibung bezeichnet).

Hiernach erleidet das System eine Drehung um eine zu der
Berithrungsebene normale Axe, und es ist das wirksame Mo-
ment der Drehung:

1742) P'd—0@a = 3 (K.cosf.z)+ 2 (K.cosy.y)—p. = (K.cos ). N.

Die Kriftepaare (P"a") und (P" ") lassen sich zu einem ein-
zigen Kriftepaar zusammensetzen. Nach Gleichung 140) und 140a)
ist das Moment (Pa) dieses Kriftepaars:

Rao— ]/z(P"a")2 - (P”'a”')"‘§
und die Winkel, welche die Paarebene dieses Paars (die iibrigens
normal ist zur Beriihrungsebene) mit den beiden Axen in dieser

Ebene bildet B, und I, sind durch die Gleichungen (140a) zu be-
stimmen:
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¥ PH i a”
008 B == sin Flieoe ot
i { Pa
! PIN & a'li
cos lé = sin'h — Pa

Die Ebene des Kriftepaars Pa ist diejenige, in welcher ein Bestre-
ben auf Drehung des beweglichen Systems vorhanden ist; konstruiren
wir diese Paarebene, so steht dieselbe normal auf der Beriihrungsebene,
schneidet diese in einer geraden Linie, und diese Durchschnitts-
linie schneidet im Allgemeinen die Begrenzungslinie der Beriih-
rungsfigur; nun wissen wir aus dem vorigen Paragraphen, dafs die
Axe des Kippens in der Beriihrungsebene liegen, und die Begren-
zungsfigur beriihren mufs. Da nun aber die Axe des Kippens
auch normal zur Paarebene sein mufs, so muls sie auf der obigen
Durchschnittslinie normal, und zwar diejenige Normale sein,
welche die Begrenzungslinie der Berithrungsfigur beriihrt, und da-
bei so liegt, dals sie der Richtung in welcher das resultirende Krifte-
paar Pa auf Drehung wirkt entspricht.

Hierdurch ist nun im Allgemeinen die Lage der Axe des
Kippens bestimmt.

In nebenstehender Skizze sei die schraffirte Figur die ebene
Berithrungsfliche. 0Y, 0Z seien die zweite und dritte Axe durch
den Schwerpunkt des beweglichen Systems gehend, OE sei die
Richtung von @, nach welcher das
System gleitet; OH sei die Durch-
schnittslinie der Ebene des auf Kip-
pen wirkenden Kriftepaars mit der
Beriihrungsebene, dann ist M N die
Axe des Kippens. Soll nun die
Axe des Kippens fiir jeden Augen-
blick als fixe Axe betrachtet wer-
den konnen, so miissen nach § 79
die auf Verschiehen der Axe wirkenden Drucke durch die Reaktion
in der fixen Axe im Gleichgewicht gehalten werden. Der auf Ver-
schieben der Axe wirkende Druck wird gefunden, wenn man
den rerultirenden Druck @ in zwei Komponenten zerlegt, von de-
nen die eine normal zu MN, ist, die andere mit MN zusammentfillt.
Da der Winkel HOE, welchen die Richtung O E mit der zur Axe
normalen OH bildet, offenbar gleich (B, — B) ist, so ist die Kom-
ponente, welche auf Verschieben der Axe nach der Richtung OH
wirkt:

Q.cos (B,—B)
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und die Komponente, welche auf Verschieben nach der Richtung
MN wirkt:
Q .sin (B, — B).

Die Drucke nun, welche dem Verschieben der Axe entgegen-
wirken, sind keine andern, als die Komponenten der Reibung, und
da der Reibungswiderstand der Richtung von @ entgegengesetzt
zu denken ist, so sind die Komponenten des Reibungswiderstandes
fir die Richtungen OH und MN
— .3 (K.cosa).cos(B,— B) und — p.2(K.cos ) . sin (B,— B).

Je nachdem nun:

Q.cos(B,—B)=Zp.Z(K.cose).cos (B — B)

d.h.: Q.Zp.3(K.cosa), oder
Q.cos (B,—B)>p.Z(K.cos ). cos (B,— B)
d.h: OQ>p.Z(K.cos )

ist, wird die Axe MN als fixe Axe oder als verschiebbare Axe
zu betrachten sein; im ersten Falle wird das System einfach kip-
pen ohne zu gleiten; im andern Falle wird ein gleitendes
Kippen erfolgen.

Bestimmen wir nun das Moment simmtlicher auf das beweg-
liche System angebrachten Krifte fiir diese Axe MN, so ist
dasselbe das auf Kippen wirkende Kriiftepaar, und wenn wir
dasselbe mit (Ka) bezeichnen, so ist das Aenderungsmaafs der
Winkelgeschwindigkeit des Kippens:

174D) f, = ’_i_“,
{
worin J, das Trigheitsmoment des beweglichen Systems in Be-
zug auf die Axe des Kippens bedentet; das Aenderungsmaafls
des fortschreitenden Gleitens ist aber nmach Gleichung 165b)
(S. 202) und 174) (S. 217):

P Q——M.zl(cosoc)

G, M 2
174¢) f = Vg[E(K cos B)]* + [Z(Kl‘./[cos 7)_]2} — u.=(K. cos a)

Das bewegliche System kippt nun mit einer Winkelgeschwin-
digkeit deren Aenderungsmaals f; ist, sobald das Moment Ka grolser
als Null ist, es ist dabei im Gleichgewicht gegen Gleiten, wenn
Q<up.2(K.cosa) ist; wenn dagegen Q> p. S(K . cos &) ist, so
gleitet es zugleich mit einer Geschwindigkeit, deren Aenderungs-
maals [ (Gleichung 174¢) ist.

Diese Bestimmungen gelten, so lange das bewegliche System
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um eine Axe kippt, die stets durch dieselben Punkte des beweg-
lichen Systems geht. Anders ist es, wenn die Méglichkeit
des Rollens vorhanden ist.

Gesetze des Rollens; cylindrisches und konisches Rollen. Einfaches und
gleitendes Rollen.

§ 101. Wir wollen nunmehr die Gesetze des Rollens unter-
suchen.

Das Rollen ist, wie im Paragraphen 99. angedeutet wor-
den, eine besondere Art des Kippens, es setat also immer eine
Axe voraus, um welche die Drehung des beweglichen Systems er-
folgt, und welche in der Beriihrungsebene beider Systeme liegt,
sowie ein auf Drehung um diese Axe wirkendes Kriftepaar, end-
lich ist das Rollen durch die Mbglichkeit bedingt, dafs das beweg-
liche System auf dem fixen System sich abwickeln kénne. Bevor
wir hiernach die mechanischen Gesetze dieser Bewegung be-
trachten, wollen wir folgende Bemerkung hervorheben.

Es sei ab ein Kurvenelement, welches sich auf der Linie
cd abwickeln soll, ae =¢b sei der Krimmungshalbmesser
des Kurvenelements; und nach der Abwickelung sei das Bogenele-
ment in die Lage a'b’ gekommen.
Offenbar ist die Linge ab’ = ab
gleich der Linge des Kurvenele-
ments, und es steht sowohl der
Kriimmungshalbmesser ae, als auch
der Kriimmungshalbmesser 4'¢’ nor-
mal auf c¢d, da in beiden Lagen
und bei dem Uebergange von der
einen Lage in die andere das Bo-
genelement ab fortwihrend die Linie c¢d berithren soll. Hjeraus
folgt, dafls ee’ der Weg, den der Kriimmungsmittelpunkt bei der
Abwickelung beschrieben hat, nicht nur eine iquidistante Kurve
von cd ist, sondern auch gleich der Linge ab’ d. i. gleich der
Linge des Bogenelementes b ist. Nun sicht man, dals das Bogen-
clement aus der Lage abe, die es vor der Abwickelung hatte,
in die Lage 'b'¢, in dic es durch die Abwickelung gelangt ist,
auch dadurch gebracht werden kann, dafs man sich vorstellt, der
Krimmungsmittelpunkt e und alle Punkte des Systems aeb
haben zuerst fortschreitend den Weg ee’ beschrieben, dessen
Linge gleich der Linge des Bogenelementes @b, und dessen Rich-
tung dquidistant der Grundkurve ist, und dann habe das System
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cine Drehung gemacht nach einer Richtung, die entgegengesetzt der
fortschreitenden Bewegung, und um einen Winkel der gleich
demjenigen ist, welchen das Bogenelement einschliefst. ~Hieraus
folgt:
Jede Abwiilzung eines Kurvenelementes auf einer
Grundkurve kann zuriickgefithrt werden auf eine
fortschreitende Bewegung, welche der Kriim-
mungsmittelpunkt mit allen Punkten gemein-
schaftlich macht, und auf eine nach entgegenge-
setzter Richtung erfolgende Drehung um den
Kriimmungsmittelpunkt, wobei der Beriihrungs-
punkt sich mit einer Peripheriegeschwindigkeit
drehend bewegt, die gleich der Geschwindigkeit
ist, mit welcher das ganze System sich fortschrei-
tend bewegt.

Ist / das Aenderungsmaafs der fortschreitenden Bewegung,
f, das Aenderungsmaafs der drehenden Bewegung um den
Kriitmmungsmittelpunkt, » der Kriimmungshalbmesser, so
mufs zufolge der letzten Bedingung bei vollstindiger Abwil-
zung sein:

175) f= —r.f,.

Ist f=—f,.r, so findet ein gleitendes Rollen statt, denn
wir kénnen uns immer vorstellen, das bewegliche System bewege
sich gleitend ohne zu rollen mit einer Geschwindigkeit, deren
Aenderungsmaafs dem Ueberschuls von f iiber —f,.r entspricht,
und dann erfolge die Abwickelung mit dem Aenderungsmaals
—if.r

Betrachten wir die drehende Bewegung, welche bei der Ab-
wilzung statt finden mufs, und beachten wir, dals wenn ein festes
System eine drehende Bewegung macht, dies nur um eine allen
Elementen gemeinschaftliche gradlinige Axe und mit einer gemein-
schaftlichen Winkelgeschwindigkeit erfolgen kann, so ergiebt sich
sofort aus dem obigen Satze, dafs eine Abwiilzung eines festen
Systems nur moglich ist, wenn die Mittelpunkte der Kriim-
mungskreise simmtlicher berithrenden Kurvenelemente
in ein und derselben geraden Linie liegen.

Diese gerade Linie ist entweder parallel mit der Beriih-
rungslinie, oder sie schneidet dieselbe, denn: aus dem Be-
griff der Berithrung folgt, dafs die beiden festen Systeme eine ge-
meinschaftliche Beriihrungsebene haben; die Axe des Rollens liegt
in dieser Berithrungsebene; die Normalen auf der Berithrungsebene,
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welche in den einzelnen Punkten der Axe des Rollens errichtet
sind, sind auch normal zu dem rollenden System, gehen also durch
die Kriimmungsmittelpunkte der berithrenden Kurvenelemente die.
ses Systems, und da diese Normalen alle in ein und derselben Ebene
liegen (die zur Beriihrungsebene normal ist, und durch die Axe
des Rollens geht), so liegen die Kriimmungsmittelpunkte simmt-
lich mit der Axe des Rollens in ein und derselben Ebene, da sie
nun auch alle in gerader Linie liegen miissen, so mufls diese gerade
Linie der Axe des Rollens entweder parallel sein, oder dieselbe
schneiden.

Ist die gerade Linie, welche die simmtlichen Kriimmungsmit-
telpunkte aufnimmt und welche wir als Kriimmungsaxe bezeich-
nen wollen, parallel mit der Axe des Rollens, so ist der Kriim-
mungshalbmesser (r) fiir simmtliche Beriihrungspunkte konstant
und wir nennen diesen Fall des Rollens cylindrisches Rollen;
wenn dagegen die Kriimmungsaxe die Axe des Rollens schneidet,
so bezeichnen wir das Abwiilzen des beweglichen Systems als ko -
nisches Rollen. Bei dem konischen Rollen ist der Kriim.
mungshalbmesser » nicht konstant, sondern verinderlich, aber es ist,
unter r,7',7"... die Kriimmungsradien verschiedener Beriithrungsele-
mente, und unter a, ', a"... die Abstiinde dieser Elemente von dem
Durchschnittspunkte zwischen der Axe des Rollens und der Kriim.
mungsaxe verstanden:

pa il CErmanedleialles

Da nun ferner das Aenderungsmaals der Winkelgeschwindigkeit /,
mit welcher die Elemente um die Kriimmungsaxe sich drehen fiir
alle Elemente denselben Werth haben mufs, so folgt aus Gleichung
175), dafs das Aenderungsmaals der fortschreitenden Bewe.
gung f fiic die einzelnen Berithrungselemente verschieden sein
mufs. Nun gehéren aber diese simmtlichen Beriihrungselemente ei-
nem System an, und es bedingt daher der Fall, dals die einzelnen
Elemente mit verschiedener Geschwindigkeit fortschreiten, eine
Drehung nm eine gemeinschaftliche Axe (§ 65). Diese gemeinschaft-
liche Axe ist normal zur Berithrungsebene, da in der Beriihrungs-
ebene simmtliche Wegelemente liegen. Ist f, das Aenderungsmaafs
der Winkelgeschwindigkeit fiir die Drehung um diese Axe, und B
der (verinderliche) Abstand der einzelnen Beriihrungselemente von
dieser Axe, so ist offenbar

f=f.B=—=r.f

175a) fL =

"

2
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d. h. wenn ein System komiseh rollt, so verhalten sich
die Aenderungsmaafse der Winkelgeschwindigkeiten,
mit denen das System um die Kriimmungsaxe und um
eine zur Berithrungsebene normale Axe rotirt, umge-
kehrt wie der Kriitmmungshalbmesser irgend eines Punk-
tes zu dem Abstande dieses Punktes von der letztgenann-
ten Axe.

Da nun dies Verhiltnifs fir alle Elemente in irgend einem Au-
genblicke denselben Werth hat, so ist:

! "

-?:%:%; prl = Rt R R e aia g
-und hieraus folgt, dafs die zur Beriihrungsebene normale Axe, um
welche das System rotirt, durch den Punkt gehen miisse, in
welchem die Kriimmungsaxe die Axe des Rollens schneidet.

Fiir den geraden Kegel mit kreisformiger Grundfliche
sei ab die Normale zur Berithrungsebene in irgend einem Punkie;
der Schniit des Kegels durch eine
Ebene, welche durch ab geht und
zur Axe des Rollens ac¢ normal ist,
ist eine Ellipse, das berithrende
Kurvenelement ein elliptisches,
und zwar dasjenige, welches dem
Endpunkt der langen Axe ab ent-

spricht. Fiir dieses Kurvenelement ist der Kriimmungshalbmesser:
2

e

wenn p die halbe kurze, ¢ die halbe lange Axe ist. Es ist aber
auch p? = mn, wenn m und » die Radien der die Ellipse begren-
zenden Kreise des Kegels sind. Man hat also:
_Ile-bf__R.SiT_lﬁ zab
sab tab  cosa
folglich ist die Axe ¢/ die Kriimmungsaxe des Kegels, und es
ist fiir den Kegel:
R ce h

l75b)-L”: ; = CONE & =3 TR e

— R.tangoe—agy,

worin @ den Winkel bezeichnet, unter welchem die Kriimmungsaxe
die Axe des Rollens schneidet, m der Radius des Kegels in irgend
einem Beriihrungspunkt, 4 die Hohe des Kegels fiir die Kreisebene,
deren Radius m ist.

Denken wir nunmehr ein bewegliches System, fiir welches die
Miglichkeit des cylindrischen Rollens vorhanden ist, und
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untersuchen wir, wie die Drucksumme zu bestimmen ist, welche
auf Fortschreiten des Kriimmungsmittelpunktes wirkt, und wic
das Moment des Kriftepaars zu finden ist, welches auf Dre-
hung des Systems um die Kriitmmungsaxe wirkt.

Im Allgemeinen werden die auf das bewegliche System ange-
brachten Krifte sich nach § 76. A. No. 1 (S. 119) zuriickfiihren
lassen auf drei einzelne Krifte, die einzeln parallel sind mit drei
angenommenen Axen (Gleichung 126). Die Richtung @e normal
zur Berithrungsebene sei die erste, die Richtung cd (Figur auf S.
220), d.i. die in der Beriihrungsebene liegende zur Axe des Rol-
lens normale Richtung sei die zweite, und die Axe des Rollens
sei die dritte Koordinatenaxe; (), 0, Q,, seien die mit den drei
Axen parallelen Krifte, deren Angriffspunkte durch die Koordinaten-
Gleichungen 126) zu bestimmen sind.

Die Kraft Q,, parallel mit der Axe des Rollens wirkt auf Ver-
schiecben des Systems nach der Richtung dieser Axe, hat aber in
Bezug auf Drehung um diese
Axe kein Moment, sie fillt daher,
indem wir die Gesetze des Rollens
untersuchen, ganz aus der Betrach-
tung.

Die Kraft 0, kann in zwei pa-
rallele Krifte zerlegt werden, von
denen die eine durch die Kriim-
mungsaxe e, die andere durch die
Axe des Rollens ¢ geht, und welche sich bestimmen durch die
Gleichungen: -

X

¥ Xn e
0”(“) = Q// 2 (T_T“); 0//( = Qu T -

-
beide Krifte wirken auf Fortschreiten des ganzen Systems.

Die Kraft Q, welche normal ist zur Beriihrungsebene, kann
keine fortschreitende Bewegung in der Richtung des Rollens
ab, erzeugen, dagegen kann sie auf Drehung in der Ebene des Rol-
lens wirken, sie giebt das auf Kippen wirkende Kriftepaar, und
das Moment desselben driickt sich aus durch Q,.Y,. Dieses Kriifte-
paar konnen wir immer verwandeln in ein anderes, dessen Kriifte
durch die Axen e und @ gehen, und die sich daher bestimmen nach
Gleichung 139), S. 137 durch die Werthe:

Y, Q.Y

+Q’—— und — 1)
r T

wobei iibrigens auf das Vorzeichen von Y, wohl zu achten ist.
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Endlich wirkt noch in der Axe @ die Komponente der gleiten-
den Reibung, welche wir mit © bezeichnen vwollen, dieselbe ist
immer der Richtung der Kraft Q,, welche auf Fortschreiten des
Systems wirkt, entgegengesetzt.

Nun haben wir in der Axe e die Krifte wirkend :
1F6) Qll Il + Ql e ‘ —_— Q(e)
und in der Axe a die Krafte:

1750, "2 @51 9 0.,

r

Denken wir nun in dem Angriffspunkte der Kraft Q. zwei
Krifte angetragen, die parallel mit der Richtung des Fortschreitens
und gleich + Qy und — Q. sind, so hat man die Krifte des be-
weglichen Systems zuriickgefithrt auf eine Drucksumme Q () + Q(a
und auf ein Kriftepaar dessen Kriifte 4 Q) in der Axe @ und — Q)
in der Axe e wirkend, den Hebelsarm ae — r haben.

Die Drucksumme wirkt auf fortschreitende Bewegung des
Systems und ergiebt sich:

Qo+ 0«=0,—0

und das Moment wirkt auf Drehung des Systems in der Ebene
des Rollens und ist gleich:

Q(“)'TZ Qu'(r—‘Xu)_Ql’Yl—r‘@'

Bezeichnet nun J, = ¢,>. M das Triigheitsmoment des beweg-
lichen Systems in Bezug auf eine Axe, die parallel mit der Axe
des Rollens durch den Kriimmungsmittelpunkt geht, so hat man
das Aenderungsmaals der Winkelgeschwindigkeit fiir Drehung um
diese Axe:

1761)) f,= Q(;)l r @y (r—X.) 5 0. Yi=rn0

und das Aenderungsmaals der fortschreitenden Bewegung:

176¢) f=Q~—1;9

Da nun die Bedingung des cylindrischen Rollens nach dem
Obigen sich darstellte durch (Gleichung 175):
fic=ae— s 2o
so folgt die Komponente der gleitenden Reibung, welche
in der Axe @ wirksam sein mufs, durch Entwickelung aus den
Gleichungen 176b) und 176¢), indem wir erst mit » multipliziren

und die Werthe gleichsetzen:
IL ‘15
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Q: Qu’["l+MT-(T-XN)]—MT'QwYl

J, 4+ Mr?
.M
176d) —— Qu_ _,l_r_'__w ‘(Qll "X;l =t Qt' Yl)

Mr?
=Q— 537 Qo
folglich durch Einsetzung dieses Werths in die Gleichungen 176h)
und 176 ¢), nach gehoriger Reduktion:
S s, Wy T . X r
e PR E I 5 o e A S 7
Farelips Q,,.X,,+Q,i:() 7?
T+ M.? ,(e)‘Jl_l_Mrz

worin J, das Triigheitsmoment des Systems in Bezug auf Dre-
hung um eine mit der Axe des Rollens parallele durch den Kriim-
mungsmitielpunkt gehende Axe, und ¥ die Gesammtmasse des Sy-
stems bezeichnet.

Da der Werth © durch die gleitende Reibung bedingt ist, so
ist der grofste Werth, welchen © haben kann, offenbar:

6 = O

So lange nun der aus der Bedingung des Rollens berechnete
Werth der Komponente der gleitenden Reibung © kleiner aus-
fillt, als dieser Maximalwerth p Q,, wird ein vollstindiges Rol-
len erfolgen, sobald aber © gréfser ausfillt als p(Q,, kann die
Bedingung der Gleichung 175) nicht mehr erfillt werden, und es
entsteht ein gleitendes Rollen.

Man hat fir diesen Fall, indem man in Gleichung 176b) fiir ©
den Werth pQ, setat:

1772) f = Q,.(r—X,) —JQ,.(Y+T.;¢)

und aus Gleichung 176¢):
177b) f= & —#-Q

d. h. es ist das Aenderungsmaals der fortschreitenden Be-
wegung wie beim gleitenden Kippen (Gleichung 174¢).
Erfahrungsmifsig giebt es auch beim Rollen gewisse Wider-
stinde, die sich dem Abwickeln der Berithrungspunkte entgegenset-
zen und die, wie die Reibung, als passive Widerstéinde zu betrachten
sind. Man pflegt diese Widerstinde, deren Natur noch nicht geho-
rig aufgeklirt ist, die wilzende Reibung zu nennen. Man kann
die wiilzende Reibung immer als ein Kriiftepaar denken,
welches der Drehung des beweglichen Systems entge-
genwirkt. Nennen wir das Moment dieses Kriftepaars 98, so ist
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der Werth @8 in den Gleichungen 176) bis 177) iiberall als ein
Kriftepaar mit entgegengeseiztem Zeichen hinzuzufiigen. Wenn man
die Krifte dieses Kriftepaars auf den Abstand » reduzirt, so sind

dieselben offenbar -4 —2—} und — g und es gehen die Gleichun-

gen 176) und 176a) mit Beriicksichtigung der wiilzenden Reibung
ither in folgende:
o QH ) Xll Ql b -YI Q‘S
R e
Q(a) — Qu '(TT Xu) v er I’; g @ L
Worin Q. den Druck bezeichnet, welcher in der Kriimmungsaxe
auf Fortschreiten derselben wirksam bleibt, Q. aber die Druck-
summe bedeutet, welche in der Axe des Rollens wirksam zu den-
ken ist. Nach (freilich ziemlich zweifelhaften) Versuchen von Cou-
lomb mufs man schliefsen, dafs das Moment %8 proportional sei
der Drucksumme (,, welche normal gegen die Bahn des Rollens
gerichtet ist, und dafs betrage:
beim Rollen von Pockholz auf Eichenholz 8 = 0,0184 (),
- - - Ulmenholz - - = 0,0311 Q,
- - - Gufseisen auf Gufseisen = 0,0178 Q,
(Weisbach und Rittinger) bis — 0,0187 Q,
- - - Eisenbahnriider auf Schienen — 0,019 Q,
(de Pambour) bis = 0,021 Q.
Im Allgemeinen ist also zu setzen:

178a) W =1y.0Q,

178)

B

und man hat daher:
s Qu 5 JK“ ' QI' (Il )’.)
Q(") r T

r

1 _Xu yis K—
o kg L_QS 2) i

178b)

Hiernach ist in simmtlichen Gleichungen von 176)
bis 177a), in welchen Y, (die Ordinate der Drucksumme Q)
vorkommt, diese Ordinate um den Werth y zu vermin-
dern, wenn man die wilzende Reibung beriicksichti-
gen will.

Die Gesetze des konischen Rollens in derselben Allgemein-
heit zu entwickeln, wie die des cylindrischen Rollens fiihrt auf
sehr komplizirte Ausdriicke. In besonderen Fillen werden sich
diese Gesetze nach Analogie der eben durchgefithrten Untersuchun-
gen und mit Beriicksichtigung der Bedingungs - Gleichung 175a),
S. 222 ohne grofse Schwierigkeiten ermitteln lassen.

15 *
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Anwendungen der Reibungsgesetze: Balkenschub — Quetschwalzen —
Axenreibung. :
§ 102. Die in dem vorigen Paragraphen entwickelten Geselze
wollen wir auf einige bestimmte Fille anwenden, indem wir einige
der am hiufigsten vorkommenden Aufgaben besprechen.

1. Balkenschub.

Ein Stab oder ein Balken ist zwischen zwei Winde gelegt, die
den Winkel ABC = « einschliefsen; die Linge des Stabes ist /,
und in dem Abstande » von dem einen Ende wirke eine Kraft G
auf den Stab; gegeben ist die Neigung des Stabes gegen die eine
Wand 4B durch den Winkel CDB = § und die Richtung der Kraft
G durch den Winkel BEG = y, welchen die Kraftrichtung G mit
derselben Wand macht; zu ermitteln ist:

1) wie kann sich der Stab verschichen?

2) welche Kraft ist parallel mit der Wand AB erforderlich,
um den Stab im Gleichgewicht zu halten? und

3) welchen Werth mufs der Winkel § haben, damit der Stab
durch die Reibungswiderstiinde und den Widerstand des
fixen Systems allein im Gleichgewicht gehalten werde?

Die Verschiebung des Stabes kann nur durch die bewegende
Kraft G erfolgen, und zwar dadurch, dals der Angriffspunkt dieser
Kraft in dem Sinne desselben fortriickt; man sieht, dafs dabei der
Stab mit seinen beiden Enden gleiten mufs, und zwar das Ende
D nach A4 hin, das Ende C nach B hin. Durch den Widerstand
des fixen Systems werden dabei in den Punkten C und D Krifte
aufgehoben, welche normal zu den Richtungen des Gleitens, und
die daher Reibung erzeugende Drucke sind; diese Krifte bezeich-
nen wir mit C und D, dann entstehen in den Punkten Cund D die
Reibungswiderstinde pC und w'D, wenn p und ' die betreffenden
Reibungs Koeffizienten sind. Diese Reibungswiderstinde wirken in
Richtungen, die der Verschicbung entgegengesetzt sind. Offenbar
wird in dem Zustande des Systems nichts geiindert, wenn wir in
dem Punkte C das fixe System fortgenommen, und dafiir die durch
dasselbe herbeigefithrten Widerstéinde, niimlich die Reibung x € und
den, dem aufgehobenen Druckantheil gleichen und entgegengesetzten
Widerstand — C als angebrachte Krifte vyvirksam denken.
Nun verfabren wir nach der Methode des § 97, indem wir die
simmtlichen Krifte nach der Richtung des Gleitens des Punktes D
und normal dazu zerlegen. Die Summe der Normaldrucke giebt
den Reibung erzeugenden Druck D.
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¢ Indem wir die Richtung DA als
positiven Zweig der ersten Axe,
die Richtung D F als positiven Zweig
der zweiten Axe ansehen, und die
Winkel bestimmen, welche nach
§ 77 die Kraftrichtungen mit der
Richtung D A bilden, finden wir als
auf das bewegliche System ange-
brachten Krifte:
1) die bewegende Kraft G unter
dem Winkel (180° — 7);
2) den Widerstand des fixen
Systems in dem andern Stiitzpunkte als Kraft C unter dem
Winkel (90° — «);
3) den Reibungswiderstand pC unter dem Winkel (360° — ).
Es ist mithin der in dem Punkte D Reibung erzeugende
Normaldruck: :
D = G .sin (180° — 7) + € .sin (90° — ) + puC.sin (360° — a).
179) gD = G.siny + C.cos o—pC.sina
= G.siny + C.sinc. (cotang & — 1)
und der auf Gleiten des Punktes D wirkende Druck:
K= G.cos (180° —7) + C.cos(90 —a) + 1 C.cos(360° — &) — p'D.
1792) 31(: —@G.cosy + C.sine -+ p.C.cose — y’D.
— —G.(cosy+p.siny)+ C.sine.[1+cotange. (u—p)+p.p].
Hierdureh wiirde der Druck K, der auf Gleiten des Punktes D
wirkt bestimmt, und folglich auch der gleich grolse aber entgegen-
gesetzt im Punkte D, parallel mit AB anzubringende Druck, der
erforderlich ist, um das System im Gleichgewicht zu halten, be-
kannt sein, wenn der Druck C bekannt vvire. Um den Druck C
su ermitteln dient die Momenten-Gleichung. Denn nehmen wir den
Punkt D als Anfangspunkt des Koordinatensystems, so haben die
Koordinaten der Angriffspunkie von G, C und pC folgende Werthe:
Die Koordinaten des Angriffspunktes von G sind
z = n.cosfB; gy = n.sinf,
die Koordinaten des Punktes C sind
o =1.cosP; y=1.sinf,
und folglich hat man fir das Gleichgewicht gegen Kippen:
G.siny.x—G.C087.Y +(C.cosa—p.C.sine).a
+(C.sine—4p.C.cosa).y =0
G.n.(siny.cosp — cosy.sinf) + C.1.(cos.cos — p.sine.cosf
+ sina.sinf + p.cose.sinf) = 0,
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folglich:
B4 sin (y — B)
e Ch At} G';L.sin(ﬁ’+a) —cos(B4+a)”

Indem wir nun den Werth 179b) in die Gleichung 179a) setzen,
ergiebt sich der Druck, welcher auf Gleiten wirkt. Soll Gleichge-
wicht vorhanden sein, lediglich durch die passiven Widerstinde
allein, so mufs dieser Druck Null werden. Die Rechnung in den
allgemeinen Werthen giebt fiir die Losung
sehr komplizirte Ausdriicke. Wir wenden
dagegen die eben gefundenen Gesetze bei-
spielsweise auf den Fall an, dals G die
Schwerkraft ist, die Wand DB horizon-
tal, die Wand BC vertikal und p =
ist; dann ist « = 90°; y = 90° folglich:

n o
C_T.G.t———angﬁ_l_‘u

180) p:G.(l-—;i —L)

= tang f 4 u
il n 14 p? pf
K_G'(T'tangﬂ+,u ”)'

Soll nun das System durch die passiven Widerstinde allein im
Gleichgewicht sein, so ist K = 0, folglich:

180a) tangp = 2. 1+
(e
Wenn dagegen der Balken / in den Punkt

. C nur aufliegen soll, nicht angestiitzt ist,
80 ist in den obigen Gleichungen zu setzen
- / o = 180° — # und man hat nach Gleichung
179), 179a) und 179b):
(80— 'll .G.cosf3

181) =G.§l—% (cosﬂ"‘+y.sinﬁ.cosﬂ)}
K:G.g—:i.sinﬂ.cosﬂ.(l+y’)—,u}.

Wenn Gleichgewicht durch die passiven Widerstinde allein
statt finden soll, so muls K =0 sein, und dann folgt:

. 4 !
mnﬁ.cosﬁ—_%ngﬂ:?_TLz
Sk

181a)
sin 28 = % . sin 29,
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wenn man unter O den Reibungswinkel versteht, und fiir w den

Werth tang 9 setzt (Gleichung 166a, S. 203).

2. Quetschwalzen.

Zwei Quetschwalzen von gleichen Halbmessern » bewegen
sich gegen einander; die kiirzeste Entfernung der Peripherien bei-
der Walzen sei e; es wird ein Stiick 4, dessen Dicke ab =9 ist
in einer Richtung, die normal zur Centrallinie ist gegen die beiden
Walzen geschoben, und zwar mit einem Druck P.

Unter welchen Umstinden werden die Walzen das Stiick er-
fassen, und zwischen sich hindurchziehen?

Wir zerlegen den Druck P in zwei parallele Drucke, die durch
die Beriihrungspunkte ¢ und & gehen, und von denen jeder = §P
ist. Nun haben wir zwei Fille zu unterscheiden, némlich:

a) entweder das Stiick 4 ist absolut fest, und unterliegt keiner
Formveriinderung, oder:

b) das Stiick A lifst sich komprimiren, und die Dicke desselben
ab kann vermindert werden.

Im ersten Falle ist gar keine Vorwirtshewegung des Stiickes
A gegen die Walzen moglich, der ganze Druck 1P wird in jedem
Berithrungspunkt aufgehoben, und es bildet sich ein Reibungsvwerth
p.LP, in @ und b normal zur Richtung von P, dessen Hebelsarm
r .sin @ ist, und welcher also mit dem Moment:

p.+P.7.sine

der Drehung jeder Walze entgegenwirkt.

Im andern Falle dagegen wiirde das Stiick A in der Richtung
aQ gegen die Walze (selbst wenn dieselbe still stiinde) abgleiten kon-
nen; der Druck W, welcher sich der Formveriinderung des Stiickes
in der Richtung @b entgegensetzt ist also nach dieser Richtung und nor-
mal dazu zu zerlegen in die beiden Drucke W.sin« und W. cos a.. Dieser
letzigenannte Druck wird durch den Widerstand der Walze aufge-
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hoben, erzeugt daher die Reibung . W.cos &, und es bleibt folg-
lich ein Bestreben auf Gleiten, welches sich ausdriickt durch:
W.sine—p. W.cos ¢ — W. cos . (tang & — p).

Ist tanga>p so wird das System A mit einem der Rich-
tung aQ entgegengesetzten Druck gegen die Walzen sich verschie-
ben, wenn aber tang ¢ < p ist, so wird eine Verschiebung des
Stiickes 4 gegen die Walze nicht statt finden, das Stick 4 wird
mit der Walze fest zusammenhéngen, und es wird daher das Stiick
4 in Ruhe sein, vvenn die Walze in Rnhe ist: dagegen muls das
Stiick 4 der Bewegung der Walze folgen, wenn die Walze sich
bewegt. Die Bedingung also, unter welcher das Stiick A4 der Be-
wegung der Walze folgt, ist gegeben durch die Bedingung, dafs

tang « <p oder cotang o > ‘ui

sei. Nun ist: Lipkedie 1=df
cotang(x__ s m.

Setzen wir diesen Werth fiir cotang ¢ ein, so ergiebt sich als
Bedingungs- Gleichung:

(r—df)*> 5. @r.df— af2)

r? —.2r.df.(1 +;L1—2)>'—df’ -(1 +‘;:“2)’
und daraus:

7 1 1
W>(l +,F) ; {1:!—.1/1_'_#2}.
Fiihren wir anstatt # den Reibungswinkel 9 ein, indem wir setzen :
u = tang 9,
S0 ergiebt sich nach gehoriger Reduktion, und da nur das posi-
tive Zeichen passende Werthe liefern kann:

r s e 1
F> sin @3 T i oo,
af
r>1—cos&’

nun ist offenbar df — #(0—e) und wenn wir dies einsetzen, so
ergiebt sich als Bedingung, dafs die Walzen das Stiick A mitziehen.
d—e
182) 27‘>——%—1 iy 155
d. h. Wenn die Quetschwalzen ein gegen dieselben ge-
fihrtes Stiick erfassen und durchfithren sollen, so mulfs
der Durchmesser der Quetschwalzen grofser sein, als
die Differenz zwischen der Dicke des Stiickes und der
kiirzesten Entfernung der Peripherieen der Walzen, di-

vidirt durch den Sinus versus des Reibungswinkels.
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Setzen wir voraus, dafs kein Gleiten zwischen den Beriih-
rungspunkten @ und b und den Walzen statt finden kann, so ist
das Stiiek A und die Walzen als ein zusammenhiingendes System
zu betrachten; reduziren wir nun das Kriftepaar, welches auf Dre-
hen jeder Walze wirkt auf die beiden Krifte Q und — Q, so
wiirden die Punkte @ und b als Angriffspunkte der Krifte + ) auf
das Stiick 4 zu betrachten sein, und wenn wir die Kraft Q in dem
Punkte @ in die beiden Komponenten Q .cos e nnd Q. sin & zerle-
gen, so wirkt in dem Punkte A die Kraft:

Q.cosa-+4 1P
auf unterziehen des Stiickes A nach der Richtung der Walzen, und
die Kraft:
Q. sin ¢,

welche durch die ihr gleiche und entgegengesetzte Kraft — Q.sine in
dem Punkte b im Gleichgewicht gehalten wird, nimmt die Festig-
keit des Stiickes auf Zerdriicken in Anspruch. Diese Kraft mufs
grofser sein, als die Kraft mit welcher das System A einer Form-
verinderung widersteht.

3., Axenreibung.

Auf einer liegenden Welle, die in zwei Lagern geht, und de-
ren Linge [ ist, sitzen zwei Réider von den Halbmessern R und R’
in Entfernungen ¢ und o' von dem einen Endpunkte; an den Peri-
phericen der Rider wirken die Drucke P und P’ in Ebenen, die
normal zur Welle sind, aber so, dafs die Dracke mit einer hori-
zontalen, zu der Welle normalen Koordinatenaxe die Vinkel o
und o bilden; die Hebelsarme der Reibung fiir die Wellenzapfen
sind ® und RN'; die Gewichte der Rider G und G', das Gewicht
der Welle G".

Das System soll sich im Sinne des Druckes P drehend bevwe-
gen, welches ist das statische Moment der Reibung? wel-
ches das auf Drehung wirkende Moment?

Wir haben es hier mit einem System mit fixer Axe zu thun
und reduziren die Drucke zuniichst auf die fixen Punkte, indem wir
durch den ersten fixen Punkt eine horizontale (erste) zur Welle
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normale und eine vertikale (zweite) Axe annchmen. Wir haben
mit Riicksicht auf Gleichung 142b), §79:

pniBvcosons @l — a)+ P .coso . (L— a')

irees L

o) n__ (P.sine+ G).(L—a)+ (P .sine + ). (L — (8 PR
QI T L +—2"G .
) y__P.cosaw.a+P.coso .a
n =
1832) 4

. ) ® ’ U ’
Q= (P.smoc—l—G).a—-li(P .sinad Q') . a b G

Hieraus folgt, dafs der resultirende Druck im ersten fixen

Punkt ist:
183b) Q:=1/(Q/* + Q/"2)
und im zweiten fixen Punkt:
1830) Qu: '[/(Qu,2 = Q"“z).

Hiernach ist das statische Moment der Reibung:

183d) N'. Q0,4+ N Qu
und das auf Drehung wirkende Moment:
184) P.R—(P'. R + Q1. % + Q. R".

An der Grenze des drehenden Gleitens ist dies Moment
gleich Null, wir nennen den Werth von P, welcher dem Grenz-
zustand des Gleitens entspricht Py, und es ergiebt sich demnach:

_ P.R4+ Q- % + Qir. R"
P, = r
iR Q- RN+ Qu. N
=P ST -+ 17 3

Mit Vernachléissigung der Zapfenreibung wiirde man nur haben

fiir den Zustand des Gleichgewichts:

184a)

5 R
PO —_— P . T
es ist folglich zur Ueberwindung der Zapfenrcibung im Angriffs-
punkte von P noch ein Mehrdruck
Q- N+ Qu. RN
R

-

erforderlich.

Fiir eine stehende Welle ist die Rechnung in ihnlicher Weise
durchzufiihren. Man hat anzunehmen, dafs der untere Zapfen
den ganzen Vertikaldruck auszuhalten hat.

Wenn die Richtungen von P und P’ vertikal, und die He-
belsarme der Reibung fir beide Zapfen gleich grofs sind,
so hat man ¢ = &’ = 90°, und man hat in den beiden fixen Punk-
ten nur Vertikaldrucke, niimlich:
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b (P+6). (L= +(P+6) (L—d) | @

L
1842) P+ .a+PF+EG)ad
n = 7 + LG
und Qi+ Qu=P~+P + G+ G+ G = Q,
folglich:
das statische Moment der Reibung:
R.0,
und daher der Werth von P an der Grenze des Gleichgewichts:
e Spaepialn
P=P.5+ 0. 7

Gleichgewicht an der Rolle — Steifheit der Seile; Gleichgewicht auf zwei
gencigten Ebenen — VVagenrollen.

§ 103. Es seien zwei geneigte Ebenen gegeben, deren Nei-
gungswinkel gegen die Horizontale & und B sind, auf der einen be-
wegt sich ein Wagen, dessen Ladung Q ist, auf der andern ein
gleitendes Gewicht P. Beide sind durch ein Seil verbunden, das
iiber eine Rolle vom Halbmesser R geht, die in Zapfen rubt, deren

Halbmesser B, ist. Die Rider des Wagens haben die Halbmesser
@ und b und die Zapfenhalbmesser @' und b', die Last Q vertheilt
sich auf die beiden Rider, so dafs das Rad a die Last ¢, das Rad
b die Last ¢’ zu tragen hat. Die Seilenden sind parallel mit den
geneigten Ebenen.

Unter welchen Bedingungen ist das System im Grenzzustande
des Gleichgewichts?

1. Gleichgewicht an der Rolle.

Die Spannungen der Seilenden seien IV und 0. Wir wollen
annchmen, dafs die Bewegung im Sinne des Gewichtes P oder der
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Spannung N ecinireten kénne, und nennen dann die Spannung N
die Braft, die Spannung O dagegen die Last.

Wire das Seil vollkommen biegsam, so wiirde die Kraft und
die Last jede an einem Hebelsarm wirken, der gleich R ist. Erfah-
rungsmiifsig aber bewirkt der Widerstand, den die Steifheit des
Seils bei dem Auflegen auf die Rolle darbietet, dals sich das-
selbe ein wenig von der Rolle absperrt und auf diese Weise den
Hebelsarm der Last vergrofsert. Dieser grofsere Werth des He-
belsarms der Last sei (R - #). Nach Versuchen von Eytelwein
1 = "; zu setzen, wenn man unter § den Durchmesser des
Seils in Zollen, unter B den Halbmesser der Rolle in Fufsen
versteht, oder

o
185).’3——%.62

wenn 8 in preufsischen Linien,
R in preufsischen Fufsen
genommen  wvird.

Man: ‘wiirde also mit Vernachlissigung der Zapfenreibung fiir
den Zustand des Gleichgewichts die Gleichung haben:
N.R=0.(R+x)

N X Ny

e N
B T=5 —R=R8.(5—1).

Nach Angaben von Poncelet *), soll aber zufolge von Versu-
chen von Coulomb sein.

e LA
186) N._0+2—R—.(q)+x.0)

worin @ ein von der natiilichen Steifheit des Seils abhiingiger,
durch die grofsere oder geringere Drehung der Fiden und Litzen
aus denen das Seil besteht bedingter Werth, y ein ebenfalls kon-
stanter, auf die Zunahme der Steifheit durch die Belastung O sich
beziehender Koeffizient, und v ein Exponent der sich mit dem
augenblicklichen Zustande des Seils indert, sein soll. Hiernach
wiirde man haben, indem man den Werth ¥ in die Gleichung:

185a)

Te=R (% - 1)
einsetzt:
1862) o= 5 . (- + 1)

*) Lehrbuch der Anwendung der Mechanik auf Maschinen von J. V. Pon-
celet, deutsch herausgegeben von Dr. C. H. Schnuse I, § 197.
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Wenn man & in preufsischen Linien und B in prenfsi-
schen Fufsen, O in preufsischen Pfunden nimmt, so ergiebt sich
nach den Coulomb’schen Versuchen:

fiir neue Seile z = 6’;’4 (1(;9 - 005)

fiir alte Seile o= g, (037 + 0,012).

Nach den Versuchen von Weisbach, welche derselbe in sei-
ner Ingenieur und Maschinen- Mechanik Th.I, § 181 mittheilt, be-
rechnet sich unter denselben Voraussetzungen der Maals- und Ge-
wichtseinheiten:

1) Fiir ein getheertes Hanfseil von 19,2 Linien Stirke, gelegt
um Scheiben von 4 bis 6 Fufs Durchmesser:

IS ai==9.2. = +0018

2) fiir ein neues ungetheertes Hanfseil von 9 Linien Stirke
und eine Rolle von 12 Fufs Durchmesser:

1872) @ = 0,18. % —+ 0,0052;

3) fiir ein Drahtseil von 8 Linien Dicke, welches aus 16 Drih-
ten von je 1% Linien Dicke bestand, und wovon jeder lau-
fende Fufs 0,64 Pfund wog, ergiebt sich bei Rollen von 4 bis
6 Fuls Durchmesser:

187h) & = 1,04. & + 0,0067;

4) fir ein frisch getheertes D1 ahtseil mit Hanfseelen in den
Litzen und im Seile, von 7 Linien Dicke, bestehend aus 4 mal
4 — 16 Drihten von je 11 Linie Dicke, und pro laufenden
Fufs 0,63 Pfund wiegend, ergiebt sich bei einer Rolle von
13 Fufs Durchmesser:

187¢) = 1,30. +000022

Nachdem auf die eine oder d1e anderc Weise der Werth von
= bestimmt ist, ergiebt sich das Moment der Last = O (% —+ 2).

Die Spannung N hat aber aufser dem Moment der Last O noch
dasjenige der Reibung zu iiberwinden. Nennen wir den, aus der
Form des Zapfens und des Bogens zu bestimmenden, Hebelsarm der
Reibung 9% (§ 98, S.203), und den Reibungswerth ©, so ist das
Moment der Reibung © %, folglich habeu wir die Gleichung fiir den
Grenzzustand der Bewegung:

188) NR = O0(R + z) + O3,

oder da offenbar die Resultirende aus dem Druck N und dem Druck
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O der ,,Reibung erzeugende Druck® ist, die Richtungen von N und 0,
wie eine leichte Betrachtung der Figur zeigt, einen Winkel einschlie-
(sen, der gleich (8 — ) ist, so ist:

1882) 0 =p.V{N + 02 + 21V.0.c08 (f— ) .

Indem wir diesen Werth in die vorige Gleichung .einsetzen,
O (R + =) auf die linke Seite schaffen, dann beide Seiten quadri-
ren und nach N auflbsen, ergiebt sich:
188b) N =
O.R.(R+I)-?—;¢2_m2.cos(ﬂ—rz) ; {1 g V[l_[_lii:[u?.m'l]. [(R+x)2._‘LL2.§R2] g
R?—u%. N2 [R.(R+x)+p’.fﬁ‘a.cos(a+ﬁ’)]2
Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen wird in dem am hiiu-
figsten vorkommenden Fiillen sehr klein, so dafs man jhn vernach-
lissigen kann. Die Gleichung fiir ¥ geht dann iiber in:
2 2
188¢) N= 0. R.(R+ x}zzl—icﬂ.zﬁ')lm.zcos(ﬁ —a) "
Diese Gleichung giebt das Verhiltnifs zwischen N und 6 fiic
den Grenzzustand des Gleichgewichts. Nun ist aber offenbar:
N = P.[sin(180 —pP) — p . cos (180 —B)]
188d) N=P. (sinf + p.cosp) = P. cosf . (tang B + p)
und O ist durch folgende Betrachtung zu finden:

2. Gleichgewicht des Wagens auf der geneigten
Ebene.

Die Drucke ¢ und ¢/, welche jede der Wagenaxen zu tragen
hat, zerlegen wir parallel mit der geneigten Ebene und normal
dazu; es ergiebt sich:

parallel mit der geneigten Ebene
g.sine und ¢ .sine,
normal zu derselben
q-cose und ¢'. cosc.

Die letztgenannten Drucke werden durch den Widerstand des
fixen Systems aufgehoben, sie erzeugen aber Reibungswiderstiinde
in den Axen, deren Momente (wenn man den Hebelsarm der Rei-
bung nach Gleichung 1694, S. 211, gleich dem Halbmesser der Rol-
len setat), sich ausdriicken durch:

#.q.cose.a und p'.q . cose.b'
indem man niimlich unter #' den Reibungs - Koeffizienten fiir die
Axreibung versteht. Die Kriftepaare, die durch diese Momente
dargestellt werden, lassen sich auf zwei parallele und entgegen-
gesetzle Krifte zuriickfithren, die parallel mit der betreffenden
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gencigten Ebene sind, und von denen die eine durch den Mittel-
punkt der Rider, die andere durch den Beriihrungspunkt derselben
geht. Diese Drucke wirken dem Rollen entgegen, miissen also
von der Spannung O iiberwunden werden, sic sind, absolut be-
trachtet:
' a oo 3
W.gq.cose.— und ' . ¢ LCOS . o=

Wenden wir nun die Gesetze des Rollens an, so ist der Druck,
welcher im Mittelpunkt der Axe wirksam, parallel mit der geneig-
ten Ebene dem Aufwiirtsrollen widersteht, nach Gleichung 178D
S. 227, und wenn wir die Richtung aufwiirts als positiv be-
trachten, in jedem Rade:

. ’ 3 !
189) _g.sma.a g.cosa.y Sl ¢ .sina.b __q.cosoc.x,
a a b b

wobei die rollende Reibung, die dem Rollen immer entgegen-
wirkt, mit entsprechendem Vorzeichen genommen ist. Soll nun der
Druck O dem Grenzzustande fiir eine Bewegung des Wagens auf-
wiirts entsprechen, so mufs sein:

Sl a el ably g.sino.a
189a) O (,u.q.cosa.a i A T T
+q.cosu.x+q'.sina.b+q’.cosa.x)=0.
] b b

Daher:
189b) 0 = —Z— .[eosa.(i'.a'+y)+a.sine] +-qb—- .[eosa.(u'. b'+y)+b.sine].

Wenn simmtliche Rider gleiche Halbmesser und gleiche
Zapfenhalbmesser haben, so folgt, mit Riicksicht darauf, dafs ¢+ ¢'
== () IRt

189¢) 0 = —3— .[eosa (. @ + y) + a.sine].

Setzt man diesen letzten Werth, den wir der Kiirze wegen
beibehalten wollen, in den Werth fiir ¥ (Gleichung 188¢), so er-
giebt sich schliefslich, mit Riicksicht auf Gleichung 188d):

190) oS [cose. (. @4 y)+a.sine] [R.(R-+2x)+u? N2 cos (—a) ]
Q" a.(R*— p%.N?).cosP.(tang f4p) ”

Mit Vernachlissigung aller passiven Widerstinde wiirde sich

ergeben:

P sin o

1902) g = @
Wire der Wagen auf der geneigten Ebene frei, und konnte
durch scine Ladung Q herabrollen, so wire der Druck, welcher
auf Herabrollen wirkt, wie sich leicht entwickeln lifst, indem man
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die Gesetze des Rollens (§ 101) und die vorige Entwickelung be-
achtet:
5 :% [a.sine — cosa. (W.d' + )]
191) '
nlt pooty
= Q.cosa.(tanga— —-T—).
Ist nun J, = M'.9?2 das Triigheitsmoment der Riider, und M
die Gesammtmasse des ganzen Systems, so ist nach Gleichung 177)
das Aenderungsmaals der fortschreitenden Bewegung:

’ ’ 2
. i e @ity a
/‘_Q.cosa.(tant,a p: )'J,+M.a’
’ ’
191a) cosc, (tangu - ‘iaa—_’_l)
Sae 1 it
M. a?

indem man nimlich Q = Mg setat.

Reibungswiderstinde beim Gleiten eines festen Systems auf einer Kurve, unter
Einwirkung der Schwere.

§ 104. Denken wir ein festes System, welches durch die
Schwere gleitet. Die Gleichung der Kurve sei fiir horizontale und
vertikale Koordinatenaxen gegeben, und es mogen y die vertika-
len Ordinaten bedeuten. Zerlegen wir das Gewicht des Systems

nach der Tangente zur Kurve und nor-
mal dazu, so ist die Kraft, mit welcher
N

4 A das Stiick gleitet nach § 97. S. 202
\ G.cose—p.G.sine,
(L/“ =R wenn & der Winkel ist, welcher die
l Tangente zur Kurve mit der Richiung
(74 der Schwere macht. Es ist folglich
die Arbeit, welche die Schwere ver-
richtet, indem das Stiick das Kurvenelement ds durchliuft:
G.(ds.cose — p.ds.sina).

Nun ist aber offenbar ds.cose =dy und ds.sine, ist die
Projektion des Kurvenelementes auf die Horizontalebene; bezeich-
nen wir dieses Projektionselement mit dp, so ist das Leistungs-
element:

G.(dy —p.dp),
folglich die Gesammtleistung:

G/(dy — p. dp),
welches Integral zwischen den entsprechenden zusammengehérigen
Werthen von y und p zu nehmen ist. Sind ' und p' und 2" und
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p" solche zusammengehorigen Werthe, so ist die Leistung der Schywere
auf das bewegliche System, indem dasselbe aus der einen Lage in
die andere iibergeht.
192) G/(dy —p.dp) = G.(y —y") — p.G.(p' — p")
=Gy —y"—p.()—p")]

Diese Gleichung driickt folgendes merkwiirdige Gesetz aus:
Wenn ein festes System durch die Schwere be-
wegt aus einer horizontalen Ebene in eine an-
dere iibergeht, indem es auf ciner beliebigen
Kurve gleitet, so ist die Arbeit der gleitenden
Reibung immer gleich dem Produkt aus dem Ge-
wicht, multiplizirt mit dem Reibungs-Koeffizien-
ten und der Projektion des durchlaufenen Kur-
venstiickes auf eine Horizontalebene.

Ist »” die Geschwindigkeit, welche das System in dem Punkte
besitzt, dessen vertikale Ordinate y” ist, und o' die Geschwindig-
keit des Systems in dem Punkte, dessen vertikale Ordinate y' ist,
so hat man nach Gleichung 49):

GO —y)—p.G.0'—p) =M. ("2 — "),
folglich (da G =My ist):
_1_7"’

’ " __77'2
(y y)"" 2g

o =V{20.l — ' — ./ =] + o).

Durch diese Gleichungen kann man die Héhe finden (y' — y”),
welche einer gegebenen Endgeschwindigkeit o' entspricht, oder die
Endgeschwindigkeit ¢, welche einer gewissen Fallhohe (3 — y")
entspricht.

Die Hohe y' — " pflegt man die Geschwindigkeitshohe
zunennen; durch die Reibung wird die Geschwindigkeitshohe um das
Stiick u(p'—p"”) vermindert. Dieses Stiick nennt man den Ver-
lust an Geschwindigkeitshéhe, und es folgt hieraus der Satz:

Wenn ein System durch die Schwere bewegt glei-
tend von einem héher gelegenen Punkte in einen
tiefer gelegenen hinabsinkt, so ist der Verlust an
Geschwindigkeitshohe gleich dem Reibungs-Ko-
effizienten multiplizirt mit der Horizentalprojek-
tion des gleitend durchlaufenen Weges, und es
ist dabei ganz gleichgiltig, welche Form dieser
Weg selbst hat.

Bezeichnen wir die Geschwindigkeitshthe oder den Vertikal-

IL. 16

“+u. (0 —p")
192a)
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abstand der beiden Punkte mit %, die Projektion des durchlaufenen
Weges auf eine Horizontalebene mit p, so gehen die Gleichungen
itber in:
L (Leistung) = G . (h— pp)
vl
199b)sh & T T agrant A
P Vng (b — pp) + 1;"2} :

Wenn dagegen ein festes System der Schwere entgegen sich
mit einer gewissen Anfangsgeschwindigkeit »” aufwiirts bewegt, so
ergiebt sich leicht die Steighohe:

"
& —p 2

ug__vrz
b= up

28
192¢) ( und die Geschwindigkeit in einer gewissen Hohe

Lli— vgv"z —2g. (h+yp)} ;

Reibungswiderstinde beim Gleiten eines festen Systems auf einer Kurve, wenn
dasselbe mit einer gegebenen Anfangsgeschwindigkeit sich bewegt, und sonst
keine bewegenden Krifte auf dasselbe einwirken.

§ 105. Gestalten wir nunmehr die Aufgabe anders:

Es bewege sich ein festes System ohne Einwirkung der
Schwere auf einer beliebigen Kurve, indem es in irgend einem
Punkte der Kurve die Tangentialgeschwindigkeit ¢ hat: welchen
Einflufs hat die Reibung auf die Aenderung der Geschwindigkeit c,
wenn auch sonst keine bewegenden Kriifte auf das System
einwirken?

Es sei in nebenstehender Figur ds = ab ein beliebiges Element
der Kurve; ac und bc¢ seien Normalen im Anfangs- und Endpunkte
dieses unendlich kleinen Elementes,
so ist der Durchschnittspunkt dieser
beiden Normalen der Mittelpunkt des
Kriitmmungskreises des Elementes; den
verinderlichen Winkel, welchen die
Normalen zur Kurve mit einer beliebi-
gen Axe z. B. AB bilden, nennen wir «,
dann ist Winkel ed'd = edd’ = o + de,
da ad und bd zwei unendlich nahe
liegende Normalen sind: mithin ist Winkel a¢db’' = acb = da. Nun
konnen wir die Bewegung in dem Kurvenelement hervorgebracht
denken durch eine Normalkraft, welche das gleitende Stiick ge-
gen die Kurve prefst, durch den Widerstand derselben aufgehoben
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wird, folglich Reibung erzeugt, und durch eine Tangentialkraft.

2
Die Normalkraft ist o

M- folglich die Reibung = *

, wenn 7

den Kriimmungshalbmesser der Kurve bezeichnet. Dieser Reibungs-
werth ist als eine, normal zum Krummungshalbmesser, also tangen-
tial wirkende, und die Geschwindigkeit ¢ im Kurvenelement ver-
zogernde Kraft zu denken, das Aenderungsmaafs der Geschwindig-
keit, welches diese Kraft bedingt, ist daher in Bezug auf die Ge-
schwindigkeit ¢ negativ zu nehmen, und es ist also
i Kraft e L M.cz.
Masse r

Nun ist aber das Element der Geschwindigkeitsinderung auch

gleich f.dt, und folglich haben wir

do =% . dt"=

da aber dt = ilci, ferner ds = r.de ist, so ergiebt sich, durch Ein-

setzung und nach gehériger Umformung:
de
e T

c
und indem wir auf beiden Seiten integriren, ergiebt sich:

dc
/T =—upu /Zz a.

Nehmen wir das Integral rechis zwischen bestimmten Grenzen,
so mufs auch das Integral links zwischen entsprechenden Grenzen
gelten.

Wenn nun in irgend einem Punkte der Kurve, dessen Normale
mit einer beliebig angenommenen Linie den Winkel ¢/ bildet, die
Geschwindigkeit des beweglichen Systems ¢ ist, und in irgend ei-
nem andern Punkte der Kurve bilde die Normale mit derselben
Linie den Winkel ", so findet sich die in diesem Punkte statt fin-
dende Geschwindigkeit durch die Gleichung:

yrais

— el — !

lognatc —lognatc =—up.(¢"—a)

I
log nat —; p =pup.(d"— )
! .(uu__ul)
193) :— =
A d
c = eM.(MU_MI)

16 *
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In diesen Gleichungen bezeichnet ¢' die Geschvwindigkeit in der
Tangente zur Kurve in einem Punkte dessen Normale den Winkel
o/ mit einer beliebigen Linie macht; ¢” die Geschwindigkeit, wel-
che das gleitende System in einem andern Punkte besitzt, dessen
Normale mit derselben Linie den Winkel &” macht, wenn die Ge-
schwindigkeitsinderung lediglich durch die Reibung bewirkt wor-
den ist; e dic Basis der natiirlichen Logarithmen.

Ist die Kurve eine ebene Kurve, und nimmt man die Linie
von vvelcher aus die Winkel ¢/ und «’ gemessen sind in derselben
Ebene, so ist «’— ¢ der Winkel, welchen die beiden Nor-
malen zur Kurve am Anfange und am Ende des betrach-
teten Weges mit einander bilden.

Die Arbeit der Reibung driickt sich offenbar aus durch

IM. (" —2)=—1H.(*—"?)
und indem wir fir ¢’ den oben gefundenen Werth setzen
1933) 2. (o' — ') 8 B
s —;—M.C’z.(l—w———}m) :—%M.C'Z.WB%

Hierin liegt folgendes Gesetz:
Wenn ein festes System in einer Kurve gleitet,
ohne dafs bewegende Krifte auf dasselbe ferner
einwirken, so ist die durch die Reibung konsu-
mirte Arbeit, indem das System einen gegebenen
Bogen der Kurve durchliuft proportional der
Masse und dem Quadrat der Geschwindigkeit zu
Anfang dieses Bogens und aufserdem eine loga-
rithmische Funktion des Produkts aus dem Rei-
bungs-Koeffizienten und der Differenz der Win-
kel, welche die Normalen im Anfangs- und im
Endpunkt des Bogens mit einer gegebenen Linie
bilden; im Uebrigen aber unabhingigvon derForm
der Kurve. ’

Aus der Gleichung 70-: ik

'

folgt auch, dals bei einer gegebenen Kurve das Verhiltnifs der An-
fangsgeschwindigkeit zur Endgeschwindigkeit ein konstanter Werth
ist, unabhingig von dem Werthe der Geschwindigkeiten, und nur
abhiingig von den Winkeln, welche die erste und letzte Normale
mit einer gegebenen Linie bilden. Sind diese Normalen der Lage
nach gegeben, so ist fiir alle dquidistanten Kurven zwischen densel-
ben Kriimmungsradien dies Verhiiltnifs constant.

Es versteht sich iibrigens ganz von selbst, dafs diese Betrach-
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tungen nur Giltigkeit haben koénnen fiir solche Kurvenstiicke, fiir
welche die Integrationen zulissig sind, und dafs sie daher nicht
gelten konnen, wenn innerhalb des betrachteten Bogen-
stiicks ein Wendepunkt der Kurve liegt.

Die Untersuchungen der §§ 104 u. 105, welche, soviel dem Verfas-
ser bekannt ist, zwei bisher noch nicht aufgestellte Gesetze ergeben
haben, diirften geeignet sein, auf die Theorie der Bewegung des
Wassers in Rohrenleitungen, namentlich in gekriimmten Rohren An-

wendung zu finden.

Tabellen iiber dic Reibungs - Koeffizienten.

§ 106. 1. Reibung ebener Flichen, nachdem sie einige Zeit mit
einander in Beriithrung gewesen sind.

Beriihrungsflichen.

Lage der
Fasern.

Zustand der
Flichen.

Versuche von Morin.

Eichenholz auf Eichenholz .

Eichenholz auf Ulmenholz
Ulmenholz auf Eichenholz

Eschen-, Tannen-, Buchen- und
Ebereschenholz auf Eichenholz

Lohgares Leder auf Eichenholz

Schwar- ( auf einer ebenen Fli-
zes che von Eichenholz .
Riemen- ) auf einer Trommel von
leder Eichenholz . . . .
Geflochtener Hanf auf Eichen.

olz
Hanfoe Seile auf Eichenholz

2

Schmiedeeisen auf Eichenholz %

Gufseisen auf Eichenholz .
Messing auf Eichenholz . .

Liderung eines Kolbens von
Rindleder auf Gulseisen
Schwarzes Riemenleder auf ei-

ner gulseisernen Rolle
Gulseisen auf Gufseisen . .
Schmiedeeisen auf Gulseisen
Eichenholz, Ulmenholz, Hainbu-
chenholz, Schmiedeeisen, Guls.
eisen und Bronze, je zwei auf-
einander.

{

|

|

parallel . . . .
parallel .

rechtwinklig .

rechtwinklig . .
Hirnholz des ei-
nen auf dem Lin-
genholze des an-
deren
parallel .

parallel . . . .

parallel . .
rechtwinklig .
parallel . . .

das Leder platt .
das Leder auf der
hohen Kante

parallel . .

rechtwinklig .
parallel . . .
parallel . . .
parallel .
parallel .
parallel . . .
parallel . . .
parallel .

platt oder auf der
hohen Kante

platt . . . . .

*) Die Flichen blichen etwas fettig.
**) Wenn die Beriihrung nicht lange genug gedauert hatte, um das Fett auszupressen.
+) Wenn die Beriihrung so lange gedauert hatte, dafs das Fett ausgeprefst war.

. |trocken .

2

trocken . . . .
mit trockener Seife
abgerieben . .
trocken . . . .
mitWasser benetzt

trocken . . . .

trocken . . . .
nmittrockener Seife
abgeriehen . .
trocken . . . .

trocken . . .

trocken . . .
trocken . . . .
mit Wasserbenetzt

trocken. . . .

trocken .
trocken . . . .
mit Wasserbenetz
trocken . . .
trocken . . . .
mit Wasser benetzt
mit Wasserbenetzt
trocken. . . .
mit Wasserbenetzt
mit Oel, Talg oder
Schweinefett

{trocken . . . .

mit Wasser benetz
trocken . . .
trocken . . .

mit Talg . . .
mit Oel oder
Schweinefett

Rei-

bungs- | Reibungs-

Koeffi- | winkel g.

zient £e.
0,62 310 48’
0,44 23 45
0,54 | 28 22
0,71 35 23
0,43 23 16
0,38 20 49
0,69 34 37
0,41 22 18
0,57 29 41
0,53 27 56
0,61 31 23
043 | 23 16
0,79 38 19
0,74 36 30
0,47 25 11
0,50 26 34
0,87 4¥= 2
0,80 38 40
0,62 31 48
0,65 33 2
0,65 33 2
0,62 31 48
0,62 31 48
0,12 6 51
0,28 15 39
0,38 20 49
0,16 * 9 6
0,19 10 46
0,10™ 5 43
0,15 + 8 32
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3 z Rci}:\fur‘lgs- Reibungs-
Berihrungsflichen. Koef!:zlent A
Versuche von Morin,
Odlithganf Qoligheiian 55, s UGl 0ee Suw & 0,74 | 36° 30’
Muschelkalkcanf Qolith &2, arsibetidie = &S s 0,75 36 52
ZiicgelStein tant QOlth 2 & b SONEEOIGE S 5 0,67 38 4h0
Eichenholz auf Oolith, das Holz vor Hirn . . . . . 0,63 321,43
Schmicddeisen”anf@Oolith ¥ weiond & . @ui o SUingis 0,49 205
Muschelkalk auf Muschelkalk . . . . , . . . . 0,70 35 0
Qolithanf Muschelkalk oo gop 0 oo i o o 0,75 36, x02
Zicgelstem' auf Moschelkalk ., . .0 o 1o ar o o il 0,67 33 50
Schmiedecisen auf Muschelkalk . . . . . . . . 0,42 22 A7
Eichenholz gt Nnschelkalles o ot oo m o0 " 000 0,64 SRg8
Qolith auf Oolith, mit einer Zwischenlage von Mértel,
bestehend aus drei Theilen feinem Sande und einem
Theilg hydraulischem IRk o e v ""36" 30
Weicher Kalkstein auf weichem Kalksteine, gut behauen 0,74 | 36 30
Harter Kalkstein auf dito, dito 0,75 36 52
Gewdhnlicher Ziegelstein auf  dito, dito 0,67 | 33 50
Eichenholz, vor Hirn, auf dito, dito 0,63 32 13
Schmiedeeisen auf dito, dito 049 |26 7
Harter Kalkstein auf hartem Kalksteine, gut behauen 0,70 3070
Weicher Kalkstein auf dito, ¥ dito 0,75 36 b2
Gewdhnlicher Ziegelstein auf  dito, dito 0,67 | 33 50
Eichenholz, vor Hirn, auf dito, dito 0,64 32 37
Schmiedeeisen auf dito, dito 0,42 R 47
‘Weicher Kalkstein auf weichem Kalksteine mit frischem
Nt B e 0,74 |36 30
Versuche von verschiedenen anderen
Beobachtern.
Weicher Quadersandstein auf demselben (Rennie) . . 0,71 SLE L
derselbe auf demselben, mit frischem
Martel” (Renvig)bdsmeeiirast s o - Wilenigi f* 0,66 33 26
Harter, polirter Kalkstein auf demselben . . . . . 0,58 U=
Kalkstein auf Kalkstein, beide Flichen mit dem Meifsel
rauh gemacht (Bonchardi) . , . , . . ., ., 0,78 3758
Gut bearbeiteter Granit auf rauhem Granit (Rennie) . 0,66 33 26
derselbe mit frischem Mortel (Rennie) . 0,49 2 7
Hélzerner Kasten auf Steinpflaster (Regnier) . . . . (v Lo el o LU 4
derselbe auf geschlagener Erde (Herbert) , * 0,33 18 16
Grob behauener VWerkstein auf eier Unterlage von Thon 0,51 2 Lt
dito dito der Thon feucht und milde 0,34 18 47
dito dito der Thon feucht und mit
dickem Sande bedeckt (Greve) . . , . . ., . 0,40 | 21 48

*) Nach einer Berithrung von 10 bis 15 Minuten.
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II. Reibung der Zapfen oder Axen auf ihren Lagern im Zu-
stande der Bewegung.

Nach den Versuchen von Morin,

Beriithrungsflichen,

Zustand der Flichen.

Reibungs - Koeffi-

Wil‘d .
in der
gewdhn- lununter-
lichen |brochen.

WWeise.

zient y, wenn die
Schmiere erneuert

Reibungs-

winkel 9.

Gulseiserne Axen auf
gulseisernen Lagern

Gulseiserne Axen auf
bronzenen Lagern

Gulseiserne Axen auf
Lagern von Pockholz
(lignum sanctum)

Schmiedeeiserne  Axen
auf gufseisernen Lagern

Schmiedeeiserne  Axen
auf bronzenen Lagern

Schmiedeeiserne  Axen
auf Lagern von Pock-
holz (lignum sanctum)

Bronzene Axen auf bron-

zenen Lagern

Bronzene Axen auf guls-

eisernen Lagern

Axen von Pockholz auf

gulseisernen Lagern

Axen von Pockholz auf

Lagern von Pockholz

mit Baumél, Schweine-
fett, Talg u. dinner Wa-
genschmiere bestrichen
mit denselben Fetten u.

‘Wasser
mit Asphalt .

fettig s
fe ttlg und anaefcut,htct
mit Baumdl, Schweine-
fett, Talg und dinner
‘Wagenschmiere
fettig 2

ft,ttlg und 'ln"LfLuLlltLt
kaum fettig

trocken. .

mitOel od. Schwemeiett
mit dergl. abgerieben .
mit einer Mischung aus

Schweinefett u. Molyb=
den abgerieben
mit Baumél, Schweine-
fett, Talg oder diinner
‘Wagenschmiere

mit Baumél, Schweine
fett oder Talg

fettig und angefeuchtet

kaum fettig

mit Oel oder Schweme
fett geschmiert

fettig

mit Oel

mit Schweinefett

mit Oel oder Talg.

mit Schweinefett
fettig

mit Schweinefett

|

m. dicker Wagenschmier,
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