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sen, dafs man es hierbei stets mit den Momenten zu thun hat, dals

also die Kriifte jedes substituirten Kbriftepaars in Bezug auf fort-

schreitende Bewegung sich aufheben, und dals folglich durch

dergleichen Reduktionen der Druck auf die fixen Punkte nicht ge-
. #éndert wird. :

Von den in einem festen System thiitigen Kriften.

Thitige (lebendige) Krifte der fortschreitenden Bewegung; Mittelpunkt
derselben, Schwerpunkt, Guldinsche Regeln.

§ 81. Wenden wir uns nunmehr wieder zu den Betrachtun-
gen des § 66. S. 88. Wir haben in dem Vorstehenden die wich-
tigsten Gesetze iiber die Wirkung der auf ein festes System ange-
brachten Krifte entwickelt, und es wird sich nun darum handeln,
die Gesetze firr die in einem festen System thitigen Krifte fest-
zustellen. Nachdem dies geschehen, haben wir noch die Beziehun-
gen zu unfersuchen, welche zwischen den auf ein festes System an-
gebrachten, und den in einem festen System thitigen Kriften statt
finden. Zunichst ist wiederholt darauf hinzuweisen, dafs der Begriff
der in einem System thiitigen Krifte nur auf einer Vorstellung
beruht, welche wir zur Erleichterung der Anschauung gevvisser Vor-
giinge eingefithrt haben. Wir substituiren fiir die auf das System
in verschiedenen Angriffspunkten angebrachten Krifte andere Krifte,
niimlich solche, die in jedem einzelnen Massenelement thitig
sein miifsten, um in dem System genau dieselbe Wirkung hervor-
zubringen, welche jene erzeugen (S. 66), oder mit anderen VYor-
ten, wir denken uns in dem System anstatt der auf dasselbe ange-
brachten Krifte, andere Krifte angebracht, deren Betrachtung beque-
mer ist. Da also die in einem System thitigen Kriifte sich voll-
kommen ansehen lassen, als eine neue Gruppe auf das System an-
gebrachter Kriifte, durch welche wir die Wirkung der urspriing-
lich angebrachten Krifte ersetzt denken, so werden sie auch im
Allgemeinen keinen anderen Gesetzen unterliegen, als denen, wel-
che wir fiir die auf ein festes System angebrachten Krifte in den
vorigen Paragraphen hergeleitet haben, nur werden diese Gesetze
sich dadurch modificiren, dafs gewisse neue Bedingungen hinzutre-
ten, welche diese neuen Krifte erfilllen miissen, um den Voraus-
sctzungen zu entsprechen, die wir fiir dieselben gemacht haben.

Indem wir also die thiitigen oder lebendigen Krifte (S. 89)
betrachten, welche der fortschreitenden Bewegung des Systems
entsprechen, werden wir von der Resultirenden dieser Krifte
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und von deren Angriffspunkt sprechen kénnen, und indem wir
die thitigen oder lebendigen Krifte der rotirenden Bewe-
gung des Systems untersuchen, werden wir von dem Moment
des resultirenden Kriftepaars, von der Lage der resulti-
renden Paaraxe u. s. w. handeln kénnen, und zu bestimmen ha-
ben, welche eigenthiimlichen Verhiltnisse durch das Hinzutreten der
gemachten Voraussetzungen entstehen.

Erinnern wir uns an die Resultate der Untersuchungen, die wir
in § 65 iiber die Bewegung eines festen Systems angestellt haben
(S.88) und betrachten wir zuniichst die fortschreitende Bewe-
gung des Systems.

Zufolge jener Untersuchungen haben wir die lebendigen
Krifte der fortschreitenden Bewegung als solche zu betrach-
ten, welehe die simmilichen Massenelemente in der betrachteten
Zeit durch gleich grofse und parallele geradlinigte Wegelemente trei-
ben. Dies ist nicht anders denkbar, als indem wir diese in den
cinzelnen Massenelementen wirksamen Krifte als gleich
grols und parallel ansehen. Jede dieser Krifte hat also den-
selben Werth

dK = dm.f
und da sie simmtlich parallel sind, so ist ihre Resultirende (§ 72.
Gl 112):
143) Q:Z(dlf):Z(dm.f)zf.Z'(dm):f.M.
Es Dbezeichnet aber offenbar 2 (dm) die Summe aller Massenele-
mente oder die Gesammtmasse des Systems. Wir bezeichnen
dieselbe kiinftig durch #. Da nun die Leistung jeder einzelnen
Kraft sich ausdriickt durch
dK.ds =dm.f.ds,
ds aber ebenfalls fiir simmtliche Massenelemente gleich grofs ist,
so ist die Gesammtleistung aller lebendigen Krifte der fortschreiten-
den Bewegung mit Riicksicht auf Gleichung 47) (S. 27)

143a) Z‘(dK.ds):ds.f.Z(dm):M.f.ds::M.c.dc,

d. h. wenn ein festes System eine fortschreitende Bewe-
gung hat, so ist die Leistung simmtlicher lebendigen
Krifte der fortschreitenden Bewegung ebenso grofs, als
ob die Gesammtmasse des Systems, in einem Punkte ver-
einigt, sich mit der, den simmtlichen Massenelementen
gemeinschaftlichen Geschwindigkeit bewegte.

Wir kénnen nun auch die Lage des Angriffspunkts die-
ser Resultirenden bestimmen (§ 74), d. . denjenigen Punkt, in wel-
chem wir anstatt der séimmtlichen lebendigen Kriifte der fortschrei-
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tenden Bewegung des Systems ihre Resultirende wirksam denken
konnen, so dals durch Einfithrung der Resultirenden lediglich die
fortschreitende, aber keine drehende Bewegung in dem Sy-
stem erzeugt wird. Diesen so bestimmten Angriffspunkt nennen
wir den Mittelpunkt der lebendigen Kriifte der fortschrei-
tenden Bewegung. Wir bedienen uns zu seiner Bestimmung
ganz einfach der Gleichungen 117a), S. 104, welche, mit Beriick-
sichtigung der hier gemachten Voraussetzungen, folgende Form an-
nehmen:

Z(dm. Z(dm. Z(dm. %)
7AW el s d gl iy S il

M

. Man sieht, dafs in diesen Werthen iiberall das gemeinschaftliche
Aenderungsmaals f herausgefallen ist, und, dafs der Abstand des
Mittelpunkts der lebendigen Kriifte der fortschreitenden
Bewegung von irgend einer Ebene gefunden wird durch
die Summe der Produkte jedes Massenelements in seinen
Abstand von derselben Ebene, dividirt durch die Ge-
sammtmasse des Systems.

Es folgt hieraus, dafs die Lage dieses Mittelpunktes unabhan“lg
von der Grofse der lebendigen Kriifte, und nur abhingig ist von
der Gruppirung der einzelnen Massenelemente des Systems.

Der Mittelpunkt der lebendigen Kriifte der fortschreitenden Be-
wegung ist also:

1) in einem gegebenen festen System ein bestimmter Punkt, der
in dem System so lange eine unveriinderte Lage behilt, als
die Vertheilung der Massenelemente des Systems unveréin-
dert bleibt;

2) stets derselbe fiir alle Krifte, die auf das System so einwir-
ken, dafs sie jedes Massenelement in derselben Richtung und
mit demselben Aenderungsmaals in Anspruch nehmen, gleich-
viel wie grofs dieses Aenderungsmaals sein mag, und gleichviel
ob diese Kriifte als lebendige oder als angebrachte Krifte (§ 66)
betrachtet werden.

Die Schwerkraft (§ 18) ist als eine auf jedes feste System
in einer Weise wirkende Kraft zu betrachten, die den zuletzt ge-
machten Voraussetzungen entspricht. Der Angriffspunkt der Resul-
tirenden der Schwerkraft (der Schwerpunkt) fillt also mit dem
Mittelpunkt der lebendigen Krifte der fortschreitenden Bewegung
in jedem materiellen System zusammen. Es ist also der Mittel-
punkt der lebendigen Krifte der fortschreitenden Bewe-
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gung eines festen Systems und der Schwerpunkt iden-
tisch.

Bezeichnen wir mit dG die Gewichte der einzelnen Massenele-
mente, so ist G =g.dm und G =g.M (Gl. 38. S. 25), und in-
dem man in Gleichung 144) Zihler und Nenner mit g multiplizirt,
ergiebt sich durch Einsetzung dieser Werthe

2dG.x Z(dG.y) 2(dG. =)

144 a) X:T); Y:-(—Gi; Z:ir.

Bezeichnet d ¥V das Volumelement eines Korpers, und 7 das Ge-
wicht einer Volumeinheit, so ist offenbar d G = 4 V. y und
G=2(dV.y), worin y fir jedes Volumelement einen andern oder
auch denselben Werth haben kann. Im ersten Falle nennt man
das System in Bezug auf seine Dichtigkeit heterogen (ungleich-
artig), im letzten Falle ‘homogen (gleichartig). Setzt man dicse
Werthe in 144a), so hat man allgemein:

e =(dV.y.x) . =2(@V.y.y). _ 2(dV.y.3)
h) X it r= A, g =200
und fir homogene Systeme:

2@ dr. Z@drv.y) g Z(dV.x)
144c)X:(hV-i); Y:LV—‘V; A:—LV———.

Nehmen wir in den Gleichungen 144, 144a, b und ¢) den An-
fangspunkt des Koordinatensystems im Schwerpunkt an, so wird
X, Y und Z einzeln gleich Null, und es folgt:

dafs die Summe der Momente der einzelnen Mas-
sen-, Gewichts oder Raumelemente in Bezug auf
jede durch den Schwerpunkt gedachte Ebene
gleich Null sei.

Bezeichnet 3(dV.2) die Summe der Momente der auf einer
Seite einer beliehigen durch den Schwerpunkt gedachten Ebene lie-
genden Elemente, und 3, (d V.z) die Summe der Momente der auf
der anderen Seite dieser Ebene liegenden Elemente, so hat man:

Z(dV.x):Z(dV.x)-l—Z'“(dV.a:):O,
folglich:

2@V.z)y=—23,dV.2),
d. h. jede durch den Schwerpunkt eines Systems gee
dachte Ebene theilt dasselbe in zwei Theile, die so be-
schaffen sind, dafls die Momentensummen beider Theile
gleich grofs sind, aber nach entgegengesetzten Richtun-
gen wirken.

Durch die Gleichung 144¢) ist fiir homogene Systeme die
Bestimmung der Lage des Schwerpunktes eine rein geome-
trische Operation.
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Der Begriff des festen Systems (§ 63) gestattet fir unsere
Untersuchungen jede beliebige Gruppirung der materiellen Punkte
(Massenelemente), wir konnen sie nach denselben Gesetzen gruppirt
denken, nach denen geometrische Punkte sich gruppiren lassen, also
auch nach den Gesetzen, nach denen diese in Gestalt von Linien,
Flichen, Korpern sich anordnen lassen, und es vwvird nach dieser
Bemerknng verstindlich sein, wenn wir vom Schwerpunkt einer
Linie, einer Fliche oder eines Korpers sprechen.

Wir miissen hier auf die geometrischen Bestimmungen der
Schwerpunktslagen in Linien, Flichen und Koérpern, sowie auf die
weitern Untersuchungen der geometrischen Bedeutung des Schwer-
punkts verzichten. Die wichtigsten Resultate jener Bestimmun-
gen stellen wir weiter unten zusammen, und fiigen hier gleichfalls
in Gestalt eines Resultates zwei wichtige Gesetze an, welche die
geometrische Bedeutung des Schwerpunkts erkennen lassen. Es
sind dies die sogenannten Guldinschen Regeln *); sie lauten:

1) Der Inhalt eines Rotationskérpers [einer Rotations-
fliche] ist gleich dem Produkte aus der Erzeugungs-
fliche [Erzeugungslinie] in den bei der Erzeugung
des Rotationskorpers [der Rotationsfliche] durchlau-
fenen Weg des Schwerpunktes der erzeugenden
Fliche [der Linie].

2) Der Inhalt jedes Korpers [jeder Oberfliche], wel-
cher zwischen zwei beliebigen Ebenen liegt, und
aulserdem von lauter parallelen geraden Linien
begrenzt [gebildet] wird (schief abgeschnittener
prismatischer Korper) ist gleich dem Produkt aus
dem Flicheninhalt [Umfang] der ebenen Figur,
welche den Durchschnitt mit der einen Ebene
darstellt in den normalen Abstand dieser Ebene
von dem Schwerpunkt der Fliche [des Umfangs]
der Durchschnittsfigur mit der andern Ebene.

Gesetz fiir dic Bewegung und die Lage der Drehaxe cines freien Systems.

§ 82. Wenn auf ein festes System beliebige Krifte einwirken,
so nimmt dasselbe, wie wir in § 65 gesehen haben, im Allgemei-
nen gleichzeitig aulser der allen Massenelementen gemeinschaftlichen

*) Den Beweis dieser Sitze siehe ,,VVeisbach, Ingenicur und Maschinen-
Mechanik, Th.I. § 119 und 120%, und: ,Die mechanischen Prinzipien der
Ingenieurkunst und Architektur von Moseley; deutsch von Scheffler,* T. §38
bis 41.



