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Aus dieser Zusammenstellung ist ersichtlich, dafs die Vorzei-

chen der Kosinus von Winkeln, welche Linien bilden,
die durch den Anfangspunkt der Koordinaten gehen und

in irgend einer Abtheilung liegen, dieselben sind, wel-

che auch die Koordinaten von Punkten haben, die in

derselben Abtheilung liegen. Diese Vorzeichen sind jedoch

nicht zu verwechseln mit den Vorzeichen, welche etwa die Koor-

dinaten des Angriffspunktis der Kraft haben.

Es wirke z. B. in einem Punkte, dessen Koordinaten +2, —y, +3

sind, eine Kraft, welche mit der ersten und zweiten Axe einen

Winkel mit positivem, mit der dritten Axe einen Winkel mit ne-

gativem Kosinus mache, so liegt der Winkel « im ersten, der Win-

kel $ im vierten und der Winkel y im zweiten Quadranten. Die

Kraftrichtung ist in der Figur angedeutet. Die entgegengesetzte
Kraftrichtung macht mit den drei Axen Winkel, deren Kosinus eben

so grofs, aber entgegengesetzt sind, sie bildet also mit der ersten

und zweiten Axe Winkel mit negativem und mit der dritten Axe

einen Winkel mit positivem Kosinus, liegt also in der Abtheilung E.

Aus den obigen Darstellungen ist nun leichtersichtlich, welche

Bedeutung es haben müsse, wenn die Kräfte selbst mit posi-
tivem oder negativem Vorzeichen (+P und —P) erschei-

nen, oder in die Rechnung eingeführt werden. Es kann

dies nämlich in zwiefachem Sinne geschehen, entweder deuten die
Vorzeichen +P und —P überhaupt nur an, dafs zwei Kräfte in

parallelen Richtungen, aber entgegengesetzt wirkend, gedacht

werden sollen, und es ist dann gleichgiltig, welche von beiden

man als positiv, und welche man als negativ betrachten will, oder

sie deuten an, dafs die betrachtete Kraft, welche mit negativem

Vorzeichen erscheint, in ihrem Angriffspunkt in einem Sinne wirkt,

welcher demjenigen der übrigen Kräfte entgegengesetzt ist; dals
sie also, wenn wir allgemein die Kräfte ziehend wirkend denken,

in ihrem Angriffspunkte schiebend wirke; sie wird sofort in eine

Kraft verwandelt werden können, welche ziehend wirkt, und dann

absolut zu nehmen sein.

Gesetze über die Wirkung, Zusammensetzung und Zerlegung der Kräfte-

paare. Parallelogramnı und Parallelepipedum der Kräftepaare und der Paar-

Axen.

$ 78. Aus den Betrachtungen der $$ 74, 75 und 76 ergiebt
sich, dafs, wenn auf ein festes System Kräfte wirken, welche in
Bezug auf drehende Bewegung nicht im Gleichgewicht
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sind, das Gleichgewicht nur iu dem einzigen Fall, wo die Kraft-
richtungen parallel und zugleich die Summe sämmtlicher Kräfte
nicht gleich Null ist (S. 105. No. 2, Gleichung 117a) durch
eine einzige Gegenkraft herzustellen ist, in jedem andern Falle
aber das Gleichgewicht gegen drehende Bewegnng sich nur durch
ein Kräftepaar herstellen läfst. Hieraus folgt, dafs überhaupt
jede drehende Bewegung, welche Kräfte, die auf ein fe-
stes System wirken, diesem zu ertheilen streben, sich
auf ein resultirendes Kräftepaar zurückführen lasse.

Es ist von Interesse einige Eigenschaften der Kräftepaare
hier hervorzuheben.

1) Jedes Kräftepaar hat das Bestreben das System
um eine Axe zu drehen, die normal ist zu der Ebene, in
welcher das Kräftepaar liegt; der Punkt, in welchem die Axe
die Ebene schneidet, läfst sich aus den Eigenschaften des Kräfte-
paares nicht bestimmen; es kann jeder beliebige Punktsein,
wenn er nicht durch andere Bedingungen gegebenist.

Denn es sei R der kürzeste Abstand der Kraft +P von der
beliebig angenommenen Drehaxe A; AR’ der kürzeste Abstand der

Kraft —P, dann ist die Summe der Mo-

 

P mente, welche auf Drehung um die angenom-
es, mene Axe wirken, P.R—P.R'=P.(R—R'),
I1198] R' es ist aber immer R—R’ der kürzeste Abstand

lerEN der Kraftrichtungen +P und —P, bezeichnen
dr wir denselben mit a, so ist Pa das Moment

aN 2 des Kräftepaars (S. 106), und es folgt, dafs
die Summe der Momente für die Drehung um

eine beliebige zur Ebenedes Paares normale Axe immer gleich dem
Moment des Kräftepaars ist, d.h. immer denselben Werth hat.

2) Man kann für jedes Kräftepaar ein anderes sub-
stituiren, welches in derselben Ebene liegt, und .das-
selbe Moment hat; es ist dabei glelchgiltig, welche Lage die
Kraftrichtungen des neuen Paares gegen die des ersten haben, auch
kann man entweder den Abstand der neuen Kraftrichtungen von
einander, oder die Gröfse der Drucke derselben beliebig an-
nehmen.

Denn, da das Bestreben auf Drehung um eine beliebige Axe
durch die Summe der Momente in Bezug auf diese Axe gemessen
wird, so hat das neue Kräftepaar in Bezug auf jeden beliebigen
Punkt der Ebene immer dasselbe Bestreben auf Drehung, wie das
erste Kräftepaar, sobald sein Moment dasselbe ist (No. 1).
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3) Man kann daher die eine Kraftrichtung eines Kräf-
tepaares durch einen beliebigen Punkt in der Ebene ge-

hen lassen, und derselben eine beliebige Richtung ge-
ben, während die andere einen beliebigen Abstand von

diesem Punkt bekommen kann.

Ist Pa das Moment eines Kräftepaars, und a’ der Abstand des
neuen Kräftepaars, so ist:

139)

4) Jedes Kräftepaar kann durch ein anderes ersetzt

werden, welches in einer parallele Ebene liegt, und das-

selbe Momenthat.
Denn da das Bestreben auf Drehung um irgend eine zur Ebene

des Paares normale Axe durch das Moment des Kräftepaares ausge-
drückt wird, so hat das neue Kräftepaar, da es in einer parallelen

Ebene liegt, die folglich auch normal ist zu einer beliebigen Axe,

welche normal zur Ebene des ersten Paares ist, dasselbe Bestreben
auf Drehung um diese Axe, welches das erste Paar hat, sobald sein

Moment dasselbeist.

5) Kräftepaare, welche in derselben Ebene liegen,

lassen sich durchein einziges Kräftepaar ersetzen, des-
sen Moment gleich der algebraischen Summe der Momente

der einzelnen Kräftepaare ist, wobei diejenigen Momente,

welche die Ebene in entgegengesetzten Richtungen zu drehen sire-

ben, mit entgegengesetzten Vorzeichen zu nehmen sind.
Denn man kann jedes der Kräftepaare P'a', P"a", P"a”...

in ein anderes verwandeln, dessen Richtungen in zwei bestimmte

Parallellinien fallen. Ist « der kürzeste Abstand dieser beiden Pa-

rallellinien, so ist nach 139 die Kräftesummein der einen Richtung:
PH „ " pP" ‚

+ (Fe ee ke
a a a

  

und die Kräftesumme in der entgegengesetzten Richtung:
’ ’ HH m _m

1207 ip P’@ a Ra ) Be,

ae & a

folglich hat man wiederum ein Kräftepaar, und es ist dessen Mo-

ment:

  

Pa=P'a'+-P'"’a"+P"a”-+.....
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6) Kräftepaare, welche in parallelen Ebenen liegen,
lassen sich durch ein einziges Kräftepaar ersetzen, des-
sen Moment gleich der algebraischen Summe der Mo-
mente der einzelnen Kräftepaare ist, wobei diejenigen Mo-
mente, welche die Ebenen in entgegengesetzten Richtungen zu dre-
hen streben, mit entgegengesetzten Vorzeichen zu nehmen sind.

Denn, man kann jedes dieser Kräftepaare nach No. 4 in eine
bestimmte Ebene verlegen, welche mit den Ebenen der Kräftepaare
parallel ist, und dann nach No. 5 diese Kräftepaare vereinigen.

7) Kräfte, welche auf Drehung um irgend eine Axe
wirken, lassen sich in Bezug auf drehende Bewegung
durch ein Kräftepaar ersetzen, welches in einer zu der
Axe normalen Ebene liegt, und dessen Moment gleich
der Summe der Momente der einzelnen Kräfte in Bezug
auf diese Axe ist.

Denn das Bestreben auf Drehung um eine gegebene Axe wird
gemessen durch die Summe der statischen Momente der einzelnen
Kräfte in Bezug auf diese Axe (S. 95); ein Kräftepaar, dessen Mo-
ment gleich der Summe der Momente der einzelnen Kräfte ist, hat
dasselbe Bestreben auf Drehung zu wirken, (No. 1 und 2) würde
also, wenn man es im entgegengesetzten Sinne wirken liefse, die
Drehung durch die einzelnen Kräfte aufheben, und ersetzt demnach
deren Wirkung auf drehende Bewegung.

Die Ebene, in welcher ein Kräftepaar liegt, nennen wir die
Paar-Ebene; eine Normale zu dieser Ebene: eine Paar-Axe,
und den kürzesten Abstand der Richtungslinien: den Hebelsarm
des Kräftepaars, oder kurz der Paar-Arm.

8) Kräftepaare, welche in Ebenen liegen, die sich
schneiden, lassen sich immer durch ein Kräftepaarer-
setzen, dessen Moment sich bestimmen läfst, welches in

einer Ebene liegt, die durch
die Durchschuittslinie der
beiden Paar-Ebenen geht, und
deren Lage gegen die beiden
Paar-Ebenen eine bestimmte
1a.

Es sei 9 der Neigungswinkel
der beiden Paar-Ebenen, a!P! sei
das Moment des Kräftepaars in der
ersten Ebene, a7P’" das Momentdes
Paares in der zweiten Ebene. Da
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die Kräftepaare jede Lage in der Ebene haben können, so lassen

sich ihre Richtungen auch normal zur Durchschnittslinie denken,

und wenn a der Abstand zweier Punkte der Durchschnittslinie ist,

so lassen sich die Kräfte beider Paare durch diese Punkte der

Durchschnittslinie legen. Nach Gleichung 139) sind sodann die Kräfte

der beiden Paare:

  
a! p! alpır

Mast. 9 er a

Nun greifen in dem einen Punkte der Durchsehnittslinie die

Kräfte +P, und #P,, im andern Punkte die Kräfte — P, und #P,

an. Da diese beiden Gruppen in ihren Angriffspunkten normal zur

Durchschnittslinie sind, so liegen sie in parallelen Ebenen, die nor-

mal zur Durebschnittslinie sind; jede der beiden Gruppen läfst sich

zusammensetzen nach dem Parallelogramm der Kräfte ($$ 28 und

30) und man hat in dem einen Angriffspunkt die Resultante:

Pie= Ip: +P,? +2P,P, . cos 9)

in dem andern Angriffspunkt eine ebenso grolse, aber entgegen-

gesetzt gerichtete Resultante. Anstatt der ursprünglichen Kräfte

können wir diese beiden Kräfte wirkend denken; sie sind parallel,

liegen in einer Ebene, welche durch die Durchschnittslinie der er-

sten beiden Paar-Ebenen geht, und ihr Moment ist =Pa, oder wenn

wir für P den obigen Werth, und darin für P, und P, die vorhin

gefundenen Ausdrücke setzen:

140) Pa—=1/,\(a' P})° + (aUP")® + 2(a!P!).(a"P).cos OS.

Der Neigungswinkel, welchen die neue Paar- Ebene gegen die

erste oder die zweite Paar-Ebene macht, ist gleich dem Winkel,

welchen die Kraftrichtungen P und P, resp. P, einschlielsen. Es ist

also, wenn diese Winkel mit &, und &, bezeichnet werden:

 

 

b a ; ZB
sin sind.= ind. Srakei

140a) P apa
E i ni f (
sin, =sind.Z = sind. =

Man sieht hieraus folgendes Gesetz:
Kräftepaare in Ebenen, die sich schneiden, las-

sen sich stets zu einem Paare zusammensetzen,

indem man den Neigungswinkel der beiden Paar-

Ebenen konstruirt, auf den Schenkeln desselben

in jeder Ebene Stücke abschneidet, welche dem

Kräftepaar in dieser Ebene proportional sind, in

derEbene dieses Winkels über diesen Stücken ein
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Parallelogramm konstruirt, und von dem Schei-
tel des Winkels die Diagonale zieht. Die Diago-
nale ist proportional dem resultirenden Kräftepaar; die Ebene
durch die Diagonale und normal zur Ebene des Winkels
ist die Paar-Ebene des resultirenden Kräftepaares, und die
Winkel, welche die Diagonale mit den Schenkeln des Win-
kels bildet, sind gleich den Neigungswinkeln dieser Ebene
gegen die betreffenden ersten Paar-Ebenen.

Dies interessante Gesetz bietet die grölste Analogie mit dem
Prinzip des Parallelogramms der Kräfte und der Geschwindigkeiten
dar; wir nennen es das Prinzip des Parallelogramms der
Kräftepaare.

9) Zwei Kräftepaare, deren Paar-Axen nicht paral-
lel sind, lassen sich zu einem Kräftepaare vereinigen,
indem man zwei Linien konstruirt, die sich schneiden,
und den Paar-Axen einzeln parallel sind, von dem
Durchschnittspunkt dieser Linien auf jeder ein Stück
abträgt, welches dem Moment des Kräftepaars propor-
tional ist, mit dessen Axe die betreffende Linie parallel
ist, und aus diesen Stücken ein Parallelogramm kon-
struirt. Die Diagonale des Parallelogramms vom Durch-
schnittspunkt der Linien aus, repräsentirt, der Grölse
nach, das Moment des resultirenden Kräftepaars, und
der Lage nach die Axe desselben. Die Paar-Ebene des re-
sultirenden Kräftepaars ist normal zu dieser Axe.

Denn es seien AB und AC die Schnitte der Paar-Ebenen der
gegebenen Kräftepaare mit einer Ebene, die zu beiden normal ist,

ABC=% ist der Neigungswinkel beider
d' Ebenen, nach dem vorigen Satz ist der Nor-

| malschnitt der resultirenden Paar-Ebene und
das Moment des resultirenden Kräftepaars

e durch die Diagonale Ad zu bestimmen, wenn
b_B Ac dem Moment des Kräftepaars in der Ebene

7 AC, Ab dem Moment des Kräftepaares in der
Eee Ebene AB proportional ist. Erriehten wir

in der Ebene ABC in A auf AB die Nor-
male Ad’ auf AC die Normale Ac', so sind diese Normalen auch nor-
mal auf den Ebenen AB und AC, und folglich parallel mit den
Paar-Axen; machen wir Ab’ = Ab, Ac'— Ac, vollenden das Paral-
lelogramm und ziehen die Diagonale Ad’, so ist sehr leicht geome-
trisch zu zeigen, dafs Ad’ = Ad, und normal zu Ad sei. Da Ad’
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—=Ad ist, so ist auch Ad’ proportional dem resultirenden Kräfte-
paar, und da Ad’ normal zu Ad ist, so ist Ad’ auch normal zu der

Ebene, in welcher das resultirende Paar liegt, folglich eine Paar

Axe des resultirenden Paars. Dies war nachzuweisen.
Wir nennen dies Gesetz das Parallelogramm der Paar-

Axen. .
10) Wirken auf ein festes System drei Kräftepaare,

deren Paar-Axen nicht in eine Ebene gelegt werden kön-

nen, so kann man dieselben zu einem Kräftepaar ver-

einigen, dessen Moment durch die Gröfse, und dessen

Paar-Axe durch die Lage der Diagonale eines Parallel-

epipedums repräsentirt wird, dessen Seiten einzeln pro-

portional den Momenten der gegebenen Kräftepaare, und
parallel mit deren Paar-Axen sind. Die Ebene des resulti-

renden Kräftepaars steht normal auf der Diagonale des Parallelepi-
pedums.

Denn es lassen sich nach dem vorigen
Satze die Kräftepaare, deren Axen parallel

mit ab und ac sind, zu einem Kräftepaar

zusammensetzen, dessen Axe ad ist, und es

läfst sich dieses Kräftepaar mit dem dritten,

dessen Axe ac ist, wiederum zusammenset-

zen zu einem resultirenden Kräftepaare.

Die Axe desselben ist @f, und es ist auch af proportional dem

Moment desselben, wenn ae, ac und ab proportional sind dem Mo-
mente der einzelnen Kräftepaare. Nun ist aber af auch die Diago-

nale des Parallelepipedums eab def.
Wir nennen dies Gesetz das Parallelepipedum der Paar-

Axen. i

Die Kräftepaare lassen sich auch nach dem Gesetz No. 8 zu-

sammensetzen, indem man zuerst die Kräftepaare in zwei Ebenen

zu einem komponirt, und dieses dann mit dem Kräftepaar in der

dritten Ebene zusammensetzt.
11) Jedes Kräftepaar läfst sich in zwei oder mehre

andere zerlegen, von denen entweder die Lage der Paar-

Axen oder die Gröfse der Momente der Kräftepaare ge-

geben sein kann.
Dies folgt unmittelbar aus den Gesetzen No. 8, 9 und 10.

12) Der Neigungswinkel der Paar-Axe gegen eine be-

liebige Ebene ist der Komplementswinkel des Neigungs-

winkels der Paar-Ebene gegen dieselbe Ebene, oder
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auch des Neigungswinkels der Paar-Axe gegen eine auf
dieser Ebene normale Axe.

Dies folgt unmittelbar aus der Bedingung, dafs die Paar- Axe
normal zur Paar-Ebeneist.

Mit Hilfe dieser Gesetze lassen sich oft die Entwickelungen der
$$ 75 und 76 wesentlich vereinfachen. Betrachten wir z. B. den
Fall in $76A. Wir zerlegen sämmtliche Kräfte in ihren Angriffs-
punkten nach drei Richtungen, parallel mit den drei Axen; es ent-
stehen die Kräfte: K.cos«...., K.cosß..., K.cosy..., und es läfst
sich die Resultirende der fortschreitenden Bewegung nach den
Gesetzen auf S. 100 und nach den Gleichungen 127, 128, 128a)
der Gröfse und Richtung nach, so wie ihr Angriffspunkt bestimmen.
Nun wirken die Kräfte K.cosß und K.cosy auf Drehung um die
Axe der X; ihre Momente sind K.cosß.x..... und K.cosy.y.
Diese Momente lassen sich durch ein Kräftepaar ersetzen (No. 7),
dessen Momentist:

141) 3(K.cosß.z)-HF(K.cosy.y).
In gleicher Weise lassen sich die Momente, welche auf Dre-

hung um die Axe der Y nnd um diejenige der Z wirken, durch
Kräftepaare ersetzen, deren Momente bezichlich:

141) | Z(K.cosa@.3)+2(K.cosy.e) und
Z(K.cos@.y)+Z(K.cosß.x)

sind. Da die Axen dieser Kräftepaare normal zu einander sind, so
ergiebt sich nach No. 10 das Moment des resultirenden Kräftepaars
gleich:

141a) VILZCH.0sß.2) + Z(K.c0sy.y)]? + [Z(K.cos«@.z)

+2(K.cosy.2)]’+[2(K.cosa.y)+(K.cosß.x)]? b

oder:

v|[Z(K. sin. R,)]® + [(K.sinß.R,)]® + [Z(K.siny.R,,)] I
und es findet sich der Neigungswinkel 7, der resultirenden Paar-
Axe gegen die Ebene YZ:

141b) tangy, =

Z(K.cosß.z) + Z(K.cosy.y)
VILZUK. cosa.2) HECK. c0sy.2)]? + [2(K.cosa.y) H2(K.cosß.a)]°|

oder nach 135a) gleich:

Z(K.sina.R,)

VILSIK:sinß.R,)]P+[LE(K.siny.R)]?} |
und der Neigungswinkel g, der resultirenden Paar-Ebene ge-

 tangn, =
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gen die Ebene YZ, oder der Neigungswinkel der resultirenden Paar-
Axe gegendie Axe der X nach No.12:

141c) tangg, = eotgn, = tang
ug Ay:

Die Gleichungen, welche entstehen, indem man anstatt der Koor-

dinaten die Hebelsarme der Kräfte (nach Gleichung 135 a) S. 128)

einführt, sind dieselben, welche wir unter 138 und 138a) S. 131

auf anderem Wege entwickelt haben, uud es gelten für Kräftepaare,

deren Paar-Axen normal zu einander sind und die nicht in derselben

Ebene liegen, die auf S. 131 bei Gelegenheit der Entwickelung die-

ser Gleichungen aufgestellten Regeln.

Festes System mit fixen (festgehaltenen) Punkten.

$ 79. Die bisherigen Untersuchungen über die Gesetze, welche

für Kräfte gelten, die auf ein festes System wirken, setzten überall

voraus, dafs jeder Punkt des Systems diejenige Bewegung machen

könne, welche durch die Einwirkung jener Kräfte bedingt wurde;

wir nennen ein System, für welches diese Voraussetzung zutriflt ein

freies System. Es kommen jedoch sehr häufig auch solche An-

ordnungen vor, bei denen jene Voraussetzungen nicht gelten; es

kann vielmehr die Bedingung gestellt sein, dafs gewisse Punkte des

festen Systems sich nicht bewegen dürfen, wie auch die Kräfte

des Systems beschaffen sein mögen; solche Punkte nennen wir

fixe Punkte, oder festgehaltene Punkte des Systems, und

das System selbst im Gegensatz zu dem freien System, nennen wir

ein festes System mit fixen Punkten. Die Fälle, welche hier

von besonderem Interesse sind, sind folgende:
a) ein festes System mit einem fixen Punkte,
b) ein festes System mit zwei fixen Punkten,

c) ein festes System mit drei fixen Punkten.

Nach den vorstehenden Andeutungen haben wir unter einem

fixen Punkt eines Systems überhaupt einen solchen zu verstehen,

welcher weder eine fortschreitende Bewegung noch eine roti-

rende Bewegung um irgend eine Axe annehmen kann. Hier-

aus folgt zunächst:

1) dafs das System überhaupt keine fortschreitende Bewe-

gung haben könne, denn eine solche würde allen Punkten

des Systems gemeinschaftlich ($ 65. S. 88), folglich auch den

fixen Punkten eigen sein, und dies widerspricht der Voraus-

setzung, und


