¢. Wirkung mehrer mech. Krifte auf ¢in festes System von Massenelem, 103

sen, wenn parallele Krifte, die auf ein festes Sysiem wirken,
in vollkommenem Gleichgewicht sein sollen.

Das Produkt K.z aus dem Druck einer Kraft in den
normalen Abstand ihres Angriffspunkts von einer Ebene
nennt man das Moment der Kraft in Bezug auf die Ebene.
Es ist dieser Ausdruck nicht zu verwechseln mit dem statischen
Moment einer Kraft in Bezug auf eine Axe.

Bestimmung des Angriffspunktes der Resultanten von parallelen
Kriften, die auf ein festes System wirken; Kriftepaar.

§ 74. Werden die Bedingungs-Gleichungen 116) erfiillt, aber
nicht 112a), so riiekt das feste System geradlinig fort, ohne dals
eine Drehung erfolgt; die Resultante der fortschreitenden Bewegung
liafst sich dann durch die Gleichungen 112 und 113) der Grofse und
lichtung nach bestimmen. Will man nun auch Gleichgewicht ge-
sen die fortschreitende Bewegung herstellen, so mufs man

g
cine Kraft (), die gleich dieser Resultante ist, also

(= 3.(l)

in entgegengesetzter Richtung der Resultanten auf das System wir-
ken lassen; allein sobald man diese Kraft einfiithrt, wird zwar die
fortschreitende Bewegung aufgehoben, aber es ist denkbar, dafs nun
die Bedingungs-Gleichungcn gegen die drehende Bewegung da-
durch gestort werden. Soll gleichwohl das Gleichgewicht gegen
drehende Bewegung bestehen bleiben, so ist der Angriffspunkt
dieser Kraft nicht mehr beliebig (vergl. S.99), sondern, wenn
X, Y, Z die Koordinaten desselben sind, so mufs zufolge der Glei-
chung 116) die Bedingung erfiillt werden:

S(hz) — QX=0

S(Ky)— QY=20

S(Kz) — QZ=0,
daraus folgen die Koordinaten fir den Aungriffspunkt der
Resultanten paralleler Krifte, unter der Voraussetzung, dafs in
dem System keine drehende Bewegung statt finden soll:
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Da iibrigens zufolge der Bedingung, dafs die Kriifte gegen dre-
hende Bewegung im Gleichgewicht sein sollen, sowohl 2 (Kz) als
2(Ky) und 3 (Kz) einzeln gleich 0 sind, so folgt auch X=0,
Y=0, Z=0, d.h. wenn parallele Krifte in Bezug auf drehende
Bewegung im Gleichgewicht sind, aber nicht in Bezug auf fortschrei-
tende Bewegung, so liegt der Angriffspunkt der Resultirenden der
fortschreitenden Bewegung so, dafs wenn man durch denselben drei
zu einander normale Ebenen legt, die Summe der Momente der
Krifte in Bezug auf jede dieser Ebenen gleich Null ist; oder mit
anderen Worten, es ist der Angriffspunkt der Resultirenden immer
in dem Anfangspunkt des angenommenen Koordinatensystems zu
denken, und er liegt daher in jeder der Drehaxen, fiir welche Gleich-
gewicht gegen drehende Bewegung nachgewiesen werden kann.

In diesem Fall lifst sich folglich durch eine einzige Gegenkraft
Gleichgewicht gegen drehende und gegen fortschreitende Bewegung
herstellen.

Wenn die parallelen Krifte, welche auf ein festes System wir-
ken, weder in Bezug auf drehende noch in Bezug auf fort-
schreitende Bewegung im Gleichgewicht sind, so werden die
Bedingungs-Gleichungen nicht erfiillt; dieselben haben dann jm All-
gemeinen die Form:

S(Kz)=4; X(Ky)=B; (k=)= C,
>(K)= Q,
soll nun die Gegenkraft — (), welche die fortschreitende Bewegung
aufhebt, gleichzeitig auch die drehende Bewegung aufheben, so
folgt wieder als Bedingung:
2(Kr) —Q0X=0=2(Kz)— A=0 ete,,
und daraus:

X4 _ 2(Kz) _ 3(Kx)
b B AN S 2(K)
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Durch diese Gleichungen sind die Koordinaten des Angriffs-
punktes der Resultivenden gegen fortschreitende Bewegung unter
der Bedingung vollstindig bestimmt, dafs dieselbe Gegenkraft, vvel-
che die fortschreitende Bewegung aufhebt, gleichzeitig auch die dre-
hende Bewegung aufheben soll; vorausgesetzt nimlich, dals 4, B, C
und Q reelle Werthe sind.

Die beiden Gleichungen 117 und 117a) zeigen, dafls wenn auf
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ein festes System parallele Krifte einwirken, in folgenden beiden
Fillen sich immer eine einzige Gegenkraft und deren An-
griffspunkt bestimmen lilst, nimlich:

1) wenn die parallelen Krifte von Hause aus schon gegen dre-
hende Bewegung im Gleichgewicht sind, aber in Bezug auf
fortschreitende Bewegung kein Gleichgewicht statt findet;

'2) wenn die parallelen Krifte weder in Bezug auf fortschrei-
tende Bewegung noch in Bezug auf drehende Bewegung
im Gleichgewicht sind.

Es bleibt noch ein dritter Fall zu erortern, nimlich der, wenn

3) die parallelen Kriifte von Hause aus gegen fortschreitende
Bewegung' im Gleichgewicht sind, aber nicht gegen dre-
hende Bewegung.

Wir werden sogleich zeigen, dafs dann das vollkommene Gleich-
gewicht nicht durch eine einzige Gegenkraft hergestellt vverden
kann.

Dieser Fall entspricht nimlich den Gleichungen:

2(Kr) =A; S(Ky) =B; I(kz)=C; 2(K)=0.

Denken wir nun, es wiirde eine einzige Kraft angebracht, welche
im Stande wiire das Gleichgewicht gegen drehende Bewegung her-
zustellen, so vviirde durch dieselbe oflenbar die Gleichung 2(K)=0
gestort werden, und es wiirde nun eine fortschreitende Bewegung
eintreten. Um aber die Gleichung J(K) =0 aufrecht zu erhalten,
ist es nothig wenigstens zwei Krifte auf das System wirken zu
lassen, die der Grofse nach gleich, der Richtung nach aber entge-
gengesetzt, und deren Richtungslinien parallel mit den Richtungs-
linien der gegebenen Krifte sind. Nennen wir diese beiden Krifte
Pund —P. Durch Einfithrung dieser beiden Kriifte wird das Gleich-
gewicht gegen fortschreitende Bewegung nicht gestort, denn es ist
offenbar, wenn 3'(K)= 0 ist, auch X (K)+P—P—0.

Nennen wir die Koordinaten des Angriffspunktes der beiden
Krifte P und —P bezichlich X, Y, Z und X', Y/, Z’, so folgt,
wenn diese Krifte das Gleichgewicht gegen drehende Bewegung
herstellen sollen:

S(Kz) +P(X—X')=0
118) S(Ky)+P(Y—Y)=0
3(Kz) + P(L—2')=0.
Diese drei Bedingungs- Gleichungen sind die einzigen, welche

sich fiir die Bestimmung der Drucke P und — P, sowie der Koor-
dinaten ihrer Angriffspunkte aufstellen lassen, sie enthalten sieben
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Unbekannte, néimlich P, X, Y, Z, X', Y, Z’, und es sind daher im-
mer vier davon beliebig zu geben.

Giebt man den Druck +P der Grofse nach, und auch seinen
Angriffspunkt durch die Koordinaten X, Y, Z, so sind die Koordi-
naten des Angriffspunktes fiir den Druck — P durch die Gleichun-
gen 118) zu finden.

Durch die Werthe (X—X'), (Y—7Y’), (Z—Z') ist iibrigens
die gegenseitige Lage der Angriffspunkte der beiden Kriifte voll-
kommen bestimmt, so dafs wenn man die Griofse der Kriifte P an-
nimmt, es nur auf diese gegenseitige Lage ankommt, nicht aber
auf die absolute Lage der Angriffspunkie.

Man siebt iiberhaupt, dals die Gleichungen 118) folgendes Ge-
selz ausdriicken:

Wenn auf ein festes System beliebig viele paral-
lele Krifte wirken, welche im Gleichgewicht ge-
gen fortschreitende Bewegung sich befinden,
aber nicht im Gleichgewicht gegen drehende Be-
wegung, so ist in Bezug auf drehende Bewegung
niemals eine einzige Resultante denkbar,sondern
es miissen deren wenigstens zwei angenommen
werden, deren Richtungen parallel sind mit den-
jenigen der parallelen Krifte, und die einander
der Gréfse nach gleich, der Richtung nach aber
entgegengesetzt sind. Man kann die Groflse die-
ser beiden Resultanten beliebig annehmen, dann
aber ist die gegenseitige Lage der Angriffspunkte
vollkommen bestimmt.

Da diese beiden Resultanten parallel mit einander und mit den
Richtungen der urspriinglich gegebenen Kriifte sind, so lifst sich
durch beide immer eine Ebene legen, welche parallel ist mit den
Richtungen der gegebenen Kriifte.

Zwei gleich groflse Kriifte, deren Richtungen parallel
aber entgegengesetzt sind, und welche sich nicht im Gleichge-
wicht gegen Drehung befinden, nennt man ein Hriftepaar.

Das Produkt aus dem Druck einer der beiden Krifte in den
kiirzesten Abstand ihrer Richtungslinien nennt man das Flommemnt
des Kriftepaars.

Die Wirkung paralleler Kriifte, die in Bezug auf fortschreitende
Bewegung im Gleichgewicht sind, nicht aber in Bezug auf drehende
Bewegung, lilst sich daher immer durch ein Kriftepaar ersetzen,
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welches in einer mit den Krafirichtungen parallelen Ebene liegt,
dessen Kriifte beliebig grofs angenommen werden kénnen, und des-
sen Angriffspunkte eine bestimmte relative Lage gegen einander ha-
ben, die man konstruiren kann, sobald man die Grofse der Krifte
des Kriftepaars gegeben hat.

Die Entfernung der Angriffspunkte des Kriftepaars driickt sich
wie leicht zu iibersehen ist, aus durch:

V(=X + (Y= vy - (2—2)7),
und wenn y der Winkel ist, welchen die Verbindungslinie der An-
griffspunkte mit der Richtung der Krifte macht, so ist die kiirzeste

Entfernung der Richtungslinien der Krifte, wie ebenfalls durch eine
einfache Betrachtung zu iibersehen ist:

sinp . Vg(x—x')Z +(Y—Y)* + (2—2')}
und folglich das Moment des Kriftepaares:
118a) P.siny ]/ {(X—X)2 (Y= V)2 +(Z—2')*} =

= siny. 1/{ [S(Kx)]? +[Z(Ky)]2 + [2(1(74)]2} (Gl 118)
in welchem Ausdruck v den Winkel bezeichnet, welchen die Rich-

tungen der parallelen Kriifte mit der Verbindungslinie der Angriffs-
punkte des Kriftepaares bilden.

Bestimmung der Resultanten und ihrer Angriffspunkte fir Krifte, die
auf ein festes System wirken, und welche zwar in parallelen Ebenen lie-
gen, aber nicht unter einander parallel sind.

§ 75. Untersuchen wir nun den Fall, dafs Krifte, die zwar
nicht parallel sind, deren Richtungslinien aber in parallelen Ebe-
nen liegen, auf ein festes System wirken.

Wir setzen zuerst den allgemeinsten Fall voraus, niimlich:

A. dafs die Krifte weder in Bezug auf fortschreitende
noch in Bezug auf drehende Bewegung im Gleich-
gewicht seien.

Denken wir drei Koordinaten-Ebenen, von denen eine (die
dritte) parallel ist mit den Ebenen der Krifte, die beiden andern
also (die erste und zweite) normal zu den Ebenen der Krifte sind;
es liegt dann die erste und zweite Axe in einer Ebene parallel mit
den Ebenen der Krifte, und die dritte Axe ist normal zu den Ebe-
nen der Kriifte.



