100  Grundlehren der Mechanik. B, Von den mechanischen Kriften.

Sollen die Kuvifte, deren Richtungen parallel sind, gegen fort-
schreitende Bewegung im Gleichgewicht sein, so folgt aus Glei-
chung 112):

112a) S (K) = 0.

Gesetze fiir das Gleichgewicht gegen drehende Bewegung, wenn die Kraftrich-
tungen parallel sind.
§ 73. Untersuchen wir nun die Verhiilinisse der drehenden
Bewegung.
Zu dem Ende wollen wir zuniichst die Gesetze des Gleichge-
wichts gegen drehende Bewegung nither betrachten.
In den Gleichungen 108):
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bezeichnen R, B, B, die kiirzesten Abstinde der einzelnen Krifte
von den drei angenommenen Axen; diese kiirzesten Abstinde wer-
den erhalten, wenn man durch die Richtungen der Krifte Ebenen
legt, die parallel mit den Axen sind, und die Abstinde dieser Ebe-
nen, oder die Normalen von den betreffenden Axen auf die Ebenen
konstruirt. Jede Ebene, parallel mit einer der drei Axen, ist nor-
mal auf der Ebene, in welcher die beiden andern Axen liegen, die
so gedachte Ebene durch irgend eine Kraftrichtung ist also die pro-
jicirende Ebene fiir diese Kraftrichtung auf dic Ebene der beiden
andern Axen, und ihre Durchschnittslinie mit dieser letztgenannten
Ebene ist die Projektion der Kraftrichtung auf diese; die Nor-
male von der Axe auf die projicirende Ebene, oder der gesuchte
kiirzeste Abstand ist also gleich der Normalen von dem Durch-
schnittspunkt der drei Axen auf die Projektion der Kraftrichtung.
Es sei z. B. die Ebene des Papiers dicjenige der Axen YZ; pq sei
die Projektion der Kraftrichtung K auf diese Ebene oder der Durch-
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schnitt dieser Ebene mit einer Ebene, welche durch die Richtung
von K parallel zur ersten Axe gelegt werden kann, dann ist Xa,
oder die Normale von der Axe X auf diese Ebene, welche gleich
ist der Normalen vom Durchschnittspunkt der Axen auf die Pro-
jektion pg, die gesuchte kiirzeste Entfernung R,

Betrachten wir nun zuniichst den Fall, dafs die Richtungen
simmtlicher Krifte parallel mit einander sind. Es wer-
den dann auch die projicirenden Ebenen, und folglich auch die Pro-
jektionen parallel mit einander sein; ist z. B. p’q’ die Projektion der
Kraftrichtung K', so ist offenbar ¢’X—=R/, gleich dem kiirzesten
Abstande der Kraft K', und es fallen daher die Hebelsarme siimmt-
licher parallelen Krifte in Bezug auf eine bestimmte Axe in ein und
dieselbe Ebene, welche durch diese Axe geht, [und normal zu den
Kraftrichtungen ist. Nun gehen auch, unter der Bedingung, dals
die Kraftrichtungen parallel sind, dals folglich die Neigungswinkel,
welche sie mit den drei angenommenen Axen bilden, fiir alle Krifte
dieselben sind, die Gleichungen 108), nach Ausscheidung der ge-
meinschaftlichen Faktoren sin «, sin 8, sin y, iiber in:

114) Z(KB)=0; 2 (KR,)=0;: 2(KR,)=0.

Denken wir durch die Axe X eine Ebene nX gelegt, welche
die projicirenden Ebenen der Kraftrichtungen unter einem beliebigen
Winkel ¢ schneidet, so sieht man leicht, dafs die Hebelsarme

Ry=: X/ — X0 «sin @su R/i=Xa — Xn/.sin @
ele. sind. Setzen wir diese Werthe in die Gleichung 114), so folgt,
indem man mit dem gemeinschaftlichen Faktor sin ¢ dividirt,
(K. Xn)=0 etc.,

d. h. man kann, wenn die Kraftrichtungen parallel sind, anstatt der
kiirzesten Entfernungen von den Drehaxen, auch beliebig andere Ab-
stiinde der projicirenden Ebene von den Drebhaxen einfithren, yenn
dieselben nur simmtlich zur Drehaxe normal und unter sich
parallel sind.

Legt man durch die Axe X eine Ebene. M N, welche parallel
mit den projicirenden Ebenen ist, so folgt leicht, dafs wenn ¢, ¢'...
die Angriffspunkte der parallelen Krifte sind, die Abstinde g0 =aX—=R&,
qo=dadX=R....zu seizen sind. Bezeichnet man mit «, &', 2"
ete. die Abstinde der Angriffspunkte der parallelen Krifte von einer
Ebene, die mit ihrer Richtung parallel ist, so folgt aus Gleichung
114) auch:

2 (Kz) = 0 ete.

Sind die Krafirichtungen zwar unter sich parallel, aber nicht

parallel mit der Ebene in Bezug auf welche die Abstinde ihrer An-
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griffspunkte x, o', 2”... gegeben sind, sondern bilden sie mit der-
selben einen beliebigen Winkel 9, so kann man offenbar fiir jede
der einzelnen Kriifte K, K’, K" etc. immer zwei andere substituiren,
welche wir mit K, und K,, K', und K’, ete. bezeichnen wollen; und
von denen die Krifte K, K’, parallel, die Krifte K,, K’,... normal
zu der Ebene sind. Durch diese Substitution wird offenbar das
Gleichgewicht nicht geiindert; und es gilt dann in Bezug auf die
mit der Ebene parallelen Kriifte die Gleichung:
S(Kx)=0.

Es ist aber offenbar K,— K.cosvy, K',/—K’.cosy etc. Setzen
wir diese Werthe fiir K, K’ etc. ein, so geht die Gleichung
itber in:

S(K.cosyp.z)=0,
und da cosvy allen Summanden gemeinschaftlich ist, so folgt auch:
115) (K .2z)=0.

Diese wichtige Gleichung driickt folgendes Gesetz aus:
Wenn auf ein festes System beliebig viele Krifte
wirken, deren Richtungslinien parallel sind und
die Kriifte sind in Bezug auf drehende Bewegung
im Gleichgewicht, so ist die Summe der Produkte,
welche gebildet werden, indem man jede Kraft
mit dem normalen Abstand ihres Angriffspunktes
von einer beliebig gegebenen Ebene multipli-
cirt, gleich Null.

Sind die Krifte unter sich parallel, und denken wir drei be-
liebige Ebenen, welche unter einander normal sind (Koordina-
ten-Ebenen), so gilt das Gesetz fiir alle drei Koordinaten-Ebenen,
und wenn z, 2, 2" ... die Koordinaten der Angriffspunkte in Bezug
auf die erste Ebene, v, 9, 9" und z, 7, z”.... die Koordinaten in
Bezug auf die zweite und dritte Ebene bezeichnen, so hat man fiir
parallele Kriifte, die an einem festen System im Gleich-
gewicht gegen drehende Bewegung sein sollen, die drei
Bedingungs-Gleichungen:

116) 2(Kz) =0; 2 (ky)=0; =X (Kz)=0.

Fiigen wir noch die Bedingung der Gleichung 112a) hinzu,
welche das Gleichgewicht in Bezug auf fortschreitende Bewe-
gung enthilt, so sind die vier Gleichungen:

2(Hr)—0; (M) =0:" 2(Ks)=10
und
S(K)=0.
vier Bedingungs-Gleichungen, welche séimmtlich erfiillt yverden miis-
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sen, wenn parallele Krifte, die auf ein festes Sysiem wirken,
in vollkommenem Gleichgewicht sein sollen.

Das Produkt K.z aus dem Druck einer Kraft in den
normalen Abstand ihres Angriffspunkts von einer Ebene
nennt man das Moment der Kraft in Bezug auf die Ebene.
Es ist dieser Ausdruck nicht zu verwechseln mit dem statischen
Moment einer Kraft in Bezug auf eine Axe.

Bestimmung des Angriffspunktes der Resultanten von parallelen
Kriften, die auf ein festes System wirken; Kriftepaar.

§ 74. Werden die Bedingungs-Gleichungen 116) erfiillt, aber
nicht 112a), so riiekt das feste System geradlinig fort, ohne dals
eine Drehung erfolgt; die Resultante der fortschreitenden Bewegung
liafst sich dann durch die Gleichungen 112 und 113) der Grofse und
lichtung nach bestimmen. Will man nun auch Gleichgewicht ge-
sen die fortschreitende Bewegung herstellen, so mufs man

g
cine Kraft (), die gleich dieser Resultante ist, also

(= 3.(l)

in entgegengesetzter Richtung der Resultanten auf das System wir-
ken lassen; allein sobald man diese Kraft einfiithrt, wird zwar die
fortschreitende Bewegung aufgehoben, aber es ist denkbar, dafs nun
die Bedingungs-Gleichungcn gegen die drehende Bewegung da-
durch gestort werden. Soll gleichwohl das Gleichgewicht gegen
drehende Bewegung bestehen bleiben, so ist der Angriffspunkt
dieser Kraft nicht mehr beliebig (vergl. S.99), sondern, wenn
X, Y, Z die Koordinaten desselben sind, so mufs zufolge der Glei-
chung 116) die Bedingung erfiillt werden:

S(hz) — QX=0

S(Ky)— QY=20

S(Kz) — QZ=0,
daraus folgen die Koordinaten fir den Aungriffspunkt der
Resultanten paralleler Krifte, unter der Voraussetzung, dafs in
dem System keine drehende Bewegung statt finden soll:

[ g 4
2(Ky) __ =(Ky)

S i S(Kx) _ Z(Kx)

117)

2(Kz) _ 2(Kz)
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