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auf ein System angebrachten Krifte, dann die in dem System
thétigen Krifte einer niihern Betrachtung unterzichen.

Von den auf ein festes System angebrachten Kriften.

Vollkommenes, unvollkommenes Gleichgewicht — Gegenkraft, Mittel-
kraft (Resultivende) mehrer auf ein festes System wirkenden Krifte.

§ 67. Wirken beliehige Krifte anf ein festes System, so er-
theilen sie im Allgemeinen jedem Punkte desselben, wie wir oben
gesehen haben, eine fortschreitende und eine drehende Bevwegung.
Wir sagen, die Kriifte, welche auf ein System wirken, seien in ir-
gend einem Augenblick in vollkommenem Gleichgewicht,
wenn sie dem System keine Bewegung, oder den einzelnen Mas-
senelement keinen Geschwindigkeitszuwachs in diesem Augenblick
ertheilen. Wenn dagegen die Krifte dem System zvwar keine fort--
schreitende, aber eine drehende Bewegung ertheilen, oder wenn sie
zyvar keine drehende, aber eine fortschreitende Bewegung bewirken,
so sagen wir, es finde theilweises oder unvollkommenes
Gleichgewicht statt, und bezeichnen den erstgenannten Fall als
Gleichgewicht gegen fortschreitende, den andern Fall als
Gleichgewicht gegen drehende Bewegung.

Sind mehre Krifte, welche auf ein System wirken, nicht im
Gleichgewicht, und es kann eine neue Kraft auf das System wir-
kend gedacht werden, durch deren Einwirkung Gleichgewicht statt
finden wiirde, so nennen wir diese Kraft die Gegenkraft des Sy-
stems von Kriiften. Denken wir in dem Angriffspunkt der Gegen-
kraft eine Kraft wirkend, welche derselben der Richtung nach gleich
aber entgegengesetzt ist, so nennen wir diese die Mittelkraft, oder
die Resultirende des ganzen Systems; denn offenbar vviirde
die Wirkung der einzelnen in den verschiedenen Angriffspunkten
wirkenden Krifte durch' die ‘Wirkung dieser Mittelkraft substituirt
werden konnen, das heilst, es wiirde die Wirkung auf das feste
System dieselbe bleiben, wenn wir anstatt der einzelnen Krifte die
Mittelkraft in dem bestimmten Angriffspunkt allein wirksam denken.

Es folgt aus dieser Darstellung jedoch durchaus nicht, dafs fiir
jedes feste System, auf welches beliebige Kriifte einwirken, jedes-
mal nur eime Mittelkraft wirklich denkbar sei; es kann viel-
mehr die fortschreitende Bewegung des Systems eine andere und
in einem andern Angriffspunkt wirksame Gegenkraft bedingen, als
die drehende Bewegung, ja es lifst sich oft die drehende Bewe-
gung, welche die Kriifte dem System ertheilen, gar nicht durch eine
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einzige Gegenkraft im Gleichgewicht erhalten. Wir konnen dem-
gemiifs unterscheiden eine Resultirende der fortschreitenden
Bewegung, und eine Resultirende der drehenden Bewe-
gung des Systems, indem wir unter jener cine solche Kraft ver-
stechen, die, wenn sie in entgegengesetzter Richtung in ihrem An-
griffspunkte wirkte, Gleichgewicht gegen fortschreitende Bewegung,
und unter der letztgenannten eine solche Kraft verstehen, welche,
wenn sie an ihrem Angriffspunkt in entgegengesetzter Richtung
wirkte, Gleichgewicht gegen drehende Bewegung herstellen vviirde.

Grundsiitze fir dic Wirkung mehrer auf ein festes System angebrachten
Krifte.

§ 68. Bevor wir auf die Bestimmung der Resultirenden der
Grofse und Richtung nach eingehen, stellen wir zuniichst folgende
Grundsiitze auf:

1) Wenn die simmtlichen auf ein festes System wir-
kenden Krifte in ihren Angriffspunkten einzeln im
Gleichgewicht sind, so ist das ganze System im voll-
kommenen Gleichgewicht.

In diesem Falle ist nimlich iiberhaupt keine mechanische Wir-
kung auf irgend einen Punkt des Systems vorhanden.

2) Wenn die auf ein festes System wirkenden Kriifte in ihren
Angriffspunkien nicht im Gleichgewicht sind, so erfolgt Bewegung
des ganzen Systems; die Angriffspunkte der Kriifte legen dabei in
irgend einem Augenblicke gewisse Wegelemente zuriick; soll nun
die Gegenkraft im Stande sein, in dem System Gleichgewicht her-
zustellen, so mufs nach den ersten Prinzipien von der Wirkung
der Krifte, die Wirkungsgrofse der Gegenkraft gleich und entge-
gengesetzt sein der Summe simmtlicher Wirkungsgrofsen, welche
sich bilden, indem man in jedem Angriffspunkt den resultiren-
den Druck (§46. S.54) der in demselben wirkenden Krifte fiir
die Richtung, nach welcher die Bewegung des Angriffspunktes er-
folgt, bestimmt, und diesen Druck mit dem Wegelemente, welches
der Angriffspunkt bei der Bewegung durchliuft, multiplicirt (§ 22.
S. 27). Dabei ist wohl zu beachten, dals jedes Produkt negativ
zu nehmen ist, fiic welches der Weg, den der Angriffspunkt durch-
lduft, der Richtung, in welcher der resultirende Druck fiir diesen
Angriffspunkt wirkt, entgegengesetzt ist, vorausgesetzt nimlich, dafs
man diejenigen Produkte positiv nimmt, fiir welche die Richtung
des resultirenden Drucks mit der Richtung, in welcher die Bewe-
gung erfolgt, zusammenfillt.
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Dieses wichtige Gesetz haben wir hier als Grundsatz aufge-
stellt. Es bedarf auch in der That keines Beweises, da es unmit-
telbar aus der Beirachtung fliefst, dafs die Wirkung irgend einer
Kraft nur durch eine eben so grofse und entgegengesetzte Wirkung
aufgehoben werden kann, dafs ferner, wenn das System eine Be-
wegungsinderung erfiithre, dies nur durch die in den ecinzelnen An-
griffspunkten wirksamen Krifte geschehen konne; und dafs endlich
die Wirkungsgrofsen dieser Kriifte nach den Richtungen hin, nach
welchen sie ihre Angriffspunkte wirklich bewegen, sich summiren
miissen.

Anwendung des Prinzips der virtuellen Wege auf Krifte, die auf ein
festes System wirken.

§ 69. Bezeichnet nun K den Druck der Resultirenden fiir ir-
gend eine der Bewegungen, welche das System annehmen kann;
ds das Wegelement, welches der Angriffspunkt dieses Drucks durch-
laufen mufs, K', K", K" .... seien die resultirenden Drucke fiir ver-
schiedene Angriffspunkte nach der Richtung, in welcher die Bewe-
gung des Systems erfolgt, und ds’, ds", ds" seien die Wegelemente,
welche sie bei dieser Bewegung durchlaufen, so ist offenbar in Folge
des Gesetzes No. 2 in § 68:

101) K.dS=K'.ds'+ K".ds"+ K" . ds" + ... = Z(K'.ds),
folglich:
1012) I (K'ds') — K.dS=0,

welche Gleichung den Fall des Gleichgewichts bezeichnet, indem
— K. dS das Leistungselement der Gegenkraft ausdriickt. — Diese
Gleichungen gelten iibrigens ganz allgemein, sowohl wenn das
System eine fortschreitende Bewegung erfihrt, als auch fiir
eine drehende Bewegung, wenn nimlich dS, ds’..... die un-
endlich kleinen Wege sind, welche durch Drehung durchlaufen
werden, und welche immer fiir ein Zeitelement als geradlinigt be-
trachtet werden konnen.

Nun lifst sich aber fiir jeden Angriffspunkt das Gesetz der vir-
tuellen und reellen Wege anwenden § 46. S. 54. Nehmen wir néim-
lich in der Richtung der resultirenden Drucke, welche in den ver-
schiedenen Angriffspunkten wirksam sind, beliebige Abstinde von
den Angriffspunkten selbst, und es seien ', a”, a”.... diese Abstéinde,
denken wir nun, K' sei der resultirende Druck von einer Menge
anderer Drucke K',, K',, K',, .. .., die in demselben Angriffspunkte
wirken, und wir projiciren den Abstand ¢’ auf die Richtungen die-
ser Drucke, so dals o, @, @, .... die Projektionen werden; mit
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den iibrigen Drucken, welche in den andern Angriffspunkten vyir-
ken, machen wir es ebenso, dann folgt nach Gleichung 82):
Kd=Kd+Kd +K,d, +....=2(Kd),

{HEES KI’ al’
X _2( a )’
setzen wir diesen Werth in die Gleichung 101), so folgt:
¢ A vy de!
102) K.ds=3(K'd,. =3).

Da der Abstand @' ein beliebiger ist, so kénnen wir auch ¢'=ds/,
d. h. wir konnen @' fiir jeden Angriffspunkt gleich dem Wegele-
ment dieses Angriffspunkts nehmen, bezeichnen wir dann die Pro-
jektion des Wegelements ds’ auf die Richtung der verschiedenen
in demselben Angriffspunkt wvirkenden Krifte mit ds’,, ds’,..., so
folgt:
103) K.dS=3(K/ds').

Diese Gleichung lehrt das Prinzip der virtuellen Wege auf
Kvriifte anwenden, welche auf ein festes System wirken. Sie heilst
in Worten:

Wenn auf ein festes System beliebige Kriifte ein-
wirken, und das System erleidet in irgend einem
Augenblick eine unendlich kleine Bewegung,
gleichviel wie dieselbe beschaffen ist, so ist das
Produkt aus dem Druck der Resultirenden in
das Wegelement ihres Angriffspunkts gleich der
Summe der Produkte, welche man erhilt, indem
man jeden einzelnen Druck, der auf das System
wirkt, multiplizirt mit der Projektion des Weg-
elements (welches sein Angriffspunkt bei dieser
Bewegung durchliunft) auf die Richtung des Druk-
kes; wobei die Vorzeichen nach §49 zu bestim-
men sind.

Fiir den Zustand des Gleichgewichts gilt die Gleichung 101a):

3(K'ds') —K.dS=20,
oder da KdS hier keine andere Rolle spielt, als K’'ds’ etc. auch:
104) X (K.dS) =0,
und es folgt, wie sich fiir diesen Fall sehr leicht entwickeln Iifst,
das Gesetz in folgender Form:
Wenn auf ein festes System beliebig viel Krifte
wirken, und dieselben sind im Gleichgewicht, so
mulfls, wenn man dem ganzen System eine belie-
bige unendlich kleine, sei es fortschreitende
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oder drehende Verriickung ertheilt, die Summe
der Produkte, welche gebildet werden, indem
man jeden einzelnen Druck mit der Projektion
des Wegelements (welches sein Angriffspunkt bei
dieser Verriickung durchliuft) auf die Richtung
der einzelnen Drucke multiplizirt, gleich Null
sein.

In allen Fillen, wo die in endlichen Zeiten durchlaufenen Wege
der Angriffspunkte sich verhalten, wie die unendlich kleinen
Wege, gilt das Gesetz auch fiir endliche Verriickungen des festen
Systems.

Suchen wir nunmehr die eben entwickelten allgemeinen Ge-
seize auf besondere Fille anzuwenden, und daraus Folgerungen zu
ziehen, welche in vielen Fillen die Betrachtung vereinfachen.

Bedingungen des Gleichgewichtes fiir Krifte, die auf ein festes System
wirken.

§ 70. Wirken beliebig viele Krifte auf ein festes System, und
es soll vollkommenes Gleichgewicht statt finden, so miissen nach
§ 67 zwei Bedingungen erfiillt werden:

1) Es mufs fir jede fortschreitende Bewegung die Leistung
der Resultirenden Null sein; und:

2) Es mufs fiir jede drehende Bewegung die Leistung der Re-
sultirenden Null sein.

Es mufs also die Gleichung 104) sowohl fiir jede fortschrei-
tende Bewegung, als auch fiir jede drehende Bewegung erfiillt
werden. Wird nur eine von beiden Bedingungen erfiillt, so ist
unvollkommenes Gleichgewicht vorhanden.

Sind beliebige Kriifte, die auf ein festes System wir-
ken, im Gleichgewicht, so lifst sich jede als die Gegen-
kraft aller iibrigen ansehen. (Vergl. §. 35. No. 2).

Um zu zeigen, dafs die Leistung fiir jede beliebige Richtung in
Bezug auf fortschreitende Bewegung gleich Null ist, geniigt es,
zu zeigen, dafs sie fiir drei zu einander normale Richiungen gleich
Null ist, und um zu zeigen, dafs die resultirende Leistung fiir jede
beliebige Drehung gleich Null sei, geniigt es zu zeigen, dafs
sie fiir drei zu einander normale Axen gleich Null sei. (Vergl. §48.
S. 58).

Wenn nach irgend einer Richtung keine fortschreitende
Bewegung statt finden soll, so mufs, wenn K, Kbl 35 die
resultivenden Drucke fiir diese Richtung, ds, ds’, ds”... aber die
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Wegelemente sind, welche von den Angriffspunkien gleichzeitig
durchlaufen werden, zufolge Gleichung 104) sein fiir diese Richtung:
2(K.ds) =0,
nun sind bei der fortschreitenden Bewegung die Wegelemente
der einzelnen Angriffspunkte alle gleich grofs (§ 65. S. 88), es folgt
also als Bedingung fiir das Gleichgewicht in Bezug auf fortschrei-

tende Bewegung nach irgend einer Richtung:

105) 2 (K) =0,
d. h. es mufs die Summe simmtlicher resultirenden Drucke fiir diese
Richtung gleich Null sein.

Wenn in Bezug auf drehende Bewegung um irgend eine
Axe Gleichgewicht vorhanden sein soll, so mufs auch die Glei-
chung 104) erfiillt werden. Nennen wir R, BR,, R, ... die Halb-
messer der Kriimmungskreise der Wegelemente, welche die einzel-
nen Angriffspunkte bei der Drehung um jene Axe beschreiben
wiirden, oder, was dasselbe sagt, die normalen Abstinde der An-
griffspunkte von der Drehungsaxe, K, K, K, . ... die resultirenden
Drucke nach der Richtung der Wegelemente, welche die Angriffs-
punkte durchlaufen wviirden, und bemerken wir, dafs die einzelnen
Wegelemente sich ausdriicken durch ds, = C’.dt, wenn C'... die
Geschwindigkeiten bedeuten (Gleichung 24. S. 17) oder, da C'=wR,
(Gleichung 80. S. 51) wenn w... die Winkel-Geschwindigkeiten
bezeichnen, durch ds,=wR,dt, so folgt fir die Gleichung 104) in
Bezug auf Drehung folgende Gestalt:

3(Kds,)) = Z(KwR,dt) =0,
und da dt ein gemeinschaftlicher Faktor, w aber ebenfalls allen Sum-
manden gemeinschaftlich ist, insofern alle Angriffspunkte sich nur
mit derselben Winkel-Geschwindigkeit bewegen konnen (§. 65.
S. 86), so folgt als Bedingung des Gleichgewichts in Bezug auf Dre-
hung um irgend eine Axe: 3
106) 2 (K,R) =0,

worin I, den resultirenden Druck in jedem Angriffspunkt bezeichnet,
in einer Richtung, welche in einer durch den Angriffspunkt gehen-
den, zur Drehaxe normalen Ebene liegt, und zu dem Halbmesser £,
normal ist.

Zerlegt man die simmtlichen in ein und demselben Angriffs-
punkt wirkenden Drucke nach zwei Richtungen, von denen eine
parallel mit der angenommenen Drehaxe ist, die andere aber in
jene normale Ebene fillt, so erscheint offenbar der Druck K, auch
als der resultirende Druck aus allen diesen in der genannten Ebenc
liegenden Drucken, und das Produkt K R, erscheint als das statische
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Moment dieses resultirenden Druckes (§ 50. S. 60). Es gilt dann
das Gesetz des § 51, d. h. man kann setzen:
KR = 3(K'R/),

wenn man unter k', K", K" .... die Komponenten simmtlicher
in demselben Angriffspunkt wirkender Krifte in Bezug auf eine,
zur Drehaxe normale Ebene versteht, und wenn R/, R/, R/ etc.
die Hebelsarme dieser Komponenten, oder die Normalen bezeich-
nen, welche man von dem Durchschnittspunkt der Drehaxe mit der
Ebene auf die Richtung der Drucke K/, K", K" .... ziechen kann.
Demniichst geht die Gleichung 106) iiber in:

106a) 2(K/B/)=0,
d. h. wenn in Bezug auf Drehung um eine gewisse Axe Gleichge-
wicht bestehen soll, und man zerlegt die simmtlichen in den einzel-
nen Angriffspunkten wirkenden Krifte nach je zwei Richtungen, von
denen die einen parallel mit der Drehaxe sind, die andern aber in
Ebenen liegen, welche normal zu der Drehaxe sind und durch den
Angriffspunkt der einzelnen Krifte gehen, so mufs die Summe der
statischen Momente dieser letztgenannten Komponenten in Bezug auf
die Durchschnittspunkte ihrer Ebenen mit der Drehaxe gleich Null
sein.

Nun ist aber zu bemerken, dafs der Hebelsarm R’, die Nor-
male ist, welche man von der Drehaxe auf die in der zur Drehaxe
normalen Ebene liegende Komponente ziehen kann, diese Normale
giebt aber zugleich den Abstand einer Ebene, welche mit der Dreh-
axe parallel ist, und durch die Komponente geht; in dieser hier er-
withnten Ebene liegt aber auch die urspriingliche Kraftrichtung, da
ja diese Kraftrichtung mit ihren Komponenten in einer und dersel-
ben Ebene liegen mufs, die eine Komponente aber die eben er-
wihnte, die andere dagegen mit der Drehaxe parallel ist; es stellt
also die Normale R, den Abstand der Drehaxe von einer Ebene
dar, welche mit derselben parallel durch die urspriingliche Kraft-
richtung gelegt ist, oder mit andern Worten, es ist der Hebelsarm
R', der Komponente, welche auf Drehung um irgend eine Axe
wirkt, nichts anders, als die kiirzeste Entfernung der ur-
spriinglichen Kraftrichtung von dieser Drehaxe.

Nach diesen Darstellungen ist es nun nicht schwer die Bedin-
gungen fiir das vollkommene Gleichgewicht mehrer auf ein
festes System wirkender Krifte aufzustellen.

Zunichst denken wir ein festes Axensystem, es seien a, 3, 73
ey B, 7' ete. die Winkel, welehe die in den verschiedenen An-
griffspunkten wirksamen Krifte mit den Axen bilden. Die resnl-
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tirenden Drucke in dem ersten Angriffspunkt nach der Richtung
der ersten Axe sind dann S(K.cosa), im zweiten Angriffspunkt
2 (K'.cos a'), im dritten I(K”. cos &”) etc., ebenso lassen sich die
in den einzelnen Angriffspunkten wirkenden resultirenden Drucke
fir die beiden andern Axen bestimmen, und es folgt aus der Glei-
chung 105) als Bedingung des Gleichgewichts gegen fort-
schreitende Bewegung:
2(K.cose) =10
107) { Z(K.cosf)=0
S(K.cosy)=0.

Die Komponenten der Krifte in Ebenen, welche zu den an-
genommenen Axen normal sind, driicken sich aus durch K. sin a,
K'.sine', K".sina”.... fir die Ebenen normal zur ersten Axe;
durch K.sin ... und durch K.siny.... fiir die Ebenen normal zur
zweiten und dritten Axe, und es folgt fiir die Bedingung des Gleich-
gewichts gegen drehende Bewegung aus Gleichung 106a) fir alle
drei Axen:

S(K.sine.R)=0
108) { 2(K.sinB.R,)=0
2(K.siny.R,)=0,
worin B, R, R, die kiirzesten Entfernungen der Richtungslinien
der einzelnen Krifte von der ersten, zweiten und dritten Axe be-
zeichnen.

Die Gleichungen 107 und 108):

S(K.cosa)=0; Z(K.cosf)=0; I(K.cosy)=0,
und

2(K.sine.B)=0; 2(K.sinf.R,)=0; I(K.siny.R,)=0
stellen sechs Bedingungs-Gleichungen dar, welche er-
fillt werden miissen, wenn vollstindiges Gleichgewicht
der verschiedenen auf ein festes System wirkenden
Krifte vorhanden sein soll.

Bestimmung  der Resultanten der fortschreitenden Bewegung fir

Kvifte, die unter belichigen Winkeln auf ein festes System wirken.

§ 71. Da nun jede Kraft in einem festen System, an welchem
Gleichgewicht statt findet, als die Gegenkraft aller iibrigen sich an-
sehen lifst, so konnen wir nach den oben gefundenen Gesetzen leicht
die Groflse, die Richtung und den Angriffspunkt der Resultanten von
Kriften bestimmen, die nicht im Gleichgewicht sind. Wir wollen
zuerst die Untersuchung fithren in Bezug auf die Resultante der

fortschreitenden Bewegung, dann in Bezug auf die Resultante
11 7
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der drehenden Bewegung, und endlich zu bestimmen suchen, in
welchen Fillen das System nur eine Resultante hat, oder mit an-
dern Worten, in welchen Fillen die Resultanten gegen die fortschrei-
tende und gegen die drehende Bewegung der Richtung und Grofse
nach zusammenfallen konnen.

Bezeichnen wir mit Q die Resultante gegen die fort-
schreitende Bewegung, mit 4, B, I' die Winkel, welche ihre
Richtung mit den drei Axen macht, so wird, wenn vorhin nicht
Gleichgewicht vorhanden wvar, dieses eintreten, sobald eine der Re-
sultante gleiche, aber der Richtung nach entgegengesetzte Kraft anf
das System einwirkt; es werden dann die Bedingungs- Gleichun-
gen 107) erfillt werden, und zwar werden sie die Form an-
nehmen:

S(K.cose) — Q.cos A=0
109) )} Z(K.cosB) — Q.cos B=0
S(K.cosy) — Q.cos I'=0.

Zur Bestimmung der vier unbekannten Werthe Q, 4, B, 7
haben wir noch die vierte Gleichung, die durch die Bedingung ge-
gegeben ist, dafs die drei Winkel 4, B, I" von einer Linie mit drei
andern gebildet werden, welche letztere unter einander rechte Win-
kel machen. Fiir diesen Fall ist niimlich nach einem bekannten
Satze:

(cos A)? + (cos B)® + (cos )2 = 1.

Aus diesen vier Gleichungen folgt zuniichst durch eine leichte
arithmetische Operation:

Q> =[2(K.cosa)]* 4 [Z(K.cos p)]* + [ (K. cos )12,
folglich die Resultante simmtlicher Krifte der Grofse nach:

110) Q:]/g[Z(K .cosa)]2 4+[2(K . cosB)]® +[2(K . cosy)]* g,

ferner:

e S(K.cosa)
111) cosB:E—(E'Q—C‘ﬁZ
3(K.cosy)
N=———"*=.
CoSs Q

Vergleichen wir diese beiden Gleichungen mit den Gleichun-
gen 66 und 67) § 33. S. 37, so ergiebt sich durch eine sehr ein-
fache Betrachtung, dafs die Resultirende der fortschreitenden
Bewegung der Grofse und Richtung nach ganz in derselben Weise
gefunden wird, als ob die in den verschiedenen Angriffs-
punkten wirkenden Drucke parallel mit ibren urspriing-
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lichen Richtungen an einen einzigen Punkt getragen
wiirden, und man nun den resultirenden Druck aus allen
diesen Drucken zusammensetzte.

Fiir die fortschreitende Bewegung lifst sich hiernach immer eine
Resultante finden, da es aber nur darauf ankommt, die Bedingungen
der Gleichungen 109) zu erfilllen, so ist der Angriffspunkt der Re-
sultanten in Bezug auf fortschreitende Bewegung ganz gleichgiiltig,
ja wir konnen die Resultante gegen fortschreitende Bewegung in
jedem beliebigen Punkte des Systems angreifend denken, oder aber
wir konnen anstatt der einen Resultanten uns auch mehre resul-
tirende Krifte denken, welche zusammen wirkend die Bedingungs-
Gleichungen erfiillen. Sobald wir also an einem festen System beliebig
viele Krifte wirkend haben, welche nicht im Gleichgewicht
gegen fortschreitende Bewegung sind, so wird ein solches
Gleichgewicht eintreten, sobald wir eine oder mehre Gegenkrifte an-
bringen, welche di¢ Bedingungen der Gleichungen 109) erfiillen; in
welchen Punkten wir diese Krifte angreifen lassen, ist in Bezug
auf fortschreitende Bewegung ganz gleichgiltig; nicht so in
Betreff der drehenden Bewegung.

Bestimmung der Resultanten der fortschreitenden Bewegung fir Krifte,
deren Richtungslinien parallel sind.

§ 72. Wenn die Richtungen simmtlicher Kriifte par-
allel sind, so bilden sie simmtlich dieselben Winkel mit den
drei Axen; es werden also die Faktoren cos @, cos 8, cosy in den
Gleichungen 110 und 111) gemeinschaftliche, und ‘es geht fir die-
sen Fall die Gleichung 110) uber in:

Q:V{[Z(I()]z[cosaﬁ+cosﬁ’+c0s72]§

und zufolge des bekannten Gesetzes cos @? ~+ cos 82 + cosy? =1
hat man:

112) Q= 3(K),
folglich auch, wenn man diese Werthe in die Gleichungen 111)
einsetzt:

cos A = cos «

113) % cos B = cos §3

cos I' = cos 7,
fir parallele Kréfte ist also die Resultante gegen fort-
schreitende Bewegung gleich der Summe der simmt-
lichen Kriifte, und die Richtung der Resultante ist par-

allel mit der Richtung der einzelnen Krifte.
7*
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Sollen die Kuvifte, deren Richtungen parallel sind, gegen fort-
schreitende Bewegung im Gleichgewicht sein, so folgt aus Glei-
chung 112):

112a) S (K) = 0.

Gesetze fiir das Gleichgewicht gegen drehende Bewegung, wenn die Kraftrich-
tungen parallel sind.
§ 73. Untersuchen wir nun die Verhiilinisse der drehenden
Bewegung.
Zu dem Ende wollen wir zuniichst die Gesetze des Gleichge-
wichts gegen drehende Bewegung nither betrachten.
In den Gleichungen 108):

SHUC RN R ) = 0 (KPR ) =0 D( K. sing. R, ) =10
bezeichnen R, B, B, die kiirzesten Abstinde der einzelnen Krifte
von den drei angenommenen Axen; diese kiirzesten Abstinde wer-
den erhalten, wenn man durch die Richtungen der Krifte Ebenen
legt, die parallel mit den Axen sind, und die Abstinde dieser Ebe-
nen, oder die Normalen von den betreffenden Axen auf die Ebenen
konstruirt. Jede Ebene, parallel mit einer der drei Axen, ist nor-
mal auf der Ebene, in welcher die beiden andern Axen liegen, die
so gedachte Ebene durch irgend eine Kraftrichtung ist also die pro-
jicirende Ebene fiir diese Kraftrichtung auf dic Ebene der beiden
andern Axen, und ihre Durchschnittslinie mit dieser letztgenannten
Ebene ist die Projektion der Kraftrichtung auf diese; die Nor-
male von der Axe auf die projicirende Ebene, oder der gesuchte
kiirzeste Abstand ist also gleich der Normalen von dem Durch-
schnittspunkt der drei Axen auf die Projektion der Kraftrichtung.
Es sei z. B. die Ebene des Papiers dicjenige der Axen YZ; pq sei
die Projektion der Kraftrichtung K auf diese Ebene oder der Durch-

L K .K
\’”T , =48 cosy
" \o\x\ﬂ\;\]{,

K=K simy
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schnitt dieser Ebene mit einer Ebene, welche durch die Richtung
von K parallel zur ersten Axe gelegt werden kann, dann ist Xa,
oder die Normale von der Axe X auf diese Ebene, welche gleich
ist der Normalen vom Durchschnittspunkt der Axen auf die Pro-
jektion pg, die gesuchte kiirzeste Entfernung R,

Betrachten wir nun zuniichst den Fall, dafs die Richtungen
simmtlicher Krifte parallel mit einander sind. Es wer-
den dann auch die projicirenden Ebenen, und folglich auch die Pro-
jektionen parallel mit einander sein; ist z. B. p’q’ die Projektion der
Kraftrichtung K', so ist offenbar ¢’X—=R/, gleich dem kiirzesten
Abstande der Kraft K', und es fallen daher die Hebelsarme siimmt-
licher parallelen Krifte in Bezug auf eine bestimmte Axe in ein und
dieselbe Ebene, welche durch diese Axe geht, [und normal zu den
Kraftrichtungen ist. Nun gehen auch, unter der Bedingung, dals
die Kraftrichtungen parallel sind, dals folglich die Neigungswinkel,
welche sie mit den drei angenommenen Axen bilden, fiir alle Krifte
dieselben sind, die Gleichungen 108), nach Ausscheidung der ge-
meinschaftlichen Faktoren sin «, sin 8, sin y, iiber in:

114) Z(KB)=0; 2 (KR,)=0;: 2(KR,)=0.

Denken wir durch die Axe X eine Ebene nX gelegt, welche
die projicirenden Ebenen der Kraftrichtungen unter einem beliebigen
Winkel ¢ schneidet, so sieht man leicht, dafs die Hebelsarme

Ry=: X/ — X0 «sin @su R/i=Xa — Xn/.sin @
ele. sind. Setzen wir diese Werthe in die Gleichung 114), so folgt,
indem man mit dem gemeinschaftlichen Faktor sin ¢ dividirt,
(K. Xn)=0 etc.,

d. h. man kann, wenn die Kraftrichtungen parallel sind, anstatt der
kiirzesten Entfernungen von den Drehaxen, auch beliebig andere Ab-
stiinde der projicirenden Ebene von den Drebhaxen einfithren, yenn
dieselben nur simmtlich zur Drehaxe normal und unter sich
parallel sind.

Legt man durch die Axe X eine Ebene. M N, welche parallel
mit den projicirenden Ebenen ist, so folgt leicht, dafs wenn ¢, ¢'...
die Angriffspunkte der parallelen Krifte sind, die Abstinde g0 =aX—=R&,
qo=dadX=R....zu seizen sind. Bezeichnet man mit «, &', 2"
ete. die Abstinde der Angriffspunkte der parallelen Krifte von einer
Ebene, die mit ihrer Richtung parallel ist, so folgt aus Gleichung
114) auch:

2 (Kz) = 0 ete.

Sind die Krafirichtungen zwar unter sich parallel, aber nicht

parallel mit der Ebene in Bezug auf welche die Abstinde ihrer An-
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griffspunkte x, o', 2”... gegeben sind, sondern bilden sie mit der-
selben einen beliebigen Winkel 9, so kann man offenbar fiir jede
der einzelnen Kriifte K, K’, K" etc. immer zwei andere substituiren,
welche wir mit K, und K,, K', und K’, ete. bezeichnen wollen; und
von denen die Krifte K, K’, parallel, die Krifte K,, K’,... normal
zu der Ebene sind. Durch diese Substitution wird offenbar das
Gleichgewicht nicht geiindert; und es gilt dann in Bezug auf die
mit der Ebene parallelen Kriifte die Gleichung:
S(Kx)=0.

Es ist aber offenbar K,— K.cosvy, K',/—K’.cosy etc. Setzen
wir diese Werthe fiir K, K’ etc. ein, so geht die Gleichung
itber in:

S(K.cosyp.z)=0,
und da cosvy allen Summanden gemeinschaftlich ist, so folgt auch:
115) (K .2z)=0.

Diese wichtige Gleichung driickt folgendes Gesetz aus:
Wenn auf ein festes System beliebig viele Krifte
wirken, deren Richtungslinien parallel sind und
die Kriifte sind in Bezug auf drehende Bewegung
im Gleichgewicht, so ist die Summe der Produkte,
welche gebildet werden, indem man jede Kraft
mit dem normalen Abstand ihres Angriffspunktes
von einer beliebig gegebenen Ebene multipli-
cirt, gleich Null.

Sind die Krifte unter sich parallel, und denken wir drei be-
liebige Ebenen, welche unter einander normal sind (Koordina-
ten-Ebenen), so gilt das Gesetz fiir alle drei Koordinaten-Ebenen,
und wenn z, 2, 2" ... die Koordinaten der Angriffspunkte in Bezug
auf die erste Ebene, v, 9, 9" und z, 7, z”.... die Koordinaten in
Bezug auf die zweite und dritte Ebene bezeichnen, so hat man fiir
parallele Kriifte, die an einem festen System im Gleich-
gewicht gegen drehende Bewegung sein sollen, die drei
Bedingungs-Gleichungen:

116) 2(Kz) =0; 2 (ky)=0; =X (Kz)=0.

Fiigen wir noch die Bedingung der Gleichung 112a) hinzu,
welche das Gleichgewicht in Bezug auf fortschreitende Bewe-
gung enthilt, so sind die vier Gleichungen:

2(Hr)—0; (M) =0:" 2(Ks)=10
und
S(K)=0.
vier Bedingungs-Gleichungen, welche séimmtlich erfiillt yverden miis-
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sen, wenn parallele Krifte, die auf ein festes Sysiem wirken,
in vollkommenem Gleichgewicht sein sollen.

Das Produkt K.z aus dem Druck einer Kraft in den
normalen Abstand ihres Angriffspunkts von einer Ebene
nennt man das Moment der Kraft in Bezug auf die Ebene.
Es ist dieser Ausdruck nicht zu verwechseln mit dem statischen
Moment einer Kraft in Bezug auf eine Axe.

Bestimmung des Angriffspunktes der Resultanten von parallelen
Kriften, die auf ein festes System wirken; Kriftepaar.

§ 74. Werden die Bedingungs-Gleichungen 116) erfiillt, aber
nicht 112a), so riiekt das feste System geradlinig fort, ohne dals
eine Drehung erfolgt; die Resultante der fortschreitenden Bewegung
liafst sich dann durch die Gleichungen 112 und 113) der Grofse und
lichtung nach bestimmen. Will man nun auch Gleichgewicht ge-
sen die fortschreitende Bewegung herstellen, so mufs man

g
cine Kraft (), die gleich dieser Resultante ist, also

(= 3.(l)

in entgegengesetzter Richtung der Resultanten auf das System wir-
ken lassen; allein sobald man diese Kraft einfiithrt, wird zwar die
fortschreitende Bewegung aufgehoben, aber es ist denkbar, dafs nun
die Bedingungs-Gleichungcn gegen die drehende Bewegung da-
durch gestort werden. Soll gleichwohl das Gleichgewicht gegen
drehende Bewegung bestehen bleiben, so ist der Angriffspunkt
dieser Kraft nicht mehr beliebig (vergl. S.99), sondern, wenn
X, Y, Z die Koordinaten desselben sind, so mufs zufolge der Glei-
chung 116) die Bedingung erfiillt werden:

S(hz) — QX=0

S(Ky)— QY=20

S(Kz) — QZ=0,
daraus folgen die Koordinaten fir den Aungriffspunkt der
Resultanten paralleler Krifte, unter der Voraussetzung, dafs in
dem System keine drehende Bewegung statt finden soll:

[ g 4
2(Ky) __ =(Ky)

S i S(Kx) _ Z(Kx)

117)

2(Kz) _ 2(Kz)

EY: Q@ = =K
LETE 2 DT, nadiois
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Da iibrigens zufolge der Bedingung, dafs die Kriifte gegen dre-
hende Bewegung im Gleichgewicht sein sollen, sowohl 2 (Kz) als
2(Ky) und 3 (Kz) einzeln gleich 0 sind, so folgt auch X=0,
Y=0, Z=0, d.h. wenn parallele Krifte in Bezug auf drehende
Bewegung im Gleichgewicht sind, aber nicht in Bezug auf fortschrei-
tende Bewegung, so liegt der Angriffspunkt der Resultirenden der
fortschreitenden Bewegung so, dafs wenn man durch denselben drei
zu einander normale Ebenen legt, die Summe der Momente der
Krifte in Bezug auf jede dieser Ebenen gleich Null ist; oder mit
anderen Worten, es ist der Angriffspunkt der Resultirenden immer
in dem Anfangspunkt des angenommenen Koordinatensystems zu
denken, und er liegt daher in jeder der Drehaxen, fiir welche Gleich-
gewicht gegen drehende Bewegung nachgewiesen werden kann.

In diesem Fall lifst sich folglich durch eine einzige Gegenkraft
Gleichgewicht gegen drehende und gegen fortschreitende Bewegung
herstellen.

Wenn die parallelen Krifte, welche auf ein festes System wir-
ken, weder in Bezug auf drehende noch in Bezug auf fort-
schreitende Bewegung im Gleichgewicht sind, so werden die
Bedingungs-Gleichungen nicht erfiillt; dieselben haben dann jm All-
gemeinen die Form:

S(Kz)=4; X(Ky)=B; (k=)= C,
>(K)= Q,
soll nun die Gegenkraft — (), welche die fortschreitende Bewegung
aufhebt, gleichzeitig auch die drehende Bewegung aufheben, so
folgt wieder als Bedingung:
2(Kr) —Q0X=0=2(Kz)— A=0 ete,,
und daraus:

X4 _ 2(Kz) _ 3(Kx)
b B AN S 2(K)
117a) y:%:ﬂg‘):_?g%l«
L BT o B(ER) 2 (Ks),
aby 1y Al sulalla bl ) e,

Durch diese Gleichungen sind die Koordinaten des Angriffs-
punktes der Resultivenden gegen fortschreitende Bewegung unter
der Bedingung vollstindig bestimmt, dafs dieselbe Gegenkraft, vvel-
che die fortschreitende Bewegung aufhebt, gleichzeitig auch die dre-
hende Bewegung aufheben soll; vorausgesetzt nimlich, dals 4, B, C
und Q reelle Werthe sind.

Die beiden Gleichungen 117 und 117a) zeigen, dafls wenn auf
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ein festes System parallele Krifte einwirken, in folgenden beiden
Fillen sich immer eine einzige Gegenkraft und deren An-
griffspunkt bestimmen lilst, nimlich:

1) wenn die parallelen Krifte von Hause aus schon gegen dre-
hende Bewegung im Gleichgewicht sind, aber in Bezug auf
fortschreitende Bewegung kein Gleichgewicht statt findet;

'2) wenn die parallelen Krifte weder in Bezug auf fortschrei-
tende Bewegung noch in Bezug auf drehende Bewegung
im Gleichgewicht sind.

Es bleibt noch ein dritter Fall zu erortern, nimlich der, wenn

3) die parallelen Kriifte von Hause aus gegen fortschreitende
Bewegung' im Gleichgewicht sind, aber nicht gegen dre-
hende Bewegung.

Wir werden sogleich zeigen, dafs dann das vollkommene Gleich-
gewicht nicht durch eine einzige Gegenkraft hergestellt vverden
kann.

Dieser Fall entspricht nimlich den Gleichungen:

2(Kr) =A; S(Ky) =B; I(kz)=C; 2(K)=0.

Denken wir nun, es wiirde eine einzige Kraft angebracht, welche
im Stande wiire das Gleichgewicht gegen drehende Bewegung her-
zustellen, so vviirde durch dieselbe oflenbar die Gleichung 2(K)=0
gestort werden, und es wiirde nun eine fortschreitende Bewegung
eintreten. Um aber die Gleichung J(K) =0 aufrecht zu erhalten,
ist es nothig wenigstens zwei Krifte auf das System wirken zu
lassen, die der Grofse nach gleich, der Richtung nach aber entge-
gengesetzt, und deren Richtungslinien parallel mit den Richtungs-
linien der gegebenen Krifte sind. Nennen wir diese beiden Krifte
Pund —P. Durch Einfithrung dieser beiden Kriifte wird das Gleich-
gewicht gegen fortschreitende Bewegung nicht gestort, denn es ist
offenbar, wenn 3'(K)= 0 ist, auch X (K)+P—P—0.

Nennen wir die Koordinaten des Angriffspunktes der beiden
Krifte P und —P bezichlich X, Y, Z und X', Y/, Z’, so folgt,
wenn diese Krifte das Gleichgewicht gegen drehende Bewegung
herstellen sollen:

S(Kz) +P(X—X')=0
118) S(Ky)+P(Y—Y)=0
3(Kz) + P(L—2')=0.
Diese drei Bedingungs- Gleichungen sind die einzigen, welche

sich fiir die Bestimmung der Drucke P und — P, sowie der Koor-
dinaten ihrer Angriffspunkte aufstellen lassen, sie enthalten sieben
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Unbekannte, néimlich P, X, Y, Z, X', Y, Z’, und es sind daher im-
mer vier davon beliebig zu geben.

Giebt man den Druck +P der Grofse nach, und auch seinen
Angriffspunkt durch die Koordinaten X, Y, Z, so sind die Koordi-
naten des Angriffspunktes fiir den Druck — P durch die Gleichun-
gen 118) zu finden.

Durch die Werthe (X—X'), (Y—7Y’), (Z—Z') ist iibrigens
die gegenseitige Lage der Angriffspunkte der beiden Kriifte voll-
kommen bestimmt, so dafs wenn man die Griofse der Kriifte P an-
nimmt, es nur auf diese gegenseitige Lage ankommt, nicht aber
auf die absolute Lage der Angriffspunkie.

Man siebt iiberhaupt, dals die Gleichungen 118) folgendes Ge-
selz ausdriicken:

Wenn auf ein festes System beliebig viele paral-
lele Krifte wirken, welche im Gleichgewicht ge-
gen fortschreitende Bewegung sich befinden,
aber nicht im Gleichgewicht gegen drehende Be-
wegung, so ist in Bezug auf drehende Bewegung
niemals eine einzige Resultante denkbar,sondern
es miissen deren wenigstens zwei angenommen
werden, deren Richtungen parallel sind mit den-
jenigen der parallelen Krifte, und die einander
der Gréfse nach gleich, der Richtung nach aber
entgegengesetzt sind. Man kann die Groflse die-
ser beiden Resultanten beliebig annehmen, dann
aber ist die gegenseitige Lage der Angriffspunkte
vollkommen bestimmt.

Da diese beiden Resultanten parallel mit einander und mit den
Richtungen der urspriinglich gegebenen Kriifte sind, so lifst sich
durch beide immer eine Ebene legen, welche parallel ist mit den
Richtungen der gegebenen Kriifte.

Zwei gleich groflse Kriifte, deren Richtungen parallel
aber entgegengesetzt sind, und welche sich nicht im Gleichge-
wicht gegen Drehung befinden, nennt man ein Hriftepaar.

Das Produkt aus dem Druck einer der beiden Krifte in den
kiirzesten Abstand ihrer Richtungslinien nennt man das Flommemnt
des Kriftepaars.

Die Wirkung paralleler Kriifte, die in Bezug auf fortschreitende
Bewegung im Gleichgewicht sind, nicht aber in Bezug auf drehende
Bewegung, lilst sich daher immer durch ein Kriftepaar ersetzen,
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welches in einer mit den Krafirichtungen parallelen Ebene liegt,
dessen Kriifte beliebig grofs angenommen werden kénnen, und des-
sen Angriffspunkte eine bestimmte relative Lage gegen einander ha-
ben, die man konstruiren kann, sobald man die Grofse der Krifte
des Kriftepaars gegeben hat.

Die Entfernung der Angriffspunkte des Kriftepaars driickt sich
wie leicht zu iibersehen ist, aus durch:

V(=X + (Y= vy - (2—2)7),
und wenn y der Winkel ist, welchen die Verbindungslinie der An-
griffspunkte mit der Richtung der Krifte macht, so ist die kiirzeste

Entfernung der Richtungslinien der Krifte, wie ebenfalls durch eine
einfache Betrachtung zu iibersehen ist:

sinp . Vg(x—x')Z +(Y—Y)* + (2—2')}
und folglich das Moment des Kriftepaares:
118a) P.siny ]/ {(X—X)2 (Y= V)2 +(Z—2')*} =

= siny. 1/{ [S(Kx)]? +[Z(Ky)]2 + [2(1(74)]2} (Gl 118)
in welchem Ausdruck v den Winkel bezeichnet, welchen die Rich-

tungen der parallelen Kriifte mit der Verbindungslinie der Angriffs-
punkte des Kriftepaares bilden.

Bestimmung der Resultanten und ihrer Angriffspunkte fir Krifte, die
auf ein festes System wirken, und welche zwar in parallelen Ebenen lie-
gen, aber nicht unter einander parallel sind.

§ 75. Untersuchen wir nun den Fall, dafs Krifte, die zwar
nicht parallel sind, deren Richtungslinien aber in parallelen Ebe-
nen liegen, auf ein festes System wirken.

Wir setzen zuerst den allgemeinsten Fall voraus, niimlich:

A. dafs die Krifte weder in Bezug auf fortschreitende
noch in Bezug auf drehende Bewegung im Gleich-
gewicht seien.

Denken wir drei Koordinaten-Ebenen, von denen eine (die
dritte) parallel ist mit den Ebenen der Krifte, die beiden andern
also (die erste und zweite) normal zu den Ebenen der Krifte sind;
es liegt dann die erste und zweite Axe in einer Ebene parallel mit
den Ebenen der Krifte, und die dritte Axe ist normal zu den Ebe-
nen der Kriifte.
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Da die Kompouenten simmtlicher Krifte, welche parallel mit
der dritten Axe sind, unter der gemachten Annahme nothwendiger
Weise gleich Null sein miissen, in sofern der Neigungswinkel 7 ge-
gen diese Axe fiir alle Krifte gleich einem Rechten, also cos 7 gleich
Null ist, so folgt, dafs die Resultirende der fortschreitenden Be-
wegung fiir diese Richtung ebenfalls Null ist, und dafs also die Re-
sultirende der fortschreitenden Bewegung iiberhaupt in einer Ebene
liegen mufs, welche mit den Ebenen der Krifte parallel ist. Die
allgemeinen Gleichungen 110 und 111) fir die Resultirende der fort-
schreitenden Bewegung gehen dann iiber in die Form:

Q=1/{[Z(K . cos &)]* + [E(K.sin )]}

(K. cos &)

119) cos A— Q = gin B
sin 4 = Z(LQS"]“)- —cosB,

insofern niimlich in diesem Falle die Neigungswinkel « und B, wel-
che die einzelnen Krifte mit der ersten und zweiten Axe machen,
immer zusammen einen Rechten betragen.

Durch diese Gleichungen ist die Resultante der fortschrei-
tenden Bewegung der Krifte in parallelen Ebenen der Grofse und
Richtung nach gegeben. Fiihrt man eine Gegenkraft gleich —0Q
ein, so erlangt das System Gleichgewicht gegen forischreitende
Bewegung, gleichviel in welchem Angriffspunkt diese Gegenkraft
angebracht wird. Soll aber die Gegenkraft auch Gleichgewicht ge-
gen drehende Bewegung herstellen, so mufs sie die allgemeinen
Bedingungs-Gleichungen 108) erfiillen, nimlich es mufs sein:

2(K.sine.R) — Q.sin 4.9, =0
2(K.sinf.R,)— Q.sinB.g, =0
2(K.siny.R,)— Q.sinI.0,=0,

worin ¢, 0,, 0, die kiirzesten Abstinde der Kraftrichtung Q von
den drei Axen, oder die Abstinde der Projektionen ihrer Richtung
auf die zu den betreffenden Axen normalen Projektionsebenen von
dem Durchschnittspunkt der Axen (§ 73. S.100) bezeichnet. Be-
achtet man, dafs siny.... sin I'=1 ist, dals sin B = cos a; sin B
=cos 4 ete. ist, so folgt:

2(K.sine.R)— Q.sind.o, =0
2(L.cosa.B)— (Q.cosd.o,=0
Z(KRIH) sl Q'Qm =0

119a)

119h)
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X

a.sinA.

+ (.e0sA

Es sei die Ebene des Papiers die dritte Projektionsebene, also
parallel mit den Ebenen, in welchen die Krifte liegen, die Axe Z
normal zur Ebene des Papiers, dann liegen die Axen X und Y in
der Ebene des Papiers, nun ist g, der Abstand der Projektion der
Resultirenden auf die Ebene XY und durch die dritte Gleichung zu
bestimmen, néimlich:

iy 2( KRHI)
Qm et Q %

Zugleich bemerkt man, dafs die Abstinde R, ... und Biis o
nimlich die kiirzesten Entfernungen der Krifte K, K'. ... von den
Axen X und Y, nichts anderes darstellen, als die Entfernungen der
Parallelebenen, in welchen die Kraftrichtungen liegen, von der Pro-
jektionsebene XY, oder mit andern Worten die Abstiinde %, z,, 5. ..
der Angriffspunkte der Krifte von der dritten Projektionsebene. Es
ist also B, =R, ==z etc. und die beiden ersten Gleichungen liefern
daher fiir den Abstand des Angriffspunktes der Resultirenden von der
Ebene XY die beiden Werthe:

Y Z'(K.sina.ﬁz)A

i Q.sinA_
(K. cosa.)
und o, = gt

Diese beiden Werthe sind nicht nothwendiger Weise einander
gleich, und man sieht daher, dafs es in diesem Falle nicht immer
moglich ist nur eine Resultirende fiir das System zu finden. Um
nun aber das System im vollkommenen Gleichgewicht zu
halten, stellen wir uns vor, es wirke eine Kraft =— (.sin 4 in dem
Punkte ¢, dessen Koordinaten X, Y und Z seien, parallel mit der
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Axe Y und eine zweite Kraft — — Q.cos 4 in dem Punkte ¢'*),
dessen Koordinaten X, Y und Z’ sein sollen parallel mit der Axe X.
Nimmt man:

A

X:QmsinA:i(%.sin

AT,

) e P R s4d

E(I{.sinoz.‘zl

£ Sbide Qs
yie AT SR Cos o .. %)
=0 — Q.cosd °

so werden diese beiden genannten Kriifte offenbar das System in
vollkommenem Gleichgewicht erhalten; denn es ist nach 119):
120) Q.sin A=Z3(K.sin a); Q.cos A= (K. cos a),
folglich in Bezug auf fortschreitende Bewegung:
2(K.sine)—(Q.sinA)=0
2(K.cosa) — (Q.cosd)=0,
welche Gleichungen zeigen, dafs durch die beiden Krifte Gleichge-
wicht gegen fortschreitende Bewegung hergestellt ist, und da in Be-
zug auf drehende Bewegung um die Axe Z die Hebelsarme der
Krifte — (.sin4 und — Q.cosA beziehlich X und Y sind, so
hat man:
2(KR,)— Q.sin4d.X — 0 icosd. Y. —
2(KR,) — (sin 42 4+ cos 42) . (KR, )=:0,

(indem man nimlich fir X und Y die oben bestimmten Werthe
setzt) welche Gleichung zeigt, dals keine Drehung um die Axe Z
statt findet. Man hat aber in Bezug auf Drehung um die Axe Y,
da die Kraft — Q.sinA4 keine Drehung um diese Axe bewirkt, inso-
fern sie mit derselben parallel ist:

2(K.cose.z)—Q.cos 4.2’ =0
(wenn man fiir Z’ den oben angenommenen Werth setzt), und
ebenso findet man in Bezug auf Drehung um dic Axe X:

S(K.sine.z) — Q.sind.Z—=0.

Man sieht also:

I. wenn Krifte in parallelen Ebenen wirken, ohne selbst
parallel zu sein, und wenn die Krifte weder in Bezug
auf fortschreitende Bewegung noch in Bezug auf dre-
hende Bewegung im Gleichgewicht sind: so ist die Wir-

*) Der Punkt ¢’ ist in der Figur normal iiber oder unter dem Punkt ¢
liegend zu denken; er deckt sich also mit dem Punkte ¢ und konnte daher
nicht besonders bezeichnet werden.
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kung der Kriifte im Allgemeinen nur auf zwei Resulti-
rende zuriickzufithren, deren eine parallel mit der Axe
der X ist, und der Grolse nach durch den Werth Q.cos 4
=2(K.cosa) gegeben ist, wobei ihr Angriffspunkt die
Koordinaten

3(KR,,) [3(KR,)] [Z(K .sina)]

L : Q : e [S(K.cosa)]? +[ Z(K.sina)]?
_ 2(KR, _ [=(KR,)] [Z(K.cosa)]
g Q .COSA__[Z'(I(.cosu)]z+[2’([{.sina)]2

Z,:Z(K . COS o0, %) b S(K.cosa.g)
Q.cos 4 (K . cos o)
hat, wihrend die andere parallel mit der Axe der Y ist,
sich durch Q.sin A=X(K.sin«) ausdriickt, und ihr An-
griffspunkt durch die Koordinaten Xund Y, welche die-
selben wie die der ersten Kraft sind, und durch die Or-
dinate

. 2(K.sina.z) _ Z(K.sinw.s)
120b) g Q.sin4 T (K .sina)
gegeben ist.

Beachtet man, dafs die Axen X und ¥ ganz beliebig angenom-
men sind, nur durch die Bedingung bestimmt, dafs sie zu einander
normal, und dafs sie in einer mit den Ebenen der Kriifte parallelen
Ebene liegen sollen, so ergiebt sich, dafs die Wirkung simmtlicher
Krifte in dem bebandelten Falle sich immer auf zwei Resulti--
rende zuriickfiihren lifst, die in zwei mit den Kriften
parallelen Ebenen liegen, zu einander normal sind, in
den Ebenen aber gegen die Richtungen der gegebenen
Krifte eine ganz beliebige Lage haben konnen. Nimmt
man diese Lage an, so sind die Axen beziehlich parallel mit den
angenommenen Richtungen der beiden Resultirenden zu legen, und
nun sind die Resultirenden und ihre Angriffspunkte durch die Glei-
chungen 120, 120a und 120b) zu bestimmen.

Wenn sich der Fall auf eine einzige Resultirende zuriick-
fithren lassen soll, so muls sein:

Zie=iZ;
oder nach 120a) und 120b):
S(K.cosa.2)  3(K.cosa)
S(K.sine . g)0 T S(K sinu);
dies ist im Allgemeinen nur méglich, wenn entweder:
1) der Werth % siimmtlichen Summanden ein gemeinschaltlicher Fak-
tor ist, der sich dann links fortheben Lilst, d. h. wenn die Krifte simmt-
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lich in ein und derselben Ebene liegen, und vwyeder in Bezug auf
fortschreitende noch in Bezug auf drehende Bewegung im Gleich-
gewicht sind, oder:

2) wemn die Kriifte simmtlich parallel sind, wobei sie in
verschiedenen Ebenen liegen konnen, aber dabei nicht von Hause
aus in Bezug auf fortschreitende Bewegung im Gleichgewicht sein
diirfen (vergl. § 74. S. 105), denn in diesem Falle ist cos ¢ und sin &
rechts und links in der Gleichung ein gemeinschaftlicher Faktor fiir
alle Summanden, und die Gleichung wird vollkommen erfillt. WVi.
ren aber die Krifte in Bezug auf fortschreitende Bewegung im Gleich-

- X . . . abstan oA e 0
gewicht, so ginge die rechte Seite der Gleichung in die Form Iy

iiber, woraus sich micht der Schlufs ziehen lilst, dafs nun auch
Z =17' sein miisse.

Uebrigens lifst sich der in diesem Paragraphen behandelte all-
gemeine Fall auch zuriickfiihren auf eine Resultirende und auf ein
Kriftepaar. Denn (vgl. die Figur auf S. 109) bringen wir z. B.
in dem Punkte ¢/, der durch die Koordinaten X, v, 7’ (Gleichung
120a) gegeben ist, und in welchem die Resultirende Q.cos 4=
2(K.cos ) wirksam ist, zwei gleich grofse, der Richtung nach
aber entgegengesetzte Kriifte an, welche parallel mit der Richtnng
der Kraft Q.sin 4, folglich normal zu der Richtung der in dem
Punkte ¢’ wirkenden Kraft Q.cos 4 sind, und deren eine gleich
=+ Q.sin4, die andere gleich — Q.sinA ist, so wird in dem System
in Bezug auf Gleichgewicht nichts gedndert; nun aber lifst sich die
Kraft +Q.sin4 und +(J.cosA vereinigen zu der Resultirenden Q
und es bleibt in dem Punkt q' somit wirksam die Kraft Q und
die Kraft — ().sin4, welche mit der Kraft Q.sind in dem Punkt ¢
der durch die Koordinaten X, Y, Z (Gleichung 120b) gegeben ist,
parallel ist, folglich in einer Ebene liegt, und auch der Gréfse nach
gleich, aber entgegengesetzt ist. Diese beiden Krifte bilden also
ein Kriftepaar. In ganz gleicher Weise kann man das System
zuriickfithren  anf die Kraft Q, welche in dem Punkte q angreift,
und auf ein Kriftepaar +Q.cos4 und —Q.cos4, von dem die
Kraft —Q.cos4 in dem Punkte g wirksam zu denken ist. Da
nun die Richtung der Axen X und ¥ in der dritten Projektions-
ebene beliebig zu nehmen ist (vergl. oben), so ist auch die Lage
der Ebene, in welcher das Kriftepaar wirksam zu denken ist, ge-
gen die Richtung von Q beliebig zu nehmen, nur mufs sie nop-
mal sein zu den Parallelebenen, in welchen die Krifte liegen. Es
ist also der behandelte Fall immer zuriickzufiihren:
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I. auf eine der Grofse und Richtung nach (Gleichung
119) bestimmte Kraft Q, deren Angriffspunkt durch die
Koordinaten-G]eichung 120a) zu bestimmen ist, und auf
ein Kriftepaar, welches in einer zu den Ebenen der
Kriifte normalen Ebene liegt, die mit der Richtung von Q
einen beliebig angenommenen Winkel A bildet. Die
Krifte dieses Kriiftepaares sind +Q.cos4 und — Q. cos 4,
und es ist die Kraft — (). cos A in demselben Angriffspunkt wirk-
sam zu denken, in welchem die Kraft Q wirkt, wihrend die Kraft
=+ (Q.cos 4 in einem normalen Abstande von diesem Angriffspunkt
wirksam zu denken ist, der gleich:

7 _2(K.cosov.%) S(K.sine.3
B dend= —(zm“oy 2 3’(7&7;;&7)’)*

ist; wobei unter «.... die Winkel zu verstehen sind, welche die
Richtungen der Kriifte K... mit der Ebene machen, in welcher das
Kriftepaar liegt; da nimlich diese Ebene parallel mit derselben Axe
angenommen worden, mit welcher die Kriifte die Winkel ... .
bilden. Das Moment dieses Kriftepaares ist offenbar:

121a) Q.cosAd.(Z'—Z)=3(K.cos . %)—2(K.sine.z). cotg A

(K. cos )

(K. sin o) 2

welches mit Benutzung der Gleichungen 121) und 119) folgt, und
worin «.... die Winkel bezeichnen, welche die einzelnen Krifte
mit der Ebene machen, in welche das Kriftepaar liegt.

Sind die Krifte parallel, so folgt, wie leicht ersichtlich, das
Moment des Kriftepaars gleich Null, und man kann das System auf
eine Resultirende znriickfithren.

Da nun der Winkel, welchen das Kriftepaar mit der Richtung
von () macht, ein beliebiger sein kann, so kann man ihn auch
gleich einem Rechten nehmen, d. h. man kann auch die eine der
beiden Axen mit der Resultirenden parallel, die andere nor-
mal zu derselben nehmen. Allein fiir diesen Fall reichen die Glei-
chungen 120), 120a) und 120b) nicht aus, um die Lage der An-
griffspunkie zu bestimmen, da dieselben fiir A=—90 Grad cos A4=0,
folglich die Ordinate Z' = @ liefern wiirden. Man sieht leicht, wie
in diesem Fall zu verfahren ist. Nehmen wir die erste Axe normal
zur Resultirenden der fortschreitenden Bewegung und folglich die
zweite Axe parallel mit dieser Richtung, so folgt (Gleichung 119):

Q@=2(K.sina)
S(K.cosa) =0,
II. 8

:Z(K.cosoc.z)——Z(I(.sinoe.z)
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worin «.... die Winkel bezeichnen, welche die Krifte mit der er-
sten Axe machen. Fiithrt man lieber die Winkel 8.... ein, welche
die Krifte mit der zweiten Axe, oder was dasselbe ist, mit der
Richtung von () machen, so hat man:

: =2 (K.cosp)

12%) g(K. sin ) = 0.

Soll nun die Kraft () so liegen, dafs sie auch Gleichgewicht
gegen drehende Bewegung herstellt *), so hat man in Bezug auf
Drehung um die Axe Z:

122a) 2 (KR,)— Q.X=0,

X
= s @
NeA
:K= i //
?” /'Km ﬁT}KCOS/J
z iy 2 4
l S

Ks ing

in Bezug auf Drehung um die Axe XZ:
122b) Z(K.cosf.z) — Q.Z=0.
Allein in Bezug auf Drehung um die Axe Z Y kann die Kraft
Q unter keinen Umstinden das Gleichgewicht herstellen, da sie pa-
rallel mit dieser Axe ist; man muls also, um dieses Gleichgewicht
herzustellen, und dabei andrerseits nicht das Gleichgewicht in Be-
zug auf fortschreitende Bewegung zu storen, zwei neue Krifte P
und — P einfithren, welche in einer Ebene liegen, die normal zu
der Axe ZY ist, und welche die Bedingungs-Gleichung erfiillen:
1220) 2(K. s'inﬂ ) =P Z' — P. 71—,
2(K.sinf.z)—P(Z2"—Z') =0.

HI. Man kann also den Fall, dafls die Krifte, welche
auf ein festes System wirken, zwar in parallelen Ebe-
nen liegen, aber nicht selbst parallel sind, wihrend un.
ter ihnen weder in Bezug auf fortschreitende noch in
Bezug auf drehende Bewegung Gleichgewicht statt fin-

*) Vergl. S. 90.



¢. Wirkung mehrer mech. Krifte auf ein festes System von Massenelem. 115

det, immer auf eine Kraft ¢, welche der Richtung und
Grolse nach durch die Gleichungen 119) gegeben ist, und
auf ein Kriiftepaar, welches in einer zu der Richtung
normalen Ebene liegt, zuriickfiihren.

Hat man @ der Richtung und Gréfse nach bestimmt, so findet
man die Koordinaten des Angriffspunktes, nimlich

1) den Abstand X von einer mit der Richtung von Q paralle-
len und zu den Parallelebenen der Krifte normalen Ebene (ZY)
aus 122a):

—2(KR,) _ =(KR,)

B} 95 Qe Z'([(.cosﬁ‘)-7

worin R, die kiirzesten Abstinde der Kraftrichtungen ... von ei-
ner in dieser Ebene liegenden, zu den Parallelebenen der Kriifte
normalen Axe bezeichnet,

2) den Abstand der Ebene, in welcher Q liegt, und welche mit
den Ebenen der Kraftrichtungen parallel ist, von irgend einer mit
dieser Ebene parallelen Ebene (Grundebene): 122b):

g H(Eiocosp.s) | Z(K.cosp.x)
T Q G S Kacosp)i
worin f.... den Winkel bezeichnet, welchen die Kraftrichtungen
mit der Richtung von Q machen, z.... aber die Abstéinde der An-
griffspunkte der Krifte von der Grundebene sind.

3) Die Koordinate Y, welche die Lage des Angriffspunktes von
Q in der Richtung der Kraft () angeben wiirde, bleibt unbestimmt,
und man kann folglich jeden Punkt der Kraftrichtung Q, als
Angriffspunkt betrachten.

4) Fir die Bestimmung des Kriftepaars hat man die Bedin-
gung, dafs dasselbe in ciner Ebene liegen miisse, welche zu der
Richtung der Kraft ) normal ist, und die Gleichung 122¢), aus
weleher folgt fiir das Moment des Kriftepaars:

P(Z"—Z') =3(K.sinf.z),
so dals man von den beiden Werthen P und (Z”—Z') einen be-
liebig annehmen kann. Dieser Ausdruck folgt auch aus der allge-
meinen Gleichung 121a), indem man beachtet, dafs S(K. cos )
=0 ist.
Betrachten wvir nun den Fall:

B. dafs die Krifte zwar in Bezug auf drehende Bewe-
gung, nicht aber in Bezug auf fortschreitende Be-
wegung im Gleichgewicht sind.

Die Resultirende gegen fortschreitende Bewegung ist der
Lage und Richtung nach auch in diesem Falle durch die Gleichun-
] *

X
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gen 119) zu bestimmen, da aber zufolge der Bedingung, dals die
Krifte gegen drehende Bewegung im Gleichgewicht sein sollen, ihre
Momente fiir drei Axen gleich Null sind, so folgt nach Gleichung
119a) auch ¢, =0, ¢, =0, ¢, =0, d. h. der Angriffspunkt der Re-
sultirenden mufs im Anfangspunkte des Koordinatensystems liegen,
oder so dafs er den Bedingungen entspricht, welche in Folge der
Gleichungen 117) fiir den analogen Fall paralleler Krifte aufgestellt
worden sind (S. 104). In diesem Fall ist also eine Resultirende
denkbar.

C. Wenn endlich auf ein festes System Krifte wirken,
deren Richtungslinien zwar in parallelen Ebenen
liegen, aber nicht unter einander parallel sind,
und wenn die Kriifte zwar in Bezug auf fortschrei-
tende Bewegung im Gleichgewicht sind, aber nicht
in Bezug auf drehende Bewegung, so liilst sich die
Wirkung der Krifte immer nur auf ein Kriftepaar
zuriickfithren. ~

Die Gleichungen 119) nehmen fiir den gegebenen Fall die
Form an:

2(K.sina)=0; I(K.cosa)=0,

und die Gleichungen in Bezug auf Drehung haben die Form:

2(K.sine.z)=A, 3(K.cosa.z)=B, D KesB )= 0
wenn wir die fritheren Bezeichnungen, und die zu Anfange dieses
Paragraphen angenommene Lage der Koordinatenebenen gelten las-
sen. Man sieht leicht, dafs das Gleichgewicht gegen drehende
Bewegung nur durch ein Kriftepaar 4P und — P herzustel-
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len ist, dessen Krifte in Ebenen liegen, die mit den Parallelebenen
der Krifte parallel sind, denn wollte man nur eine einzige Kraft
einfiihren, so wiirde durch dieselbe das Gleichgewicht gegen fort-
schreitende Bewegung gestort werden. Bezeichnen wir den Ab-
stand des Angriffspunkts von -+P von der Grundebene mit Z, den-
jenigen von — P mit Z’, den Winkel, welcher die Richtung von P
mit der ersten Axe macht, mit y; ferner den Hebelsarm in Bezug
auf die Axe Z von 4P mit g,, denjenigen von — P mit ¢/,,, so
folgt, wenn die Kriiffte 4P und —P die Resultirenden der dre-
henden Bewegung sein sollen:

a) J(K.sina.z)="P.siny(Z—2Z2'),

b) S(K.cosew.z)=P.cosy(Z—2'),

c) Z(KRIII) == P(Qm— Q,m)‘

Aus den Gleichungen a) ‘und b) folgt:
(K .sina.%)
(K .cosa.3)”’
durch welche Gleichung die Lage der Durchschnittslinie der
Ebene, welche man durch die Kraftrichtungen des Kriftepaars legen
kann, mit der Grundebene (ersten Projektionsebene) gegen die
Axen XZ und YZ vollkommen bestimmt ist. Nennen wir nun den
Neigungswinkel der Ebene, in welcher das Kriltepaar liegt, mit
der Grundebene ¢, so ist, wie leicht ersichtlich:
s (Vs el )N B e

ke (Qm_ﬁ',m) = 2(KR,) i
(vermdge Gleichung c). Indem wvir aber die Gleichungen a) und b)
quadriren, addiren, und Z—Z' entwickeln, folgt:

(Z——Z’)zf;;- : Vi[Z(K.sin .z)]® + [Z(K.cosa.z)]’}

]/2[2'( K.sma.x)]24[3(K. cos a.z)]%
=(KR,) '
Durch die Gleichungen 123 und 123a) ist die Lage der Ebene,
in welcher das Kriftepaar wirksam zu denken ist, der Richtung
nach vollkommen bestimmt. Der kiirzeste Abstand der beiden Kraft-
richtungen —+P und —P ist aber, wie die Figur leicht iibersehen
lafst, gleich

123) tang y =

123a) tang ¢ —=

V{(Z—Z‘)z et (gm—()’m)z§ 4
und indem wir die Werthe fiir (Z—Z')* und (o, —0¢’,)* einset-

zen und mit P multipliziren, folgt das Moment des Kréftepaars:
123h) 1[5 (K.sin @.5)]? +[S(K. cos « .5)]? + [S(KR,)]*] .
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Bezeichnen wir den Abstand der beiden Kraftrichtungen mit o,
die Koordinaten des Angriffspunktes der einen von beiden Gegen-
kriften (4+-P) mit X, Y, Z, so sind, wvie sich leicht iibersehen lifst,
die Koordinaten des Angriffspunkts der andern Gegenkraft (—P):

123¢) 2’ =Z+a.sing; Y = Y+ a.cosg.cosy;
X'=X+a.cosqg.siny.

Fiir den Fall, dafs simmtliche Kraftrichtungen parallel

sind, folgt aus 123), 123a) und 123b):
tang ¥ = tang o
1- (K=
e =

und das Moment des Kriftepaars:
124) L[S0+ [3(KR,)]*]

in welchen Gleichungen %z die Abstinde der Angriffspunkte der ein-
zelnen parallelen Krifte von einer beliebigen mit ihrer Richtung
parallelen Ebene und RB,, die Hebelsarme in Bezug auf eine belie-
bige, und zu dieser Ebene normale, Axe bezeichnen.

In dem Falle endlich, wo simmtliche Krifte in ein und der-
selben Ebene liegen, folgt:

— 8- 2(K.sina) __ 0
125) g P 2.2(K.cose) -~ 0
tang ¢ = 0,

und das Moment des Kriftepaares:
125a) =3 (K.R,),

d. h. in diesem Fall bleibt die Neigung des Kriftepaares (Winkel W)
gegen die Axe XZ unbestimmt und kann beliebig genommen wer-
den, das Kriftepaar, welches fiir die Wirkung der Krifte substi-
tuirt werden kann, liegt in derselben Ebene, in welcher die Krifte
liegen, (¢ =0) und es ist das Moment des Kriftepaares gleich der
Summe der Momente simmtlicher auf Drehung wirkenden Kriifte
in Bezug auf eine beliebige zur Ebene der Krifte normale Axe.

Bestimmung der Resultivenden und ihres Angriffspunktes fiir Krifte, welche
auf ein festes System wirken, und deren Richtungslinien eine beliebige Lage
haben.

§ 76. Wir wenden uns nun zu dem allgemeinsten Fall, nimlich
zu dem, dafls auf ein festes System beliebige Krifte in
ganz beliebigen Richtungen wirken, und dafs es darauf an-
kommt, ihre Resultirende der Grofse und Richtung nach
zu bestimmen.
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Wenn zunichst:

A. die Krifte weder in Bezug auf drehende noch in
Bezug auf fortschreitende Bewegung im Gleichge-
wicht sind:

so koénnen wir, indem wir drei beliebige Koordinatenebenen anneh-
men, die Resultirende der fortschreitenden Bewegung Q der Grofse
und Richtung nach bestimmen nach § 71 und mittelst der Gleichun-
gen 110) und 111).

Um nun aber den Angriffspunkt der Resultirenden zu
finden, denken wir uns simmtliche Krifte in den einzelnen Angriffs-
punkten nach drei zu einander normalen Richtungen zerlegt, die
Komponenten parallel mit den drei Axen sind dann:

I, Cos R SERCR cos L . o VITSBes s

Nun haben wir drei Gruppen paralleler Krifte, fir die
wir nach § 74 und Gleichung 117a) drei Resultirende einfithren
konnen. Es seien Q, die Resultirende aller parallelen Krifte If.cose...
und X, Y, Z die Koordinaten ihres Angriffspunktes; in dhulicher
Weise bezeichnen @, und Q,, die Resultirenden der parallelen
Krifte K.cosfB.... und K.cosy... und X,, Y,, Z, beziehlich

X, Y., Z, die Koordinaten ihrer Angriffspunkte. ~Wir haben
dann:
O =2l coslayy 0 = (i Scosp), 'O =3 (l)cos y)
X __ 3(K.cosa.x) be __3(K.cosp.x) X __2(K.cosy.x)
S SIC cova) b Yo sKeosg). 2 Bl S GK cosy)
126) Y __ 3(K.cosa.y) y __Z(K.cosB.y) __2(K.cosy.y)

R ST JER0 ) el o ST B TGy - e S(K.cosy)
7 ___Z'(K.cosoc.z) 7 e Z(Kicos.3) 7 _ 2(K.cosy.z)
S SR sl & & S (K cosBR)ii bl Z(K.cosy) :

Diese Gleichungen zeigen folgendes Gesetz:
I. Wenn auf ein festes System beliebig viele Kriifte
einwirken, welche weder in Bezug auf fortschrei-
tende noch in Bezug auf drehende Bewegung im
Gleichgewicht sind, so lidlst sich ihre Wirkung
immer auf drei einzelne Krifte zuriickfiihren,
deren Richtungen einzeln parallel sind mit drei
beliebig angenommenen zu einander normalen
Axen, und deren Angriffspunkte vollstindig
durch die Gleichung 126) bestimmt sind.
Da nun die Richtung der Resultienden der fortschreitenden
Bewegung @ durch die Gleichungen 110) und 111) vollkommen
bestimmt ist, so konnen wir jede dieser drei Krifte, auf welche
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wir so eben das System zuriickgefiihrt haben, zerlegen nach zwei
Richtungen, von welchen eine parallel mit der Richtung von (,
die andere aber normal dazu ist, wir erhalten dann zwei Gruppen
von Kriften, niimlich eine Gruppe, bestehend aus drej Kriiften, die
unter sich und mit der Richtung von Q parallel sind, und eine an-
dere Gruppe von drei Kriften, welche in Ebenen liegen, die nor-
mal zu der Richtung von Q sind, welche folglich in parallelen Ebe-
nen liegen. Da die Resultivende mit den Axen die Winkel 4, B, I
bildet, so bildet sie dieselben Winkel der Reihe nach auch mit den
drei Kriften Q,, Q.» Q. welche der Reihe nach mit diesen Axen
parallel sind. Hiernach haben wir die beiden Gruppen:

parallel mit Q: normal zu (:
Q, .cos 4= Q. cos 42, Q,.sind=Q.cosA.sin 4,
Q,,.cosB:Q.cosB’, Q”.sinB:Q.cosB.sinB,
Qu-cos I'=Q . cosI™, Qu-sinI'=Q.cosI.sinT"

Die Krifte der ersten Gruppe lassen sich durch die Gleichun-
gen 110) und 111) vereinigen. Es ist ihre Resultante (Gleichung
110), 111) und 112):

Q,.cos A+ Q, . cos B+ Qi scos I' =
[Z(I(.cosa)]” [Z(K.cosLﬂi [S(K-cos y)]?
8, Tevawm .t Q

127) Q:1/§[2(1r.cosu)]z+[.>:(K.cosp’)]z+[z(1r.cosy)]=§.

Der Angriffspunkt dieser Resultante ergiebt sich nach 117a),
wenn wir die Koordinaten mit X, Y, Z bezeichnen:

5 Qi.cos 4. X,4+Q,.cos B. )(L+_(Q!£sr.x,,,

—— T o e

Q.cos A4 Q,,. cos B4 Q, .cosI'
128) ( Y= ﬁQ,f_c"ﬁ{l_*Yfi¥Qﬂj’s£ Y, + Q. cos r.Y,

Q.cos A+ Q,, . cos B Q.- cos I
g uQﬂl_;cosA. Z, 4+ Q,cos B. Z, +&’L' cosI'. Z,,

Q/.cos A+ Q, . cos B4+ Q. .cos I’

Setzen wir in diese Gleichungeu die Werthe der Gleichungen
126) fir Q,, Q,, Q. X, X, X, ete., so ergiebt sich mit Beriick-
sichtigung, dafs nach Gleichung 111)

éos A== E\( Kgom) Se eOsrh =t 2—\-( Kéwsﬁ) CoR]— ——-E(K'-CEQ

ist:
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128a)
i Z(K.cosa.z) . S(K.cosa)+Z(K . cos f.2). 3(K .cos f)+Z(K .cosy.z). 3(K. cosy)
[2(K.cosa)]*+[Z(K.cosg)]>+Z(K.cosy)]?

_ 3(K.cosa.y) .Z(K.cosoc)-l-Z(K.cosﬂ.y)(Z(K.cnsﬁ')-f—E(K.cosy.y).E(K.cos;*)
Y [Z(K.cosa) |2 +[Z(K.cosp)]* +[Z(K.cosy)]?

e Z’(K.costx.z).E(K.cosa)—!—Z(K.cosﬂ.Z).Z'(K.cosﬁ’)+2‘(K.cosy,z).Z'(K.cosy)
[Z(K.cosa)|?+[Z(K.cos 8)|>+[Z(K.cosy)]?

Es ist iibrigens leicht zu iibersehen, dafs der hier bestimmte
Angriffspunkt der Resultirenden dieser drei parallelen Krifte in der
Ebene liegen mufs, welche durch die Angriffspunkte der drei
Krifte gelegt wverden kann, denn lédge er aufserhalb dieser Ebene
und zerlegte man die simmtlichen Kriifte in zwei andere, parallel
und normal zu der Ebene, so wiirde diejenige Komponente der Mit-
telkraft, welche parallel mit der Ebene ist, und deren Angriffspunkt
aufserhalb der Ebene lige, cinen Hebelsarm in Bezug auf eine in
der Ebene liegende, und die Richtungen der Komponenten der drei
Krifte, deren Angriffspunkte in der Ebene liegen, schneidende Axe
haben, wihrend diese Komponenten ecinen Hebelsarm in Bezug auf
diese Axe nicht hiiten; es wiirde also durch die Mittelkraft Gleich-
gewicht gegen drehende Bewegung nicht hergestellt werden.

Betrachten wir jetzt die zweite Gruppe der Komponenten,
deren Richtungen in Ebenen liegen, welche zur Richtung der Re-
sultirenden der fortschreitenden Bewegung normal sind, so kénnen
diese Krifte keine fortschreitende Bewegung bedingen, wohl aber
ist eine drehende Béwegung denkbar. Wir haben es also mit
Kriften zu thun, die dem im vorigen Paragraphen unter C. behan-
delten Fall entsprechen, und fiir welche ein Kriftepaar substi-
tuirt werden kann. Um die Verhiltnisse dieses Kriftepaares zu be-
stimmen, denken wvir uns irgend eine Ebene, welche normal zu der
Richtung von @ ist, nennen den normalen Abstand des Angriffs-
punktes Q, von dieser Ebene Z,°, den normalen Abstand der An-
griffspunkte @, und @, von derselben Ebene Z,°, Z,°, denken
ferner in der Ebene eine beliebige Axe, und bezeichnen die Win-
kel, welchen die Richtungslinien von (,.sin A mit dieser Axe bil-
det mit °, ebenso die Winkel, welche die Richtungslinien der
Krifte Q,.sinB und Q,,.sinI" mit derselben Axe bilden mit e,°, &,,°,
so ergiebt sich der Neigungswinkel der Durchschnittslinie der Ebene
des Kriftepaars mit jener Axe vy nach 123:



122 Grundlehren der Mechanik. B. Von den mechanischen Kriften.

tangy —

Z°Q,.sind .sina,® +Z,°Q, .sin B . sin ' +2,°Q,  .sinl.sn «,°
iz Q,.sin 4. cos 0+ Z,°Q,.sinB.cosa,’ 4 Zii 2 Q j-sin T 2cos.ou;,®
und in #hnlicher Weise lifst sich der Neigungswinkel ¢ der Ebene
des Kriftepaares gegen die Richtung von @ nach 123a), sowie das
Moment des Kriifiepaares nach 123b) finden. Wollte man die in
diesen Gleichungen vorkommenden Werthe analytisch ausdriicken,
so kompliciren sich die Ausdriicke so sehr, dals sie ihren Werth
als Formeln fiir den Gebrauch verlieren, und es hesser ist in jedem
einzelnen Falle die Rechnung besonders durchzufihren. Um diese
Rechnung zu erleichtern, diirfte folgender Weg zu empfehlen
sein.

Wir verlegen den Anfangspunkt des urspriinglichen
Koordinatensystems in den Angriffspunkt von Q. Es sind
sodann die Koordinaten der drei Angriffspunkte Q,, Q,, Q,, durch
die Gleichungen zu finden:

X/(Q):X/—X7 Y/(Q):Ytﬁy’? ZI(Q):ZI_Z7

]29) ‘Xll(g):Xﬂ_X7 Y//(Q):Yu_ Y, Zu(Q):Zu—Z!
‘Xm(Q)=1Ym—X7 Ym(Q):Y/u_ Y, Zm(Q):Zm"“' Z.

Legen wir nun durch den Angriffspunkt von Q, also durch
den Anfangspunkt des neuen Koordinatensystems eine Ebene nor-
mal zur Richtung von Q (vierte Ebene), so bildet diese Ebene mit
den Ebenen, in welcheu die Axen X und Y liegen (dritte Ebene),
den Winkel I” mit der Ebene, in welcher die Axen X und Z (zvveite
Ebene) liegen, den Winkel B, und mit der Ebene, in welcher die
Axen Y und Z (erste Ebene) liegen, den Winkel A; denn der Win-
kel, welchen zvwei Ebenen bilden, wird gemessen durch den Winkel,
welchen zwei Linien einschliefsen, die in einem Punkte der Durch-
schnittslinie einzeln normal auf den Ebenen sind. Der Angriffspunkt
von () ist aber ein Punkt der Durchschnittslinien der vier Ebenen,
die Richtung @ ist normal auf der vierten Ebene, die Axe der Z
ist normal auf der Ebene, in welcher die Axen der X und der ¥
liegen, folglich macht diese Ebene mit der vierten Ebene den Win-
kel, welcher die Richtung von Q mit der Axe der Z bildet, d. i.
den Winkel I" ete.

Projiciren wir die Richtung von Q auf die Ebene, in welcher
die Axen der X und der ¥ liegen, und bezeichnen wir den Winkel,
welcher die Projektion Qp' mit der Axe X bildet, mit &, ziehen von
p, die Normale p'v auf die Axe X und verbinden pv, so ist auch
po normal zu QX, und daher:
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/
|‘a° ok ~\\~~_‘~\ /ll’l
Q=
Y3
130) cunceize Qv _ Qp.cosd cos' At 3 " cos A
& e !

Qp' — Op.sn(Qpp’) — sin(pQZ) sl "
Ebenso findet man:

cos (p' QY) :_/%];? =sin's;

d. h. der Kosinus des Winkels, welchen-die Projektion
einer Linie auf eine Ebene mit einer in dieser Ebene
liegenden Axe macht, ist gleich dem Quotienten aus dem
Kosinus des Winkels, welchen die Linie selbst mit dersel-
ben Axe macht, durch den Sinus des Winkels, welchen
die Linie mit einer zu der Ebene normalen Axe macht;
dhnlich lilst sich eine Regel fiir den Sinus ableiten.

Die Durchschnittslinie #N, zwischen der vierten Ebene
und der dritten Ebene, ist normal zu der Projektion Qp’, denn, da
sie in der vierten Ebene liegt, so ist sie normal auf pQ, und da
sie auch in der dritten Ebene liegt, so ist sie normal zu QZ, sie
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ist folglich normal zu der Ebene QZp im Punkte Q, folglich zu
jeder anderen Linie, die in dieser Ebene liegt und durch den Punkt Q
geht, und eine solche Linie ist 0.

Sind z und y die Koordinaten eines in der dritten Ebene lie-
genden Punktes a, so ist die Entfernung dieses Punktes von der
Durchschnittslinie #N einer Ebene, welche mit der gegebenen Ebene
den Winkel I, mit den beiden andern Projektionsebenen die Win-
kel 4 und B bildet, und durch den Anfangspunkt der Koordina-
ten geht:

ab=ab’. cos bab’=ab’. cos ¢ = (ab" + b"b') cos ¢
=(ab"+5"Q. tang ¢) . cos &
=&.cos &~ ysin &,
und indem man fiir cose und sin ¢ dje obigen Werthe setzt:
cos 4 cos B

ab =gz, 5
sin I" Y sin I"

Ist a’a =1z der Abstand eines Punk-
tes von einer Ebene, und ab der Abstand
seiner Projektion von der Durchschnitts-
linie dieser Ebene mit einer andern Ebene,
welche mit derselben den Winkel I” bil-
det, so ist seine Entfernung a’¢ von die-
ser Ebene:

a'c=(aa'+ aa") cos I'=(z <+ ab tang I") cos I"
—=z.cosl'+absinT.
Setzen wir fiir ab den vorhin bestimmten Werth, und bezeich -
nen wir den Abstand a’c mit 5%, so ist:
131) %% ==%.cos I'+ x cos A+ y cos B,

d. h. der Abstand eines Punktes, dessen Koordinaten Doey
und z sind von einer Ebene, die im Anfangspunkt des Ko-
ordinatensystems normal steht auf einer durch den Anfangs-
punkt des Koordinaten gehenden, und mit den drei Koor-
dinatenaxen die Winkel 4, B, I' bildenden Linie, ist gleich
der Summe der Produkte, welche gebildet werden, wenn
man jede der drei Koordinaten einzeln mit dem Kosinus
des Winkels multiplizirt, welcher die Richtung jener Linie
mit derjenigen Axe bildet, mit welcher die betreffende
Koordinate parallel ist.

Hiernach hat man die Abstinde der Angriffspunkte der Kriifte

Q. Q,und Q, von der Ebene, welche im Angriffspunkt von
normal zu der Richtung der Mittelkraft Q gedacht ist:
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Z,"= X0 -cos A+ Y,g).c0s B+ Z,gy.cos I
13la) { Z,°= X, (o). ¢08 A+ Y, (g). cos B+ Z, (o). cos I"
A :AXM(Q) .cos A+ Ym(Q)' cos B -+ Z”/(Q). cos I

Denken wir in der vierten Ebene zwei Axen, die normal
auf einander sind, und von denen die eine mit M N*) zusammenfillt;
legen wir durch diese Axen und durch die Richtung von Q Ebe-
nen, so sind diese Ebenen und die vierte Ebene drei neue Koordi-
natenebenen, die Abstinde der Angriffspunkte von der vierten Ebene
Z° %, Z,° haben wir so eben bestimmt; die Abstinde von der
Ebene durch MN und Qp wollen wir X,°, X% X,° und die-
jenigen von der Ebene, welche durch QUp geht und normal zu M N
ist, mit Y°, ¥,°, Y, ° bezeichnen. Nun ist offenbar die letztge-
nannte Ebene in dem Punkte Q normal zu der Linie MN; die Li-
nie MN bildet aber mit der Axe QY den Winkel & mit der Axe
QX, den Winkel 90° + ¢ und mit der Axe QZ den Winkel 90,
folglich findet man den Abstand y° irgend eines Punktes von dieser
Ebene dunrch die oben entwickelte Regel (Gleichung 131), nimlich.

Y° =5.c08 90° 4y .cos e+ . cos (90° + ¢),
oder wenn man fiir cos¢ den oben bestimmten WWerth (130) und
fiir cos (90° + &) den Werth — sin ¢ setzt:

132) o=y .cosA_:vcosB

sin I" sin I"°
Es folgt hieraus:
cos A cos B
Y=Y, SRR T X0 - sin I"
- cos 4 cos B
1829) 4 Y, =Y. 577 — Xuo - sin I"
cos A cos B

Ymo: uil@) s srnyn ‘Xm((’) e T

Die Linie Qp’ erscheint offenbar als die Projektion derjenigen
Axe, welche in der vierten Ebene liegt und in Q zu MN normal
ist, auf die dritte Ebene. Bezeichnen wir den Winkel, welchen die
genannte Axe mit der Axe QZ macht mit o, den Winkel mit QY
mit 4 und den Winkel mit QX mit 9, so ist nach der frither ent-
wickelten Regel (130):

cos & . cos 7
coss———, sin'g SRl
sin ¢ sin ¢
daraus folgt:
€os 9 == cos ¢.sin g, cos 7 = sin & . sin 0.

*) Siehe die Figur auf S. 123.
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Nun ist aber der Winkel ¢ offenbar gleich 90° 4+ I'" und da-
her sin 6 =cos I, und indem wir fiir cose und sin ¢ die oben ge-
fundenen Werthe setzen, ergiebt sich:

o e cos 4. cos I’ e wlacos Biicas.T”
7P sin I" 2 L= sin I' :

Die Ebene, welche durch MN*) und Qp gelegt wird, ist aber
normal auf der ebenerwihnten Axe, und da diese Axe mit den
drei ersten Axen die Winkel 6, y und 9 macht, so folgt der Abstand
eines beliebigen Punktes von dieser Ebene (131):

Ty =%.€0s0—+y.cosy—+5.cos?,
und wenn man fiir cosc setzt cos(90° S+ I)—&in I’ und fir
cos & und cosy die eben bestimmten Werthe, so folgt:
cos B . cosI” cos 4. cosT'
sin I" e sin I' ?
oder durch eine leichte Umformung:
_R.cos I"Hy.cosB.cosT'4 2 .cos A .cos ['—g T %jicoslitn

Ty = —zxsinl +y.

Tove= sl e sin I
Hiernach ist also:
133)
Y X, (0).cos 4.cos '+ Y,(gy.cos B.cos I" - Z,(0).cosI'* — Z (o)
(i sin I"
% e X ,(0)- cos A.cos '+ Y“(Q).cosB.cosI’—I—-Z,,(Q).cosl“2 -—Zl,('gl
R R sin I"
e X.(0).cos A.cos '+ Y, (0).cos B. cos '+ Z,,0)-cos I — Z,,(0)
il o sin I” :
oder:
0 SN 0 iy
1332) X0 = _Z_/;C%l_&_)_, X, = ZH'#;:}_ZJ!LQ) :
X, = Z,"° . cos F_ZM(Q)__ ;

sin I

Es kommt nur noch darauf an die Winkel «,°, «,°, o0 7u
bestimmen, welche die drei Kraftrichtungen Q,.sin 4, Q,.sinB,
Q,,-sinI" mit einer von den neuen, in der vierten Ebene liegenden
Axen bilden. Wir wihlen die Axe, welche normal zu MN ist, als
diejenige, mit welcher die genannten zu bestimmenden Winkel ge-
bildet werden, und nennen diese Axe die Axe der X°. Jene
drei Kraftrichtungen sind entstanden, indem man die Drucke @
Q.» Q. mach der Richtung Q und normal dazu zerlegte, sie er-
scheinen also als die Projektionen der Kraftrichtungen Q,, Q,,, ;.
auf die zu @ normale vierte Ebene, oder da diese letztgenannten
Kraftrichtungen parallel mit den drei ersten Axen sind, als die Pro-

*) Siehe die Figur auf S. 123.
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jektionen dieser drei Axen auf die vierte Ebene. Nun macht die
Axe () X*) mit der angenommenen neuen Axe der X° den Winkel 9;
mit der zu der Ebene, in welcher diese neue Axe liegt, normalen
Axe Qp (Axe der Z°) den Winkel 4 und mit der Axe M N (oder
der Axe der Y°) den Winkel 90° 4.

Wir haben also nach dem Gesetz (130) auf S. 123 fiir den
Winkel, welchen die Projektion von QX auf die vierte Ebene mit
der Axe der X° macht, oder, was dasselbe ist, fiir den Winkel,
welcher die Kraftrichtung Q,.sin4 mit der Axe der X° macht:
cos & __ cos 4 .cosI’
sin 4~ sind.sinI’
cos (90° 4-¢)  —sine_  —cos B

sin 4 SRS ARG R i

Ebenso findet man den Winkel, welchen die Projektion der
Axe QY oder die Kraftrichtung Q,.sin B mit der Axe der X°
macht, durch die Betrachtung, dafs die Axe QY mit der Axe der
X° den Winkel 7 mit der Axe der Y° den Winkel ¢ und mit der
Axe der Z° den Winkel B bildet:

cos 7 cos B.cos I

cosa’ =

= cotg 4 . cotg I"
134)

s oti=

Qi
cos ,° =

1343) sine  sinB.sinI' =COth'COtgF

cos g sl cos 4

Y smB. 7 sin B sin F 2
und endlich ergiebt sich der dritte Winkel, da die Axe QZ mit
der Axe der X°, den Winkel 6 =90°+ I'; mit der Axe der Y°
einen Rechten, und mit der Axe der Z° den Winkel I" hildet:
cos(90°+I") __ £

Costay, U= = == = =]
sin I"
134b -
) . B §:008,902
Sin'elr == g 0,

d. h. die Richtung @, .sin I' macht mit der Richtung der Axe der
X° einen Winkel von 180 Grad, ist der Richtung der Axe X° also
entgegengesetzt.

Endlich lassen sich auch noch die Hebelsarme der Kriifte
Q'.sind, Q,.sinB und Q,,.sin I in
Bezug auf die Axe p Q leicht bestim-
men. Sind nimlich z und y die Ko-
ordinaten eines Punktes parallel mit
der Ebene gemessen, auf welcher die
dritte Axe normal steht, so ist der
kiirzeste Abstand der Richtungslinie
der Kraft, welche durch diesen Punkt

*) Siche die Figur auf S. 123.
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geht, und deren Projektion mit der Axe der X den Winkel 2 bil-
det, von der dritten Axe offenbar:
135) { Of= Qg.cosl:(y+lzg)cosl:(y+xtangl)cosl
=y .cos A+ zsin A.
Macht die Kraftrichtung selbst mit der Axe der X den Win-
kel &, mit der Axe der Y den Winkel g und mit der Axe der Z
den Winkel 7, so hat man nach dem Friihern (130) fiir den Win-
kel, welcher ihre Projektion mit der Axe der X bildet:

cos B
siny ’

COos

cos i = 5 sin 4 —

sin y
folglich die kiirzeste Entfernung der Kraftrichtung von der Axe der
Z oder den Hebelsarm der Kraft in Bezug auf die Axe der Z:

_s. & Jeas B . COS o

1352) Of=R, =204 3?

Man findet also den Hebelsarm einer Kraft, deren Rich-
tung durch einen gegebenen Punkt geht und mit den drei
Axen gegebene Winkel bildet, in Bezug auf eine Axe,
wenn man jede einzelne der beiden Koordinaten, welche
nicht mit dieser Axe parallel sind, maltiplizirt mit dem
Kosinus des Neigungswinkels, welchen die Kraftrichtung
mit derjenigen Axe macht, die der andern von beiden pa-
rallel ist, und die Summe der Produkte dividirt durch den
Sinus des Neigungswinkels, welchen die Kraftrichtung mit

derjenigen Axe. macht, fiir welche man den Hebelsarm be- -

stimmen will, oder wenn man jede der beiden Koordina-
ten mit dem Sinus des Neigungswinkels multiplizirt, wel-
chen die Projektion der Kraftrichtung auf eine Ebene, die
normal zu der Axe ist, fiir welche man den Hebelsarm
bestimmen will, bildet mit derjenigen Axe, mit welcher die
betreffende Koordinate parallel ist; und die Summe nimmt.
Nennen wir die Hebelsarme der drei Krifte Q,.sin4, Q sinB,
Q,-sinI" in Bezug auf die mit der Richtung Q zusammenfallende
Axe der Reihe nach ¢,°, ¢,°, 0,°, so findet man diese Hebels-
arme nach der obigen Regel (135):
0°=X/".sine, + Y. cosa,
134) §0,° =X,°.sine,~+ Y,°. cos 155
(’m“ = Af/“o 5 Sin “m -~ Yulo - Cos lxmo"_——'—_ Ymo'
Hierdurch sind nun alle Elemente bestimmt, deren man bedarf,
um nach § 75. (S. 117, Gleichung 123), 123a) und 123b) die Lage
und das Moment des Kriftepaares zu bestimmen.
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Man hat néimlich zu setzen in jenen Gleichungen:
Z(K.sina.z)::0,.sinA.sinal".Z,°+0”.sinB.siua,,".Z/,°+
Qu-sinl.sine,°.Z,°
137) (2(K.cosa.z) = Q,.sin4.cose,° Z4,°+0Q,.sinB.cose,® . Z,°4-
Q,-sinl.cosa,. Z,°
2(K.R,)=Q,.sind.9°+0,. sinB.g,° + Q,,.sinI.g,°.
Es ergiebt sich sodann aus Gleichung 123) der Winkel v, wel-
chen die Durchschnittslinie der Ebene des Kriftepaars und der
vierten Ebene mit der Axe der X° macht; aus Gleichung 123a) der
Winkel, welchen die Ebene des Kriftepaars mit der vierten
Ebene, oder iiberhaupt mit einer Ebene macht, die normal ist zur
Richtung der Resultirenden der fortschreitenden Bewegung, und
endlich aus Gleichung 123b) das Moment des resultirenden Kiriifte-
paares ¥).
Ueberhaupt folgt aus der eben durchgefiihrten Rechnung:
IL.. Wenn auf ein festes System beliebige Krifte ein-
wirken, welche weder in Bezug auf fortschrei-
tende noch in Bezug auf drehende Bewegung im
Gleichgewicht sind, so lilst sich ihre Wirkung
immer zuriickfiithren auf eine Kraft, welche der
Richtung und Gréfse nach (Gleichung 127, 128,
128a), und auf ein Kriftepaar, dessen Moment
der Grofse nach, und dessen Ebene der Lage nach
(Gleichung 123 und 136) zu bestimmen sind.
Ziehen wir nunmehr den zweiten Fall in Betracht:

B. Wenn auf ein festes System Krifte in beliebigen
Richtungen wirken, welche zwar in Bezug auf
drehende Bewegung, nicht aber in Bezug auf fort-
schreitende Bewegung im Gleichgewicht sind, so
lifst sich immer eine Resultante durch die Glej-
chungen 127), 128) und 128a) der Gréfse und Rich-
tung nach bestimmen.

Dieser Fall ist nimlich ohne Weiteres auf die analogen Fille
auf S. 104 und 115 zuriickzufithren.
Was nun endlich den dritten Fall anbetrifft, néimlich:

C. Wenn auf cin festes System Krifte in beliebigen
Richtungen wirken, welche zwar in Bezug auf
fortschreitende Bewegung, aber nicht in Bezug auf
drehende Bewegung im Gleichgewicht sind, so

*) Eine kiirzere Entwickelung dieses Falles findet man auf S. 142,

IL. 9
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lifst sich die Wirkung derselben immer nur auf
ein resultirendes Kriftepaar zuriickfiihren.

Um dies nachzuweisen, verfahren wir ganz #hnlich wie auf
S. 116 C.

Zunichst ist einleuchtend, dafs eine Gegenkraft, welche wir
in das System einfiithren mochten, das Gleichgewicht gegen fort-
schreitende Bewegung storen wiirde; es sind also wenigstens zwei
gleich grofse, parallele, aber der Richiung nach entgegengesetzte
Krifte +P' und — P’ einzufithren, wvelche mit den drei Axen die
Winkel 4, B und I" bilden mégen.

Legen vwvir durch die parallelen Richtungen der Kriifte P’
und — P’ eine Ebene, und verbinden nun ihre Angriffspunkte, so
liegt auch diese Verbindungslinie in derselben Ebene. In jedem
Falle lassen sich aber die beiden Krifte in dieser Ebene zerlegen in
je zwei andere, von denen die einen parallel sind mit einer der
Koordinaten-Ebenen, z. B. mit der Ebene XY, und die andern in
die Richtung der Verbindungslinie ihrer Angriffspunkte fallen. Die
Komponenten, parallel mit der Grundebene XY, sind unter sich pa-
rallel, gleich grofs, aber entgegengesetzt, und mogen mit -+ P und
— P bezeichnet werden, diec Komponenten nach der Richtung der
Verbindungslinie sind ebenfalls gleich grofs, entgegengesetzt und fal-
len in dieselbe gerade Linie, siec mogen mit 4P” und —P” be-
zeichnet werden. Diese beiden Komponenten halten einander das
Gleichgewicht, sie nehmen nur die innern Krifte des Systems in
Ansprach, und kénnen auf das System weder auf Drehung noch
auf Fortschreiten wvirken; sie fallen also aus der Betrachtung, und
man sieht, dals, wie man auch die Lage und Richtung der beiden
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Krifte + P’ und —P' gewihlt haben mag, sich fiir dieselben im-
mer zwei andere 4-P und — P substituiren lassen, die in denselben
Angriffspunkten wvirken, deren Richtungen parallel mit einer der
Koordinatenebenen sind, und aufserdem in derselben Ebene liegen,
welche durch die Krifte 4P’ und — P’ gelegt werden konnte.

Behalten wir die Bezeichnungen auf S. 116 bei, so folgt, dafs,
wenn die beiden Krifte 4P und —P Gleichgewicht gegen dre-
hende Bewegung herstellen sollen, sein miisse:

a) 2(K.sine.R)=P.siny(Z—2")
b) Z(K.sinf.R)=P.cosy(Z—2")
C) Z(KSIH Y'Rm) =P. ((}m'—@’m}

Durch dieselben Betrachtungen, welche bereits auf S. 117 an-
gestellt worden, und in Erwigung, dafs wir diese Betrachtungen,
welche fiir die Ebene XY gelten, hier auch fiir die Ebene XZ und
ZY anstellen konnen, folgt allgemein:

Der Neigungswinkel der Ebene des Kriiftepaars gegen die
Ebene XY

188 Jutaniae :Vg[Z'(K.sin "‘R.)]2+[2(K.sinﬁ.R,,)]2z

S(K.smy.R,) 2

d. h. man findet die Tangente des Neigungswinkels der Ebene,
in welcher das resultirende Kriftepaar liegt, gegen eine
der Koordinatenebenen gleich dem Quotienten aus der Qua-
dratwurzel aus der Summe der Quadrate der Momenten-
summen  der einzelnen Krifte in Bezug auf die beiden
Axen, die in dieser Ebene liegen, durch die Momentensumme
der einzelnen Krifte in Bezug auf die Axe, welche normal
zu dieser Ebene ist.

Es folgt ferner:

Der Neigungswinkel der Durchschnittslinie der Ebene
des Kriiftepaars mit eciner der Koordinatenebenen gegen eine der
Axen, welche in dieser Ebene liegen:

(K .sina.R)

2(K.sinp.R,)’

d. h. man findet die Tangente des Neigungswinkels, welchen die
Durchschnittslinie der Ebene des Kriifiepaars mit einer der
Koordinatenebenen gegen eine in dieser letztgenannten Ebene
liegende Axe macht, gleich dem Quotienten aus der Mo-
mentensumme der einzelnen Krifte in Bezug auf diese Axe
durch die Momentensumme in Bezug auf die andere in der-
sclben Ebene liegende Axe.

1382a) tangy —

9 *®
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138b) Das Moment des Kriftepaars
1/{[2(K.sintx.}l,)]2+[2(K.sinﬂ.Ru)]”—l-[Z(K.siny.R,H)]’g,

d. h. das Moment des resultirenden Kriftepaars ist gleich der
Quadratyvurzel aus der Summe der Quadrate der Momen-
tensummen der einzelnen Kriifte in Bezug auf die drei
Axen.

Vorschlag zur Annahme eines allgemein giltigen Modus die VVinkel zu zihlen,
welche Kraftrichtungen mit rechtwinkligen Koordinaten-Axen bilden.

§ 77. Bei den vorhergehenden statischen Untersuchungen hat
man mit Kriflen zu thun, deren Richtungslinien nicht in ein
und derselben Ebene liegen; man bestimmt sodann die Lage die-
ser Richtungslinien durch die Winkel, welche sie mit drei ange-
nommenen Koordinaten-Axen machen; es ist sehr wichtig die Vor-
zeichen der Winkelfunktionen richtig in die Rechnung einzufiihren,
und um in dieser Bezichung keinen Irrthum zu begehen, mufs man
die Winkel, welche die Richtungslinien mit den einzelnen Axen ma-
chen, von jeder Axe aus stets in demselben Sinne rechnen (vergl.
§59). Es erscheint wiinschenswerth, dals man sich allgemein iiber
einen Modus einige, nach welchem bei dergleichen Untersuchungen
die Kraftrichtungen zu bestimmen sind, und zu dem Zwecke scheint
folgendes Verfahren empfehlenswerth:

1) Man sehe siimmtliche Krifte so an, als ob sie in ihrem An-
griflspunkt ziehend wirken, und nehme ihre Werthe dann ab-
solut.

Um dies zu verstehen, diene folgende

ey > by Erliuterung: Strebt eine Kraft ein Mas-

* senelement von @ nach b zu bewegen,

so konnen wir entweder die Kraft in

einem Punkte wirkend denken, der auf derselben Seite von a
liegt, auf welcher auch & liegt, und so als ob sie das Massenelement
anzieche, oder wir konnen die Kraft auch in einem Punkte wirk-
sam denken, der auf der entgegengesetzten Seite von a liegt, und
so, als ob die Kraft das Bestreben habe, das Massenclement abzu-
stolsen (§55. S.67). Im ersten Falle bezeichnen wir die Wir-
kung, indem wir sagen, die Kraft wirke ziehend, im andern Fall,
indem wir sagen, die Kraft wirke schiebend auf das Massenele-
ment. Es ist gleichgiltig, ob wir simmtliche Krifte in ihren An-
griffspunkien ziehend, oder ob wir simmtliche Kriifte schiebend
wirkend denken. Um eine Uebereinstimmung herbeizufiithren, mé.
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gen stets simmiliche Krifte ziehend angenommen werden, und
wenn sie schiebend gedacht werden sollen, mige man es aus-
driicklich bemerken.

2) Die Winkel, welche eine Kraftrichtung mit den
drei Axen macht, werden gefunden, wenn man von dem Anfangs-
punkt der Koordinaten eine Linie zieht, parallel mit der Richtung
der Kraft, und in demselben Sinne, in welchem die Kraft auf ihren
Angriffspunkt ziehend wirkt, und nun die Winkel bestimmt, wvel-
che diese Linie mit den drei Axen bildet.

3) Um zu beurtheilen, in welchem Quadranten der Win-
kel liegt, den diese Richtung mit einer Axe bildet, lege man durch
die betrachtete Axe und durch diejenige Axe, welche in der Rei-

henfolge =+ 2 3 ihr die entfernteste ist, eine Ebene, und sodann
o, e

eine Ebene normal zu der betrachteten Axe durch die beiden an-
deren Axen. Um also den Winkel mit der erstem Axe (Axe
der X) zu bestimmen, lege man eine Ebene durch die erste und
dritte Axe (Axe der X und der Z) und eine Ebene durch die zweite
und dritte Axe (Axe der Y und der Z). Um den Winkel mit der
zweitem Axec (Axe der Y) zu beurtheilen, lege man eine Ebene
durch die zweite und erste Axe (Axe der Y und der X) und eine
Ebene durch die erste und dritte Axe (Axe der X und der Z) und
endlich um den Winkel zu bestimmen, welchen eine Kraftrichtung
mit der drittem Axe macht, lege man eine Ebene durch die
dritte und erste Axe und eine Ebene durch die erste und
zweite Axe. Die beiden Ebenen, welche man fiir jede ecinzelne
Axe gedacht hat, theilen den Raum in vier Abtheilungen. Die erste
Abtheilung liegt zwischen dem Theile der durch die betrachtete
Axe gelegten Ebene, welcher den positiven Zweig dieser Axe
enthilt, und demjenigen Theil der durch die beiden andern Axen
gelegten Ebene, welcher den positiven Zweig der in der oben-
erwilnten Reihenfolge zuniichst liegenden Axe enthilt. Alle Li-
nien, welche vom Anfangspunkt der Koordinaten gezogen in diese
Abtheilung fallen, bilden mit der betrachteten Axe Winkel, die im
ersten Quadranten liegen. Die zweite Abtheilung liegt zwi-
schen diesem zuletzt erwihnten Theil der durch die beiden andern
Axen gelegten Ebene, und demjenigen Theil der durch die betrach-
tete Axe gelegten Ebene, welche den negativen Zvweig dieser Axe
enthillt. Alle Linien, die in diese Abtheilung fallen, bilden Winkel
mit der betrachteten Axe, die im zweiten Quadranten liegen.
Die dritte Abtheilung des Raumes liegt zwischen den so eben be-
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zeichneten Theil der durch die betrachtete Axe gelegten Ebene,
und demjenigen Theil der durch die beiden andern Axen gelegten
Ebene, vwvelcher den negativen Zweig der in der obigen Reihen-
folge zuniichst liegenden Axe enthilt. Diese Abtheilung stellt den
dritten Quadranten, und die noch iibrige Abtheilung den vier-
ten Quadranten dar.

Denkt man die drei Koor-
dinatenebenen, so wird durch
dieselben der Raum in acht
Abtheilnngen getheilt, die
wir mit 4, B, C, D, E, F, G, H
*¥  bezeichnen. Die Punkte, wel-

che in diesen Abtheilungen lie-
gen, haben folgende Koordi-
naten- Vorzeichen, nach wel-
chen sich die Bezeichnung der
Abtheilungen bestimmen soll.

A B C D E F G H

+2Z

Ll o
L :—_—é_j—g
ol

L=
|

-2 +x i i e = —+ —+x
) R s M e O (A M e T W i g
~+z = -+3 —3 S e —+x —2z.

(Die Abtheilung F ist in der Figm" nicht sichtbar).

Bezeichnen wvir die Winkel mit der ersten Axe durch ¢, mit
der zweiten Axe durch § und mit der dritten Axe durch y, und
nehmen wir den oben dargestellten Modus der Winkelzihlung an,
so ergiebt sich folgende Zusammenstellung:

Eine Linie,
durt,:h den An-
d%:;{f iigg?:; -| DieWinkel | Vorzeichen Yorzeichen Vorzeichen Yorzeichen
ten parallel mitjliegen in den der der der der
e;'lffg I;:fgﬁj' Quadranten Kosinus Sinus Kotangente Tangente
liegt in der Ab-
theilung o | B | y lcos alcos Bl cosy|sin af sin Bsin y| ctgal ctg Bl ctgy g o |tg ] tg 5
T T
A Iysl Lslilie] sy el fchmali<tai a-nliszalvaies sl sl sl i ek
B IIVII—:—+—+—++—i—+§——
C L1 5 B o e B s ot i e e ] o e e
D mywvm) — |+ | —|+|—| == — | +—|—| +
E MEFILYIN Y =i = b =0 =i =] —-‘— +‘-———
F murmy — | — | —{—| —| —|+|++ —I—-\—i— -
G 1v111+-+—l++—l——|+——+
H IVERDIT it ifsudin A Mot tifide il d s o it vie




¢. Wirkung mehrer mech. Kriifte auf ein festes System von Massenelem. 135

Aus dieser Zusammenstellung ist ersichtlich, dafs die Vorzei-
chen der Kosinus von Winkeln, welche Linien bilden,
die durch den Anfangspunkt der Koordinaten gehen und
in irgend einer Abtheilung liegen, dieselben sind, wel-
che auch die Koordinaten von Punkten haben, die in
derselben Abtheilung liegen. Diese Vorzeichen sind jedoch
nicht zu verwechseln mit den Vorzeichen, welche etwa die Koor-
dinaten des Angriffspunkis der Kraft haben.

Es wirke z. B. in einem Punkte, dessen Koordinaten +z, —y, +%
sind, eine Kraft, welche mit der ersten und zweiten Axe einen
Winkel mit positivem, mit der dritten Axe einen Winkel mit ne-
gativem Kosinus mache, so liegt der Winkel & im ersten, der Win-
kel 8 im vierten und der Winkel y im zweiten Quadranten. Die
Kraftrichtung ist in der Figur angedeutet. Die entgegengesetzte
Kraftrichtung macht mit den drei Axen Winkel, deren Kosinus eben
so grofs, aber entgegengesetzt sind, sie bildet also mit der ersten
und zweiten Axe Winkel mit negativem und mit der dritten Axe
einen Winkel mit positivem Kosinus, liegt also in der Abtheilung E.

Aus den obigen Darstellungen ist nun leicht ersichtlich, welche
Bedeutung es haben miisse, wenn die Krifte selbst mit posi-
tivem oder negativem Vorzeichen (+P und —P) erschei-
nen, oder in die Rechnung eingefithrt werden. Es kann
dies néimlich in zwiefachem Sinne geschehen, entweder deuten die
Vorzeichen —+ P und — P iiberhaupt nur an, dafs zwei Krifte in
parallelen Richtungen, aber entgegengesetzt wirkend, gedacht
werden sollen, und es ist dann gleichgiltig, welche von beiden
man als positiv, und welche man als negativ betrachten will, oder
sie deuten an, dafs die betrachtete Kraft, welche mit negativem
Vorzeichen erscheint, in ihrem Angriffspunkt in einem Sinne wvirkt,
welcher demjenigen der iibrigen Krifte entgegengesetzt ist; dals
sie also, wenn wir allgemein die Kriifte ziehend wirkend denken,
in ihrem Angriffspunkte schiebend wirke; sie wird sofort in eine
Kraft verwandelt werden konnen, welche ziehend wirkt, und dann
absolut zu nehmen sein.

Gesetze iiber die Wirkung, Zusammensetzung und Zerlegung der Krifte-
paare. Parallelogramm und Parallelepipedum der Krifiepaare und der Paar-
Axen.

§ 78. Aus den Betrachtungen der §§ 74, 75 und 76 ergiebt
sich, dafs, wenn auf ein festes System Kriifte wirken, welche in
Bezug auf drehende Bewegung nicht im Gleichgewicht
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sind, das Gleichgewicht nur iu dem einzigen Fall, wo die Kraft-
richtungen parallel und zugleich die Summe simmtlicher Krifte
nicht gleich Null ist (S. 105. No. 2, Gleichung 117a) durch
eine einzige Gegenkraft herzustellen ist, in jedem andern Falle
aber das Gleichgewicht gegen drehende Bewegnng sich nur durch
ein Kriftepaar herstellen lifst. Hieraus folgt, dals iiberhaupt
jede drehende Bewegung, welche Krifte, die auf ein fe-
stes System wirken, diesem zu ertheilen streben, sich
auf ein resultirendes Kriftepaar zuriickfithren lasse.

Es ist von Interesse einige Eigenschaften der Kriftepaare
hier hervorzuheben.

1) Jedes Kriftepaar hat das Bestreben das System
um eine Axe zu drehen, die normal ist zu der Ebene, in
welcher das Kriftepaar liegt; der Punkt, in welchem die Axe
die Ebene schneidet, lifst sich aus den Eigenschaften des Krifte-
paares nicht bestimmen; es kann jeder beliebige Punkt sein,
wenn er nicht durch andere Bedingungen gegeben ist.

Denn es sei B der kiirzeste Abstand der Kraft 4P von der
beliebig angenommenen Drehaxe A; R’ der kiirzeste Abstand der
Kraft —P, dann ist die Summe der Mo-
mente, welche auf Drehung um die angenom-
mene Axe wirken, P.R—P.R'=P.(R—R’),
es ist aber immer B—R’ der kiirzeste Abstand
der Kraftrichtungen -+P und — P, bezeichnen
wir denselben mit @, so ist Pa das Moment
des Kriftepaars (S. 106), und es folgt, dals
die Summe der Momente fiir die Drehung um
cine beliebige zur Ebene des Paares normale Axe immer gleich dem
Moment des Kriftepaars ist, d. h. immer denselben Werth hat.

2) Man kann fiir jedes Kriftepaar ein anderes sub-
stituiren, welches in derselben Ebene liegt, und das-
selbe Moment hat; es ist dabei glelchgiltig, welche Lage die
Krafirichtungen des neuen Paares gegen die des ersten haben, auch
kann man entweder den Abstand der neuen Kraftrichtungen von
einander, oder die Grofse der Drucke derselben beliebig an-
nehmen.

Denn, da das Bestreben auf Drehung um eine beliebige Axe
durch die Summe der Momente in Bezug auf diese Axe gemessen
wird, so hat das neue Kriftepaar in Bezug auf jeden beliebigen
Punkt der Ebene immer dasselbe Bestreben auf Drehung, wie das
erste Kriiftepaar, sobald sein Moment dasselbe ist (No. 1).
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3) Man kann daher die eine Kraftrichtung eines Krif-
tepaares durch einen beliebigen Punkt in der Ebene ge-
hen lassen, und derselben eine beliebige Richtung ge-
ben, wihrend die andere einen beliebigen Abstand von
diesem Punkt bekommen kann.

Ist Pa das Moment eines Kriftepaars, und o' der Abstand des
neuen Kriftepaars, so ist:

s i
a!
139)
a=E"
4

4) Jedes Kriiftepaar kann durch ein anderes ersetzt
werden, welches in einer parallele Ebene liegt, und das-
selbe Moment hat.

Denn da das Bestreben auf Drehung um irgend eine zur Ebene
des Paares normale Axe durch das Moment des Kriftepaares ausge-
driickt wird, so hat das neue Kriftepaar, da es in einer parallelen
Ebene liegt, die folglich auch normal ist zu einer beliebigen Axe,
welche normal zur Ebene des ersten Paares ist, dasselbe Bestreben
auf Drehung um diese Axe, welches das erste Paar hat, sobald sein
Moment dasselbe ist.

5) Kriiftepaare, welche in derselben Ebene liegen,
lassen sich durch ein einziges Kriftepaar ersetzen, des-
sen Moment gleich der algebraischen Summe der Momente
der einzelnen Kriftepaare ist, wobei diejenigen Momente,
welche die Ebene in entgegengesetzten Richtungen zu drehen stre-
ben, mit entgegengesetzten Vorzeichen zu nehmen sind.

Denn man kann jedes der Kriftepaare P'a’, P"a", P"a" ...
in ein anderes verwandeln, dessen Richtungen in zwei bestimmte
Parallellinien fallen. Ist @ der kiirzeste Abstand dieser beiden Pa-
rallellinien, so ist nach 139 die Kriiftesumme in der einen Richtung:

! ' ”n n P’” ./H
+(P“ et Sanate. & i ) =
a a a

und die Kriftesumme in der entgegengesetzten Richtung:
! ! g " _n
it (P a + P'a i 2l ) )
a a

o

folglich hat man wiederum ein Kriftepaar, und es ist dessen o-
ment:
Pd: Pla!+ Pllall + PVIIaIH+ ol
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6) Kriiftepaare, welche in parallelen Ebenen liegen,
lassen sich durch ein einziges Kriftepaar ersetzen, des-
sen Moment gleich der algebraischen Summe der Mo-
mente der einzelnen Kriftepaare ist, wobei diejenigen Mo-
mente, welche die Ebenen in entgegengesetzten Richtungen zu dre-
hen streben, mit entgegengesetzten Vorzeichen zu nehmen sind.

Denn, man kann jedes dieser Kriftepaare nach No. 4 in eine
bestimmte Ebene verlegen, welche mit den Ebenen der Kriftepaave
parallel ist, und dann nach No. 5 diese Kriftepaare vereinigen.

7) Krifte, welche auf Drehung um irgend eine Axe
wirken, lassen sich in Bezug auf drehende Bewegung
durch ein Kriftepaar ersetzen, welches in einer zu der
Axe normalen Ebene liegt, und dessen Moment gleich
der Summe der Momente der einzelnen Krifte in Bezug
auf diese Axe ist.

Denn das Bestreben auf Drehung um eine gegebene Axe wird
gemessen durch die Summe der statischen Momente der einzelnen
Krifte in Bezug auf diese Axe (S. 95); ein Kriftepaar, dessen Mo-
ment gleich der Summe der Momente der einzelnen Krifte ist, hat
dasselbe Bestreben auf Drehung zu wirken, (No. 1 und 2) wiirde
also, wenn man es im entgegengesetzten Sinne wirken liefse, die
Drehung durch die einzelnen Krifte aufheben, und ersetzt demnach
deren Wirkung auf drehende Bewegung.

Dic Ebene, in welcher ein Kriftepaar liegt, nennen wir die
Paar-Ebene; eine Normale zu dieser Ebene: eine Paar-Axe,
und den kiirzesten Abstand der Richtungslinien: den Hebelsarm
des Kriftepaars, oder kurz der Paar-Arm.

8) Kriftepaare, welche in Ebenen liegen, die sich
schneiden, lassen sich immer durch ein Kriftepaar er-
setzen, dessen Moment sich bestimmen 1ilst, welches in
einer Ebene liegt, die durch
die Durchschnittslinie der
beiden Paar-Ebenen geht, und
deren Lage gegen die beiden
Paar-Ebenen eine bestimmte
T8t

Es sei 9 der Neigungswinkel
der beiden Paar-Ebenen, a’P’ sei
das Moment des Kriftepaars in der
ersten Ebene, a7 P das Moment des
Paares in der zweiten Ebene. Da
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die Kriiftepaare jede Lage in der Ebene haben kinnen, so lassen
sich ihre Richtungen auch normal zur Durchschnitislinie denken,
und wenn « der Abstand zweier Punkte der Durchschnittslinie ist,
so lassen sich die Krifte beider Paare durch diese Punkte der
Durchschnittslinie legen. Nach Gleichung 139) sind sodann die Krifte
der beiden Paare:

al P! a''pir
TPmond 9 U a 3

Nun greifen in dem einen Punkte der Durchschnittslinic die
Krifte 4P, und == P,, im andern Punkte die Krifte — P, und =P,
an. Da diese beiden Gruppen in ihren Angriffspunkten normal zur
Durchschnittslinie sind, so liegen sie in parallelen Ebenen, die nor-
mal zur Durchschnitislinie sind; jede der beiden Gruppen lifst sich
zusammensetzen nach dem Parallelogramm der Krifte (§§ 28 und

30) und man hat in dem einen Angriffspunkt die Resultante:
J fr gP,“ + P2 +2PP,.cos 19:7
in dem andern Angriffspunkt eine ebenso grofse, aber entgegen-
gesetzt gerichtete Resultante. Anstatt der urspriinglichen Krifte
konnen wir diese beiden Krifte wirkend denken; sie sind parallel,
liegen in einer Ebene, welche durch die Durchschnittslinie der er-
sten beiden Paar-Ebenen geht, und ibr Moment ist —Pa, oder wenn
wir fir P den obigen Werth, und darin fir P, und P, die vorhin
gefundenen Ausdriicke setzen:
140) Pa:]/%(a’l”)2 - (aTP2)?* + 2(al PY) .(a" P2) .‘cos al.

Der Neigungswinkel, welchen die neue Paar-Ebene gegen die
erste oder die zweite Paar-Ebene macht, ist gleich dem Winkel,
yelchen die Kraftrichtungen P und P, vesp. P, einschlielsen. Es ist
also, wenn diese Winkel mit ¢ und &, bezeichnet werden:

I pI
sin ¢, :sin{}.—l—;} ='sin 9. aai’
140a) P A P
gin's ="8in'9". —2 .= sm I .
4 o ] aP

Man sieht hieraus folgendes Gesetz:
Kriiftepaare in Ebenen, die sich schneiden, las-
sen sich stets zu einem Paare zusammensetzen,
indem man den Neigungswinkel der beiden Paar-
Ebenen konstruirt, auf den Schenkeln desselben
in jeder Ebene Stiicke abschneidet, welche dem
Kriftepaar in dieser Ebene proportional sind, in
derEbene dieses Winkels iiber diesen Stiicken ein
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Parallelogramm konstruirt, und von dem Schei-
tel des Winkels die Diagonale zieht. Die Diago-
nale ist proportional dem resultirenden Kriftepaar; die Ebene
durch die Diagonale und normal zur Ebene des Winkels
ist die Paar-Ebene des resultirenden Kriftepaares, und die
Winkel, welthe die Diagonale mit den Schenkeln des Win-
kels bildet, sind gleich den Neigungswinkeln dieser Ebene
gegen die belreffenden ersten Paar-Ebenen.

Dies interessante Gesetz bietet die grolste Analogie mit dem
Prinzip des Parallelogramms der Kriifte und der Geschwindigkeiten
dar; wir nennen es das Prinzip des Parallelogramms der
Kriftepaare.

9) Zwei Kriftepaare, deren Paar-Axen nicht paral-
lel sind, lassen sich zu einem Kriftepaare vereinigen,
indem man zwei Linien konstruirt, die sich schneiden,
und den Paar-Axen einzeln parallel sind, von dem
Durchschnittspunkt dieser Linien auf jeder ein Stiick
abtrigt, welches dem Moment des Kriftepaars propor-
tional ist, mit dessen Axe die betreffende Linie parallel
ist, und aus diesen Stiicken ein Parallelogramm kon-
struirt. Die Diagonale des Parallelogramms vom Durch-
schnittspunkt der Linien aus, repréisentirt, der Grolse
nach, das Moment des resultirenden Kriftepaars, und
der Lage nach die Axe desselben. Die Paar-Ebene des re-
sultienden Kriftepaars ist normal zu dieser Axe.

Denn es seien AB und AC die Schnitte der Paar-Ebenen der
gegebenen Kriftepaare mit einer Ebene, die zu beiden normal ist,

ABC = § ist der Neigungswinkel beider

5 Ebenen, nach dem vorigen Satz ist der Nor-
malschnitt der resultirenden Paar-Ebene und

das Moment des resultirenden Kriftepaars

e durch die Diagonale Ad zu bestimmen, vvenn
L_B Ac dem Moment des Kriiftepaars in der Ebene

A AC, Ab dem Moment des Kriftepaares in der
c~¢ Ebene AB proportional ist. Errichten wir

in der Ebene ABC in A auf AB die Nor.

male A’ auf AC die Normale Ac, so sind diese Normalen auch nor-
mal auf den Ebenen AB und AC, und folglich parallel mit den
Paar-Axen; machen wir Ab' = Ab, Ac' = Ac, vollenden das Paral-
lelogramm und ziehen die Diagonale Ad', so ist sehr leicht geome-
trisch zu zeigen, dafs Ad’' = Ad, und normal zu Ad sei. Da Ad’
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= Ad ist, so ist auch Ad' proportional dem resultirenden Krifte-
paar, und da Ad’ normal zu Ad ist, so ist Ad’ auch normal zu der
Ebene, in welcher das resultirende Paar liegt, folglich eine Paar-
Axe des resultirenden Paars. Dies war nachzuweisen.

Wir nennen dies Gesetz das Parallelogramm der Paar-
Axen. "

10) Wirken auf ein festes System drei Kriftepaare,
deren Paar-Axen nicht in eine Ebene gelegt werden kon-
nen, so kann man dieselben zu einem Kriftepaar ver-
einigen, dessen Moment durch die Grofse, und dessen
Paar-Axe durch die Lage der Diagonale eines Parallel-
epipedums reprisentirt wird, dessen Seiten einzeln pro-
portional den Momenten der gegebenen Kriftepaare, und
parallel mit deren Paar-Axen sind. Die Ebene des resulti-
renden Kriftepaars steht normal auf der Diagonale des Parallelepi-
pedums.

Denn es lassen sich nach dem vorigen
Satze die Kriftepaare, deren Axen parallel
mit @b und ac sind, zu einem Kriftepaar
zusammensetzen, dessen Axe ad ist, und es
lafst sich dieses Kriftepaar mit dem dritten,
dessen Axe ac ist, wiederum zusammenset-
zen zu einem resultirenden Kriftepaare.

Die Axe desselben ist af, und es ist auch af proportional dem
Moment desselben, wenn ae, ac und ab proportional sind dem Mo-
mente der einzelnen Kriftepaare. Nun ist aber af auch die Diago-
nale des Parallelepipedums eab dcf.

Wir nennen dies Gesetz das Parallelepipedum der Paar-
Axen.

Die Kriltepaare lassen sich auch nach dem Gesetz No. 8 zu-
sammensetzen, indem man zuerst die Kriftepaare in zwei Ebenen
zu einem komponirt, und dieses dann mit dem Kriftepaar in der
dritten Ebene zusammensetzt.

11) Jedes Kriftepaar ldfst sich in zwei oder mehre
andere zerlegen, von denen entweder die Lage der Paar-
Axen oder die Grolse der Momente der Kriftepaare ge-
geben sein kann.

Dies folgt unmiitelbar aus den Geseizen No. 8, 9 und 10.

12) Der Neigungswinkel der Paar-Axe gegen eine be-
liebige Ebene ist der Komplementswinkel des Neigungs-
winkels der Paar-Ebene gegen dieselbe Ebene, oder
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auch des Neigungswinkels der Paar-Axe gegen eine auf
dieser Ebene normale Axe.

Dies folgt unmittelbar aus der Bedingung, dafs die Paar-Axe
normal zur Paar-Ebene ist.

Mit Hilfe dieser Gesetze lassen sich oft die Entwickelungen der
§§ 75 und 76 wesentlich vereinfachen. Betrachten wir z. B. den
Fall in § 76 A. Wir zerlegen simmtliche Krifte in ihren Angriffs-
punkten nach drei Richtungen, parallel mit den drei Axen; es ent-
stehen die Krifte: K.cose...., K.cosf..., K.cosy..., und es lilst
sich die Resultirende der fortschreitenden Bewegung nach den
Gesetzen auf S. 100 und nach den Gleichungen 127, 128, 128a)
der Grofse und Richtung nach, so wie ibr Angriffspunkt hestimmen.
Nun wirken die Krifte K .cos# und K. cosy auf Drehung um die
Axe der X; ihre Momente sind K.cosf.x..... und K.cosy.y.
Diese Momente lassen sich durch ein Kriftepaar ersetzen (No. 7),
dessen Moment ist:

141) S(K.cosf.z) 4+ X (K.cosy.y).

In gleicher Weise lassen sich die Momente, welche auf Dre-
hung um die Axe der Y nnd um diejenige der Z wirken, durch
Kriftepaare ersetzen, deren Momente beziehlich:

141) 2 2(K.cos.z)+ Z(K.cosy.z) und
2(K.cose.y)+3(K.cosf.x)
sind. Da die Axen dieser Kriftepaare normal zu einander sind, so
ergiebt sich nach No. 10 das Moment des resultirenden Kriftepaars
gleich:

141a) ]/{[.2‘(1’(.(:05{7’%)+2(1(.cos;'.y)]2 +[Z(K.cose.z)

+2(K.cosy.z)]*+ [2(K. cosa.y) + Z(K.cosf.z)]? },
oder:

1/{ [S(K.sine.R )] + [3(K.sinB.R,)]*+ [S(K.siny.R,)]? ;
und es findet sich der Neigungswinkel 3, der resultirenden Paar-
Axe gegen die Ebene YZ:

141b) tang y, =
2(’(.cosﬂ.z)+2(1f.cosy.y)
V"g[Z([(.cosa.z) + 2(K.cosy.x) |+ [Z(K.cosx.y) +2'(I(.cosﬂ’.x)]’2
oder nach 135a) gleich:

S(K.sine.R,)
]/3[E(K.sinf}.Ru)]2+[2(I(.s1'n;/.Rm)]2g i
und der Neigungswinkel ¢, der resultirenden Paar-Ehene ge-

tangy, =
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gen die Ebene YZ, oder der Neigungswinkel der resultirenden Paar-
Axe gegen die Axe der X nach No. 12:

141 ¢) tang ¢, = cotgn, = 7
u. s. w.

Die Gleichungen, welche entstehen, indem man anstatt der Koor-
dinaten die Hebelsarme der Kriifte (nach Gleichung 135a) S. 128)
einfiihrt, sind dieselben, welche wir unter 138 und 138a) S. 131
auf anderem Wege entwickelt haben, uud es gelten fiir Kriftepaare,
deren Paar-Axen normal zu einander sind und die nicht in derselben
Ebene liegen, die auf S. 131 bei Gelegenheit der Entwickelung die-
ser Gleichungen aufgestellten Regeln.

Festes System mit fixen (festgehaltenen) Punkten.

§ 79. Die bisherigen Untersuchungen iiber die Gesetze, welche
fir Kriifte gelten, die auf ein festes System wirken, setzten iiberall
voraus, dafs jeder Punkt des Systems diejenige Bewegung machen
konne, welche durch die Einwirkung jener Krifte bedingt wurde;
wir nennen ein System, fiir welches diese Voraussetzung zutrifft ein
freies System. Es kommen jedoch sehr hiufig auch solche An-
ordnungen vor, bei denen jene Voraussetzungen nicht gelten; es
kann vielmehr die Bedingung gestellt sein, dafs gewisse Punkte des
festen Systems sich nicht bewegen diirfen, wie auch die Krifte
des Systems beschaflen sein mogen; solche Punkte nennen wir
fixe Punkte, oder festgehaltene Punkte des Systems, und
das System selbst im Gegensatz zu dem freien System, nennen wir
ein festes System mit fixen Punkten. Die Fille, welche hier
von besonderem Interesse sind, sind folgende:

a) ein festes System mit einem fixen Punkte,
b) ein festes System mit zwei fixen Punkten,
¢) ein festes System mit drei fixen Punkten.

Nach den vorstehenden Andeutungen haben wvir unter einem
fixen Punkt eines Systems itberhaupt einen solchen zu verstehen,
welcher weder eine fortschreitende Bewegung noch eine roti-
rende Bewegung um irgend eine Axe annchmen kann. Hier-
aus folgt zunichst:

1) dafs das System iiberhaupt keine fortschreitende Bewe-
gung haben konne, denn eine solche wiirde allen Punkten
des Systems gemeinschaftlich (§ 65. S. 88), folglich auch den
fixen Punkten eigen sein, und dies widerspricht der Voraus-
setzung, und
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2) dafls die Drehaxe des Systems immer durch die fixen Punkie
gehen miisse; denn nur die Punkte, welche in der Drehaxe
liegen, haben keine rotirende Bewegung.

Diese beiden Bedingungen erheischen, dafs in den fixen Punk-
ten Krifte wirksam sein miissen, deren Komponenten, in Bezug auf
drei normale Axen, gleich und enigegengesetzt den Komponenten
aller iibrigen Kriifte in Bezug auf dieselben Axen sind § 71. S.99),
und deren Momente in Bezug auf irgend eine Axe, welche nicht
durch die fixen Punkte geht, zusammen gleich und entgegengesetzt
der Summe der Momente aller iibrigen anf das System wirkenden
Krifte sein miissen; denn, denken wir solche Krifte in das System
eingefiihrt, so wird das System iiberhaupt im Gleichgewicht gegen
fortschreitende Bewegung sein (erste Bedingung), und es wird
auch im Gleichgewicht gegen drehende Bewegung sein in Bezug
auf jede Axe, welche nicht durch die fixen Punkte des Systems
geht (zweite Bedingung).

Die Krifte, welche dieser Darstellung nach in den fixen Punk-
ten wirksam sein miissen, um diese Punkte eben als fixe zu kon-
stituiren, nennen wir die Reaktionen des Systems gegen die
fixen Punkte, und die ihnen gleichen aber entgegengesetzten
Krifte, deren Komponenten nach den drei Axen also in demsel-
ben Sinne wirken, wie die Komponenten der Resultirenden der
fortschreitenden Bewegung des Systems nach denselben Axen, nen-
nen wir die Drucke des Systems gegen die fixen Punkte.

1) Festes System mit einem fixen Punkt. Der Druck
Q des Systems gegen den fixen Punkt und die Richtung dieses
Druckes ist hier ohne Weiteres zu bestimmen durch die Gleichun-
gen 110 und 111) S. 98; denn da nur ein fixer Punkt vorhanden
ist, so mufs die Reaktion gegen denselben gleich der Gegenkraft
des Systems (— () gegen fortschreitende Bewegung sein. Denken
wir drei normale Koordinaten-Axen, auf welche wir das System
beziehen, und denken wir in dem fixen Punkt, dessen Koordinaten
X, Y und Z sein mogen, die Kraft — Q wirkend, welche mit den
Axen die Winkel 4, B, I' macht, so haben wir nunmehr in Be-
zug auf diese drei Axen drei Kriftepaare, und es ist das Moment
des Kriftepaars, welches auf Drehung um die erste Axe vwyirkt:

'Z(K.cosﬂ.z)+2(1(.cos7.y)—Q.cosB.Z—Q.cosF. Y),
nun ist aber (111. S. 98):
Q.cos B=2(K.cosf); Q.cosI'=3I(K.cosy);
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folglich driickt sich das Moment des Kriiftepaares in Bezug auf die
erste Axe aus, durch:

Z(K.cosB.[z—Z])+ Z(K.cosy. [y — Y]).

In dhnlicher Weise lassen sich die Momente der Kriftepaare
in Bezug auf die beiden andern Axen darstellen. Nun sieht man
aber leicht, dafs (z—2Z) ... (y—Y) ... (z—X) nichts anders
bezeichnet, als die Koordinaten der Angriffspunkte der Kriifte in
Bezug auf ein Koordinaten-System, dessen Anfangspunkt in dem er-
sten Koordinaten-System die Koordinaten X, ¥, Z hat, mit anderen
Worten, dessen Anfangspunkt der fixe Punkt ist. Verlegt man also
den Anfangspunkt der Koordinaten in den fixen Punkt und nennt
man die neuen Koordinaten z,, y, z, so ist das Moment des Kriifte-
paares in Bezug auf die erste Axe

2(K.cosf.z)+ Z(K.cosy.y,) u.s. w.

Es folgt sodann leicht folgendes Gesetz:

Rotirt ein festes System um efimem fixen Punkt,
so erhilt man die Lage der Drehaxe und das Mo-
ment des resultirenden Kriftepaares, indem man
durch den fixen Punkt dreibeliebige zu einander
normale Koordinatenaxen annimmt, die Kriifte-
paare des Systems fiir diese drei Axen durch Bil-
dung der entsprechenden Momentensummen be-
stimmt, und diese drei Kréiftepaare nach den Glei-
chungen 141a) (resp. 138) zusammensetzt.

Fiir den Fall, dals man die Koordinatenaxen durch den fixen
Punkt legt, sind die Momente der Reaktion gegen den fixen Punkt
in Bezug aufl alle drei Axen Null; legt man dagegen die Koordina-
tenaxen nicht durch den fixen Punkt, so hat man die Momente
der in dem fixen Punkte wirkenden Reaktion mit in Betracht zu
ziehen.

2) Festes System mit zwei fixen Punkten. Hat ein
festes System zwei fixe Punkte, so miissen beide in der Drel-
axe liegen, und es folgt daher, dafs die Drehaxe des festen Systems
durch die gerade Linie gegeben ist, welche durch die beiden fixen
Punkte geht; es erfolgt daher die Drehung simmilicher Punkte des
Systems in Ebenen, welche zu der Verbindungslinie der beiden fixen
Punkte normal sind. Das Kriftepaar in Bezug auf diese Verbin-

II. 10
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dungslinie als Drehaxe mufs das resultirende Kriftepaar des Systems
sein, und es miissen folglich die Kriftepaare in Bezug auf zwei
Axen, die unter sich und zu der Verbindungslinie der fixen Punkte
normal sind, einzelne gleich Null sein; denn vvire dies nicht der
Fall, und man briichte das System auf drei Kriftepaare fiir diese
drei Axen, so wiirde das resultirende Kriiftepaar eine andere Paar-
Axe haben, als die Verbindungslinie der beiden fixen Punkte. Neh-
men wir nun ein rechtwinkliges Koordinaten-System an, dessen eine
Axe (Axe der Z) mit der Verbindungslinie der beiden fixen Punkte
der Richtung nach zusammentfillt, so liegen die beiden andern Axen
in einer Ebene, welche normal zu der Verbindungslinie ist, und es
sind die Koordinaten der fixen Punkte in Bezug auf diese beiden
Axen gleich Null, wihrend sie in Bezug auf die Axe der Z mit
Z; und Z;; bezeichnet werden mogen.

Bezeichnet nun Q/ den Druck des Systems gegen den ersten
fixen Punkt, parallel mit der Axe der X, @/ und Q;" die Drucke
in demselben Punkt, welche parallel mit der zweiten und dritten
Axe sind, und bezeichnen wir analog mit Q,/, Qu’, Qr" die Drucke
des Systems in dem zweiten fixen Punkt; ihre Reaktionen also mit
entgegengesetztem Vorzeichen, so miissen folgende Gleichungen er-
fiillt werden:

1) Z(K.cos @) — Q) — Qu' =0.
2) Z(K.cos f) — Qf — Qu"=0.
3) Z(K.cos y) — Q" — Qu"=0.
4) I(K.cosB.z)+Z(K.cosy.y)— Qf . Z;— Qu' . Zu=20.
5) S(K.cosa.z)+2(K.cosy.a)— Q. Zi— Qu - Zu=0.

Die drei ersten Gleichungen stellen die Bedingungen des Gleich-
gewichts gegen fortschreitende Bewegung dar, die beiden letzten die
Bedingungen des Gleichgewichts gegen Drehung um die Axen X und
Y. Die Gleichungen 1), 2), 4) und 5) geniigen zur Bestimmung
der Drucke Q/ O/ und Q4 Qu', wogegen zur Bestimmung der
Drucke Q/” und Q", niimlich derjenigen, welche in den fixen
Punkten auf Verschieben des Systems in der Richtung der
Verbindungslinie wirken, nur die eine Gleichung 3) vorhan-
den ist; es bleibt daher einer von diesen beiden Drucken ent-
weder willkiirlich anzunehmen oder durch andere Bedingungen zu
bestimmen.

Entwickelt man aus 1) und 5) die Drucke Q/ und Q./ so fin-
det man:
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_ 2(K.cosa.[5— Zi)) + Z(K.cos y . )

Qi Zy — Zn
s S(K.cose.[z—Zil) + Z (K.cosy.x)
: Zir — Zy
: w__ 2 (H.cosf.(5—Zi))+ 3 (K.cosy.y)
142) ( Q" = o
i S(K.cosf.(x—Zr)) + Z(K.cosy.y)
ZII e Z]
\ wihrend zwischen Q" und Q" nur die Beziehung bleibt
: 01" 4+ Qi = 3 (K. cos 7).

Man bemerkt leicht, dafs der Nenner in den obigen Gleichun-
gen iiberall die Entfernung der beiden fixen Punkte ausdriickt, und
dafls der Zihler die Momentensummen in Bezug auf Drehung um eine
Axe bezeichnet, die durch den andern fixen Punkt geht, und nor-
mal sowohl zu der Richtung der Verbindungslinie der fixen Punkte,
als zu der Richung ist, fiir weleche man den Druck des Systems
bestimmen will (135a). Hieraus ergiebt sich, dafs die Gleichungen
142) folgendes Gesetz darstellen: ¢

Wenn in einem festen System, auf welches belie-
bige Krifte einwirken zwei fixe Punkte vorhan-
den sind, so rotirt dasselbe um eine Axe, welche
durch die beiden fixen Punkte geht (fixe Axe);
man findet den Druck des Systems auf einen der
fixen Punkte nach einer Richtung, die normal zu
dieser Drehaxe ist, wenn man die Summe der
Momente der simmtlicheniibrigen auf das System
angebrachten Krifte in Bezug auf eine Axe, die
durch den andern fixen Punkt geht, und normal
sowohl zur Drehaxe, als zu der betrachteten Rich-
tung ist, dividirt durch den Abstand der beiden
fixen Punkte.

Das Moment des auf Drehung um die fixe Axe wirken-
den Kriftepaares driickt sich aus durch:

S(K.cosa.y) +2(K.cosf.x)
142a) { oder auch durch
2 (K.siny.R,) (Gleichung 135a)
wenn R, den kiirzesten Abstand jeder Kraftrichtung von der fixen
Axe, und y den Winkel bezeichnet, den die Kraftrichtung mit der
fixen Axe bildet.

Licgen die simmtlichen Drucke in Ebenen, welche normal

zu der fixen Axe sind, so ist fir aile Drucke y = 90° folglich
10 *
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cos y = 0, und es folgt, dafs der Druck, welcher auf Verschieben
in der Richtung der Axe wirki, Null ist; bezeichnen wir den Ab-
stand der beiden fixen Punkte mit L, die Koordinaten der
Drucke K... in Bezug auf eine Ebene, welche durch den ersten
fixen Punkt geht und normal zur fixen Axe ist mit z,.... so folgt:
Zir —Zr =L . s=8,+ Zr =5yp+Zir— L
Zy —Zn=—1L; s—Zu==5,—L; z—1Z=x,.
Es gehen also diec Gleichungen 142) fiir diesen Fall iiber in
folgende:
, _ S(K.cosa.[L—z,]) n_ 2(K.cosf.[L—z,])
Y L AT L .

) 2l 2h(Kiscos aviny) sutadi (I 5608iBing)

Qu = “"I:ﬁ*‘”; Qn = ‘—*—L—’—i

d. h. wenn ein festes System um eine Axe rotirt, welche
durch zwei fixe Punkte geht, und es liegen simmtliche
Kriifte, die auf das System wirken, in Ebenen die zu der
Axe normal sind, so findet man den Druck auf jeden der
fixen Punkte nach irgend einer Richtung, wenn man die
mit dieser Richtung parallelen Komponenten jeder Kraft
mit dem Abstand ihres Angriffspunkts von einer Ebene,
welche in dem andern fixen Punkt normal zur Drehaxe
ist, multiplizirt, und die Summe der Produkte durch den
Abstand der beiden fixen Punkte dividirt.

3) Festes System mit drei fixen Punkten. Hat ein fe-
stes System drei fixe Punkte, so konnen dieselben entweder in
gerader Linie liegen, oder nicht.

Liegen die der fixen Punkte in gerader Linie, so ist
der Fall zum Theil aof den vorigen zuriickzufiihren; die Drehaxe
mufs mit jener geraden Linie zusammenfallen, allein indem man die
Bedingungsgleichung 1 bis 5 (S. 146) bildet, und die Drucke auf
den dritten fixen Punkt Qrt'y Qrrs”’y Qrrs” mit den Koordinaten X;r,
Yur und Zpi; einfiihet, so ergiebt sich bald, dafs nun die Zahl der
Unbekannten grofser ist, als die Zahl der Gleichungen; es lassen
sich also nun die Drucke uuf die fixen Punkte nicht anders bestim-
men, als indem man entweder neue Bedingungen giebt, oder indem
man gewisse Drucke annimmt. Diese Bemerkung gilt natiirlich nur
unter der Voraussetzung, dafs das System ein absosut festes (§ 64.
S. 84) sei, dals wir also keine Formverinderung desselben vor-
aussetzen diirfen. In manchen Fillen ist die Voraussetzung zulis-
sig, dafs das System durch eine Ebene, die normal zu der Verbin-
dungslinie der drei fixen Punkte ist, und durch den mitlern fixen

142 b)
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Punkt geht, sich in zwei feste Systeme jedes mit zwei fixen Punk-
ten zerlegen lasse, und dann sind die Drucke auf die fixen Punkte
nach Anleitung der Gleichungen 142) zu bestimmen, indem man
die Krifte, deren Angriffspunkte auf der einen Seite der Ebene lie-
gen als zu dem einen System, diejenigen auf der anderen Seite der
Ebene als zu dem andern System gehorig ansieht.

Hat ein festes System drei fixe Punkte, welche micht
in gerader Linie liegen, so ist das System in vollkomme-
nem Gleichgewicht, denn es kann zufolge des fiir die fixen Punkte
im Anfange dieses Paragraphen entwickelten Satzes No. 1 (S. 143)
keine fortschreitende Bewegung haben, und es kann auch keine
drehende Bewegung um irgend eine Axe annehmen, denn eine
soleche Drehaxe miifste alle drei fixen Punkte aufnehmen, und das
wiirde der Voraussetzung widersprechen, dafs die drei fixen Punkie.
nicht in ein und derselben geraden Linie liegen.

Reduktion der Krifte in einem System mit zwei fixen Punkten.

§ 80. Hat ein festes System zwei fixe Punkie, und ist es da-
her gezwungen um eine Axe zu rotiren, welche durch diese beiden
Punkte geht, so nennt man diese Axe die fixe Axe des Systems.

I. Denken wir ein festes System mit zwei fixen Punkten, und es
mogen die Kraftrichtungen simmtlich in Ebenen liegen, die normal
zur fixen Axe sind. Wir kénnen nun den Druck bestimmen, den
jede einzelne Kraft parallel mit ihrer Richtung in jedem der
beiden fixen Punkte erzeugt, indem wir nimlich einstweilen alle
ithrigen Krifte fortdenken, und die Gleichung 142b) oder das Ge-
setz derselben (S. 148) fiir diese Kraft allein anwenden. Wir sa-
gen dann, die Kraft werde auf die fixen Punkte reduzirt.
Wenn wir simmtliche Krifte einzeln auf die fixen Punkte reduzi-
ren, so erhalten wir in jedem der fixen Punkte eine Reihe von
Drucken, deren Richtungen simmtlich in einer Ebene liegen, die in
dem fixen Punkt normal zur Drehaxe ist, und indem wir diese
Drucke nach bekannten Regeln zusammensetzen, oder auch nach
zwei rechtwinklig angenommenen Axen zerlegen, erhalten wir wie-
der die Drucke simmtlicher Kriifte auf den fixen Pankt.

Die Richtigkeit dieses Gesetzes leuchtet ein, wenn wir beriick-
sichtigen, dafs die mit den Kriften vorgenommenen Operationen le-
diglich die Berechnung der Gleichungen 142h) darstellen, mit dem

Unterschiede, dafs wir fiir jede Kraft zuerst die Werthe EEL:E—Q
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und E—E—z—" bilden, hierauf aber, nachdem darch diese Operation

simmtliche Krifte reduzirt sind, die Werthe E-'(-[—I:—_—z).cosoc u. 8.W.
bilden, und dann die Summation dieser Werthe vornehmen.

IL. Wenn die Drucke ..., welche auf Drehung eines festen
Systems um eine fixe Axe wirken in Ebenen liegen, die zu der
fixen Axe normal sind, so kann man im Durchschnittspunkt jeder
solchen Ebene mit der fixen Axe zwei gleich grolse, aber entgegen-
geselzt gerichtete Drucke == K und == K angebracht denken, die
dem in dieser Ebene liegenden Druck == K gleich und mit der Rich-
tung desselben parallel sind. Nun giebt immer der urspriingliche Druck
== K mit einem der beiden in der Axe angebrachten Drucke = K
ein Kriftepaar, wihrend der andere Druck in der Axe == K durch
die Reaktion der fixen Punkte aufgehoben wird. Die verschiede-
nen Drucke == K, welche mit den urspriinglichen Drucken gleich
grofs und gleich gerichtet sind, kann man auf die fixen Punkte re-
duciren, und dabei nach dem so eben entwickelten Gesetz verfah-
ren, wiihrend das in der Ebene bestehende Kriftepaar den Gesetzen
fir die Kriftepaare unterworfen bleibt. Das Moment dieses Krifte-
paares ist offenbar K. R, , wenn R, der kiirzeste Abstand der Kraft-
richtung == K von der fixen Axe ist. Man kann alle die einzelnen
Kriftepaare zu einem Kriftepaar vereinigen, man kann jedes in
eine beliebige parallele Ebene verlegen, man kann fiir jedes Kriifte-
paar ein anderes substituiren, dessen Hebelsarm oder dessen Druck
beliebig anzunehmen sind. Man kann dabei die Kraft == K immer durch
die fixe Axe gehend denken oder auch nicht. Denkt man fiir das
Kriftepaar KR, ein anderes Kriflepaar, das demselben gleich ist,
dessen Druck aber K, und dessen Hebelsarm g sei, so sagt man,
es sei der Druck K von dem Hebelsarm R, auf dem He-
belsarm ¢ reduzirt worden, und aus der Gleichung

KR, = K, o folgt:
K — K Rlll
143) S i O
K
Q = Ko t BIII 5

Das Reduziren der Krifte ist daher nichts anderes, als die
Substitution eines Kriftepaars, durch ein anderes, dessen Moment
dem ersten gleich ist, und man hat bei dieser Substitution volle
Freiheit alle die Gesetze in Anwendung zu bringen, welche wir fiir
die Kriiftepaare (§ 78) entwickelt haben, nur darf man nie verges-
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sen, dafs man es hierbei stets mit den Momenten zu thun hat, dals

also die Kriifte jedes substituirten Kbriftepaars in Bezug auf fort-

schreitende Bewegung sich aufheben, und dals folglich durch

dergleichen Reduktionen der Druck auf die fixen Punkte nicht ge-
. #éndert wird. :

Von den in einem festen System thiitigen Kriften.

Thitige (lebendige) Krifte der fortschreitenden Bewegung; Mittelpunkt
derselben, Schwerpunkt, Guldinsche Regeln.

§ 81. Wenden wir uns nunmehr wieder zu den Betrachtun-
gen des § 66. S. 88. Wir haben in dem Vorstehenden die wich-
tigsten Gesetze iiber die Wirkung der auf ein festes System ange-
brachten Krifte entwickelt, und es wird sich nun darum handeln,
die Gesetze firr die in einem festen System thitigen Krifte fest-
zustellen. Nachdem dies geschehen, haben wir noch die Beziehun-
gen zu unfersuchen, welche zwischen den auf ein festes System an-
gebrachten, und den in einem festen System thitigen Kriften statt
finden. Zunichst ist wiederholt darauf hinzuweisen, dafs der Begriff
der in einem System thiitigen Krifte nur auf einer Vorstellung
beruht, welche wir zur Erleichterung der Anschauung gevvisser Vor-
giinge eingefithrt haben. Wir substituiren fiir die auf das System
in verschiedenen Angriffspunkten angebrachten Krifte andere Krifte,
niimlich solche, die in jedem einzelnen Massenelement thitig
sein miifsten, um in dem System genau dieselbe Wirkung hervor-
zubringen, welche jene erzeugen (S. 66), oder mit anderen VYor-
ten, wir denken uns in dem System anstatt der auf dasselbe ange-
brachten Krifte, andere Krifte angebracht, deren Betrachtung beque-
mer ist. Da also die in einem System thitigen Kriifte sich voll-
kommen ansehen lassen, als eine neue Gruppe auf das System an-
gebrachter Kriifte, durch welche wir die Wirkung der urspriing-
lich angebrachten Krifte ersetzt denken, so werden sie auch im
Allgemeinen keinen anderen Gesetzen unterliegen, als denen, wel-
che wir fiir die auf ein festes System angebrachten Krifte in den
vorigen Paragraphen hergeleitet haben, nur werden diese Gesetze
sich dadurch modificiren, dafs gewisse neue Bedingungen hinzutre-
ten, welche diese neuen Krifte erfilllen miissen, um den Voraus-
sctzungen zu entsprechen, die wir fiir dieselben gemacht haben.

Indem wir also die thiitigen oder lebendigen Krifte (S. 89)
betrachten, welche der fortschreitenden Bewegung des Systems
entsprechen, werden wir von der Resultirenden dieser Krifte



