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Ist die Leistung während der Zeitdauer, in welcher sie hervor.
gebracht ist, nicht konstant, so kann man dafür einen gewissen
mittlen Werth einführen, insofern man unter dem mittlen
Werth einer veränderlichen Gröfse einen solchen konstanten Werth
versteht, welcher in irgend einer Beziehung dasselbe Resultat er-
zeugt, wie der veränderliche Werth. Die obigen Formeln 51 bis 53
geben zugleich die mitten Werthe für K, et u. Ss. w., wenn diese
Gröfsen während der Zeit t veränderlich waren.

b) Wirkung mehrer mechanischen Kräfte auf ein
Massenelement.

Grundsätze für die Wirkung mehrer Kräfte auf ein Massenelement — Zusam-
mensetzen, Zerlegen der Kräfte. Allgemeine Bedingungen des Gleichgewichts.

- $ 24. In den vorhergehenden Untersuchungen haben wir überall
nur eine Kraft auf ein Massenelement wirkend gedacht. Zwar ha-
ben wir bei der Bestimmung des Druckes den Zustand des Gleich-
gewichts und somit nach .den früheren Betrachtungenstillschweigend
zwei Kräfte, deren Wirkungen sich aufheben, vorausgesetzt, allein
wir haben den Gleichgewichtszustand immer nur als einen gegebe-
nen und möglichen Fall betrachtet, ohne zu untersuchen, unter wel-
chen Bedingungen dieser Fall eintreten kann. Gegenwärtig schrei-
ten wir zur Untersuchung der Verhältnisse, welche eintreten, wenn
zwei oder mehre Kräfte auf ein Massenelement wirken. Wir stel-
len zu diesem Zweck zunächst einige Grundsätze auf, die wir künf-
tig mehrfach brauchen werden.

1) Wenn mehre Kräfte gleichzeitig auf ein Massenelement wir-
ken, so ist das Resultat ihrer Gesammtwirkung während eines
Zeitelementes dasselbe, welches auch erreicht worden wäre,
wenn dieselben Kräfte während desselben Zeitelementes in einer
beliebigen Reihenfolge gewirkt hätten, so dafs das Massenelement
während eines Theils des Zeitelementes zuerst der Wirkung und
der Richtung der einen Kraft, dann der Wirkung und der Richtung
einer folgenden etc. gefolgt wäre.

2) Diese Vorstellung hindert nicht, dafs wir uns, anstatt der mehren
Kräfte, welche gleichzeitig auf ein Massenelement wirken, eine einzige
Kraft denken können, welche so beschaffen ist, dafs sie, wenn sie
allein wirkte, während desselben Zeitelementes in dem Massenele-
ment dieselbe Wirkung erzeugen würde, welche die verschiedenen
einzelnen Kräfte zusammen erzeugen. Diese Kraft nennt man die
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resultirende Kraft, die Resultante, die Mittelkraft; die an-dern Kräfte nennt man in Bezug auf die Resultante, deren Seiten-kräfte, Komponenten. Denkt man die Mittelkraft verschiedenerSeitenkräfte, so sagt man, dafs man die Seitenkräfte zusam-mensetze.
3) Die Wirkung jeder Kraft läfst sich auffassen als das Resultatmehrer anderer gleichzeitig wirkender Kräfte, oder mit andern Wor-ten, jede Kraft läfst sich als Resultante verschiedener Seitenkräfteansehen. Bestimmt man die Seitenkräfte, als deren Resultante mandie gegebene Kraft anschen will, so sagt man, man zerlege dieKraft in Seitenkräfte.
4) Aus dem Begriff des Gleichgewichts ($.5) folgt, dafs mehreKräfte, welche auf ein Massenelement wirken, im Gleich-gewicht sind, wenn die Wirkungsgröfse ihrer Mittel-kraft gleich Nullist.
5) Auch folgt aus dem Vorgetragenenleicht, dafs mehre aufein Massenelement wirkende Kräfte im Gleichgewichtsind, wenn die Wirkungsgröfsen ihrer sämmtlichen Sei-tenkräfte gleich Null sind, und umgekehrt.

Prinzip des Parallelepipedums der Kräfte.
$ 25. Denken wir uns drei Kräfte, deren Richtungen nicht inderselben Ebene liegen, auf ein Massenelement wirken. Die Ele-mente dieser Kräfte seien:

dk’ — dmf',

dk" — dmf",
dk" dmPr;

und die Wegelemente derselben mögen
bezeichnet werden mit ds’—.c’dt, ds"— cdt,
ds" —=ec"!di.

Wir können uns nun nach dem er-
sten Grundsatz in $24 den Fall auch so
denken, dafs während eines bestimmten
Zeitelementes die Wirkungen nach ein-
ander erfolgt wären, so, dals zuerst dasMassenelement vermöge der Kraft dK’ds’ den Weg ds’ zurückgelegthätte, also von a nach 5 gelangt sei, dann in einem folgendenTheil desselben Zeitelements in der Richtung von ds” vermöge derKraft dK”ds” den Weg be— ds” und endlich in einem dritten Theildes Zeitelementes vermöge der Kraft dK” ds" den Weg cd= ds” in

der Richtung von ds” zurückgelegt habe. Es wird dann nach Vol-
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lendung des Zeitelements das Massenelement sich in d befinden,
Dasselbe würde stattfinden, wenn vermöge einer einzigen Kraft dK,
welche in der Richtung ad wirksam ist, das Massenelement in dem
Zeitelement den Weg ds—=ad zurückgelegt hätte. Es läfst sich
also die Wirkung der drei Kräfte durch eine einzige ersetzen, de-
ren Leistung sich ausdrückt durch dKds, und diese Kraft dKds ist
die Resultante aus den drei Kräften dK'ds', dK’ds”, dK"ds".

Es folgt hieraus das Gesetz:
Wenn drei Kräfte, deren Richtungen nicht in dersel-

ben Ebene liegen, auf ein Massenelement wirken, so er-
folgt die gemeinschaftliche Wirkung nach der Diagonale
des Parallelepipedums, welches durch die Gröfse und
Richtung der Wegelemente der drei Kräfte gegebenist,
auch ist das Wegelement der Mittelkraft gleich der Länge
dieser Diagonale. Dies Gesetz nennt man das Prinzip des
Parallelepipedums der Kräfte.

Parallelepipedum der Geschwindigkeiten. 3
$ 26. Zufolge des Ausdrucks ds—=c.dt verhalten sich die

Wegelemente in einem bestimmten Zeitelemente, wie die in diesem
Zeitelemente stattfindenden Geschwindigkeiten. Trägt man auf den
Richtungslinien der Kräfte anstatt der Wegelemente die in dem be-
trachteten Zeitelemente stattfindenden Geschwindigkeiten ab, so folgt,
dafs die Diagonale des Parallelepipedums der Geschwin-
digkeiten sowohl der Gröfse als. der Richtung nach
gleich der Geschwindigkeit der Mittelkraft sein müsse.

Das Leistungselement, die Mittelkraft, aber drückt sich aus
durch:

dKds = dm .c.de.
Sind nun die Seitenkräfte ihrer Geschwindigkeit

und Richtung nach gegeben, so ist auch die Geschwin-
digkeit und Richtung der Mittelkraft, und dadurch ihr
Leistungselement entweder durch einfache geometri-
sche, oder durch analytische Betrachtung zu finden.

Prinzip der virtuellen Leistungen.

$ 27. Für den Fall, dafs die Richtungen der Seitenkräfte mit
einander rechte Winkel machen, ist offenbar zufolge des Paral-
lelepipedums der Geschwindigkeiten (Figur umstehend):

c? = c'2 E c"’2 e Cu

folglich:



32 Grundlehren der Mechanik. B. Von den mechanischen Kräften.

Ä ede— c'de' + c" de” + ce”de”,
und:

54) dm.cde = dm.c' dc’ + dm.c" de”4 dm.c”dc”,
oder (nach 47):

55) dK.ds—=dK'.ds’+ dk". ds" + dK" . ds".

Darin liegt der Satz:
das Leistungselement der Mittelkraft dreier Kräf-
te, deren Richtungen zu einander normal sind,
und welche in verschiedenen Ebenen liegen, ist
gleich der Summe der Leistungselemente der ein-
zelnen Kräfte; und umgekehrt jedes Leistungsele-
ment lälst sich durch die Summedreier anderer
Leistungselemente ersetzen, deren Geschwindig-
keits-Richtungen zu einander normal und in ver-
schiedenen Ebenen liegen.

Nennen wir «, ß, y die Winkel, welche die Richtungslinie der
Mittelkraft mit den einzelnen zu einander normalen Seitenkräften
bildet, so folgt:

  

Re CE ec’ ae eds!
STEEL ce Ve?ce"? c"?) ds

64 c" ds’!
cs =———— =

56) S ß ce V(e'? re"? re'2) ds

e ed ds"

MITETVUFHNa!
Hierausfolgt, dafs die gleichzeitigen Ge-

schwindigkeiten für ein Zeitelement oder
,f—— auch die Wegelemente der zu einander
AB normalen Seitenkräfte gleich den Projek-

2%

 

tionen der Geschwindigkeit oder des Weg-
5 & elementes der Mittelkraft auf die Rich-

e I tungen der Wege der Seitenkräfte sind.
Diese gleichzeitigen Seiten-Geschwindigkeiten nennt
man, in Bezug auf die mittlen Geschwindigkeiten,
die virtuellen Geschwindigkeiten, die Wer-

the dm. c'de' ete. nennen wir die virtuellen Arbeiten, und es
läfst sich das Gesetz der Gleichungen 54 und 55) auch so fassen:
Jedes Arbeitselement einer Kraftist gleich der Summesei-
ner virtuellen Arbeiten.

Diesen Satz nennt man das Prinzip der virtuellen Ge-
schwindigkeiten, besser wollen wir ihn das Prinzip der vir-
tuellen Arbeiten nennen.

a
3
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Ist ds der Weg während eines Zeitelements, welchen das Mas-
senelement, durch die Mittelkraft getrieben, zurücklegen würde, so
wollen wir die Wege ds’, ds”, ds” d. h. die Projektionen des Weg-
elementes ds auf die Richtung der Seitenkräfte, die virtuellen

Wegelemente der Seitenkräfte für ds nennen.

Parallelogramm der Kräfte.

828. Ist das Wegelement der einen von den drei Kräften gleich

Null, hat man es also nur mit zwei Kräften zu thun, so läfst sich

immer durch die Richtungen der beiden Kräfte eine Ebene legen.

Es folgt sehr leicht aus dem Vorgetragenen, dafs in diesem Falle

anstatt des Parallelepipedums ein Parallelogramm erscheint, dafs

das Wegelement der Mittelkraft gleich der Diagonale

des Parallelogramms der Wegelemente, und die Ge-

sehwindigkeit der Mittelkraft gleich der Diagonale des

Parallelogramms der Geschwindigkeiten ist.

Prinzip des unmöglichen Gleichgewichts für ein Massenelement.

$ 29. Wirken drei Kräfte auf ein Massenelement, deren
Richtungslinien in verschiedenen Ebenen liegen, so läfst sich immer

eine resultirende Kraft finden, deren Leistungselement einen

bestimmten Werth hat. Daraus folgt, dafs drei solcher Kräfte nie-

mals für sich im Gleichgewicht sein können. Ebenso läfst sich

zeigen, dafs zwei Kräfte, welche auf ein Massenelement wirken,
und deren Richtungslinien einen Winkel mit einander bilden, nie-

mals für sich im Gleichgewicht sein können.
Dies Gesetz nennen wir das Prinzip des unmöglichen

Gleichgewichts.

Mittelkraft einer beliebigen Anzahl von Kräften. Hilfssatz.

‘8 30. In Folge des Satzes vom Parallelepipedum der Geschwin-
digkeiten kann man von einer beliebigen Anzahl von Kräften

immer die Leistung der Mittelkraft bestimmen, denn man braucht

die einzelnen Kräfte nur zunächst zu je zwei zusammenzusetzen

und damit fortzufahren, bis man dieselben auf drei Kräfte, die in

verschiedenen Ebenen liegen, oder auch auf zwei Kräfte in einer

Ebene redueirt hat, und von diesen dann wieder die Mittelkraft bil-

den. Die so gefundene Mittelkraft ist die Mittelkraft sämmtlicher

Kräfte. Bei dieser Zusammensetzung kann man sich des folgenden,
geometrisch leicht nachzuweisenden Satzes bedienen:

ll. 3
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Sind ce’ und c” die Geschwindigkeiten zweier Kräfte, ist ‚«,, der
Winkel, welchen die Richtungen mit einander bilden, so ist die
Geschwindigkeit der Mittelkraft durch die Gleichung gegeben:

eo =e'?+c"? + 2c'c".cos,w
folglich: |
ede = c’de' + ce" de" + cos,a, (e' de" + c”de')
und daher dasLeistungselementderMitielkraft.

57) dmcde = dm[e'dc' + c”dc"
+ cos,a,(c'de” ++ c”’dc')],

und wenn &, «, die Winkel bezeichnen,
welche die Geschwindigkeit ce mit c', und e
mit c” macht, so hat man auch:

c' sin &
58) als =a 9

d.h.: die Geschwindigkeiten der beiden Kräfte verhalten
sich umgekehrt zu einander wie die Sinus der Winkel,
welche dieselben mit der Richtung der Geschwindigkeit
der dritten Kraft bilden.

Ist der Winkel, welchen die Richtungen der beiden Kräfte
bilden, ‚«,=90 Grad, so folgt, da cos 90° — 0:

dmede— dm(c'de' + c” dc"),
also die Leistung der Mittelkraft gleich der Summe der Leistungen
der Seitenkräfte, welches auch unmittelbar aus dem Prinzip der vir-
tuellen Arbeiten sich ergiebt. Da nun in diesem Falle sin 0, =.c08%,
ist, so hat man:

ur

 

’

aenn
59)..2 ce!” pcosank m 9 5 0

ce = e.sina; ce" c.c08.4,.

Mittelkraft zweier Kräfte, deren Richtungen in derselben geraden Linie
liegen.

$ 31. Wenn der Winkel «,—0 ist, so ist cos @,—]1; ist
dagegen ‚«,—= 180 Grad, so ist cos ‚%,=—]1, in beiden Fällen fal-
len die Richtungen der Geschwindigkeiten zusammen, und zwar
liegen sie im ersten Falle nach derselben Richtung, in andern Falle
sind sie entgegengesetzt. Man hat daher für den Fall, dafs die bei-
den Kräfte nach derselben Richtung wirken:

2 —c>- rc? 2rdeich
folglich:

Hei Ee",
d. h. die resultirende Geschwindigkeit ist dann gleich der Summe
oder gleich der Differenz der Gesehwindigkeiten der einzelnen
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Kräfte. Giebt man den Geschwindigkeiten, je nachdem sie in dem

einen oder in dem andern Sinne liegen, bestimmte Vorzeichen, so

kann man den Satz auch so fassen:

Wenn die Richtungslinien zweier Kräfte in die-

selbe gerade Linie fallen, so ist die resultirende

Geschwindigkeit gleich der algebraischen Summe
der einzelnen Geschwindigkeiten.

Mit Hilfe dieser Sätze kann man aber auch jede Kraft, welche

ihrer Richtung und Geschwindigkeit nach gegeben ist, immer in

zwei oder mehre Seitenkräfte zerlegen.

Bestimmung der Mittelkraft durch das Axensystem.

$ 32. Durch geschicktes Zusammensetzen und Zerlegen der
Kräfte kann man oft verwickelte Rechnungen sehr erleichtern. Hat

man z. B. eine beliebige Menge von Kräften, welche auf ein Mas-
senelement wirken, so kann man die Mittelkraft derselben auch so

bestimmen, dafs man zuerst drei Richtungen annimmt, die zu ein-

ander normal sind (Axensystem), dafs man sodann jede einzelne

Kraft nach diesen drei Richtungen zerlegt, die algebraische Summe

der einzelnen Geschwindigkeiten, die in einerlei Richtungslinie fal-

len, bildet, und nun diese drei Geschwindigkeiten wieder zusam-

menseizt, die resultirende Geschwindigkeit ist dann diejenige der

Mittelkraft.
Es seien c', c’, c”, e . etc. die Geschwindigkeiten verschie-

dener Kräfte, &, &5 &yus &w-». : die Winkel, welche sie mit der

ersten Axe bilden, ß,, By, Bun Bun. die Winkel mit der zweiten

und 7,5 Pur Fur Fun, die Winkel mit der dritten Axe. Zerlegt man

die Geschwindigkeit c’ nach der Richtung der drei Axen, so hat
man mit Benutzung der Gleichung 56) die Seiten-Geschwindigkeit

nach der ersten Axe: c’cos«a,, nach der Richtung der zweiten

Axe c'cosß,, nach der Richtung der dritten Axe c' cosy,. In

gleicher Weise zerlegt man die übrigen Geschwindigkeiten, und

wenn man nun die Ahebhitächs Summe der Geschwindigkeiten, die

in einerlei Axe liegen, bildet, und diese für die erste Axe mit c,, für

die zweite Axe mit e,, für die dritte Axe mit c,, bezeichnet,

so folgt die Geschwindigkeit nach der ersten Axe:

m

c' cos &, + ec" 608 @, +" c0s@, + --..-=C
die nach ar zweiten Axe:

61) {dcosß, + ce” cosß, + ec" cost... — Cu
die nach der dritten Axe:

ec’ 6081, + €” 6089, + ec” cos yut:.--- =ou
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und folglich die mittle Geschwindigkeit e:
62) c=V(e? +0? + 0,2).

‚Die Winkel «@, ß, 7, welche ce mit den Axen bildet, findet man
durch die Gleichung 56):

Eu ndgen coß=-i, ey
ce% oo? e

Bei Bestimmung der Ausdrücke c’cos«, ete. ist besonders auf
das Vorzeichen von cos«, ete. zu achten, und es sind die Winkel
stets in demselben Sinne zu messen.

Die Leistung, welche aus der Wirkungeiner beliebigen Zahl von
Kräften nach der Richtung einer der drei Axen hervorgeht, nennen
wir eine Kräftesumme für diese Richtung. Wirken beliebig
viele Kräfte auf ein Massenelement, so kann man in jedem Augen-
blick die Wirkung derselben auf drei Kräftesummen, deren
Richtungen in den drei Axen liegen, zurückführen. Jede
der drei Kräftesummen läfst sich behandeln, als ob sie die Leistung
einer einzigen in dieser Richtung wirkenden Gesammikraft sei, und
wenden wir dasPrinzip der virtuellen Leistungen an, so ergiebt sich sehr
leicht für beliebig viele Kräfte, die auf ein Massenelement wirken,
das Gesetz:

die Leistung der Mittelkraft in irgend einem Zeit-
element ist gleich der Summe dreier Kräftesum-
summen für drei zu einander normale Axen.

Parallelepipedum und Parallelogramm der Drucke.

$ 33. Sind die sämmtlichen Kräfte, welche anf ein Mas
senelement wirken, konstante, d.h. ist das Aenderungsmaafs für
dieselben in jedem Zeitelement dasselbe, so folgt nach S. 19 (No. 30)
e=fft, c"—=f”t" et. Nehmen wir an, dafs die sämmtlichen
Kräfte gleich lange Zeit wirksam gewesen sind, also !’—t" etc.,
so folgt ferner, dafs die Geschwindigkeiten unter sich in
jedem Augenblicke dasselbe Verhältnifs haben, und wenn
man für die Geschwindigkeiten in den Gleichungen 61) die Werthe
ft, f"t, f”t etc. substituirt, und durch # durchweg dividirt, so
hat man:

f cos+f” cos@,+f" cos@,-+...—=f,
63)

|

FF eosß,+f" cosß, +f" eosß,+...=fi
f u? 47% cos 7, len cos Yu... = 1

und folglich das Aenderungsmaafs der Mittelkraft:

FEPUFERTPRPEP)
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Es drücken sich aber die Drucke, welche die Kräfte auf das

Massenelement ausüben, aus durch:
dK’—= dmf', dK"—=dmf" etc.

Wenn man nun die obigen Gleichungen 63) mit dm multipli-

zirt und für dmf’ etc. die Werthe dK’ etc. setzt, so hat man:

dK' cos @, + dK" cosa,-+dK" cos@,+..-=dK,,
65) dK’cosß, + dK”cosß, +dK”cosß,„-+ ---—=dK,,

dK’ cosy, + dK"” cosy, + dK” cosy„+ ..:-=dK,;

und folglich der Mitteldruck:
66) dK=Y(dk? + dk? + dK,?).
Ri aeAK fi —_ AK_fu67) == f} EDTu ‚ 0sY=7K Su 

Hat man es mit veränderlich wirkenden Kräften zu thun,

so ändert sich freilich / in jedem Zeitelement, man kann jedoch für
die Dauer eines Zeitelements f als konstant ansehen, und versteht

man unter f/ f” etc. die bestimmten gleichzeitigen Werthe,
welche die Aenderungsmaalse in einem bestimmten Zeitelement

besitzen, so ‘gelten die obigen Gleichungen unter dieser Vorausset-
zung auch für veränderlich wirkende Kräfte; und dann ergeben

sich durch jene Betrachtungen die Gesetze:

1) In jedem Zeitelement verhalten sich die Drucke, welche ver-

schiedene Kräfte auf ein Massenelement ausüben, zu einander, wie

die Geschwindigkeiten, welche die Kräfte dem Massenelement

in diesem Augenblick ertheilen würden, falls sie frei wirkten.
2) Wenn man die Drucke ihrer Gröfse und Richtung nach

durch Linien darstellt, so gilt das Gesetz, welches wir als Paral-

lelepipedum resp. Parallelogramm der Kräfte und der Ge-

schwindigkeiten bezeichnet haben, mit allen seinen Konsequenzen

auch für die Drucke.
In dieser Gestalt nennen wir dies Gesetz das Prinzip des

Parallelepipedums resp. des Parallelogramms der Drucke.

Bedingungen für das Gleichgewicht nach dem Prinzip der virtuellen

Leistungen.

$ 34. Sind die Geschwindigkeiten in der Richtung aller dreier

Axen gleichförmig, d.h. nach S. 16, wenn die Kräftesummenfür

die Richtungenaller dreier Axen im Gleichgewichtsind, so ist auch

die mittle Geschwindigkeit gleichförmig, und folglich sind die
Kräfte überhaupt im Gleichgewicht. Denn nach dem Prinzip
der virtuellen Arbeiten ergiebt sich dm.cde = dme,de,+dme,de,

+-dme,,‚de,, und da die Geschwindigkeiten o,, e,, c,, konstant sind,



38 Grundlehren der Mechanik. B. Von den mechanischen Kräften.

so sind ihre Differentiale gleich Null, folglich ist die Summe ihrer
virtuellen Arbeiten gleich Null, d. h. es ist auch die Arbeit der Mit-

telkraft gleich Null. Dasselbe findet statt, wenn die virtuellen Ge-

schwindigkeiten e,, c,, e,, einzeln gleich Null sind.

Hieraus ergiebt sich als Bedingung des Gleichgewichts:

Sollen mehre Kräfte, deren Richtungslinien in

verschiedenen Ebenen liegen, im Gleichgewicht
sein, so müssen die Kräftesummen für drei zu

einander normale Axen gleich Null sein.

Dieser Satz gilt auch umgekehrt.
Sind die sämmtlichen Kräfte im Gleichgewicht, so ist das Mas-

senelement entweder in Ruhe, oder es bewegt sich in gerader Li-

nie mit gleichförmiger Geschwindigkeit. Im ersten Falle sind die Weg-
elemente jeder der drei Kräftesummen gleich Null, im andern

Falle sind die Wegelemente in jedem Zeitelement konstant.

Da in beiden Fällen de=fdt gleich Null ist, so folgt, da dt nicht

Null sein kann, das Aenderungsmaals f=0; folglich sind die re-

sultirenden Drucke in der Richtung jeder der drei Kräftesum-
men in beiden Fällen gleich Null.

Liegen die Riehtungen der verschiedenen Kräfte alle in der-

selben Ebene, so gelten die obigen Sätze in der Weise, dafs man

nur die Kräftesummen für zwei zu einander normale Axen in die-

ser Ebene in Betracht zu ziehen hat.

\ Substituirung gegebener Kräfte durch andere.

$ 35. Aus dem eben Vorgetragenen ziehen wir hier nochei-

nige Folgerungen, die sich leicht einsehen lassen, und welche für
die folgenden Betrachtungen von Interesse sind.

1) Sind mehre Kräfte, die auf ein Massenelement wirken, nicht
im Gleichgewicht, und man läfst eine neue Kraft auf das Massen-

element wirken, deren Leistungselement demjenigen der resultirenden

Kraft gleich, aber entgegengesetzt ist, so tritt Gleichgewichtein.
Dasselbe geschieht, wenn man auf das Massenelement anstatt

der einen neuen Kraft, ein System von neuen Kräften wirken läfst,

dessen Resultirende ein gleiches, aber entgegengesetztes Leistungs-
element hat, als die Resultirende des ersten Systems.

2) Sind mehre Kräfte an einem Massenelement im Gleichge-

wicht, so läfst sich jede von ihnen so auffassen, als ob sie eine

Kraft sei, deren Leistung der resultirenden Kraft sämmtlicher übri-

gen Kräfte gleich und entgegengesetzt ist, oder als ob sie die resul-
tirende Kraft eines Systemes von Kräften sei, dessen resultirende
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. Leistung der resultirenden Leistung sämmtlicher übrigen gegebenen
Kräfte gleich und entgegengesetzt ist.
3) Wirkt ein System von Kräften auf ein Massenelement ein,

und es erfolgt Bewegung, so läfst sich der Fall auch so ansehen,

als wirke eine Kraft, welche gleich der resultirenden aller übrigen
Kräfte ist, allein frei auf das System ein, während alle übrigen

Kräfte einzeln durch Gegenkräfte, die ihnen gleich und entgegen-
gesetzt sind, im Gleichgewicht gehalten werden. Sind aber die

auf ein Massenelement wirkenden Kräfte sämmtlich im Gleichge-

wicht, so läfst sich die Sache auch so auffassen, als ob jede ein-

zelne Kraft für sich durch eine gleiche und entgegengesetzte im

Gleichgewicht gehalten werde. Wenn man nach den Gesetzen 1,

2 und 3 die Wirkung, welche eine gegebene Kraft, oder ein ge-
gebenes System von Kräften auf ein Massenelement ausübt, her-

vorgebracht denkt durch eine andere Kraft, oder durch ein än-
deres System von Kräften, so sagt man, diese andere Kraft, oder

dieses andere System werde der ersten Kraft, oder dem ersten Sy-
stem substituirt..

Aeufsere und innere Kräfte eines Massenelements.

$ 36. . Aus dem letzten Satz (No. 3) des vorigen Paragraphen

folgt, dafs wenn mehre Kräfte auf ein Massenelement einwirken,

man sich die Sache so vorstellen könne, als ob jede einzelne Kraft
nach ihrer Richtung auf das Massenelement einen Druck ausübe,

welcher durch einen gleichen, aber entgegengesetzten Gegendruck

aufgehoben wird; gleichviel ob das ganze System im Gleichgewicht

oder in Bewegung ist. Diese Gegendrucke sind wir genöthigt wie-

derum der Wirkung von Kräften zuzuschreiben. Dergleichen Kräfte

nennen wir Reaktionskräfte, auch wohl innere Kräfte des Mas-

senelementes zum Unterschiede von den zuerst betrachteten Kräften,

welche wir äufsere Kräfte, oder bewegende Kräfte nennen.

Jenen Gegendruck, welchen eine äufsere Kraft hervorruft, nennen

wir die Reaktion auch wohl den Widerstand des Massenele-

ments. Die innern Kräfte eines Massenelements erscheinen uns steis

nur im Zustande des Gleichgewichts; niemals sind sie fähig Bewe-
gung hervorzurufen. Wir können ihr Vorhandensein nur als Hypo-

these hinstellen, als Folgerung aus den Ansichten, welche wir über

die Wirkung der Kräfte aufgestellt haben; unserer direkten Wahr-

nehmung entziehen sie sich vollständig.
Aus den eben entwickelten Begriffen folgt:
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wenn eine oder mehre Kräfte auf ein Massenele-

ment einwirken, so entspricht stets jedem wir-

kenden Drucke eine gleich grofse, aber nach ent-

gegengesetzter Richtung wirkende Reaktion.

Gleichung für die Bahn ‘eines Massenelements.

$ 37. Die sämmtlichen auf ein Massenelement wirkenden Kräfte
können wir in jedem Zeitelement auf drei Kräftesummen zurück-
führen, deren Richtungslinien stets parallel mit drei angenomme-
nen, zu einander normalen und in verschiedenen Ebenen liegenden
Axen bleiben ($ 32), indem wir dazu die Gleichungen 61) S. 35
benutzen.

Sind a,, a,, a,, die Koordinaten eines Massenelements in Bezug
auf dasselbe Axensystem, auf welches wir die ursprünglichen
Kräfte zurückgeführt haben, und sind für die drei zu einander nor-
malen Kräftesummen c,, c,, e,, die Geschwindigkeiten für irgend
ein Zeitelement, so sind die Wege des Massenelements in der Rich-
tung der Axen:

ds o.dk,sasiz'eran dsl ec. di:
1

Diese Wege bilden das Wachsthum der Koordinaten, und be-
zeichnen wir die letzten mit ©, y, z, so ist:

42 —.ds — c.dt, ‚dy—ds' — c,dt,_ da — ds. —.c.dt.

Da aber die betrachteten Zeitelemente für sämmtliche Axendie-
selben sind, so folgt, wenn wir dt aus diesen Ausdrücken entwik-
keln, und die so gefundenen Werthe einander gleich setzen:

’ dx dy dz
di=—= —- =—,

€ Eu um

folglich:

dy—=da.-«
68) Me

de — de . u i
€,

und wenn man integrirt, und die Constante wie oben bezeichnet:
c

yz=f-—- det a,,
€

Cuftdata.
7

69)

Durch diese Gleichungen ist also der Weg des Mas-
senelements bestimmt.
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Geradlinige Bahn eines Massenelements.

$ 38. Die Gleichungen für den Weg des Massenelements zei-

gen, dafs wenn die Geschwindigkeiten ©, Cu, Cu konstant sind,

oder wenn nur ihr Verhältnifs konstant ist, der Weg eine gerade

Linie wird. Die Geschwindigkeiten sind aber konstant, wenn sie

gleichförmig sind, wenn also die einzelnen Kräftesummensich im

Zustande des Gleichgewichts befinden, und ihr Verhältnifs ist kon-

stant, wenn entweder die einzelnen Kräfte konstant wirkende sind,

‘oder, wenn zwar die einzelnen Kräfte veränderlich wirkende sind,

aber doch so, dafs die Aenderungsmaalse ihrer Kräftesummen nach

den normalen Axen in jedem Augenblick ein konstantes Verhältnils

haben.

Im ersten Fall hat man ,—=f;t, e,—=fut, „ft, und da

die Kräfte konstant wirken, so sind die Aenderungsmaalsef;, fu» fi

konstant, folglich die Verhältnisse konstant.

Bezeichnet man diese konstanten Verhältnisse Imit qundr
3

mit p, so hat man für die Gleichung des Weges:

yz=qgc-ta,

3Zptet4,-

Sind dagegen die Kräfte veränderlich wirkend, so hat man nach

der Gleichung No. 26 (S. 18):

=fd, fudt, CH Fudt;

folglich:
Ce (a

aze;nn
- Ist nun zwar fi, fi, /,, in jedem Augenblick veränderlich, aber

doch so, dafs immer

 

 

"

z =q; A=p

ist, so hat man:

je nz Sgfrahre, aSppd —_
eena

und daher ebenfalls die Gleichung für die Bahn des Massenelements

wie vorhin:

y=4°t4

3ZPEHt 4:

In beiden Fällen ergiebt sich also die Gleichung der geraden

Linie.

Hieraus folgt:
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Wirken mehre Kräfte auf ein Massenelement ein, so
kann es sich nur in drei Fällen in gerader Linie bewe-
gen, nämlich:

a) wenn alle Kräfte konstant wirkende sind;
b) wenn die einzelnen Kräfte zwar veränderlich wirkende sind,

aber doch so, dafs die Aenderungsmaafse der Kräftesum-
men nach drei zu einander normalen Axen sich stets in kon-
stantem Verhältnifs zu einander ändern.

In diesen beiden Fällen erfolgt die resultirende Bewegung
mit veränderter Geschwindigkeit.

ce) wenn alle Kräfte im Gleichgewicht sind, und dann
ist die Bewegung eine gleichförmige.

In allen andern Fällen bewegt sich das Massenelement in einer
Kurve, und umgekehrt: Bewegt sich das Massenelement in einer
Kurve, so findet keiner dieser drei Fälle statt.

Krummlinige Bahn eines Massenelements.

$ 39. Sind in den Gleichungen 69);

Mefe de-+-a,,
1;

cn»—=y— det a,
€

7und —, „nicht konstant, so bewegt sich das
& 1

Massenelement in einer Kurve. Sind die Verhältnisse in jedem
Augenblick andere, so kann dies daher rühren, dafs entweder die
Geschwindigkeiten c,, c,, e,, der drei Kräftesummen alle drei sich
unabhängig von einander ändern, oder daher, dafs die Geschwin-
digkeiten sich nach einer oder nach zwei Axen gar nicht ändern,
also gleichförmig sind, wohl aber nach der dritten, ‚resp. nach
den beiden andern Axen.

Hiernach ist die krummlinige Bewegung als das Resultat
anzusehen:

a) entweder von drei Kräftesummen, welche unabh ängig ver-
änderlichsind,

b) oder von einer Kräftesumme, die im Gleichgewicht ist,
und von zwei Kräftesummen, von welchen jedeentweder
konstant oder veränderlich wirkend sein kann;

Cu
 die Verhältnisse

c) oder endlich von zwei Kräftesummen, welche im Gleich-
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gewicht sind, und von einer Kräftesumme, welche entweder

konstant oder veränderlich wirkendist.

Nach den auf S. 17 über die Entstehung der gleichförmigen Ge-

schwindigkeit gemachten Bemerkungen läfst sich in den beiden un-

ter b und c genannten Fällen die krummlinige Bewegung auch

auffassen, als hervorgegangen aus der Wirkung dreier zu ein-

ander normalen Kräftesummen, von denen eine oder

zwei momentan wirkend, die beiden anderen, resp. die

dritte aber kontinuirlich, sei es konstant oder verän-

derlich wirkend, zu denken sind.

Bewegung in einer ebenen Kurve.

L $ 40. Die Kurve, welche den Gleichungen No. 69 entspricht,

ist im Allgemeinen eine Kurve von doppelter Krümmung; sie

wird eine ebene Kurve, wenn entweder y oder » konstant wird,

d.h. wenn die in der Richtung der einen Axe liegende Geschwin-

digkeit gleich Null ist. Für die Bewegung in einer ebenen

Kurve haben wir also die Bedingungsgleichungen:

— or

70) | vafende+a,
»= 0ioder c„—0.

Die Bewegung in einer ebenen Kurve läfst sich also immer

als das Resultat zweier Kräftesummen ansehen, deren Richtungen

zu einander normal sind, und von welchen entweder die eine im

Gleichgewicht, und die andere konstant resp. veränderlich

wirkend, oder aber welche beide veränderlich wirkend zu

denken sind. -

Parabelbahn.

$ 41. Bewegt sich ein Massenelement unter dem Einfluls zweier

Kräftesummen, deren Richtungen normal zu einander sind und von

denen eine im Gleichgewicht ist, also eine gleichförmige

Geschwindigkeit bedingt, die andere aber konstant wirkend

ist, so ist die Bahn eine Parabel; denken wir nämlich, die gleich-

förmige Geschwindigkeit finde in der Axe der X statt, die ungleich-

förmige in der Axe der Y, und es sei f, das Aenderungsmaals

der konstant wirkenden Kraft. Man hat sodann:

c,—=f,t (No. 35. S. 20),

worin t die Zeit bedeutet, welche seit der Einwirkung der Kraft

verflossen ist. Diese Zeit ist aber dieselbe, während welcher in

der Axe der X ein bestimmter Weg z mit der gleichförmigen Ge-
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schwindigkeit c, durchlaufen ist, und sie findet sich nach No. 25.
S.17);

I!
€

Man hat also für die Gleichungder Kurve (No. 69):

vafkı da ra,fh de + a,
€,

71) v=fz- br -2° +4,

welches die Gleichung der Parabel ist.
Sind die Kräftesummen nicht normalzu einander, schliefsen

ihre Richtungen vielmehr den Winkel & ein, so kann man sie im-
mer auf zwei zu einander normale Kräftesummen zurückführen.
Nimmt man die Richtung der einen dieser normalen Kräftesummen’
mit der Richtung der konstant wirkenden Kraft zusammenfallend,
so läfst sich die gleichförmige Geschwindigkeit der andern Kräfte-
summe c, in zwei andre Geschwindigkeiten zerlegen (No. 59. S. 34),
deren eine in der Richtung der XAxe liegt, und gleich c, sin « ist,
die andre in der Richtung der YAxe liegt und gleich c, cos « ist.
Man hat sodann die Geschwindigkeitssumme in der YAxe (No. 60.
S. 34):

e,=c,008 0 + fit,

setzt man nun in und nach der obigen Darstellung = x
c,sın &

der allgemeinen Gleichung für die Kurve:

y=fde+ a,
Ä

für c, den Werth e,cos@+-f,t und für c, den Werth e,sin @; so-
dann aber für # den eben berechneten Werth, so ergiebt sich leicht:

Yy —fleotg “+ar‚z)dr + a,

y=r.cotgatıa?.erHau

Diese Kurve ist aber ebenfalls eine Parabel. Dies läfst sich
auf folgende Weise zeigen. Zunächst finden wir einen Wende-
punkt der Kurve, wenn y ein Maximum oder ein Minimum
wird, und nach bekannten Regeln haben wir zur Bestimmung die-
ses Wendepunkts zu setzen:

72)

Fu &dy = cotg «+ (ein aja =);

daraus folgt:
(Ba CR.

3),=— -.sing.cse.—=—1-I_- ,sin2«.
Fu ' °F
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Yy Da nun die zweite Ableitung
ar T immer positiv ist, so lange f,

N: als positiv gedacht wird, weil

zei XZ nämlich das Quadrat im Nenner
« immer positiv sein muls, so ent-

spricht der eben bestimmte Werth

ala N von z einem Minimum, also
einem negativen Werth von y;

es wird also der Wendepunkt

im III. oder IV. Quadrantenlie-

gen. Er liegt im II. Quadranten, wenn das zugehörige z negativ
ist, und dies tritt ein, nach 73), wenn @ ein spitzer Winkelist.

Dagegen wird x positiv, wenn «& ein stumpfer Winkel, also cos «

negativ ist, und dann liegt der Wendepunkt im IV. Quadranten.

Setzen wir den Werth von x aus 73 in 72, so erhalten wir

für den Wendepunkt:
e?

74)re+4.

 

u

Verlegen wir nun den Anfangspunkt der Koordinaten in den

Wendepunkt der Kurve, so ist zunächst a,.—0 unda wir
eo?

die neuen Koordinaten y’ und 2’, so ist offenbar CT)Ir&.C0S%&

(nach No. 73) und wenn wir diesen Werth in die Gleichung 12)

einsetzen, so geht dieselbe nach einer leichten Rechnung über in:

eree
welches wieder die Gleichung der Parabel ist; dieselbe geht in

die Gleichung No. 71 über, wenn « gleich einem Rechtenist.

Zu bemerken ist hier noch, dafs die konkave Seite der Para-

bel immer der Axe der Y, oder derjenigen Axe zugekehrt ist, wel-

che der Richtung der konstant wirkenden Kräftesumme entspricht.

Da endlich die gleichförmige Geschwindigkeit nach S. 17

als das Resultat einer momentan wirkenden Kraft aufgefalst wer-

den kann, so läfst sich die Parabelbewegung immer betrach-

ten als das Resultat einer momentan wirkenden Kräf-

tesumme und einer konstant wirkenden Kräftesumme,

deren Richtungen einen Winkel mit einander bilden.

Krümmungskreis der Bahn, — Normalkraft, T.angentialkraft.

$ 42. Die Gleichung 75) läfst sich auch folgendermaafsen

schreiben:
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ele)
Fı Y)

und folglich ist, wenn wir den Parameter der Parabel mit p be-

zeichnen:

x?

2 (c,sin a)?penz :

Nun ist aber nach einem bekannten geometrischen Gesetz der

Krümmungshalbmesser für den Scheitelpunkt der Pa-

rabel gleich dem halben Parameter, und bezeichnen wir die-

sen Krümmungshalbmesser ‚mit r, so folgt:
(c, sin©)?

Te?
Dieser Krümmungshalbmesser liegt aber in der Axe der Y, d.h.

in der Richtung der konstant wirkenden Kräftesumme.

ee 

Nun ist klar, dafs wir jeden beliebigen Kreis als Krümmungs-

kreis des Scheitels einer Parabel ansehen können, und dals für jedes

Bogenelement eines Kreises, welches von einem Massenelement
durchlaufen wird, immer die obige Gleichung gelten mufs, sobald

wir unter f, das Aenderungsmaals einer in der Richtung

des Radius wirkenden konstanten Kraft, unter c, eine
gleichförmige Geschwindigkeit, welche mit der Richtung der

konstanten Kraft, oder mit der Richtung des Radius den Winkel «

bildet, verstehen.

Ebenso leicht ist es einzusehen, dafs wenn ein Massenelement

sich in einer beliebigen Kurve bewegt, und wir denken für ir-
gend ein Element der Kurve den Krümmungskreis: die obige Glei-

chung auch für dieses Kurvenelement gelten mufs. Hieraus folgt

aber folgendes wichtige Gesetz:

Bewegt sich ein Massenelement in einer beliebi-
gen Kurve, so läfst sich für jedes Element der

Bahn die Bewegung als das Resultat zweier Kräf-

tesummen ansehen, von denen die eine nach der

Richtung des Krümmungshalbmessers für dieses
Bahnelement als konstant wirkend, die andre

aber als im Gleichgewicht, folglich eine gleich-

förmige Geschwindigkeit bedingend, und mit der

ersten einen beliebigen Winkel bildend, gedacht
werden muls. is

Nimmt man den Winkel, welchen die beiden Kräftesummen

mit einander bilden, gleich einem Rechten, und beachtet man, dafs

die Richtung des Krümmungsradius eines Bahnelementes immer mit
.
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der Normalen für dieses Element zusammenfällt, so ist die Rich-
tung der andern Kräftesumme tangential, und es folgt aus dieser

Betrachtung:

Wenn ein Massenelement sich in einer beliebigen Kurve
bewegt, so kann man in jedem Element der Bahn für die wirken-

den Kräftesummen zwei andre substituiren ($38), von denen die

eine normal zur Bahn gerichtet (Normalkraft) immer für dieses

Bahnelement als konstant wirkend, die andre tangential zur
Bahn gerichtet (Tangentialkraft) als im Gleichgewicht befindlich

betrachtet werden mufs.

Die Gleichung 76):
a (esmo)a
=

Fü
gilt hiernach ganz allgemein, sobald man unter r den Krümmungs-

halbmesser in irgend einem Element der Kurve, unter f, das Aen-

derungsmaals der Normalkraft, unter c, die gleichförmige Seitenge-

schwindigkeit und unter & den Winkel versteht, welchen diese
gleichförmige Seitengeschwindigkeit mit der Normale der Kurve bil-

det. Wird die gleichförmige Seitengeschwindigkeit tangential ge-

nommen, so ist «= 90 Grad sin «—=1, und man hat:
2

€
Mn

77) a

Da aber die Tangente für ein Kurvenelement mit diesem

zusammenfällt, so kann man unter c, auch die Geschwindigkeit

in der Richtung der Bahn, oder die Geschwindigkeit, mit wel-

cher das Massenelement in dem betrachteten Augenblick sich eben
bewegt verstehen.

Centripetalkraft und Centrifugalkraft.

8 43. Aus den Untersuchungen des vorigen Paragraphen folgt,

dafs wenn ein Massenelement sich in einer beliebigen Kurve be-

wegt, man immer das Aenderungsmaafs f, der Normalkraft nach

der Gleichung 77) bestimmen kann, sobald man die Geschwindig-

keit des Massenelements und den Krümmungshalbmesser der Bahn

kennt. Diese Normalkraft äufsert auf das Massenelement einen
Druck in der Richtung nach dem Mittelpunkt des Krüämmungskrei-
ses, und diesem Druck mufs eine gleich grofse, aber entgegengesetzt

wirkende Reaktion ($ 36) entsprechen. Man nennt daher auch

wohl die Normalkraft, welche das Bestreben darstellt, das Massen-
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element dem Mittelpunkt des Krümmungskreises zu nähern, die

Centripetalkraft, die gleich grolse, aber entgegengesetzte Reak-

tion dagegen, welche das Bestreben ausdrückt, das Massenelement

von dem Mittelpunkt des Krümmungskreises zu entfernen, die Cen-

trifugalkraft (Fliehkraft, Schwungkraft). Nennt man dF das

Werthelement einer von beiden, so drücken sich offenbar beide

aus (nach Gleichung 76 und 4) durch:
1 2 2

78) deananN

Bezeichnet man eine von beiden als positiv, so ist die an-

dere negativ zu bezeichnen. Auch ist es klar, dafs es gleichgiltig

bleibt, welchen von beiden Drucken man als den wirkenden, und

welehen man als die Reaktion ansehen will; in manchen Fällen

erleichtert es die Anschauung, wenn man die Centripetalkraft als

Reaktion der Centrifugalkraft betrachtet.

\

Kreisbewegung.

'$ 44. Die Gleichung 77):

0.
= r

zeigt, dafs das Aenderungsmaafs der Centrifugalkraft in jedem Au-
2

genblick konstant ist, wenn— konstant ist, also unter andern,

wenn c, konstant und r konstant ist. Der Krümmungshalbmes-

ser r ist nur konstant, wenn die Kurve, in welcher das Massen-

“element sich bewegt, ein Kreis ist. Bewegt sich also ein Mas-

. senelement in einem Kreise, und zwar so, dafs die Geschwindig-

keit in der Richtung der Bahn in jedem Augenblick konstant ist,

so ist auch das Aenderungsmaafs der Normalkraft, und

diese selbst konstant, und umgekehrt:

Ist das Aenderungsmaafs der Normalkraft konstant,

und bewegt sich ein Massenelement in einem Kreise, so ist die

Geschwindigkeit in der Richtung der Bahnin jedem Augen-

blick konstant.

Aus diesen Gesetzen lassen sich noch mancherlei Folgerungen

leicht herleiten.

Die Bewegung im Kreise kommt bei Maschinen sehr häufig

vor. Man bezeichnet sie gewöhnlich als Rotationsbewegung,

oder als rotirende Bewegung, pflegt aber diese Benennungen
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allgemeiner auch wohl auf die Bawegmmgeniin einer geschlossenen
Kurve überhaupt auszudehnen.

Bewegt sich ein Massenelement in einem Kreise, so dafs die

Tangential-Geschwindigkeit in jedem Punkte der Bahn. dieselbe ist,

so nennt man die Bewegung eine gleichförmig rotirende, im

entgegengeseizten Falle eine ungleichförmig rotirende.

Die gleichförmig rotirende Bewegung ist also als das

. Resultat einer konstant wirkenden Normalkraft, und einer im

Gleichgewicht befindlichen Tangentialkraft anzusehen.

Ist dagegen bei der Bewegung eines Massenelements in einem

Kreise die Normalkraft veränderlich wirkend, d.h. ist das Aen-

derungsmaals f, derselben für verschiedene Bahnelemente ver”

schieden grofs (was jedoch nicht ausschliefst, dafs es, wie oben

nachgewiesen worden, während der Zeitdauer, welche das Durch-

laufen jedes einzelnen Bahnelementes erfordert, als konstant betrach-

tet werden könne), so ist auch die Geschwindigkeit in der

Richtung der Bahnveränderlich.

Winkelgeschwindigkeit, Peripherie - Geschwindigkeit.

$ 45. Bewegt sich ein Massenelement in einem Kreise, so

können wir uns den Radius dieses Kreises als mathematische Linie

ohne Masse, und mit dem Massenelement gemeinschaftlich rotirend
denken, ohne dafs dadurch in den Bewegungsverhältnissen des Mas-

senelements irgend etwas geändert wird.

Ist in irgend einem Punkte der Bahn =. die Geschwin-

digkeit des Massenelements, und o—= die Geschwindigkeit irgend

° eines andern Punktes dieses Radius, welcher den Abstand o vom
Mittelpunkt hat, so sind offenbar die in gleichen Zeitelementen von

dem Massenelement und von jenem Punkt zurückgelegte Wege gleich

den Längen der gleichzeitig durchlaufenen Bogenelemente, und da
diese, wie leicht ersichtlich, sich wie die Radien verhalten, so

hat man:

dswasın:0

und folglich auch e,:»=r:o,

oder:

a
%

u. 4

Go
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Man kann also die Geschwindigkeit des Massenelements

finden, wenn man den Radius r desselben und auflserdem die Ge-

schwindigkeit » irgend eines Punktes in diesem Radius und den

Abstand o dieses Punkts vom Mittelpunkt des Kreises kennt. Nimmt
man diesen Punkt so an, dafs sein Abstand oe gleich der Längen-

einheit ist, so nennt man die Geschwindigkeit desselben in Bezug

auf das Massenelement die Winkel-Geschwindigkeit, und be-

zeichnet man dieselbe mit w, so hat man:

Es ist also unter der Winkel-Geschwindigkeit eines roti-

renden Massenelements diejenige Geschwindigkeit zu verstehen,

welche ein Punkt, der in dem Abstand 1 von dem Mittelpunkt des

Kreises mit dem Massenelement gemeinschaftlich rotirt, besitzt. Im

Gegensatz hierzu pflegt man die Geschwindigkeit c,, welche das

Massenelement in der Richtung seiner Bahn hat, die Peripherie-

Geschwindigkeit des Massenelements zu nennen.

Führen wir in die Gleichung 78) die Winkel-Geschwindigkeit
w ein, so ergiebt sich für die Centrifugalkraft:

2

dF= dm.f,— dm— = dm .w* er

us d&

  

aa eeDATE
79 .

- ze) er, 0 Re A

Rap ee dın 0 rap

aR
erre

Bewegt sich ein Massenelement in einem Kreise, so nennt man
den Weg, welchen dasselbe zurücklegt, in dem es einmal die Pe-.

ripherie des Kreises durchläuft, eine Umdrehung. Ist die Bewe-

gung eine gleichförmig rotirende, so ist offenbar die Zeitdauer

einer Umdrehung nach No. 25. S. 17:

BER OTET NR
Tan er eh

© C) w
 

Macht das Massenelement in einer Minute nUmdrehungen, so

ist andrerseits auch:

a
n

aus diesen beiden Ausdrücken ergeben sich folgende Formeln:

7
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In diesen Formeln bedeutet:

t die Zeitdauer einer Umdrehung in Sekunden,

- n die Anzahl der Umdrehungen in einer Minute,
c, die Peripherie-Gesehwindigkeit,
r den Halbmesser des Kreises, in welchen sich das Massen-

element bewegt,
w die Winkel-Geschwindigkeit,

c,„r, w sind in einerlei Maafseinheit zu nehmen; die Zeitein-

heit ist die Sekunde.

Ist die Bewegung nicht gleichförmig rotirend, so gelten obige
Formeln noch für die mittlen Werthe.

Aus den Formeln 80 lassen sich, indem man die Werthe für

die Geschwindigkeit c, in die Formeln 53. Seite 28 einführt, fol-

gende für den praktischen Gebrauch bequeme Formeln herleiten

(die Zahlenwerthe sind abgerundet):

N
Hr— A8S6S —

m

sı) Var so)
3

Vär= 17 ie s

in welchen Formeln bezeichnet:

K den Druck in der Richtung der Peripherie in

Pfunden,

r den Abstand dieses

Fufsen,

Druckes von der Drehaxe in

N die Anzahl der wirksamen Pferdekräfte,

n die Anzahl der Umdrehungen in einer Minute.

Nimmt man K in Kilogrammes, r in Meires, so hat man:
A*
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Kr=718 mn
N.

i N.
Je — Be81a) (V m =272

3aVkh= sy.

‚Prinzip der virtuellen ünd reellen Wege.

$ 46. Denken wir uns ein Massenelement, auf welches eine
beliebige Anzahl von Kräften einwirkt, deren Drucke in irgend
einem Augenblick die Werthe dK’, dK”.... haben. Denken wir fer-
ner ein ganz beliebiges Axensystem so, dafs der Durchschnittspunkt
der Axen in das Massenelement fällt, und lassen die früher einge-
führten Bezeichnungengelten, so ist nach Gleichung 65. S. 37 der re-
sultirende Druck in der Richtung der ersten Axe:

dK, = &(dK'.cos «,),
in der Richtung der zweiten Axe:

dk, = Z(dK' cos ß,),
in der Richtung der dritten Axe:

aAK,=Z&(dK'.cosy,).

 

   
  

Nehmen wir in einer der drei Axen einen beliebigen Punkt p,
dessen Abstand von dem Massenelement Pm= a, sei, projiciren wir
diesen Abstand auf die Richtung jeder Kraft, indem wir die Nor-
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malen pg', pg”’*).... ziehen, und nehmen wir die Projektionen von

a, auf die Richtung der einzelnen Kräfte a’, a’, a” ete., so ist of-

fenbar:

und man hat daher:

dk, — &(ak' ö a)

folglich, da der Nenner a, allen Summanden rechts gemeinschaft-

lich ist:
82) dk. —=2&(dk'.a).

In Bezug auf die beiden andern Axen würde sich für einen

beliebigen Punkt derselben, dessen Abstand vom Massenelement d,
beziehlich 'e, sei, nachweisen lassen:

dK,.b,—= (dk)
Fr ak (de).

Denken wir eine Ebene durch den Punkt p normal zur Axe

mp, und daher parallel mit der Ebene, in welcher die beiden an-
dern Axen liegen; es mögen die Richtungen der verschiedenen
Kräfte diese Ebene in den Punkten %, h”’... etc. schneiden, und

es sei ml" —n', mh"—=n” etc., so ist:

 cos @, == i

folglich:
5 : ’ dK

dk, =&(dK'.csa)=3& T=-.4);

und da wieder a, allen Summanden gemeinschaftlich ist, so folgt:
AR, (daR

3, ee):
Ein ähnliches Gesetz läfst sich für die beiden andern Axen

nachweisen, und wenn p', p".... und q', q’.... die Entfernungen
von dem Massenelement bezeichnen, in welchen die Richtungen der

Drucke dK'’, dK”.... zwei andere Ebenen schneiden, von denen je

eine normal ist Reje einer der beiden andern Axen, so hat. man

auch:
dK,, dK'

Ku —= >(iK')
e,

Nun ist p (in der Figur) ein beliebiger Punkt einer der drei

83a)

*) In der Figur ist nur eine Kraft dK’ ihrer Richtung nach gezeichnet, um
nicht durch viele Linien das Bild undeutlich zu machen; es gelten natürlich für
alle andern Kraftriehtungen dieselben Beziehungen, welche für diese eine gelten.
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Axen; es ist aber auch das angenommene Axensystem ein belie-
biges, und folglich, da man durch jeden Punkt im Raume und
durch das Massenelement immer eine gerade Linie legen, diese aber
als Axe eines Axensystems ansehen kann, so gilt die oben bewie-
sene Gleichung 82) für jeden beliebigen Punkt, der au-
fserhalb des Massenelements liegt, und da ferner jede Ebene
normal sein kann, zu einer entsprechenden, durch das Massenelement
gedachten Axe, so gilt die Gleichung 83) für jede beliebige
Ebene.

Die Entfernung des Massenelementes von dem Durch-
schnittspunkte einer Kraftrichtung mit einer angenom-
menen Ebene wollen wir den reellen Wes der Kraft
für diese Ebene nennen.

Denken wir uns einen Punkt in einem beliebigen Abstande
von dem Massenelement, und projieiren wir diesen Abstand auf die
Richtung einer auf das Massenelement wirkenden Kraft, so nennen
wir die Projektion den värtuellem Weg der Kraft in Bezug
auf den Punkt (analog der Bezeichnung in $ 27, doch nicht da-
mit zu verwechseln). i

Zerlegen wir sämmtliche Drucke nach drei auf einander nor-
male Axen, deren Durchschnittspunkt im Massenelement liegt, und
von denen eine durch einen angenommenen Punkt geht, so nennen
wir die Summe der Drucke für diese letztgenannte Axe (S. 37) auch
wohl den resultirenden Druck für den gedachten Punkt.
Legen wir durch den angenommenen Punkt eine Ebene, welche
normal ist zum Abstande des Punkts von dem Massenelement, so
wollen wir den resultirenden Druck für den gedachten Punkt auch
als „Normaldruck für diese Ebene*® bezeichnen.

Nach diesen Erklärungen können wir die Gesetze, welche die
Gleichungen 82 und 83 enthalten, folgendermaafsen ausdrücken:

Wirken beliebig viele Kräfte auf ein Massenele-
ment, so ist für jeden beliebigen Punkt aufser-
halb des Massenelements in irgend einem Augen-
blick das Produkt aus dem resultirenden Druck
für diesen Punkt in den Abstand des Punkts von

. dem Massenelement gleich derSumme der Pro-
dukte, welche gebildet werden, indem man den
Druck jeder einzelnen Kraft mit ihrem virtuellen
Wege in Bezug auf den angenommenen Punkt
multiplizirt, und es ist ferner für jede beliebige
Ebene der Quotient aus dem Normaldruck für
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diese Ebene durch den normalen Abstand dersel-

ben von dem Massenelement gleich der Summe

der Quotienten, welche gebildet werden, indem

man jeden einzelnen Druck durch seinen reellen

Weg in Bezug auf die Ebene dividirt.

Dieses Gesetz wollen wir das Prinzip der virtuellen und

reellen Wege nennen. Wir haben dasselbe hier für den allge-

meinsten Fall entwickelt, und es bleibt nur übrig, daraus Folgerun-

gen für spezielle Anwendungen zu ziehen.

Anwendung des Prinzips der virtuellen und reellen Wege auf die resul-

tirende Kraft, und auf die Normalkraft bei der Bewegung in einer beliebigen

Kurve.

8 47. Nach $ 35. No.3 (S.39) kann man für die Wirkung

der einzelnen Kräfte diejenige ihrer Resultirenden substituiren. Für

den im vorigen Paragraphen betrachteten Fall würde man offenbar

haben, wenn man den virtuellen Weg der Resultirenden in Bezug auf

den gewählten Punkt mit «a, den reellen Weg mit n bezeichnet:

dk,—=dK.a—=3(dk'«a)

BI). rend =2()
-@, n .

Die Gesetze dieser beiden Gleichungen lassen sich ähnlich wie

die der Gleichungen 82) und 83) in Worten ausdrücken, nämlichso:

Wirken beliebig viele Kräfte auf ein Massenele-

ment, und man denkt irgend einen Punkt aufser-

halb des Massenelements, projieirt den Abstand

dieses Punkts auf die Richtung jeder einzelnen

Kraft und auch auf die Richtung der Resultiren-

den sämmtlicher Kräfte, so ist das Produkt aus

dem resultirenden Druck in die Projektion jenes

Abstands auf die Richtung der Resultirenden

gleich der Summe der Produkte, welche gebil-

det werden, indem man jeden einzelnen Druck

mit der Projektion jenes Abstandes auf seine

Richtung multiplizirt. Aufserdem ist der Quo-

tient aus dem resultirenden Druck durch seinen

reellen Weg in Bezug auf eine beliebige Ebene

gleich der Summe der Quotienten, welche ge-

bildet werden,indem man jeden einzelnen Druck

durch seinen reellen Weg in Bezug auf dieselbe

Ebene dividirt.
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Liegt der gewählte Punkt in der Richtung der Resultiren-
den, so ist der resultirende Druck für diesen Punkt offenbar der
Mitteldruck sämmtlicher Kräfte, folglich dK,=dK; die Drucke nach
den beiden andern Axen, welche normal zu der gewählten Rich-
tung zu denken sind, würden dann zufolge der Gleichung 67) gleich
Null sein, insofern die Winkel £ und y gleich 90 Grad sind, und
man hat also für diesen Fall die Bedingungsgleichungen:

dK.a,— Z(dK, a’)
35) ((ak)— 0

Z(dK'e) = 0,
oder;

2)
a, n

Ss —- =0

wenn p’ und q’ die reellen Wege in Bezug auf zwei Ebenen be-
zeichnen, welche zu je einer der beiden andern Axen normal, oder,
was dasselbe heifst, welche mit der Richtung der Resultirenden pa-
rallel und unter sich normal sind.

Bewegt sich ein Massenelement in einer beliebigen Kurve, so
ist in Folge des Gesetzes in $ 42.8. 46 in jedem Augenblieke der
Druck in der Richtung der Normalen als konstant wirkend, der-
jenige in der Richtungder Tangente als im Gleichgewicht befind-
lich, anzusehen. Zerlegt man in irgend einem Augenblick die

„sämmtlichen auf das Massenelement wirkenden Drucke nach drei
Axen, von denen die eine (die erste) mit der Richtung des Krüm-
mungshalbmessers zusammenfällt, so müssen die beiden andern in
einer Ebene liegen, welche zu dem Krümmungshalbmesser normal
ist, folglich die Kurve berührt; die Resultirende aus den beidenKräftesummen, welche in dieser Ebene liegen, giebt die Leistung inder Richtung der Tangente, und da diese gleich Null sein soll, so
mufs auch nach $ 34 ($. 38) der Druck in der Richtung jeder die-ser beiden Axen gleich Null sein. Man hat daher auch für diesen
Fall die Gleichungen 85 und 86 in Geltung, wenn

dK den Druck der Normalkraft,
@, den Abstand eines beliebigen Punktes auf der Normalen

zur Kurve von dem Massenelement,
ed, a’.... die Projektion dieses Abstandes auf die Richtung der

verschiedenen Kräfte,

7



b. Wirkung mehrer mechanischen Kräfte auf ein Massenelement. 57

vb"... und e'e’ die Projektionen der Abstände zweier

Punkte, die in der Berührungsebene der Kurve in je einer

von zwei sich im Berührungspunkt rechtwinklig schneiden-

den Axen liegen, auf die Richtung der verschiedenen

Kräfte,

n'n”.... die reellen Wege der verschiedenen Kräfte in Be-

zug auf eine Ebene, die im Abstande a, zur Richtung des

Krümmungshalbmessers normal, also mit der Berührungs-

ebene parallel ist,

p'p”.... und g’g”.... die reellen Wege der verschiedenen

Kräfte in Bezug auf je zwei zu einander normale und mit

dem Krümmungshalbmesser parallele Ebenen

bezeichnen,

Anwendyng des Prinzips der virtuellen und reellen Wege auf den Zustand

des Gleichgewichts.

$ 48. Sind beliebig viele Kräfte, welche auf ein Massenele-

ment wirken, im Gleichgewicht, und wir denken ein beliebiges

Axensystem, dessen Durchsehnittspunkt mit dem Massenelement zu-

sammenfällt, so sind die resultirenden Drucke für jede der drei

Axen einzeln gleich Null ($ 34. S.38), es ist also:

i dK,—0; dK,—0; dK„—®;
und es folgt daher für den Zustand des Gleichgewichts nach Glei-

chung 82 und 83):

 

Z(dk'd) — 0
87) .Z(aK db) = 0

Z(dE €) = 0.

> Bat ZU
n

.88) (7 )=0
dK'

= en =0:G
Hierin liegen folgende. Sätze:

1)-Sind beliebig viele Kräfte, welche auf ein Mas-

senelement wirken, im Gleichgewicht, und man nimmt

einen beliebigen Punkt im Raume an, projieirt den .Ab-

stand desselben von dem Massenelement auf die Rich-

tung jeder einzelnen Kraft, so ist die Summe der Pro-

dukte, welche gebildet werden, indem man den Druck
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jeder Kraft mit der Projektion jenes Abstandes auf ihre
Richtung multiplizirt, gleich Null.

2) Sind beliebig viele Kräfte, welche auf ein Mas-
senelement wirken, im Gleichgewicht, und man denkt
eine beliebige Ebene im Raum, so ist die Summe der
Quotienten, welche gebildet werden, indem man den
Druck jeder Kraft durch ihren reellen Weg in Bezug
auf diese Ebene dividirt, gleich Null.

Diese Sätze gelten auch umgekehrt.
Wenn nämlich mehre Kräfte auf ein Massenelement

wirken und es ist:
entweder für jeden beliebigen Punkt im Raume
die Summe der Produkte aus dem Druck jeder
Kraft in die Projektion des Abstandes jenes Punk-
tes von dem Massenelement auf die Richtung der
Kraft gleich Null, oder: :
für jede beliebige Ebene die Summe der Quo-
tienten, welche gebildet werden, indem man den
Druck jeder Kraft durch ihren reellen Weg in
Bezug auf jene Ebene dividirt, gleich Null,

so sind die Kräfte im Gleichgewicht. ‘
Um nun nachzuweisen, dafs jene Bedingungen für jeden

beliebigen Punkt, oder für jede beliebige Ebene
statt finden, braucht man nur zu zeigen, dafs sie für drei Punkte
erfüllt werden, deren jeder in einer andern von drei durch das
Massenelement gehenden zu einander rechtwinkligen Axen liegt,
oder dafs sie für drei Ebenen gelten, die auf solchen Axen folglich
nach unter einander normal sind. Dies läfst sich sehr leicht geo-
metrisch beweisen, indem man das Axensystem um seinen Durch-
schnittspunkt dreht, und nun zeigt, dafs wenn diese obigen Bedin-
gungen für das Axensystem in der ursprünglichen Lage gelten, die-
selben auch für jede andere Lage gelten müssen, in welche man
dasselbe durch Drehung bringen kann. Endlich läfst sich eben so
leicht nachweisen, dafs der Durehschnitispunkt des anzunehmenden
Axensystems auch aufserhalb des Massenelements liegen könne,
Man hat also die obigen Bedingungs-Gleichungen über-
haupt nur für drei Punkte, deren Ebene nicht durch das
Massenelement geht, beziehlich für drei sich rechtwink-
lich schneidende Ebenen, nachzuweisen.
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Bemerkung über die Vorzeichen bei Anwendung des Prinzips der virtuellen

und reellen Wege.

$ 49. Bei der Anwendung dieser Gesetze ($ 46 bis $ 48) ist

es von der gröfsten Wichtigkeit, die Vorzeichen richtig an-

zuwenden, welche den Cosinus und den Linien, welche

entweder die Projektionen des Abstandes der gewählten

Punkte auf die Richtungen der Kräfte, oder die reellen

Wege der Kräfte in Bezug auf die gewählten Ebenen bedeu-

ten, angehören. In dieser Beziehung ist zu bemerken, dafs man

die Winkel, welche die Riehtungen der Kräfte mit den angenom-

menen Axen bilden, von jeder Axe anfangend stets in ein und ‚dem-

selben Sinne messen mufs, und dafs wenn man die Richtungen,

nach welchen die Kräfte das Massenelement einzeln zu bewegen

streben, als positiv ansieht, die Verlängerungen dieser Richtungen

rückwärts über das Massenelement hinaus als negativ betrachtet

werden müssen, und umgekehrt. Es erleichtert dabei die Betrach-

tung, wenn man entweder sämmtliche Kräfte als ziehend, oder

sämmtliche Kräfte als schiebend sich vorstellt.

Prinzip der statischen Momente für den Zustand des Gleichgewichts.

$ 50. Sind mehre Kräfte, die auf ein Massenelement wirken,

und deren Richtungslinien in derselben Ebene liegen,

im Gleichgewicht, und zerlegt man den Druck jeder Kraft nach

zwei Axen, die zu einander normal sind, und in derselben Ebene

liegen, so folgt leicht ($ 34. S. 38), wenn

dK', dK".... die Drucke und «, «,... die

Winkel, welche die Richtung derselben

mit der einen Axebilden,folglich (90°— «,),

(90°—«,)... die Winkel mit der andern

Axe sind:
I. E(dK’.cos«a)=0

I. Z(dK'.sin «) =.

Nach dem Frühern folgt aus der Glei-

chung I. auch (S. 57):
II. (dk mi’) =V0.

 

’

Nun ist aber sin nt, folglich hat man auch nach II.

M

zZ (aX. 2) —0, und da mu bei sämmtlichen Drucken dasselbe

ist, so folgt:
IV. Z(aK' . uk) 0.
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Die Linie «4 oder die Normale von irgend einem Punkt auf
die Richtungslinie einer Kraft nennt man den Hebelsarm dieser
Kraft in Bezug auf den Punkt, das Produkt von der Form
dK'.uh' oder das Produkt aus dem Druck einer Kraft in. ihren He-
belsarm nennt man das statische Moment der Kraft in Bezug
auf jenen Punkt. io

Bezeichnet man den Hebelsarm der Kräfte mit r’ r"...., so hat
man die Gleichung IV in der Form:

89) I(dK'.r) = 0.
Da nun die Lage der Axe mu in der Ebene gleichgiltig ist, so

folgt, dafs Alles, was für den Punkt u bewiesen ist, auch für jeden
andern Punkt der Ebene gilt, und daher läfst sich die so eben
entwickelte Gleichung IV in Verbindung mit II als Gesetz so aus-
drücken:

Sind mehre Kräfte, die auf ein Massenelement
‚wirken, und deren Richtungslinien in derselben
Ebene liegen, im Gleichgewicht, und man denkt
in der Ebene einen beliebigen Punkt, so ist so-
wohl die Summe der Produkte, welche gebildet.
werden, indem man jeden Druck mit der Pro-
jektion des Abstandes jenes Punktes von dem
Massenelement auf die Richtungslinie des Druk-
kes multiplizirt, als auch die Summe der stati-
schen Momente in Bezug auf jenen Punkt, gleich
Null.

Da zur Erfüllung des Gleichgewichts sowohl die Gleichung I
als auch II Statt finden mufs, da ferner die Gleichung III von I,
die Gleichung IV von II abgeleitet wurde, so folgt umgekehrt:

Wenn mehre, auf ein Massenelement wirkende
Kräfte, deren Richtungslinien in derselben Ebene
liegen, im Gleichgewicht sein sollen, und man
nimmt in der Ebene einen beliebigen Punkt an,
so mus sowohl die Summe der Produkte, welche
gebildet werden, indem man jeden einzelnen
Druck mit der Projektion des Abstandes jenes
Punktes von dem Massenelement auf die Rich-
tungslinie des Drucks multiplizirt, als auch die
Summe der statischen Momente der Drucke in
Bezug auf diesen Punkt gleich Null sein.

Hat man es mit Kräften zu thun, deren Richtungslinien in
verschiedenen Ebenen liegen, und man will die Bedingungen
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des Gleichgewichts untersuchen, so kann man aufser den in $ 48.

S.57 angeführten Gesetzen auch noch folgendes Verfahren befol-

gen: Man zerlegt jede einzelne Kraft in zwei andere, von denen

eine in eine bestimmt angenommene, durch das Massenelement ge-

hende Ebene fällt, die andere in einer Richtung normal zu dieser

Ebeneliegt. Nun wendet man für das Gleichgewicht in der Ebene

die eben aufgestellten Gesetze an, und untersucht, ob aufserdem

noch entweder die Summe der Drucke in der zur Ebene normalen

Richtung gleich Nullist, oder aber ob in Beziehung auf diese Richtung

die Gesetze S. 48. No. 1 oder 2 erfüllt werden, indem man entwe-

der einen Punkt in der normalen Richtung annimmt und seinen

Abstand auf die Richtung jeder Kraft projieirt, oder indem man zu

der angenommenen Ebene eine Parallelebene denkt, und die reel-

len Wege der einzelnen Drucke in Bezug auf diese Ebene unter-

sucht etc.

Anwendung des Prinzips der statischen Momente auf Kräfte, die nicht im

Gleichgewicht sind.

$ 51. Wirken mehre Kräfte, deren Richtungslinien in dersel-

ben Ebeneliegen, auf ein Massenelement, und die Kräfte sind nicht

im Gleichgewicht, so wird nach $35. No.1 Gleichgewicht her-

gestellt sein, wenn wir eine neue Kraft auf das Massenelement ein-

wirken lassen, welche der Resultirenden gleich und entgegenge-

setzt ist. Sobald diese Kraft einwirkt, gelten die Gesetze des vo-

rigen Paragraphen. Ist der resultirende Druck dK und der Hebels-

arm in Bezug auf einen angenommenen Punkt r, so würde also

folgen:
Z(dK'r)— dK.r—=0.

90) dK.r=&(dK'r').

Das Prinzip der statischen Momentegilt also auch für den

Fall, dafs die Kräfte nicht im Gleichgewicht sind, nimmt aber dann

die Form an:

Wirken beliebig viele Kräfte, deren Richtungs-

linien in ein und derselben Ebene liegen, auf ein

Massenelement, so ist in jedem Augenblick das

statische Moment der Mittelkraft in Bezug auf

einen Punkt in der Ebene der Kräfte gleich der

Summe der statischen Momente der einzelnen

Kräfte in Bezug auf denselben Punkt.
Liegt der angenommene Punkt in der Richtung der Resultiren-
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den, so ist offenbar der Hebelsarm der Resultirenden in Bezug auf
diesen Punkt gleich Null, und es folgt daher der Satz:

Sind mehre Kräfte, die auf ein Massenelement
wirken, und deren Richtungslinien in derselben
Ebene liegen, micht im Gleichgewicht, so ist
dennoch die Summe der statischen Momente in
Bezug auf jeden Punkt in der Richtung der Re-
sultirenden gleich Null.

Prinzip der konstanten Leistungen für parallele Ebenen.

$ 52. Denken wir, es wirken beliebig viele Kräfte auf ein
Massenelement, und dasselbe bewege sich unter dem Einflufs der-
selben in einer gewissen Kurve; zerlegen wir nun sowohl die
Drucke, als die Wegelemente nach drei zu einander normalen
Axen, so ist das Leistungselementin irgend einem Augenblick
in der Richtung der ersten Axe:

dK, ds, = 2’(dK’ cos «,). 2’(ds’ cos «,),
in der Richtung der zweiten Axe:

dK,ds,—=2(dK’.cosß,).&(ds'.cos ß,),
in der Richtung der dritten Axe:

dK,,ds„—=Z&(dK'.cosy,).&(ds’.cosy,),
und das Leistungselement der Mittelkraft ($ 32. S. 36):
dK.ds — dK, ds, +dK,, ds,-+dK,,.ds,,— (dK’. cos «,).2(ds’ cos«,)

+ 2(dK’cosß,).. Z(ds’ . cos ß,) + Z(dK’ . cos y,).. 2(ds’ . cos 7,).
Ist nun für irgend eine Zeitdauer der Druck in der Richtung

einer der drei Axen konstant, so ist (S. 27. Gleichung 48) für
diese Zeit die Leistung in dieser Richtung gleich dem Produkt aus
dem konstanten Druck in den Weg, welchen derselbe in dieser
Zeit zurückgelegt hat. Wenn also z. B. der resultirende Druck für
die erste Axe während einer bestimmten Zeitdauer konstant ist,
so ist die Kräftesnmme ($ 32. S.36) für diese Richtung in
der genannten Zeitdauer gleich (dK,.s,); die Drucke in der Rich-
tung der beiden andern Axen mögen dabei während dieser Zeit-
dauer konstant oder beliebig veränderlich sein. Die Form der
Bahn des Massenelements ist aber nach $ 38 und 39 von der Be-
schaffenheit der Kräftesummen für alle drei Axen abhängig. Diese
Form der Bahn kann, wenn die Kräftesumme nach der Richtung
der einen Axe eine konstante ist, sowohl eine gerade Linie
sein, wenn auch die Kräftesummen für die beiden andern Axen
konstant sind ($ 38) als auch irgend eine Kurve bilden ($ 39).
Wie sie aber auch beschaffen sein mag, die Arbeit in der Richtung
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der konstant wirkenden Kräftesumme wird sich immer ausdrücken

durch (dK,.s,), wenn dK, der konstante Druck, s, der Weg dieses

Druckes ist. Nun ist aber der Weg s,, den das Massenelement

von irgend einer Lage aus bis zu irgend einer andern Lage in der

Richtung einer bestimmten Axe durchläuft, nichts anderes, als der

Zuwachs der Ordinate des Weges nach der Richtung dieser Axe

für die Zeit, in welcher das Massenelement aus der ersten Lage in

die zweite übergeht. Der Werth dieses Ordinaten-Zuwachses aber

wird dargestellt durch den normalen Abstand der beiden Ebenen,

welche man dureh das Massenelement in seiner ersten undin seiner

spätern Lage normal zu der Axe denken kann. Hierin nun liegt

der Satz:

Bewegt sich ein Massenelement unter dem Ein-

flufs einer beliebigen Menge von Kräften in ir-

gend welcher Kurve, und es ist für irgend eine

Richtung der Druck für eine gewisse Zeit kon-

stant, so ist die Leistung der Kräftesumme für

diese Richtung, indem das Massenelement aus

einer Ebene, die normal zu der Richtungist, in

eine andere, ebenfalls zu der Richtung normale

Ebene übergeht, immer dieselbe und wird durch

das Produkt aus dem konstanten Druck in den

normalen Abstand der beiden Ebenen gemessen,

gleichviel wie die Kurve beschaffen sein mag,

welche das Massenelement bei dieser Bewegung

beschreibt. Es ist folglich auch der Gewinn an

lebendiger Kraft, und mithin auch der Zuwachs

an Geschwindigkeit derselbe. ($ 21. S.26 und $ 22.

S.27:)

Dieses Gesetz findet besonders Anwendung für alle die Fälle,

wo nach der Richtung der Vertikalen die Schweredie einzige

wirkende Kraft ist. Ein Körper, welcher nur durch die Schwer-

kraft getrieben aus einer horizontalen Ebene in eine andere über-

geht, erlangt immer denselben Zuwachs an Geschwindigkeit, also

auch immer denselben Gewinn an lebendiger Kraft, und es ist auch

die auf ihn wirkende Kraftrichtung immer dieselbe, gleichviel ob

er in der vertikalen Linie oder in irgend einer andern geraden Li-

nie (geneigte Ebene) oder in einer Kurve den Uebergang bewirke.
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Prinzip der konstanten Leistungen, wenn der konstante Druck stets durch
.. denselben Punkt geht,

$ 53. Der Satz des vorigen Paragraphen läfst sich noch auf
eine allgemeinere Form bringen, und gewinnt dann folgende Ge-
stalt: ’

Bewegt sich ein Massenelement unter dem Ein-
flufs mehrer Kräfte in einer Kurve, und es exi-
stirt ein Punkt, für welchen der resultirende
Druck ($46. S.54) konstant ist, so ist auch die
Leistung, der Gewinn an lebendiger Kraft und
die Geschwindigkeits-Aenderung konstant, wel-
che für das Massenelement Statt finden, indem
dasselbe seine Entfernung von jenem Punkte um
ein bestimmtes Stück ändert, und zwar drückt
sich immer die Leistung für eine bestimmte Zeit
aus durch das Produkt aus dem konstanten Druck
in die Differenz der Entfernung von jenem Punkt,
welche das Massenelement am Anfange und am
Ende der Zeit besitzt: die Kurve, welche wäh-
rend dieser Zeit durchlaufen wird, mag eine be-
liebige Form haben.

Denn es bewege sich das Massenelement in der Kurve AB so,
dafs der resultirende Druck für den Punkt C konstant — dk ist,
nehmen wir auf der Kurve AB unendlich kleine Wegstücken an,
Aa, aa’, d’a’.... und: beschreiben aus C mit den Abständen aC,
@C.... BC Kugelflächen, welche AC in den Punkten endese...
schneiden, so ist für ein unendlich kleines Wegstück Aa das Kugel-
element ae als eben, Ae aber als normal zu dieser Ebene, und der
konstante Druck dK als parallel mit AC wirkend anzusehen, das
Leistungselement, welches auf das Massenelement wirkt, indem

2 dasselbe von A nach a sich bewegt,
drückt sich also nach dem vorigen
Satze aus durch dK.Ae, welche Ge-
stalt auch immer das Kurvenelement
Aa haben mag. Ebenso lälst sich zei-
gen, dafs das Leistungselement für die

Bewegung von a nach «’ gleich dK.ab
=dK.eeete. ist; es ist folglich die

Leistung der stets durch den Punkt C

gehenden konstant wirkenden Kraft,
indem das Massenelement sich von A
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nach B bewegt, gleich: I(dK.Ae') und da dKfür alle Elemente kon-

stant ist, auch gleich:
dK.Z(Ae)—=dK. AE= dK(AC— CE) = dk. (AC—BC),

das ist, was zu beweisen war.
Dieser Fall kommt auf den des vorigen Paragraphen zurück,

wenn man annimmt, dafs der Punkt C unendlich weit entferntliegt,
die Richtungen nach € also alle als parallel angesehen werden

können. f *

Geht die Richtung einer Kraft stets durch einen bestimmten

Punkt, so pflegt man diesen Punkt den Mittelpunkt der Kraft

zu nennen.

Bewegung eines Massenelements durch Gleichgewichtslagen. — Stabiles,
labiles Gleichgewicht.

$ 54. Bewegt sich ein Massenelement unter dem Einflufs be-

liebiger Kräfte in einer gewissen Kurve, so setzt dies immer vor-

aus, dafs die Kräfte nicht in allen aufeinander folgenden Lagen

des Massenelements im Gleichgewicht sind, denn wäre dies der

Fall, so mülste ($ 38) die Bahn eine gerade Linie sein.
Wenn jedoch bei der Bewegung eines Massenele-

ments in einer Kurve die Kräfte in irgend einem Punkte

durch eine Gleichgewichtslage gehen, d.h. wenn für ir-

gend einen Punkt die resultirende Leistung aus sämmt-

lichen Kräften Null wird, so ist in diesem Punkte die

Geschwindigkeit des Massenelements ein Maximum oder

ein Minimum.

Denn, zerlegen wir die Leistung sämmtlicher Kräfte nach drei

zu einander normalen Richtungen, so ist nach Gleichung 54) S. 32

in jedem Augenblick:
dm . cde = dmec, de, + dmc, de, + dme,, de,»

wenn c die resultirende Geschwindigkeit, c,, c,, c,, die Geschwin-

digkeiten nach der Richtung der drei Axen bezeichnen. Nun ist

offenbar die resultirende Geschwindigkeit (c), mit welcher sich das

Massenelement bewegt, in dem Augenblick ein Maximum oder Mi-

nimum, wo ihr Differenzial de gleich Null wird, d.h. wenn die

Gleichung erfüllt wird:

dm c, de, + dm e, de, + dme,,de,,

- dnc
 0,

oder:

dmc,de, + dmce,de, + dme,, de, =.u u

1. 5
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Diese Gleichung zeigt aber an, dafs, wenn de=® sein soll,
d.h. wenn die Geschwindigkeit des Massenelements ein Maximum

oder ein Minimumsein soll, die resultirende Leistung sämmtlicher

Kräfte gleich Null sein müsse, d.h. dafs die Kräfte für diesen Au-
genblick im Gleichgewicht sein müssen.

Die Geschwindigkeit ist ein Maximum, wenn die zweite Ab-

leitung negativ ist, sie ist ein Minimum, wenn die zweite Ablei-

tung positiv ist. Wenn nun von der Gleichgewichtslage aus die

Kräfte dem Massenelement einen negativen Geschwindigkeitszu-

wachs ertheilen, d.h. wenn sie das Bestreben haben, das Massen-

element an der Entfernung aus der Gleichgewichtslage zu hin-

dern, oder, was dasselbe sagt, wenn sie in solchem Sinne wirken,

dafs sie das Massenelement, so bald es sich aus der Gleichgewichts-
lage entfernt, wieder in dieselbe zurückzuführen streben, so nennt

man eine solche Gleichgewichtslage eine stabile. Wenn da-
gegen von der Gleichgewichtslage ab die Kräfte dem Massenelement

einen positiven Geschwindigkeitszuwachs ertheilen, d. h. wenn
sie das Bestreben äufsern, das Massenelement, sobald es einmal die

Gleichgewichtslage verlassen hat, nieht wieder in dieselbe zurück-

zuführen, so sagt man, die Gleichgewichtslage sei nicht sta-
bil, auch wohl, es sei eine labile Gleichgewichtslage. Dieser
Darstellung gemäfs läfst sich folgender Satz aufstellen:

Wenn ein Massenelement sich unter dem Einflufs

beliebiger Kräfte in einer Kurve bewegt, und die

Kräfte erlangen für irgend einen Punkt der Kurve
eine Gleichgewichtslage, so ist die Geschwin-
digkeit des Massenelements ein Maximum, wenn
die Gleichgewichtslage eine stabile ist, dagegen
ein Minimum, wenn die Gleichgewichtslage eine
labile ist.

Bestimmung des stabilen und labilen Gleichgewichts.

$ 55. Betrachten wir nun wiederum den Fall, welcher in
$ 53 vorausgesetzt wurde. Denken wir, das Massenelement bewege
sich in einer Kurve, und für einen bestimmten Punkt sei der re-
sultirende Druck ein konstanter; ziehen wir von diesem Punkte
Normalen an die Kurve, so wird in den Durchschnittspunkten die-
ser Normalen mit der Kurve diese letzte entweder einen grölsten
oder kleinsten Abstand von dem Punkte haben. Das Massenele-
ment wird also, nachdem es einen solchen Durchschnittspunkt
passirt hat, seinen Abstand von dem Mittelpunkt der Kraft im ent-
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gegengesetizten Sinne zu ändern beginnen, als vor dem Durch-

gange durch denselben; und zwar so, dals wenn es einen näch-

sten Durchschnittspunkt passirt, von da an die Entfernungen vom

Mittelpunkt der Kraft wachsen, und wenn es einen entfernte-

sten Durchschnittspunkt passirt, die Abstände vom Mittelpunkt der

Kraft von da ab sich verringern. Hat nun die Kraft das Bestre-

ben, das Massenelement dem Mittelpunkt der Kraft konstant zu

nähern (Anziehungskraft), so wird der Geschwindigkeitszu-

wachs vor einem nächsten Punkt, wo sich das Massenelement

dem Mittelpunkt der Kraft nähert, sich also im Sinne der Kraft

bewegt, positiv; hinter demselben, wo sich also das Massenele-

ment im entgegengeseizten Sinne der Kraft bewegt, negativ; da-

gegen wird in analoger Weise der Geschwindigkeitszuwachs vor

einem entferntesten Punkt negativ, hinter demselben posi-

tiv; es wird also für eine Anziehungskraft in einem nächsten

Punkte ein Maximum der Geschwindigkeit, in einem entfernte-

sten Punkte ein Minimum der Geschwindigkeit statlfinden, und

es stellt daher für eine solche Kraft ein nächster Punkt immer

eine stabile Gleichgewichtslage, ein entferntester Punkt

immer eine labile Gleichgewichtslage dar. Hat dagegen die Kraft

das Bestreben, das Massenelement konstant von dem Mittelpunkt

derKraft zu entfernen (Abstolsungskraft), so finden genau

die entgegengesetzten Verhältnisse statt.

Es ist natürlich hierbei vorausgesetzt, dafs die Richtung, in wel-

cher die Kraft wirksam ist, als positiv angesehen wird.

Legen wir durch die Durchsehnittspunkte der Normalen mit

der Kurve Ebenen, welche normal zu jenen Normalen sind, so sind

dies Berührungsebenen zur Kurve. Liegt nun der Mittelpunkt der

Kraft so entfernt, dafs man alle von der Kurve nach demselben

gezogenen Linien als parallel ansehen kann (der Fall des $ 52), so

werden auch diese Berührungsebenen alle normal zu der Kraftrich-

tung, und unter sich parallel sein.

Die obigen Gesetze lassen sich nun leicht auch auf den Fall

übertragen, wo die konstante Kraft immer parallel mit einer be-

stimmten, geraden Linie bleibt ($ 52). Hier wird für jede Berüh-

rungsebene, welche zur Kraftrichtung normalist, die Gesehwin-

digkeit des Massenelements ein Maximum oder ein Minimum, je

nachdem diese Ebene einem nächsten oder einem entferntesten Be-

rührungspunkt entspricht.

5*
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Schwingende Bewegung. Gesetz für die Schwingung durch eine stabile

Gleichgewichtslage.

$ 56. Denken wir, ein Massenelement bewege sich auf einer

Kurve unter dem Einflufs einer konstant wirkenden Anziehungs-

oder Abstofsungskraft; es habe seine Bewegung in irgend ei-

nem Punkte der Kurve mit Null-Geschwindigkeit begonnen, wäh-

rend es in diesem Punkte den Abstand a’ vom Mittelpunkt der
Kraft besafs, und habe sich bis zu einem Punkte, welcher einer
stabilen Gleichgewichtslage entsprieht und den Abstand «

von dem Mittelpunkt der Kraft hat, bewegt. Die Leistung der

Kraft auf das Massenelement ist in diesem Augenblick geworden
nach $ 53 (Gleichung 48. S. 27):

dK.(a —a) — 4dm..c?,

in sofern «—a die Abstandsänderung, welche das Massenelement
unter der Einwirkung der Kraft vom Zustand der Ruhe aus und e die
Endgeschwindigkeit bedeutet, welche das Massenelement im Punkt a
erlangt hat, Mit dieser erlangten Geschwindigkeit passirt das Mas-
senelement die stabile Gleichgewichtslage, und von nun an wird
der Geschwindigkeitszuwachs in der Richtung nach dem Mittelpunkt
der Kraft konstant negativ, d. h. es nimmt die Geschwindigkeit, mit
welcher das Massenelement sich dem Sinne der Kraft entgegen be-
wegt, fortwährend ab, bis sie endlich Null wird. Dieser Augen-
blick tritt ein, wenn die Summe der dem Massenelement in den
einzelnen Zeitelementen entzogenen Geschwindigkeiten wieder c
geworden ist, oder wenn die auf das Massenelement nun verzö-
gernd einwirkende Kraft eine Leistung gleich — 4dm .c? erzeugt
hat. Da aber

+dm.c?—=(@—a).dk
ist, so folgt:

— zdme =— (a — a) .dK,
d.h. die, dem Massenelement bei seiner, dem Sinne der Kraft ent-
gegengesetzten Bewegung entzogene lebendige Kraftist gleich der-
jenigen geworden, welche die Kraft dem Massenelement bei seiner
Bewegung im Sinne der Kraft ertheilt hat, sobald die Abstandsän-
derung (a — a) von dem Mittelpunkt der Kraft gleich aber entge-
gengesetzt derjenigen Abstandsänderung geworden ist, welche das
Massenelement bei seiner Bewegung im Sinne der Kraft erlangt hat.
Das Massenelement erlangt also auf der andern Seite der stabilen
Gleichgewichtslage denselben Abstand von dem Mittelpunkt der
Kraft, welchen es bei dem Beginn der Bewegung nach der Gleich-
gewichtslage hin besessen hatte. Sobald es diesen Abstand erlangt
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hat, ist seine Geschwindigkeit wieder Null geworden; die konstant
wirkende Kraft bewegt nun, falls dieser Augenblick nicht einer

Gleichgewichtslage entspricht, das Massenelement wieder in ihrem
Sinne nach der Gleichgewichtslage hin, und dasselbe passirt diese

Lage wiederum nach der entgegengesetzten Seite hin, bis es wieder

mit Null-Geschwindigkeit in seiner ursprünglichen Lage angekom-

men ist. Nun wiederholt sich das Spiel von Neuem. Endlich läfst

sich noch ganz allgemein zeigen, dals bei der Bewegung von der

Ruhe nach dem Punkt des stabilen Gleichgewichts hin einerseits,
und bei der Entfernung von diesem Punkt andrerseits, in gleichen

Abständen vom Mittelpunkt der Kraft gleich grolse Geschwindig-

keiten Statt finden müssen.

Denn es sei c die Geschwindigkeit, welche das Massenelement
erreicht hat, indem sein Abstand vom Mittelpunkt der Kraft gleich

x geworden, und zwar während es sich von dem Zustand der

Ruhe, oder von dem Abstand «’ aus nach dem Mittelpunkt der

Kraft hin bewegt, es sei ferner f das Aenderungsmaafs der Kraft, so

ist offenbar die gewonnene lebendige Kraft:
ıdm.c?—dK.(a — 2)=dm.f(a' — x),

folglich:
e=YV I2f(e' — v)].

Indem das Massenelement den Punkt desstabilen Gleichgewichts

erreicht, ist die Arbeit der konstant wirkenden Kraft gleich dK(a— a)

geworden, und wenn es sich bis zum Abstande z wieder von der

Gleichgewichtslage entfernt hat, so ist demselben die Arbeit dK(a— x)

ertheilt, folglich besitzt es die Arbeit:
dK(a’ — a) + dK(a— 2) =dKk(a' — x);

ist nun in diesem Augenblick seine Geschwindigkeit ec’ geworden,

so hat man:
ıdm..e'”—=dK.(a'—x) =4+dmf(a'—x)

ce =VI2f.(e—e)],

folglich:
Cele.

Aus dieser Darstellung folgt folgendes Geselz:

Bewegt sich ein Massenelement unter dem Ein-

flufs beliebiger Kräfte in einer Kurve, so, dals

für einen bestimmten Punkt dieresultirende Kraft

eine konstant wirkende ist, und fängt die Bewe-

gung in der Kurve mit Null-Gesehwindigkeit an,

so wird das Massenelement, falls es bei seiner

Bewegung eine stabile Gleichgewichtslage durch-
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läuft, auf der andern Seite dieser Lage eine

ebenso grofse Entfernung von dem Mittelpunkt

der Kraft erlangen, als es bei dem Beginn der

Bewegung hatte, dann für einen Augenblick zur

Ruhe kommen, sich hierauf, wieder mit Null-

Geschwindigkeit beginnend, rückwärts in seine
ursprüngliche Lage zurückbewegen, und diese

hin- und hergehende Bewegung ununterbrochen

fortsetzen. Bei dieser Bewegung hat das Massen-

element zu beiden Seiten der stabilen Gleichge-
wichtslage in gleichen Abständen vom Mittel-

punkt der Kraft gleiche Geschwindigkeiten.

Diese Gesetze lassen sich leicht für den Fall verstehen, wo
der Mittelpunkt der Kraft unendlich weit entfernt liegt.

Eine solche hin- und hergehende Bewegung eines Massenele-
ments nennen wir eine schwingende Bewegung. Die Bewe-

‚gung von dem Zustand der Ruhe aus durch die stabile Gleichge-

wichtslage bis wiederum zum Zustand der Ruhe hin, nennen wir

eine Schwingung. Die Schwingungen wiederholen sich hier-

nach ununterbrochen, so lange die Resultirende für den Mittelpunkt
der Kraft konstant wirkend bleibt. Diese Voraussetzung trifft

jedoch bei den in der Praxis vorkommenden Fällen nur schr sel-

ten zu,

Mathematisches Pendel — Pendelschwingung im Kreisbogen.

$ 57. Ein Massenelement, welches unter dem Einflufs der

Schwerkraft in irgend einer Kurve schwingt, so dafs es bei dieser

Schwingung eine stabile Gleichgewichtslage durchläuft, nennt man
ein mathematisches Pendel. Ist diese Kurve ein Kreisbo-
gen, so nennt man das Pendel ein Kreispendel.

Es schwinge ein Massenelement unter dem Einflufs der Schwer-

kraft in dem Kreisbogen ABC. Ist EB die Richtung der Schwere,

so erhalten wir die Lage des stabilen Gleichgewichts, wenn

wir die Berührungsebene des Kreisbogens denken, welche normal

zu EB ist, und zwischen dem Kreisbogen und dem Mittelpunkt der

Kraft liegt. Der Berührungspunkt dieser Ebene B ist der Punkt
des stabilen Gleichgewichts ($ 55). Fängt die Bewegung des

Massenelements in « an, wo der Abstand von der Ebene gleich ab

ist, so muls, nach ’$ 56, das Massenelement, nachdem es den Punkt

B passirt hat, sich so weit erheben, dafs der Abstand «’b’ gleich ab

wird; d. h. es wird der Winkel «EB gleich BEa' sein müssen.

 
e
r
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Den Winkel a«EB—=BEa nennen wir den Erhebungswinkel,

bezeichnen wir denselben mit «. Hat sich das Massenelement un-

ter dem Einflufs der Schwere von a, mit Null-Geschwindigkeit an-

‚fangend, bis nach einem beliebigen

Punkte e bewegt, und legen wir

durch «a und e die beiden Ebenen

ap und eg normal zu EB, so ist

die Geschwindigkeit, mit welcher

das Massenelement in e ankommt,

dieselbe, welche es erlangt haben

würde, indem es von p nach g frei

gefallen wäre ($ 52), folglich:

e=VA(29.r9)
—=YV[2gr (cos g— cos o)],

wenn wir mit r den Halbmesser des Kreisbogens, mit 9 den Winkel

eEB, um welchen das Massenelement nun noch von der Gleichge-

wichtslage entfernt ist, bezeichnen. Ist in diesem Augenblick ds

das Wegelement, so ist auch, wenn wir die Geschwindigkeit für

die Dauer eines Zeitelements als konstant ansehen:.

 

ae
Er dig

es ist aber jedenfalls:

ds: = — dp%rs

da das Wegelement ds wächst, wenn das Element des veränder-

lichen Winkels 9 abnimmt, folglich:

e=TuV[29 (cos g — cos «)..r] 

aVa)Verer
Die Zeit, welche das Massenelement braucht, um von a nach

B zu gelangen, wird sich finden, indem wir diesen Ausdruck inte-

griren, und das Integral zwischen den Grenzen 9 « und 9=o

nehmen. Allein das Integral vona
V (cos p — cos a)

in geschlossener Form erhalten. Wir können es aber für hinrei-

chend kleine Winkel ermitteln, indem wir, mit Vernachlässigung

der vierten Potenzen, von p und « setzen:

läfst sich nicht

2 a?

eg csa=1— 7%

”)
V(cos — cos«) = ve,
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folglich für kleine Erhebungswinkel:

Br er; dp
ir Vz ie)
t=— V=Ss+Const.

=—YZ N - arc (cos = 2 | + Const.

— VA, . are (cos gm )+ Const.,
8 &

welches Integral von 9=« bis 9=o zu nehmen ist. Man hat
sodann für die Zeit der Bewegung von a bis B:

=Y- [arc (cos —=0) — arc (cos— y].

Der Bogen, dessen cos — 0 ist, ist aber der Quadrant, folglich
are (cos—=0)=%7, und der Bogen, dessen cos—=1 ist, ist Null,

folglich ist =eV :

Indem nun das Massenelement von dem Punkt B aus seine
Bewegung nach C hin fortsetzt, verliert es allmählich die Geschwin-
digkeit, welche im Punkt B das Maximum erreicht hatte. In dem
Punkt e'‘, welcher in derselben Horizontalen mit dem Punkt e liegt,
wird nach $56 die Geschwindigkeit wieder gleich derjenigen im
Punkte e geworden sein, und man hat:

e=Y[29(cos 9 — cos e) .r],

es ist aber auch hier ds—=— dy.r und lt, folglich hat 

man auch für diesen Theil der Schwingung:
— dir

VI[2g:(cosg—cosa).r] ’
und es mufs sich die Zeitdauer, welche das Massenelement braucht,
um von B nach dem Punkt der Ruhe a’ zu gelangen, genauin der-
selben Weise, wie vorhin, finden.

Nennen wir 7 die Zeit einer ganzen Pendelschwingung, so ist:

VT=2AHE aV-- = 0,5620)/r.

U

Man sieht, dafs in diesem Ausdruck der Erhebungswinkel «
nicht vorkommt; es ist also die Zeitdauer einer Pendel-
schwingung unabhängig vom Erhebungswinkel, so lange der-
selbe so klein ist, dals man die oben gemachte Substitution für
cos & gelten lassen kann,

Den Radius des Kreisbogens r nennt man die Länge des
Pendels. Für eine Länge r’ ist die Dauer der Schwingung:
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a r'

Tenu 5
8

I), Bu Var 1775

d.h. für mathematische Kreispendel von verschiedener

Länge verhalten sich die Schwingungszeiten wie die

Quadratwurzeln aus den Längen der Pendel.

Ist T die Dauer einer Pendelschwingung, so ist T.n die Dauer

von nPendelschwingungen, nennen wir diese T,, so hat man:

nn nl—any

folglich:

92) ne "VE.

Für ein Pendel von der Länge r' hat man in derselben Zeit

die Anzahl der Pendelschwingungen:

WieVE,
7 r! ’

’ 1 1 dh ’

92a) n:n -Y-- : Val Abi

d.h. für mathematische Kreispendel von verschiedenen

Längen verhalten sich die Anzahl von Schwingungen in

einer gegebenen Zeit umgekehrt wie die Quadratwur-

zeln aus den Pendellängen.

Aus der Formel 90 folgt für T=1:
Be SERIE
75 = 7,8096 — 3,1666 Fuls.

Ein Pendel, dessen Schwingungsdauer eine Sekunde beträgt,

nennt man ein Sekundenpendel. Hiernach ist die Länge ei-

nes mathematischen Sekundenpendels:

3,1667 Fuls —=38 Zoll preufsisch,

— 0,9938 Metres.

folglich:

 r=

Pendelschwingung in einer beliebigen Kurve — Cykloidenpendel —

5 Tautochrone — Brachystochrone.

$ 58. Es sei allgemein (Fig. auf folg. Seite) ABC eine beliebige

Kurve, in welcher ein Massenelement sich unter dem Einfluls der

Schwerkraft bewegt. C sei ein Punkt des stabilen Gleichgewichts,

und zugleich der Anfangspunkt des Koordinatensystems, dessen eine

Axe cy mit der Richtung der Schwere zusammenfällt, also in dem

Punkte C normal zur Kurve ist, während die beiden andern Axen in
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einer horizontalen, die Kurve C berührenden Ebene liegen. Ist a der
Abstand des Punktes, in welchem das Massenelement seine Bewe-
E Fr gung von der Ruhe aus beginnt, so ist

m die erlangte Geschwindigkeit in dem

Augenblick, wo es den Punkt B er-

 
 

wo reicht hat, dessen Abstand von der
B 2 ; .

La Horizontalen gleich z ist:

es e=YVI29(a—e).]
Ist ds das Kurvenelement, so

ist auch

od

FFIR
folglich

—.ds
dt = ————.,

VlIes(a—x)]
Um nun die Zeit zu finden, welche das Massenelement braucht,

um von einem Punkte der Kurve bis zu einem andern zu gelangen,

mufs man diesen Ausdruck integriren, indem man ds und x von

ein und demselben Urvariablen abhängig macht, und dann das In-

tegral zwischen den entsprechenden Grenzen nehmen. Man kann

dazu die Gleichung der Kurve benutzen. Ist dieselbe:

y=h+C
3=gQ,+0,

so hat man:

ds—=]\ (de? + dy? + ds?) = de][1 + (af)? + (dy.)?),
folglich ganz ei

B)ı=— AraSEEee,(dp.)jez —+ Const.

Gewöhnlich führt diese Methode, wegen des schwierigen Inte-
grals, nur schwer zum Ziele, und man sucht lieber ds aus andern
Eigenschaften der Kurve herzuleiten, wie wir es bei dem Kreis-
pendel geihan.

Von den verschiedenen Kurven, in welchen Pendelschvwingun-

gen stattfinden können, hat, aufser dem Kreisbogen, noch die Cy-
kloide ein besonderes Interesse.

Es sei ABC eine Cykloide, welche durch Abwickelung eines
Kreises von dem Halbmesser gleich r auf der horizontalen Linie
AX entstanden ist. Der Erzeugungskreis sei bei seiner Abwicke-
lung in die Lage gekommen, in welcher er eben das Kurvenele-
ment BE beschreibt; er berühre dabei die Grundlinie AXin d, und
indem er sich auf derselben fortwälzt, macht er zunächst, indem er

—
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das Element BE beschreibt, eine unendlich kleine Drehung um den

Punkt d; es ist folglich die Sehne Bd des Erzeugungskreises die

Normale für den Punkt B, und daher die hierzu normale Sehne Be

Tangente für denselben. Wo die Richtung der Normalen mit der

Richtung der Schwere zusammenfällt, ist ein Punkt des stabilen

Gleichgewichts ($ 55). Da die Erzeugungslinie horizontal

ist, so ist leicht einzusehen, dafs dies der Punkt C sein müsse, wel-

cher zugleich Scheitel der Oykloide ist. Nun ist:

RN BF ut BE jus BE'.Be

sin(BEF‘) sin (BeG) BG

Es ist aber BE=ds; BF=de; BG—=a2; Be=] (ed.ek)— Y(@r.2);

folglich hat man:

ds =da >

setzt man diesen Werth in den oben gefundenen allgemeinen Aus-

druck für dt, so hat man:
Er

d.

=ganYe»

r dx

reva) Jocs —ı?)

a r BER OR 30: =)
=—6) A arc(tang — 2Vlaz

—=)

w=)

r rd 28%. — a
= V= . Arc (cotg >=rarsy)

Nehmen wir dies Integral zwischen den Grenzen4 bis 2=0,

so findet man die Zeit, welche das Massenelement braucht, um von

der Ruhe aus bis zum Punkt des stabilen Gleichgewichts in der Cy-

kloide zu fallen:

 

folglich:

  

*) Es ist nämlich (Wolffs Zahlenlehre I. Th. $ 607. No. 9):

NeBe[tan AbkDREEERT |"
Vom +p&— ga?) Yq BIS Tr 2Yq : Ylm + px — qx?)
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== V-Jare(cotg =—@) — arc(og=+@ ]

ı=ay.

Man sieht hieraus, dafs diese Zeit unabhängig ist von der Or-
dinate a, oder von der Höhe desjenigen Punktes, von welchem die
Bewegung ausgeht, so dals, wenn ein Massenelement von einem
Punkte, dessen Ordinate gleich a, und ein anderes Massenelement
von einem Punkte, dessen Ordinate «a’ ist, in demselben Augenblicke
zu fallen beginnen, dennoch beide zu gleicher Zeit in dem Punkte C
anlangen. Es werden also bei der Cykloide alle Bögen,
die man von irgend einem Punkte der Kurve bis zum
Scheitelpunkte rechnen kann, in gleichen Zeiten durch-
fallen, und deshalb nennt man die Cykloide in Bezug auf diese
Eigenschaft tautochronische Linie; das Kreispendel ist dagegen
nur für kleine Erhebungswinkel annähernd isochron.

Da die Cykloide zu beiden Seiten der Linie CY symmetrisch
ist, so läfst sich, wie beim Kreispendel, zeigen, dafs die Zeit, wel-
che das Massenelement braucht, um von C aus sich wiederum bis
zum Abstande @ von der Horizontalen zu erheben, ebenfalls gleich t
sein müsse. Demnach ist die Dauer einer Schwingung in
der Cykloide:

94) T=mYı=ayt,
d.h. die Dauer der Schwingung ist ebenso grofs, wie bei
einem isochron schwingenden Kreispendel, dessen Pen-

 dellänge gleich dem doppelten Durchmesser des erzeu-
genden Kreises der Cykloide ist.

Denken wir die Cykloide auf einen eylindrischen Körper, des-
sen Seiten vertikal sind, dessen Grundfläche aber eine ganz belie-
bige Formhaben mag, aufgewickelt, und zwar so, dafs die Grund-
linie der Cykloide in einer horizontalen Ebene bleibt, so entsteht
eine Kurve von doppelter Krümmung, welche aber immer noch
dieselbe Eigenschaft des Tautochronismus haben mufs, wie die
ursprüngliche Cykloide, denn es ist für diese Kurve in dem Aus-
druck:

ds

VI2g(@a— x)]
für denselben Werth von x das Kurvenelement ds von derselben
Länge, wie bei der ursprünglichen Cykloide, es hat also dt densel-
ben Ausdruck, und folglich lassen sich daran dieselben Entwicke-
lungen knüpfen, welche wir eben besprochen haben.

ds
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Es läfst sich ferner nachweisen *), dafs die Kurve, in welcher

ein Massenelement von einem gegebenen Punkte nach einem an-

dern, tiefer gelegenen, dureh die Schwerkraft bewegt in der kür-

zesten Zeit gelangt, ebenfalls eine Cykloide mit horizon-

taler Grundlinie ist, welche in dem Anfangspunkt des Falles

beginnt und durch den tiefer gelegenen Punkt geht. Dieser Eigen-

schaft wegen nennt man die Cykloide auch die Linie des kürze-

sten Falles, auch Brachystochrone. Der Beweis dieser Ei-

genschaft ist nur mittelst der Variationsrechnung zu liefern, wir

müssen hier darauf verzichten, und verweisen in dieser Beziehung,

sowie in Betreff des Beweises, dafs die Cykloide mit hori-

zontaler Grundlinie die einzige Tautochrone sei, auf das

unten genannte Werk von Poisson **).

Allgemeines Gesetz für das Gleichgewicht eines Massenelements auf einer

Kurve.

859. Bewegt sich ein Massenelement unter dem Ein-

flufs verschiedener Kräfte in einer beliebigen Kurve,

und ist die Resultirende aus diesen Kräften in irgend

einem Augenblick normal zur Kurve, so sind die Kräfte

in diesem Augenblick im Gleichgewicht, und umgekehrt:

wenn die Kräfte in irgend einem Augenblick im Gleich-

gewicht sein sollen, so mufs die Resultirende normal

zur Kurve sein.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der Darstellung in $ 55, denn

für irgend einen Augenblick läfst sich die Resultirende als konstant

wirkend betrachten ($ 33) und für eine konstant wirkende Kraft

ist in $ 55 nachgewiesen, dafs die Kräfte eine Gleichgewichtslage

haben, wenn die Richtung der Resultirenden für einen gewissen

Punkt normal zur Kurveist.

Es sei (Fig. auf folg. Seite) AB eine beliebige ebene Kurve; das

Massenelement befindesichin a, und es wirken auf dasselbe die Drucke

ein dG, parallel mit der Axe BX und dF parallel mit der Axe BY.

Die Richtung des resultirenden Druckes ist dann zu bestimmen

durch Gleichung 59) und mit Rücksicht auf Satz 2 in 833 durch:

dE

de?’

wenn « den Winkel bezeichnet, den der resultirende Druck mit

tang =

*) Vergl. Trait6 de M&canique par 8. D.Poisson. T.1. $ 285. $. 425.

**) Ebendaselbst. Tom. I. $ 283. S. 422.
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der Richtung d@ macht. Soll nun die Lage a eine Gleichgewichts-
lage sein, so mufs diese Richtung des resultirenden Druckes nor-

mal zur Kurve sein, und für diesen Fall hat man auch:

tang a = Ep
dx ?

folglich mufs für die Gleichgewichtslage immer die Gleichung statt
finden: j i

Eins 10%la da;

Gleichgewicht eines Massenelements auf einer rotirenden Kurve.

$ 60. Denken wir nun, dafs dG der Druck der Schwerkraft

sei, dals die Axe BX vertikal sei, dafs die Kurve AB um die Axe

BX gedreht werde, und dafs folglich
das Massenelement der Einwirkung der

Centrifugalkraft unterworfen sei. Da

das Massenelement sich bei jener Dre-

hung in einem Kreise bewegt, dessen

Halbmesser die Ordinate y ist, so hat
man, wenn w die Winkelgeschwindig-

keit, und n die Anzahl der Umdre-

hungen bezeichnet, welche die Kurve

in einer bestimmten Zeit 7, macht, nach No. 79 und 80:
d@ An?

aFr=d. tny= me n?9.
° 8 4

 

 

Setzt man diesen Werth in die Gleichung 95), so folgt für die
Gleichgewichtslage:

U> Aue a

ER Re= m

m_ . V(s : an) k

Nun ist Freie oder gleich der Subnormalen des Punk-

 

folglich:

 

tes a in Bezug auf die Drehaxe XB. Bezeichnen wir diese Sub-
normale XD mit q, so ergiebt sich:

96) n=VE.

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit der Gleichung 92), so

ergiebt sich die Zahl der Schwingungen n’ eines mathematischen Pen-
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dels, dessen Pendellänge gleich der Subnormalen ist, in derselben
Zeit T.:

ieTn =yz,
folglich doppelt so grofs.

Hierin liegt folgendes Gesetz:
Kann ein Massenelement in einer Kurve, welche

in einer vertikalen Ebene liegt, und die sich um
eine vertikale Axe dreht unter dem Einflufs der

Schwerkraft und der Centrifugalkraft sich bewe-
gen, so ist das Massenelement im Gleichgewicht,
sobald die Anzahl der Umdrehungen, welche die

Kurve um dieAxe in einer gegebenen Zeit macht,
halb so grofs ist, als die Zahl der Schwingungen
eines mathematischen, isochron schwingenden

Kreispendels, dessen Pendellänge gleich ist der,

auf der Umdrehungsaxe gemessenen Subnorma-
len desjenigen Punktes der Kurve, in welchem

das Massenelement sich befindet.

Gleichgewicht eines Massenelements auf einer rotirenden Parabel.

8 61. Aendert sich die Zahl- der Umdrehungen, und ist auch

die Subnormale veränderlich, so wird das Massenelement sich auf
der Kurve fortbewegen so lange, bis wieder die Bedingungs-Glei-

chung 96) erfüllt wird; es wird also, falls die Kurve die entspre-

chende Ausdehnung und Gestalt hat, für eine geänderte Anzahl von

Umdrehungen endlich in eine neue Lage kommen, in welcher es

wiederum im Gleichgewichtist.
In der Praxis ist jedoch die Bedingung von Wichtigkeit, eine

solehe Kurve zu bestimmen, auf welcher das Massenelement sich

zwar fortbewegt, sobald die Anzahl der Umdrehungen, damit die

Centrifugalkraft dF und folglich auch die Richtung der Resultiren-

den zur Kurve sich ändert, die jedoch so beschaffen ist, dafs das

Massenelement bei dieser Fortbewegung niemals auf der Kurve ins

Gleichgewicht gelangen kann, wenn nicht die Anzahl der Umdre-

hungen in einer bestimmten Zeit wieder denselben Werth » erreicht

hat, dafs aber, sobald dieser Werth wieder erreicht ist, das Massen-

element, wo es sich auch auf der Kurve befinden mag, im Gleich-

gewicht sei.
Die gesuchte Kurve mufs offenbar die Eigenschaft haben, dafs
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ihreSubnormale für jeden Punkt konstant sei, denn wenn

in der Gleichung:

Bene

die Subnormale g konstant ist, so kann die Gleichung. nicht anders
erfüllt werden, als wenn auch n einen konstanten Werth hat, so-

bald aber » diesen Werth erreicht, wird die Gleichung erfüllt, wo

auch das Massenelement sich auf der Kurve befinden mag.

Bekanntlich ist die Parabel eine Kurve, deren Subnormale

für die symmetrische Axe konstant gleich dem halben Parameter

ist. Es folgt daher für die gesuchte Parabel die Gleichung:

2” —=2qy,
und wenn man q aus der Gleichung 96) entwickelt und hier ein-
setzt:

ERT,
aBCE Y-

Bezeichnet n die Anzahl der Umdrehungen in einer Minute,

so hat man T,= 60, und nach Ausrechnung der Zahlenwerthe:

97)—=568115.
Hierdurch ist die Parabel bestimmt; die Rotationsaxe ist die

Axe der X.

Gleichgewicht eines Massenelements auf einem rotirenden Kreisbogen.

8 62. Ist die Kurve AB, in welcher sich das Massenelement

bewegen ‚kann, ein Kreisbogen, dessen Halbmesser — r Mist; und

x welcher um seinen Durchmes-

x ser rotirt, so drückt sich die

| Subnormale aus durch:

g=ZrT.Cos%,

y und da r für jeden Punkt kon-

stant ist, so findet man, indem

 

 

 

   

 

 
A . MEN man diesen Werth von q in die
ie € 6 Gleichung 96) einsetzt:

2 —_ Tys 1

Yy Fr —ıB Es entspricht daher jeder An-

B zahl von Umdrehungen in einer

_ bestimmten Zeit ein bestimmter Winkel «, welcher der Erhebungs-

winkel oder Ausschlagswinkel heifst. Aendert sich die An-
zahl der Umdrehungen, so wird auch der Ausschlagswinkel geän-
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dert, das Massenelement kann dann bei einer geänderten Umdre-

hungszahl ins Gleichgewicht kommen, aber nothwendiger Weise in
einer andern Lage, und dies bedingt einen wesentlichen Unter-
schied mit dem eben betrachteten Fall ($ 61), wo sich das Massen-

element in einer Parabelbahn bewegte.
Hat der Winkel & zugenommen bis «', so ist die Entfernung

des Massenelements von der Horizontalen um
&' — 2 —r(cos @' — cos @)

gewachsen.

Der hier besprochene Fall setzt voraus, dals der Mittelpunkt

des Kreises, in welchem das Massenelement steigen und fallen kann,

in der Rotationsaxe liege. Diese Annahme ist keineswegs noth-

wendig. Denken wir, es sei X’B’ die Rotationsaxe, während

XB eine andre vertikale, durch den Mittelpunkt des Kreisbogens AB
gehende Axe vorstelle. Der Abstand der Axe X’B’ von XB sei a.
Für irgend eine Lage des Massenelements in @ ist nun die Subnor-

male auf der neuen Axe:
gq=ae —Zr.Cc0Ss« — Q.colg&,

und folglich:

99) ai an
2n r.cosa—qd.cotge

 

Bei dieser Anordnung ändert sich die Subnormale nicht in

demselben Sinne, in welchem der Cosinus des Erhebungswinkels

sich ändert. Es ist denkbar, dafs, während sich der Winkel «

wachsend bis @’ ändert, die Aenderung der Subnormale äufserst ge-

ring sein, dafs also für die Lagen des Massenelements in dem Bo-

gen @—« die Subnormale fast einen konstanten Werth haben

könne, und dafs mithin für diese Lagen der Kreisbogen, welcher

um eine Sehne rotirt, näherungsweise dieselben Eigenschaften ha-

ben könne, welche die Parabel, die um ihre symmetrische Axe

rotirt; für alle Lagen des Massenelements hat. Es wird dabei

wesentlich auf die Entfernung a der Rotationsaxe von dem Mittel-

punkt des Kreisbogens ankommen, und wir wollen, da dieser Ge-

genstand von praktischer Wichtigkeit ist, untersuchen, welchen

Werth a haben müsse, damit für die Lagen des Massenelements in

dem Bogen von @’— « die Subnormale nahezu konstant bleibe.

Für den Erhebungswinkel « ist die Subnormale:
q=r.C08sa—a.colg,

und für den Erhebungswinkel «’ hat sie den Werth:
q=r.cosa'—a.cotg@'.

u. 6
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Wenn nun die Subnormale für den Ausschlagswinkel & den-

selben Werth hat, als für «', so kann sie zwar für jeden zwischen

« und «@' liegenden Winkel einen andern Werth haben, allein sie

wird, indem sich der Winkel von « bis @’ ändert, sich nur in der

Weise ändern können, dafs sie um eben soviel wächst, als sie

abnimmt, so dafs also ihr mittler Werth derselbe bleibt. _Wir

setzen demnach:

ag’; r.cosa—a.colgae=mr. cos @' — a. cotg «',

folglich:
c0S & — C0S a

100) a=r.elah

 2Z.B. es soll das Massenelement, während es den Bogen von

30 Grad bis 45 Grad durchläuft, nahezu eine konstante Subnormale

haben, wie weit muls die vertikale Sehne, um welche der Kreisbogen

rotirt, von dem Durchmesser desselben entfernt sein.

Esist:
2. 30% — cos Ad!

cotg 30° — cotg 45°

a— 0,217r.

Es ist dann die. Subnormale:

g=zr.cosa—ıd. cotg «&

—r (cos « — 0,217 cotg e),

 
ao

also für:
30° q = 0,4901r
32° q = 0,5007r

34° q= 0,5073r

36° q = 0,5103r

374° q = 0,5106r

38° g = 0,5103r

40° q = 0,5074r

42° gq —= 0,5021r

44° q —= 0,4946r

45° q = 0,4901.

Die gröfste Differenz der Subnormalen beträgt also nur eirca

0,02r, und da sich die Umdrehungszahlen umgekehrt verhalten, wie

die Quadratwurzeln aus den Subnormalen (No. 96), so wird, wäh-

rend das Massenelement auf diesem Bogen sich befindet, die Zahl

der Umdrehungen, bei welchen es im Gleichgewicht ist, höchstens

0,5106

0,4901
 zwischen 2 und nV —=1;02n variiren können.
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Es ist übrigens hervorzuheben, dafs diese Betrachtungen .nur

zulässig sind, wenn a positiv ist, d.h. wenn die Rotationsaxe zwi-
schen dem Mittelpunkt des Kreisbogens und dem Massenelement an-

genommen wird. Nimmt man sie auf der entgegengesetzten Seite,

so ist immer:
gzr.cosa—+a.cotge

Su( ne va Fe=) ;

es ändert sich also q in demselben Sinn, wie cos«, und es kön-

nen daher nie für zwei Winkel von verschiedenen Cos. gleiche
Subnormalen statt finden.

ec) Wirkung mehrer mechanischen Kräfte auf ein festes
System von Massenelementen.

Festes System.

8 63. Unter einem festen System von Massenelemen-

ten verstehen wir zwei oder mehre Massenelemente, welche in fe-

ster Verbindung (Th. I. $3) mit einander stehen, die folglich mit
einander so zusammenhängen, dafs sich keines unabhängig von

dem andern bewegen kann, und deren Abstand unter einander daher

stets unverändert bleibt, wie sich auch der Abstand der einzelnen

Elemente von andern, nicht zu dem System gehörigen Punkten än-

dern mag ($ 12).

Jeder feste Körper stellt hiernach ein festes System von Mas-

senelementen dar, so lange man von der Formänderung, welche er

durch äufsere Kräfte erleiden kann, absieht.

Ein Massenelement, welches sich vollkommen unabhängig

von andern Massenelementen bewegen kann, welches also keinem
festen System angehört, nennen wir frei.

Innere Kräfte eines festen Systems — Festigkeit.

8 64. Wirkt eine Kraft auf ein zu einem festen Sysiem gehö-

riges Massenelement, so hat sie im Allgemeinen das Bestreben, den

Abstand desselben von den übrigen Elementen des.Systems zu än-

dern; da aber eine solche Aenderung nicht statt finden kann, so

lange das System ein festes bleiben soll, so muls dies Bestreben
durch eine Gegenkraft aufgehoben werden. Es mufs also der
Druck der äufserlich auf das Massenelement wirkenden Kraft

durch einen Gegendruck, welcher dem ersten der Gröfse nach
gleich aber der Richtung nach entgegengesetzt ist,im Gleichgewicht

6*


