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Ist die Leistung wihrend der Zeitdauer, in welcher sie hervor.
gebracht ist, nicht konstant, so kann man dafiir einen gewissen
mittlen Werth einfihren, insofern man unter dem mittlen
Werth einer verinderlichen Grifse einen solchen konstanten Werth
versteht, welcher in irgend einer Beziehung dasselbe Resultat er-
zeugt, wie der verinderliche Werth. Die obigen Formeln 51 bis 53

geben zugleich die mittlen Werthe fiir K, c—? u. s. w., wenn diese

Grofsen wihrend der Zeit ¢ verinderlich vvaren.

b) Wirkung mehrer mechanischen Krifte auf eim
Massenelement.

Grundsitze fiir die Wirkung mehrer Krifte auf ein Massenelement — Zusam-
mensetzen, Zerlegen der Krifte. Allgemeine Bedingungen des Gleichgewichts.

§ 24. In den vorhergehenden Untersuchungen haben wir iiberall
nur eine Kraft auf ein Massenelement vvirkend gedacht. Zwvar ha-
ben wir bei der Bestimmung des Druckes den Zustand des Gleich-
gewichts und somit nach den friitheren Betrachtungen stillschweigend
zwei Krifte, deren Wirkungen sich aufheben, vorausgesetzt, allein
wir haben den Gleichgewichtszustand immer nur als einen gegebe-
nen und mdglichen Fall betrachtet, ohne zu untersuchen, unter wel-
chen Bedingungen dieser Fall eintreten kann. Gegenvviirtig schrei-
ten wir zur Untersuchung der Verhiltnisse, welche eintreten, wenn
zwei oder mehre Krifte auf ein Massenelement wirken. Wir stel-
len zu diesem Zweck zuniichst einige Grundsiitze auf, die wir kiinf-
tig mehrfach brauchen werden.

1) Wenn mehre Krifte gleichzeitig auf ein Massenelement wir-
ken, so ist das Resultat ihrer Gesammtwirkung wihrend eines -
Zeitelementes dasselbe, welches auch erreicht yvorden wire,
wenn dieselben Krifte wiihrend desselben Zeitelementes in einer
beliebigen Reihenfolge gewirkt hiitten, so dafs das Massenelement
wiihrend eines Theils des Zeitelementes zuerst der Wirkung und
der Richtung der einen Kraft, dann der Wirkung und der Richtung
einer folgenden ete. gefolgt wiire.

2) Diese Vorstellung hindert nicht, dafs wir uns, anstatt der mehren
Krifte, welche gleichzeitig auf ein Massenelement wirken, eine einzige
Kraft denken kénnen, welche so beschaffen ist, dafs sie, wvenn sie
allein wirkte, wihrend desselben Zeitelementes in dem Massenele-
ment dieselbe Wirkung erzeugen wiirde, welche die verschiedenen
einzelnen Krifte zusammen erzeugen. Diese Kraft nennt man die
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resultirende Kraft, die Resultante, die Mittelkraft; die an-
dern Kriifte nennt man in Bezug auf die Resultante, deren Seiten-
krifte, Komponenten. Denkt man die Mittelkraft verschiedener
Seitenkrifte, so sagt man, dals man die Seitenkriifie zusam-
mensetze.

3) Die Wirkung jeder Kraft Lifst sich auffassen als das Resultat
mehrer anderer gleichzeitig wirkender Kriifte, oder mit andern Wor-
ten, jede Kraft lifst sich als Resultante verschiedener Seitenkrifte
ansehen. Bestimmt man die Seitenkriifte, als deren Resultante man
die gegebene Kraft ansehen will, so sagt man, man zerlege die
Kraft in Seitenkrifte.

4) Aus dem Begriff des Gleichgewichts (S. 5) folgt, dalfs mehre
Kriifte, welche auf ein Massenelementwirken, im Gleich-
gewicht sind, wenn die Wirkungsgréfse ihrer Mittel-
kraft gleich Null ist.

5) Auch folgt aus dem Vorgetragenen leicht, dafs mehre auf
ein Massenelement wirkende Krifte im Gleichgewicht
sind, wenn die Wirkungsgréfsen ihrer simmtlichen Sei-
tenkrifte gleich Null sind, und umgekehrt.

Prinzip des Parallelepipedums der Krifte,

§ 25. Denken wir uns drei Krifte, deren Richtungen nicht in
derselben Ebene liegen, auf ein Massenelement wirken. Die Ele-
mente dieser Krifte seien:

dK’ = dmf’,

dK" = dmf”,

dK" = dm f”’,
und die Wegelemente derselben mogen
bezeichnet werden mit ds'=¢'dt, ds”— cdt,
ds” = ¢"’dt.

Wir kénnen uns nun nach dem er-
sten Grundsatz in § 24 den Fall auch so
denken, dals wiihrend eines bestimmten
Zeitelementes die Wirkungen nach ein-
ander erfolgt wiren, so, dals zuerst das
Massenelement vermoge der Kraft di’ds’ den Weg ds’ zuriickgelegt
hiitte, also von @ nach & gelangt sei, dann in einem folgenden
Theil desselben Zeitelements in der Richtung von ds” vermige der
Kraft di”ds” den Weg bc = ds” und endlich in einem dritten Theil
des Zeitelementes vermoge der Kraft dk” ds” den Weg c¢d = ds"” in
der Richtung von ds” zuriickgelegt habe. Es wird dann nach Vol-
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lendung des Zeitelements das Massenelement sich in d befinden,
Dasselbe wiirde stattfinden, wenn vermége einer einzigen Kraft dK,
welche in der Richtung ad wirksam ist, das Massenelement in dem
Zeitelement den Weg ds = ad zuriickgelegt hitte. Es lifst sich
also die Wirkung der drei Krifte durch eine einzige ersetzen, de-
ren Leistung sich ausdriickt durch dds, und diese Kraft dKds ist
die Resultante aus den drei Kriften aK'ds', dK"ds”, dK" ds".

Es folgt hieraus das Gesetz:

Wenn drei Krifte, deren Richtungen nicht in dersel-
ben Ebene liegen, auf ein Massenelement wirken, so er-
folgt die gemeinschaftliche Wirkung nach der Diagonale
des Parallelepipedums, welches durch die Grofse und
Richtung der Wegelemente der drei Krifte gegeben ist,
auch ist das Wegelement der Mittelkraft gleich der Linge
dieser Diagonale. Dies Geselz nennt man das Prinzip des
Parallelepipedums der Krifte.

Parallelepipedum der Geschwindigkeiten.

§ 26. Zufolge des Ausdrucks ds=c.dt verhalten sich die
Wegelemente in einem bestimmten Zeitelemente, wie die in diesem
Zeitelemente stattfindenden Geschwindigkeiten. Triigt man auf den
Richtungslinien der Krifte anstatt der Wegelemente die in dem be-
trachteten Zeitelemente stattfindenden Geschwindigkeiten ab, so folgt,
dals die Diagonale des Parallelepipedums der Geschwin-
digkeiten sowohl der Grofse als der Richtung nach
gleich der Geschwindigkeit der Mittelkraft sein miisse.

Das Leistungselement, die Mittelkraft, aber driickt sich aus
durch:

dKds = dm . c. dc.

Sind nun die Seitenkriifte ihrer Geschwindigkeit
und Richtung nach gegeben, so ist auch die Geschwin-
digkeit und Richtung der Mittelkraft, und dadurch ihr
Leistungselement entweder durch einfache geometri-
sche, oder durch analytische Betrachtung zu finden.

Prinzip der virtuellen Leistungen.

§ 27. Fir den Fall, dafs die Richtungen der Seitenkrifte mit
einander rechte Winkel machen, ist offenbar zufolge des Paral-
lelepipedums der Geschwindigkeiten (Figur umstehend):

cg =clz + c/l2 + c’"g,
folglich:
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. cde=c'dc' + ¢"dc" + ¢” dc”,
und:
54) dm.cde =dm.c'dc' + dm.c" dc" + dm.c" dc”,
oder (nach 47):
55) dK.ds=dK'.ds' 4+ dK" . ds" 4+ dK" . ds".
Darin liegt der Satz:
das Leistungselement der Mittelkraft dreier Krif-
te, deren Richtungen zu einander normal sind,
und welche in verschiedenen Ebenen liegen, ist
gleich der Summe der Leistungselemente der ein-
zelnen Krifte; und umgekehrt jedes Leistungsele-
ment lilst sich durch die Summe dreier anderer
Leistungselemente ersetzen, deren Geschwindig-
keits-Richtungen zu einander normal und in ver-
schiedenen Ebenen liegen.
Nemnen wir «, 8, y die Winkel, welche die Richtungslinie der
Mittelkraft mit den einzelnen zu einander normalen Seitenkriften
bildet, so folgt:

b PP e c’ 7% g

barw P -—V(clz_'_cnz_'__cmz)"— ds

” (:” ds"
5 Cos :—E‘—: T o e ) o B 15 I P
6) ﬂ ¢ V(C,2+C"2+CWZ) ds
e e ds"
cos}'—T—'V(c/z_*_cnz_'_cmz)’_‘ ds

Hieraus folgt, dafs die gleichzeitigen Ge-
schwindigkeiten fiir ein Zeitelement oder
Z . auch die Wegelemente der zu einander
. normalen Seitenkrifte gleich den Projek-
”Z:F tionen der Geschwindigkeit oder des Weg-
> 5 elementes der Mittelkraft auf die Rich-
& S tungen der Wege der Seitenkriifte sind.
Diese gleichzeitigen Seiten-Geschwindigkeiten nennt
man, in Bezug auf die mitilen Geschwindigkeiten,
die virtuellen Geschwindigkeiten, die Wer-
the dm . c'dc’ ete. nennen wir die virtuellen Arbeiten, und es
lifst sich das Gesetz der Gleichungen 54 und 55) auch so fassen:
Jedes Arbeitselement einer Kraft ist gleich der Summe sei-
ner virtuellen Arbeiten.
Diesen Satz nennt man das Prinzip der virtuellen Ge-
schwindigkeiten, besser wollen wir ihn das Prinzip der vir-
tuellen Arbeiten nennen.
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Ist ds der Weg wiihrend eines Zeitelements, welchen das Mas-
senelement, durch die Mittelkraft getrieben, zuriicklegen wiirde, so
wollen wir die Wege ds’, ds"”, ds” d. h. die Projektionen des Weg-
elementes ds auf die Richtung der Seitenkriifte, die virtuellen
Wegelemente der Seitenkrifte fiir ds nennen.

Parallelogramm der Krifte.

§ 28. Ist das Wegelement der einen von den drei Kriften gleich
Null, hat man es also nur mit zwei Kriiften zu thun, so lifst sich
immer durch die Richtungen der beiden Krifte eine Ebene legen.
Es folgt sehr leicht aus dem Vorgetragenen, dafs in diesem Falle
anstait des Parallelepipedums ein Parallelogramm erscheint, dafs
das Wegelement der Mittelkraft gleich der Diagonale
des Parallelogramms der Wegelemente, und die Ge-
schwindigkeit der Mittelkraft gleich der Diagonale des
Parallelogramms der Geschwindigkeiten ist.

Prinzip des unméglichen Gleichgewichts fiir ein Massenelement.

§ 29. Wirken drei Kriifte auf ein Dlassenelement, deren
Richtungslinien in verschiedenen Ebenen liegen, so lifst sich immer
eine resultirende Kraft finden, deren Leistungselement einen
bestimmten Werth hat. Daraus folgt, dafs drei solcher Krifte nie-
mals fiir sich im Gleichgewicht sein koénnen. Ebenso lifst sich
zeigen, dafs zwei Krifte, welche auf ein Massenelement wirken,
und deren Richtungslinien einen Winkel mit einander bilden, nie-
mals fiic sich im Gleichgewicht sein kénnen.

Dies Gesctz nennen wir das Prinzip des unmoglichen
Gleichgewichts.

Mittelkraft einer beliebigen Anzahl von Kriften. Hilfssatz.

§ 30. In Folge des Satzes vom Parallelepipedum der Geschwin-
digkeiten kann man von einer beliebigen Anzahl von Kriften
immer die Leistung der Mittelkraft bestimmen, denn man braucht
die einzelnen Krifte nur zuniichst zu je zwei zusammenzusetzen
und damit fortzufahren, bis man dieselben auf drei Krifte, die in
verschiedenen Ebenen liegen, oder auch auf zwei Krifte in einer
Ebene reducirt hat, und von diesen dann wieder die Mittelkraft bil-
den. Die so gefundene Mittelkraft ist die Mittelkraft simmtlicher
Krifte. Bei dieser Zusammenseizung kann man sich des folgenden,

geometrisch leicht nachzuweisenden Satzes bedienen:
II. 3
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! i
Winkel, welchen die Richtungen mit einander bilden, so ist die

Geschwindigkeit der Mittelkraft durch die Gleichung gegeben:
*=c'24¢"24+2¢'c". cos e
folglich:
cde = c¢'dc’ + ¢"dc” + cos,a, (' dc” + ¢’ dc)
und daher dasLeistungselement der Mittelkraft.
87) dmcdc =dm[c dc' + ¢ dc"
=+ cos, &, (c'dc” + ¢"dc')],
und wenn ¢, ¢, die Winkel bezeichnen,
welche die Geschwindigkeit ¢ mit ¢/, und ¢
mit ¢” macht, so hat man auch:
c sin a,
58) - = m/l—’ 5

d. h.: die Geschwindigkeiten der beiden Krifte verhalten
sich umgekehrt zu einander wie die Sinus der Winkel,
welche dieselben mit der Richtung der Geschwindigkeit
der dritten Kraft bilden.

Ist der Winkel, welchen die Richtungen der beiden Krifie
bilden, e, =90 Grad, so folgt, da cos90° = 0:

dmede = dm(c'dc’ + ¢"dc"),

also die Leistung der Mittelkraft gleich der Summe der Leistungen
der Seitenkrifte, welches auch unmittelbar aus dem Prinzip der vir-
tuellen Arbeiten sich ergiebt. Da nun in diesem Falle sin ¢, = cos «,

ist, so hat man:

Sind ¢’ und ¢” die Geschwindigkeiten zweier Krifte, ist @, der

"I

¢ sine,
89) ¢ e " “icosia,
¢ = c.sine; ¢"=c.cosa,.

= tang «, = cotang c,

Mittelkraft zweier Krifte, deren Richtungen in derselben geraden Linie

liegen.
§ 3l. Wenn der Winkel &, =0 ist, so ist cos =l st
dagegen ¢, — 180 Grad, so ist cos %, = —1, in beiden Fillen fal-

len die Richtungen der Geschwindigkeiten zusammen, und zwar
liegen sie im ersten Falle nach derselben Richtung, in andern Falle
sind sie entgegengesetzt. Man hat daher fiir den Fall, dals die bei-
den Krifte nach derselben Richtung wirken:
cii—\c ¥ ¢l 2 Evy gl s
folglich:
60) c=c' %= ¢,

d. h. die resultirende Geschwindigkeit ist dann gleich der Summe
oder gleich der Differenz der Geschwindigkeiten der einzelnen
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Krifte. Giebt man den Geschwindigkeiten, je nachdem sie in dem
einen oder in dem andern Sinne liegen, bestimmte Vorzeichen, so
kann man den Satz auch so fassen:
Wenn die Richtungslinien zweier Kriifte in die-
selbe gerade Linie fallen, so ist die resultirende
Geschwindigkeit gleich der algebraischenSumme
der einzelnen Geschwindigkeiten.
Mit Hilfe dieser Sitze kann man aber auch jede Kraft, welche
ihrer Richtung und Geschwindigkeit nach gegeben ist, immer in
zwei oder mehre Seitenkrifte zerlegen.

Bestimmung der Mittelkraft durch das Axensystem.

§ 32. Durch geschicktes Zusammenseizen und Zerlegen der
Krifte kann man oft verwickelte Rechnungen sehr erleichtern. Hat
man z. B. eine beliebige Menge von Kriiften, welche auf ein Mas-
senelement wirken, so kann man die Mittelkraft derselben auch so
bestimmen, dafs man zuerst drei Richtungen annimmt, die zu ein-
ander normal sind (Axensystem), dafs man sodann jede einzelne
Kraft nach diesen drei Richtungen zerlegt, die algebraische Summe
der einzelnen Geschwindigkeiten, die in einerlei Richtungslinie fal-
len, bildet, und nun diese drei Geschwindigkeiten wieder zusam-
mensetzt, die resultivende Geschwindigkeit ist dann diejenige der
Mittelkraft.

Es seien ¢/, ¢, ¢ ¢ . ete. die Geschwindigkeiten verschie-
dener Krifte, &, @, &,, ¢, ... die Winkel, welche sie mit der
ersten Axe bilden, B,, 8,5 Bus Buy---- die Winkel mit der zweiten
und 7,5 7us Yus Yuu - - - die Winkel mit der dritten Axe. Zerlegt man
die Geschwindigkeit ¢’ nach der Richtung der drei Axen, so hat
man mit Benutzung der Gleichung 56) die Seiten-Geschwindigkeit
nach der ersten Axe: ¢ cose, nach der Richtung der zweiten
Axe ¢ cosf,, nach der Richtung der dritten Axe ¢’ cosy,. In
gleicher Weise zerlegt man die iibrigen Geschwindigkeiten, und
wenn man nun die algebraische Summe der Geschwindigkeiten, die
in einerlei Axe liegen, bildet, und diese fiir die erste Axe mit ¢,, fiir
die zweite Axe mit c,, fir die dritte Axe mit ¢, bezeichnet,
so folgt die Geschwindigkeit nach der ersten Axe:

¢ cos o, 4+ ¢’ cos oo, +c" cos et 4. ... =¢,
die nach der zweiten Axe:
61) § ¢ cosB, -+ ¢"cos P, +c"cosf,+....=¢,
die nach der dritten Axe:

¢ cosy, = ¢’ cosy, +c"cosy, H....=Cpo
3 *

"
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und folglich die mittle Geschwindigkeit c:
62) G ]/(cl2 oL cu2 ok cmg)'
Die Winkel e, §, 7, welche ¢ mit den Axen bildet, findet man
durch die Gleichung 56):
Cu Cut

1
cose=—_, cos ﬂ:T, €os y =

Bei Bestimmung der Ausdriicke ¢’ cos ¢, etc. ist besonders auf
das Vorzeichen von cos e, ete. zu achten, und es sind die Winkel
stets in demselben Sinne zu messen.

Die Leistung, welche aus der Wirkung einer beliebigen Zahl von
Kriften nach der Richtung einer der drei Axen hervorgeht, nennen
wir eine Kriftesumme fiir diese Richtung. Wirken beliebig
viele Krifte auf ein Massenelement, so kann man in jedem Augen-
blick die Wirkung derselben auf drei Kriftesummen, deren
Richtungen in den drei Axen liegen, zuriickfiihren. Jede
der drei Kriftesummen Lifst sich behandeln, als ob sie die Leistung
einer einzigen in dieser Richtung wirkenden Gesammikraft sei, und
wenden wir das Prinzip der virtuellen Leistungen an, so ergiebt sich sehr
leicht fiir beliebig viele Krifte, die auf ein Massenelement wirken,
das Gesetz:

die Leistung der Mittelkraft in irgend einem Zeit-
element ist gleich der Summe dreier Kriftesum-
summen fiir drei zu einander normale Axen.

Parallelepipedum und Parallelogramm der Drucke.

§ 33. Sind die simmtlichen Krifte, welche anf ein Mas
senelement wirken, konstante, d. h. ist das Aenderungsmaals fiir
dieselben in jedem Zeitelement dasselbe, so folgt nach S. 19 (No. 30)
¢'=f't, ¢"=f"t" etc. Nehmen wvir an, dals die simmtlichen
Krifte gleich lange Zeit wirksam gewesen sind, also #'= " etc.,
so folgt ferner, dafs die Geschwindigkeiten unter sich in
jedem Augenblicke dasselbe Verhiltnils haben, und wenn
man fiir die Geschwindigkeiten in den Gleichungen 61) die Werthe
f'ty f"t, f"¢t etc. substituirt, und durch ¢ durchweg dividirt, so
hat man:

f' cos o, 4" cos &, + " cos &), 4. .. = [,
63) f, cos ﬁl+f" cos b, +f'” €os ﬂm+ s ==y
f' cos 7, +f" cos 7, +fm cosy, =+ ...=[,,
und folglich das Aenderungsmaafls der Mittelkraft:
64) F=1/(f* + 1> +1,2).
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Es driicken sich aber die Drucke, welche die Krifte auf das
Massenelement ausiiben, aus durch:
Al = dmf', dK" = dmf" etc.
Wenn man nun die obigen Gleichungen 63) mit dm multipli-
zirt und fiir dmf’ etc. die Werthe di’ ete. setzt, so hat man:
dk’ cos o, + dK" cos o, + dK" cos &t 4 . . . = dK,
65) ! di’ cos B, + di" cos B, -+ dK" cos B, 4+ . . . = dK,,,
dk’ cos y, + dK" cos y, + dK" cos y, + ... =dK,,
und folglich der Mitteldruck:

66) di =1/ (dK? + dK,? + dK,,?).

IZII(; :-?—, cosﬁ:%:%&, cosy:j—lli_’i’z.;'ﬂ.

Hat man es mit verinderlich wirkenden Kriften zu thun,
so dndert sich freilich f in jedem Zeitelement, man kann jedoch fiir
die Dauer eines Zeitelements f als konstant ansehen, und versteht
man unter f’ f" etc. die bestimmten gleichzeitigen Werthe,
welche die Aenderungsmaafse in einem bestimmten Zeitelement
besitzen, so gelten die obigen Gleichungen unter dieser Vorausset-
zung auch fir verdnderlich wirkende Krifte; und dann ergeben
sich durch jene Betrachtungen die Gesetze:

1) In jedem Zeitelement verhalten sich die Drucke, welche ver-
schiedene Kriifte auf ein Massenelement ausiiben, zu einander, vvie
die Geschwindigkeiten, welche die Krifte dem Massenelement
in diesem Augenblick ertheilen vviirden, falls sie frei wvirkten.

2) Wenn man die Drucke ihrer Grofse und Richtung nach
durch Linien darstellt, so gilt das Gesetz, welches wir als Paral-
lelepipedum resp. Parallelogramm der Krifte und der Ge-
schywindigkeiten bezeichnet haben, mit allen seinen Konsequenzen
auch fiic die Drucke.

In dieser Gestalt nennen wir dies Gesetz das Prinzip des
Parallelepipedums resp. des Parallelogramms der Drucke.

67) cos e =

Bedingungen fiir das Gleichgewicht nach dem Prinzip der virtuellen
Leistungen.

§ 34. Sind die Geschwindigkeiten in der Richtung aller dreier
Axen gleichformig, d. h. nach S. 16, wenn die Kriftesummen fiir
die Richtungen aller dreier Axenim Gleichgewicht sind, soistauch
die mittle Geschwindigkeit gleichformig, und folglich sind die
Krifie iiberhaupt im Gleichgewicht. Denn nach dem Prinzip
der virtuellen Arbeiten ergiebt sich dm.cdc = dmc,dec,~+dmc,dc,
~+dme, dc,, und da die Geschwindigkeiten c,, ¢,, ¢, konstant sind,
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so sind ihre Differentiale gleich Null, folglich ist die Summe ihrer
virtuellen Arbeiten gleich Null, d. h. es ist auch die Arbeit der Mit-
telkraft gleich Null. Dasselbe findet statt, wenn die virtuellen Ge-
schwindigkeiten ¢,, ¢,, ¢, einzeln gleich Null sind.

Hieraus ergiebt sich als Bedingung des Gleichgewichts:
Sollen mehre Krifte, deren Richtungslinien in
verschiedenen Ebenen liegen, im Gleichgewicht
sein, so miissen die Kriftesummen fiir drei zu
einander normale Axen gleich Null sein.

Dieser Satz gilt auch umgekehrt.

Sind die simmtlichen Krifte im Gleichgewicht, so ist das Mas-
senelement entweder in Ruhe, oder es bewegt sich in gerader Li-
nie mit gleichférmiger Geschwindigkeit. Im ersten Falle sind die Weg-
elemente jeder der drei Kriftesummen gleich Null, im andern
Falle sind die Wegelemente in jedem Zeitelement konstant.
Da in beiden Fillen de = fdt gleich Null ist, so folgt, da d¢ nicht
Null sein kann, das Aenderungsmaals f=—0; folglich sind die re-
sultirenden Drucke in der Richtung jeder der drei Kriftesum-
men in beiden Fillen gleich Null.

Liegen die Richtungen der verschiedenen Krifte alle in der-
selben Ebene, so gelten die obigen Sitze in der Weise, dals man
nur die Kriftesummen fiir zwei zu einander normale Axen in die-
ser Ebene in Betracht zu zichen hat.

Substituirung gegebener Krifte durch andere.

§ 35. Aus dem eben Vorgetragenen ziehen wvir hier noch ei-
nige Folgerungen, die sich leicht einschen lassen, und welche fiir
die folgenden Betrachtungen von Interesse sind.

1) Sind mehre Krifte, die auf ein Massenelement wirken, nicht
im Gleichgewicht, und man lifst eine neue Kraft auf das Massen-
element wirken, deren Leistungselement demjenigen der resultirenden
Kraft gleich, aber entgegengesetzt ist, so tritt Gleichgewicht ein.

Dasselbe geschieht, wenn man auf das Massenelement anstatt
der einen neuen Kraft, ein System von neuen Kriften wirken lifst,
dessen Resultirende ein gleiches, aber entgegengesetztes Leistungs-
element hat, als die Resultirende des ersten Systems.

2) Sind mehre Krifte an einem Massenelement im Gleichge-
wicht, so lilst sich jede von ihnen so auffassen, als ob sie eine
Kraft sei, deren Leistung der resultirenden Kraft simmtlicher iibri-
gen Krifte gleich und entgegengesetzt ist, oder als ob sie die resul-
tirende Kraft eines Systemes von Kuiiften sei, dessen resultirende
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Leistung der resultirenden Leistung simmtlicher iibrigen gegebenen
Krifte gleich und entgegengesetzt ist.

3) Wirkt ein System von Kriften auf ein Massenelement ein,
und es erfolgt Bewegung, so lilst sich der Fall auch so ansehen,
als wirke eine Kraft, welche gleich der resultirenden aller iibrigen
Krifte ist, allein frei auf das System ein, wihrend alle iibrigen
Kriifte einzeln durch Gegenkrifte, die ihnen gleich und entgegen-
gesetzt sind, im Gleichgewicht gehalten werden. Sind aber die
auf ein Massenelement wirkenden Krifte simmtlich im Gleichge-
wicht, so lilst sich die Sache auch so auffassen, als ob jede ein-
zelne Kraft fiir sich durch eine gleiche und entgegengesetzte im
Gleichgewicht gehalten werde. Wenn man nach den Gesetzen 1,
2 und 3 die Wirkung, welche eine gegebene Kraft, oder ein ge-
gebenes System von Kriften auf ein Massenelement ausiibt, her-
vorgebracht denkt durch eine andere Kraft, oder durch ein an-
deres System von Kriften, so sagt man, diese andere Kraft, oder
dieses andere System werde der ersten Kraft, oder dem ersten Sy-
stem substituirt.

Aculsere und innere Krifte eines Massenclements.

§ 36.  Aus dem letzten Satz (No. 3) des vorigen Paragraphen
folgt, dafs wenn mehre Krifte auf ein Massenelement einwirken,
man sich die Sache so vorstellen kinne, als ob jede einzelne Kraft
nach ihrer Richtung auf das Massenelement einen Druck ausiibe,
welcher durch einen gleichen, aber entgegengesetzten Gegendruck
aufgehoben wird; gleichviel ob das ganze System im Gleichgewicht
oder in Bewegung ist. Diese Gegendrucke sind wir gendthigt wie-
derum der Wirkung von Kriften zuzuschreiben. Dergleichen Krifte
nennen wir Reaktionskrifte, auch wohl innere Krifte des Mas-
senelementes zum Unterschiede von den zuerst betrachteten Kriften,
welche wir dufsere Kriifte, oder hewegende Krifte nennen.
Jenen Gegendruck, welchen eine dufsere Kraft hervorruft, nennen
wir die Reaktion auch wohl den Widerstand des Massenele-
ments. Die innern Kriifte eines Massenelements erscheinen uns stets
nur im Zustande des Gleichgewichts; niemals sind sie fihig Bewe-
gung hervorzurufen. Wir konnen ihr Vorhandensein nur als Hypo-
these hinstellen, als Folgerung aus den Ansichten, welche wir iiber
die Wirkung der Krifte aufgestellt haben; unserer direkien YYahr-
nehmung entziehen sie sich vollstiindig.

Aus den cben entwickelten Begriffen lolgt:
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wenn eine oder mehre Krifte auf ein Massenele-
ment einwirken, so entspricht stets jedem wir-
kenden Drucke eine gleich groflse, aber nach ent-
gegengesetzter Richtung wirkende Reaktion.

Gleichung fir die Bahn eines Massenelements.

§ 37. Die simmtlichen auf ein Massenelement wirkenden Krifte
kénnen wir in jedem Zeitelement auf drei Kriftesummen zuriick-
fiihren, deren Richtungslinien stets parallel mit drei angenomme-
nen, zu einander normalen und in verschiedenen Ebenen liegenden
Axen bleiben (§32), indem wir dazu die Gleichungen 61) S. 35
benutzen.

Sind @, a,, a, die Koordinaten eines Massenelements in Bezug
auf dasselbe Axensystem, auf welches wir die urspriinglichen
Krifte zuriickgefiihrt haben, und sind fiir die drei zu einander nor-
malen Kriftesummen ¢, c,, c,, die Geschwindigkeiten fiir irgend
ein Zeitelement, so sind die Wege des Massenelements in der Rich-
tung der Axen:

ds'i— c/db,s vdsli="c;dt,biidsli= ¢, idt:

Diese Wege bilden das Wachsthum der Koordinaten, und be-
zeichnen wir die letzten mit «, y, z, so ist:
dr—ds'=c/dt, sdy=—ds —c,dt,. dz=ds'i—c-dt
Da aber die betrachteten Zeitelemente fiir siimmtliche Axen die-
selben sind, so folgt, wenn wir d¢ aus diesen Ausdriicken entvvik-
keln, und die so gefundenen Werthe einander gleich setzen:
‘ dx dy dx

== =—,
¢ Cu Cuu
folglich:
Ay L
68) “
ds —=dr . .

cl
und wenn man integrirt, und die Constante wie oben bezeichnet:

= ﬂLda:+a“,

803udiioV %
z:/i“id:v+am.
cI

Durch diese Gleichungen ist also der Weg des Mas-
senelements bestimmt.
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Geradlinige Bahn eines Massenelements.

§ 38. Die Gleichungen fiir den Weg des Massenelements zei-
gen, dafs wenn die Geschwindigkeiten ¢, ¢,, ¢, konstant sind,
oder wenn nur ihr Verhéltnifs konstant ist, der Weg eine gerade
Linie wird. Die Geschwindigkeiten sind aber konstant, wenn sie
gleichformig sind, wenn also die einzelnen Kriiftesummen sich im
Zustande des Gleichgewichts befinden, und ihr Verhiltnils ist kon-
stant, wenn entweder die einzelnen Krifte konstant wirkende sind,
oder, wenn zwar die einzelnen Krifte verénderlich wirkende sind,
aber doch so, dafs die Aenderungsmaalse ihrer Kriftesummen nach
den normalen Axen in jedem Augenblick ein konstantes Verhiltnils
haben.

Im ersten Fall hat man ¢,=f,¢, c,=f,t, c¢,=f,t, und da
die Krifte konstant wirken, so sind die Aenderungsmaalse f,, f;;, i
konstant, folglich die Verhiltnisse konstant.

Bezeichnet man diese konstanten Verhilinisse -:/fji-lnit g und *‘95'*

i &
mit p, so hat man fir die Gleichung des Weges:
y=qr-+a,
s=pxr—+a,.
Sind dagegen die Krifte verinderlich wirkend, so hat man nach
der Gleichung No. 26 (S. 18):
c,:Z'f,dt, = fudt7 (== fmdtt
folglich:
(o S 13 c L d
o T it

Ist nun zwar f, f,» f, in jedem Augenblick verinderlich, aber

doch so, dafs immer

"
——j} =4q, —-«fl =p
ist, so hat man:
G Cu . 2pfidt _
i et G T EsE 0

und daher ebenfalls die Gleichung fiir die Bahn des Massenelements
wie vorhin:
y = qm + all,
£ :pm + alll'
In beiden Fillen ergiebt sich also die Gleichung der geraden
Linie.
Hieraus folgt:
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Wirken mehre Kriifte auf ein Massenelement ein, so
kann es sich nur in drei Fillen in gerader Linie bewe-
gen, nimlich:

a) wenn alle Kriifte konstant wirkende sind;

b) wenn die einzelnen Kriifte zwar verinderlich vwirkende sind,
aber doch so, dafs die Aenderungsmaafse der Kriftesum-
men nach drei zu einander normalen Axen sich stetsin kon-
stantem Verhiltnils zu einander indern.

In diesen beiden Fillen erfolgt die resultirende Bewegung
mit verdnderter Geschwindigkeit.

¢) wenn alle Krifte im Gleichgewicht sind, und dann
ist die Bewegung eine gleichformige.

In allen andern Fillen bewegt sich das Massenelement in einer
Kurve, und umgekehrt: Bewegt sich das Massenelement in einer
Kurve, so findet keiner dieser drei Fille statt.

Krummlinige Bahn eines Massenelements.

§ 39. Sind in den Gleichungen 69);
L, Cu

y=J-—dc-Fa,
¢
o B

= j—"dr+a,
¢

cll clll

und —. - nicht konstant, so bewegt sich das

¢ i
Massenelement in einer Kurve. Sind die Verhilinisse in jedem

Augenblick andere, so kann dies daher rithren, dafs entweder die
Geschwindigkeiten ¢, ¢,, ¢, der drei Kriftesummen alle drei sich
unabhiingig von einander éindern, oder daher, dafs die Geschwin-
digkeiten sich nach einer oder nach zwei Axen gar nicht éndern,
also gleichférmig sind, wohl aber mach der dritten, resp. nach
den beiden andern Axen.

Hiernach ist die krummlinige Bewegung als das Resultat
anzusehen:

die Verhiiltnisse

a) entweder von drei Kriftesummen, welche unabh ingig ver-
dnderlich sind,

b) oder von einer Kriftesumme, die im Gleichgewicht ist,
und von zwei Kriftesummen, von welchen jede entweder
konstant oder verinderlich wirkend sein kann;

¢) oder endlich von zwei Kriftesummen, welche im Gleich-
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gewicht sind, und von einer Kriftesumme, welche entweder
konstant oder verinderlich wirkend ist.

Nach den auf S. 17 iiber die Entstehung der gleichformigen Ge-
schwindigkeit gemachten Bemerkungen lifst sich in den beiden un-
ter b und ¢ genannten Fillen die krummlinige Bewegung auch
auffassen, als hervorgegangen aus der Wirkung dreier zu ein-
ander normalen Kriftesummen, von denen eine oder
zwei momentan wirkend, die beiden anderen, resp. die
dritte aber kontinuirlich, sei es konstant oder verin-
derlich wirkend, zu denken sind.

Bewegung in einer ebenen Kurve.

2_ § 40. Die Kurve, welche den Gleichungen No. 69 entspricht,
ist im Allgemeinen eine Kurve von doppelter Kriimmung; sie
wird eine ebene Kurve, wenn entweder y oder = konstant wird,
d. h. wenn die in der Richtung der einen Axe liegende Geschwin-
digkeit gleich Null ist. Fir die Bewegung in einer ebenen
Kurve haben wir also die Bedingungsgleichungen:

.
70) % == —Z‘—l’—dav+a“
S=10 odertc, = (0.

Die Bewegung in einer ebenen Kurve Lifst sich also immer
als das Resultat zweier Kriftesummen ansehen, deren Richtungen
zu einander normal sind, und von vvelchen entweder die eine im
Gleichgewicht, und die andere konstant resp. verinderlich
wirkend, oder aber welche beide verinderlich wirkend zu
denken sind. :

Parabelbahn.

§ 41. Bewegt sich ein Massenelement unter dem Einflufs zweier
Kriftesummen, deren Richtungen normal zu einander sind und von
denen eine im Gleichgewicht ist, also eine gleichférmige
Geschwindigkeit bedingt, die andere aber konstant wirkend
ist, so ist die Bahn eine Parabel; denken wir niamlich, die gleich-
formige Geschwindigkeit finde in der Axe der X statt, die ungleich-
formige in der Axe der Y, und es sei f, das Aenderungsmaals
der konstant wirkenden Kraft. Man hat sodann:

c,=f,t (No. 35. S. 20),
worin ¢ die Zeit bedeutet, welche seit der Einwirkung der Kraft
verflossen ist. Diese Zeit ist aber dieselbe, vwwihrend welcher in
der Axe der X ein bestimmter Weg @ mit der gleichformigen Ge-
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schwindigkeit ¢, durchlaufen ist, und sie findet sich nach No. 25.
S.17);

» =%

¢

Man hat also fiir die Gleichung der Kurve (No. 69):

= —c“—da:+a: -f’ldw+a
" c i
71) y—ff" do=1 f .2 +a,,

welches die Gleichung der Par abel ist.

Sind die Kréftesummen nicht normal zu einander, schliefsen
ihre Richtungen vielmehr den Winkel « ein, so kann man sie im-
mer auf zwei zu einander normale Kriiftesummen zuriickfiihren.
Nimmt man die Richtung der einen dieser normalen Kriftesummen'
mit der Richtung der konstant yvirkenden Kraft zusammenfallend,
so lifst sich die gleichformige Geschwindigkeit der andern Kriifte-
summe c, in zwei andre Geschwindigkeiten zerlegen (No. 59. S. 34),
deren eine in der Richtung der XAxe liegt, und gleich ¢ sin e ist,
die andre in der Richtung der YAxe liegt und gleich ¢, cos ¢ ist.
Man hat sodann die Geschwindigkeitssumme in der YAxe (No. 60.
S. 34):

¢,=c cos e f,t,

und nach der obigen Darstellung ¢ — setzt man nun in

C'l Sill o

der allgemeinen Gleichung fiir die Kurve:

y:/%da:+a,,,
i

fir ¢, den Werth ¢, cos e+ f,t und fiir ¢, den Werth ¢, sin «; so-
dann aber fiir £ den eben berechneten Werth, so ergiebt sich leicht:

Y :'/(cotg (1565 TE‘T%)T .av)d$+ a,
Yy =a.cotg e+ z*. *2(¢{Tu)"—+a“

Diese Kurve ist aber ebenfalls eine Parabel. Dies lLilst sich
auf folgende Weise zeigen. Zunichst finden wir einen Wende-
punkt der Kurve, wenn y ein Maximum oder ein Minimum
wird, und nach bekannten Regeln haben wir zur Bestimmung die-
ses Wendepunkts zu setzen:

72)

fu o
dy = cotg o + (Zona)? z=0,
daraus folgt:
(s ey
73) &, =—-— .sine.cosx. = — 1 L sin2¢,

Ju S
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e Da nun die zweite Ableitung
ar G immer positiv ist, so lange f,
e als positiv gedacht wird, weil
D o PP X  niimlich das Quadrat im Nenner
“ immer positiv sein mufs, so ent-
spricht der eben bestimmte Werth
s | Feaih o N\ yon # einem Minimum, also
einem negativen Werth von y;
es wird also der VVendepunkt
im III. oder IV. Quadranten lie-
gen. Er liegt im III. Quadranten, wenn das zugehérige z negativ
ist, und dies tritt ein, nach 73), wenn « ein spitzer Winkel ist.
Dagegen wird z positiv, wenn o« ein stumpfer Winkel, also cos «

negativ ist, und dann liegt der Wendepunkt im IV. Quadranten.
Setzen wir den Werth von @ aws 73 in 72, so erhalten wir

fiir den Wendepunkt:

2
4) y= ———7—cos o+t a,.

Verlegen wir nun den Anfangspunkt der Koordinaten in den
Wendepunkt der Kurve, so ist zunichst @,.=0 und nennen wir

L‘
die neuen Koordinaten y' und &', so ist offenbar c=x ——sm o.cosa

(nach No. 73) und wenn wir diesen Werth in die Glelchunw 72)
einsetzen, so geht dieselbe nach einer leichten Rechnung iber in:

%) y'=1+ (c s{#&)’z .22,
welches wieder die Gleichung der Parabel ist; dieselbe geht in
die Gleichung No. 71 iiber, wenn « gleich einem Rechten ist.

Zu bemerken ist hier noch, dafs die konkave Seite der Para-
bel immer der Axe der Y, oder derjenigen Axe zugekehrt ist, wel-
che der Richtung der konstant wirkenden Kriftesumme entspricht.

Da endlich die gleichformige Geschwindigkeit nach S. 17
als das Resultat einer momentan wirkenden Kraft aufgefalst wer-
den kann, so lifst sich die Parabelbewegung immer betrach-
ten als das Resultat einer momentan wirkenden Kraf-
tesumme und einer konstant wirkenden Kriftesumme,
deren Richtungen einen Winkel mit einander bilden.

Kriimmungskreis der Bahn, — Normalkraft, T angentialkraft.

§ 42. Die Gleichung 75) lLifst sich auch folgendermaalsen
schreiben:
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fu 20 sinicd)

Su :

und folglich ist, wenn wir den Parameter der Parabel mit p be-
zeichnen :

r?

= 2o sinle)s
IR 3

Nun ist aber nach einem bekannten geometrischen Gesetz der
Krimmungshalbmesser fiir den Scheitelpunkt der Pa-
rabel gleich dem halben Parameter, und bezeichnen wir die-
sen Kriimmungshalbmesser mit », so folgt:
(e, sin )

i

Dieser Kriimmungshalbmesser liegt aber in der Axe der Y, d. h.

in der Richtung der konstant wirkenden Kriftesumme.

76) r=1p=

Nun ist klar, dafs wir jeden beliebigen Kreis als Kriimmungs-
kreis des Scheitels einer Parabel ansehen kénnen, und dals fiir jedes
Bogenelement eines Kreises, welches von einem Massenelement
durchlaufen wird, immer die obige Gleichung gelten mufs, sobald
wir unter f, das Aenderungsmaals einer in der Richtung
des Radius wirkenden konstanten Kraft, unter ¢ cine
gleichformige Geschwindigkeit, welche mit der Richtung der
konstanten Kraft, oder mit der Richtung des Radius den Winkel «
bildet, verstehen.

Ebenso leicht ist es einzusehen, dafs wenn ein Massenelement
sich in einer beliebigen Kurve bewegt, und wir denken fiir ir-
gend ein Element der Kurve den Krimmungskreis: die obige Glei-
chung auch fiir dieses Kurvenelement gelten mufs. Tieraus folgt
aber folgendes wichtige Gesetz:

Bewegt sich ein Massenelement in einer beliebi-
gen Kurve, so lifst sich fiir jedes Element der
Bahn die Bewegung als das Resultat zweier Krif-
tesummen ansehen, von denen die eine nach der
Richtung des Kriimmungshalbmessers fiir dieses
Bahnelement als konstant wirkend, die andre
aber als im Gleichgewicht, folglich eine gleich-
formige Geschwindigkeit bedingend, und mit der
ersten einen beliebigen Winkel bildend, gedacht
werden mufls.

Nimmt man den Winkel, welchen die beiden Kriftesummen
mit einander bilden, gleich einem Rechten, und beachtet man, dals
die Richtung des Kriimmungsradius eines Bahnelementes immer mit
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der Normalen fiir dieses Element zusammenfillt, so ist die Rich-
tung der andern Kriftesumme tangential, und es folgt aus dieser
Betrachtung:

Wenn ein Massenelement sich in einer beliebigen Kurve
bewegt, so kann man in jedem Element der Bahn fiir die wirken-
den Kriftesummen zwei andre substituiren (§38), von denen die
eine normal zur Bahn gerichtet (Normalkraft) immer fiir dieses
Bahnelement als konstant wirkend, die andre tangential zur
Bahn gerichtet (Tangentialkraft) als im Gleichgewicht befindlich
betrachtet werden mufs.

Die Gleichung 76):

(s a2

r=
Ju

gilt hiernach ganz allgemein, sobald man unter » den Kriimmungs-
halbmesser in irgend einem Element der Kurve, unter f, das Aen-
derungsmaals der Normalkraft, unter ¢, die gleichférmige Seitenge-
schwindigkeit und unter ¢ den Winkel verstehi, welchen diese
gleichformige Seitengeschwindigkeit mit der Normale der Kurve bil-
det. Wird die gleichférmige Seitengeschwindigkeit tangential ge-
nommen, so ist « =90 Grad sin « =1, und man hat:
¢

U

77) s

¢2
k.

u

Da aber die Tangente fiir ein Kurvenelement mit diesem
zusammenfillt, so kann man unter ¢, auch die Geschwindigkeit
in der Richtung der Bahn, oder die Geschwindigkeit, mit wvel-
cher das Massenelement in dem betrachteten Augenblick sich eben
bewegt verstehen.

Centripetalkraft und Centrifugalkraft.

§ 43. Aus den Untersuchungen des vorigen Paragraphen folgt,
dafs wenn ein Massenelement sich in einer beliebigen Kurve be-
wegt, man immer das Aenderungsmaals f, der Normalkraft nach
der Gleichung 77) bestimmen kann, sobald man die Geschwindig-
keit des Massenelements und den Kriimmungshalbmesser der Bahn
kennt. Diese Normalkraft #dufsert auf das Massenelement einen
Druck in der Richtung nach dem Mittelpunkt des Kriimmungskrei-
ses, und diesem Druck mufs eine gleich grofse, aber entgegengesetzt
wirkende Reaktion (§ 36) entsprechen. Man nennt daher auch
wohl die Normalkraft, welche das Bestreben darstellt, das Massen-
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clement dem Mittelpunkt des Kriimmungskreises zu nihern, die
Centripetalkraft, die gleich grolse, aber entgegengesetzte Reak-
tion dagegen, welche das Bestreben ausdriickt, das Massenelement
von dem Mittelpunkt des Kriimmungskreises zu entfernen, die Cen-
trifugalkraft (Fliehkraft, Schwungkraft). Nennt man dF das
Werthelement einer von beiden, so driicken sich offenbar beide
aus (nach Gleichung 76 und 4) durch:
2 2
78) dF:dm.f},:dm.c’ngg—. i’r—

Bezeichnet man eine von beiden als positiv, so ist die an-
dere negativ zu bezeichnen. Auch ist es klar, dafs es gleichgiltig
bleibt, welchen von beiden Drucken man als den wirkenden, und
welchen man als die Reaktion ansehen vwvill; in manchen Fillen
erleichtert es die Anschauung, wenn man die Centripetalkraft als
Reaktion der Centrifugalkraft betrachtet.

Kreisbewegung.
§ 44. Die Gleichung 77):
—_— cl2
fu

zeigt, dafs das Aenderungsmaals der Centrifugalkraft in jedem Au-
2
genblick konstant ist, Wenn% konstant ist, also unter andern,

wenn ¢, konstant und 7 konstant ist. Der Kriitmmungshalbmes-
ser r ist nur konstant, wenn die Kurve, in welcher das Massen-
element sich hewegt, ein Kreis ist. Bewegt sich also ein Mas-
senelement in einem Kreise, und zwar so, dafs die Geschwindig-
keit in der Richtung der Bahn in jedem Augenblick konstant ist,
so ist auch das Aenderungsmaafls der Normalkraft, und
diese selbst konstant, und umgekehrt:

Ist das Aenderungsmaals der Normalkraft konstant,
und bewegt sich ein Massenelement in einem Kreise, so ist die
Geschwindigkeit in der Richtung der Bahn in jedem Augen-
blick konstant.

Aus diesen Gesetzen lassen sich noch mancherlei Folgerungen
leicht herleiten.

Die Bewegung im Kreise kommt bei Maschinen sehr hiufig
vor. Man bezeichnet sic gewohnlich als Rotationsbewegung,
oder als rotirende Bewegung, pflegt aber diese Benennungen
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allgemeiner auch wohl auf die Bewegungen in einer geschlossenen
Kurve iiberhaupt auszudehnen. '

Bewegt sich ein Massenelement in einem Kreise, so dals die
Tangential - Geschwindigkeit in jedem Punkte der Bahn dieselbe ist,
so nennt man die Bewegung eine gleichformig rotirende, im
entgegengesetzten Falle eine ungleichféormig rotirende.

Die gleichformig rotirende Bewegung ist also als das
Resultat einer konstant wirkenden Normalkraft, und einer im
Gleichgewicht befindlichen Tangentialkraft anzusehen.

Ist dagegen bei der Bewegung eines Massenelements in einem
Kreise die Normalkraft verinderlich wirkend, d.h. ist das Aen-
derungsmaals f, derselben fiir verschiedene Bahnelemente ver-
schieden grofs (was jedoch nicht ausschliefst, dafs es, wie oben
nachgewiesen worden, withrend der Zeitdauer, welche das Durch-
laufen jedes einzelnen Bahnelementes erfordert, als konstant betrach-
tet werden kénne), so ist auch die Geschwindigkeit in der
Richtung der Bahn verinderlich.

‘Winkelgeschwindigkeit, Peripherie - Geschwindigkeit.

§ 45. Bewegt sich ein Massenelement in einem Kreise, so
konnen wir uns den Radius dieses Kreises als mathematische Linie
ohne Masse, und mit dem Massenelement gemeinschaftlich rotirend
denken, ohne dafs dadurch in den Bewegungsverhiltnissen des Mas-
senelements irgend etwas geiindert wvird.

Ist in irgend einem Punkte der Bahn c‘:E die Geschwin-

de
dalsat LA S
T die Geschwindigkeit irgend
* eines andern Punktes dieses Radius, welcher den Abstand ¢ vom
Mittelpunkt hat, so sind offenbar die in gleichen Zeitclementen von
dem Massenelement und von jenem Punkt zuriickgelegte Wege gleich
den Lingen der gleichzeitig durchlaufenen Bogenelemente, und da
diese, wie leicht ersichtlich, sich wie die Radien verhalten, so
hat man:

digkeit des Massenelements, und » =

dscdsi—r:p
und folglich auch ¢,:0=r:p,
oder:

IL. ' 4
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Man kann also die Geschwindigkeit des Massenelements
finden, wenn man den Radius » desselben und aufserdem die Ge-
schwindigkeit v irgend eines Punktes in diesem Radius und den
Abstand ¢ dieses Punkts vom Mittelpunkt des Kreises kennt. Nimmt
man diesen Punkt so an, dals sein Abstand ¢ gleich der Lingen-
einheit ist, so nennt man die Geschwindigkeit desselben in Bezug
auf das Massenelement die Winkel-Geschwindigkeit, und be-
zeichnet man dieselbe mit w, so hat man:

Es ist also unter der Winkel-Geschwindigkeit eines roti-
renden Massenelements diejenige Geschwindigkeit zu verstehen,
welche ein Punkt, der in dem Abstand 1 von dem Mittelpunkt des
Kreises mit dem Massenelement gemeinschafilich rotirt, besitzt. Im
Gegensatz hierzu pflegt man die Geschwindigkeit ¢, welche das
Massenelement in der Richtung seiner Bahn hat, die Peripherie-
Geschwindigkeit des Massenelements zu nennen.

Fithren wir in die Gleichung 78) die Winkel-Geschwindigkeit
w ein, so ergiebt sich fiir die Centrifugalkraft:

2
dE::(lm.f“:dm—c;—:dm.w’.r
NP~ TS BT - ey
__vg—.T_~—w . r
79
= dm 3 ar 1 L
= SO HE= G
dp " it w?
ar
f]‘=~lm—::w.c,

Bewegt sich ein Massenelement in einem Kreise, so nennt man
den Weg, welchen dasselbe zuriicklegt, in dem es einmal die Pe-
ripherie des Kreises durchliuft, eine Umdrehung. Ist die Bewe-
gung eine gleichformig rotirende, so ist offenbar die Zeitdauer
einer Umdrehung nach No. 25. S. 17:

R Ry 8

= —=

c TR

Macht das Massenelement in einer Minute »Umdrehungen, so
ist andrerseits auch:
ga 6O
n
aus diesen beiden Ausdriicken ergeben sich folgende Formeln:

9
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In diesen Formeln bedeutet:

¢t die Zeitdauer einer Umdrehung in Sekunden,

n die Anzahl der Umdrehungen in einer Minute,

¢, die Peripherie-Geschwindigkeit,

» den Halbmesser des Kreises, in welchen sich das Massen-
element bewegt,

w die Winkel - Geschwindigkeit,

¢,, 7y w sind in einerlei Maalseinheit zu nehmen; die Zeitein-
heit ist die Sekunde.

Ist die Bewegung nicht gleichférmig rotirend, so gelten obige
Formeln noch fiir die mittlen Werthe.

Aus den Formeln 80 lassen sich, indem man die Werthe fiir
die Geschwindigkeit ¢, in die Formeln 53. Seite 28 einfiihrt, fol-
gende fiir den praktischen Gebrauch bequeme Formeln herleiten
(die Zahlenwverthe sind abgerundet):

Hir — 4868 i
n

s1) | |V Er=10) ¥

3
3 n
in welchen Formeln bezeichnet:

K den Druck in der Richtung der Peripherie in
Pfunden,

r den Abstand dieses Druckes von der Drehaxe in
Fuflsen,

N die Anzahl der wirksamen Pferdekrifte,

n die Anzahl der Umdrehungen in einer Minute.

Nimmt man K in Kilogrammes, r in Méires, so hat man:
4*
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Prinzip der virtuellen und reellen Wege.

§ 46. Denken wir uns ein Massenelement, auf welches eine
beliebige Anzahl vou Kriften einwirkt, deren Drucke in irgend
einem Augenblick die Werthe dk’, dK”.... haben. Denken wir fer-
ner ein ganz beliebiges Axensystem so, dafs der Durchschnittspunkt
der Axen in das Massenelement fillt, und lassen die frither einge-
fiihrten Bezeichnungen gelten, so ist nach Gleichung 65. S. 37 der re-
sultirende Druck in der Richtung der ersten Axe:

K, = Z'(dK’ . cos ),
in der Richtung der zweiten Axe: .

A, = Z(ai’ cos §,),
in der Richtung der dritten Axe:

dK, = 2 (dK’ . cos y,).

2
/
M~

Nehmen wir in einer der drei Axen einen beliebigen Punkt p,
dessen Abstand von dem Massenelement pm = a, sei, projiciren wir
diesen Abstand auf die Richtung jeder Kraft, indem wir die Nor-
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malen pg', pg"*).... zichen, und nehmen wir die Projektionen von
a, auf die Richtung der einzelnen Krifte @', a”, a" etc., so ist of-
fenbar: :
ng' a'
cos ¢, = —+ = —,
mp Q,
und man hat daher: ’
dK, = Z(dK’ : ;L),
folglich, da der Nenner o, allen Summanden rechts gemeinschalt-
lich ist:
82) dK,.a,— 2 (dK’'.d').

In Bezug auf die beiden andern Axen wviirde sich fiir einen
beliebigen Punkt derselben, dessen Abstand vom Massenelement b,
beziehlich e, sei, nachvveisen lassen:

.96, 1= Zi(dK' bY)
) de o= 2 (dK'ie);

Denken wir eine Ebene durch den Punkt p normal zur Axe
mp, und daher parallel mit der Ebene, in welcher die beiden an-
dern Axen liegen; es mogen die Richtungen der verschiedenen
Krifte diese Ebene in den Punkten %/, A”... etc. schneiden, und
es sei mh' =n', mh" =n" etc., so ist:

folglich:
K, = 3 (dK’.cos &,) = 3 iinl,{- .a),

und da wieder @, allen Summanden gemeinschafilich ist, so folgt:

dK dK'’
83 { & ==(5)-
Ein #hnliches Gesetz lafst sich fiir die beiden andern Axen
nachweisen, und wenn p, p”.... und ¢, ¢”.... die Entfernungen

von dem Massenelement bezeichnen, in welchen die Richtungen der
Drucke dK’, dK”.... zwei andere Ebenen schneiden, von denen je
eine normal ist auf je einer der beiden andern Axen, so hat man

auch:
K, _ 5 (dK'
s dE_Z(dK”)
=),

Nun ist p (in der Figur) ein belleblger Punkt einer der drei

*) In der Figur ist nur eine Kraft dK' ihrer Richtung nach gezeichnet, um
nicht durch viele Linien das Bild undeutlich zu machen; es gelten natiirlich fir
alle andern Kraftriechtungen dieselben Beziehungen, welche fiir diese eine gelten.



54 Grundlehren der Mechanik. B. Von den mechanischen Kriften,

Axen; es ist aber auch das angenommene Axensystem ein belie-
biges, und folglich, da man durch jeden Punkt im Raume und
durch das Massenelement immer eine gerade Linie legen, diese aber
als Axe cines Axensystems ansehen kann, so gilt die oben bewie-
sene Gleichung 82) fiir jeden beliebigen Punkt, der au-
fserhalb des Massenelements liegt, und da ferner jede Ebene
normal sein kann, zu einer entsprechenden, durch das Massenelement
gedachten Axe, so gilt die Gleichung 83) fiir jede beliebige
Ebene.

Die Entfernung des Massenelementes von dem Durch-
schnittspunkte einer Kraftrichtung mit einer angenom-
menen Ebene wollen wir den reeliem Weg der Kraft
fiir diese Ebene nennen.

Denken wir uns einen Punkt in einem beliebigen Abstande
von dem Massenelement, und projiciren wir diesen Abstand auf die
Richtung einer auf das Massenelement wirkenden Kraft, so mennen
wir die Projektion den wirtuellem Weg der Kraft in Bezug
auf den Punkt (analog der Bezeichnung in § 27, doch nicht da-
mit zu verwechseln).

Zerlegen wir simmtliche Drucke nach drei auf einander nor-
male Axen, deren Darchschnittspunkt im Massenelement liegt, und
von denen eine durch einen angenommenen Punkt geht, so nennen
wir die Summe der Drucke fiir diese letztgenannte Axe (8. 37) auch
wohl den resultirenden Druck fiir den gedachten Punkt.
Legen wir durch den angenommenen Punkt eine Ebene, welche
normal ist zum Abstande des Pankts von dem Massenelement, so
wollen wir den resultirenden Druck fiir den gedachten Punkt auch
als ,Normaldruck fiir diese Ebene“ bezeichnen.

Nach diesen Erklirungen kinnen wir die Gesetze, welche die
Gleichungen 82 und 83 enthalten, folgendermaafsen ausdriicken:

Wirken beliebig viele Kriifte auf ein Massenele-
ment, so ist fiir jeden beliebigen Punkt aufser-
halb des Massenelements in irgend einem Augen-
blick das Produkt aus dem resultirenden Druck
fir diesen Punkt in den Abstand des Punkts von
- dem Massenelement gleich der Summe der Pro-
dukte, welche gebildet werden, indem man den
Druck jeder einzelnen Kraft mit ihrem virtuellen
Wege in Bezug auf den angenommenen Punkt
multiplizirt, und es ist ferner fiir jede beliebige
Ebene der Quotient aus dem Normaldruck fiir
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diese Ebene durch den normalen Abstand dersel-
ben von dem Massenelement gleich der Summe
der Quotienten, welche gebildet werden, indem
man jeden einzelnen Druck durch seinen reellen
Weg in Bezug auf die Ebene dividirt.

Dieses Gesetz wollen wir das Prinzip der virtuellen und
reellen Wege nennen. Wir haben dasselbe hier fir den allge-
meinsten Fall entwickelt, und es bleibt nur iibrig, daraus Folgerun-
gen fiir spezielle Anwendungen zu zichen.

Anwendung des Prinzips der virtuellen und reellen Wege auf die resul-
tivende Kraft, und auf die Normalkraft bei der Bewegung in ciner belicbigen
Kl]lVe.

§ 47. Nach § 35. No. 3 (S.39) kann man fiir die Wirkung
der einzelnen Krifte diejenige ihrer Resultirenden substituiren. Fiir
den im vorigen Paragraphen betrachteten Fall vwiirde man offenbar
haben, wenn man den virtuellen Weg der Resultirenden in Bezug auf
den gewihlten Punkt mit @, den reellen Weg mit n bezeichnet:

di, 0, = dK.a= X (dK'a')
84) § 4K _ K _ y(aK'y
@, n n /.

Die Gesetze dieser beiden Gleichungen lassen sich #hnlich wie

die der Gleichungen 82) und 83) in Worten ausdriicken, némlich so:
Wirken beliebig viele Kriifte auf ein Massenele-
ment, und man denkt irgend einen Punkt auflser-
halb des Massenelements, projicirt den Abstand
dieses Punkts auf die Richtung jeder einzelnen
Kraft und auch auf die Richtung der Resultiren-
den simmtlicher Krifte, so ist das Produkt aus
dem resultirenden Druck in die Projektion jenes
Abstands auf die Richtung der Resultirenden
gleich der Summe der Produkte, welche gebil-
det werden, indem man jeden einzelnen Druck
mit der Projektion jenes Abstandes auf secine
Richtung multiplizirt. Aufserdem ist der Quo-
tient aus dem resultirenden Druck durch seinen
reellen Weg in Bezug auf eine beliebige Ebene
gleich der Summe der Quotienten, welche ge-
bildet werden,indem man jeden einzelnen Druck
durch seinen reellen Weg in Bezug auf dieselbe
Ebene dividirt.
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Liegt der gewiihlte Punkt in der Richtung der Resultiren-
den, so ist der resultirende Druck fiir diesen Punkt offenbar der
Mitteldruck simmtlicher Krifte, folglich dK, = dK; die Drucke nach
den beiden andern Axen, welche normal zu der gewiihlten Rich-
tung zu denken sind, wiirden dann zufolge der Gleichung 67) gleich
Null sein, insofern die Winkel g und y gleich 90 Grad sind, und
man hat also fiir diesen Fall die Bedingungsgleichungen:

dK .a, = X (dK, a')
85) ( J(dK'b) =0
S(dK'e’) = 0,
oder:

’
aK 2 dI{ )
a, n

wenn p’ und ¢’ die reellen Wege in Bezug auf zwei Ebenen be-
zeichnen, welche zu je einer der beiden andern Axen normal, oder,
was dasselbe heifst, welche mit der Richtung der Resultirenden pa-
rallel und unter sich normal sind.

Bewegt sich ein Massenelement in einer beliebigen Kurve, so
ist in Folge des Gesetzes in § 42. 8. 46 in jedem Augenblicke der
Druck in der Richtung der Normalen als konstant wirkend, der-
jenige in der Richtung der Tangente als im Gleichgewicht hefind-
lich, anzusehen. Zerlegt man in irgend einem Augenblick die
simmtlichen auf das Massenelement wirkenden Drucke nach drei
Axen, von denen die eine (die erste) mit der Richtung des Kriim-
mungshalbmessers zusammenfillt, so miissen die beiden andern in
einer Ebene liegen, welche zu dem Kriimmungshalbmesser normal
ist, folglich die Kurve beriihrt; die Resultirende aus den beiden
Kriftesummen, welche in dieser Ebene liegen, ‘giebt die Leistung in
der Richtung der Tangente, und da diese gleich Null sein soll, so
mufs auch nach § 34 (S. 38) der Druck in der Richtung jeder die-
ser beiden Axen gleich Null sein. Man hat daher auch fiir diesen
Fall die Gleichungen 85 und 86 in Geltung, wenn

dK den Druck der Normalkraft,

@, den Abstand eines beliebigen Punkies auf der Normalen
zur Kurve von dem Massenelement,

akedl Bovidia Projektion dieses Abstandes auf die Richtung der

verschiedenen Kuriifte,
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3" .... und ¢ ¢ die Projektionen der Abstinde zweier
Punkte, die in der Berithrungsebene der Kurve in je einer
von zwei sich im Berithrungspunkt rechtwinklig schneiden-
den Axen liegen, auf die Richtung der verschiedenen
Krifte,

n'n'.... die reellen Wege der verschiedenen Krifte in Be-
g auf eine Ebene, die im Abstande a, zur Richtung des
Kriimmungshalbmessers normal, also mit der Berithrungs-
ebene parallel ist,

p'p'.... und ¢'¢".... die reellen Wege der verschiedenen
Krifte in Bezug auf je zwei zu einander normale und mit
dem Kriimmungshalbmesser parallele Ebenen

bezeichnen,

Anwendy/ng des Prinzips der virtuellen und reellen Wege auf den Zustand
des Gleichgewichts.

§ 48. Sind beliebig viele Krifte, welche auf ein Massenele-
ment yirken, im Gleichgewicht, und wir denken ein beliebiges
Axensystem, dessen Durchschnittspunkt mit dem Massenelement zu-
sammenfillt, so sind die resultienden Drucke fir jede der drei
Axen einzeln gleich Null (§ 34. S.38), es ist also:

K, =0; dK,=0; dK,=0;

und es folgt daher fir den Zustand des Gleichgewichts nach Glei-
chung 82 und 83):

2(dK'd' ) = 0

87) | 2(dK'b') =0

SCdR ¢ )i=0.

= i’gl =0
$ n
dK’'

88) 2( P )—0
dK’

= s Rl :0-
(%

Hierin liegen folgende Sitze:

1)-Sind beliebig viele Kriifte, welche auf ein Mas-
senelement wirken, im Gleichgewicht, und man nimmt
einen beliebigen Punkt im Raume an, projicirt den Ab-
stand desselben von dem Massenelement auf die Rich-
tung jeder einzelnen Kraft, so ist die Summe der Pro-
dukte, welche gebildet werden, indem man den Druck
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jeder Kraft mit der Projektion jenes Abstandes auf ihre
Richtung multiplizirt, gleich Null.

2) Sind beliebig viele Kriifte, welche auf ein Mas-
senelement wirken, im Gleichgewicht, und man denkt
eine beliebige Ebene im Raum, so ist die Summe der
Quotienten, welche gebildet werden, indem man den
Druck jeder Kraft durch ihren reellen Weg in Bezug
auf diese Ebene dividirt, gleich Null.

Diese Siitze gelten auch umgekehrt.

Wenn nimlich mehre Kriifte auf ein Massenelement
wirken und es ist:

entweder fiir jeden beliebigen Punkt im Raume
die Summe der Produkte aus dem Druck jeder
Kraft in die Projektion des Abstandes jenes Punk-
tes von dem Massenelement auf die Richtung der
Kraft gleich Null, oder:

fir jede beliebige Ebene die Summe der Quo-
tienten, welche gebildet werden, indem man den
Druck jeder Kraft durch ihren reellen Weg in
Bezug auf jene Ebene dividirt, gleich Null,

so sind die Krifte im Gleichgewicht.

Um nun nachzuweisen, dafs jene Bedingungen fiir jedem
beliebigen Punkt, oder fiir jede heliebige Ebene
statt finden, braucht man nur zu zeigen, dafs sie fiir drei Punkte
erfilllt werden, deren jeder in einer andern von drei durch das
Massenelement gehenden zu einander rechtwinkligen Axen liegt,
oder dafs sie fiir drei Ebenen gelten, die auf solechen Axen folglich
nach unter einander normal sind. Dies lifst sich sehr leicht geo-
metrisch beweisen, indem man das Axensystem um seinen Durch-
schnittspunkt dreht, und nun zeigt, dafs wenn diese obigen Bedin-
gungen fiir das Axensystem in der urspriinglichen Lage gelten, die-
selben auch fiir jede andere Lage gelten miissen, in welche man
dasselbe durch Drehung bringen kann. Endlich lifst sich eben so
leicht nachweisen, dafs der Durchschnittspunkt des anzunehmenden
Axensystems auch aufserhalb des Massenelements liegen konne.
Man hat also die obigen Bedingungs-Gleichungen iiber-
haupt nur fiir drei Punkte, deren Ebene nicht durch das
Massenelement geht, beziehlich fiir drei sich rechtwink-
lich schneidende Ebenen, nachzuweisen.
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Bemerkung iber die Vorzeichen bei Anwendung des Prinzips der virtuellen
und reellen Wege.

§ 49. Bei der Anwendung dieser Gesetze (§ 46 bis § 48) ist
es von der grofsten Wichtigkeit, die Vorzeichemn richtig an-
zuwenden, welche den Cosinus und den Linien, welche
entweder die Projektionen des Abstandes der gewiihlten
Punkte auf die Richtungen der Krifte, oder die reellen
Wege der Krifte in Bezug auf die gewiihlten Ebenen bedeu-
ten, angehoren. In dieser Beziehung ist zu bemerken, dafs man
die Winkel, welche die Richtungen der Kriifte mit den angenom-
menen Axen bilden, von jeder Axe anfangend stets in ein und ‘dem-
selben Sinne messen mufs, und dafs wenn man die Richtungen,
nach welchen die Krifte das Massenelement einzeln zu bewegen
streben, als positiv ansieht, die Verlingerungen dieser Richtungen
riickwvirts iiber das Massenelement hinaus als negativ betrachtet
werden miissen, und umgekehrt. Es erleichtert dabei die Betrach-
tung, wenn man entweder simmtliche Krifte als ziehend, oder
simmiliche Krifte als schiebend sich vorstellt.

Prinzip der statischen Momente fiir den Zustand des Gleichgewichts.

§ 50. Sind mehre Krifte, die auf ein Massenelement wirken,
und deren Richtungslinien in derselben Ebene liegen,
im Gleichgewicht, und zerlegt man den Druck jeder Kraft nach
zwei Axen, die zu einander normal sind, und in derselben Ebene
liegen, so folgt leicht (§ 34. S. 38), wenn
dK', dK" .... die Drucke und ¢, «, ... die
Winkel, welche die Richtung derselben
mit der einen Axe bilden, folglich (90°— ), /,{ /
(90°—,) . .. die Winkel mit der andern o
Axe sind:

I. Z(dK’'.cosa)=0 g it
II. Z(dK'.sine)=0.

Nach dem Frithern folgt aus der Glei-

chung L. auch (S.57):
1L Z(dK' mhk') =0.

’
Nun ist aber sin u,:%‘l%, folglich hat man auch nach IL

ul

!
i
ist, so folgt:

): 0, und da mu bei simmtlichen Drucken dasselbe

IV S(dR . ukty=10
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Die Linie k' oder die Normale von irgend einem Punkt auf
die Richtungslinie einer Kraft nennt man den Hebelsarm dieser
Kraft in Bezug auf den Punkt, das Produkt von der Form
dK'.ul/ oder das Produkt aus dem Druck einer Kraft in ihren He-
belsarm nennt man das statische Moment der Kraft in Bezug
auf jenen Punkt. %ok

Bezeichnet man den Hebelsarm der Kriifte mit 2’ r"sis0y sothat
man die Gleichung IV in der Form:

89) Z(dK’'.7') = 0.

Da nun die Lage der Axe mu in der Ebene gleichgiltig ist, so
folgt, dafs Alles, was fiir den Punkt « bewiesen ist, auch fiir jeden
andern Punkt der Ebene gilt, und daher lifst sich die so eben
entwickelte Gleichung IV in Verbindung mit III als Gesetz so aus-
driicken:

Sind mehre Krifte, die auf ein Massenelement
wirken, und deren Richtungslinien in derselben
Ebene liegen, im Gleichgewicht, und man denkt
in der Ebene einen beliebigen Punkt, so ist so-
wohl die Summe der Produkte, welche gebildet.
werden, indem man jeden Druck mit der Pro-
jektion des Abstandes jenes Punktes von dem
Massenelement auf die Richtungslinie des Druk-
kes multiplizirt, als auch die Summe der stati-
schen Momente in Bezug auf jenen Punkt, gleich
Null

Da zur Erfillung des Gleichgewichis sowohl die Gleichung I
als auch II Statt finden mufs, da ferner die Gleichung III von I,
die Gleichung IV von II abgeleitet wurde, so folgt umgekehrt:

Wenn mehre, auf ein Massenelement wirkende
Kriifte, deren Richtungslinien in derselben Ebene
liegen, im Gleichgewicht sein sollen, und man
nimmt in der Ebene einen beliebigen Punkt an,
so mufls sowohl die Summe der Produkte, welche
gebildet werden, indem man jeden einzelnen
Druck mit der Projektion des Abstandes jenes
Punktes von dem Massenelement auf die Rich-
tungslinie des Drucks multiplizirt, als auch die
Summe der statischen Momente der Drucke in
Bezug auf diesen Punkt gleich Null sein.

Hat man es mit Kriften zu thun, deren Richtungslinien in
verschiedenen Ebenen liegen, und man will die Bedingungen
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des Gleichgewichts untersuchen, so kann man aufser den in § 48.
S. 57 angefithrten Gesetzen -auch noch folgendes Verfahren befol-
gen: Man zerlegt jede einzelne Kraft in zwei andere, von denen
eine in eine bestimmt angenommene, durch das Massenelement ge-
hende Ebene filllt, die andere in einer Richtung normal zu dieser
Ebene liegt. Nun wendet man fiir das Gleichgewicht in der Ebene
die eben aufgestellten Gesetze an, und untersucht, ob aulserdem
noch entweder die Summe der Drucke in der zur Ebene normalen
Richtung gleich Null ist, oder aber ob in Beziehung auf diese Richtung
die Gesetze S. 48. No. 1 oder 2 erfiillt werden, indem man entwe-
der einen Punkt in der normalen Richtung annimmt und seinen
Abstand auf die Richtung jeder Kraft projicirt, oder indem man zu
der angenommenen Ebene eine Parallelebene denkt, und die reel-
len Wege der einzelnen Drucke in Bezug auf diese Ebene unter-
sucht etc.

Anwendung des Prinzips der statischen Momente auf Krifte, die nicht im
Gleichgewicht sind.

§ 51. Wirken mehre Krifte, deren Richtungslinien in dersel-
ben Ebene liegen, auf ein Massenelement, und die Krifte sind nicht
im Gleichgewicht, so wird nach §35. No.1 Gleichgewicht her-
gestellt sein, wenn wir eine neue Kraft auf das Massenelement ein-
wirken lassen, welche der Resultirenden gleich und entgegenge-
setzt ist. Sobald diese Kraft einwirkt, gelten die Gesetze des vo-
rigen Paragraphen. Ist der resultirende Druck dX und der Hebels-
arm in Bezug auf einen angenommenen Punkt r, so wiirde also
folgen:

S(dK'r"y — dK.r=0.
90) dK.r = Z(dK'r").

Das Prinzip der statischen Momente gilt also auch fiir den
Fall, dafs die Krifte nicht im Gleichgewicht sind, nimmt aber dann
die Form an:

Wirken beliebig viele Krifte, deren Richtungs-
linien in ein und derselben Ebene liegen, auf ein
Massenelement, so ist in jedem Augenblick das
statische Moment der Mittelkraft in Bezug auf
einen Punkt in der Ebene der Krifte gleich der
Summe der statischen Momente der einzelnen
Krifte in Bezug auf denselben Punkt.

Liegt der angenommene Punkt in der Richtung der Resultiren-
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den, so ist offenbar der Hebelsarm der Resultirenden in Bezug auf

diesen Punkt gleich Null, und es folgt daher der Satz:
Sind mehre Krifte, die auf ein Massenelement
wirken, und deren Richtungslinien in derselben
Ebene liegen, mielt im Gleichgewicht, so ist
dennoch die Summe der statischen Momente in
Bezug auf jeden Punkt in der Richtung der Re-
sultirenden gleich Null.

Prinzip der konstanten Leistungen fiir parallele Ebenen.

§ 52. Denken wir, es wirken beliebig viele Kriifte auf ein
Massenelement, und dasselbe bewege sich unter dem Einflufs der-
selben in einer gewissen Kurve; zerlegen wir nun sowohl die
Drucke, als die Wegelemente nach drei zu einander normalen
Axen, so ist das Leistungselement in irgend einem Augenblick
in der Richtung der ersten Axe:

dl, ds,= X' (dK’ cos e) . 3'(ds’ cos e,),
in der Richtung der zweiten Axe:
dK, ds,— 2 (dK’ . cos f,) . Z(ds . cos B,),
in der Richtung der dritten Axe:
aK,, ds, =2 (dK'.cosy,).Z(ds' . cosy,),
und das Leistungselement der Mittelkraft (§ 32. S. 36):
dK.ds = dK, ds,+dK, ds,~+dK,, . ds,, = S(dK'. cos ). 3(ds cosc,)

~+ 2(dl’cosf,) . Z(ds' . cos B,) + Z(dK’ . cos ,) . Z(ds' . cos y,).

Ist nun fiir irgend eine Zeitdauer der Druck in der Richtung
einer der drei Axen konstant, so ist (S. 27. Gleichung 48) fiir
diese Zeit die Leistung in dieser Richtung gleich dem Produkt aus
dem konstanten Druck in den Weg, vwelchen derselbe in dieser
Zeit zuriickgelegt hat. Wenn also z. B. der resultirende Druck fiir
die erste Axe wihrend einer bestimmten Zeitdauer konstant ist,
so ist die Kriftesnmme (§32. S. 36) fir diese Richtung in
der genannten Zeitdauer gleich (dK,.s,); die Drucke in der Rich-
tung der beiden andern Axen mogen dabei wihrend dieser Zeit-
dauer konstant oder beliebig verinderlich sein. Die Form der
Bahn des Massenelements ist aber nach § 38 und 39 von der Be-
schaffenheit der Kriftesummen fiir alle drei Axen abhiingig. Diese
Form der Bahn kann, wenn die Kriftesumme nach der Richtung
der einen Axe eine konstante ist, sowohl eine gerade Linie
sein, wenn auch die Kriftesummen fiir die beiden andern Axen
konstant sind (§ 38) als auch irgend eine Kurve bilden (§ 39).
Wie sie aber auch beschaffen sein mag, die Arbeit in der Richtung
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der konstant wvirkenden Kriftesumme vwvird sich immer ausdriicken
durch (dK,.s,), wenn dK, der konstante Druck, s, der Weg dieses
Druckes ist. Nun ist aber der Weg s,, den das Massenelement
von irgend einer Lage aus bis zu irgend einer andern Lage in der
Richtung einer bestimmten Axe durchliuft, nichts anderes, als der
Zuwachs der Ordinate des Weges nach der Richtung dieser Axe
fiir die Zeit, in welcher das Massenelement aus der ersten Lage in
die zweite iibergeht. Der Werth dieses Ordinaten-Zuvwachses aber
wird dargestellt durch den normalen Abstand der beiden Ebenen,
welche man durch das Massenelement in seiner ersten und in seiner
spitern Lage normal zu der Axe denken kann. Hierin nun liegt
der Satz:
Bewegt sich ein Massenelement unter dem Ein-
fluls einer beliebigen Menge von Kriiften in ir-
gend welcher Kurve, und es ist fir irgend eine
Richtung der Druck fiir eine gewisse Leit kon-
stant, so ist die Leistung der Kréiftesumme fir
diese Richtung, indem das Massenelement aus
einer Ebene, die normal zu der Richtung ist, in
eine andere, ebenfalls zu der Richtung normale
Ebene iibergeht, immer dieselbe und wird durch
das Produkt aus dem konstanten Druck in den
normalen Abstand der beiden Ebenen gemessen,
gleichviel wie die Kurve beschaffen sein mag,
welche das Massenelement bei dieser Bewegung
beschreibt. Es ist folglich auch der Gewinn an
lebendiger Kraft, und mithin auch der Zuwachs
an Geschwindigkeit derselbe. (§21. S.26 und § 22.
S. 27.)

Dieses Geseiz findet besonders Anwendung fiir alle die Fille,
wo mnach der Richtung der Vertikalen diec Schwere die einzige
wirkende Kraft ist. Ein Korper, welcher nur durch die Schwer-
kraft getrieben aus einer horizontalen Ebene in eine andere iiber-
geht, erlangt immer denselben Zuwachs an Geschwindigkeit, also
auch immer denselben Gewinn an lebendiger Kraft, und es ist auch
die auf ihn wirkende Krafirichtung immer dieselbe, gleichviel ob
er in der vertikalen Linie oder in irgend einer andern geraden Li-
nie (geneigte Ebene) oder in einer Kurve den Uebergang bewirke.
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Prinzip der konstanten Leistungen, wenn der konstante Druck stets durch
denselben Punkt geht,

§ 53. Der Satz des vorigen Paragraphen lilst sich noch auf
eine allgemeinere Form bringen, und gewinnt dann folgende Ge-
stalt:

Bewegt sich ein Massenelement unter dem Ein-
fluls mehrer Krifte in einer Kurve, und es exi-
stirt ein Punkt, fiir welchen der resultirende
Druck (§46. S.54) konstant ist, so ist auch die
Leistung, der Gewinn an lebendiger Kraft und
die Geschwindigkeits-Aenderung konstant, wel-
che fiir das Massenelement Statt finden, indem
dasselbe seine Entfernung von jenem Punkte um
ein bestimmtes Stiick idndert, und zwar driickt
sich immer die Leistung fiir eine bestimmte Zeit
aus durch das Produkt aus dem konstanten Druck
in die Differenz der Entfernung von jenem Punkt,
welche das Massenelement am Anfange und am
Ende der Zeit besitzt: die Kurve, welche wih-
rend dieser Zeit durchlaufen wird, mag eine bhe-
liebige Form haben.

Denn es bewege sich das Massenelement in der Kurve AB S0,
dafs der resultirende Druck fir den Punkt C konstant = di ist,
nehmen wir auf der Kurve AB unendlich kleine Wegstiicken an,
Aa, ad, d'd’'.... und beschreiben aus C mit den Abstinden aC,
@' C.... BC Kugelflichen, welche AC in den Punkten esgdels el o B
schneiden, so ist fiir ein unendlich kleines Wegstiick Aa das Kugel-
element ae als eben, Ae aber als normal zu dieser Ebene, und der
konstante Druck dK als parallel mit AC wirkend anzusehen, das
Leistungselement, vwvelches auf das Massenelement wirkt, indem
' dasselbe von A nach @ sich bewegt,
driickt sich also nach dem vorigen
Satze aus durch di.Ade, welche Ge-
stalt auch immer das Kurvenelement
Ae haben mag. Ebenso lilst sich zei-
gen, dals das Leistungselement fiir die
Bewegung von @ nach & gleich dK.ab
= dl.eé ete. ist; es ist folglich die
Leistung der stets durch den Punkt C
gehenden konstant wirkenden Kraft,
indem das Massenelement sich von A




b. Wirkung mehrer mechanischen Krifte auf ein Massenelement. 65

nach B bewegt, gleich: X(dK.A¢’) und da @K fiir alle Elemente kon-
stant ist, auch gleich:

dK . 3(Ae) = dK . AE = dK(AC— CE) = di . (AC— BC),
das ist, was zu beweisen wvar.

Dieser Fall kommt auf den des vorigen Paragraphen zuriick,
wenn man annimmt, dafs der Punkt C unendlich weit entfernt liegt,
die Richtungen nach € also alle als parallel angesehen werden
konnen.

Geht die Richtung einer Kraft stets durch einen bestimmten
Punkt, so pflegt man diesen Punkt den Mittelpunkt der Kraft
Zu nennen.

Bewegung eines Massenelements durch Gleichgewichtslagen. —  Stabiles,
labiles Gleichgewicht.

§ 54. Bewegt sich ein Massenelement unter dem Einflufs be-
liebiger Krifte in einer gewissen Kurve, so sefzt dies immer vor-
aus, dals die Krifte nicht in allen aufeinander folgenden Lagen
des Massenelements im Gleichgewicht sind, denn wire dies der
Fall, so miifste (§ 38) die Bahn eine gerade Linie sein.

Wenn jedoch bei der Bewegung eines Massenele-
ments in einer Kurve die Krifte in irgend einem Punkte
durch eine Gleichgewichtslage gehen, d. h. wenn fir ir-
gend einen Punkt die resultirende Leistung aus simmt-
lichen Kriften Null wird, so ist in diesem Punkte die
Geschwindigkeit des Massenelements ein Maximum oder
ein Minimum.

Denn, zerlegen wir die Leistung simmtlicher Krifte nach drei
zu einander normalen Richtungen, so ist nach Gleichung 54) S. 32
in jedem Augenblick:

dm . cde = dmc, dc, + dmc, dc, -+ dmc,, dc,,,

wenn ¢ die resultirende Geschwindigkeit, c,, ¢,, ¢, die Geschwin-
digkeiten nach der Richtung der drei Axen bezeichnen. Nun ist
offenbar die resultirende Geschwindigkeit (¢), mit welcher sich das
Massenelement bewegt, in dem Augenblick ein Maximum oder Mi-
pimum, wo ihr Differenzial d¢ gleich Null wird, d.h. wenn die
Gleichung erfiillt wird:

dm ¢, de,+dm ¢, dc,~+ dm ¢, de,,

o dm ¢

=0,
oder:
dme,de, + dme,de, + dme, de, = 0.

i u

1L 5
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Diese Gleichung zeigt aber an, dafs, wenn dc=0 sein soll,
d. h. wenn die Geschwindigkeit des Massenelements ein Maximum
oder ein Minimum sein soll, die resultirende Leistung simmtlicher
Krifte gleich Null sein miisse, d.h. dals die Krifte fiir diesen Au-
genblick im Gleichgewicht sein miissen.

Die Geschwindigkeit ist ein Maximum, yenn die zweite Ab-
leitung negativ ist, sie ist ein Minimum, vvenn die zweite Ablei-
tung positiv ist. Wenn nun von der Gleichgewichtslage aus die
Krifte dem Massenelcment einen negativen Geschwindigkeitszu-
wachs ertheilen, d. h. wenn sie das Bestreben haben, das Massen-
element an der Entfernung aus der Gleichgewichtslage zu hin-
dern, oder, was dasselbe sagt, wenn sie in solchem Sinne wvirken,
dafs sie das Massenelement, so bald es sich aus der Gleichgewichts-
lage entfernt, wieder in dieselbe zuriickzufiihren streben, so nennt
man eine solche Gleichgewichtslage eine stabile. Wenn da-
gegen von der Gleichgewichislage ab die Kriifte dem Massenelement
einen positiven Geschwindigkeitszuwachs ertheilen, d. h. wenn
sie das Bestreben #ulsern, das Massenelement, sobald es einmal die
Gleichgewichtslage verlassen hat, nicht wieder in dieselbe zuriick-
zufithren, so sagt man, die Gleichgewichtslage sei nicht sta-
bil, auch wohl, es sei eine labile Gleichgewichtslage. Dieser
Darstellung gemiifs lifst sich folgender Satz aufstellen:

Wenn ein Massenelement sich unter dem Einfluls
beliebiger Kriifte in einer Kurve bewegt, und die
Krifte erlangen fiir irgend einen Punkt der Kurve
eine Gleichgewichtslage, so ist die Geschwin-
digkeit des Massenelements ein Maximum, wenn
die Gleichgewichtslage eine stabile ist, dagegen
ein Minimum, wenn die Gleichgewichtslage eine
labile ist.

Bestimmung des stabilen und labilen Gleichgewichts.

§ 55. Betrachten wir nun wiederum den Fall, welcher in
§ 53 vorausgesetzt wurde. Denken wir, das Massenelement bewege
sich in einer Kurve, und fiir einen bestimmten Punkt sei der re-
sultirende Druck ein konstanter; ziehen wir von diesem Punkte
Normalen an die Kurve, so wird in den Durchschnittspunkten die-
ser Normalen mit der Kurve diese letzte entweder einen grolsten
oder kleinsten Abstand von dem Punkte haben. Das Massenele-
ment wird also, nachdem es einen solchen Durchschnittspunkt
passirt hat, seinen Abstand von dem Mittelpunkt der Kraft im ent-
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gegengesetzten Sinne zu findern beginnen, als vor dem Durch-
gange durch denselben; und zwar so, dafs wenn es einen nich-
sten Durchschnittspunkt passirt, von da an die Entfernungen vom
Mittelpunkt der Kraft wachsen, und wenn es einen entfernte-
sten Durchschnittspunkt passirt, die Abstinde vom Mittelpunkt der
Kraft von da ab sich verringern. Hat nun die Kraft das Bestre-
ben, das Massenelement dem Mittelpunkt der Kraft konstant zu
nihern (Anziehungskraft), so wird der Geschwindigkeitszu-
wachs vor einem nichsten Punkt, wo sich das Massenelement
dem Mittelpunkt der Kraft nihert, sich also im Sinne der Kraft
bewegt, positiv; hinter demselben, wo sich also das Massenele-
ment im entgegengesetzten Sinne der Kraft bewegt, negativ; da-
gegen wird in analoger Weise der Geschwindigkeitszuwachs vor
einem entferntesten Punkt negativ, hinter demselben posi-
tiv; es wird also fiir eine Anziehungskraft in einem néchsten
Punkte ein Maximum der Geschwindigkeit, in einem entfernte-
sten Punkte ein Minimum der Geschwindigkeit statifinden, und
es stellt daher fiir eine solche Kraft ein nichster Punkt immer
eine stabile Gleichgewichtslage, ein entferntester Punkt
immer eine labile Gleichgewichislage dar. Hat dagegen die Kralt
das Bestreben, das Massenelement konstant von dem Mittelpunkt
der Kraft zu entfernen (Abstolsungskraft), so finden genau
die entgegengesetzten Verhiiltnisse statt.

Es ist natiirlich hierbei vorausgesetzt, dafs die Richtung, in wel-
cher die Kraft wirksam ist, als positiv angesehen wird.

Legen wir durch die Durchschnittspunkte der Normalen mit
der Kurve Ebenen, welche normal zu jenen Normalen sind, so sind
dies Berithrungsebenen zur Kurve. Liegt nun der Mittelpunkt der
Kraft so entfernt, dafs man alle von der Kurve nach demselben
gezogenen Linien als parallel ansehen kann (der Fall des § 52), so
werden auch diese Beriihrungsebenen alle normal zu der Kraftrich-
tung, und unter sich parallel sein.

Die obigen Gesetze lassen sich nun leicht auch auf den Fall
iibertragen, wo die konstante Kraft immer parallel mit einer be-
stimmten, geraden Linie bleibt (§ 52). Hier wird fir jede Beriih-
rungsebene, welche zur Kraftrichtung normal ist, die Geschvwin-
digkeit des Massenelements ein Maximum oder ein Minimum, je
nachdem diese Ebene einem niichsten oder einem entferntesten Be-
rithrungspunkt entspricht.

5 *
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Schwingende Bewegung. Gesetz fiir die Schwingung durch eine stabile
Gleichgewichtslage.

§ 56. Denken wvir, ein Massenelement bewege sich auf einer
Kurve unter dem Einflufs einer konstant wirkenden Anziehungs-
oder Abstolsungskraft; es habe seine Bewegung in irgend ei-
nem Punkte der Kurve mit Null-Geschwindigkeit begonnen, wiih-
rend es in diesem Punkte den Abstand &' vom Mittelpunkt der
Kraft besals, und habe sich bis zu einem Punkte, wvelcher einer
stabilen Gleichgewichtslage entspricht und den Abstand «
von dem Mittelpunkt der Kraft hat, bewegt. Die Leistung der
Kraft auf das Massenelement ist in diesem Augenblick geworden
nach § 53 (Gleichung 48. S. 27):

dk.(d —a) = Ltdm. c?,
in sofern @'—a die Abstandséinderung, welche das Massenelement
unter der Einwirkung der Kraft vom Zustand der Ruhe aus und ¢ die
Endgeschwindigkeit bedeutet, welche das Massenelement im Punkt a
erlangt hat. Mit dieser erlangten Geschwindigkeit passirt das Mas-
senelement die stabile Gleichgewichtslage, und von nun an wird
der Geschwindigkeitszuwachs in der Richtung nach dem Mittelpunkt
der Kraft konstant negativ, d. h. es nimmt die Geschwindigkeit, mit
welcher das Massenelement sich dem Sinne der Kraft entgegen be-
wegt, fortwiihrend ab, bis sie endlich Null wird. Dieser Augen-
blick tritt ein, wenn die Summe der dem Massenelement in den
einzelnen Zeitelementen entzogenen Geschwindigkeiten wieder ¢
geworden ist, oder wenn die auf das Massenelement nun verzo-
gernd einwirkende Kraft eine Leistung gleich — Xdm . c? erzeugt
hat. Da aber

+dm.c®* =(d —a).dK
ist, so folgt:

— 3dmc® = — (d — a) . dK,
d. h. die, dem Massenelement bei seiner, dem Sinne der Kraft ent-
gegengesetzten Bewegung entzogene lebendige Kraft ist gleich der-
jenigen geworden, welche die Kraft dem Massenelement bei seiner
Bewegung im Sinne der Kraft ertheilt hat, sobald die Abstandsin-
derung (@' —a) von dem Mittelpunkt der Kraft gleich aber entge-
gengesetzt derjenigen Abstandsinderung geworden ist, welche das
Massenelement bei seiner Bewegung im Sinne der Kraft erlangt hat.
Das Massenelement erlangt also auf der andern Seite der stabilen
Gleichgewichtslage denselben Abstand von dem Mittelpunkt der
Kraft, welchen es bei dem Beginn der Bewegung nach der Gleich-
gewichtslage hin besessen hatte. Sobald es diesen Abstand erlangt
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hat, ist seine Geschwindigkeit wieder Null geworden; die konstant
_ wirkende Kraft bewegt nun, falls dieser Augenblick nicht einer
Gleichgewichtslage entspricht, das Massenelement wieder in ihrem
Sinne nach der Gleichgewichtslage hin, und dasselbe passirt diese
Lage wiederum nach der entgegengesetzten Seite hin, bis es wieder
mit Null- Geschwindigkeit in seiner urspriinglichen Lage angekom-
men ist. Nun wiederholt sich das Spiel von Neuem. Endlich lifst
sich noch ganz allgemein zeigen, dafs bei der Bewegung von der
Ruhe nach dem Punkt des stabilen Gleichgewichts hin einerseits,
und bei der Entfernung von diesem Punkt andrerseits, in gleichen
Abstinden vom Mittelpunkt der Kraft gleich grofse Geschwindig-
keiten Statt finden miissen. :

Denn es sei ¢ die Geschwindigkeit, welche das Massenelement
erreicht hat, indem sein Abstand vom Mittelpunkt der Kraft gleich
o geworden, und zwar wihrend es sich von dem Zustand der
Ruhe, oder von dem Abstand ' aus nach dem Mittelpunkt der
Kraft hin bewegt, es sei ferner / das Aenderungsmaals der Kraft, so
ist offenbar die gewonnene lebendige Kraft:

ldm.c? =dK.(¢' —z)=dm.f(a' — ),
folglich:
c=1/[2f(a' — 2)].

Indem das Massenelement den Punkt des stabilen Gleichgewichis
erreicht, ist die Arbeit der konstant wirkenden Kraft gleich dK(a'— a)
geworden, und wenn es sich bis zum Abstande x wieder von der
Gleichgewichtslage entfernt hat, so ist demselben die Arbeit dK(a— )
ertheilt, folglich besitzt es die Arbeit:

dk(a' —a) + dK(a — o) = dK(a' — z);
ist nun in diesem Augenblick seine Geschwindigkeit ¢’ geworden,
so hat man:
tdm.c'* = dK. (o' —z)=}tdmf(a'—x)
o =V2f - (a'—a)],
folglich:
citee.
Aus dieser Darstellung folgt folgendes Geselz:
Bewegt sich ein Massenelement unter dem Ein-
flufs beliebiger Krifte in einer Kurve, so, dafls
fiir einen bestimmten Punkt die resultirende Kraft
cine konstant wirkende ist, und fingt die Bewe-
gung in der Kurve mit Null-Geschwindigkeit an,
so wird das Massenelement, falls es bei seiner
Bewegung cine stabile Gleichgewichtslage durch-
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liuft, ‘auf der andern Seite dieser Lage eine
ebenso grofse Entfernung von dem Mittelpunkt
der Kraft erlangen, als es bei dem Beginn der
Bewegung hatte, dann fiir einen Augenblick zur
Ruhe kommen, sich hierauf, wieder mit Null-
Geschwindigkeit beginnend, riickwirts in seine
urspriingliche Lage zuriickbewegen, und diese
hin- und hergehende Bewegung ununterbrochen
fortsetzen. Bei dieser Bewegung hat das Massen-
element zu beiden Seiten der stabilen Gleichge-
wichtslage in gleichen Abstinden vom Mittel-
punkt der Kraft gleiche Geschwindigkeiten.

Diese Gesetze lassen sich leicht fiir den Fall verstehen, wo
der Mittelpunkt der Kraft unendlich weit entfernt liegt.

Eine solche hin- und hergehende Bewegung eines Massenele-
ments nennen wir eine schwingende Bewegung. Die Bewe-
gung von dem Zustand der Ruhe aus durch die stabile Gleichge-
wichtslage bis wiederum zum Zustand der Ruhe hin, nennen wir
eine Schwingung. Die Schwingungen wiederholen sich hier-
nach ununterbrochen, so lange die Resultirende fiir den Mittelpunkt
der Kraft konstant wirkend bleibt. Diese Voraussetzung trifft
jedoch bei den in der Praxis vorkommenden Fillen nur sehr sel-
ten zu.

Mathematisches Pendel — Pendelschwingung im Kreisbogen.

§ 57. Ein Massenelement, vwelches unter dem Einflufs der
Schwerkraft in irgend einer Kurve schwingt, so dafs es bei dieser
Schwingung eine stabile Gleichgewichtslage durchliuft, nennt man
ein mathematisches Pendel. Ist diese Kurve ein Kreisho-
gen, so nennt man das Pendel ein Kreispendel.

Es schwinge ein Massenelement unter dem Einfluls der Schwer-
kraft in dem Kreishogen ABC. Ist EB die Richtung der Schwere,
so erhalten wir die Lage des stabilen Gleichgewichts, wenn
wir die Berithrungsebene des Kreishogens denken, welche normal
zu EB ist, und zwischen dem Kreishogen und dem Mittelpunkt der
Kraft liegt. Der Beriihrungspunkt dieser Ebene B ist der Punkt
des stabilen Gleichgewichts (§ 55). Fingt die Bewegung des
Massenelements in @ an, wo der Abstand von der Ebene gleich ab
ist, so mufs, nach § 56, das Massenelement, nachdem es den Punkt
B passirt hat, sich so weit erheben, dals der Abstand a'b’ gleich ab
wird; d. h. es wird der Winkel aEB gleich BEa' sein miissen.
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Den Winkel ¢ EB—=BEd nennen wir den Erhebungswinkel,
bezeichnen wir denselben mit @. Hat sich das Massenelement un-
ter dem Einflufs der Schwere von a, mit Null-Geschwindigkeit an-
fangend, bis nach einem beliebigen
Punkte e bewegt, und legen wir
durch @ und e die beiden Ebenen
ap und eq normal zu EB, so ist
die Geschwindigkeit, mit welcher
das Massenelement in e ankommt,
dieselbe, welche es erlangt haben
wiirde, indem es von p nach ¢ frei
gefallen wiire (§ 52), folglich:
c=1/(29-pq)

=1/[2gr(cos g — cos )],
wenn wir mit » den Halbmesser des Kreisbogens, mit ¢ den Winkel
eEB, um welchen das Massenelement nun noch von der Gleichge-
wichtslage entfernt ist, bezeichnen. Ist in diesem Augenblick ds
das Wegelement, so ist auch, wenn wir die Geschwindigkeit fiir
die Dauer ecines Zeitelements als konstant ansehen:.

Z

es ist aber jedenfalls:

ds = = d@ars
da das Wegelement ds wichst, wenn das Element des verinder-
lichen Winkels ¢ abnimmt, folglich:

c::“zt't—@: 1/[2g(cos ¢ — cos @) . 7]

% Vg v o

Die Zeit, welche das Massenelement braucht, um von & nach
B zu gelangen, wird sich finden, indem wir diesen Ausdruck inte-
griren, und das Integral zwischen den Grenzen ¢ = « und g =0

do

V (cos ¢ — cos @)
in geschlossener Form erhalten. Wir kionnen es aber fiir hinrei-
chend kleine Winkel ermitteln, indem wir, mit Vernachlissigung
der vierten Potenzen, von ¢ und e setzen:

nehmen. Allein das Integral von lifst sich nicht

@? o’
cosq;::l—J;—; cosa=1——5
%)

1/ (cos ¢ — cos &) = V(—oi_z—q’--,
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folglich fiir kleine Erhebungswinkel:

R it dg
o Vg : Hileie—ag®

= — Vé fT/_(&zdL—-q)?)_ ~+ Const.

== A V% ; [—— arc (cos e %—)] ~+ Const.
= V% . are (cos o= -%) ~+ Const.,

welches Integral von ¢ =« bis ¢ =0 zu nehmen ist. Man hat
sodann fiir die Zeit der Bewegung von a bis B:

fi= Vgi [arc (cos = 0) — arc (cos = 1)].

Der Bogen, dessen cos = 0 ist, ist aber der Quadrant, folglich
arc (cos =0) =1z, und der Bogen, dessen cos =1 ist, ist Null,

folglich ist ¢ = %nV—Z— :
=]

Indem nun das Massenelement von dem Punkt B aus seine
Bewegung nach C hin fortsetat, verliert es allméhlich die Geschwin-
digkeit, welche im Punkt B das Maximum erreicht hatte. In dem
Punkt ¢, welcher in derselben Horizontalen mit dem Punkt e liegt,
wird nach § 56 die Geschwindigkeit wieder gleich derjenigen im
Punkte e geworden sein, und man hat:

c=1/[2g(cos ¢ — cos &) . 7],
g

es ist aber auch hier ds—=—dgp .r und ¢ = — d‘f”

, folglich hat

man auch fiir diesen Theil der Schwingung:
—dp.r
V[2g. (cosp —cosa).r] ’
und es mufs sich die Zeitdauer, welche das Massenelement braucht,
um von B nach dem Punkt der Ruhe ¢ zu gelangen, genau in der-
selben Weise, wie vorhin, finden.
Nennen wir 7' die Zeit einer ganzen Pendelschwingung, so ist:

00} T =2 h=— ﬂV—;— =0,5620]/r.

dt ==

Man sieht, dafs in diesem Ausdruck der Erhebungswinkel «
nicht vorkommt; es ist also die Zeitdauer einer Pendel-
schwingung unabhéingig vom Erhebungswinkel, so lange der-
selbe so klein ist, dals man die oben gemachte Substitution fiir
cos & gelten lassen kann.

Den Radius des Kreishogens » nenmnt man die Linge des
Pendels. Fiir eine Linge + ist dic Dauer der Schwingung:
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T’
T'=ax V—— 4
g

L) il V4 il s
d. h. fiir mathematische Kreispendel von verschiedener
Linge verhalten sich die Schwingungszeiten wie die
Quadratwurzeln aus den Lingen der Pendel.
Ist 7 die Dauer einer Pendelschwingung, so ist T'.n die Dauer
von nPendelschwingungen, nennen wir diese T, so hat man:

Bi=nli= nﬂ‘/—;—

folglich:

=R
02) n="T0 V£

Fiir ein Pendel von der Liinge ' hat man in derselben Zeit
die Anzahl der Pendelschwingungen:

et Vi
T T' 9

92a) n:n’:‘/—;— : V%; Slfr s s
d. h. fiir mathematische Kreispendel von verschiedenen
Lingen verhalten sich die Anzahl von Schwingungen in
ciner gegebenen Zeit umgelkehrd wie die Quadratwur-
zeln aus den Pendellingen.

Aus der Formel 90 folgt fiir 7—=1:
31,25
r= —7‘-5; = 58696 — 3,1666 Fuls.

Ein Pendel, dessen Schwingungsdauer eine Sekunde betrigt,
nennt man ein Sekundenpendel. Hiernach ist die Linge ei-
nes mathematischen Sekundenpendels:

3,1667 Fuls — 38 Zoll preufsisch,
= 0,9938 Metres.

folglich:

Pendelschwingung in einer beliehigen Kurve — Cykloidenpendel —
Tautochrone — Brachystochrone.

§ 58. Es sei allgemein (Fig. auf folg. Seite) ABC eine beliebige
Kurve, in welcher ein Massenelement sich unter dem Einfluls der
Schwerkraft bewegt. C sei ein Punkt des stabilen Gleichgewichts,
und zugleich der Anfangspunkt des Koordinatensystems, dessen eine
Axe cy mit der Richtung der Schwere zusammentfillt, also in dem
Punkte € normal zur Kurve ist, wihrend die beiden andern Axen in
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einer horizontalen, die Kurve C beriihrenden Ebene liegen. Ista der
Abstand des Punktes, in welchem das Massenelement seine Bevve-
pr gung von der Ruhe aus beginnt, so ist

= die erlangte Geschwindigkeit in dem
Augenblick, wo es den Punkt B er-
e reicht hat, dessen Abstand von der
lf{ X{B Horizontalen gleich @ ist:
o c=1"[29(a—z).]
Ist ds das Kurvenelement, so
ist auch
f =g
OF W
folglich
di = bt

VIzg(a—x)]"

Um nun die Zeit zu finden, welche das Massenelement braucht,
um von einem Punkte der Kurve bis zu einem andern zu gelangen,
mufs man diesen Ausdruck integriren, indem man ds und z von
ein und demselben Urvariablen abhiingig macht, und dann das In-
tegral zwischen den entsprechenden Grenzen nehmen. Man kann
dazu die Gleichung der Kurve benutzen. Ist dieselbe:

y=f.+C
s=q,+C,
so hat man:

ds = 1/ (de? + dy* + dz*) = da]/[1 + (df.)? + (dg.)?],
folglich ganz allgemein: ;

98)s b= = T/;?/‘/[l z (df;):: (d%)jdw —+ Const.

Gewdohnlich fithrt diese Methode, wegen des schwierigen Inte-
grals, nur schwer zum Ziele, und man sucht lieher ds aus andern
Eigenschaften der Kurve herzuleiten, wie wir es bei dem Kreis-
pendel gethan.

Von den verschiedenen Kurven, in welchen Pendelschyvingun-
gen stattfinden kénnen, hat, aufser dem Kreishogen, noch die Cy-
kloide ein besonderes Interesse.

Es sei ABC eine Cykloide, welche durch Abwickelung eines
Kreises von dem Halbmesser gleich » auf der horizontalen Linie
AX entstanden ist. Der Erzeugungskreis sei bei seiner Abwicke-
lung in die Lage gekommen, in wvelcher er eben das Kurvenele-
ment BE beschreibt; er beriihre dabei die Grundlinie 4X in d, und
indem er sich auf derselben fortyilzt, macht er zunichst, indem er
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das Element BE beschreibt, eine unendlich kleine Drehung um den
Punkt d; es ist folglich die Sehne Bd des Erzeugungskreises die
Normale fiir den Punkt B, und daher die hierzu normale Sehne Be
Tangente fiir denselben. Wo die Richtung der Normalen mit der
Richiung der Schwere zusammentfillt, ist ein Punkt des stabilen
Gleichgewichts (§ 55). Da die Erzeugungslinie horizontal
ist, so ist leicht einzusehen, dals dies der Punkt C sein miisse, wel-
cher zugleich Scheitel der Cykloide ist. Nun ist:
BIE e B sl BF - BF . Be

sin (BEE") sin (Be @) BG

Es ist aber BE=ds; BF—=dxr; BG=x; Be=1/(ed.ek)= 1/ (@r.2),

folglich hat man:
as'= dazv% 5

setzt man diesen Werth in den oben gefundenen allgemeinen Aus-
druck fiir dt, so hat man:

kS v’[zg_(—adixu 4T V(;T) : m}%;r)

r dx
R V(?) '-/;/(ax —a?)
e r e )
= — ‘/(—E) 5 arc(tang = —————21/(” £ xz))
7 ot =«
= ‘/E— . arc (cotg = ——————21/(” i xz)).
Nehmen wir dies Integral zwischen den Grenzen z=a bis z=0,

so findet man die Zeit, welche das Massenelement braucht, um von

der Ruhe aus bis zum Punkt des stabilen Gleichgevwichis in der Cy-
kloide zu fallen:

folglich:

) Es ist nimlich (Wolffs Zahlenlehre I Th. § 607. No.9):
2qx — P

? dx 1 @ b ]
/ Vmnrpe—gx®) — Vg o [tang = 2Vq . V(m - px—gx*)
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t= V%[arc(cotg = —®) —arc (cotg =+ )]

t:n‘/%.

Man sieht hieraus, dafls diese Zeit unabhiingig ist von der Or-
dinate @, oder von der Hohe desjenigen Punktes, von welchem die
Bewegung ausgeht, so dals, wenn ein Massenelement von einem
Punkie, dessen Ordinate gleich @, und ein anderes Massenelement
von cinem Punkte, dessen Ordinate ' ist, in demselben Augenblicke
zu fallen beginnen, dennoch beide zu gleicher Zeit in dem Punkte C
anlangen. Es werden also bei der Cykloide alle Bogen,
die man von irgend einem Punkte der Kurve bis zum
Scheitelpunkte rechnen kann, in gleichen Zeiten durch-
fallen, und deshalb nennt man die Cykloide in Bezug auf diese
Eigenschaft tautochronische Linie; das Kreispendel ist dagegen
nur fiir kleine Erhebungswinkel annihernd isochron.

Da die Cykloide zu beiden Seiten der Linie CY symmetrisch
ist, so lifst sich, wie beim Kreispendel, zeigen, dafs die Zeit, wel-
che das Massenelement braucht, um von C aus sich wiederum bis
zum Abstande @ von der Horizontalen zu erheben, ebenfalls gleich ¢
sein miisse. Demnach ist die Dauer einer Schwingung in
der Cykloide:

94) T:2n‘/§:n‘/§,
d. h. die Dauer der Schwingung ist ebenso grols, wie bei
einem isochron schwingenden Kreispendel, dessen Pen-
dellinge gleich dem doppelten Durchmesser des erzeu-
genden Kreises der Cykloide ist.

Denken wir die Cykloide auf einen cylindrischen Korper, des-
sen Seiten vertikal sind, dessen Grundfliche aber eine ganz belie-
bige Form haben mag, aufgewickelt, und zwar so, dafs die Grund-
linie der Cykloide in einer horizontalen Ebene bleibt, so entsteht
eine Kurve von doppelter Kriitmmung, welche aber immer noch
dieselbe Eigenschaft des Tautochronismus haben mufs, wie die
urspriingliche Cykloide, denn es ist fiir diese Kurve in dem Aus-

druck:
ds

V[2g(a — )]

fiir denselben Werth von z das Kurvenelement ds von derselben
Linge, wie bei der urspriinglichen Cykloide, es hat also d¢ densel-
ben Ausdruck, und folglich lassen sich daran dieselben Entwicke-
lungen kniipfen, welche wir eben besprochen haben.

dbi=
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Bs lifst sich ferner nachweisen *), dafs die Kurve, in welcher
ein Massenelement von einem gegebenen Punkie nach einem an-
dern, tiefer gelegenen, durch die Schwerkraft bewegt in der kiir-
zesten Zeit gelangt, ebenfalls eine Cykloide mit horizon-
taler Grundlinie ist, welche in dem Anfangspunkt des Falles
beginnt und durch den tiefer gelegenen Punkt geht. Dieser Eigen-
schaft wegen nennt man die Cykloide auch die Linie des kiirze-
sten Falles, auch Brachystochrone. Der Beweis dieser Ei-
genschaft ist nur mittelst der Variationsrechnung zu liefern, wir
miissen hier darauf verzichten, und verweisen in dieser Beziehung,
sowie in Betreff des Beweises, dafs die Cykloide mit hori-
zontaler Grundlinie die einzige Tautochrone sei, auf das
unten genannte Werk von Poisson **).

Allgemcines Gesetz fiir das Gleichgewicht eines Massenelements auf einer
Kurve.

§59. Bewegt sich ein Massenelement unter dem Ein-
fluls verschiedener Kriifte in einer beliebigen Kurve,
und ist die Resultirende aus diesen Kriften in irgend
einem Augenblick normal zur Kurve, so sind die Krifte
in diesem Augenblick im Gleichgewicht, und umgekehrt:
wenn die Krifte in irgend einem Augenblick im Gleich-
gewicht sein sollen, so mufls die Resultirende normal
zur Kurve sein.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der Darstellung in § 55, denn
fiir irgend einen Augenblick lifst sich die Resultirende als konstant
wirkend betrachten (§33) und fiir eine konstant wirkende Kraft
ist in § 55 nachgewiesen, dafs die Krifte eine Gleichgewichtslage
haben, wenn die Richtung der Resultirenden fiir einen gevwvissen
Punkt normal zur Kurve ist.

Es sei (Fig. auf folg. Seite) AB eine beliebige ebene Kurve; das
Massenelement befinde sich in @, und es wirken auf dasselbe die Drucke
ein dG, parallel mit der Axe BX und dF parallel mit der Axe BY.
Die Richtung des resultirenden Druckes ist dann zu bestimmen
durch Gleichung 59) und mit Riicksicht auf Satz 2 in § 33 durch:
dF
a6’ »
wenn « den Winkel bezeichnet, den der resultirende Druck mit

tang ¢ =

*) Vergl. Traité de Mécanique par S. D.Poisson. T.I § 285, S. 425.
**) Ebendaselbst. Tom. I. § 283. S. 422.
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der Richtung dG macht. Soll nun die Lage @ cine Gleichgewichis-
lage sein, so mufs diese Richtung des resultirenden Druckes nor-
mal zur Kurve sein, und fiir diesen Fall hat man auch:

folglich muls fiir die Gleichgewichislage immer die Gleichung statt

finden:

aF __ dy
o e

Gleichgewicht eines Massenelements auf einer rotirenden Kurve.

§ 60. Denken wir nun, dals d¢ der Druck der Schwerkraft
sei, dals die Axe BX vertikal sei, dafs die Kurve 4B um die Axe
BX gedreht werde, und dafls folglich
das Massenelement der Einwirkung der
Centrifugalkraft unterworfen sei. Da
das Massenelement sich bei jener Dre-
hung in einem Kreise bewegt, dessen
Halbmesser die Ordinate y ist, so hat
man, wenn w die Winkelgeschwindig-
keit, und n die Anzahl der Umdre-
hungen bezeichnet, welche die Kurve
in einer bestimmten Zeit T, macht, nach No. 79 und §0:

dG  4n?

Eap G8G b i BG D, B
dB =cd.. . S = it .n2g.

X

Setzt man diesen Werth in die Gleichung 95), so folgt fiir die
Gleichgewichtslage:

3 T3 e tang a,
folglich:
e i) tang o
n— E‘—‘ . V(g v i %

Nun st ar’{n—u:Xb oder gleich der Subnormalen des Punk-

tes @ in Bezug auf die Drehaxe XB. Bezeichnen wir dicse Sub-
normale Xb mit ¢, so ergiebt sich:

— T &
96) n = L. Vq..

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit der Gleichung 92), so
ergiebt sich die Zahl der Schwingungen »’ eines mathematischen Pen-



b. Wirkung mehrer mechanischen Krifte auf ein Massenelement. 79

dels, dessen Pendellinge gleich der Subnormalen ist, in derselben

Zeit: T
i g T
n _7\/.@;_,
folglich doppelt so grofs.
Hierin liegt folgendes Gesetz:
Kann ein Massenelement in einer Kurve, welche
in einer vertikalen Ebene liegt, und die sich um
eine vertikale Axe dreht unter dem Einflufs der
Schwerkraft und der Centrifugalkraft sich bewe-
gen, so ist das Massenelement im Gleichgewicht,
sobald die Anzahl der Umdrehungen, welche die
Kurve um die Axe in einer gegebenen Zeit macht,
halb so grofs ist, als die Zahl der Schwingungen
eines mathematischen, isochron schwingenden
Kreispendels, dessen Pendellinge gleich ist der,
auf der Umdrehungsaxe gemessenen Subnorma-
len desjenigen Punktes der Kurve, in welchem
das Massenelement sich befindet.

Gleichgewicht eines Massenelements aufl einer rotirenden Parabel.

§ 61. Aendert sich die Zahl der Umdrehungen, und ist auch
die Subnormale verinderlich, so wird das Massenelement sich auf
der Kurve forthewegen so lange, bis wieder die Bedingungs- Glei-
chung 96) erfiillt wird; es wird also, falls die Kurve die entspre-
chende Ausdehnung und Gestalt hat, fiir eine geiéinderte Anzahl von
Umdrehungen endlich in eine neue Lage kommen, in welcher es
wiederum im Gleichgewicht ist.

In der Praxis ist jedoch die Bedingung von Wichtigkeit, eine
solche Kurve zu bestimmen, auf welcher das Massenelement sich
zwar forthewegt, sobald die Anzahl der Umdrehungen, damit die
Centrifugalkraft dF und folglich auch die Richtung der Resultiren-
den zur Kurve sich éndert, die jedoch so beschaffen ist, dafs das
Massenelement bei dieser Fortbewegung niemals auf der Kurve ins
Gleichgewicht gelangen kann, wenn nicht die Anzahl der Umdre-
hungen in einer bestimmten Zeit wieder denselben Werth » erreicht
hat, dals aber, sobald dieser Werth wieder erreicht ist, das Massen-
element, wo es sich auch auf der Kurve befinden mag, im Gleich-
gewicht sei.

Die gesuchte Kurve mufs offenbar die Eigenschaft haben, dafs
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ihre Subnormale fiir jeden Punkt konstant sei, denn wenn
in der Gleichung:
T /2
die Subnormale ¢ konstant ist, so kann die Gleichung nicht anders
erfiillt werden, als wenn auch » einen konstanten Werth hat, so-
bald aber » diesen Werth erreicht, wird die Gleichung erfiillt, wo
auch das Massenelement sich auf der Kurve befinden mag.

Bekanntlich ist die Parabel eine Kurve, deren Subnormale
fiir die symmetrische Axe konstant gleich dem halben Parameter
ist. Es folgt daher fiir die gesuchte Parabel die Gleichung:

@* =24qy,

und wenn man ¢ aus der Gleichung 96) entwickelt und hier ein-
setzt :

mz—.lez'g
% %

Bezeichnet » die Anzahl der Umdrehungen in einer Minute,
so hat man 7, = 60, und nach Ausrechnung der Zahlenwerthe:

97) o2 =5684,115 . 2.

Hierdurch ist die Parabel bestimmt; die Rotationsaxe ist die
Axe der X.

Gleichgewicht eines Massenelements auf einem rotirenden Kreisbogen.

§ 62. Ist die Kurve AB, in welcher sich das Massenelement

bewegen kann, ein Kreisbogen, dessen Halbmesser — r ist, und

<’ welcher um seinen Durchmes-

X ser rotirt, so driickt sich die
) Subnormale aus durch:

q = r.cosq,
7 und da » fir jeden Punkt kon-
stant ist, so findet man, indem

A, k. 1 man diesen Werth von ¢ in die
. - ( Gleichung 96) einsetzt:
2 el b VU 1
m{ o n=g V£V 0
vy V 8 Es entspricht daher jeder An-
B zahl von Umdrehungen in einer

~ bestimmten Zeit ein bestimmter Winkel «, welcher der Erhebungs-
winkel oder Ausschlagswinkel heilst. Aendert sich die An-
zahl der Umdrehungen, so wird auch der Ausschlagswinkel geiin-
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dert, das Massenelement kann dann bei einer geéinderten Umdre-
hungszahl ins Gleichgewicht kommen, aber nothwendiger Weise in
einer andern Lage, und dies bedingt einen wesentlichen Unter-
schied mit dem eben betrachteten Fall (§ 61), wo sich das Massen-
element in einer Parabelbahn bewegte.

Hat der Winkel « zugenommen bis «', so ist die Entfernung
des Massenelements von der Horizontalen um

@' — o = r(cos &' — cos )
gewachsen.

Der hier besprochene Fall setzt voraus, dals der Mittelpunkt
des Kreises, in welchem das Massenelement steigen und fallen kann,
in der Rotationsaxe liege. Diese Annahme ist keineswegs noth-
wendig. Denken wir, es sei X' B' die Rotationsaxe, wihrend
XB eine andre vertikale, durch den Mittelpunkt des Kreishogens AB
gehende Axe vorstelle. Der Abstand der Axe X'B’ von XB sei a.
Fiir irgend eine Lage des Massenelements in « ist nun die Subnor-
male auf der neuen Axe:

g=—ae=r.cosa—a.cotgw,

und folglich:

o

99) ne= LYl &

27 ' r.cosa—a.cotgo’

Bei dieser Anordnung #ndert sich die Subnormale nicht in
demselben Sinne, in welchem der Cosinus des Erhebungswinkels
sich indert. Es ist denkbar, dafs, wihrend sich der Winkel «
wachsend bis ¢’ éindert, die Aenderung der Subnormale dufserst ge-
ring sein, dafs also fiir die Lagen des Massenelements in dem Bo-
gen o — ¢ die Subnormale fast einen konstanten Werth haben
konne, und dafs mithin fiir diese Lagen der Kreishogen, welcher
um eine Sehne rotirt, niiherungsweise dieselben Eigenschaften ha-
ben konne, welche die Parabel, die um ihre symmetrische Axe
rotirt, fiir alle Lagen des Massenelements hat. Es wird dabei
wesentlich auf die Entfernung ¢ der Rotationsaxe von dem Mittel-
punkt des Kreisbogens ankommen, und wir wollen, da dieser Ge-
genstand von praktischer Wichtigkeit ist, untersuchen, wvelchen
Werth @ haben miisse, damit fiir die Lagen des Massenelements in
dem Bogen von &’ — & die Subnormale nahezu konstant bleibe.

Fiir den Erhebungswinkel « ist die Subnormale:

qg=—r.coso—a. colga,
und fiir den Erhebungswinkel ¢’ hat sic den Werth:
¢ =r.cosa' —a. cotga

IL 6
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Wenn nun die Subnormale fiir den Ausschlagswinkel o den-
selben Werth hat, als fiir ¢/, so kann sie zwar fiir jeden zwischen
« und e’ liegenden Winkel einen andern Werth haben, allein sie
wird, indem sich der Winkel von « bis & dndert, sich nur in der
Weise #ndern konnen, dafs siec um eben soviel wiichst, als sie
abnimmt, so dafs also ihr mittler Werth derselbe bleibt. Wir
setzen demmach:

==l Py cosa—a.cotga=r.cose —a.colge,
folglich:
’
€0S v — COS o
M) g1 cotg o — cotg o

7. B. es soll das Massenelement, wiihrend es den Bogen von
30 Grad bis 45 Grad durchliuft, nahezu eine konstante Subnormale
haben, wie weit mufs die vertikale Sehne, um welche der Kreishogen
rotirt, von dem Durchmesser desselben entfernt sein.

Es ist:
cos 30° — cos 457
cotg 30" — cotg 45°

a=0,217r.

Fs ist dann die Subnormale:
g=r.cose—a. cot.ga
—r(cos & — 0,217 cotg e,

a =

also fiiv:
30° ¢ = 0,4901r
320 ¢ = 0,5007r
34° ¢ =0,5073r
36° ¢ = 0,5103~
3710 ¢ = 0,51067
38° ¢ = 05103r
40° ¢ = 0,5074r
42° ¢ = 0,5021r
44° ¢ = 0,4946r
45° ¢ = 0,4901r.

Die grofste Differenz der Subnormalen betriigt also nur circa
0,027, und da sich die Umdrehungszahlen umgekehrt verhalten, wie
die Quadratwurzeln aus den Subnormalen (No. 96), so wird, with-
rend das Massenelement auf diesem Bogen sich befindet, die Zahl
der Umdrehungen, bei welchen es im Gleichgewicht ist, héchstens
0,5106
0,4901

zwischen » und ”V = 1,02n variiren konnen.
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Es ist iibrigens hervorzuheben, dafs diese Betrachtungen .nur
zuléissig sind, wenn @ positiv ist, d. h. wenn die Rotationsaxe zwi-
schen dem Mittelpunkt des Kreishogens und dem Massenelement an-
genommen wird. Nimmt man sie auf der entgegengesetzten Seite,
so ist immer:

g=r.cosa -+ a.colga

a
o7 e 06(1‘ +]/(1 — COSO‘2));
es #ndert sich also ¢ in demselben Sinn, wie cos «, und es kon-
nen daher nie fiir zwei Winkel von verschiedenen Cos. gleiche
Subnormalen statt finden.

¢) Wirkung mehrer mechanischen Krafte auf ein festes
System von Massenelementen.

Festes System.

§ 63. Unter einem festen System von Massenelemen-
ten verstehen wir zwei oder mehre Massenelemente, welche in fe-
ster Verbindung (Th. I. § 3) mit einander stehen, die folglich mit
einander so zusammenhingen, dals sich keines unabhingig von
dem andern bewegen kann, und deren Abstand unter einander daher
stets unverindert bleibt, wie sich auch der Abstand der einzelnen
Elemente von andern, nicht zu dem System gehorigen Punkten in-
dern mag (§ 12).

Jeder feste Korper stellt hiernach ein festes System von Mas-
senclementen dar, so lange man von der Forminderung, welche er
durch #ufsere Krifte erleiden kann, absieht.

Ein Massenelement, welches sich vollkommen unabhingig
von andern Massenelementen bewegen kann, welches also keinem
festen System angehort, nennen wir frei.

Innere Krifte eines festen Systems — Festigkeit.

§ 64. Wirkt eine Kraft auf ein zu einem festen System geho-
riges Massenelement, so hat sie im Allgemeinen das Bestreben, den
Abstand desselben von den iibrigen Elementen des Systems zu &n-
dern; da aber eine solche Aenderung nicht statt finden kann, so
lange das System ein festes bleiben soll, so mulfs dies Bestreben
durch eine Gegenkraft aufgehoben werden. Es mufls also der
Druck der duflserlich auf das Massenelement wirkenden Kraft
durch einen Gegendruck, welcher dem ersten der Gréfse nach
gleich aber der Richtung nach entgegengesetzt ist, im Gleichgewicht

6 *



