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CALCULS RELATIFS A LA DETERMINATION DU MINIMUM DE METAL

; DANS UN PONT

Dans les publications techniques ame6ricaines on rencontre souvent des calculs
relatifs ä la determination du minimum de metal. Mais nous ne pouvons les rap-
porter iei, car ils different trop et par les hypothöses et par les rösultats, et ils
sont souvent longs et diffus.

Nous en donnons neanmoins quelques exemples d’apres M. Merrill, afin de

faire voir la marche que l’on peut suivre. On remarguera que toute la Bu est

supposee statique.

On consultera avec interet, ä& ce sujet, le journal Franklin Institute et le
bulletin de la Societe des Ingenieurs civils de New- York.

Angle &conomique pour une paire de tiges.

Determiner Vangle d’inclinaison pour une paire de tiges en fer, qui transmeltent um
effort donne aux points d’appui avec le minimum de metal necessaire.

Supposons que D B, fig. (141), soit une poutre de longueur a renforcde parle

montant A C etles tiges OD et CB, et chargde d’un poids W en A. Le poids est
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d’abord transmis-A Cpar AC, puisä D et B par les tiges C Det CB. On veut

que YangledeC B avec la verticale soit tel, que C B trausmette la moitie de

Wen B, avec la quantit@ minimum de metal.
w

D za &) “
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Fig. (141).

WenC est represente par C A qui se decompose suivant C’e et C f. Dansles
triangles semblables A BC et Ce g, nousavons::

 

EPs
ACC €B

=W Ce
ou Rh  Xızır

d’oü reWs E ae + hi 3

Mais C e est l!’effort sur C B. Supposons que l’effort moyen de rupture dufer
soit 60,000 livres par pouce carre, si nous divisons C e par 60,000, nous obtien-
drons evidemment le nombre de pouces carres necessaires dans C B, pour rompre
exactement sous l’effort C e.

i era
done section dC B= 560.0 Wh

Multiplions ce resultat par la longueur € B, nous aurons :

WERTE. re a+ 4
120.000 A 120.000 h ;

Si nous trouvons maintenant la valeur de A, pour laquelle cette expression sera
minimum, nous aurons r&solu le probleme.

volume ddCB=

26 ae
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Le premier facteur &tant constant peut ätre ndgligd, le volume sera minimum,

a4 "ir „
quand ° 7,sera minimum,

Differenciant, nous aurons:

EIRRANZTFRLFRTEN

hi

Supposant la differentielle premiere nulle, nous avons:

2 —- ed —-W—=0,
3

“ "=+d,

La differentielle seconde sera:

 

qui est positive pour A—= +a.
Done, cette valeur de A rendra la fonction primitive minimum.

Par consdquent, dans le triangle isocele D BC, © B fera un angle de 45° avec

la verticale, et les deux tiges seront ä angle droit l’une sur l’autre.

Si h @tait moindre que 4 a, la longueur de © B serait diminude, mais l’effort

sur cette tige serait aceru et, par consöquent aussi, sa section transversale et son

volume.

Si A dtait plus grand que + a, la tension sur © B serait diminude, mais sa lon-

gueurserait augmentee, et son volume serait plus grand queand A = 7a.

La loi des efforts de toute autre matiere soumise A l’extension etant la möme que
pour le fer, c’est-ä-dire que les efforts varient en raison directe de la section,

nous pouvons conclure que le möme angle &conomique sera satisfaisant pour elle

dans les mömes circonstances.

Angle &eonomique pour une serie de tiges.

Determiner Pangle convenable d’inclinaisonpourles tiges d’une travee devantIrans-

mettre un effort donne aux points d’appwi, en employant le minimum de metal.

Supposons une travde de la forme ci-dessus, fig. (142), de portee a et de hau-

teur h, avec un poids W suspendu au point milieu F de la corde inferieure, poids
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qui est transmis aux appuis. FB,GC, HD, I E sont les tiges qui transmettront

la moiti6 du poids & la culde de droite. La projection d de chaque tige est

A B c D E

x rw V..\c
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da
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Fig. (142).

inconnue, mais doit &tre telle que la somme de leurs volumes doit ötre minima.
L’angle des montants est insignifiant, car ils ne doivent servir qu’ä maintenir le
parallelisme des tiges, et ne doivent pas produire d’efforts sur chaque tige; car il

est le m&me pour chacune d’elles, et independant de l'inclinaison des mon-
tants.

 

Les triangles BF Get Bde sont semblables. Dans le dernier, Be—= + W, et

BENSSORE CeBEG /eB  eeen

Bd: Be
Nous avons En Ba:

Bd +W
ou ———— —;

vb+h h

. WwWVr#®rR
d’oü Bed Du,

Mais la section de B F en pouces carrds est dvidemment egale A Veffort quelle

supporte, divise par 60.000 ou m X B d. Sa longueur est BF=v&® +7

et, si on represente son volume par V,

EREITE er Wie 1)

=erh Ta.000%
L’effort et la longueur &tant les mömes pour chaque tige, leurs volumes doivent

etre les m&mes. Le nombre de tiges entre le milieu et la culde est evidemment
egal & 4 «a divise par d. Multipliant le volume d’une tige par le nombre de tiges,
nous aurons la somme entiöre que nous cherchons:

w(e+#) n RA TENN Dr

120.000 A 25 220.000% * b

Nous desirons trouver une valeur de 6 telle que cette fonction soit minimum.

SV
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Le premier facteur est constant, et la fonction sera minimum, en m&me temps
que le second facteur. Differenciant, en nons rappelant que A est constant, nous
trouvons!

bx2b.db— ("+ 4) db.
b

Posons la premiere derivee — 0, nous aurons

enet
d’ou Dh.

Dh)

La seconde derivee est:

2) Ws
b*

qui est positive pour & = h. Done cette valeur de d rend la fonction primitive
minimum.
Nous trouvons done que Fangle &conomique, dans le cas d’une suite de tiges,

est le möme que celui trouv@ pour une paire de tiges, et est 45°.

Angle &conomique pour une paire de bras.

Determiner Tangle convenable d’inclinaison pour une paire de bras en fonte tra-
vaillant d la compression, de facon a transmettre un efjort donne aux points d’appui,
avec une quantite de metal minimum.

Supposonsla figure (143). A Bet BD sont des bras en fonte, BC est une tige
verticale et A D est la corde. Le poids est en ©. Le poidsW est d’abord transmis

en B ot il est Be, et ses composantes sont Ba et B d. La hauteur BC est A et

la portee de la travee est AD = a.
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Dans Be det BC D, nous avons:

DIS DE
BD BC
Bd on
Fam

Mais B d est l’effort sur B D, et sa longueur est :

BIEeMPTEAR.

Substituons ces valeurs dans la formule donnant le volume d’une piece en fonte

travaillant ä la compression. ‚

V=Ax Winx ms. (1)

dans laquelle A est un coeffieient num6rique variable, selon que la section est

pleine ou creuse, et faisons 75 — m et {1 — N, nous trouverons:

2 FEIERN

V=AXa x(v R++ Zn

m+n

Na SE wm (Az) :
VA en 5) |x nehx ee)Ba

2 DR 2 h

Dans cette valeur de V, le premier facteur est constant et peut etre neglige dans

la recherche du minimum.

Differenciant, nous aurons!

en

THlet)? x2nda-(W+re)* Xmir-'dh
\

= h? m

Annulons la premi£re derivee:

Am+! (m + n) (+ LgpH_mm'(R+ ze=
ou en divisant par #-!("++e3®—]1,

2

 

*NOTA BENE.Nous donnons ce calcul et Ir suivant pour le cas de bras en fonte, et !a formule (1) qui

donne le volume a &t& deduite, comme nous avons vu, de la formule (A); d’une facon analogue, on deduirait le

volume de la formule (B), s’il s’agissait de bras en fer, et la dötermination de l’angle &conomique, dans le cas

present comme dans le suivant,se ferait d’une maniere identique.

D’ailleurs, comme nous avons eu dejä l’occasion de le dire, le cas de bras en fonte n’est plus actuellement

celui qui se presente generalement, l’emploi du fer, m&me pour les pieces en compression, ayant remplace celui

de la fonte. De plus, ce dernier calcul n’a plus qu’un interet röirospeetif, puisque l’on en est arriv& A employer

presque partout les pieces en compression verticales.



 

198 caLcUuLs RELATIFS A LA DETERMINATION DU MINIMUM DE METAL DANS UN PONT.

 

"(mn —m ("+4N

 

ou meh, mo:

i_ WR
Ei mA

4®@
ee 2Vn

= 0,27933
n

ALERT>):
Ve

done h= 0,528 x 5 — 0,264 X a

ou a= SB, 188Hh.

Cette valeur de A, substitude dans la deuxiäme derivee, la rend positive; donc
la fonction primitive est minimum pour cette valeur de A. Nous voyons donc que
la hauteur du triangle sera un peuplus grande que le quart de la portee.

Le nombre 0,528 est la tangente naturelle de angle du bras avec l’horizontale;
cet angle est Jui-m&me de 2751‘. L’angle avec la verticale est le compl&ment de
celui-lä, soit 62°9.
On pensera avee nous cependant que, quoique l’angle determing soit exactement

le meilleur pour l’&conomie dans les bras eux-memes, un angle moindre pour
linclinaison sur la verticale diminuerait la tension sur la corde qui relie les
extr&mites inferieures de ces bras, et diminuerait un peu la quantite de metal dans
Vensemble du systeme.

Supposant donc que A D et B C sont en fer forge, cherchons ä determiner
quand la somme de leurs volumes sera minimum.

Dans BedetBCD, nous avons:

de _Be
Cr RE

deWe
al El

Dre oa
d’ou Be

L’effort sur © D est &galä.d e et sa longueur est + a. Donc son volumeest:
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A
5,000 “40,000 7

L’effort sur BC est W, et sa longueur est A.
Donc son volumeest:

Wh
5,000

Doublant le volume de C D pour la somme de A C et CD, et ajoutant le

volume de BC, nous avons:!

EN je Wh
20,000 A 5,000

comme fonction d’une variable A, dont nous cherchons la valeur minimum.

La fonction peut s’ecrire:

ANGEee
5000 aa tr"

Le premier facteur est constant et peut ötre ndglige. Differenciant le second

facteur, nous aurons:

 

 

—_ ExAd.h
re +.d.h.

Faisons = 0, la 1'° derivee, nous avons:

4a

6% Er er

16#—=4a

h=-a,

Comme cette valeur de A rend la seconde derivdepositive, elle rendra minimum
la fonetion primitive. La valeur de A pr&cddemment trouvde, quand le metal
emplay& pourles bras est minimum, dtait 0,26 x a ou pres de 4a,

Donc, une hauteur comprise entre le + et la moitid de la portee donnera la plus
grande economie dans la quantite de metal de l’ensemble.

Dötermination trigonomötrique

Soit Bl’angleC BD, quand

Bd=+Wsec. B,

 



 

200 CALCULS RELATIFS A LA DETERMINATION DU MINIMUM DE METAL DANS UN PONT.

N BED ArSec 3

Remplacant W par Bdet BDpar/, dans la formule donnant le volume d’un
bras, nous aurons:

V=A(4Wsee. B)" (h see. BJ"
ou VZAEWE USERBan

mais htge.B=4a,

a

I2 tg.B

Remplacant % par cette valeur, nous aurons:

1
V=[A(4 WW)» (Za)])x fig,Bu * (see: BEA.

(tg. B)
Negligeant le facteur entre erochets qui est constant, nous pourrons derire le

second facteur :

  

1 m+n

Bei. £ (cos. Bf 1
Es, cos, Bieten Be Ten: DIE unBr
cos. B/

Differenciant, nous aurons :

„‚ (sin B)"xm(cos. BJ"='(— sin. BdB)+ (cos. B)" xn(sin.Bj"! (cos. BdB)
(cos B)*" (sin. B)?®

.Negligeant le denominateur, et posant la 1"* derivde — 0, nous avons:

(sin. Bj? +.1.x m (cos, Br 7 cos. Br ti Sn enBe

0 BERo

we

tor 15892

BE 20209)

Cette valeur de B rend la seconde derivde positive, et la fonction primitive

maximum.

Elle est parfaitement conforme ä la valeur trouvde pröcddemment pour l’angle
d’inclinaison sur la verticale.
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Angle öconomique pour une serie de bras.

Determiner Fangle convenable pour Tinclinaison des bras dans une travde, afın qwüls

transmetient un effort donne aux points d’appui avec le minimum de metal.

Soit AB CD, fig. (144), une travde dont la hauteur est A et la portee a. Suppo-

sons que le poids W soit en H et quil se transmettre en CetD par le systeme de

A E B
 

          
bras inclines et de tiges. Tous les bras sont comprime&s egalement, ceite com-
pression dependant de leur inclinaison et nullement de Vangle des tiges qui les

relient. Nous cherchons quelle doit &tre la valeur de d, la projection des bras,

pour que la somme de leurs volumessoit minimum.

Dansle cas d’une paire de bras,il fallait döterminerla valeur de A ; dans ce cas,

h est fixe et b est variable.

Le poids W se transmet d’abord en E oü sa moitidE E c se transmet egale &

EdsurEG.
Dans Ec det EHG, nous avons:

Bee il!

It:

+W h

don MIDUR-

E d est l’effort sur le brasEG, t EG=Y#+% est sa longueur.

Remplacant ces valeurs dans la formule pour le volume d’un bras de fonte,

remplacant le coefficient numdrigue par A et les exposants fractionnaires par m

et n, nous aurons:!

an
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+ VL 
_ |,[Wer

pour le volume de R G.

Le nombre entier de bras entre H et © est dvidemment egalä 4 a divise par 5

Uny: Les volumes des bras &tant &gaux, nous aurons dvidemment la somme

BR : ade leurs volumes en multipliant cette expression par 97»

WU ZangenAn»—) xv FB
a

et ey

C'est la quantit@ dont nous cherchonsle minimum. La seule variable est 5.
On ‚peut &crire:

Verare
sr 3V=-|5,x4 (5) x (# + Ay

Commela quantit& entre erochets est constante, on peut la negliger dans la
recherche du minimum.

Differenciant l’autre facteur, il vient :

 

 

  

ENT pen s Mn

eeFeSe ” RE NEGi

Faisant la derivee premiere — 0, nous avons:

‚„[m+n & \e-ı  /,„ unve) (an (rat
don rl\=# 4%

"(m n-NV)=#-

h
Daen.

vm+n—|

En donnant ä m et n leurs valeurs numeriques, nous avons:



 

CALCULS RELATIFS A LA DETERMINATION DU MINIMUM DE METAL DANS UN PoNT. 203
 

1
ern = (0,8336

VUVm+n-—|]

d’oü in = m x 0,8330,

En donnant & d cette valeur dans la derivde seconde, elle larend positive; done
elle correspond au maximum de la fonction primitive.
Le nombre 0,8336 est la tangente naturelle de ’angle 39°49. Nous conclurons

done que l’angle le plus &conomique pour une suite de bras paralleles est de
39°49avec la verticale ou 50°11’ avec l’horizontale.

Determination trigonomötrique.

Soit E langle H E G que nous cherchons,

Ed=+Wsec. E

BIG=rsec, Bi

Remplacant E d, l’effort sur BG, par W et EG par/, dans la formule donnant
le volume d’un bras, et introduisant le coefficient numerique A et les exposants
m etn, nous aurons!

NE, =V=A[z see. BR.) x (A sde. By

Multipliant par ns le nombre de bras, nous aurons:

W m

a, xA = see. R) x (hsec. E) .

Remplacant 5 par sa valeur A tg. E.

Er 1 w\e
” ne Een Far n A mt»a,x A” (sec. E)

 
z ORALWENDTea

= ee = En
Le premierfacteur est constant et peut ätre neglige. Differencions la seconde

fraction, nous aurons:



*
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tg. E d. (sec. Er +" — (sec. E"t®dtg. BE
tes Hl

ou

tg. E (m+ n) (sec. EP +"='x N(SecAE
SD \ A
anne

Posant la premißre difförentielle — 0,

tg. E (m + n) (sec. E)" +"! x sin. E— (see. Das=

tg. E (m + n) sin. E=sec. E

sn’E(m+n)=]

1
m+n

log. (sin. E) = 1,6132924

log. sin. E = 9,8066462

E:= 39 50'.35.

ce qui concorde avec nos caleuls preeedents. Cette valeur de E rend la deuxi&me

derivde positive, comme il convient.

"L’angle le plus &conomique pour un simple poids au milieu de la portee sera

dvidemment le meilleur pour le cas general de poids en des points quelconques du

pont.

 Sun=

e) ö


