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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit setzt sich mit einer Fragestellung aus der Risikotheorie ausein-
ander. Im Rahmen der mathematischen Modellierung werden die Schliisselgréfien, wie der
Ruinzeitpunkt, der Uberschuss vor Ruin und das Defizit bei Ruin analysiert. In dieser
Arbeit wird der Fokus auf das klassische Risikomodell, das auch als Cramér-Lundberg Mo-
dell in der Literatur bekannt ist, gelegt. Die Analyse dieser Schliisselgrofien basiert auf der
sogenannten Gerber-Shiu Funktion, welche eine Verallgemeinerung der Ruinwahrschein-
lickeit darstellt. Hierbei wird eine erwartete diskontierte Strafzahlung, in Abhéngigkeit
von Uberschuss vor Ruin und Defizit zu Ruin, betrachtet. Die Diskontierung kann auch
als Laplace-Transformation des Ruinzeitpunktes interpretiert werden. Mit Hilfe der allge-
meinen Theorie lassen sich explizite Resultate fiir spezielle Schadenshohen Verteilungen
und Straffunktionen herleiten. Als Ergénzung, aber auch in allgemeineren Situationen an-
wendbar, werden in dieser Arbeit auch numerische Losungswege erarbeitet. Abschlieend
werden numerische und explizite Losungen gegeniibergestellt und das Konvergenzverhalten
diskutiert.



Abstract

This thesis, deals with a question from the risk theory. In mathematical modeling,
the keywords such as the time of ruin, the surplus before ruin, and the deficit at ruin
are analyzed. In this thesis, the focus is on the classical risk model, also known as the
Cramér Lundberg model in the literature. The analysis of these keywords is based on the
Gerber-Shiu function, which is a generalization of the probability of ruin. We consider
expected discounted penalty, in dependence on surplus immediately before ruin, and the
deficit at ruin. The discounting can also be interpreted as a Laplace transformation of the
time of ruin. With the help of general theory, explicit results can be derived for specific
damage distributions and penalty functions. As an adjunct, but also applicable in more
general situations, numerical paths are also developed in this thesis. Finally, numerical and
explicit solutions are compared and convergence behavior is discussed.
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Einleitung

Versicherungssysteme wurden entwickelt, um Einzelpersonen und Unternehmen vor hohen
finanziellen Verlusten als Folge von unkontrollierten und zufilligen Ereignissen zu schiitzen.
Die Versicherung kann durch eigenes Kapital, bzw. mittels einer finanziellen Reserve die
Risiken iibernehmen. Damit spielt das Kapital eine zentrale Rolle in der Risikotheorie.
Die Féhigkeit zur Riickzahlung von Schadensbetrdagen wird durch die Hohe der Reser-
ve bestimmt. Mit einem deterministischen Modell konnte der Versicherer seine kiinftigen
Leistungen (d.h. Verluste) schéitzen und damit die Hohe seiner Pramien bestimmen. Erst-
mals wurden deterministische Modelle im Bereich der Lebensversicherung angewendet. Im
letzten Jahrhundert entwickelte sich die Nicht-Lebensversicherung, in deren Mathematik
stochastische Modelle eine zentrale Rolle spielen, siehe [6]. Ruintheorie verwendet stochas-
tische Modelle, um die Entwicklung des Uberschusses in einem Versicherungsportfolio im
Laufe der Zeit zu beschreiben. In der klasischen Risikotheorie sind die folgende zwei Fragen
von Bedeutung:

(a) Ruinzeitpunkt

(b) Defizit beim Ruinzeitpunkt, siehe [9]

Die Zahlprozesse spielen eine sehr groie Rolle in Risikotheorie. Wir wollen einige davon in
Kapitel 1 definieren. Die Zéhlprozesse benotigt man, um die Anzahl der Schiaden in der
Zeit zu entwickeln. Dazu gehoren Poisson-Prozesse und Erneuerungsprozesse. Weiters
definieren wir auch Markov Prozesse und Lévy-Prozesse. Eine Sonderklasse von Pro-
zessen, die uns von grofler Bedeutung in der Risikotheorie sind, sind zusammengesetzte-
Poisson-Prozesse. Die zusammengesetzten Prozesse sind besonders wichtig fiir die Be-
rechnung des Gesamtschadens eines Portfolios von individuellen Risiken.

In Kapitel 2 wird der Risikobegriff genauer definiert. Es wird auch der klassische Risi-
koprozess eingefiihrt, bei dem die zentrale und stochastische Komponente ein zusammen-
gesetzter Poisson-Prozess sind. Dazu wird der Begriff des Uberschusses erklirt, der eine
entscheidende Rolle vor Ruinauftritt spielt.

Zentrales Thema des Kapitels 3 ist die Wahrscheinlichkeit des Ruins. Seine Analyse im
Risikoprozess wird Ruintheorie genannt, siehe [6]. Die in dieser Arbeit definierten Ruin-
wahrscheinlichkeiten sind die Wahrscheinlichkeiten fiir den technischen Ruin eines Versi-
cherungsbestandes. Sie sind nicht zu verwechseln mit der Wahrscheinlichkeit, dafl ein Ver-
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sicherungsunternehmen ruiniert wird. Mit Ruinwahrscheinlichkeiten 148t sich das Risiko
eines Versicherungsportfolios oder eines Versicherungsbestandes bewerten, und man kann
unterschiedliche Risiken vergleichen im Sinne welches Risiko ist gefirlicher, siehe [19]. Die
Darstellung der Ruinwahrscheinlichkeit mit Hilfe der Erneuerungsgleichung als spezielle In-
tegralgleichung wird an dieser Stelle prasentiert. Mit den klassischen Methoden der Erneue-
rungstheorie ldsst sich die bekannte asymptotische Cramér-Lundberg- Approximation
zur Ruinwahrscheinlichkeit herleiten, siehe [6]. Um die Cramér-Lundberg-Ungleichung zu
konstruieren benotigt man den Anpassungskoeffizient, der auch eine grofie Rolle in der
Ruintheorie spielet.

In der klassischen Ruintheorie sind oft folgende zwei Fragen zu betrachten: Defizit zum
Ruinzeitpunkt und Ruinzeitpunkt. Diese zwei Fragen waren immer getrennt behandelt.
Gerber und Shiu (1998) fithrten eine erwartete diskontierte Straffunktion, genannt Gerber-
Shiu Funktion. In dem Artikel studierten sie die gemeinsame Verteilung von drei Zufalls-
variablen: den Ruinzeitpunkt, den Uberschuss gleich vor Ruin und das Defizit zum Ruin-
zeitpunkt, die tatséchlich eingebettet waren in der Gerber-Shiu-Funktion. Sie betrachteten
die Zeit im Bezug auf Laplace-Transformation, die als Diskontierung interpretiert werden
kann. Sie fanden die Gerber-Shiu-Funktion als Funktion des urspriinglichen Uberschusses,
die mit einer natiirlichen probabilistischen Interpretation kompatibel war. Gerber-Shiu-
Funktion ist niitzlich bei der Behandlung des klassischen Problems in der Risikotheorie.
Zum Beispiel, wenn der Rabatt gleich Null und die Straffunktion konstant gleich eins ist,
bekommt die Gerber-Shiu-Funktion eine Ruinwahrscheinlichkeit. Da die Straffunktion je-
de nichtnegative Funktion sein kann, Gerber-Shiu-Funktion ist bequem, um auf die reale
Situation angewendet werden zu koénnen, wie z.B. Option Preisgestaltung. Zusammenge-
fasst, Gerber-Shiu-Funktion verallgemeinert ein besseres Verstédndnis der Ruintheorie. Im
Kapitel 4. wird die Gerber-Shiu-Funktion fiir das klassische Risikomodell hergeleitet und
es werden einige niitzliche Ergebnisse diskutiert. Alle Ergebnisse und Beweise in diesem
Kapitel finden Sie in der Literatur [9] und [§].

Im Kapitel 5 berechnen wir explizite Losungen der Gerber-Shiu Funktion fiir unterschied-
liche Straffunktionen. Im Fall, wenn die Straffunktion konstant eins ist, haben wir eine
Ruinwahrscheinlichkeit. Wir betrachten auch den Fall wenn die Straffunktion von Defizit
abhingt. Um explizite Ergebnisse zu bekommen benutzen wir die Technik der Laplace-
Transformation fiir Gerber-Shiu Funktion. Wir benutzen MATLAB um unsere Ergebnisse
zu veranschaulichen.

Mathematische Modellierung von realen Lebensproblemen fiihrt zu funktionalen Gleichun-
gen, z.B. teilweise Differentialgleichungen, Integral und Integro-Differential Gleichungen,
stochastische Gleichungen und andere. Viele Mathematische Formulierungen von physi-
kalischen Phénomenen enthalten Integro-Differentialgleichungen. Diese Gleichungen ent-
stehen in der Fluiddynamik, biologischen Modellen und Chemikalien Kinetik. Integro-
Differentialgleichungen sind meist schwierig analytisch zu losen, sodaf es erforderlich ist,
eine effiziente Ndherungslosung zu erhalten. Mehrere numerische Methoden zur Approxi-
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mation der Fredholm oder Volterra Integro-Differentialgleichungen sind bekannt, siehe [16].
In dieser Arbeit im Kapitel 6 stellen wir die Verwendung von Finite-Differenzen-Methode
dar, um Integro-Differentialgleichungen (4.4) zu l6sen. Wir leiten die Finite-Differenzen
Methode her und mit Hilfe von MATLAB stellen wir die Ergebnisse graphisch dar.

Im letzten Kapitel dieser Arbeit wollen wir iiber Konvergezverhalten sprechen. Wir wol-
len die Konvergenzordnung von verallgemeinerte Volterra Integro-Differentialgleichung be-
stimmen. Dazu beschreiben wir zwei Methoden. Eine ist Spline-Kollokationsmethode und
die andere ist Implizite Runge-Kutta-Nystrom Methode. Wir haben dann diese theoreti-
sche Aspekte auf unsere Integro-Differentialgleichung iibersetzt und haben in Tabellen und
Graphiken die Fehler fiir verschiedene Werte von p dargestellt und die Konvergenzordnung
bestimmt.

In Anhang zum Schluss befinden sich einige stochastische Grundlagen, die wir fiir Ent-
wicklung dieser Arbeit benotigen und auch die Grundlagen der Erneuerungstheorie.
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Kapitel 1

Poisson-Prozesse und
zusammengesetzte Poisson-Prozesse

1.1 Poisson-Prozess

Der Poisson Prozess ist ein wichtiger stochastischer Prozess. Er ermittelt die Haufigkeit
bestimmter Zufallsereignissen in einem bestimmten Zeitintervall, wobei N(¢) die Anzahl
von Ereignissen im Zeitintervall [0, ¢] ist.

Definition 1.1.1 (Z#hlprozess) [6]
Ein stochastischer Prozess N = {N(t)}i>o mit Zeitraum 7" = Ny heifit ein Zahlprozess,
wenn er die Werten in N hat und folgende Eigenschaft erfiillt

N(s) < N(t) f.s., furalle 0 < s <t < oo.

Definition 1.1.2 (Poissonprozess) [15]
Ein stochastischer Zahlprozess { N(t) : t > 0} iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P)
heifit Poissonprozess, wenn die folgende Bedingungen gelten:

1. N(0)=0;

2. Der Prozess hat unabhéngige Zuwichse: fiir alle ¢;, ¢ = 0,...n und n > 0, so dass
0=ty <ty <..<ty, die Zuwichse N(t;) — N(t;_1), 1 <i < n unabhingig sind;

3. Es existiert eine nicht monoton fallende rechtsstetige Funktion p : [0, 00) — [0, 00)
mit 14(0) = 0, so dass die Zuwéchse N(t) — N(s) ~ Poi(u(t) —pu(s)), (0 < s <t < o0)
Poisson verteilt sind. ¢ nennt man der Mittelwert Funktion von N;

4. Mit Wahrscheinlichkeit 1 sind die Pfade {N(t,w)}+>0 vom Prozess N(t) rechtsstetig
fiir ¢ > 0 und haben linkseitigen Grenzwert fiir ¢ > 0. Man sagt, dass N(¢) cadlag
Pfade hat.



KAPITEL 1. POISSON-PROZESSE UND ZUSAMMENGESETZTE
POISSON-PROZESSE

Der Spezialfall des Poisson-Prozesses entspricht dem Fall, dal i eine lineare Mittelwert-
funktion ist:
p(t) =X, t>0

fiir A > 0. Der Parameter \ ist Intensitidt oder Rate des homogenen Poisson-Prozesses. Der
Parameter A entspricht dabei der "mittleren Anzahl”von zufilligen Ereignissen im Intervall
[0,1] . Falls A = 1, N(t) ist dann ein standard homogener Poisson-Prozess.

Allgemeiner, N(t) hat eine Intensitéits Funktion oder Preis Funktion A wenn, p absolut
stetig ist. D.h. fiir alle s < t der Zuwachs p(t) — p(s) hat die folgende Darstellung:

p(sst) = ) = () = [ M. s <

fiir eine nicht negative meflbare Funktion \. Eine Konsequenz davon ist, dafl u eine stetige
Funktion ist, siehe [15].

Bemerkung: [15]
Ein homogener Poisson-Prozess mit Intensitdt A hat folgende Eigenschaften:

1. cadlag Pfade;

2. beginnt bei 0;

3. hat unabhéngige und stationédre Zuwichse;
4. N(t) ist Poi(At) verteilt fiir alle ¢ > 0.

Eine sonder Klasse vom Poisson-Prozesse sind sogenante Erneuerungsprozesse, die grofie
Anwendung in der Risikotheorie haben.

Definition 1.1.3 (Erneuerungsprozess) [6]

Seien X, X, ...X,, unabhéngig identisch verteilte Zuffalsvariablen, 7,, = > X, wobei
i=0
Xo = 0 und N(t) = max{n > 0| 7,, < t}, V&t > 0. Dann heifit jeder der drei stochas-

tischen Prozesse { X, }n>0, {T0}n>0 und der Zéhlprozess {N(t)}i>0 Erneuerungsprozess.

Definition 1.1.4 (Lévy-Prozess) [13, Vgl. Definition 1.1 S. 2]
Ein Lévy-Prozess ist ein stochastischer Prozess {X (¢),¢ > 0} mit Wahrscheinlichkeitsmaf
P wenn gilt:

1. Die Pfade von X sind P- fast sicher rechtsstetig mit linksseitigen Grenzwert.

3. X(t) — X(s) hat die gleiche Verteilung wie X(t — s) fiir 0 < s < t (stationdre
Zuwdchse).



KAPITEL 1. POISSON-PROZESSE UND ZUSAMMENGESETZTE
POISSON-PROZESSE

4. Firallen € Nund 0 < 51 <t < 59 < tp < ... <3, <t, < oo die Zuwéchse
X(t;) — X(s;), i = 1,...n sind unabhéngig (unabhingige Zuwdchse).

Wichtige Beispiele fiir Lévy-Prozesse sind die Brownsche Bewegung, der Poisson- Prozess
und der zusammengesetzte Poisson-Prozess.

1.2 Markov Eigenschaft

Definition 1.2.1 (Markov Prozess) [10]
Sei X = {X(t)}+>0 ein stochastischer Prozess mit Werten in S C R. Dann heiit X (¢) ein
Markov Prozess, wenn fiir alle s, > 0 und B € B(S5) gilt:

P(X(t) € B|F¥)=P(X(t)e B| X(s)) P— fs.
wobei F& = o{X(u) | 0 <u < s} und B(S) Borelalgebra von S ist.

Das heif3t, um zukiinftige Ereignisse vorherzusagen, braucht man nur das Wissen iiber den
aktuellen Zustand, nicht iiber die Vergangenheit. Wichtige Beispiele fiir Markov Prozess

sind der Poisson-Prozess, klasischer Risikoprozess, Brownsche Bewegung, Lévy Prozess,
zusamengesezter Poisson-Prozess.

Definition 1.2.2 [10] Markov Prozess heifit homogen, wenn
PX(t)eB|X(s)=2)=P(X(t—s)eB|X(0)=2) P-fs

Folgerung 1.2.1 (Markov Eigenschaft fiir die Poisson-Prozesse) [15]

Poisson-Prozesse bilden eine besondere Klasse von Markov-Prozesse am Intervall [0, c0)
mit Zustandsraum Ny = {0,1,...}. Dies ist eine einfache Folgerung von unabhéngigen
Zuwichse. Es gilt fiir alle 0 = {5 < t; < ... < t,, und fiir die nicht negative natiirliche
Zahlen k;, i =1,...,n, n > 2 folgende Markov Eigenschaft

P(N(tn) =kn | N(t1) = k1, e, N(tn—1) = kn_1) = P(N(t,) = kn | N(kpn_1) = kn_1).
Wir definieren weiter die Ubergangswahrscheinlichkeit der Markov-Prozess X;:
Dritn(s,t) =P(X(t) =k+h| X(s) =k)=P(X(t) — X(s) =h),

0<s<t, hkeN,.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind eng mit den Intensitéiten verbunden, die werden
als die folgende Grenzwerten gegeben:

. Dk, t,t+s
)\k,kJrh(t) = 18%1 kk+h(5 )



KAPITEL 1. POISSON-PROZESSE UND ZUSAMMENGESETZTE
POISSON-PROZESSE

Aus der Theorie der stochastischen Prozesse wissen wir, daf3 die Intensitdten und die in-
tial Verteilung eines Markov-Prozesses, die Verteiliung dieses Markov-Prozesses bestim-
men. [15]

Proposition 1.2.1 (Zusammenhang zwischen den Intensitéiten von dem Poisson und -
Markov-Prozess) |15]

Betrachtet wird ein Poisson-Prozess N = {N(t)};>o mit stetige Intensitdts Funktion A auf
[0, 00). Dann gilt fiir alle & > 0,

A(t)  falls h=1,
Ak gtn(t) = )
0 falls  h>0

1.3 Der zusammengesetzter Poisson-Prozes

Zunéchst wollen wir definieren, was man unter einem Schadensverlauf im Sinne einer ste-
tigen Bertachtungsperiode versteht.

Definition 1.3.1 (Schadensverlauf) [19]

Ein Shadensverlauf ist eine Folge von Zufallsvariablen (7,,, X,,), n =0, 1,2, ... mit
To=0 T,<Th, n=0,1,2.. P—fs

und
Xo=0, X,>0, n=0,1,2,... P — f.s.

Diese Definition hat die folgende Interpretation: Es wird zuerst ein vorgegebenes Risiko
zum Zeitpunkt Ty = 0 betrachtet. T, ist der Zeitpunkt des n—ten Schadenfalles und X,
ist die Schadenhohe dieses Schadenfalles fiir n = 1,2, ... [19]

Zu einem Schadensverlauf wird der zugehorige Zahlprozess N (t), ¢t > 0, definiert durch
N(t) =max{n:T, <t}, t>0.
N(t) ist konstant in Zeitintervall [T},, Ty, 11)-
N(t)=mn, te|T,,Th), n=0,1,2 .., t<0.

Wir bezeichnen mit S(¢) den zugehorigen Schadensprozess, der folgendermaflen gegeben
ist.

N(t)
Sty =Y X; t=0.
=1

Fiir N(t) = 0 setzen wir S(t) = 0.
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POISSON-PROZESSE

Der Prozess N(t) bezeichnet die Anzahl der Schéden, die in dem festgelegten Zeitinter-
vall [0, ¢] eingetreten sind und S(t) ist die Gesamtschadenhéhe bis zum Zeitpunkt ¢.

Schlielich definieren wir noch die Wartezeiten W,, zwischen dem n — 1-ten und n—ten
Schaden durch
Wn = Tn - Tn—17 n = 1,2,

Wir haben noch folgende Voraussetzungen:
(i) Xy, Xy, ... sind stochastisch unabhéngig und identisch verteilt mit Verteilung Flx;
(ii) Xy, Xo, ... und 17, T, ... sind stochastisch unabhéngig.

Dann erhalten wir, da8 X7, X5, ... und N(¢) stochastisch unabhéngig sind und die Vertei-
lung des Schadens bis zum Zeitpunkt ¢ > 0 ergibt sich wie folgt

= ip(sa) € A, N(t) =)

—ZPX1+X2+ 4+ X, € AP Zpt VE*i(A

=0
wobel
pe(i) =P(N(t) =14), i=0,1,..., t>0.

Eine wichtige Klasse von Schadenprozessen S(t), ¢ > 0 ist die Klasse zusammengesetzten
Poisson-Prozesse auch Poissonsche Summen Prozesse gennant. Diese Klasse von Prozessen
erhélt man durch die Annahme, dass die Wartezeiten W;, ¢ = 1,2, ... unabhéngig identisch
verteilt sind nach einer Exponentialverteilung mit Mittelwert 1/ > 0.

Satz 1.3.1 (Verteilung der Wartezeiten) [6]
Sei { N(t) }+>0 ein homogener Poisson-Prozess mit Intensitdt A > 0 und mit den Wartezeiten
{W, }nen. Dann sind Wy, W, ... unabhéngig und Exponential (\)-verteilte Zuffalsvariablen.

Beweis: Es seien t,t; > 0, dann gilt

P(Wl > t)
P(WQ > 1 | Wl = tl)

P(W, =0) = e und
P(N(ta +t) N(t1)) =0[ N(t:) =1)
=P(N(ts +1) = N(t) = 0) = P(N(t) = 0) = e ™.

Somit ist W5 unabhéngig von W und gleichverteilt. Allgemein gilt fiir ein n > 0 und
t, Wi, Wa, ..., wy > 0,

P(Wn+1 >t | Wi = W1y eeny W, = wn) = P(N(tn
N

[t
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wobei t, = wy + wy + ... + w,.

Definition 1.3.2 (zusammengesetzter Poisson-Prozess) [6]
Ein zusammengesetzte Poisson-Prozess S ist dann definiert durch

wobei X;,i = 1,..Nt(t) i.i.d verteilte Zufallsvariablen sind, die auch unabhéngig von
N, ={N(t) |t > 0} sind.
Ein zusammengesetzte Poisson-Prozess besitzt unabhéingige und stationdre Zuwéchse.

Bemerkung: [0]

In dem Wahrscheinlichkeitssinne kann ein Prozess mit stationdren und unabhéngigen Zuwéchsen
in jedem Zeitpunkt als ” Erneuerung” betrachtet werden. Da die Exponentialverteilung die

" Gedéchtnislosigkeit” Eigenschaft besitzt, dann gilt die ”Erneuerung” fiir die zusammen-
gesetzten Poisson-Prozesse.

Der entsprechende zusammengesetzte Poisson-Prozess hangt von beiden Parametern, der
Intensitdat A > 0 und Schadenhéhenverteilung Fx ab. Es gilt fiir ¢ > 0 und £ =0,1,2, ...

k
P(N(t)=k) = eM(%), (1.1)
wobei der Zahlprozess NV;, t > 0 ein homogener Poisson-Prozess mit Intensitdt A > 0 ist.
N(t) ist homogen, da A von ¢ unabhéngig ist.
Beweis:
Wegen
N(t)=k<:>W1+...+WkStundWl+...+Wk+1 >t

gilt
PIN({t)=k)=P(Wi+ ...+ Wy <t) = P(Wi+ ... + Wi < t).
Die Verteilung von W; + ... + W,, hat die Dichte

n
A n—1_—\z

x—>(n_1)!a: e, x>0,

und damit wird

t k. k—1 k+1,.k k
e—Aa:dx ( ) -t

P(N(t):k):/o((k—l)!_ i) N

Korollar 1.3.1 |17] Sei {S(¢)} ein zusammengesetzten Poisson-Prozess mit Charakteristik
(A, Fx). Dann gilt
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(a) Der Prozess {S(t)} hat stationére und unabhéngige Zuwichse,

(b) die momenten erzeugende Funktion von S(t) ist gegeban durch
My (s) = XM7Y, (1.2)
und der Mittelwert und Varianz

E[S(t)] = Mf, VaR(S(t)) = o (1.3)

1.4 Light und Heavy-tailed-Verteilungen

Die Forderung an die Versicherungsgesellschaft kann durch diskrete und stetige Zufallsva-
riablen beschrieben werden. Im Fall von stetig verteilten ist das Grundprinzip ein adequéte
Modell zu finden fiir die Anspruchsbetrag. Das Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden in
zwei Familien getrennt: light tailed und heavy-tailed-Verteilungen. Die Exponentialvertei-
lung ist eins davon, siehe [4].

Definition 1.4.1 [4] Die Verteilung Fx heifit light-tailed, wenn fiir A > 0 gilt

jiy(x)

e—Ax

lim sup < 00

T—00
Fiir light-tailed-Verteilungen gibt es Konstanten a > 0 und A > 0, sodal Fy(z) < ae™*
gilt und fiir s > 0 gilt auch Mx(s) < oc.

Weiters werden untersucht die Klassen von Verteilungen von nicht negativen Zufallsvaria-
blen, sodafl m(s) = oo fiir alle s > 0. Wir nennen sie heavy-tailed- Verteilungen. Bekannte
Beispiele von heavy-tailed-Verteilungen sind lognormal, Pareto und Weibull-Verteilungen,
siehe [17].

Definition 1.4.2 [4] Wenn fiir alle A > 0,

F
lim inf ng) > 0.
r—o00 e~

die Verteilung Fx hat heavy-tailed-Verteilung.

Fiir heavy-tailed-Verteilungen gibt es Konstanten a > 0 und A > 0, so dass Fx(z) > ae™**

gilt und fiir s > 0 gilt auch Mx(s) = oo, siehe [4].

Definition 1.4.3 [17] Sei X eine stetige Zufallsvariable. Definiere r, = P(X > n) =
Pn + Pnt1 + ...+, n € N, sodafl r,, > 0,

Mp=P(X =n|X>n)="L2

T'n
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Die Quotient m,, heiit Hazard-Rate von {py} in n-ten Periode. Die Funktion m, kann als
bedingte Wahrscheinlichkeit intepretiert werden, sodaf ein Individuum in n — 1 Jahren
iiberlebt und in n-ten Jahr stirbt.

Definition 1.4.4 [4] Sei X eine stetige Zufalsvariable mit stetige Dichte Funktion f

T fx(s) ; _
0 FX(S)ds. Weil es m,

—L Fy(z)/Fx(z) gilt, folgt daraus, daB Mx(z) = —logFx(z) gilt. Daraus folgt die fol-
gende Konsequenz

und stetigen Verteilungsfunktion Fx. Sei weiters My (z) =

Fx(2) = eap(— / “mx(s)ds) = exp(—Mx (x).

Die Funktion N
MX(x):/ m(s)ds
0

heifit Hazard-Funktion.

Sei ap = sup, .. Mx(z)/z, wobei Mx(x) = —logFx(z) Hazard-Funktion von Fy ist.
Diese Terminologie wird durch die folgende Tatsache motiviert: wenn F'x stetige Dich-
te hat, dann ist Mx(z) differenzierbar und es gilt dMx(X)/dz = mx(z), wobei mx(x)
Hazard-Rate-Funktion ist. Wir betrachten die Verteilungen auf R* mit Fx(0—) = 0, sie-
he [17]

Satz 1.4.1 |17) Wenn oy = 0, dann ist Fx heavy-tailed.

Beweis: Sei ap = 0, dann ist auch sup,_,,, Mx(r)/x = 0. Wahle ¢ > 0, dann existiert ein
' > 0, sodal Mx(X) < ex fir alle x > 2/. Daher wird fiir einige ¢ > 0, Fx(x) > ce™*
und fiir alle z > 0 gelten

/ e Fy(z)der V¥V s>e.
0

Da e > 0 beliebig ist, diese Gleichung gilt fiir alle s > 0, was bedeutet, da} F'y heavy-tailed
ist. O

Bemerkung. Fiir heavy-tailed-Verteilung F'x gilt

lim e Fx (1) = o0
Tr—00

fiir alle s > 0.

Die niitzlichsten light-tailed und heavy-tailed- Verteilungen sind in folgenden Tabelen ge-
geben:
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POISSON-PROZESSE

Light-tailed- Verteilungen (siehe [4])

Name Parameter Dichte
Exponential A>0 fx(x ) = )xe_’\”"
Gamma a>0,8>0] fx(z) = 5_ —Bz
Weibull B>0,7>0| fx(x)= ﬁmf ! —W
Hyperexponential | A\; >0, Y p; | fx(z) = > pidie ™
i=1 i=1
Heavy-tailed- Verteilungen (siehe [4])
Name Parameter Dichte
Weibull >0,0<7<1 fx(z) = pram—le P’
Lognormal | > 0,0 >0 fx(x ) = — 1%67(12;”)
Loggamma | « > 0, 5 > 0 fx(x) = x;ﬁﬁ)s( 1)
Pareto a>0,A>0 fx(x) = /\H(/\H)T‘
Burr a>0,A>0,7>0 fX(m):%




Kapitel 2

Einfiihrung in die Risikotheorie

2.1 Der Risikobegriff

Es existieren verschiedene Risikobegriffe. Fiir uns ist das Risiko aus wahrscheinlichkeits-
theoretischer Sicht von Interesse. Ein Risiko derart ist das Ergebnis eines Zufallsexpe-
riments, bzw. eine Zufallsvariable, die nur nicht-negative Werte annimmt. Als mdogliche
Ergebnisse sind hier Geldbetrige (nicht-negative reelle Zahlen). Das Ergebnis eines Zu-
fallsexperimentes ist vor Ausfithrung unbekannt d.h. wir wissen nicht welches Ergebnis
eintritt. Aus diesem Grund ist der Betrachtungszeitpunkt von entscheidender Bedeutung.
Es gibt auch unterschiedliche Risikoarten. Bei der zufilligen Auspriagung von Anzahl und
Hohe des eingetretenen Schadens trotz Vorliegen vollstéandiger Information sprechen wir
von einem Zufallsrisiko. Anderseits bezeichnen wir die systematische Abweichung in Anzahl
und Hohe des Schadens wegen unvollstéindiger Information iiber die wahre Schadenvertei-
lung als Irrtumsrisiko. Gesucht ist daher eine verniinftige Handlungsmethode, um das aus
Zufalls- und Irrtumsrisiko resultierende Gesamtrisiko zu verringern. Das Irrtumsrisiko 1483t
sich durch die Anwendung statistischer Verfahren verkleinern und daher ist es leichter zu
beeinflussen als das Zufallsrisiko. Deswegen ist in der Versicherungspraxis folgende Devise
bekannt:

” Ersetze, wo immer maglich, das Zufallsrisiko durch das Irrtumsrisiko ” ( siehe [11])

Das Zufallsrisiko wird durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung beschrieben. Wir kénnen
damit beschlieBen, dal die Schiden in einem Versicherungsvertrag gleich wie Ergebnisse in
einem Zufallsexperiment entstehen. Die klassische Beispiele fiir das Zufallsexperiment sind
Miinzwurf und Roulettespiel.

Stochastische Modelle sind besonders wichtig im Zusammenhang mit der Modellierung
des Risikos als Zufallsexperiment. Diese Modelle beschreiben die Situationen, in denen wir
nicht im Voraus vorstellen konnen, was in der Zukunft passiert. Im weiterem Teil dieser
Diplomarbeit beschéftigen wir uns mit Zufallsrisiko. Es gibt auch noch andere Risikoarten
wie z.B. Anderungsrisiko, Grofschadenrisiko und Kumulrisiko.

Es ist weiter die Frage welche Rolle spielt das Risiko in Versicherungsunternehmen? Die

10
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Ungewiflheit der Schiden beziiglich Eintrittszeitpunkt, Anzahl und ihre Hohe ist die Exis-
tenzgrundlage der Versicherung. Durch mathematische Modellbildung wird das Risiko be-
sonders Betrachtet und besser kontrollierbar gemacht. Daher spielt die Mathematik bei der
Versicherungsschutz eine wichtige Rolle (siehe [11]).

2.2 Kollektives und Individuelles Risikomodell

In der Risikotheorie zu unterscheiden sind zwei Risikomodelle: das individuelle Risikomo-
dell und das kollektive Risikomodell.

e Individuelles Modell: Das individuelle Modell versucht, den Jahresgesamtschaden von
Einzelrisiken zu modellieren und dann durch Faltung zu einem Modell fiir den Jahresge-
samtschaden von Risikogruppen zu kommen. Das Individuelle Modell kann sinnvoll nur in
weitgehend homogenen Risikogruppen angewendet werden, da die Verteilung von Einzelri-
siken in der Schadenversicherung praktisch unbekannt ist. Dieses Modell ist insbesonderes
dann relevant, wenn man die Erwartungswerte der Gesamtschidden mehrerer Risikogrup-
pen gleichzeitig modellieren mochte (siche [14]).

e Kollektives Modell: Das kollektive Modell modelliert den Gesamtschaden einer Ri-
sikogruppe ausgehend von einem Modell fiir die Schadenzahl und einem Modell fiir die
Schadenhohe pro Schadenfall, wobei nicht auf die Einzelrisikoebene zuriickgreiffen werden
muss. Damit lasst sich Gesamtschadenverteilung mehr realistisch modellieren. Dadurch
kann man die Fragen wie z.B. nach der Wahrscheinlichkeit von beliebig hohen Jahresver-
lusten beantworten. Das kollektive Modell behandelt also unmittelbar eine praxisrelevante

Fragestellung, wihrend das individuelle Modell nur mittelbar als Teilmodell anderer Mo-
delle Verwendung findet (siehe [14]).

Das individuelle Modell wird in der Regel in einer Form dargestellt, die fiir die Lebensversi-
cherungsmathematik geeignet ist (wo es auch entstanden ist), die aber in der Schadenversi-
cherung meist keinen rechten Sinn macht, weil die erforderlichen Daten fehlen (siehe [14]).
Daher wird in der Folge nur das kollektive Modell betrachtet und analysiert.

2.3 Das klassische Risikomodell

Es gibt viele Griinde, den Risikoprozess zu studieren. Dieser Prozess kann eine Beschreibung
geben iiber die Risikohohe des Portfolios. Ein Maf fiir die Gefihrlichkeit des Risikos ist
die Ruinwahrscheinlichkeit. Die Kenntnise iiber den Risiko Prozess konnen uns helfen die
folgenden Fragen zu beantworten:

e Wie grofl den Sicherheitszuschlag brauchen wir, um die Pramie zu kalkulieren?

e Welches Maf3 an Reserven brauchen wir?

11
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o Welches Maf3 an Dividenden konnen wir bezahlen?
e Welche Art von Selbstbehalte sollten wir haben?
e Wie sollen wir riickversichern?

Wir haben gerade im Kapitel 1 gesehen, dafi das zusammengesetzte Poisson-Prozess
wertvolle Eigenschaften hat und damit auch eine grofle Anwendung in der Risikotheorie. Es
kann beispielsweise als Grenzwert von individuellen Modellen hergeleitet werden, was auch
der Grund war, dafl ein Risikomodell in stetiger Zeit postuliert wird. In dem Fall, besitzt der
Gesamtschadenprozess in jedem Zeitintervall eine zusammengesetzte Poisson-Verteilung.
Weiters muss auch das Pramieneinkommen modelliert werden. Da die Pramienzahlungen
iiber das ganze Jahr aufgeteilt sind, wird es angenommen, dafl das Prédmieneinkommen
stetig iiber die Zeit erfolgt und fiir jedes Zeitintervall proportional zur Intervalllinge ist.
Das fiithrt zum Modell, das durch folgende Dynamik gegeben ist:

N(t)

Ult)=u+ct—» X
=1

Hierbei ist U(t) der Uberschuss oder freie Reserve eines Versicherungsportfolios zur Zeit
t, u das Anfangskapital zum Zeitpunkt ¢ = 0 und ¢ die Hohe der Prédmie. Die Anzahl
der Schéden in (0,¢] ist ein Poisson-Prozess N(t) mit Parameter A. Die Einzelschaden
X; sind eine Folge unabh&angiger und identisch verteilter positiver Zufallsvariablen und
unabhéngig von N(t). Dieses Modell wird Cramér-Lundberg Modell oder Klassisches Ri-
sikomodell genannt (siehe [1]).

Im weiteren wollen wir der Ubersch}lss U(t) etwas préaziser definieren. In dem klassischen
Risiko-Prozess wird die Hohe des Uberschusses eines Versicherers zu einem festgelegten
Zeitpunkt ¢ > 0 durch drei Faktoren festgelegt:

1. Die Hohe des Startvermogens
2. Die Hohe der Pramieneinnahmen bis zum Zeitpunkt ¢
3. Die Hohe der Schadenszahlungen bis zum Zeitpunkt ¢

Definition 2.3.1 (Uberschuss) [9]
Der Uberschuss zum Zeitpunkt ¢ wird mit U(¢) bezeichnet und ist folgerdermaflen definiert:

U(t) =u+ct — S(t),

wobei u die Hohe des Startvermogens, ¢ die Hohe der Pramie pro Zeiteinheit und S(t)
Gesamtschadenhohe bis zum Zeitpunkt ¢.

Von Bedeutung sind auch die folgende Annahmen:

12
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1. Die Verteilungsfunktion von X ist Fx mit Fx(0) = 0.
X,; > 0 fur alle 4.
X ist stetig verteilt mit Dichte fx.

fr ist der k-ten Moment von X;, mit f; = E[X;] < co.

A el

My ist die momentenerzeugende Funktion von X. Falls diese fiir v > 0 existiert, dann
gibt es ein 0 < v < oo, sodaf (fiir alle v <y und lim My (v) = 00), Mx(v) < 0.
U—>77

Bemerkungen: [1]

e In der Praxis tritt Ruin so gut wie nie auf. Wenn ein Versicherunsunternehmen merkt, daf3
ihr Uberschuss stark abnimmt, wird es die Pramien erhéhen. Andererseits ist ein Versiche-
rungsunternehmen aber aufs verschiedenen Portfolios aufgebaut. Ruin in einem Portfolio
bedeutet deshalb noch nicht, dafl das Unternehmen bankrott ist. D.h, Ruin ist also nur ein
technischer Teminus.

e Der Begriff des Uberschusses ist in der Praxis auch nur ein technischer Ausdruck. Wenn
die Geschéfte gut gehen, werden die Aktionére hohere Dividenden ausschiitten lassen. Um
auch dies zu modellieren, miissten wir eine Pramienrate wéhlen, die von der Hoéhe der
freien Reserve abhéngt. In diesem Fall ist es aber sehr schwierig, brauchbare Ergebnisse zu
verarbeiten.

2.4 Eine wichtige Technik der Integraltransformation

2.4.1 Laplace-Transformation

Definition 2.4.1.1 (Laplace-Transformation) [4}/13]
Sei {X(¢)} ein stochastischer Prozess. Fiir alle § > 0 und ¢ > 0 die Funktion

LTx,(0) = E(e7 %) = / e " dFy, (x), (2.1)

falls sie existiert, heilt Laplace- Transformation (LT) des Prozesses {X (t)}.

Laplace-Transformation ist fiir komplexe Werte von 6 mit positiven Realteil definiert. Fiir
uns ist hinreichend, dafl § € R ist [4].

Bemmerkung. [4]

LT (2.1) von Zufallsvariablen heifit auch Laplace-Stiltjes- Transformation (LST) von der
Verteilungsfunktion Fy,(z) und ist auch LT von der Dichtefunktion fx,(x), falls sie exis-
tiert .

13
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Lemma 2.4.1.1 [ [13| Vgl. Lemma 2.1 S. 9]
Fiir alle 6 > 0 und t > 0 gilt
E(e" ") = exp{p(0)t},

wobei ¢ Laplace-Exponent ist und folgende Gleichung geniigt

o(0) = cf — )\/ (1= ) Py (da).

(0,00)

Beweis:
Da X (t) ein Lévy Prozess ist, geniig es zu zeigen, daf fiir 6,¢ > 0

N(t)
03 X;

E(e =1 )= ewp{ - )\t/(o )(1 — eax)FX(da:)}

gilt.

Aufgrund der Tatsache, dass N(t) ein zusammengesezter Poisson-Prozess ist mit dem Pa-
rameter A\t und N (¢) von {X; : ¢ > 0} unabhéngig ist, es gilt weiter

N(t) oo n
-0 X, 03> X; ()\t)"
E i=1 — E i=1 At
(BT = o E E
L oy (A0
= e

fir alle 6,t > 0. O

14



Kapitel 3

Ruintheorie

3.1 Ruinwahrscheinlichkeit

Die Hauptrolle der mathematischen Modellierung im Versicherungsbestand ist Risikokon-
trolle. Diese 148t sich durch folgende vier Schritte erzielen, siehe [11]:

e Modellbildung

e Modellidentifikation (Festlegung von verschiedenen Groflen wie z.B. Verteilungsfunk-
tionen)

e Berechnung von kritischen Wahrscheinlichkeiten (wie z.B. Ruinwahrscheinlichkeit und
dazugehorige Grofien bzw. Risikomaflen)

e Beeinflussung dieser Resultate durch Risk-Management-Mafinahmen, siche |11].

Definition 3.1.1 (Ruinzeit) |9
Sei t € (0, 00]. Die Ruinzeit T ist folgendermafien definiert:

T =inf{t | U(t) < 0}, 0<T < o0.
Falls T = oo tritt kein Ruin auf.

Definition 3.1.2 (Ruinwahrscheinlichkeit) [9]
Es sei {U(t) }+>0 der Uberschussprozess. Dann kann man defnieren:
a) Die Ruinwahrscheinlichkeit in endlicher Zeit:

Y(u,7)=PUR) <0 |t<T), 0<7<o00, UWO)=u>0. (3.1)
b) Die Ruinwahrscheinlichkeit in unendlicher Zeit:
U(u) = P(u,00),  u>0
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3.2 Einige Funktionalgleichungen fiir ¢(u)

Wir wollen hier einige Gleichungen fiir die Ruinwahrscheinlichkeit ableiten, indem wir die
Funktion des initialen Uberschusses betrachten. Explizite Ausdriicke fiir 1(u) erhalten wir,
unter Annahme, dafl F'y die Exponential oder eine Mischung von Exponential Verteilungen
besitzt.

Wenn man die Zeit ¢ und die Menge = des ersten Momentes betrachtet, und wenn ¢ > A fj,
mit f; = E[X;] aus der Definition 2.3.1 gilt, dann wird die Gesamtwahrscheinlichkeit
durch die folgende Gleichung beschrieben:

— /Ae)‘t/w(u—o—ct—x)dFX(x)dt,
0 0

unter Annahme, daf3

Y(u) =1, fiir u < 0 und lim ¢(u) = 0.

U—00

Durch die Anderung der Variablen s = u + ct, ds = cdt, bekommen wir die folgende
Gleichung

)\ o (o]
P(u) = p /e()‘/c)(su) /w(s — z)dFx(x)ds.
Nimmt man die erste Ableitung, erhdlt man die Gleichung
A i
9w = 20w~ > [ 6o - 2)dFx()
0

=2 -3 [ Wl n)dFx@) - S0 - Few] ()

die fiir u > 0 gilt. Bei v = 0 hat die Funktion 1) eine Unstetigkeit. Wenn man die letzte
Gleichung von 0 bis ¢ {iber u integriert, erhdlt man eine neue Gleichung. Um die neue
Gleichung in Endform zu bringen, dndert man die Reihenfolge der Integration und integriert
man dann jeden Teil.

/t / W(u — 2)dFy (z)du = /t /t ¥ (u — z)dudFy (z)

= 4(0) /t Fx(z)dz + j ] V' (u — z)duFy (z)dx

/ W(t — 1) Fx(x)dr  (%%).
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AuBlerdem, es gilt auch

S22 i Rl (s

C C
0

¥(0)

Durch die Integration von (*) in Grénzen von 0 bis ¢ und unter Benutzung von (%) und
(% * %), bekommt man die folgende Gleichung

A

@)

o(t) = %/W — o)1 = Fy(2)ldz + /[1 ~ Fy(u)]du, (3.2)

die fir ¢t > 0 gilt. Diese Gleichung heifit defekte Erneuerung Gleichung (defective renewal
equation), die spéter noch diskutiert wird, siehe [7].

3.3 Der Anpassungskoffizient

Eine zentrale Grofle im Risikoprozess ist der Anpassungskoeffizient, alternativ auch als
Lundberg-Exponent bezeichnet, siehe [6].

Definition 3.3.1 (Anpassungskoeffizient) [11]
Sei {U(t) }+~o der Uberschussprozess mit E(U(t)) < 0. Der Anpassungskoeffizient R ist die

positive Losung der Gleichung:
E(e "V ®) = 1.

Der Anpassungskoffizient R ist ein Maf fiir das Risiko in dem Uberschussprozess. R hingt

von der Gesamtschadenhohe und von der Hohe der Pramien ab.

Nach der Definition von Momentenerzeugende Fuktion haben wir folgende Gleichung My, (r) =
1 fiir ein ¢ > 0. Wenn diese Gleichung l6sen erhaleten wir [6]

My, (r) = Mx,—(r) = e " exp{M[Mx(r) = 1]} = 1
S ANMx(r) =1 =rc&
Mx(r) =1+rcfy,

wobei fl = E[Xl]

Satz 3.3.1 [19] Der Anpassungskoffizient ist die eindeutige positive Losung, falls sie exis-
tiert, der Gleichung
AMx(r) — X —cr =0.

Dies ist dquivalent zu
A+ cR = AMx(R).

17
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Beweis:
Die Funktion
g(r) =AMx(r) =X —cr

wird betrachtet. Es sieht man, dal R, durch die Untersuchung dieser Funktion g(r), durch
obige Gleichung eindeutig definiert ist. Also wir betrachten g¢(r) mit ¢g(0) = 0 und wir
nehmen an, dafl F'x eine Dichte fx besitzt.

Wir leiten g(r) nach r ab:

d d d [, .
Jg(r)—)\%Mx(r)—C—)\—/ e fx(x)dx) — ¢

oo d [o.¢]
)\/ %emfx da:—c—)\/xemfx ))dx — ¢, r=20
0 0

= /xfx(x)dx—c:)\]E(Xl)—c:)\fl—c<()
0

= g ist fallend um r = 0.

Die zweite Abeitung ergibt: %g( ) =L, MX = f z2e™ fx(z)dz > 0
= ¢ besitzt ein Minimum.
Beh: lim g(r) = oo
=Y
Beweis: Sei v in Deffinition 2.3.1 in Punkt 5 definiert. Wir betrachten die folgende Fille
1.Fall vy < o0 klar.
2.Fall v = o0

wegen X; > 0 fiir alle i existiert ein € > 0 und p > 0 mit P(X; >¢€) =p > 0.

so dass
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= lim g(r) > lim (Ae"p — A — ¢r) = oo.
r—00 r—00
Es ist gezeigt, dass g(r) um Null fallt und ein Minimum besitzt. O

Bemerkung: [0]

Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz des Anpassungskoeffizienten ist im letzten
Satz bewiesen und zusammengefasst lautet: Nehmen wir M% () > 0 an und damit ist Mx
eine strikt konvexe Funktion. Die Steigung von My beim Nullpunkt ist Mx(0) = f; < cf.
Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz von R ist die sogenannte Steilheit von Mx.
D.h.

Iy € (0,00), so dass Mx(r) < oo, Vr <yund lim Mx(r)= co.

=, r<y

3.4 Cramér-Lundberg Ungleichung

Mit dem Anpassungskoeffzienten ldsst sich die Ruinwahrscheinlichkeit ¢ (u) exponentiell
abschétzen. Ausgehend von der Cramér-Lundberg Ungleichung lésst sich eine obere Schran-
ke fiir die Ruinwahrscheinlichkeit angeben. Die Berechnung der oberen Schranke kann mit
Hilfe von Schéitzwerten der vergangenen Versicherungsjahre durchgefithrt werden. Dabei
wird immer angenommen, dafl das Portfolio die Voraussetzungen der Cramér-Lundberg
Ungleichung erfiillt. Hier wird Lundberg’s Ungleichung fiir das klasischen Risiko-Prozess
betrachtet.

Satz 3.4.1 (Cramér-Lundberg Ungleichung) [18§]
Angenommen der Anpassungskoeffizient R > 0 existiert. Dann gilt fiir u > 0:

Y(u) < e
Beweis (durch Wiederspruch): Angenommen, dafl der Satz nicht gilt. Sei
ug = inf{u > 0: ¥(u) > e}

Da v (u) stetig ist, erhalten wir
Y(ug) = e U0,
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Weil ¥(0) < 1 gilt, folgt daraus, daB uy > 0 ist. Wir verwenden die Gleichung (3.2) fiir
u = ug und erhalten

vlw) =2 [0 = Fx@de+ 3 [7 vt — 01 - Fxla)ds
= %/00(1 — F(e))da + 2 /“O e $)(1 — Fx(z))dx

A" ~Ruo—) A R oR
<2 w=e)(1 — Fy(z))da = Ze~Ruw tdFy(y) de
¢ Jo ¢

:2 Ruo/o /0 e dx dFx (y) = 2 R“O/O R( — 1)dFx(y)

A
= R—Ce’R“0 (My(R) — 1) = ¢ o,

was ein Wiederspruch ist. Damit ist der Satz bewiesen. O
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Kapitel 4

Gerber-Shiu Risikotheorie

4.1 Erwartete diskontierte Straffunktion

Gerber und Shiu (1998) [9] fiihren das Konzept der diskontierten erwarteten Straffunktion
als eine Moglichkeit, die Verteilung des Ruinzeitpunktes und des Uberschusses bei und vor
dem Ruin zu studieren. Fiir das klassische Risikomodell heifit die erwartete diskontierte
Straffunktion Gerber-Shiu Funktion und ist folgendermafien definiert:

$(u) = Elw(U(T—), [UT))eTI(T < 00) | U0) =u], u>0 (4.1)

wobei w(x, y) die nicht-negative Straffunktion mit Uberschuss = vor Ruin und Defizit y zum
Ruinzeitpunkt ist. Weiters ist 0 ein nicht-negativer Parameter, der entweder als Zinsinten-
sitdt oder als Gewichtungsfaktor interpretiert werden kann, u Anfangskapital, I Indikator
Funktion, U(T—) der Uberschuss gleich vor Ruin und |U(T)| Defizit zum Ruinzeitpunkt,
siehe [5] und [2]
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\ LTt
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L 4

Abb. 1: Uberschuss vor und zum Ruinzeitpunkt, (siehe [9])

Sei Fx(x) die Verteilungsfunktion von X mit Fx(0) = 0 und wir nehmen an, daf§ sie
auch differenzierbar ist und eine Dichte fx(z) besitzt. Wir nehmen an, dafi ¢ > A fi, sodafl
die Nettoprofitbedingung erfiillt ist, wobei A der Poisson Parameter ist. Deswegen hat
{U(t)} positiven Drift. In Ubereinstimmung mit dem starken Gesetz der groBen Zahlen,
ist P — f.s.

lim U(t) = oo.

t—00
Unter diesen Annahmen ist ¢ (u) < 1, fiir u € [0, 00).
Jetzt betrachten wir zusammen folgende drei Zufallsvariablen: U(T—) der Uberschuss gleich
vor Ruin, |U(T)| Defizit zum Ruinzeitpunkt und 7" Ruinzeitpunkt (siehe Abb.1).

Sei f(z,y,tlu) die Wahrscheinlichkeitsdichte von U(T—),|U(T)| und T. Fiir gegebenes
U(0) = u gilt:

///f(x,y,ﬂu)dxdydt = P|T < oo|U(0) = u] = ¥(u) (4.2)

Wir merken, daf§ fiir x > u + ct,
f(%%tlu) = 07
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mit x = u + ct gilt auch
flu+ct,y, tlu) = e M fx (u+ ct + y)dydt

Es ist einfacher folgende Funktion zu analysieren. Fiir 6 > 0, definiere

[e.e]

flz,ylu) = /e_&f(x,y,ﬂu)dt. (4.3)

0

Hier kann 0 als Zinsintensitdt oder Gewichtungsfaktor interpretiert werden. Falls 6 = 0
dann ist (4.3) die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von U(T'—) und |U(T)|
fiir gegebenes Startkapital U(0) = u. Im Fall § > 0 haben wir

e = T[T < 0),
wobei I die Indikator Funktion ist, siche bei [§] und [9].

Sei w(zx,y) eine nicht-negative Funktion von z > 0 und y > 0. Fiir u > 0 hat die Gleichung
(4.1) die folgende Form

o(u) = E[w(U(T-), |U(T))e ™" I(T < o0) | U(0) = u]

Z///w(x,y)e“f(ﬂ%%ﬂ@dtdwdy
0 0 O

/w (x, y|u)dzdy.
0

0\8

Man beachte, dafl das Symbol ¢(u) nicht die Abhéngigkeit von 6 und w(x,y) aufweist. Die
Analyse der Funktion f(z,y|u) ist in der Analyse der Funktion ¢(u) enthalten.

Wenn wir § als Zinsintensitdat und w als eine Art der Strafe beim Auftritt von Ruin interpre-
tieren, dann ist ¢ erwartete diskontierte Straffunktion. Wenn w als Leistungsbetrag
der Versicherung oder Riickversicherung interpretiert wird, dann bezeichnet ¢(u) die einzel
Pramie der Versicherung. Unser unmittelbares Ziel im néchsten Kapitel ist es, eine funk-
tionale Gleichung fiir ¢(u) herzuleiten, siehe [9].

23



KAPITEL 4. GERBER-SHIU RISIKOTHEORIE

4.2 Eine funktional Gleichung fiir die Gerber-Shiu Funk-
tion

4.2.1 Integro-Differentialgleichung

Wir beginnen mit den allgemeinen Uberlegungen fiir Erneuerungsrisikomodelle. Fiir A > 0
betrachten wir das Zeitintervall (0, ) und bedingt an Sprungzeitpunkt und Sprunghohe
X = x. Obwohl nicht immer notwendig, nehmen wir in der Regel an, dafl die Verteilungs-
funktion F'x eine Dichte fx besitzt. Wir bezeichnen die Wahrscheinlichkeit, dafl es keinen
Sprung bis zur Zeit h auftreten wird, mit e=** und die Wahrscheinlichkeit, da der erste
Sprung zwischen der Zeit ¢ und der Zeit t + dt auftritt mit \e=*dt, und es muss noch beim
Ruinauftritt folgende Annahme gelten siehe

T > u+ct,
[9] und [2].

Satz 4.2.1.1 [9] Die Gerber-Shiu Funktion ¢(u) gentigt folgender Integro-Differentialgleichung:

u

e’ (u) = (6 + N)o(u) — A / d(u—x)dFx(x) — NA(u), (4.4)
fiir
Jim ¢(u) =0,
wobei A(u) = Tw(u, r—u)dFx(z) = :fow(u, y) fx(u+y)dy.
Beweis:

Durch die Betrachtung der Zeit ¢ und der Sprunghéhe x im Zeitintervall (0, k) erhalten wir

h u+ct
P(u) = e VG (u 4 ch) + /)\e_(5+’\)t / o(u+ ct — x)dFx(x)dt
0

0

h 00
+ /)\e_(‘sﬂ)t / w(u+ct, v —u — ct)dFx(z)dt.
0 u+ct
Durch differenzieren nach h und der Wahl h = 0 erhalten wir
0=—(0+\No(u) + cd'(u) + )\/gb(u —x)dF(z) + /\/w(u, r —u)dFx(z)
0 “ (4.5)

= —(0+ N)o(u) + e (u) + A / ¢(u—x)dFx(z) + AA(u), O
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4.2.2 Lundberg’s Fundamentalgleichung und eine Integralglei-
chung

Zuerst bezeichnen wir mit f die Laplace Transformation von fx, fiir geeignete & gilt

[e.e]

ﬂazfa@hwmp

0

Mit 1(§) = § + X — &, betrachten wir die Gleichung

I(€) = Mf(€) = AE[e*] (4.6)
mit .

1(0) =0+ X < A= Af(0).
Diese Gleichung heifit Lundberg’s Fundamentalgleichung bei [9).

Satz 4.2.2.1 |9] Die Gleichung (4.6) hat eine eindeutige nichtnegative Losung & und
eine eindeutige negative Losung &, wenn E[v.X;] < oo, fiir ein v > 0.

Beweis:
Die Laplace Transformation f von f ist sicherlich definiert fiir alle nichtnegative Zahlen &
und ist eine monoton fallende konvexe Funktion, da folgendes gilt:

o0

ﬂaz—/e@wxmm<o

0

und

0= [ et o
0

Da [(0) = 6 + A > A = Af(0) und die Steigung von I(£) konstant und negativ ist, daher
hat die Gleichung (4.6) eine eindeutige nichtnegative Losung & und negative Losung &,
falls Af(&) fir & < 0 existiert, (Siehe Abb.2). O
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Abb. 2: Zwei Losungen von Lundberg Fundamentalgleichung, (siehe [9])

Von Abb. 2 kann man sehen, dal & = 0, wenn § = 0 ist. Die negative Losung & wird
mit — R bezeichnet und spielt eine grofie Rolle bei der Konstruktion von exponentiellen
Martingalen.

Um den Ausdruck ¢(u) zu finden, verwenden wir den folgenden Ansatz:

Gp(u) = e P(u),  p>0,

wobei p die nichtnegative Losung von (4.6), d.h. p =& > 0.

Satz 4.2.2.2 [9] ¢,(z) geniigt folgender Integralgleichung

o) = [oo] [ emamlass [emamal, 220 an

Durch die Multiplikation der Gleichung (4.4) mit e~?* und Anwendung des Produktregels
und Reihenfolge Umordnung erhalten wir

el (u) = (0 + X —cp)pp(u) — A / dp(u — x)e P dFx (z) — Ne " A(u) (4.8)
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Da p die Gleichung (4.6) erfiillt folgt aus (4.8)

e, (1) = A () (1) — A / 6,1 — 2)e P dFx (z) — AP A(u)

A @ou(w) ~ [ 60 - a)e Py () - e AGw)].

Fiir ein z > 0 integrieren wir die letzte Gleichung in Grenzen von v = 0 zu v = z. Nach
Division mit A erhalten wir

ALe6,(2) — 6,(0)] = F(p) / 0, () — / / bp(@)e ) f(u — x)da:] du — / e Alu)du
- f(p) / 0, (w)du — / / ) e (u —x)du} b,(2)de — / e Alu)du
_ / qﬁp(x){]oepdeX(y)} dz — / =P A(u) du.

(4.9)
Fiir z — oo verschwindet der erste Term auf der Rechte Seite von (4.9) und wir erhalten
folgende Gleichung

o0 ~

A(p)

Cc

0,0) = [ ey =

c
0
Durch die Substitution von dieser Gleichung in (4.9) und duch Vereinfachung haben wir

(4.7) gezeigt. O

Bemerkung: |9] Falls wir die Gleichung (4.7) mit e”* multiplizieren, bekommen wir eine
einfachere Integralgleichung fiir ¢(z):

o(z) = %{ / o(x) { ?ef)(”wdFX(y)] dr + ]OeP(Z")A(u)du}. (4.10)

4.3 Einige niitzliche Ergebnisse

4.3.1 Die Erneuerungsgleichung

Es seien f; und fy zwei integrierbare Funktionen. Die Faltung von f; und f5 ist folgender-
mafBen definiert

(fr % fo) () = / L) falz — y)dy, @ > 0.
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Setze
AT AT
oa) =% [ ary) =2 [ pelo s e a0
x 0
und

(e 9]

) = [ awin= [ [ ety felut pdydu, o0
z 0

xT

Unter Verwendung der Faltungsregel, kann die Gleichung (4.10) folgendermafien geschrie-
ben werden

¢=0¢*g+h. (4.11)

In der Literatur iiber Integralgleichungen, ist die Gleichung (4.10) als Volterra Gleichung
zweiter Art Kklassifiziert. Da die Funktion g eine nichtnegative Funktion auf [0, 00) ist, ¢
kann in der Wahrscheinlichkeitstheorie als Dichte Funktion interpretiert werden. Gleichung
(4.11) ist als Erneuerungsgleichung von ¢ bekannt. Die Losungen von (4.11) konnen als
unendliche Reihen von Funktionen ausgedriickt werden, die als Neumann Reihen bekannt

sind, d.h.
OG=h+gxh+gxgxh+gxgxgxh+gxgxgxg*xh—+ .., (4.12)

siehe [9)].

4.3.2 Laplace-Transformation fiir Gerber-Shiu Funktion

Wegen der Faltungsstruktur, ist eine andere natiirliche Weise (4.11) handzuhaben die Tech-
nik der Laplace-Transformation. Durch die Anwendung der Laplace-Transformation auf
beide Seiten von (4.11) erhalten wir

A(€) = A(€)a(&) + (), (4.13)
oder .
59 = 2o (4.14)

Satz 4.3.2.1 [9] Die Laplace-Transformation ¢(£) = Jo" et ¢ (u) von ¢(u) geniigt folgen-
der Gleichung:

Sy A I S e — e )w(u, y) fx (u+ y)dudy
P(§) = = @) 40— ot . (4.15)
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Beweis: Zuerst betrachten wir g(x) die aplace Transformation von g(x),

L
i (y-2)
A [ epy APy (y) | de
C
0

_ A i e(P=8y _ 1] e—ry
—c<p—§>0/[ e
A . .

Da p Lundberg’s Fundamentalgleichung (4.6) erfiillt, folgt daraus
A(E)+ep—6—\

9(&) = =0 ,
oder [ A( )
. ML= f(E)]+6—ct
— = . 4.16
1—g(¢) -6 (4.16)
Jetzt betrachten wir h(€) die Laplace-Transformation von h(z).
hE) = %/6_& [/e‘p(“_x)A(u)du] dx
= PO _1]e™" A(u)du (4.17)

[e=]

(6‘5“ — e "w(u,y) fx(u+ y)dudy.

Durch die Substitution (4.16) und (4.17) in (4.14) folgt das Resultat (4.15).

Korollar 4.3.2.1 [9] Wenn die Straffunktion w(z,y) = 1 ist, dann erfiillt die Laplace-
Transformation ¢(§) von ¢(x) folgende Gleichung

o AL — F©)]+ €0 —cp)
M) = = O]+ —ce}

Beweis: Wenn w(z,y) = 1, erhalten wir von (4.17)

(4.18)

—e ") fx(u+y)dudy

(4.19)

- 7 — e[ — Fy(u)]du.
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Jetzt betrachten wir f(€) die Laplace-Transformation von fy (). Nach partieller Integra-
tion, f(§) geniigt

§=1- g/e—fm — Fx()]dx. (4.20)

Mit dieser Gleichung kénnen wir Lundberg’s Fundamentalgleichung folgendermafien um-
schreiben

§=cE—AN1—f(&)] = g{c - A]Oe—ﬁm — Fx(x)}dx}.

Da p die nicht negative Losung von der letzten Gleichung ist, haben wir
5 —pT
- —c=— e P*[1 — Fx(x)]dx. (4.21)

Durch die Anwendung von (4.20) und (4.21) in (4.19) bekommen wir

. A A A )
) = g { T - e+ 2 -}, (1.22)

Durch die Substitution der Gleichungen (4.22) und (4.16) in (4.14), erhalten wir die
Laplace-Transformation von ¢(u), die wir in (4.18) definiert haben. O

4.3.3 Degeneration der Gerber-Shiu-Funktion

In der Herleitung von (4.18), nehmen wir an, dafl 6 und daher auch p positive Zahlen sind.
Wenn § = 0 und w(z,y) = 1, degeneriert die Gerber-Shiu Funktion ¢(u) zur Ruinwahr-
scheinlichkeit 1 (u).

Zuerst betrachten wir den Limes von % fiir 6 — 0, wobei man beachten muf3, dal p natiirlich
von ¢ abhéngt. Aus (4.21) bekommen wir einfach folgende Gleichung

hm—: )\/e PPl — Fx(x)]de = ¢ — A fy. (4.23)
0
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Durch Einsetzen von (4.23) in (4.18), zeigen wir

~

R VI ) e
M) = I = e+ 0 e}

A= FO]+ €01 - e=55)
AL = f(9)] — et}

_ - AE-FEO]
A1 = f(&)] - e}

Das bedeutet [ A( )
S ML= hE- (e
T ey

siehe [9).

4.4 Martingale

Eine weitere Einsicht kann uns eine Verbindung mit Martingalen zeigen. Es sei £ € R. Da
{U(t) }+>0 ein stochastischer Prozess mit stationdren und unabhéngigen Zuwichsen ist, ist
es einfach zu sehen, dafl der stochastische Prozess

M(t) = {00} (4.24)
ein Martingal ist, nur dann wenn & richtig gewahlt wird, siehe [2] und [9]

Lemma 4.4.1 [9] M(t) ist ein Martingal bzgl. F* fur alle ¢ > 0. Das gilt dann und
nur dann wenn
E[e V01U (0) = u] = €. (4.25)

Beweis. Es gilt
E[e VO |U(0) = u] = exp(—dt + &u + et + M[f(€) — 1]) = €™

mit X

=0+ e+ A[f(§) — 1] =0,
dies entspricht wieder Lundberg’s Fundamentalgleichung (4.6). Damit (4.23) ein Martingal
ist, wéhle die Koeffizienten von U(t) in (4.25). sodaBl & entweder §; = p > 0 oder & =
—R < 0 ist. Mit solchem ¢ gilt (4.25) fur alle ¢, ¢t > 0. Aber, wenn wir ¢ durch eine
Stoppzeit ersetzen, welche eine Zuafallsvariable ist, dann gibt es keine Garantie, dafl (4.25)

gelten wird. Gliicklicherweise gilt es in zwei wichtigen Féllen, was wir jetzt sehen werden.
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Wenn 7' die Ruinzeit ist, betrachten wir das Martingal (4.24) mit & = p und & = —R fiir
0<t<T.Esgilt
dt+ RU(t) >0,

und daher
75t7RU(t) < 1

O<e

Mit beschrinktem {e=*FU®}; .+ und durch die Anwendung des Optional Sampling
Satzes bekommen wir

E[e " RUO|U(0) = u] = e R, (4.26)
Bemerkung. [9) Wenn 6 = 0 und da lim U(t) = oo gilt, folgt
uU—00

E[e " FUO (T = 00)|U(0) = u] = 0. O
Folgerung 4.4.1 [9] Wir konnen (4.26) folgendermafien umschreiben
e~ = e " RUO (T < 00)|U(0) = u], §>0, u>0. (4.27)
Lemma 4.4.2 [9] Sei T, = min{¢t > 0: U(t) = z|U(0) = u} fir z > u. Dann gilt
Ele " |U(0) = u] = e "@%  § > 0. (4.28)

Beweis. Wir konnen Gleichheit verwenden, um die Stoppzeit T, zu definieren weil der
Prozess U(t) nach oben Sprungfrei ist. Dann ist fiir 0 <t < T,

6—6t+pU(t) < P

Daher kénnen wir der Optional Sampling Satz fiir das bei T}, gestoppten Martingal {0V (")
anwenden und erhalten

e’ = R[e 0T=4PUT)|17(0) = u] = E[e™T=|U(0) = u]e™,
bzw.
e P = Ele~=|U(0) =u]. O

Bemerkung: [2] Definiere ¢(u) = E[e™TVD|T < oc]. Sei Ty = min{t > T|U(t) = 0}
die Zeit der Wiederherstellung nach Ruin. Da (4.28) willkiirlich gilt z,u € R, haben wir

firxr <y
E[e—a(Ty—Tm)|Tx < Ty} — e—p(y—w)’

und damit auch
E[e‘5(TO‘T)\T < 0] = e PIUMI

Das fiihrt zu
E[e™T|T < o0] = E[e"s(TO’T)e"ST]T < 00| = P(u).

Das definierte ¢ (u) kann beim Ruinauftritt als der erwartete diskontierte Wert einer Zah-
lung von 1 zum Zeitpunkt der Wiederherstellung interpretiert werden.
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Lemma 4.4.3 |2] Die diskontierte Dichte des Uberschusses vor dem Ruin geniigt

e’ I(x > u) + eP*Y(u — x)(x < u) — Y(u)
1—1(0) ’

Fiir = u, hat f(z|u) eine Diskontierung der Grofe f(z[0)e”™ = 2F y(u).

z > 0.

f(@lu) = f(z]|0)

Beweis. Wir benutzen die Laplace Transformation. Da ¢(u) die Gerber Shiu Funktion
mit w(z,y) = e ¥ ist, (und entsprechend A(—s) = %5(75) = ¢g(—s)/)\), dann folgt
aus 242 = 6(0),
. P(0) —g(—s
d-s) = OIS
(s = p)(1 = g(=s))

wobei g(—s) = %A(—s) Durch Konditionierung, ob der Ruin zum ersten Mal auftritt oder

(4.29)

nicht, wenn der Uberschuss unter den Anfangswert fillt, kann man die Erneuerungsglei-
chung folgendermaflen schreiben

[z, ylu) = /0 flzyylu — 2)g(2)dz + f(z —u,y +u|0)(z > u), (4.30)
mit 3
f(x —u,y +ul0) = Ee_p(x_u)fx(x +y) = f(z,y[0)e™.

Daher integrieren wir die Erneuerungsgleichung bzgl. y und erhalten
f(z|u) = / fzlu—2)g(2)dz + f(z|0)e”I(x > u).
0

Die Funktion m(u), definiert durch f(z|u) = f(z|0)m(u), erfiillt die folgende Erneuerungs-
gleichung

m(u) = / w(u— z)g(2)dz + e’ I(z > u),
0
sodaf die Laplace Transformation gegeben ist

1 elp—=s)x _ 1

(A e

Die Aussage des Satzes ist, dafl dieser Ausdruck auch Laplace Transformation (bzgl. u)
von folgenden Funktion

e I(x > u) + eP*Y(u — x) [ (x < u) — p(u)
1 —(0)

To(u) =
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ist.
Durch einfache Berechnung bekommen wir

LT I (—s) —(=s) (T = 1)+ d(-9))
7T2(—S) = £ = .

1 —1(0) 1 —1(0)

Das Einsetzen von (4.29) in die letzte Gleichung ergibt

elp—s)z _ 1 1
p—s 1=g(=s)

7'('2(—5) =

die in der Tat zusammenféllt mit 7(—s). O

Bemerkung. [2] Fiir p = 0 und 6 = 0, ist ¢(u) die Ruinwahrscheinlichkeit. Wir erhalten
jetzt die (defektive) nicht diskontierte Dichte des Uberschusses vor dem Ruin

Iz >u)+ Y(u—2)(x <u)—(u)
1 —(0) ’

z > 0.

Jo(zlu) = fo([0)

4.5 Anwendung eines Maflwechsels

4.5.1 Cramér-Lundberg Aproximation (Asymptotik ohne Maf3-
wechsel)

In diesem Kapitel interessieren wir uns fiir das asymptotische Verhalten von 1 (u)ef*. Die
Frage ist, ob 1 (u)e® zu einer Grenze konvergiert oder zwischen zwei Schranken fiir u — oo
schwankt. Wir werden sehen, dafl der Grenzwert von lim, . ¥ (u)e®™ existiert. Um dies
zu zeigen, bendtigen wir Proposition B.1 .

Satz 4.5.1.1 [17] Nehmen wir an, daf der Anpassungskoeffizient R > 0 existiert. Wenn
f(—R) < oo ist, dann gilt

lim ) (u)e™ c= M

= A 4.31
e M(-R) —c 3y

Falls f(—R) = oo, dann ist lim,_,. ¢ (u)e = 0.

Beweis. Wir haben im Kapitel 4.2 gezeigt, dafl die Ruinwahrscheinlichkeit 1/(u) folgende
Funktional Gleichung geniigt

() = 5(/:0(1 ~ Fy(a))dz + /Ou¢(u — 21— FX(x))dx). (4.32)

C
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Multipliziere diese Gleichung mit e®* und erhalten
Y(u)e™ = %(eR“ /00(1 — Fx(z))dx + /uw(u — z)ef=2)(] — FX(x))eRxd:B) (4.33)
u 0
Es folgt aus der Definition von R, dafl
/OO Ae ™M1 = Fx(x))e™dx =1,
0

Und daher ist (4.33) eine Erneuerungsgleichung. Der Mittelwert der Integrationsverteilung
dFx(z) = A7 1(1 — Fx(x))e®dx ist

/Ooo zAc (1 — Fx(x))ef™dz = Af(—R) — ¢/cg,

wenn f (—R) < 00, und sonst co. Es ist zu sehen, dafl die Funktion

Cc

2u) = Defn /oou _ Fy(2))dz

kann in gleicher Weise wie in Proposition B.1 beriicksichtigt werden. Also die Behauptung
folgt aus der Proposition B.1, da

N o [ c— Ay
—e't 1—-F du = : O
/0 e /u ( x(x))dzxdu 7

Das asymptotische Ergebnis, das in Satz 4.5.1.1 fiir die Ruinenwahrscheinlichkeit ¢ (u)
erhalten wurde, fithrt zu der Cramér-Lundberg Approximation:

—A
¢ fl e*Ru.

_ =AM 4.34
AM(=R) —c (4:34)

Yapp(©)

4.5.2 Maflwechsel im Cramér-Lundberg Modell

Betrachten wir einen beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) und eine beliebige Fil-
tration {F;} auf diesem Raum. Setze F, = o(Ui>oF:). Sei {M(t)} ein positiver F;-
Martingal. O.B.d.A gehen wir davon aus, da§ E(M(0)) = 1 gilt. Sei t > 1 fest. Wir kénnen
ein neues WahrscheinlichkeitmaB P, auf der o-Algebra F; folgendermaBen definieren

Pi(A) =E[M(); A], A€FR, (4.35)
siehe [17]

Lemma 4.5.2.1 [17] o
(a) Wenn t,h > 0, dann ist P, = Py, auf F;. Insbesondere fir A € F;

E[M(t); A] = E[M(t + h); A].

35



KAPITEL 4. GERBER-SHIU RISIKOTHEORIE

(b) Angenommen, es gibt ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf F.., sodaB P = P, auf F;, fiir
alle t > 0. Sei T eine Stopzeit und A C {T" < oo}, mit A € Fr. Dann gilt

P(A) = E[M(T); A].
Beweis. (a) Durch die bedingte Erwartung auf F, haben wir
E[M(t + h); A] = E(E[M(t + h); A]|Fy) = E[E(M (¢ 4 h)|F); A]
— E[M(t); A.
(b) Wir errinern uns an AN{7T <t} € F;. So wird durch (a)
PAN{T <t}) =E[M(t); An{T <t}).

festgelegt.

Daher, nach Eigenschaft E[M (T)|F;] = M(T At) schliefen wir, daf

PANA{T < t}) =E(E[M(t); AN{T < t}]|Fr)
—E[EM®)|Fr); AN{T < t}] = E[M(T A t); AN{T < t}]
=E[M(T); An{T < t}].

So folgt die Behauptung aus dem monotonen Konvergenzsatz. O

Bemerkung: Wir werden spiter die bedingte Erwartungswert E,(Y'|G) unter P, brauchen,
wobei Y Fi;-meBbar ist, G C F; und T ist entweder deterministisch oder eine Stopzeit be-
schréinkt mit ¢. Wenn T nicht beschréinkt ist, betrachten wir die bedingte Erwartng E(Y'|G)
unter P, wobei wir annehmen, dafi das Mafi P auf F., existiert. Fiir eine einfachere Nota-
tion schreiben wir E anstatt INEOO und P anstatt IP’OO.

Satz 4.5.2.1 [17] Sei t < oo. Betrachte eine Zuffallsvariable My : Q — R, die folgen-
dermaflen definiert ist

M(T(w),w)  falls T(w) < o0,

My (w) =
M falls  T(w) = oo,

wobei M eine bestimmte Zufallsvariable ist und w € ). Sei weiters Y eine Fr-mefBibare
Zufallsvariable, so dafl Y unter P, integrierbar ist. Wenn 7' < ¢, dann gilt

~ E(M7Y|G
E(Y[G) = —Q(JT|L)). (4.36)
Insbesondere fiir £, h > 0 gilt
~ E(M(t+ h)Y|F
B (V1) = = 70 (4.37)
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Beweis. Sei Z beschrénkte G-mefibare Zufallsvariable. Nach Lemma 4.5.2.1 (b) erfolgt

E(Y Z) = E(MrY Z) = E(E(MzY Z)|G)
E(E((M7Y|G)Z) = E(%E(MTIQ)Z>

(=g 7)) == Baie) %)

(zane )

wobei wir die Tatsache verwendet haben, dafl E[(M7Y |G)Z]/E(Mr|G) G-meBbar ist. O

I
=

|
=h

Fir ¢t < oo, {M(v)™',0 < v < t} ist ein Martingal unter 75t. Tatséchtlich impliziert

(42)

E[M (v + h)M (v + h)~F,]
M(v)

fiir alle t > v+ h > v. Auflerdem, folgt nach Lemma 4.5.2.1 (b)

E[M(v+h)"YF) = = M(v)™

E,[M(0) "] = E[M(0)"M(0)] = 1.

Das Martingal {M(v)~',0 < v < t}, kann fiir einen MaBwechsel P, zu P, verwendet
werden. Es folgt dann leicht, auf F;,

—_——

(7%) =P, t < o0, (4.38)
t

Sei nun {S(t)} ein stochastischer Prozess, z.B es kann auch der Uberschussprozess sein,
und nehmen wir an, daB P existiert. Wir interpretieren dann {S(t)} als allgemeinen
Uberschussprozess. Angenommen, es existiert ein R-wertiger Prozess {V/(t)}, fiir welche
{M(t)}, gegeben durch M (t) = exp{s[S(t) — g(V (t))]}, ein Martingal ist, fiir einige s € R
und fiir eine meBbare Funktion g : R — R; d > 1. O.B.d.A gehen wir davon aus, daf g
so gewahlt wird, dal E(M(0)) = 1 ist. Weiterhin sei davon ausgegangen, daf§ der Wahr-
scheinlichkeitsraum, auf dem die Prozesse {S(t)} und {V(¢)} so definiert sind, daB die erste
Eintrittszeit T'(u) = inf{t > 0, S(t) > u} eine Stopzeit ist, und Sy, Vi sind definierte
Zufallsvariablen. Betrachten wir jetzt die Ruinwahrscheinlichkeit ¢(u;x) = P(T'(u) < )
und ¢ (u) = P(T(u) < 00). Durch den MaBwechsel P, mit (4.38), und Lemma 4.5.2.1

(b) angewandt auf P und durch MaBwechsel (75) = P ergibt sich

Y(u; x) = Elems3T@)+sutg(VITWD). () < ge™v. (4.39)

Insbesondere gilt auch

W(u) = E[esST@)+sutg(VT@)). T (y) < oo™, (4.40)
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Die letzte Formel ist besonders niitzlich, wenn s so gewéhlt wird, sodafl der Ruin fast sicher
unter dem Mafl P auftritt. In Diesem Fall ist

b(u) = E(e*sS(T(U))+su+g(V(T(U))))6*5’“. (4.41)

Wenn s > 0, dann ist eine Obergrenze fiir die Ruinenwahrscheinlichkeit ¢(u) gegeben
durch 3
W(u) < E(edVT@D))emsu,

Allerdings, wird in den meisten Féllen das schwierigste Problem sein, eine Schétzung fiir
E(esVT@))) zu finden.

4.5.3 Spezieller exponentieller Maflwechsel Modell

In diesem Abschnitt betrachten wir den kanonischen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P),
des Uberschussprozesses {U(t)} in dem zusammengesetzten Poisson-Prozess, wobei Q (Bo-
rel) Teilmenge von D(R,), bestehend aus allen moglichen Pfaden von {U(#)} ist und
F = B(R). Sei {F;} die (unvollstandige) Geschichte von {U(¢)}. Wir bezeichnen mit
W,, Y, die Wartezeiten und Sprunghdhen. {I¥,} sind im zusammengesetzten Poisson
Model eine Folge von unabhéingigen Zufallsvariablen mit gemeinsamer exponential Ver-
teilung Fxp(A) unabhingig von {Y,,}. Es ist ziemlich offensichtlich, da8 fiir jedes n € N,
op, =Y+ Yo+ ...+ Y, eine F;-Stoppzeit ist.

Sei s € R fix, sodaB f(—s) < oo. Fiir das Martingal {M(t)} gegeben durch

~

M(t) = exp(=s(U(t) —u) = (A(f(=s) = 1) — ct)),

betrachten wir eine Familie von Wahrscheinlichkeitmafle {Pfs),t > 0} definiert wie in
(4.35), bzw.

PY(A) =EM@): 4, A€,
vergleich mit [17].
Lemma 4.5.3.1 [17] Fiir alle ¢ > 0 und A € F,
PO(A) = Ble " VOO0 4] 6(s) = A(f(—s) — 1) —c.

und
P(A) = E®) [GS(U(t)—u)+9(S)t; Al

Auferdem, wenn T eine {F;}-Stoppzeit ist und A C {T' < oo}, sodaB A € F; dann ist
P(S)(A) - ]E[e—s(U(T)—u)—G(s)T; Al

und
P(A) = EQ) [ @D-0HET, 41
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Die Mafiwechsel Technik in Lemma 4.5.3.1 ist ein méachtiges Werkzeug bei der Untersu-
chung von Ruinwahrscheinlichkeiten. Im vorliegenden Kapitel illustrieren wir das fiir das
zusammengesetzte Poisson-Modell. Wir zeigen zuerst, dafl unter dem Mafl P®) der Prozess
{U(t)} ein Uberschussprozess im zusammengesetzten Poisson-Model bleibt. Aus Bequem-
lichkeit bezeichnen wir die urspriingliche Wahrscheinilichkeitsmaf mit P© = P.

Satz 4.5.3.1 [17] Sei s € R, sodaB f(—s) < oco. Betrachte die Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F,P®). Dann sind die folgenden Aussagen wahr:

(a) Unter dem Ma8l P®) ist der Prozess {U(t)} ein UbAerschussprozess im zusammenge-
setzten Poisson-Model mit Primie ¢, Intensitit A() = A f(—s) und Schadehohenverteilung

FO(x) = [ edFx(y)/f(—s). D.h
ES(U(1)) —u = —0W(s). (4.42)

(b) Wenn s’ € R ist, sodaB f(—s') < oo und s # ¢, dann sind P und P singuléir auf
F.

Beweis. (a) Da die Menge von Trajektorien des Uberschusses unter den MaBien P und
P) gleich ist, ist klar, daB die Prémie ¢ unter den MafBen liegt. Sei n € N fest und seien

B;, B! € B(R), 1 < i < n. Beachte, daB o, = Y W; eine {F,;}-Stoppzeit ist, die unter P

endlich ist. Also von Lemma 4.5.3.1 bekomzrzen wir

P(s)(ﬁ{Wi €B,Y, € BQ})
_E© [exp <sin) exp ( Af(=s) = 1) iw) M{(W: € B, Y, € B}

=1

und damit folgt der erste Teil der Behauptung. Der Ausdruck E WUM)) —u = ¢ —
Af(=$))(f1/f(=s)) = =D (s) wird erhalten aus (1.3), weil E©) foo eVdFx (y)/ f(—s) =

f1(s)/f(=s). Um (b) zu beweisen, beachten wir (4.42) und aus dem Gesetz der groen Zah-
len fiir additive Prozesse folgt daf3

P ( lim ¢~ (U (t) — w) = lim ¢ (U(t—) —u) = ‘9(1)(5)) -

t—00 t—o00

wobei {U(t—)} die links-stetige Version von {U(t)} ist. Wihle die singulire MaBen P()
und P, sodal 6 (s) = 01 (s"). Wenn s = s/, da 6(s) streng konvex ist, d.h. #1)(s) ist
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streng wachsend fiir alle s > 0, dann ist 6(s) beschréankt. O

Mit Lemma 4.5.3.1 kann man nun zeigen, dafl die Ruinwahrscheinlichkeiten ¢ (u) und
¥ (u;z) unter dem neuen Mafl ausgedriickt werden konnen.

Satz 4.5.3.2 [17] Fiir alle s € R, so daB f(—s) < oo gilt, haben wir

W(u) = E&[eVMHET, T < oglesw (4.43)
und

(u;z) = E@ [V MHET, 7 o gle—su, (4.44)
4.5.4 Cramér-Lundberg Approximation

In diesem Kapitel zeigen wir, wie man die Cramér-Lundberg Approximation ),,,(u) gege-
ben in (4.34) zu ¥ (u) erweitern kann. Nehmen wir an, daf§ der Anpassungskoeffizient R > 0
existiert und f(—R) < oo. Zuerst beachten wir, daB (4.43) fiir s # R nicht so niitzlich ist,
da die gemeinsame Verteilung von U(t) und 7' gebraucht wird. Durch die Auswahl von
s = R, konnen wir 0(s) loswerden, sodafl 6(s) = 0. Da die Funktion 6(s) konvex ist, haben
wir 0 (R) > 0. Aus dem Satz 4.5.3.1 wissen wir, dal E®)(U(1)) —u = —0™M (s) gilt, und
withle P (T < 00). Die Verwendung von (4.43) ergibt

Y(u) = e BB exp(RU(T)). (4.45)

Durch Vergleich von (4.31) und (4.45), miissen wir noch zeigen

lim E® (exp(RU(T))) = (c = M)OAF(=R) — )™\,

U— 00

Sei Z(u) = E® exp(RU(T)), T— = inf{t > 0: U(t) < u} und F(y) = PB(u - U(T-) <
y). Beachte dafl T— 2 T und da F ladder-height Verteilung an der ersten absteigenden
Ladder-Epoche T— von U(t) ist. D.h. es gilt

Z(u) =E® (]E<R>(eRU<T> T—, U(T)))
=E® (E<R>(eRU<T> T—, U(T)I(U(T—) > 0))
+E® <E<R>(eRU<T>\T—, UTHI(U(T-) < 0)>

= [ 2tu=narw+ [~ etnar ),

Somit erfiillt die Funktion Z(u) die Erneuerungsgleichung
Z0) = +(u) + [ Z(u = y)aF(y)
0
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wobei z(u) = [ e VdF(y) = e [* e R¥dF(y). AuBerdem haben wir

/ du—// eV aF(y du—// RO=9) qud F (y)

R( RU( ))
= %(1 — EO[e BUD UMD, T < o))

_ 14 _po 1 A e=AA
= z(1-POT <)) = (1 - 7)) = —F——,

wo wir ¢(0) = ’\f L in der letzten verwendet haben. Nach Proposition B.1 folgt, dafl z(u)

direkt Riemann mtegrlerbar ist. Um den Satz. B.2 anzuwenden brauchen wir noch den
Erwartungswert von der Ladder height Verteilung F

EW(-U(T)) = EV[-U(T)e” ™" T < o0])

o0 A A o0 v
_ / g (1~ Fy(y))dy = 2 / /yeRyddeX@)
0 & c Jo 0

A . AfO(=R) — ¢
— M(_R) — “R=1)) =
7o BV (=R) = (f(=R) - 1)) 7
wo wir ¢(0,z,y) = 2 Hy(l — Fx(v))dv in der zweiten Gleichung benutzt haben und die

Definition von R (mit #(s) = 0) in der letzten Gleichung. So erhélt man nach Satz B.2
und (4.31), siehe [17].

4.5.5 Asymptotisches Verhalten fiir allgemeine stetige Straffunk-
tionen

Satz 4.5.5.1 2] Die gemeinsame Verteilung von (S(7'—),S(7")) ist gegeben durch die
folgenden vier dquivalenten Aussagen:

(@) P(S(T—) >, 8(T) >y, T <o0) =X [ 7 (1 - Fx(x))dz;

(b) die gemeinsame Verteilung von (S(7—),S(T)) T < oo gegeben, ist gleich wie die
Verteilung von (VIWW, (1 — V)W), wobei V, W unabhéngig sind, V ist gleichverteilt
auf (0,1) und W hat die Verteilung Fy gegeben durch dFy /dFx(x) = x/ fi;

(c) die Randverteilung von S(7'—) ist Fp, und die bedingte Verteilung von S(7') mit
S(T—) = y ist gegeben durch F\V(2) = BV (y + 2)/FV (y);

(d) die Randverteilung von S(7'—) ist Fp, und die bedingte Verteilung von S(7—) mit
S(T—) =z ist F7.
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Beweis. Fiir ein festes 7" > 0, definiere S} = Sy« — Sp«_;— und es seien

Az, T*) ={5: <0, 0 <t <T", Sp+_ = —2},
Cz,T")={S; > —2, 0<t <T*, Sps_ =—2},
C*(z2,T")={S; > —=2, 0<t<T* Sj._=—z}.

Dann gilt
P(T € (T*,T* +dT*),—S(T—) € (2.2 + dz)) = P(A(z, T*))AF x (2)dzdT". (4.46)

Abb. 3: (siehe [2])

Aber durch Stichprobenkontrolle (sieche Abb. 3), A(z,T*) = C*(z,T*), und da die
{Si}o<t<r+, {S;}o<t<r+ die gleiche Verteilung besitzen, haben wir also P(A(z,T%)) =
P(C(z,T*)). Nach der Integration von (4.46) erhalten wir

P(S(T-) € (2.2 +dz), T < 00) = A\F x(2)dz /OOP(C(z,T*))dT*
= MFx(2)dzP(T_(2) < 00) = AF x(2)dz.
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Weiters gilt
PS(T—-) >z, S(T) >y, T <o)
= / P(X >y+z|X >2)P(S(T—) € [z,2+dz|, T < 00)

— /xoo F)(F(Xy—(;'dkﬁx(z)dz = )\/;OFX(Z/ +2)dz = /\/x:FX(Z)dZa

was die Behauptung des Satzes ist. O

Bemerkung: [2] Sei ¢(s) = J° e *(u)du die Laplace-Transformation der Ruinwahr-

scheinlichkeit. Offensichtlich ist die Laplace-Transformation von v (u)e®* gleich 1(s + R).

Da aus der Dampfungseigenschaft von Laplace-Transformation, fiir jede Funktion f (u),

der Grenzwert lim f(u) = lir% sf(s) existiert, konnen wir auch die Konstante C' in der
U— 00 S—>

Cramér-Lundberg-Approximation durch folgenden Ausdruck bestimmen
C = }911)% sY(s + R).

Lemma 4.5.5.1 |2] Es sei w eine stetige Straffunktion. Wenn ein R > 0 existiert, sodafl
die zweite Losung der Lundberg-Gleichungs & = — R ist, dann gilt folgendes

o e o AT 0 e = s

a2 Af'(—R) — 1

Beweis.

Definiere ¢(u) = ¢(u)ef* = Eg[eFVMlw(U(T-),|U(T)|)] und bezeichne mit H(z,y) =
Pr(U(T—) < 2,|U(T)| < y) die gemeinsame Verteilung vom Uberschuss gleich vor Ruin
und von der Defizit zum Ruinzeitpunkt unter der bekannte Mafinahme, dafl der Risikopro-
zess beim u = 0 startet. Unter dem neuen Maf folgt

d(u) = /Ou d(u —y)H (oo, dy) + /y“; /:OO w(z +u,y —u)e BV H (dx, dy).

Das ist jetzt die richtige Erneuerungsgleichung fiir gz~5(u) und nach Proposition B.1,
miissen wir noch zeigen, dafl der zweite Summand nach oben direkt Riemann integrier-
bar ist. Da w stetig ist, ist es genug zu zeigen, dafl es eine direkt Riemann integrierbare
Obergrenze gibt. Da R > 0 und alle Momente der Verteilungsfunktion (und damit des
Uberschusses vor dem Ruin und dem Defizit beim Ruinzeitpunkt) existieren und im Hin-
blick auf fooo fooo w(z,y) fx(r+y)drdy < oo ist es dann genug zu zeigen, dafl 1 — H (oo, y)
Riemann integrierbar ist. Das folgt unmitelbar aus der Existenz von allen Momenten der
Verteilungsfunktion Fx. Durch die Anwendung von Proposition B.1 bleibt nur die Be-
grenzungskonstante C' zu berechnen.

C = fooo z(u)du _ fuoio fyoiu f;:io w(z +u,y — u)e RV H(dz, dy)du.
h Jo (1= H(co,y))dy
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Der einfachste Weg, um den Wert von C' zu identifizieren folgt nach der oben genannter

Bemerkung und nach der Definition der Laplace-Trensformation fiir Gerber-Shiu Funktio-

nen haben wir C' = liII[l) s¢(s+ R). Aber wir werden hier (4.47) direkt auswerten. Nach dem
S—

Satz 4.5.5.1 gilt
x z2+y
PU(T—) < 2, |U(T)| <y, T < o) = A / / APy (v)dz. (4.48)
z=0 Jv=z

Unter Pg ist der Risikoprozess wieder ein zusammengesetzter Poisson Prozess mit Pa-
N Rx . . . .
rameter A\g = Af(—R) und fFdx = f?— ) fxdx, sodafl die Sicherheitszuschlag negativ
ist. Daher brauchen wir weitere exponentielle ” Tilting” um den Faktor —(p + R), um ein
klassischer zusammengesetzter Poisson Prozess U;" mit positive Sicherheitszuschlag, Dich-

tefunktion f% und Poisson Parameter \* zu erhalten. Dies fiihrt zu

H(z, y) = B[e®I0 T 0%(T* ) < o, |U*(T7)] < 3, T" < ]
y T
= )\*/ e(R“)”/ [x(z+dv)dz
v=0 z=0

T z+
= )\*/ e_(R+p)Z/ ’ e(Rer)”f)"}dvdz.
0 z

Da A" und F§ mit A und F’x durch exponentielle Tilting um —p verbunden sind, bekommen
wir schliellich

x z+y
H(x,y) = )\/ e(R“’)Z/ et fydudz.
0 z

Der Nenner von (4.47) ist dann durch Verdnderung der Reihenfolge der Integration be-
stimmt,

00 B _ 00 00 0o eRv Ue—(R+p)Z i
/0 (1 — H(oo,y))dy )x/o /0 /y+z fxd dzdy

N (g HER) = fp) _M(-R) -1

(“R)_ R+p )‘ R+p

:R+p

Ahnlich vereinfacht sich der Zahler von (4.47)

)\/ / / w(x 4w,y — u)e Py (z + dy)drdu
u=0 Jy=u Jx=0

was schliellich zur Behauptung fiithrt. O
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Kapitel 5

Explizite Losungen der (Gerber Shiu
Funktion

5.1 Der erste Uberschuss unter dem Anfangsniveau
Im diesem Kapitel betrachten wir die Funktionen f(z|0) und f(z,y|0), wobei
flalwy = [~ sy = [ [7 e e thuaray,
0 o Jo
und f(z,y|0) in (4.3) definiert sind. Mit Anfangsiiberschuss U(0) = u = 0 kénnen einige

sehr explizite Ergebnisse betrachtet werden. Da ¢ die Erneuerungsgleichung (4.11) erfiillt,
es folgt

Durch einsetzen haben wir
o o0 )\ (0.9} oo
| [ vt syiodsdy =2 [ [7 e rute ) feta+ ey
o Jo o Jo
Da diese Identitét fiir eine beliebige Funktion w gilt, es folgt dann
A —px
f(z,y]0) = e Pix(x+y), x>0, y>0.

Einige unmittelbare Konsequenzen kénnen durch Integration iiber z, y oder beides erreicht
werden:

/ F(z,y|0)dz = 2 / e fy (o + y)de = g(y):
0 0

C

f(z|0) = /000 f(z,y]|0)dy = %e_px /000 fx(x+y)dy = %e"m[l — Fx(2));
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E[e™TI(T < o0)|U(0) / / f(z,y|0)dydx = / e [l — Fx(w)]dx.

Wenn ¢ = 0 ist, ist auch p = 0 und es gilt

f<x7y‘0) = f(y,ml())

Fiir 6 > 0 gilt die letzte Identitét nicht mehr. Fiir 6 = 0 reduziert sich die dritte Konsequenz
auf die beriimhte Formel

b0y =2 / 11 = Py(e)]de =

c

Afi
—_. 5.1
! (5.1
Fiir 6 > 0 konnen wir die letzte Konsequenz benutzen und da p die nichtnegative Losung
von 0 = c§ — A\[1 — f(S)] = f{c — X [e 1 - FX(x)]dx} ist, konnen wir sehen , dafl es
0

)
E[e TV O=0) = E[e= T [(T < 00)|U(0) = 0] =1 — — (5.2)

cp

gilt. Die Formel (5.1) kann als Grenzfall von (5.2), wegen (4.23), betrachtet werden, siche
19

5.2 Explizite Losung der Integro-Differential-Gleichung

In diesem Kapitel veranschaulichen wir einige Ergebnisse, die in fritheren Abschnitten
explizit abgeleitet wurden. Wir wollen Imtegro Differentialgleichung (4.4) fiir verschiedene
Werte von w(z,y) graphisch darstellen.

Betrachten wir den Fall einer exponentiellen Verteilungsfunktion

fX(-r) = 667/8967 x> 07

mit 5> 0 und ¢ > A/B. Die Zahl p ist & nichtnegative Losung von Lundberg Fundamen-

talgleichung (4.6), fiir die gilt
AB
S+ A—c=——,
B+E

bzw.
4 (cf—6—N)E—B5=0. (5.3)
Daher ist

A+ 8 —cB++/(cB—6— N2+ 4cB6
2c

p=E& = > 0, (54)
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und damit auch

A+8—cB—/(cB—08—N)?+4cB

hi=G= 2c

<0, (5.5)

wobei —R = & die negative Losung der Loundberg Fundamentalgleichung ist. Sei 6 = 0
dann ist p = & = 0. Es gilt weiters

£, yl0) = A el De0y — Acfle*ﬁ@ffX(y);

)‘ﬁ e—ﬁy _
(B + p) (ﬁ +p)

9(y) = fx(y);

f(z]0) = Ac7te=PHA)= und

E[e™TI(T < 00)|U(0) / / f(z,y|0)dydr = ——— ( )

cﬂ+5+)\+\/cﬁ—5—)\) +4cBo

Eine Alternative zu der letzten Formel ist (5.2), die zugleich einfach und allgemein ist.

Proposition 5.2.1 Sei &, die negtive Losung von (5.3). Dann gilt
E[e T I(T < 00)|U(0) = u] = E[e T I(T < 00)|U(0) = 0]e2". (5.6)

Durch die Anwendung von folgenden Gleichungen

A
Ele™"I(T < 00)|U(0) = 0] = : 5.7
e ( )IU(0) = 0] B+ (5.7)
E[e™TI(T < 00)|U(0) = u] = 5/ e (u,t) (5.8)
0
und (5.6) erhalten wir
> A
e O (u, t)dt = ————e2%, 5.9
| et - s 5.9
wenn man (5.2) statt (5.7) anwendet, bekommen wir
/OO e (u, t)dt = (1 - i)e&“ (5.10)
i : 5 o . :
Schliellich merken wir, daf3 die Identitéat
_ Ix(x+y)
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vereinfacht werden kann
flx,ylu) = fz|w) fx(y), u=>0,2>0,y>0. (5.11)

Beweis von Proposition 5.2.1: Wir betrachten den Fall einer Exponentialverteilung von
fx, d.h. fx(z) = e P*. Sei —R = & in (5.5) definiert. Durch die Anwendung von (5.11)
in (4.27) erhalten wir

e*“:[Amﬁ%k@M4MEMHT<GMU®%=M

s —oT _
= mE[e I(T < 00)|U(0) = ul.

Daher ist R
E[e T I(T < o0)|U(0) = u] = 6; e i (5.12)

und damit folgt die Behauptung (5.6), siche [9]. O

Zu versohnen (5.12) fiir u = 0 mit (5.2), sollen wir, fiir § > 0, zeigen

R 9
- =—. 5.13
3" o (5.13)
Die Gleichung (5.13) gilt, weil das Produkt der beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung
(5.3) —B6/cist. Wir wollen weiter sehen, daf (5.12) mit (5.7) konsistent ist. Dann brauchen
wir die Identitét
f—R A

B c(B+p) 5-14)

die wahr ist, wegen
c(B+p)(B—R) =c(=F)* + (B — 0 — A)(=B) — B = AB,
wobei p und —R die Wurzeln von (5.3) sind.

In dem besonderen Fall, in dem w(x,y) = w(y) unabhéngig von x ist, konnen wir (5.11)
und (5.12) anwenden um einen expliziten Ausdruck von ¢(u) zu erhalten:

= —”<w<mf@<amwm=ﬂ

:{ )dy]E[ T I(T < 00)|U(0) =
) { ﬁydy} e (5.15)
vy R)e-T
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und
¢(u) = ¢(0)e™ . (5.16)
AuBlerdem, fiir § > 0

Ele™"w([U(T)]) | T < 00lU(0) = u] =

_ ¢(u) _ pi(B)[8 - R(é)]ef[R(é)fR(O)]u
¥ (u) 8 — R(0) .

Wegen (5.14) konnen wir (5.16) im Bezug auf p(d) und p(0) umschreiben. Beachten wir,
daB p(0) = 0 ist und erhalten

(5.17)

EleTw(|U(T)]) | T < 00, U(0) = u] = Bib(B)R'(0) {5—;}2@) i “] ’ (>15)

die eine lineare Funktion in w ist. Der Anpassungskoeffizient R(0) ist gegeben durch

R(0) = 8- A1,
bzw.

B— R(0) = Ac .
Aus (5.5) folgt

, A

E(0) c(ef—N)

Dabher ist AB(B)
6T oyl = 2PW €
Ele™w(|UT)]) | T < 00, U(0) =u] = (B =) L\ —l—u]. (5.19)

5.2.1 [Ilustrative Beispiele
Betrachten wir zeurst den Fall, wenn w(z,y) = 1 ist. In diesem Fall ist Gerber-Shiu

Funktion gleich der Ruinwahrscheinlichkeit, wobei § = 0 ist und damit auch p = 0. Sei
fx(z) = Be P2 Wir wollen jetzt die explizite Losung der Integro-Differentiagleichung (4.4)
im Intervall [0,5] graphisch darstellen. Wéhlen wir folgende Parametern aus: A = 0.1;
c=1;, =2
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0.05

——— phi_xact

0.045

0.04

0.035

0.05

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

Abb. 1: Ruinwahrscheinlichkeit ¢(u) = ¥ (u)

Im néchsen Abbildung veranschaulichen wir eine Uberlebenswahrscheinlichkeit 1—1)(u).
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phi_xaact
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ng 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Abb. 2: Uberlebenswahrscheinlichkeit ¢(u) = 1 — 1 (u)

Als zweites Beispiel betrachten wir w(z,y) = w(y), als Funktion die nur von Defizit
abhéngig ist. Sei zum Beispiel w(z,y) = e, @ > 0. Um explizite Losung zu bekommen
benutzen wir die Technik der Laplace-Transformation fiir Gerber-Shiu Funktion, die wir
schon im Kapitel (4.3.2) hergeleitet haben. Um Gerber-Shiu Funktion ¢(u) zu berechnen
werden wir jetzt die Gleichung (4.15) herleiten und dann mit Hilfe von Partialbruchzerle-
gung Riicktransformieren. Sei wieder fx(x) = Se=#* die Dichte einer Exponentialverteilung
mit ihre Laplace-Transformierte, die folgendermafien gegeben ist

f(g) — 5/000 o600 BT o — 5/000 o (E+B)T g
B

=t 5 EeR, £+5>0.

ax
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Zuerst betrachten wir den Nenner der Gleichung (4.15).
AB

ML= F(E]+6—c& = A-g gt
_AEHB) = A+ (6 — )€+ B)
£+
P+ A+ — B+ B B
- §+6 ) 5 > 57
wobei
—c& + (A +0—cB)E+ 08 = (&)~ &),
mit ~
51,2:_06_)\_5:t\/<1:6_cm +405B. (5.20)
Jetzt berechnen wir auch die Zahler der Gleichung (4.15).
/ / —e Pw(z,y) fx(u+ y)dudy = / / 6 _ =P e =W B BB gy dy
— )\ﬁ/ / —(E+B)u,—(atp) ydudy
— )\5/ / —(p+B)u °‘+B)ydudy
~ (a+B)y
== T
_ M7 )
p+05Jo ‘ "
8 8
CE+Ba+B)  (ptB)a+tp)
_ MB(p+B) — M+ 5)
€+ B)(p+ B)(a+p)
_ AB(p—¢)
€+ B)(p+B)(a+B)
Insgesamt lautet die Laplace-Transformation von ¢(u)
R \3(p —
¢(§) = Alo ~¢) (5.21)

(a+B)(p+B)(E—E)E —&)

Um ¢(u) zu bekommen miissen wir die Gleichung (5.21) mit Hilfe von Partialbruchzerle-
gung Riicktransformieren, d.h.

A Ay
e
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und damit auch
P(u) = Apet" + Ayes. (5.23)

Wir bestimmen jetzt die Koeffizienten A; und As, d.h.

)\5(/)—5) _ Ay 4 Ay
(a+B)p+B)E—-6(E—&) §-& (&

ABp AB
— = A€ — EA — 6 A
i B p) rpprp At Tedmad

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir

I
_ B _ AB B
AT A=A A - @i A
. AB B
R T ) R 524
11 3
- P
“edimah = e Ty

Durch einsetzen von A; aus der Gleichung (5.24) in der Gleichung IT kénnen wir auch A,
ausdriicken. D.h

e A8 B B _ ABp
SR P Ty i P )
_ _ ABp = AB&
AR R IRy
und damit ist

(a+B)p+B8)(&—&)

SchlieBlich haben wir unsere explizite Losung von Gerber-Shiu Funktion (5.23), wobei & 5
in (5.20), Ay in (5.24) und (As) in (5.25) definiert sind.

Wir schauen jetzt ein konkretes Beispiel fiir w(z,y) = e¥. In diesem Fall setzen wir oo = 1.
Weitere Parameter haben wir folgendermaflen ausgewéhlt: A = 0.1; 6 = 0.05; ¢ =1; § = 2.
In diesem Fall die positive Losung der Loundberg Gleichung betégt: p = 0.0526. Unsere
explizite Gerber-Shiu Funktion ist

d(u) = 0.0325 % ¢~ 10026,

wobei & = —1.9026; & = 0.0526; A; = 0.0325; Ay = 0 sind. Graphisch schaut die Funktion
d(u) = 0.0325 x e~ 19926 folgendermaflen aus:
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I:Il:l35 T T T T T T T T T
phi xact

0.03

0.025

0.02

0.0$15

0.01

0.005

Abb. 3: Gerber-Shiu Funktion fiir w(z,y) = €¥

Die nédchste Graphik zeigt uns die Gerber-Schiu Funktion fiir eine spezielle Auswahl
von a = p, woboei p die positive Losung von Loundberg Gleichung ist. In diesem Fall ist
unsere Straffunktion w(x,y) = e” und die andere Parameter sind gleich wie im letzten
Beispiel ausgewéhlt. Schliellich haben wir folgende explizite Gerber-Shiu Funktion

¢(u) = 0.0081e 190204

wobei p = 0.0526; & = —1.9026; & = 0.0526; A; = 0.0081; Ay = 0.
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Abb. 4: Gerber-Shiu Funktion fiir w(z,y) = e




Kapitel 6

Numerische Approximation von
Gerber-Shiu Funktion

6.1 Finite Differenzen Methode
fiir Integro-Differentialgleichung

In diesem Abschnitt betrachten wir Integro-Differential Gleichung (4.4)
e/ (w) = 6+ Nolu) = X [ 6w - 2)dFx(z) = AA(u),
0

mit folgende Randbedingungen

und )
dluy) = ¢p(ug) ~ Ce ™,

und approximieren die Losung durch numerische Integration und numerische Differentia-
tion.

Wir unterteilen das Intervall der Integration (0,u) bzw. [0, N] in K gleich Lange Sub-

intervalle mit u
h=-5 K>1
K ’ - ’

wobei ux = uy der Endpunkt ist, den wir fiir u wahlen. Wir setzen to = 0 und ¢, = ty+kh.
Wir werden entweder ¢ oder u als die unabhéngige Variable fiir die Losung ¢(u) verwenden.
D.h. ug =ty = 0; u = uny = ty; ux, = ih = t. Den approximativen Wert der Losung ¢(u) in
uy oder in t; bezeichnen wir mit ¢(tx) = ¢(uy). Wir bezeichnen den Anfangswert von (4.4)
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mit ¢(ug) = ¢p und den Endwert mit ¢(ug) = ¢k ( siehe [16]). Wir wollen jetzt die Integro-
Differentialgleichung (4.4) umschreiben, um Finite-Differenzen Methode anzuwenden. Die
Gleichung (4.4) ist diskretisiert zu

C¢(Uk+1) — ¢(u)
h

k
— (§+Nd(ur-1) + A D D) (Fx(uir) = Fx(w)) = =AA(uy), (6.1)

wobei Fx die Vertellungsfunktmn ist, 1 < k < K, wobei K die Anzahl der Teilintervalle
des Intervalls [0, N] ist und A(u fo (u,y) fx(u + y)dudy. Durch multiplizieren der
Gleichung (6.1) mit A > 0 und durch dividieren mit ¢ # 0 erhalten wir

h(6+ ) A

¢(Uk)+)\—ch > G(we) (Fx (u1) — Fx (w)) = —— Alw). (6.2)

P(uni1) — p(ug) —

Um (80) iibersichtlicher zu schreiben, setzen wir a := @ und b := 22 Die Gleichung
(6.2) ist nun dquivalent zu

Sluni1) — (1+ a)p(u) + ) Sluni)(Fx (1) — Fx(w)) = =bA(ws).  (6.3)

=1
Jetzt nutzen wir die Finiten-Differenzen Methode

k=1:  ¢(uz) — (1 +a)d(ur) = —b(A(u1) + ¢o(Fx (uz) — Fx(u1))),

k=2:  o¢(us) — (1 +a)p(uz) + b(Fx(uz) — Fx(u1)))p(us),
= —b(A(uz) + ¢o(Fx(uz) — Fx(u2)))

k=3:  dur) — (1 +a)d(us) + b(Fx (uz2) — Fx(u1)))d(uz)
+ b(Fx (uz) — Fx(u2)))¢(u1)
= —b(A(u3) + ¢o(Fx(us) — Fx(u3))),

k=K-2: ¢(ug_1)— (1+a)p(ugx—2) + b(Fx(uz) — Fx(u1)))p(ur—3) + ...
+0(Fx(ug—2) — Fx(ux—1)))d(u1) = —b(A(ur—2) + do(Fx (ux—1) — Fx(uk-2))),

kF=K—-1: o¢(ux)— (1+a)p(ux—1) + b(Fx(u2) — Fx(u1)))p(ur—2) + ...
+0(Fx(ug—1) — Fx(ux—2)))d(u1) = =b(A(ur—1) + do(Fx (ux) — Fx(uk-1))),

k=K:  ¢uxs1) — (14 a)d(ux) + b(Fx (uz) — Fx(u1)))o(ur-1) + ...

+0(Fx(ur) — Fx(ur—1)))d(u1) = =b(A(uk) + ¢o(Fx (uri1) — Fx(uk))).
(6.4)
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Das System (6.4) besteht aus K Gleichungen und kann in die folgende Matrixform ge-
schrieben werden M ¢ = y, wobei

—(1+a) 1 0 0... 0
b(Fx(ug) — Fx(uy))) —(1+a) 1 0 .. 0
M= : :
b(Fyx(ug_2) — Fx(ug_1))) .. . —(1+4a) 1 0
b(Fx(uK_l) —Fx(UK_Q))) —(1+a) 1
b(Fx(uk) — Fx(ug_1)) oo e . —(1+a)
b1 —b(A(u1) + do(Fx (uz) — Fx(u1)))
b2 —b(A(uz) + ¢o(Fx(us) — Fx(u2)))
¢ = | ov= : :
OK—1 —b(A(ug—1) + ¢po(Fx(ug) — Fx(urx—1)))

O —b(A(uk) + ¢o(Fx(ur+1) — Fx(ur)))

wobei ¢ = ¢(ug) fir k=1, ... K.

Um die genauere Losungen zu bekommen, sollen die Randwerte fiir die Gerber-Shiu Funk-
tion ¢(u) betrachtet werden. Wir haben im Kapitel 4 die Randwerte bestimmt, die wir
jetzt fiir das Finite-Differenzen Verfahren ausnutzen. Der Anfangwert fiir v = 0 wird mit
¢o bezeichnet und betragt

)\ o0
¢y = —/ e P A(u)du. (6.5)
¢ Jo
Der Endwert fiir u = uy ist )
¢ ~ Ce ™, (6.6)

wobei C' in (4.47) definiert ist. Fiir den Fall einer Exponentialverteilungsfunktion haben
wir folgende Ausdriicke. Zuerst fiir den Fall, wenn die Straffunktion w(z,y) = 1 ist. Durch
einsetzen von fx(z) = e #* und w(zx,y) = 1 in (4.47) erhalten wir

A

A

~ B—R _ B+p
~(BHR?

Wenn die Straffunktion w nur von Deffizit abhéngt, d.h. w(x,y) = e=*¥, a > 0 erhalten

wir die folgende Konstante

BA X A
- B=A|B-R B+p
C = YR (6.8)
(B+R)?
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Durch die oben definierte Randbedingungen entsteht ein neues Gleichungsystem M¢ = y,
mit

1 0 0 0... 0
b(Fx(u) — Fx(w)))  —(1+a) 1 0 0
V- : S
b(FX(UK_Q) _FX(uK—l))) —(1+a) 1 0
b(Fx(qul)—Fx(uK,Q))) —(1—|—a) 1
0 1
03] %f e P A(u)du
o —b(A(u2) + ¢o(Fx(u ) Fx(u2)))
o=\ |, v=
Pr-1 —b(A(ug—1) + ¢0(~FX(UK) — Fx(ug-1)))
O Ce ftu

Wir konnen jetzt unsere numerische Losungen graphisch darstellen. Betrachten wir zuerst
den Fall einer Ruinwahrscheinlichkeit, d.h. wenn w(u,y) = 1. Die weitere Parametern sind
wie im exakten Fall ausgewéhlt.
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Abb. 1: Numerische Darstellung einer Ruinwahrscheinlichkeit ¢(u) = ¥ (u)
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Abb. 2: Numerische Darstellung einer Uberlebenswahrscheinlichkeit ¢(u) = 1 — 1) (u)

In folgenden Graphiken wollen wir die expliziten Ergebnisen aus dem Kapitel 5.2.1 mit den
numerischen fiir den Fall der Ruinwahrscheinlichkeit vergleichen.
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I:II:IE 1 1 T T 1 1 1 1 1
— phi
—— phi_xact ]

0.045

0.04

0.035

0.05

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

Abb. 3: Explicite vs. numerische Losung fiir den Fall ¢(u) = 9 (u)
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s (]
— — —phi_xact

0.99

0.95

0.37

0.96

0.95 ¢

I:Ig_d 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Abb. 4: Explizite vs. numerische Losung fiir den Fall ¢p(u) = 1 — ¢ (u)

Im zweiten Beispiel betrachten wir eine andere Straffunktion die nur von Defizit y
abhéngt. Also w(u,y) = e, a > 0. Wir stellen das gleiche Beispiel wie im exakten Fall
dar.
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I:Il:l35 T T T T T T T T T

phi

0.03

0.025
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0.0$15

0.01

0.005

Abb. 5: Numerische Darstellung der Gerber-Shiu Funktion, bei w(u,y) = e™¥
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I:II:I35 1 1 T T 1 1 1 1 1
—ti 1
—— phi_xact

.03

0.025

0.02

0.015
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0.005

Abb. 6: Vergleich von Ergebnisen bei w(u,y) = e™¥
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I:IDE T T T T T T T T T

phi

0.045

0.04

0.0355

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

Abb. 7: Numerische Darstellung der Gerber-Shiu Funktion, bei w(u,y) = e~*¥

6.2 Numerische Approximation der
Integro-Differentialgleichung fiir die
Gamma- Verteilungsfunktion

In diesem Abschnitt wollen wir die Integro-Differential Gleichung (4.4) fiir I-verteilte
Schéden approximieren. Wir verwenden dazu die oben genannte Finite-Differenzen Me-
thode. Sei fx die Wahrscheinlichkeitsdichte einer I'-Verteilung, dh.

bP
fX r) = :L‘p_l —bI7
1)
wobei p > 0 und b > 0 reelle Parameter sind. Wir betrachten ein konkretes Beispiel
fir p = 2 und b = 1, dann ist unsere Dichtefunktion fx(z) = ﬁxe“’" = ze * und

die dazugehorige Verteilungsfunktion Fy(z) =1 — (x + 1)e™®. Wir nehmen an, dafl unsere
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Straffunktion w(z, y) nur vom Defizit abhingig ist und w(z,y) = y betragt. Um die Finite-
Differenzen Methode anwenden zu kénnen, benétigen wir ein paar neue Werte fiir die I'-
Verteilungsfunktion. Wir miissen unter anderem die neue Randwerte ¢y und ¢ bestimmen.
Zuerst berechnen wir den Anfangswert ¢

o = — /000 e P A(u)du.

C

Um ¢q zu bekommen miissen wir zuerst A(u) und p bestimmen.
Alu) = / w(u,y) fx(u+y)dy = / y(u + y)e_(u+y)dy
0 0
= / ye fue™"dy + / ye e dy
0 0

Nach partieller Integration beider Integralen erhalten wir
Alu) = (2+u)e ™.
Durch einsetzen von A(u) in ¢ erhalten wir

A o0
$o = —/ (2 + u)e~FPugy
0

Cc

0 ¢ Jo

c
2\ A
— .= +
c(1+p) c(1+p)?
_ A3+ 2p)
c(L+p)*

Jetzt wollen wir die Losungen der Lundberg Gleichung (4.6) bestimmen. Wir wissen, dafl
es gilt R
d+A—cf=Nfx(x),

wobel

fx(z) = / ze” 0%y = | =
0
Durch Einsetzen und Umformen erhalten wir

(CHNA+2+E) —cl(1+2+E)—-A=0

(1+¢)*

§HAF2(0+N)E+ (6 +N)E3 — c€ — 2¢€ — €2 — X
—c&+ (04+A—20) 4+ (20+2X— )+ =0
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Fiir die folgende Werte fiir ¢ = 1; A = 0.1; 6 = 0.05 erhalten wir folgende Losungen
p =0.0612 und —R = —0.6454.

Wir bestimmen jetzt den Randwert ¢ = Ce . Um ¢y zu erhalten sollen wir zuerst die
Konstante C' nach Formel (4.47) bestimmen. Der Nenner der Gleichung (4.47) betrégt

2\

Der Zahler der Gleichung (4.47) im Fall einer Gamma-Verteilung berechnen wir folgender-
maflen aus

Cy = )\/ / (z — 2)ve (e — e "")drdz =
0 z

= )\/ / i (ef — e ") drdz — )\/ / rze (el — e drdz = ...
0 z 0 z
A

B A o
S (=RP (I+pp (I-R) (L+p)

Insgesamt ergibt sich

Fiir unseren Fall haben wir folgende Werte fiir ¢y, C' und ¢y. Also ¢y = 0.277264; C' =
0.0217 und ¢n = 0.0009. Wir koénnen jetzt durch die Anwendung der Finite-Differenzen
Methode die Losung unsere Integro-Differential Gleichung (4.4) graphisch darstellen.
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I:|35 1 1 I I I I 1 1 1

phi

0.3

0.25

0.2

015

0.1

0.05

Abb. 8: Numerische Darstellung der Gerber-Shiu Funktion bei einer Gamma-Verteilung
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Kapitel 7

Konvergenzverhalten

In diesem Abschnitt wollen wir fiir verschiedene Schrittweiten h = %, (n = 10,20, ..., 100)
der absoluten Fehler und auch die Konvergenzordnung eines numerischen Verfahrens zur
Bestimmung der Gerber-Shiu Funktion bestimmen. Um den Konvergenzordnung zu be-
stimmen, brauchen wir einige allgemeine theoretische Hintergriinde fiir verallgemeinerte
Volterra Integro-Differentialgleichungen. Die Theorie fiir das Konvergenzverhalten fiir ver-
allgemeinerte Volterra Integro-Differentialgleichung, die in follgenden zwei Abschnitten be-
schrieben wird, findet man in Brunner [3].

7.1 Die numerische Behandlung
von Anfangswertproblemen fiir verallgemeinerte
Volterra Integro-Differentialgleichungen

In diesem Teil des Kapitels wollen wir die numerische Losung der Volterra Integro-Differentialgleichung
r-ter Ordnung, deren Kernfunktion die r-te Ableitung der gesuchten Losung enthélt, mittels
Spline-Funktionen behandeln. Betrachtet wird die folgende Volterra Integro-Differentialgleichung

y () = f(t,y(t), ...,y(r_l)(t)) +/O k(t,s,y(s), ...y (s))ds, tel0,T], (7.1)

mit Anfangsbedingung .
y®0) =y?  (k=0,.r—1), (7.2)

wobei y® (t) = j—:ty(t) ist.

Hier wird angenommen, da8 f(¢,y, ...,y ") und k(t, 5,5, ..., y™) folgendermaBien definiert

sind
r—1

Ft g nyT™) =" pilt)y @ + q(t), (7.3)

=0
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und

k(t7 87 y’ "'7y(r)> = ZKZ(t? S)y(2)7 (7'4)
i=0

wobei r € N. Die Funktionen p; und K; werden als (zumindest) stetig auf ihren jeweiligen
Definitionsbereichen angenommen. Weiters sei

I:=100,T] und S :={(t,s): 0<s<t<T}.

Bemerkung. Im unseren Fall wird die Integro-Differential Gleichung (4.4)

6 =200~ 2 [ o(o)fxlt — s)ds = 20,

mit
6(0) = ¢,
betrachtet. Hier sieht man, da8 » = 1, f(¢,¢) und k(t,s, ¢, ¢’) folgendermafien definiert

sind
0+ A A

£(t,0) = T20(0) — A,

und

k(t, s, ¢,¢") = ¢(s) fx(t — s).

7.1.1 Spline-Kollokationsmethoden

Sei t, :==nh (n =0,...,N; ty = T) fir h > 0 die gleichméfiige Partition des Intervalls
[0, 7] mit folgenden N Teilintervallen o, := [t,,t,11] (R =0,..., N — 1). Setze

A

Iy =Aty:n=1,..N—-1}, Zy:=ZyU{T}.

Sei m € N gegeben. Setze d := r—1, wobei r die Ordnung der Integro-Differentialgleichung
(7.1) bezeichnet. Die Losung y des Anfangswertproblemes (7.3), (7.4) wird durch ein Ele-
ment u des Polynom-Spline-Raumes

S (Zx) == {ueCI):u=:u, € g auf o, (n=0,..,N—-1)}  (7.5)

approximiert. Hier ist 7,4 der Raum der reellen Polynome mit dem Grad kleiner oder
gleich m+d. Diese Approximation u wird durch Kollokation bestimmt. Sei {c;} die gegebene
Menge von m reellen Zahlen (spéter auch die Kollokations Parameter genannt), die 0 <
c1 < ... < ¢y <1 geniigen. Definiere die Kollokationspunkte durch

N-1
X(N) =] Xp, mit X, :={tn; =tn+c;h:j=1,.,m}Co,. (7.6)

n=0
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Die Kollokationslésung fiir (7.3), (7.4) ist gegeben durch das Element u € Sﬁfﬁrd(Z ~), das
t
W) = F(t,u(t), D) + / k(t, 5, u(s), ... u) (s))ds, (7.7)
0
fir t € X(N), mit
WP )=y (k=0,..,d). (7.8)

erfiillt. Die Kollokationsgleichung (7.7) stellt eine Rekursion fiir die Polynome uy, ..., uy_1
dar, die die Beschrankungen von u auf den Teilintervallen oy, ..., o_1 sind. Es kann in der
folgender Form geschrieben werden

W (tng) = Fltng, tn(tng), o ull ™ (e )+

+ h/ Bt s tn 4+ v, (t, + 0h), oy ul (4, + vh))dv + F,(t, 5 w), (7.9)
0
j=1...m (n=0,.,N—1),
wobei
n—1 1
Fo(tu) = h / B(E 5+ vh, us(ts + vh), o u) (4 0h))do. (7.10)
i=0 70

W) =u () (k=0,..,d). (7.11)

Das obige zeigt, dafi die Wahl von Sﬁfld(Z ~) als der annéhernde Raum fiir (7.1), (7.2) der
natiirliche ist, da seine Dimension gegeben ist durch

dim Sfjid(ZN) = Nm+r.

Bei jedem der N Teilintervalle von I miissen wir ein System von m algebraischen Gleichun-
gen losen. Im ersten Teilintervall oy werden r Additionsgleichungen durch die Anfangsbe-
dingung (7.8) bestimmt.

Man beachtet auch, dafl wenn die Kollokationsparameter so gewahlt werden ¢; = 0 und
c¢m = 1, dafl die resultierende approximierende Spline-Funktion u ein Element des glatten
Raumes ist

SU(Zx) = S (Zy) N CHUT).

Das folgende Ergebnis beschreibt die Konvergenzordnung von u. Wir benutzen die Notation
fiir die gegebene stiickweise stetige Funktion g,

g1l := supflg(#)] - ¢ € [0, TT}.

Satz 7.1.1 [3] Angenommen, es seien die Funktionen p,(v =0, ...,7—1) und K,(v =0, ..., 7)
in (7.3), (7.4) m-Mal stetig differenzierbar auf ihren Definitionsbereichen I und S. Wenn
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u € Sﬁf}rd(ZN) (mit m > 1,d := r — 1), die mit (7.8), (7.9) definierte Kollokationslosung
ist. Dann gilt
Ily® —u®|| = Oh™), k=0,..r (7.12)

fiir N — oo, Nh = T. Dieses Ergebnis ist giiltig fiir alle Kollokationsparameter {c;}.0

Satz 7.1.2 [3] Angenommen, es seien die Funktionen p,(v =0, ...,7r—1) und K,(v =0, ..., 7)
in (7.3), (7.4) m-Mal stetig differenzierbar auf ihren Definitionsbereichen I und S. Wenn
u € Sﬁﬁd(ZN) (mit m > 1,d := r—1), die mit (7.8), (7.9) definierte Kollokationslosung mit
den Nullstellen des verschobenen Legendre Polynoms P,,(2s—1) bezeichnet (d.h. die Gauss
Punkte in (0, 1)), als die Kollokationsparameter {c;}. Dann geniigt der daraus resultierende
Fehler e := y — u,

max e® () =Oh*™), k=0,..,r—1, (7.13)
7Le n
wahrend

max |60 (1,)| = O(h"). (7.14)

Wenn e(™) die gleiche Ordnung der diskreten Konvergenz an den Knoten als e, ¢/, ..., e
besitzen soll, dann ist es notwendig ¢,, = 1 zu haben. Die optimale Ordnung der Konver-
genz ist dann 2m — 1.

Satz 7.1.3 [3] Angenommen, es seien die Funktionen p,(v =0, ...,7—1) und K,(v =0, ...,7)
in (7.3), (7.4) m-Mal stetig differenzierbar auf ihren Definitionsbereichen I und S. Wenn
u € S,(ffld(ZN) (mit m > 1,d :=r — 1), die mit (7.8), (7.9) definierte Kollokationslosung
unter Verwendung von Nullstellen von P,,(2s—1)— P,,_1(2s—1) bezeichnet (d.h. die Radau
Punkte in (0, 1]), als die Kollokationsparameter {c;}. Dann gentigt der daraus resultierende
Fehler

max [e®(t,)] = OR*™ 1) k=0,..,r—1,r (7.15)

Die Kollokationslosungen im Satz 7.1.2 und Satz 7.1.3 sind in Allgemein nur r — 1 stetig

differenzierbar auf I. Wenn man daran interessiert ist, polynomiale Spline-Approximationen

des Grades m + d zu haben, die in C"([) (d.h. u € Sr(ji;)(ZN)) sind, dann kann die Kon-

vergenzordnung 2m — 2 nicht {iberschritten werden.

Satz 7.1.4 [3] Angenommen, es seien die Funktionen p,(v =0, ...,7r—1) und K,(v =0, ...,7)
in (7.3), (7.4) m-Mal stetig differenzierbar auf ihren Definitionsbereichen I und S. Wenn
u € S,(jld(ZN) (mit m > 1,d := r — 1), die mit (7.8), (7.9) definierte Kollokationslosung
unter Verwendung der Nullstellen von s(s — 1) P/ (2s — 1) fiir die Kollokationsparametern
bezeichnet (d.h. die Lobatto Punkte in [0, 1]). Dann geniigt der daraus resultierende Fehler

max |e® (t,)] = O(h*™%) k=0,..,r. (7.16)

tn€Zn

Der Beweis fiir diese diskreten Superkonvergenzergebnisse zeigt, dafl die Ordnung p =
2m — 2 auf Zy auch durch eine Kollokations-Approximation in Sv(qﬁd(ZN), die nicht in
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C"(I), erreicht werden kann. Hier sind die Kollokationsparameter ¢y, ..., ¢, die m — 1
Gausspunkte in (0,1) (d.h. die Nullen von P,,_1(2s — 1)), und ¢,, = 1.

Eine Zusammenfassung der diskreten Konvergenzergebnisse fiir die praktisch relevantesten
Félle von (7.1) ist in folgender Tabelle gegeben aus [3]. Man beachte, dafl (7.1) mit r = 0
eine Volterra-Integralgleichung der zweiten Art entspricht, fiir die die Anfangsbedingung
(7.2) leer ist

[ Collocation Approximating max | e (r,)) max | e (t,)|
parameters spline space \ad (m)
Ciy--1Cm (k’lﬁ,...,f-'-”

Gauss points SCN(Zy) O(N™™)
Radau Il points S[m__l} (Zy) O(N -@2m=- 1|)
Lobatto points (2 O(N" @m-2)

(mz22)

Gauss points SO(zy) O(N~?) O(N"™)
Radau 1l points S*HZ,) O(N—2m-1) O(N~-@=-1)
Lobatto points Silh(zh) O(N'—mm—ll) O(N—(z.-—g))

(m22)

Gauss poinls B2 O(N~2m) ON™
Radau 11 pOiﬂlS SLI:,; (Zy) O(JV‘(I--H) O(N -(zn'-—l))
Lobatto points S2 (Zy) O(N~m-2) O(N-@m-2)

(m22)
i

Abb. 1: Konvergenzordnungen aus Brunner [3]

Beweise: Der Schliissel zu den obigen diskreten Konvergenzresultaten (7.13), (7.15)
und (7.16) liegt in der Tatsache, dafl der Kollokationsfehler e = y — v und die Ableitungen
e ... e als Losung eines Systems von 7+ 1 Volterra-Integralgleichungen der zweiten Art
betrachtet werden konnen und somit in Form der entsprechenden Resolvente ausgedriickt
werden konnen und der Rest assoziiert ist mit der Kollokationsgleichung (7.7).

Um dies zu sehen, schreiben wir zuerst (7.7) in der Form

u(t) = f(t,ut), .a V() = 5(t) + /Ot k(t, s, u(s), ..,u(s))ds, tel, (7.17)

wobei §(t) der Rest, welcher (mindestens) stetig ist auf jedem der Teilintervalle, und an
den Kollokationspunkten X (N) := 6(t) = 0 fur alle t € X(N) verschwindet. So erhalten
wir (7.1), (7.2), (7.3) und (7.4)

(7.18)
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mit der Anfangsbedingung, d =r — 1,
e®(0)=0 (k=0,..d). (7.19)
Setze z;(t) := e®(t) (k=0,...,r) und definiere vektorwertige Funktion z(t) durch
2(t) = (20(t), ..., 2 (t))T € R™H.

Unter der Verwendung der Anfangswertbedingung (7.19) kénnen wir

() = /Ot (), tel (E=0,. .r—1) (7.20)

schreiben. Dariiber hinaus ergibt sich aus (7.18)

r

2(t) = ipi(t)/o Ziy1(s)ds +0(t) + Z/ﬂ K;(t,s)z(s)ds,

i=0
und daher

T

z(t) = () +/O { z_:pi(t)ziﬂ(s) + Z K;(t, s)zi(s)}ds, tel. (7.21)

1=0

Die obigen Gleichungen (7.20), (7.21) stellen ein System von 7+1 Volterra-Integralgleichungen
der zweiten Art fiir die unbekannten Funktionen z(t), (k = 0,...,r) dar. Um diese Glei-
chungen in kompaktere Form zu bringen, definieren wir

D(t) := (0,0,...,0,5(t))" € R™1,

und
0 1 0 0
K(t,s):= 0
0 0 1
Ko(t,s) po(t)+ Ki(t,s) ... ... pr_1(t) + K.(t,s)

Aus der Gleichungen (7.20) und (7.21) bekommen die Form
t
z(t) = D(t) +/ K(t,s)z(s)ds, tel. (7.22)
0

Wenn also R(t,s) die Resolvente ist, die dem Kern K (¢, s) von (7.22) entspricht, so kann
ihre Losung in der Form ausgedriickt werden

2(t) = D(t) + /Ot R(t,s)D(s)ds, tel. (7.23)
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Fiir t = t,, € Zy erhalten wir
n—1 t
2(tn) = D(tn) +h > / R(ty,t; + vh)D(t; + vh)dv. (7.24)
i=0 0

Bemerkung: Die Definition der Resolvente R(t,s) findet man im Kapitel 3.1 in [12].

Beachten wir, daB fiir jedes Teilintervall o; die Komponenten des Integranden R(t,,t; +
vh)D(t; + vh) glatte Funktionen von v sind. Wenn die Funktionen p, und K, in (7.3) und
(7.4) p mal stetig differenzierbar in I und S sind, so haben die Integranden den gleichen
Glattungsgrad. Dies folgt aus der Definition des Restes 6(¢) in (7.17) und der Tatsache,
daB die Resolvente R(t,s) die Gléatte von p, und K, erbt.

Nehmen wir nun an, dafl die Integrale in (7.24) durch m-Punkte der Interpolations-Quadratur-
Formeln approximiert werden, deren Abszissen mit den m Kollokationspunkten iibereinstimmen
tiy:=1l+ch (i=1,..,m)in o; und bezeichne die resultierende Quadratur-Fehler durch

i) . — (Eén,i) E(m’))T c R

Anderes gesagt haben wir
t m
/ R(tn,t; +vh)D(t; + vh)dv = > wR(ty,t;))D(tiy) + E™, (0<i<n<N).
0 =1

Aber D(t;;) ist der Nullvektor, da die einzige nichttriviale Komponente durch 6(¢;;) gege-
ben ist, die an allen Kollokationspunkten t;,; € X (V) verschwindet. So erhalten wir mit
den oben genannten Ergebnisen

n—1
2(tn) = D(tn) + h- Y E™), t, € Zy.
=0

Nach der Definition von z(t), D(t) und E™" ist das dquivalent zu

—_

n—

eBt)=h-3S E™ t,eZy, (k=0,..,r—1), (7.25)
i=0
und .
e (ty) = 6(t) +h- > EM™), t, € Zy. (7.26)
=0

Betrachten wir zuerst den Fall, wobei ¢,,, = 1 und ¢, € X(N) (n =1,..., N). Da §(t,) =0,
implizieren (7.25) und (7.26), da die Ordnung von e®(t,) (k = 0,...,r) durch die Qua-
draturfehler E,g"’z)gegeben ist. Unter der Einschrankung, dafl ¢,, = 1 ist, wird die hochste
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Ordnung, p = 2m — 1, genau dann erreicht, wenn diese Quadraturformel die Radau-II-
Formel ist. Dies stellt den Satz 7.1.3. dar. Wenn {c;} m-Lobatto Punkte in [0, 1] (mit
m > 2) sind, dann wird die Ordnung p = 2m — 2. Da wir nun ¢; = 0 und ¢,, = 1 haben, ist
die resultierende Kollokationsapproximation in Sﬁn”r;l)(Z ~). Dies ergibt sich aus dem Satz
7.1.4 [3].

Jedoch kann die gleiche Ordnung p = 2m — 2 auch durch eine Approximation in Sr(jld
erreicht werden, die nicht in C**1([) ist. Angenommen, wir wihlen fiir ¢, ..., ¢,,_1 die Null-
stellen von P,,_1(2s—1) (d.h. m—1 Gauss Punkte in (0, 1)) und ¢,, = 1. Wenn die Integrale
in (7.24) durch die m — 1-Punkte der Gauss-Formel approximiert werden, dann sind die
Quadraturfehler in (7.25) und (7.26) (wobei 6(t,) = 0) der Ordnung 2(m — 1) = 2m — 2.

Daher ist e (t,) = O(h*™2) fiir t, € Zy und k = 0, ..., 7.

Nach den obigen Beobachtungen sehen wir, daf§ die hochstmogliche Ordnung der diskreten
Superkonvergenz p = 2m — 2 erhalten wird, dann und nur dann die Kollokationsparameter
die m Gauss Punkte in (0, 1) sind. Jedoch, da wir jetzt ¢,, < 0 haben, wird diese Ordnung
nur fiir u(t,), (t,), ...,u" "V (t,) erreicht. Dies folgt aus der Anwendung der obigen Argu-

mente auf (7.25), wo die E,gn’z) nun die Quadraturfehler der m-Punkte der Gauf-Formeln
sind. In (7.26) haben wir in Algemein 6(¢,,) # 0. Es kann gezeigt werden, da8 §(t) = O(h™),
wenn t kein Kollokationspunkt ist und der Exponent m nicht durch eine grolere ganze Zahl
ersetzt werden kann. Dies fiihrt zum Ergebnis des Satzes 7.1.2 [3].

7.1.2 Implizite Runge-Kutta-Nystrom-Typ Methode

Die in der Kollokationsgleichung (7.9) auftretenden Integrale fir u € Sq(;lld(ZN) kénnen
im Algemeinen nicht analytisch ausgewertet werden. Die praktische Umsetzung des in Ab-
schnitt 7.1 beschriebenen Kollokationsverfahrens beinhaltet die Diskretisierung von (79)
mittels geeigneter Quadraturmethoden.

Sei

Liw):= 1] w=a)/(g—c), (=1,.,m),
1=1,l#j
die Lagrange-Grundpolynome, die mit den Kollokationsparametern ¢y, ..., c,, verkniipft

sind. Setze
Y, ;= ug)(tn,j), yff) = u;k) (tn) (k=0,...,r—1),

wobei u € Sgld(ZN) mit (d :==r —1). Da ul) ein Polynom von Grad m ist, kénnen wir

schreiben
m

u(t, + vh) = ZLJ(”)YW’ t, +vh € oy,.

J=1
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Sukzessive Integration fiihrt zu

rkl

(k (t, +vh) = Z

=0

u‘ ylkt) 4 prk Zak] Y, vel0,1] (7.27)

fir (k=r—1,...,0), mit

v (U _ Z)rfkfl
(v) = ~———Li(2)dz.
ns(0) = [ Tl
Zusétzlich wird gesetzt
1
wy ::/ Li(v)dv (= ar—1,(1)).
0

Es werden die Integrale in (7.9) tiber [0,¢;], j = 1,...,m durch m-Punkt-Interpolations
Quadraturformeln mit Abszissen, die in [t,,t, + ¢;h], t, + cjgh (I = 1,...,m) liegen ap-
proximiert, da die Formeln von interpolatorischen Typen mit ihren Gewichte ¢; w; (I =
1,...,m) gegeben sind. In (7.9) sind alle Integrale iiber [0, 1]. Hier benutzen wir m-Punkt-
Interpolations Quadraturformeln, deren Abszisse die Kollokationspunkte ¢;; := ¢;+¢;h und
deren Gewichte w; (I =1,...,m) sind.

Daher haben die diskretisierte Kollokationsgleichungen (7.9) und (7.10) die Form

Yo = fltng tun(tng), o ull V(e )+

+ he;j - Z wik(ty, j, tn + cjcthuy(t, + coh), ..., unr) (tn + cjcih)) (7.28)
=1

+G(tpju), j=1,....,m (n=0,..,N —1),

mit .
G TL]) h Zzwl tnjtzlauz Zle) ( 1)(ti,l)7Y;,l)' (729)
=0 =1
Betrachten wir fiir alle n = 0,..., N ein System von m algebraischen Gleichungen von
Yoi1, ., Yom. Wenn diese Werte berechnet wurden, werden die Approximationen von
y(t), y (), ...,y (t) bei t = t,, mit (7.27) gefunden. Setzen wir v = 1 und verwenden

die Notation yfﬁl =y (tns1):

r—k—1

h# "
= myﬁfﬂﬂ FRY ()Y, (=0, — 1), (7.30)

p=0 " j=1
Insbesondere haben wir

r—1

h

0 '

Yn+1 = yr(z—i)-l :yn+hy7(z1) T +Wyn = +h Zb Yn]?
7=1
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wobei
by = ao,j(1):/0 %Lj(z)dz.

Wenn der Kern k in (7.1) verschwindet, reduziert sich die diskretisierte Kollokationsme-
thode (7.28), (7.29), (7.30) auf eine Runge-Kutta-Nystrom-Methode fiir das Anfangswert-
problem

Yy = f(t,y, ...y, y®(0) = yék), (k=0,..,r—1).

Dementsprechend verweisen wir auf (7.28), (7.29), (7.30) als Volterra-Runge-Kutta-Nystrom-
Methode fiir die allgemeine Volterra Integro-Differentialgleichung (7.1). Diese Methode ist
implizit und besitzt m Stufen, siche [3].

7.2 Fehlerabschitzung

Zum Abschluss dieses Kapitels und dieser Arbeit wollen wir unsere Ergebnisse iiber die
Fehlerabschétzung numerisch und graphisch darstellen. Wir betrachten unsere Integro-
Differentialgleichung (4.4), die eine Volterra-Integro-Differentialgleichung der ersten Org-
nung (d.h. » = 1) entspricht. Wir betrachten den Fall einer Exponential-Verteilung, da wir
fiir diesen Fall sowohl explizite als auch die numerische Ergebnisse erhalten haben. Zuerst
stellen wir die Ergebnise von den absoluten Fehlern fiir verschiedene Schrittweite h = %,
(n = 10,20, ...,100) dar. Die absoluten Fehler F'(n) haben wir folgendermaflen berechnet

F(n)= max |¢(u) —¢(u)|, w; =ih, (7.31)

wobel wir mit ngS(u) die explizite Losung und mit ¢(u) die numerische Losung von unserer
Integro-Differentialgleichung (4.4) bezeichnen. Die folgende Tabelle stellt die Ergebnisse
von der absoluten Fehlern F'(n) fiir das Beispiel mit einer Straffunktion w = e* mit a = 1
und gleichen Parametern wie im Kapitel 6.1. dar.

Absolute Fehler

h=-+ 1/10 1/20 1/30 1/40 1/50
F(n) | 1.8442¢ — 007 | 3.8505¢ — 008 | 1.6138¢ — 008 | 8.8119¢ — 009 | 5.5371e — 009
h=-+ 1/60 1/70 1/80 1/90 1/100
F(n) | 3.7967e — 009 | 2.7630e — 009 | 2.0996e — 009 | 1.6486e — 009 | 1.3284e — 009
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10 20 30 40 a0 il 70 gl Bi:l 100

Abb. 2: Absolute Fehler

Bemerkung: Man muss nur beachten, daf§ man die explizite Randbedingungen im nume-
rischen Vervahren verwenden soll, um die Inkorrektheit des Fehlers zu vermeiden. Es kann
passieren, wenn man mit den numerischen Randbedingungen arbeitet, dal die absoluten
Fehler steigen, was natiirlich nicht relevant ist.

Jetzt wollen wir die Konvergenzordnung der Fehlern fiir das gleiche Beispiel ansehen. Die-
sen Fehler berechnen wir mit Hilfe der absoluten Fehler

F,(n) =n"F(n), (7.32)

wobei p die vermutete Konvergenzordnung ist. Wir werden sehen, dafl die Konvergenzord-
nung fiir unsen Beispiel zwischen p = 2 und p = 3 liegt. Aber, wir werden zum Vergleich
die Ergebnise fiir folgenden Werten p € {1,2,3,4} darstellen. Fiir die grofiere Werte von
p ist es nicht mehr relevant die entsprechenden Werte betrachten, da die Fehler zu schnell
wachsen. Zuerst schauen wir die Resultate fiir p = 1 und n = 10, 20, ..., 100 an.
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Fehler firp=1

10 20 30 40 50
n) | 1.8442e — 006 | 7.7010e — 007 | 4.8414e — 007 | 3.5247¢ — 007 | 2.7686e¢ — 007
60 70 80 90 100
n) | 2.2780e — 007 | 1.9341e — 007 | 1.6797e — 007 | 1.4838¢ — 007 | 1.3284e — 007

S
—~| 3

=
—~| 3

a
10 20 a0 40 50 &l 70 il =0 100

Abb. 3: Fehler fiir p=1

Um die Ergebnisse besser zu vergleichen, stellen wir die Fehler fiir p =2, p=3 und p =4
dar.

Fehler fiirp =2

n 10 20 30 40 90
Fy(n) | 1.8442e — 005 | 1.5402¢ — 005 | 1.4524e — 005 | 1.4099¢ — 005 | 1.3843e — 005

n 60 70 80 90 100
Fy(n) | 1.3668¢ — 005 | 1.3539¢ — 005 | 1.3437e — 005 | 1.3354e — 005 | 1.3284e — 005
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% 100

1 3 | 1 1 | 1 | 1 |
10 20 30 40 a0 il 70 gl =1l 100

Abb. 4: Fehler fir p = 2

Fehler firp=3

n 10 20 30 40 50
Fy(n) | 1.8442¢ — 004 | 3.0804e — 004 | 4.3572¢ — 004 | 5.6396e — 004 | 6.9214e — 004

n 60 70 80 90 100
Fy(n) | 8.2009¢ — 004 | 9.4771e — 004 0.0011 0.0012 0.0013
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1"1 I 1 1 I

10 20 30 40 50 5O 70 a0
Abb. 5: Fehler fiir p = 3
Fehler fiirp=4
n 10 20 30 40 50
Fy(n) | 0.0018 | 0.0062 | 0.0131 | 0.0226 | 0.0346
n 60 70 80 90 100
Fy(n) | 0.0492 | 0.0663 | 0.0860 | 0.1082 | 0.1328
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I:|1'd' I 1 1 I 1 I 1 I

0.12

0.1

0.05

0.06

0.04

0.02

10

Abb. 6: Fehler fiir p =4

Aus den obigen Tabellen und Abbildungen kénnen wir schliefen, dafl die Konvergenzord-
nung fiir unseren Fall zwischen p = 2 und p = 3 ist. Beim p = 1 und p = 2 ist zu sehen,
daf} die Fehler (zu schnell) zu Null konvergieren und noch immer fallend sind. Beim p = 3
sieht man, dafl die Fehlerlangsam zu wachsen beginnen und beim p = 4 sieht man. daf die
Fehler noch scnheller steigen. Genau zwischen p = 2 und p = 3 merkt man, dafl die Fehler,
fiir unterschiedlichen n nah zu Null sind und die Abweichung zwischen zwei Fehlern ganz
gering ist, was die Hauptbedingung

F,(n)-n? <C

erfiillt, wobei C' > 0 eine Konstante ist. Um besser zu sehen, wegen Skalierung, stellen
wir sowohl den Vergleich von Fehlern fiir p = 1, p = 2 und p = 3 als auch von alle vier
betrachteten Werten von p dar.
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¥ 10
1.4 . . . . . ) . )
Konvergenzordnung 1 |
19l Konvergenzardnung 2 ||
' Konvergenzordnung 3

10 20 30 40 a0 il 70 gl =1l 100

Abb. 7: Vergleich der Fehlern fiir p =1 und p = 2

In néchster Abbildung sehen wir, daf§ die Fehler unserer Konvergenzordnung p = 3 nah
zu Null konvergieren und fast Konstant ist.
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014 . . . . . ) . )
Konvergenzordnung 1 Y
Konvergenzordnung 2
Konvergenzordnung 3
Konvergenzordnung 4

0.12

0.1

0.05

0.06

0.04

0.02

10 100

Abb. 8: Vergleich der Fehlern fir p=1,p=2,p=3 und p =4
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Anhang A

A.1 Grundlagen der Stochastik

[11, Vgl. S. 9] Wir bezeichnen mit (€2, A, P) den zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeits-
raum.

e Sei () die Menge aller Elementarereignisse w, (im Versicherungssinne alle moglichen
Zusténde eines versicherten Gegenstandes).

e Sei A ein Mengensystem der Ereignisse (Teilmengen von 2). A heifit eine o-Algebra,
wenn die folgende Axiome erfiillt sind:

1. Qe A
2. Ac A= Ac A wobei A:={weQ: :w¢gA}
3. A, e A= U A, e A

e Die Abbildung P : A — [0, 1] heifit ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf A, wenn folgende
Axiome gelten:

1. P() =1
2. VA e Agilt P(A) >0
3. Fiir Mengen A; mit i # j: A, NA; =0,(,7=1,2,...) gilt:

P(U A) = Z P(4;).

e Zufallsvariable: [11, Vgl. S. 10]
Eine Zufallsvariable ist eine Abbildung

X: Q=R

die Elementarereignissen eines Wahrscheinlichkeitsraumes in sinnvoller Weise die reelle
Zahlen zuordnet. D.h. Mit Hilfe dieser Funktion kénnen wir zu alle beschriebenen Ereignisse
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Wabhrscheinlichkeiten angeben. Eine Zufallsvariable ist eine (R, .A)-mefibare Funktion. Das
bedeutet
VeeR: {we: X(w) <z} e A

eVerteilung: |11, Vgl. S. 10]
Eine Verteilung P einer Zufallsvariable X ist das Wahrscheinlichkeitsmafl auf B mit

Px(A) =P{weQ: X(w) € A}, A€ B(R),

wobei B(R) = o({(—o0,z)} | x € R) die kleinste o-Algebra auf den reellen Zahlen R ist,
welche von Intervallen der Form (—oo,z), = € R erzeugt wir. B(R) nennt man Borelalge-
bra und die Elemente von B(R) Borelmengen.

e Triger: |11, Vgl. S. 10]
Die kleinste abgeschlossene Menge A so daf3

Px(A)=P{lweQ: X(w)e A} =1

gilt, heifit der Trdger einer Verteilung P. Das bedeutet, daf§ die Verteilung von X auf A
konzentriert ist oder X nimmt fast sicher (mit Wahrscheilichkeit 1) Werte in A an.

e Verteilungsfunktion: |11, Vgl. S. 10]
Eine Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X ist die Funktion

Fx(x) = Px((—o0,z]), z € R.

Man schreibt auch Fy statt F', falls man die Abhéngigkeit von X ausdriicken will, bzw.
Py statt P.

e Wahrscheinlichkeitsdichte: |11, Vgl. S. 11]
Eine Wahrscheinlichkeitsdichte fx : R — R ist eine reelwertige, integrierbare Funktion auf
R mit

Ve e R: fx(x) >0 und / fx(z)dr =1

e Stetige Zufallsvariable |11 Vgl. S. 11]
X ist eine stetige Zufallsvariable wenn die Verteilung P von X sich mit Hilfe einer Dichte
f(z) beschreiben lisst. D.h.

Fiir die Verteilungsfunktion gilt auch
t
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eCharakteristische Funktion |19
Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fy(x) = P(X < x). Die Funktion

ox(t) = E(e™) = /emdFX(a:)

R
heifit charakteristische Funktion von Fly.

e Momentenerzeugende Funktion |19
Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(x) = P(X < x). Die Funktion

Mi(t) = Mg ) = () = [ e*dPx(o)

heifit momenterzeugende Funktion definiert fiir alle ¢t € R fiir die Mx (t) < oc.

e Filtration [6] Sei (€2, .4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, 7" C R eine Indexmenge und
t € T. Dann heifit die Familie F = (F;);er von o-Algebren eine Filtrierung oder Filtration
auf (2, A, P), wenn sie aufsteigend geordnet ist.

D.h. F, C F, fiir alle s,t € T mit s < t.

e Stochastischer Prozess [6, Vgl. S. 52, Def.3.2]
Ein reellweriger stochastischer Prozess mit stetigem Zeitraum 7T ist eine mefbare Abbil-

dung
X (Q,F) — (RT, B(RT)).

e Verteilung eines stochastischen Prozesses [6, Vgl. S. 52, Def.3.3]
Die Verteilung von X ist folgendermaflen gegeben

Px(B) =P(X € B), VB € B(R")

e Unabhingige stochastische Prozessese [6, Vgl. S. 52, Def.3.4]
Es seien XM X® . X™ stochastische Prozesse iiber (€2, F,P). Sie heiien unabhingig,
wenn gilt

P(XDeB, .. X"eB,)=PXYVeB), .. PX" eB,),

fir alle B; € B(RT),i=1,...,n
e Martingal |10, Vgl. Definition 11, S.9]
Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4, P) und eine Filtration F = (F);>0. Ein

stochastischer Prozess M = {M(t) : t > 0} heifit ein Martingal wenn die folgende Eigen-
schaften gelten:

(1) M(t) ist F-meBbar,
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(2) E[M(t)] < oo, fiir alle t > 0,
(3) E[M(t) | Fs] = M(s), P-f.s. fiir alle t > s

e Stoppzeit |10, Vgl. Definition 13, S.9]
Eine Zufallsvariable T : Q@ — [0, oo] heifit eine Stoppzeit, wenn {T' > t} € F; gilt.

A.2 Faltung

Die Faltung von Verteilungen kommt in der Versicherungspraxis in folgendem Zusammen-
hang vor: sei X; eine stochastisch unabhingige Zufallsvariable mit Verteilung P, = PXi.
In der Versicherungspraxis kann X; als die Schadensumme eines Geschéftsjahres aus dem
i-ten Vertrag interpretiert werden. Gesucht ist die Verteilung von:

S,=X1+Xo+ ...+ X,.

Deren Momente sind leicht zu berechnen, aber die Gesamtschadenverteilung, bzw. die
Verteilung von S ist nicht so einfach zu berechnen. Hierzu benotigt man die Faltungen,
siehe [11]

Definition A.2 (Faltung) ) |11]
Es seien X und Y reellwertige, stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen. Die Verteilung
der Summe X + Y heifit die Faltung der Verteilungen X und Y . D.h

pPX+YY — pX 4 pY,

Lemma A.2 [4] Es seien X und Y reellwertige, stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen.
Es seien weiters F'x und Fy ihre Verteilungsfunktionen und bei stetigen Verteilungen die
entsprechenden Dichten fx und fy. Mit Fx x Fy bezeichnen wir die Verteilungsfunktion
der Faltung P¥ * PY und mit fx * fy ihre Dichtefunktion. Dann gilt:

o

Fx x Fy(z) = Fy x Fx(z) = / Fx(x —y) fy(y)dy

—00

Ix * fy(z) = fy * fx(v) = / fx(@—y)fy(y)dy,z € R

Beweis: Es sei
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FyxFy(z)=P(X+Y <1)= 7P(X+Y <x|Y =y)PY(dy)
— /OOP(X +y < a)PY(dy)
= /OOFX(SE —y)P" (dy)
= 7Fx(l‘—y)fy(y)dy
Durch Differentation folgt B
i ) = - P Fr(a) = o 7 el = ) fr(y)dy
= 7FX(:B —y)fy(y)dy O.

Im multivariaten Fall, sei X; eine stochastisch unabhéngige Zufallsvariable und S,, = X; +
Xy + ... + X, die Verteilung von Summe. Setze S; = X1, S; = S;_1 + X;, i« = i,...,n. Die
Laplace-Transformation von der Summe ist

LTs, (t) = ﬁ LTy, (1),

die Verteilungsfunktion ist folgendenmaflen definiert
F5n<£lj') = FX1 (.I‘) * FX2<£L'> * FXn(l'),
und die Dichtefunktion

fs.(2) = fx, () * fx,(@)... % fx, (v)

Im Fall, dal X7, X5, ..., X, identisch verteilt sind, mit Verteilungsfunktion Fy(x) und Dich-
tefunktion fx(z), dann ist
Fs, (x) = FX, ()

und
fs,(x) = f¥(2)

wobei *n die n-te Faltung von X bezeichnet, siehe [4]
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B.1 Erneuerungstheorie

Die Erneuerungsgleichung ist die Faltungsgleichung

Z(z) = z(x) + /Ou Z(x —v)dF(v), (B.1)

wobei Z(z) eine unbekante Funktion von u € [0, 00) ist, z(z) ist eine bekannte Funktion
und dF(v) ist eine bekante WahrscheinlichkeitsmaB. Aquivalent, in Faltungsnotation Z =
z+ F x Z. Unter schwachen RegelméBigkeitsbedingungen hat (B.1) eine eindeutige Losung
Z =U % z. bzw.

Z(x) = /UI z(v)dU (v). (B.2)

Weiterhin ist das asymptotische Verhalten von Z(z) durch den Schliisselerneuerungssatz
gegeben (siehe [2]):

Proposition B.1 [2] Ist F' nicht-gitter und z(z) direkt Riemann integrierbar, dann gilt
I, z(v)dv
i

Proposition B.2 [2] Nehmen wir an, daf} Z die Erneuerungsgleichung (B.1) 16st, sodafl z
einen Grenzwert Z(oo) hat d.h. x — oo und daf F eine beschriankte Dichte hat. Dann gilt

Z(x) — (B.3)

— , T —00 (B.4).

Beweis. Die Bedingung von F' impliziert, daB dU(v) eine beschrankte Dichte u(x) mit
dem Grenzwert 1/ f; fiir v — oo hat. Daher durch dominierte Konvergenz,

Z(@) 1 /“Z(x — )u(w)dy = /0 (a1 = t))u(ut)dt

z(o0)

h

O

T z Jy
! 1

—>/ z(00)—dt =
0 fi
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In der Risikotheorie ist ein Hauptgrund, dafl die Erneuerungstheorie relevant ist, die Er-
neuerungsgleichung durch die Ruinenwahrscheinlichkeit fiir den zusammengesetzten Poisson-
Prozess zu erfiillen. Hier hat die relevante F' keine Masse eins (F' ist defekt). Aber, Asym-
ptotische Eigenschaften lassen sich aus der Schliisselerneuerungsgleichung durch eine ex-
ponentielle Transformation erhalten, wenn dF'(v) nicht zu eins integriert ist. Zu diesem
Zweck, multiplizieren wir (B.2) mit €%, ¢ € R und erhalten Z = i+ F % Z, wobei
Z = e Z(v), 2 = e 2(v), dF(v) = e"dF(v). Nehmen wir an, daB & so gewihlt wird, daB
[ es*dF(v) = 1 gilt, d.h. F' ist ein Wahrscheinlichkeitsma8, der aufgrund [~ dF(v) = 1
verwendet werden kann, um Z und damit auch Z zu studieren. Beachten wir jedoch, daf3
die Existenz von £ fiir heavy-tailed F' schief gehen konnte, siehe [2].

Satz B.1 [17] Angenommen sei F' nicht glatt mit f; < co. Fiir alle y > 0 gilt

T—r00

wobei Hy Erneuerungsfunktion ist.

Da Z(z) =~ Hy(x) — Ho(xz — y), die Gleichung kann folgendermafien geschrieben werden

lim Z(z) = f;* /000 z(v)dv. (B.6)

Z—00

Als néchstes untersuchen wir das asymptotische Verhalten der Losung Z(z) von (B.1) fiir
x — o0, wenn z(x) nichtnegativ ist und eine gewisse Integrierbarkeiteigenschaft erfiillt.

Genauer, fiir alle A > 0, definiere obere Integralsumme Z(h) = h Y sup{z(z): (n—1)h <
n=1

x < nh} und untere Integralsumme z(h) = h > inf{z(x) : (n —1)h < 2 < nh} . Die
=1

Funktion z(z) wird direkt Riemann integrierbar gennant, wenn z(h) < oo fiir alle h > 0
und wenn

lim(Z(h) — z(h)) =0 (B.7)

h—0

gilt. Satz B.2 [17] Sei z(x) direkt Riemann integrierbar. Dann gilt fiir die Losung Z(z) =
I z(x — v)dHy(v) der Erneuerungsgleichung (B.1)

it fooo z(v)dv  wenn f1 < oo,
lim Z(z) = (B.8)
e 0 wenn f1 = oo.

Beweis. Nehmen wir A > 0 beliebig aber fest, und approximieren wir z(z) von unten und
von oben durch die Schrittfunktionen

Zm 0 ( 1)h,nhl), Zmn - 1)h,nhl),
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wo wir die Abkiirzungen benutzt haben m, = inf{z(z) : (n — 1) < zh™! < n} und
m, =sup{z(z): (n—1) < zh™! < n}, fiir alle n > 1. Offensichtlich fiir alle x > 0, z,(z) <
z(x) < z*. Durch die Monotonie der Erneuerungsfunktion Hy(z), und die Positivitéit von
z(x) haben wir auch

/ooo z(x — v)dHy(v) < /Ooo 2(z —v)dHy(v) < /OOO Flrm )

Nehmen wir den Ausdruck auf der rechten Seite der oben genannten Ungleichungen. Dann
nach additivitdt des Integralen folgt.

o0

/000 2*(x — v)dHy(v) = Zmn /090 dz—v([(n — 1)h,nh])dHy(v)

1

3
I

My, (Ho(x — (n — 1)h) — Ho(xz — nh)),

M8

Il
—

n

wobei wir fiir ¢ < 0, Ho(t) = 0 setzen. Beachten wir, daf§ durch das Ergebnis des Satzes
B.1 die Differenzen (Ho(x — (n — 1)h) — Ho(z — nh)) gleichméfig beschrénkt sind, fiir

alle x > 0 und fiir n € N. AuBerdem, fiir )  m, < oo gilt direkte Riemann Integration
n=1
von z(x). Daher durch eine Anwendung der dominierten Konvergenz und des Satzes B.1

erhalten wir

limsup/ z(x —v)dHy(v) < limsup/ 2"(x —v)dHy(v f Zmn
0 0 1

T—00 T—00

In dhnlicher Weise finden wir daf

liminf/ z(z —v)dHy(v) > liminf/ z(x — v)dHo(v A Z—n
0 0 1

T—r00 T—00

gilt. Wenn wir jetzt h | 0 loslassen, dann folgt (B.8) nach Bedingung (B.7), weil

ligglh;mn—hmhz:mn—/ (v)dv. O
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