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Kurzfassung

Das Ziel dieser Diplomarbeit ist es, die Bedingungen fiir Origami mit Prismenpaaren
genauer zu untersuchen und Beispiele fiir solche Origami zu finden.

Zu Beginn der Arbeit wird die Geschichte des Origami beleuchtet. Man kann sehen,
dass Origami nicht nur fiir tolle Nachbildungen von Tieren verwendet werden kann,
sondern auch in der Technik und der Medizin damit viele Fortschritte erzielt wurden.
In all diesen Bereichen ist meist die Tatsache von grofler Bedeutung, dass man Objekte
mit Origami sehr klein zusammenfalten kann, ohne diese zu zerlegen.

Mithilfe der Kenntnisse iiber die Faltung eines Origami, das aus einer nach der Bogen-
léinge parametrisierten Kurve und zwei Zylindern besteht, die diese Kurve enthalten,
werden die Bedingungen fiir ein Origami mit Prismenpaaren definiert. Dort wird gefor-
dert, dass die Kurve in jedem ihrer Punkte dieselbe geodétische Kriimmung aufweist,
wie auf den beiden Zylindern in diesen Punkten. Somit sind die Tangenten an die Kur-
ve parallel zu den Erzeugenden eines quadratischen Kegels, welcher kein Drehkegel ist,
und durch dessen Brenngeraden die Richtungen der Zylindererzeugenden gegeben sind.
Man wird erkennen, dass die Bedingungen fiir das Origami mit Prismenpaaren dazu
aquivalent sind.

Zum Schluss wird noch eine Methode beschrieben, bei der man mithilfe eines qua-
dratischen Kegels, welcher kein Drehkegel ist, einen Polygonzug erzeugen kann, der
den Bedingungen solcher Origami mit Prismenpaaren entspricht. Mit den Richtungen
der reellen Brenngeraden des quadratische Kegels kénnen die Erzeugendenrichtungen
der Prismen gefunden werden, die dann zusammen mit dem Polygonzug ein “PFP-
Tripel” bilden. Von den gefundenen Beispielen wurden jeweils deren Polygonzug und
das dazugehorige Origami grafisch dargestellt.



Abstract

This diploma thesis aims to investigate the requirements necessary for Origami with
pairs of prisms and to find concrete examples for such Origami.

Starting off, the history of Origami shows that such folding techniques are not only
suitable for modelling animals but even revolutionize a wide variety of technical and
medical processes. Most of these applications make use of the fact that objects can be
folded into incredibly small space without the need of disassembling them.

The requirements for Origami with pairs of prisms are formulated based on existing
knowledge about folding Origami using a curve parameterized by arc-length and two
cylinders containing that curve. Those require the geodesic curvature in each point on
the curve on the two cylinders to be equal in that point. Consequently, the tangents
to the curve are parallel to the generators of a quadratic cone of degree 2 (that is not
a cone of revolution) whose focal lines define the directions of the cylinders’ genera~
tors. This work shows that the requirements for Origami with pairs of prisms can be
formulated equivalently.

Finally, this thesis describes a method that allows to generate a polygonal line which
meets the requirements of Origami with pairs of prisms using a quadratic cone of degree
2 (that is not a cone of revolution). This method uses the directions of the real focal
lines of the quadratic cone of degree 2 to determine the directions of the generators
of the prisms. In combination with the polygonal line they ultimately form a “PFP-
triplet”. This work closes with examples for Origami with pairs of prisms that each
include the underlying polygonal line and graphical representations of the resulting
Origami.
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Einleitung

Im Laufe meines Studiums (Lehramt fiir die Unterrichtsfdcher Mathematik und Dar-
stellende Geometrie) lernte ich sehr viele unterschiedliche Themengebiete kennen. Von
all diesen tat ich mir mit dem Verstehen immer leichter, wenn es dazu ein Bild oder
ein Modell gab. Wenn man mit jemanden spricht, der in der Mathematik oder der
Geometrie nicht so versiert ist, kann man mithilfe eines Bildes oder eines Modells sehr
schnell Interesse wecken und folglich mit diesem erreichen, dass das Gegeniiber Sach-
verhalte leichter versteht. Somit bot es sich an, fiir diese Abschlussarbeit ein Thema
zu wéhlen, bei dem man nicht nur abstrakt “herumrechnet”, sondern auch Beispiele
darstellen kann. Schliellich fiel die Wahl auf “Origami mit Prismenpaaren”. Die meis-
ten wissen, dass Origami gleichbedeutend zu Papierfalten ist. In dieser Arbeit werden
aber nicht Faltungen beschrieben, aus denen Modelle von Tieren resultieren, sondern
man betrachtet zwei, in einer Ebene gegebene, Prismen die untereinander durch ein
ebenes Verbindungspolygon gekoppelt sind.

Origami, oder anders gesagt das Papierfalten, gibt es vermutlich schon seit der Er-
findung des Papiers. Von da an hat es sich in der ganzen Welt verbreitet und wurde
immer wieder weiterentwickelt (siehe [2]). Vor allem in den letzten 30 Jahren hat die
mathematische Forschung zu diesem Thema viele interessante Resultate erzielt. Zu
Beginn dieser Arbeit werden die Geschichte des Origami und in dieser Folge auch die
Huzita-Hatori Axiome, die die moglichen Konstruktionen mithilfe von Origamifaltun-
gen angeben, behandelt. Um die Frage zu klidren, wofiir Origami verwendet werden
kann, werden auch Anwendungsgebiete beschrieben.

Bevor die Bedingungen fiir Origami mit Prismenpaaren definiert werden, sind noch ein
paar grundlegende Begriffe erklart, um der weiteren Arbeit leichter folgen zu kénnen. In
den letzten Jahren haben sich viele Autoren mit “curved folding” beschéftigt (siehe [3],
[5], [17]). In dieser Arbeit betrachtet man solches “curved folding” mit Zylinderpaaren,
um daraus die diskrete Version mit Prismenpaaren zu definieren. Als Grundlage fiir
diese Uberlegungen wird [14] verwendet.

Zum Schluss ist eine Vorgehensweise beschrieben, um Origami mit Prismenpaaren zu
finden. Beispiele, die mithilfe dieses Verfahrens gefunden wurden, sind im Anschluss
noch angegeben. In dieser Arbeit wurden alle Bilder, falls nicht anders angegeben, mit
Cinderella.2 (Version 2.9 von Richter-Gebert und Kotrenkamp), Wolfram Mathematica
11 (von Wolfram Research) oder Gam3d (Version GAMV15 von Podensdorfer) erstellt.



1 Das Origami

Unter Origami versteht man im Allgemeinen das Falten von Papier. Viele kennen die
interessanten und in den letzten Jahren immer detailgetreueren Faltmodelle von Tieren
und anderen Objekten, aber Origami ist noch viel mehr. In diesem Kapitel wird ein
Ausblick dariiber gegeben, wie sich das Papierfalten im Laufe der Zeit verbreitet hat
(siehe [2]): von den vermuteten Anfingen vor ungefiahr 2000 Jahren mit der Erfindung
des Papiers iiber die Entwicklung von Falttraditionen in China bis hin zu den heutigen
Anwendungsgebieten von Origami. Es werden die sogenannten “Hutiza-Hatori Axiome”
behandelt, die Humiaki Huzita 1989 in sechs Axiomen (siehe [2]) formuliert hat.

Um auch einen praktischen Nutzen von Origami zu sehen, werden in diesem Abschnitt
auch Beispiele genannt, in denen das Anwenden von Origamifaltungen in der Technik
und der Medizin sehr niitzlich ist (siehe [12], [20]).

1.1 Die Geschichte des Origami

Der folgende Uberblick nach [2] zeigt die historische Entwicklung des Origami aus
verschiedenen Kulturen dieser Welt.

Das japanische Wort “Origami” wird aus den zwei Wortern “oru” und “kami” zusam-
mengesetzt, die iibersetzt “falten” und “Papier” bedeuten. Man vermutet, dass das
Papierfalten kurz nach der Erfindung des Papiers seinen Ursprung hat und von da an
seine Verbreitung iiber die ganze Welt begann.

Durch buddhistische Monche kam das Papier nach Korea und Japan, gelangte mit den
Arabern nach Agypten und von dort aus verbreitete es sich weiter in den Westen. Nach
Europa, genauer gesagt Spanien, gelangte es erstmals durch die Mauren. Diese brach-
ten nicht nur das Papier, sondern auch die Mathematik mit sich. Weiter ging es mit
Italien, Frankreich und England, bis das Papier in ganz Europa bekannt war und bald
darauf auch nach Nordamerika gelangte. Es ist nicht ganz sicher, wann und wo sich
das Origami entwickelt hat, jedoch gibt es zwei Theorien dazu. Allgemein nimmt man
an, dass es seine Wurzeln in China, Korea und Japan hat und sich mit der Verbreitung
von Papier mit verbreitet hat. Eine der beiden Theorien beinhaltet die Idee, dass nicht
nur das Papier, sondern auch Origamimodelle mit den Reisenden von Land zu Land



gelangten. Somit konnte sich die Idee, Papier auch falten zu konnen, um Objekte dar-
zustellen (nicht nur darauf zu schreiben), als natiirliche Tétigkeit eingebiirgert haben.
Die andere Theorie besagt, dass die Kunst des Papierfaltens unabhéngig voneinander
an mehreren Orten entdeckt wurde, da es etwas ganz Natiirliches ist, Papier zu falten.
Ganz egal, welcher der beiden Theorien man mehr Glauben schenkt, sind sich beide
einig, dass das Origami in verschiedenen Léndern aufkam - unter anderem in China,
Japan, Korea, Spanien, Italien, England und Nordamerika.

Am besten dokumentiert ist die Geschichte des Origami in Japan. Sie reicht von ze-
remoniellen Faltungen und den ersten Grundmodellen des Origami, die wihrend der
Heidan Periode (794-1185) entwickelt wurden, bis zur Etablierung des Origami in den
Schulen Japans in der heutigen Zeit. Das neu aufkommende Interesse an Origami im
20. Jahrhundert schreibt man dem Origamikiinstler Akira Yoshizawa zu. Dieser hat in
[19], aus dem Jahre 1954, die Notation der Faltlinien von Origami geprégt, welche man
auch heute noch, nur leicht abgeéndert, verwendet. Die erstaunlichen Techniken und
kiinstlerischen Meisterleistungen, die im Bereich von Origami in den letzten dreiflig
Jahren erreicht wurden, werden unter anderem dem wachsenden mathematischen und
rechnerunterstiitzten Verstdndnis zugeschrieben.

In der Mathematik spielt beim Origami weniger das Falten von Tierfiguren oder der-
gleichen eine Rolle, sondern seine innere Geometrie ist ein sehr interessanter For-
schungsbereich. Dionysius Lardner (1793-1859) schrieb in [11] aus dem Jahre 1840 das
erste Mal {iber das Papierfalten im Zusammenhang mit Geometrie. In diesem Buch
wird erwihnt, dass Origami stellvertretend fiir Lineal und Zirkel verwendet werden
kann. Margherita Piazzolla Beloch (1879-1976) formulierte Axiome fiir Origami, wel-
che 1936 in [13] veroffentlicht wurden. Wahrscheinlich ist diese Arbeit der erste Beitrag
zu “mathematischem Origami”. Spéter folgten die Axiome von Huzita Hatori 2], wel-
che im néchsten Abschnitt genauer beschrieben werden.

1.2 Huzita—Hatori Axiome

Welche Konstruktionen mithilfe von Origamifaltungen moglich sind, wurde 1989 von
Humiaki Huzita [8] in sechs Axiomen formuliert.

Faltet man ein Blatt Papier, so entstehen Geraden (die Faltlinien) und Punkte
(Schnittpunkte von Geraden). Geht man von einem {iiblichen Blatt Papier aus, so hat
man bereits zu Beginn vier Geraden und vier Punkte gegeben, also die Auflenkanten
und Ecken des Blattes. Die Huzita-Hatori Axiome geben also an, wie weitere Geraden
und Punkte mithilfe einer einzigen Faltung entstehen konnen [2]. In [Abbildung 1.1
sind diese Axiome abgebildet.

A1l Zu zwei gegebenen Punkten P und ) kann eine Gerade gefaltet werden, die diese
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beiden Punkte verbindet. (Dies ist die Verbindungsgerade der beiden Punkte P
und Q.)

A2 Zwei gegebene Punkte P und @) kénnen aufeinander gefaltet werden. (Dies liefert
die Streckensymmetrale der beiden Punkte P und Q.)

A3 Zwei gegebene Geraden g und h konnen aufeinander gefaltet werden. (Dies er-
gibt eine der Winkelhalbierenden, falls die gegebenen Geraden g und h einen
Schnittpunkt miteinander haben.)

A4 7Zu einem gegebenen Punkt P und einer Geraden g kann eine Gerade gefaltet
werden, die durch P geht und orthogonal auf g ist.

A5 Zu zwei gegebenen Punkten P und () und einer Geraden g kann eine Gerade
gefaltet werden, sodass diese den Punkt P enthélt und der Punkt @) auf die
Gerade g gefaltet wird.

A6 Zu zwei gegebenen Punkten P und () und zwei gegebenen Geraden g und h kann
eine Gerade gefaltet werden, sodass P auf g und @) auf h gefaltet wird.

\
\
\
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\
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|
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|
\
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|
\
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|
|
|
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\
'

P " ) o
-7 i .Q h
- / —\_\_\\_‘
(a) Al (b) A2 (c) A3
| p
P
e PQ :
: 5 g . Q
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Abbildung 1.1: Huzita-Hatori Axiome

Zu diesen sechs Axiomen gibt es jedoch noch ein siebtes Axiom, welches in
dung 1.2 zu sehen ist. Dieses wurde von Koshiro Hatori [7] entdeckt.
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AT Zu zwei gegebenen Geraden g und h und einem Punkt P kann eine Gerade gefaltet
werden, sodass diese orthogonal zu h ist und P auf g gefaltet wird.

Abbildung 1.2: Siebtes Axiom A7

Hier muss noch erwiahnt werden, dass die Huzita-Hatori Axiome eigentlich nicht “Axio-
me” genannt werden diirften. Manche dieser Axiome sind nicht eindeutig, beziehungs-
weise nicht unabhéngig (siehe [6], [10]). Trotzdem werden in dieser Arbeit die Opera-
tionen Axiome genannt, da sich diese Bezeichnung iiber die Jahre eingebiirgert hat.

1.3 Anwendungsgebiete

Um nicht nur von der Theorie von Origami zu sprechen, werden hier Beispiele an-
gefiihrt, bei denen Origamifaltungen in der Technik und Medizin eine Anwendung
finden.

In diesem Abschnitt werden die beiden Begriffe “Talfalten” und “Bergfalten” verwendet
(vergleiche [12]). Talfalten werden als strichlierte Geraden dargestellt und die Faltung
kann man sich so vorstellen, dass man ein Blatt Papier vor sich hinlegt und die un-
teren Ecken auf die oberen beiden Ecken des Blattes faltet. Dieser Vorgang ist in
[Abbildung 1.3| dargestellt.
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Abbildung 1.3: Faltung einer Talfalte

Bei Bergfalten, die durch durchgezogene Geraden symbolisiert werden, kann man sich
die Faltung so vorstellen, dass oberen beiden Ecken des Blattes nach hinten auf die
unteren beiden Ecken gefaltet werden, wie in [Abbildung 1.4] gezeigt.

Abbildung 1.4: Faltung einer Bergfalte

1.3.1 Miura map fold

Wenn man eine Stralenkarte oder einen Beipackzettel eines Medikaments gelesen hat,
steht man oft vor dem gleichen Problem: Wie muss ich die Karte wieder zusammen-
falten, um sie zuriick in ihre Hiille geben zu kénnen bzw. um den Beipackzettel wieder
in die Schachtel zu bekommen? Dieser Abschnitt nach [12] bezieht sich auf solche
Faltungen.

Um der folgenden Erklarung leichter folgen zu kénnen, definiert man hier “Schichten”
wie folgt: Man zeichne eine Gerade auf ein Blatt Papier, sodass diese Gerade das Blatt
in zwei gleich grofle, deckungsgleiche Teilflichen teilt. Faltet man nun entlang dieser
Linie, so liegen die beiden Teilflichen iibereinander und man nennt sie Schichten.
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Wendet man nochmals eine solche Faltung an, die die Oberfliache dieses Teils halbiert,
so entstehen vier Schichten.

Im erstem Moment ist man sich der Komplexitat des Problems, ein rechteckiges Blatt
flach zusammenzufalten, nicht bewusst. Sieht man einen Faltplan vor sich liegen, er-
scheint die Losung nahezu trivial. Versucht man aber selbst, eine eindeutige Losung
zu finden, erkennt man, dass es sehr viele Moglichkeiten gibt, eine Schicht iiber oder
unter eine andere Schicht, beziehungsweise zwischen zwei andere Schichten zu falten.
Somit ist es nicht moglich eine eindeutige Losungsstrategie dafiir anzugeben.

Dieses sogenannte “Map Folding” Problem (siehe [12],[16]) ist selbst fiir eine 2 x n
Karte (zwei Quadrate hoch und n Quadrate breit) ungelost. Ein Beispiel fiir eine 3 x 3
Karte sieht man in [Abbildung 1.5

Abbildung 1.5: Ein Map Folding-Beispiel, welches dem Beispiel aus [12] nachempfun-
den ist.

Eine besondere Faltung fiir rechteckige Objekte, zum Beispiel ein rechteckiges Blatt
Papier, ist die “Miura-Ori”, was iibersetzt soviel wie die Faltung nach Miura bedeutet.
Koyro Miura, ein japanischer Astrophysiker, entwickelte in den 1970er Jahren eine
Faltung, die zum Beispiel bei Satelliten verwendet wird, um deren Sonnenkollekto-
ren zusammenzufalten, ohne sie zerlegen zu miissen. Dies erleichtert den Transport in
den Orbit und die folgende Installation ungemein. Eine Besonderheit der Faltung ist,
dass das Objekt mit einer kontinuierlichen Bewegung gefaltet und entfaltet werden
kann. Faltet man ein rechteckiges Blatt Papier mithilfe der Miura-Faltung (siehe
[bildung 1.6), so kann man das gefaltete Blatt mit einer Bewegung auseinander falten,
indem man an zwei gegeniiberliegenden Ecken zieht.
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Fiir den interessierten Leser empfehle ich die Arbeit von Stachel Hellmuth [16]. In
dieser hat er sich mit Miura-Ori und insbesondere mit dem Faltvorgang eines solchen
Origami beschéftigt.

Abbildung 1.6: Ungefaltete Miura-Ori, welche dem Beispiel aus [16] von Stachel H.
nachempfunden ist.

1.3.2 Stents

In [20] werden sogenannte “Stents” beschrieben, durch deren Erfindung in der Medizin
ein grofler Fortschritt zur Heilung fiir verschiedenste Krankheiten erzielt wurde. Diese
Stents sind biegbare, rohrenférmige Gebilde, die zusammengefaltet werden kénnen
und in dieser Grofle endoskopisch in verengte Blutgefifle eingesetzt werden konnen.
An ihrem Bestimmungsort werden diese wieder entfaltet und verhindern, dass das
Blutgefafl sich irgendwann verschlie§t. Erst mithilfe der Origamifaltung wurde die
Faltung von rohrenférmigen Stents, wie sie heute existiert, ermoglicht (siehe [20]). Vor
allem die Tatsache, dass man diesen Stent so klein zusammenfalten kann, hat das
Gesundheitswesen einen entscheidenden Schritt vorangebracht.

Auflerdem wird Origami in der Autoindustrie verwendet, um Airbags zusammenzu-
falten, damit diese sich im entscheidenden Fall richtig entfalten. Auch in der Natur
findet man Beispiele fiir solche Faltungen, wie zum Beispiel die Fliigel eines Kéfers.
Man sieht, dass Origamifaltungen in vielen Fillen angewendet werden koénnen.

15



2 Begriffserklarung

Um diese Arbeit an manchen Stellen leichter zu verstehen, werden in diesem Abschnitt
einige Begriffe aus der sphéirischen Geometrie (siehe [1], [18]) und der linearen Algebra
(siehe [4]) angefiihrt.

2.1 Lineare Algebra

Aus der linearen Algebra wird hier nur die Definition von Winkeln im n-dimensionalen
reellen Raum angefiihrt.

Das Skalarprodukt zweier Vektoren «, 8 € R" ist gegeben durch

(o, B) = llal[ - IB]] - cos @ (2.1)

Da man hier den Winkel im Bogenmaf§ kennen muss, kann man mithilfe der Cauchy-
Schwarz Ungeleichung

[{a, B)] < llatl| - [|B]] (2.2)
fiir o, B € R™ direkt folgern, dass fiir o, 8 # 0

e By

el - 113]]
gilt. In diesem Fall gibt es genau ein ¢ € [0, 7|, sodass
(o, B)
cosp = ———"— (2.3)
el - 11311
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2.2 Sphirische Geometrie

Aus der sphérischen Geometrie interessiert uns der sphérische Abstand und in weiterer
Folge die Tatsache, dass es auf der Sphére nur einen Typ von Kegelschnitten gibt, da
man sehen wird, dass jede sphérische Ellipse auch als sphérische Hyperbel zu sehen ist.
In dieser Arbeit wird nur auf einige ausgewihlte Eigenschaften der sphérischen Geo-
metrie und deren Kegelschnitte eingegangen. Will man sich genauer iiber sphérische
Kegelschnitte informieren, ist die Arbeit |18] von Tranacher H. zu empfehlen. Dieser
hat in seiner Arbeit die Eigenschaften solcher Kegelschnitte didaktisch aufbereitet.

2.2.1 Sphéarischer Abstand

In [1] wurde der sphérische Abstand wie folgt definiert:

Man betrachte eine Kugel x mit Mitte M und Radius r. In der Geometrie versteht
man unter dem Abstand zweier Punkte die kiirzeste Verbindungsgerade dieser bei-
den Punkte. Der Abstand zweier Punkte A und B ist in der euklidischen Geometrie
definiert als die Strecke AB.

Um nun den Abstand AB auf der Kugel zu bekommen, betrachtet man den Grof3-
kreisbogen zwischen den Punkten A und B, der in [Abbildung 2.1| dargestellt wird. Die
Lénge dieses GroBkreisbogens bezeichnet man als sphérischen Abstand von A und B
und schreibt |AB|.

Abbildung 2.1: Sphérischer Abstand zwischen zwei Punkten A und B
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Ein solcher Abstand wird durch den Radius r und den Mittelpunktswinkel
0 = Z(AMB) der Kugel definiert. Da der GroSkreis durch die Punkte A und B,
welche nicht diametral gegentiber liegen, in zwei Grofikreisbdgen unterteilt wird, gilt
fiir den sphérischen Abstand entweder |[AB| = 6 oder |AB| = 360° — §.

2.2.2 Spharischer Kegelschnitt

Auf der Sphére gibt es nach [18], [1] zwei mogliche Typen von Kegelschnitten: Ellipse
und Hyperbel. Hier wird gezeigt, warum in dieser Arbeit nur von “dem” Kegelschnitt
gesprochen wird.

Eine sphérische Hyperbel ist mithilfe ihrer Brennpunkte F} 5 wie folgt definiert: Fiir
einen Punkt X auf der Hyperbel ist die Abstandsdifferenz von F; X und F3 X konstant.

k={Xer|||FX|—|RBX| =2} mitwe [Oa (2.4)

Eine sphérische Ellipse, wie in [Abbildung 2.2, mit den Brennpunkten Fj o definiert
man folgendermaflen:

Fiir jeden Punkt X auf der Ellipse ist die Summe der Absténde }7/’13( und F/’Q}( konstant.

k={X er||AX|+ |BX|=2w} mitwe [0, g} (2.5)

Auf der Sphire bekommt man zu jedem Punkt F} noch einen weiteren Punkt F}, indem
man den Grofikreis durch F; mit der Geraden, welche von F; und dem Mittelpunkt
der Sphéare aufgespannt wird, schneidet.

Fiir eine Ellipse mit Brennpunkten F} 5 sei der Abstand ]*:13( = o und ﬁ = [3 (siehe
IAbbildung 2.2)).
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Abbildung 2.2: Sphérischer Kegelschnitt £ mit seinen Brennpunkten F; und F;

Mit Fy ist XFy = m — o. Damit kann man die Gleichung einer sphirischen Ellipse

(siehe |Gleichung 2.5|) auch schreiben als

|W—Xﬁ+ﬁ|:2w

XT - FX| = 2w —x (2.6)
2 *

Das ist die Gleichung einer sphérischen Hyperbel. Aus diesem Grund wird in dieser
Arbeit immer vom sphérischen Kegelschnitt gesprochen, den man immer als sphérische
Ellipse deuten will.

Man kann einen quadratischen Kegel I" durch einen sphérischen Kegelschnitt wie folgt
angeben: Seien [}, die Brennpunkte des sphérischen Kegelschnitts und M = 0 der
Scheitel des Kegels, also der Mittelpunkt der Kugel auf der der sphérische Kegelschnitt
liegt. Wie man weif}, gilt fiir den sphérischen Kegelschnitt die |Gleichung 2.5 Dann ist

COSQ(ﬂ) - QCOS(ﬁ() cos(ﬁ() cos(2w) + cosz(ﬁ() = sin*(2w) (2.7)

die Gleichung des quadratischen Kegels I'. Wie man zu dieser Gleichung kommt, sieht

man in [Abschnitt 3.2
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2.2.3 Sphirischer Winkelcosinussatz

Nach sei ein sphérisches Dreieck A, B, C' auf der Einheitskugel (Mittelpunkt O
und Radius r = 1), wie in [Abbildung 2.3| gegeben. Die Seitenldngen des sphérischen
Dreiecks seien a, b, ¢ und die Winkel «, 3,~. Fiir solche Dreiecke gilt:

cosa = —cos 3+ cosy+sinf - sinycosa (2.8)

Abbildung 2.3: Sphérisches Dreieck A, B, C

Fiir den Beweis des sphérischen Winkelcosinussatz siehe [15].
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3 Bedingungen fiir die
Origamifaltung mit
Zylinderpaaren

In diesem Kapitel nach [14] werden die Bedingungen angegeben, damit ein Origami
mit Prismenpaaren erst moglich ist. Bevor man die diskrete Version der Faltung de-
finiert, betrachtet man eine Kurve c(s) € C®, die durch ihre Bogenlinge s € I C R
parametrisiert ist und zwei Zylinder ¢, 2, die beide die Kurve ¢(s) enthalten mogen.

3.1 Riumliche Kurven auf Zylindern

Gegeben sei eine Kurve c(s) € C? im R3, welche durch ihre Bogenlinge s € I C
R parametrisiert ist, und deren zugehoriges Frenet-Dreibein (siehe [9]) mit {¢, h,b}
bezeichnet wird. Zusétzlich seien zwei Einheitsvektoren e; und ey gegeben, die mit
c(s) zwei Zylinder f1o(s,v) := c(s) +veya, (s,v) € I x J € R? erzeugen, wobei {e;, '}
als linear unabhéngig angenommen werden kann fiir s € 1.

Um nun die geodétische Kriimmung r,; der Kurve ¢, auf den Zylindern f;i = 1,2, zu
bestimmen, betrachtet man erst den Tangenteneinheitsvektor ¢’, die Normalenvektoren
d X e

n; der Zylinder und die Seitenvektoren s; := ¢’ x n;. Der Normalenvektor

EER
n; ist orthogonal zur Tangentialebene des Zylinders f;. Den Vektor ¢’ zerlegt man in
eine tangentiale Komponente, welche parallel zu [¢/, s;] und eine normale Komponente,
welche parallel zu n; ist.

"no__on 1"
C =C,;+Cpy

s; (" e;
Ly = slon ) =~
(A
Clri,i = (i, ")ny (3.1)

Nun kann man die geodétischen Kriimmungen x,; von ¢(s) beziiglich der beiden Zy-
linder f; berechnen:
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<CN, €i>

- 3.2
T el (3:2)

Kg,i(s) =

Die Winkel zwischen ¢ und e; nennt man ¢;(s) := Z(c/(s), ;). Damit bekommt man

cosp; = (c,e;) und siny; = || x ¢]|. Differentiation von cosp; = (c,e;) ergibt
(") e;) = —¢lsin p; und somit folgt
/! ! o3 / /
. — . i X €
Hgﬂ'(s) - _ <? 7el> — 90/1 S 5 _ SozHIC el” — {L(S)
[ xcell e xell ¢ xel
Kq.i(s) = @i(s) (3-3)

3.2 Kurven mit derselben geodétischen Kriimmung
auf zwei Zylindern

Nun definiert man die Eigenschaften von Kurven c(s), welche dieselbe geodétische
Kriimmung r,,; auf fi und f;, besitzen nach [14].

Mithilfe der Isometrien 7,9 : fi2 +— 7 kann man die beiden Zylinder f; und f5 in
eine Ebene 7 abwickeln. Dadurch wird auch die Kurve ¢(s) auf die Kurven v, s(c)
abgebildet, welche fiir das “curved folding” durch eine ebene Isometrie 5 aufeinander
abbildbar sind. Da die geodétische Kriimmung k,; = ¢} gleich der Kriimmung der
ebenen Kurven 7;5(c) ist, kann man die rdumliche Konfiguration auch durch das
Falten eines ebenen Blattes Papier erzeugen, wobei 71 (c(s)) = B(72(c(s))) =: ¢*(s). In
diesem Fall gilt: k,1(s) = £ry2(s) Vs € 1.

= Die Kurve ¢(s) und die zwei Erzeugenden e; 5 der Zylinder bilden ein Tripel. Dieses
Tripel nennt man Tripel fiir “curved folding” mit Zylinder (CFC-Tripel), wenn k,1(s) =
tryo(s) Vs € I gilt.

Nach gilt

Kg1(8) = £ky2(s) Vs € [

lp1(s) F @a(s)| = 2w = const. Vs € 1 (3.4)

s
mit konstantem Winkel w € [0, 5] Je nach Orientierung der Vektoren e; o ist das

Vorzeichen in [Gleichung 3.4] gegeben, wobei es moglich ist, die Orientierung von e; o
so zu wéhlen, dass in [Gleichung 3.4] die Summe verwendet werden kann.
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Abbildung 3.1: Sphérischer Kegelschnitt k mit reellen Brennpunkten e; » und Schei-
telpunkten v, 5

Die |Gleichung 3.4] beschreibt einen sphérischen Kegelschnitt. Um Punkte dieses Ke-
gelschnitts zu ermitteln, betrachtet man das sphérische Bild ¢/(s) der Tangenten der
Kurve ¢(s). Die Brennpunkte werden durch die Richtungen der Vektoren e; 5 bestimmt,
wobei der sphérische Abstand zwischen ihnen durch 2a angegeben werden soll, mit
0 < a < w. Die Hauptscheitellinge des sphérischen Kegelschnitts ist durch den Winkel
2w gegeben und die Hauptscheitel bezeichnet man hier mit v, , siehe |[Abbildung 3.1}
Somit hat man

cos p1(s) = cos pa(s) cos 2w F sin po(s) sin 2w Vs € 1 (3.5)
cos 1 (8) — cos () cos 2w = F sin () sin 2w
(cos @1(s) — cos () cos 2w)? = (F sin py(s) sin 2w)?

2 _ 2 .2
L(s) — —(1—
(cos p1(s) — cospa(s) cos2w)” = (1 — cos® pa(s)) sin® 2w

Verwendet man fiir cos p; = (¢, ¢;), dann bekommt man

((d;e1) — (¢, ea) cos 2w)? = (1 — (c, e3)?) sin? 2w (3.6)
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was uns eine Bedingung fiir den Tangentenvektor ¢ liefert. Mit (¢/, ) = 1, Vs € |
kann man |Gleichung 3.6] umschreiben:

(d,e1)? —2(c,e1)(c, e3) cos 2w + (€, e3)? cos® 2w = sin® 2w — (¢, e5)? sin? 2w

(d,e1)? = 2(c,e1)(c, e3) cos 2w + (¢, e3)?(cos? 2w + sin? 2w) = sin? 2w
2
—2(c,e

(d,er) (c el ea) cos 2w + () e5)? = (', ) sin? 2w (3.7)

Das ist die Gleichung eines quadratischen Kegels I', welcher kein Drehkegel ist.
Auflerdem kann man aus dieser quadratischen homogenen Gleichung herauslesen,
dass die Tangenten der Kurve ¢(s) parallel zu den Erzeugenden des Kegels T' sein
miissen. Wegen |Gleichung 3.4] weil man, dass die zwei Richtungsvektoren e, die
reellen Brennlinien des quadratischen Kegels I' definieren.

Bemerkung 3.2.1.

a) FEine rdaumliche Kurve c(s) bestimmt einen sphdirischen Kegelschnitt k, wenn die
Tangenten von c(s) parallel zu einem quadratischen Kegel I' sind. Dieser Kegel-
schnitt enthdlt das sphdrische Bild der Tangentenvektoren ¢ (s). Im Allgemeinen
hat k sechs Brennpunkte, von denen zwei reell sind, falls k kein Kreis ist (siehe
(14)]). Diese beiden Brennpunkte werden durch die Richtungen von ey o bestimmi,
welche die Erzeugenden zweter Zylinder f1 o entlang c sind. Genau zu jeder Kurve
c mit diesen Eigenschaften gibt es zwei verschiedene Zylinder fi 5, sodass c(s) auf
beiden Zylindern dieselbe geoddtische Krimmung besitzt.

b) Mit einer reguliren affinen Abbildung o kann man T' in einen Drehkegel trans-
formieren. Diese Abbildung transformiert also den Kegelschnitt k in einen Kreis
auf der Einheitskugel. Somit ist also unsere Ausgangskurve ¢ affin dquivalent zu
einer Kurve deren Tangenten parallel zu den FErzeugenden eines Drehkegels sind.
Fiir jede Kurve, die affin dquivalent zu einer ebenen Kurve ist, kann man eine

Darstellung finden, die dquivalent zu[Gleichung 3.7 ist. Das liefert die gewiinschte
FEigenschaft.

Eine Kurve, deren Tangenten parallel zu den Erzeugenden eines Drehkegels sind,
nennt man Bdschungslinie (vergleiche dazu [9]). Da die Ausgangskurve ¢ affin
dquivalent zu einer solchen Kurve ist, nennt man ¢ affin zur Boschungslinie.

c) Spannt die raumliche Kurve ¢ eine Ebene auf, dann ist der sphirische Kegel-
schnitt, von dem ein Teil durch das sphdrische Bild der Tangenten von c erzeugt
wird, ein Grofikreis.

k
Dieser Spezialfall tritt bei w = g, ke {1,2,3} auf:

Hier ist cos(2w) = cos(kr) = (—=1)* und|Gleichung 8.7 reduziert sich auf
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(d,e1)? = 2(c e, ea) (—1F) + (¢, e3)? = (¢, ) sin? (k)
(d,e1) £(c,es) =0 (3.8)

Das ist eine homogene lineare Gleichung fiir den Tangentenvektor ¢'(s). Die zwei
Zylinder kénnen durch Spiegelung an der Ebene von c¢(s) gewonnen werden.

Da man fiir die weiteren Uberlequngen zwei verschiedene Zylinder benitigt, be-
trachtet man den Fall, dass die rdumliche Kurve c eine Ebene aufspannt, nicht
weiter.

Die folgenden zwei Theoreme fassen die obigen Erkenntnisse zusammen (siche [14]) :

Theorem 3.2.1. Seic(s) eine C?-Kurve, die dieselbe geoditische Kriimmung beziiglich
zwei unterschiedlichen Zylindern fi o in jedem ihrer Punkte besitzt. Die Erzeugenden-
richtungen der Zylinder seien e; und es. Dann sind die Tangenten von c(s) parallel zu
den Erzeugenden eines quadratischen Kegels I' vom Grad 2, welcher kein Drehkegel ist.
Auflerdem bestimmen die Richtungen der Erzeugenden die Brennlinien von I'. Falls
der Kegelschnitt k, welcher durch den Schnitt des Kegels I' mit einer Kugel entsteht,
ein Grofikreis ist, dann ist die Kurve c(s) eben und die Richtungsvektoren ey o sind
symmetrisch beziiglich der Ebene, in der die Kurve c(s) liegt.

Theorem 3.2.2. Fiir jede Kurve c(s), egal ob diese eben ist oder ihre Tangenten
parallel zu einem Kegel I' (vom Grad 2), welcher kein Drehkegel ist, sind, gibt es
zwet unterschiedliche Zylinder fi 5, auf denen c(s) in jedem Punkt dieselbe geoddtische
Kriimmung besitzt. Durch die reellen Brennlinien des Kegels I' sind die Richtungen der
Erzeugenden der beiden Zylinder gegeben. Falls c(s) eben ist, dann sind alle maoglichen
Zylinderpaare symmetrisch beziglich der Ebene, in der c(s) liegt. Auch ein solches
c(s) hat die gewiinschten Eigenschaften. Wenn die Tangenten von c(s) parallel zu den
Erzeugenden von I' sind, stimmen die Richtungen e, o mit den reellen Brennlinien des
Kegels T' tiberein und bilden ein CFC-Tripel fir ein “curved” Origami mit Zylinder-
paaren.

3.3 Vom Raum in die Ebene

Diese Uberlegungen finden sich in [14].

Sei ¢(s) eine rdumliche Kurve, die die obigen Theoreme erfiillt. Die zwei zugehori-
gen Zylinder f;o werden durch Erzeugende parallel zu e; s erzeugt. Mithilfe zweier
Isometrien v;2(t), die fi12 in eine Ebene 7 abbilden, kann man die ebene Situation
erzeugen. Sei t € R eine Variable aus dem Intervall [0,1]. Lasst man ¢ von 0 bis
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1 laufen, so bekommt man jeden Zwischenschritt der Entfaltung des Origami in die
Ebene. Hierbei gilt, dass mit ¢ = 0 die Situation des Origami im Raum und mit
t = 1 das Origami in der Ebene 7 beschrieben wird. Diese Isometrien sollen soge-
nannte “Minding-Isometrien” sein, welche die Erzeugenden der Zylinder wéahrend der
Anwendung erhalten. Wendet man diese Isometrien 7, o() auf ¢(s) an, so erhélt man
zwel Bilder ¢; 2(s,t) und aus den zwei Erzeugenden e; 5 werden e;(t) := v1(¢)(e;) und
ea(t) := va(t)(e2). Existieren zwei Isometrien 7 5(t), sodass ¢;(s,t) = ca(s,t) fiir alle
t €10,1], s € I, dann wihlt man diese aus.

In diesem Fall nennt man ~; »(f) gekoppelte Origamifaltung der raumlichen Konfigu-
ration zweier Zylinder. Hier bilden auch alle Zwischenstufen von ¢;(s,t) = co(s,t) ein
CFC-Tripel fiir ein festes t, wobei die Theoreme 1 und 2 zusétzlich fiir alle festen
t € [0, 1] gelten miissen. Da eine Isometrie die Winkel auf einer Fliache nicht &ndert,
so ist die fiir alle ¢t € [0, 1] giiltig. Allerdings geht der Winkel zwischen
e1(t) und es(t) vom Ausgangszustand 2« im Raum, in den Winkel 2w in der Ebene,
iiber.

Um die erforderlichen Bedingungen fiir diesen Fall zu finden, geht man wie folgt vor:

In einem kartesischen Koordinatensystem verwendet man ein u(t) = (1 — t)a + tw,
welches mit ¢t € [0,1], u(t) € [a,w] ergibt und setzt e;2(t) := (0, £ sinu(t), cosu(t))”
und d(s,t) := (x(s,t),y(s,t), 2(s,t))T. Dadurch bekommt man aus der
folgende Gleichung fiir den Kegel 2. Grades:

2 2 2

[(t)...0 = 2% sin® w cos® w + (sin? w — sin® u)(y* cos® w — 2% sin® w) (3.9)
mit diesem u(t) = (1 — t)a + tw. Die rdumliche Anfangskonfiguration des Origami
identifiziert man mit u(0) = «, und das Origami in der Ebene wird bei u(l) = w
erreicht. Dadurch bekommt man aus der (Gleichung 3.9 ein Biindel von sphérischen

Kegelschnitten 2. Grades mit den zwei Scheiteln in Richtung

v12 = (0, £sinw, cosw)” (3.10)

Bemerkung 3.3.1. Hier muss man ey o und I' mit €1 2(0) und I'(0) identifizieren, da
man den Kegel in allen Zwischenschritten der Faltung des Origami betrachten will.
Die reellen Brennlinien von I'(t) werden durch die Vektoren ey o(t) bestimmt und die
Erzeugenden des Kegels T'(t) kann man durch

ysinu + zcosu = /22 + y2 + 22 cosv
—ysinu + zcosu = /22 + y? + 2% cos(2w — v) (3.11)
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mit den Winkeln v € [w — a, 2w — a] von ey o(t) und ¢(s,t) parametrisieren, wobei die
Werte von v konstant sind (v = const.).

Aus|Gleichung 3.11 bekommt man die homogene Gleichung vom Grad 4 fiir die Kurven
o(v) von Tangentenvektoren

(2% + y* + 29)[a(v)2? + b(v)y?] — y*2* = 0 mit
a(v) = sin® wsin®(w — v),

b(v) := cos® wcos®(w — v) (3.12)

Fiir den Fall der gekoppelten Origamifaltung miissen die Tangentenvektoren der Kurve
c(s,t) zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0, 1] parallel zu den Erzeugenden des Kegelschnitts I'(¢)
sein. Da Isometrien die Winkel zwischen den Tangenten ¢/(s,¢) und den Erzeugenden
e12(t) unverdndert lassen, kann man in |Gleichung 3.11] v = v(s) verwenden, um die
entsprechenden Erzeugenden des Kegels I'(t) wihrend der Faltung zu parametrisieren.
In der [Abbildung 3.2 sieht man die Schnitte der Kegel T'(¢) und der Kurven ®(¢) mit
der Kugel, die im Scheitel %es Kegels zentriert ist, an einigen Stellen von ¢ und v fiir
T
Z.

die Werte o = % und w =

r'(0)

O,

®(v)

v, | €;(0) (1) e (0) JV1 = (D)

P(w— )

Abbildung 3.2: Schnitt der Anderungen des Kegels I'(t) fiir ¢ € [0, 1] mit der Kugel,
die zentriert in den Scheitel des Kegels ist.
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Faltet man nun das Origami vom Raum in die Ebene, so deformiert sich das sphé-
rische Bild ¢(v(s),t) von t = 0 mit ¢(s) = /(s,0) zu t = 1 mit ¢/(s,1). Bei dieser
Bewegung verandert sich der Punkt v; aus seiner Startkonfiguration bei I'(0) entlang
des moglichen Pfades auf p(w — «), entweder auf der oberen oder unteren Hélfte von
o(w — ), zu e1(0). Analog gilt dies fiir die Situation von vy, welcher sich nach ey (0)
bewegt.

Falls ¢/(s) einen Teil von k C I'(0) erzeugt, welcher in einem der Bereiche liegt, die
durch die zwei Scheitelpunkte vy o(t) mit ¢ € [0, 1] begrenzt werden, so wird die
gekoppelte Origamifaltung zerfallen und eine solche Faltung wird nicht ohne das
Zerstoren des Origami moglich sein.

Bemerkung 3.3.2. Falls ein solches c(s) vorliegt, bei dem die Positionen ¢ (s*) = vy
oder ' (s*) = vy angenommen werden, so ist das durch ¢'(s*) # o und der Ortho-
gonalitit der oskulierenden Ebenen [¢'(s*),e1(0)] und [¢'(s¥),e2(0)] der zwei Zylinder
charakterisiert. Hier miissen also die Tangentialebenen der beiden Zylinder fi und fo
in c(s*) zusammenfallen.

Insgesamt ergibt das folgende Bedingungen fiir die Existenz von gekoppelten Origa-
mifaltungen von Paaren von Zylindern:

Theorem 3.3.1. Flir eine rdumliche Kurve c(s) € C?, deren Tangenten parallel zu ei-
nem quadratischen Kegel I', welcher kein Drehkegel ist, sind, werden die reellen Brenn-
linien des Kegels durch die Richtungsvektoren ey o(t) bestimmt und bilden zusammen
mit der Kurve c(s) ein CFC-Tripel. Die zwei reellen Scheitel, welche in der Ebene von
e12 liegen, sollen vy o genannt werden. Falls das sphérische Bild von ¢ (s) mit Teilen
zusammenfdllt, die vy oder vy enthalten, so kann die gekoppelte Faltung nicht ohne
eine Deformation durchgefiihrt werden.

Bemerkung 3.3.3. Dies ist aber keine hinreichende Bedingung fiir die FExistenz von
solchen gekoppelten Faltungen mit Zylindern von der rdumlichen in die ebene Gestalt.
Technisch ist eine solche Faltung auf jeden Fall unmdglich, wenn die Konfiguration

nicht das Theorem erfillt.

3.4 Das diskrete Origami

Eine rdumliche Kurve c¢(s) € C? kann man auch durch ein rdumliches Polygon p :=
pj, j = 0,...,n mit Eckpunkten p; ersetzen. Die Zylinder f;  ersetzt man dann durch
zwei Prismen, deren Erzeugende parallel zu den Einheitsvektoren e; o sind. Nun geht
also das Problem vom kurvigen Origami mit Paaren von Zylindern in das Problem
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vom polygonalen Origami mit Prismenpaaren {iber.

Existieren also zwei Isometrien ; (i = 1,2) von den Prismen f; in eine Ebene 7, sodass
diese ebenen Polygone 71 (p) und ~,(p) mithilfe einer ebenen Kongruenztransformation
zusammengehédngt werden konnen, so spricht man von einer diskreten Faltung mit
Prismenpaaren. Hier besteht das Tripel (ej,eq,p) aus den beiden Einheitsvektoren
e12 und dem rédumlichen Polygon p. Diese Tripel fiir polygonale Origamifaltung mit
Prismenpaaren nennt man kurz PFP-Tripel.

Auch in diesem Fall bleiben, unter Anwendung der Isometrien ~;(i = 1, 2), die Winkel
;i (1 =1,2; j =0,...,n— 1) zwischen den Polygonsegmenten [p;, p;11] und den
Erzeugenden der Prismen (parallel zu den Einheitsvektoren e;) erhalten. Diese zwei
Isometrien bilden die Richtungen e; auf e := 7;(e;) ab. Fiir ein gegebenes PFP-Tripel
bekommt man in einer Ebene 7 die Gleichung

p1(7) F 2(j)| = 2w = const. (3.13)

fur allej =0, ..., n-1, was das Gegenstiick zu fiir den diskreten Fall ist.

Nun kann man die Uberlegungen aus dem Vorhergehenden fiir den Fall einer Kurve
mit zwei unterschiedlichen Zylindern einfach in den diskreten Fall umwandeln.
Theorem [ 3.2.T] und Theorem [3.2.2] haben folgendes diskrete Gegenstiick:

Theorem 3.4.1. Fin Polygon p und zwei Richtungsvektoren e, o, welche parallel zu
den Erzeugenden zweier Prismen entlang des Polygons sind, erzeugen ein PFP-Tripel
fiir ein diskretes Origami mit Prismenpaaren genau in einem der beiden Fille:

Im ersten Fall ist p ein ebenes Polygon und die Richtungen ey s sind beziiglich der
Ebene des Polygons symmetrisch.

Im zweiten Fall besteht das Polygon p aus Segmenten [p;,pj+1], die parallel zu den
Erzeugenden eines Kegels I' zweiten Grades sind, welcher kein Drehkegel ist.

Auch das Theorem kann auf gleichem Wege fiir den diskreten Fall verdndert
werden:

Theorem 3.4.2. Gegeben seien ein Polygon p und zwet Richtungsvektoren ey o, welche
zusammen ein PFP-Tripel bilden. Auflerdem seien die Segmente [p;,p;+1] des Poly-
gons p parallel zu den Erzeugenden eines Kegels I' vom Grad 2, der kein Drehkegel
ist. Die in der von den beiden reellen Brennpunkten ey o aufgespannten Ebene ent-
haltenen Scheitelerzeugenden sollen vy 2 genannt werden. Faltet man nun ein solches
PFP-Tripel, so kann dies nicht ohne Deformation des Origami durchgefiihrt werden,
falls das sphdrische Bild der Polygonsegmente [pj, pji1] Punkte annimmt, die vy oder
vy enthalten.
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4 Beispiele fiir Origamifaltung

Man will nun ein Polygon finden, dessen Segmente [p;, p;11] fiir i = 0, ..., n parallel zu
den Erzeugenden eines Kegels I'p sind, der kein Drehkegel ist, wobei die reellen Brenn-
geraden dieses Kegels jeweils parallel zu den Erzeugenden der Prismen sind. Solche
Polygone werden in diesem Kapitel als diskrete Kurven affin zu einer Boschungslinien
erzeugt. Im Anschluss werden einige Beispiele dazu illustriert.

4.1 Origami aus Polygonzug

Um eine diskrete Boschungslinie zu erhalten, betrachtet man die Erzeugenden eines
Drehkegels I'p. Die Erzeugenden haben die Eigenschaft, dass ihr Neigungswinkel £ zu
einer Achse (in diesem Fall zur z-Achse) immer derselbe ist. Betrachte dazu [Abbil-

dung 4.1}
B
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Abbildung 4.1: Drehkegel I'p mit seinen Erzeugenden und die daraus erzeugte diskrete
Boschungslinie

Da die Bedingungen fiir das gesuchte Origami fordern, dass der Kegel I" kein Drehkegel
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sein darf, muss man I'p noch verzerren, um einen quadratischen Kegel und daraus
ein Polygon, affin zur Boschungslinie, zu erhalten. Das erreicht man mit Hilfe der
Verzerrungsfaktoren v,, v,, v,, die jeweils die Verzerrung in -, y-, und z-Richtung
angeben.

Um nun einen Polygonzug p;, i = 0, ...,n fiir ein PFP-Tripel zu erzeugen, geht man
von einer Polygonecke py aus und verschiebt eine Erzeugende des quadratischen Kegels
', der kein Drehkegel ist, parallel durch diesen Punkt (siehe |[Abbildung 4.1)). Mithilfe
des Faktors A; berechnet man sich die Lénge des Polygonsegments [pg, p1] und erhélt
damit eine neue Ecke p; des Polygons. Nun verschiebt man eine andere Erzeugende
des Kegels I' parallel durch den neuen Punkt p;, und so weiter.

Man parametrisiert den Kegel I" zweiter Ordnung durch eine Leitkurve mit Scheitel O:

. vy cos(u)
flu,v) =v | vysin(u) (4.1)
mit (u,v) € [0,27) x R.

Den Polygonzug p; berechnet man durch folgende Gleichungen:

z; =cos(a;) vy 3 yi=sin(a;)-v, ; 2z =uv,
%=1\ Y ; po=120
Di =DPi—1+ N ¢ (4.2)

firi=1,...,n.

Hat man nun einen Polygonzug erzeugt, muss man noch die Erzeugendenrichtungen
der Prismen finden. Dazu ermittelt man aus der Parameterdarstellung des zugehorigen

quadratischen Kegels 2. Ordnung (siehe |Gleichung 4.1)) die Gleichung

x2 y2 Z2
ﬁ + ﬁ — ﬁ =0 (4.3)
T y z

Um die reellen Brenngeraden des Kegels, beziehungsweise die Brennpunkte des sphéa-
rischen Kegelschnitts (siehe [Abbildung 4.2)), zu finden, berechnet man die Brenngera-
denrichtungsvektoren.
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Man betrachtet die so ermittelbaren Richtungsvektoren der Brenngeraden von I' als
Zeilen einer Matrix BR und erhalt

0 we  wb

0 —wec wb

BR — wce 0 wa
we 0 —wa

wb  wa 0
| —wb  wa 0 |

Es gibt nur zwei reelle Richtungen, die somit die reellen Richtungsvektoren der Brenn-
geraden sind. Diese liefern die Erzeugendenrichtungen der zum Origami gehérenden
Prismenmaéntel.

Abbildung 4.2: Sphérischer Kegelschnitt mit zugehorigen Brennstrahlen
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4.2 Origamibeispiele

Mithilfe der zuvor beschriebenen Vorgehensweise wurden auch die folgenden Beispiele
in Mathematica erzeugt.

Bei manchen Beispielen ist es erforderlich nur einen Teil des Polygons zu verwenden,
um die Moglichkeit der Faltung in eine Ebene zu gewéhrleisten. Oft treten beim Falten
Selbstschnitte auf - dann ist das ganze Origami nicht mehr ohne Deformation in die
Ebene faltbar.

Will man den, zum Polygon gehoérenden, sphérischen Kegelschnitt erzeugen, kann es
passieren, dass ein Punkt in den Mittelpunkt der Bildkugel abgebildet wird. Der Fall
tritt auf, wenn zwei Punkte des Polygons zusammenfallen, was aber verboten ist. Um
den sphérischen Kegelschnitt grafisch darzustellen (siehe |[Abbildung 4.2)), muss man in
diesem Fall darauf achten, die erzeugten Teile dementsprechend zu spiegeln, falls nur
ein Teil des Polygons zu dessen Erzeugung verwendet wurde.

Bei den nachfolgenden Beispielen werden die Parameter, die zur Erzeugung verwendet
wurden, angegeben und der Polygonzug und das zugehorige Origami grafisch darge-
stellt.

Bei den ersten 5 Beispielen wurden die Faktoren \; unterschiedlich gewéhlt und die ver-
wendeten Erzeugenden des Ausgangskegels in aufsteigender Reihenfolge (qo, g1, .-, ¢n)
durchlaufen. In den Beispielen 6-8 wurde die Reihenfolge der Kegelerzeugenden mithil-
fe des Vektors r, zufillig gewéhlt. Um diese Reihenfolge nicht immer statisch wéhlen
zu miissen wurde in den Beispielen 9 und 10 eine sogenannte “Random”-Funktion ver-
wendet, um die Reihenfolge der verwendeten Erzeugenden zu bestimmen. Benutzt man
eine solche Funktion zum Erzeugen eines Origami, muss man in Kauf nehmen, dass
Selbstschnitte der Prismenteile unvermeidlich scheinen (siehe |[Abbildung 4.26]). Bei
den letzten beiden Beispielen wurden die Winkel «; verdndert, was in Beispiel 11 dazu
fithrte, dass man einen geschlossenen Polygonzug erzeugt hat (siehe [Abbildung 4.27)).
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4.2.1 Beispiel 1

Ve =1;v,=0,5; v, =1

A; = sin (@)
n

Di =DPi—1+Ni -G

Das Origami aus [Abbildung 4.4]
ist das Origami eines Viertels des
Polygonzugs. Dieser Teil lédsst sich
ohne Deformation in die Ebene falten.
Beim Origami ldngs des geschlossenen
Polygonszugs in [Abbildung 4.5| ist das
nicht moglich.

Abbildung 4.3: Polygonzug zu Beispiel 1

Abbildung 4.4: Teil des Origami zu Beispiel 1
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Abbildung 4.5: Origami zu Beispiel 1
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4.2.2 Beispiel 2

n = 60

211
oy = —
n

vy=1;v,=0,5; v, =1

9ri
)\i = sin (ﬂ)
n

Di = Pi—1+ N ¢

Das Origami aus [Abbildung 4.7
ist das Origami der Hilfte des Poly-
gonzugs. Dieser Teil ldsst sich ohne
Deformation in die Ebene falten. Beim
Origami ldngs des gesamten Polygons-
zugs in [Abbildung 4.8 ist das nicht
moglich.

Abbildung 4.6: Polygonzug zu Beispiel 2

Abbildung 4.7: Teil des Origami zu Beispiel 2
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4.2.3 Beispiel 3

n = 60

211
oy = —
n

vy=1;v,=0,5; v, =1

) (4Z> (5%)
ANi=sin| — | +cos| —
n n

pi=Dpi-1+ NG

Das Origami aus [Abbildung 4.10]
lasst sich ohne Deformation in die
Ebene falten.

o
T

15
10
5

Abbildung 4.9: Polygonzug zu Beispiel 3

Abbildung 4.10: Origami zu Beispiel 3
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4.2.4 Beispiel 4

)
3
o~

o
o

v, =1;0,=0,5;v,=1 |

‘}

A; = cosh (W—Z) “r
n \‘

i =pi-1+ A G ‘;
Das Origami aus [Abbildung 4.19| o
ldsst sich ohne Deformation in die t
Ebene falten. “‘;

Abbildung 4.12: Origami zu Beispiel 4
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4.2.5 Beispiel 5

n = 40
21

o = —
n

Ve =1;v,=0,5; v,=1

< 271 > . < 3mi >
ANi=cos| — | +sin | —
n n

Di =DPi—1+Ni -G

Das Origami aus [Abbildung 4.14]
ist nicht ohne Deformation in die
Ebene faltbar.

Abbildung 4.13: Polygonzug zu Beispiel 5

Abbildung 4.14: Origami zu Beispiel 5
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4.2.6 Beispiel 6

n =40

211
oy = —
n

vy=1;v,=0,5; v, =1

A; = sin (@)
n

r={2,5,6,3,9,7,1,4,10, 11,
8,12,15,16,13,19,17, 11, 14, 20,
22,18, 25, 26, 23,29, 27, 21, 24, 30, 33,
32,35, 36,33, 39, 37, 31, 34, 40, 28}

Di =Di—1+ Ni - @,

Das Origami aus [Abbildung 4.16|

ist das Origami eines Viertels des

Polygonzugs. Dieser Teil lésst sich  Abbildung 4.15: Polygonzug zu Beispiel 6
ohne Deformation in die Ebene falten.

Beim Origami ldngs des gesamten

Polygonszugs in [Abbildung 4.17]ist das

nicht moglich.

Abbildung 4.16: Teil des Origami zu Beispiel 6
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Abbildung 4.17: Origami zu Beispiel 6
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4.2.7 Beispiel 7

n =40
211

o = —
n

vy=1;v,=0,5; v, =1

A; = sin (@)
n

r={1,11,2,12,3,13,4, 14,5, 15,
6,16,7,17,8, 18,9, 19, 10, 20,

22,18, 25, 26,23, 29, 27, 21, 24, 30,
33,32, 35, 36, 33, 39, 37, 31, 34, 40, 28}

Di =Di—1+ Ni - @,

Das Origami aus [Abbildung 4.19
ist das Origami der Halfte des Poly-
gonzugs. Dieser Teil ldsst sich ohne
Deformation in die Ebene falten. Beim
Origami ldngs des gesamten Polygons-
zugs in [Abbildung 4.20] ist das nicht
moglich.

Abbildung 4.18: Polygonzug zu Beispiel 7

Abbildung 4.19: Teil des Origami zu Beispiel 7
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Abbildung 4.20: Origami zu Beispiel 7
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4.2.8 Beispiel 8

n =230

211
oy = —
n

vy=1;v,=0,5; v, =1

) (4Z> (5%)
ANi=sin| — | +cos| —
n n

r={3,2,5,4,11,10,7,8,1,9,
6,13,14, 15,17, 18, 16, 20, 19, 12}

Di = Di—1 + Ni - @,

Das Origami aus [Abbildung 4.22]
lasst sich ohne Deformation in die
Ebene falten.

20 |

Abbildung 4.21: Polygonzug zu Beispiel 8

Abbildung 4.22: Origami zu Beispiel 8
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4.2.9 Beispiel 9

n =230

211
o = —
n

vy=1;v,=0,5; v, =1

A\; = COS <7T—Z)
n

Pi =pi-1+ )\z * dRandom

Das Origami aus [Abbildung 4.24]
ist das Origami der Hilfte des Poly-
gonzugs. Dieser Teil ldsst sich ohne
Deformation in die Ebene falten.

—

Abbildung 4.23: Polygonzug zu Beispiel 9

Abbildung 4.24: Origami zu Beispiel 9
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4.2.10 Beispiel 10

n=15

211
oy = —
n

vp=1;v,=1,5;v,=0,25

A\; = COS <7T—Z)
n

Pi =pi-1+ )\7, * dRandom

Dieses Beispiel zeigt, dass unter
Verwendung einer “Random”-Funktion
leicht Selbstschnitte resultieren kon-
nen.

Abbildung 4.25: Polygonzug zu Beispiel 10

Abbildung 4.26: Origami zu Beispiel 10
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4.2.11 Beispiel 11

n = 60
41

o = —
n

vy=1;v,=0,5; v, =1

A; = sin (@)
n

pi=Dpi-1+ NG

Das Origami aus [Abbildung 4.2§|
ist das Origami der Hilfte des Poly-
gonzugs. Dieser Teil ldsst sich ohne
Deformation in die Ebene falten.
Beim Origami ldngs des geschlossenen
Polygonszugs in [Abbildung 4.29|ist das
nicht moglich.

Abbildung 4.27: Polygonzug zu Beispiel 11

Abbildung 4.28: Teil des Origami zu Beispiel 11
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4.2.12 Beispiel 12

n = 60
31

oy = —
n

vp=1;v,=0,5; v,=1

A; = tanh <@> + sin (ﬁ)
n n

Di =DPi—1+ N ¢

Das Origami aus [Abbildung 4.31]

ist das Origami der Halfte des Poly-
gonzugs. Dieser Teil ldsst sich ohne
Deformation in die Ebene falten. Beim
Origami langs des gesamten Polygons-
zugs in [Abbildung 4.32| ist das nicht
moglich. Unter anderem auch deshalb,
weil sich die beiden Prismen schneiden.

Abbildung 4.30: Polygonzug zu Beispiel 12

Abbildung 4.31: Teil des Origami zu Beispiel 12
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5 Schlussfolgerung

Zu Beginn der Arbeit konnte man sehen, dass sich Origami nicht nur auf das Falten
von Tieren und Figuren beschrénkt. Zum Beispiel wurden in der Technik und der
Medizin mithilfe von Origami viele Fortschritte erzielt.

Weiters konnte man erkennen, dass die Bedingungen fiir Origami mit Prismenpaaren
aus den Bedingungen von “curved folding” mit Zylinderpaaren resultieren.

Fiir ein Origami mit Prismenpaaren werden ein Polygon p = {po,...,p,} und zwei
Richtungsvektoren e; o bendtigt. Diese Richtungsvektoren miissen parallel zu den Er-
zeugenden zweier Prismen entlang des Polygons sein, welche ein PFP-Tripel bilden.
Weiters seien die Segmente [p;, p;11] fiir ¢ = 0,...,n — 1 des Polygons parallel zu den
Erzeugenden eines Kegels I' zweiten Grades, welcher kein Drehkegel ist. Die Faltung
dieses Origami kann aber nur ohne Deformation erfolgen, falls keines der sphérischen
Bilder der Polygonsegmente [p;, p;+1] mit Teilen zusammenfillt, die die Scheitel vy o
enthalten.

Um ein solches PFP-Tripel zu finden, wurde im letzten Teil der Arbeit das affine
Bild einer diskreten Boschungslinie erzeugt. Die Erzeugendenrichtungen der Prismen
bekam man aus den reellen Brenngeradenrichtungen des zugehorigen Kegels zweiter
Ordnung, der kein Drehkegel ist.

Zum Erzeugen der Beispiele benutzte ich die Software Mathematica. Unter anderem
verwendete ich unterschiedliche Funktionen zum Berechnen der Faktoren )\;, variierte
die Winkel «; oder dnderte die Verzerrungsfaktoren v,,v,,v,, um die Beispiele zu
erhalten.
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