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Kurzfassung

In dieser Masterarbeit wird die Frage der Armutsfalle aus dem Blickwin-
kel risikotheoretischer Modelle untersucht. Die Armutsfalle ist dabei eine
Zustandsbeschreibung, in der eine 6konomische Einheit stets hohere Aus-
gaben als Einnahmen verzeichnet. Dadurch kann die 6konomische Einheit
tiberhaupt keine Ersparnisse bilden. In diesem Kontext wird die Armuts-
wahrscheinlichkeit - als jene Wahrscheinlichkeit, in die Armutsfalle zu
geraten - definiert und im Zusammenhang einer Versicherung mit Selbstbe-
teiligungsquote studiert. Hierbei wird noch das wechselseitige Verhiltnis
zwischen dem Vermogensstand eines Haushaltes und der Verlustminderung
im Versicherungsfall untersucht.



Abstract

In this master thesis the question of the poverty trap is examined from
the perspective of risk-theoretic models. The poverty trap is a description
of the state in which an economic unit always records higher expenses
than revenue. As a result the observed economic unit cannot form any
savings at all. In this context the trapping probability - as the probability of
falling into poverty - is defined and studied in connection with the effect
of a proportional insurance. In this case the mutual relationship between
the assets of a household and the loss reduction in the insurance case is
examined.
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1 Einleitung

1.1 Einfithrung und Motivation

Die Antwort auf die Frage ,Wer sind die Armen?” erfordert die Erforschung
und eine ndhere Erlduterung der besonderen Charakteristika von Armut.
Hierbei kommt insbesondere der Beschreibung des Zustands der andauern-
den Armut (sog. Armutsfalle) eine besondere Rolle zu, kann sie doch eine
Schliisselantwort zum besseren Verstdndnis der Armutsumstdnde sowie
deren Einflussgrofien geben. Im Jahre 2014 meldete sich der Regisseur Mi-
chael Matheson Miller mit seinem 41-fach preisgekronten Dokumentarfilm
,Poverty, Inc.” zu Wort. Er leistete damit einen wesentlichen Beitrag zur Auf-
klarung der Bedingungen der Armutsiiberwindung aus Sicht der Menschen
in den Entwicklungsldndern. Es braucht hier sicher nicht ausfiihrlicher
begriindet werden, warum der Nobelpreistrager Joseph Stiglitz noch im
selben Jahre 2014 mit seinem veroffentlichten Werk ,Reich und Arm. Die
wachsende Ungleichheit in unserer Gesellschaft” angefiihrt werden muss,
wenn es um eine explizit 6konomische Kritik an der quantitativ messba-
ren Ungleichheit in der Welt geht. Wenngleich viele seiner Gedanken aus
volkswirtschaftlicher Sicht keine neuen bislang nicht vorhandenen Ausfor-
mungen sind, ist seine umfassende Arbeit bemerkenswert. Die quantitative
Erforschung dieser Einflussgrofien ist vom menschlichen Wunsch getrieben,
die Dynamik der Armutsspirale zu erfassen, sie besser zu verstehen und
einen Losungsansatz zu finden.

Letzten Endes ist es aber eine Vielzahl von theoretischen Entwicklungen,
die einen Handlungsbedarf begriinden und die Ideen deshalb frither oder
spéter, mittelbar bzw. unmittelbar, zur Anwendung bringen, was wiederum
Verdanderungen der Denkweise mit sich bringt.



Nach der jiingsten Publikation der World Bank Group ,Poverty and shared
prosperity 2016 [22] liegt die internationale Mafigrofie der absoluten Ar-
mutsgrenze - in der 3. Welt - bei einem Einkommen von $ 1.90 pro Tag und
Kopf. Die anderen Facetten der Armut, die geméfsigte und die relative, sind
bereits mit hoheren Einkommen verkniipft. Im Jahre 2013 lebten geschitzte
767 Millionen Menschen unter der absoluten Armutsgrenze. Uber 50% die-
ser Menschen leben heute in Afrika, knapp 45% davon in Asien und tiber
4% in Lateinamerika.

Nach den Richtlinien der World Bank Group kann die Armut als ein Zustand
der ,pronounced deprivation in well-being”, also als ein ,ausgepragter
Mangel an Wohlergehen” aufgefasst werden. Diese kasuistische Definition
stellt eine ausreichend solide Grundlage der Interpretationsmoglichkeit dar,
um auf jeden Einzelfall richtig abzustellen.

Geht es nach den Wirtschaftswissenschaftlern Paul A. Samuelson und Wil-
liam D. Nordhaus [34], ist Armut definiert als die unzureichende Mittelaus-
stattung zur Befriedigung der lebenswichtigen Grundbediirfnisse. Dieser
Armutszustand wird dabei hdufig durch ein Einkommen unterhalb der Ar-
mutsgrenze verursacht, das den Erwerb aller lebensnotwendigen Ressourcen
nicht mehr zul&sst.

Die Okonomen Samuel Bowels, Steven N. Durlauf und Karla Hoff [8] be-
schreiben in drei neuen Theorien die Mechanismen, die andauernde Armut
(sprich: Armutsfalle) verursachen. Nach ihrer Auffassung haben diese neuen
Theorien sowohl fiir ganze Wirtschaftsraume (z.B. Staaten) als auch fiir ein-
zelne Haushalte Giiltigkeit. Durch starke Vereinfachungen der soziokulturel-
len und politischen Konstellationen konnten die Wirtschaftswissenschaftler
folgende drei verschiedene, neuartige Theorien zur Erklarung der Armut
entwickeln:

e dysfunktionale Institutionen (engl. ,dysfunctional institutions”)
e Nachbarschaftseffekte (engl. ,neighborhood effects”)
e kritische Schwellenwerte (engl. ,critical tresholds”)

Zu dysfunktionallen Institutionen kommt es durch eine schlechte Regie-
rungsfithrung und eine Politik, die durch einseitige Regulierungen der
Mirkte eine monopolisierte Marktmacht-Okonomie hervorbringt. Dadurch
wird der rechtsstaatliche Rahmen ausgehebelt und die Eigentumsrechte



sowie die Rechtssicherheit der Einwohner sind nur noch eingeschrankt
gegeben. Die Investionsbereitschaft im ganzen Wirtschaftsraum nimmt ab
und die Einkommen bleiben aus. Uberschuldung, schlechte Forderung von
offentlicher Bildung und 6ffentlichen Giitern sind oft die Folgeerscheinun-
gen.

Der Begriff des ,Nachbarschaftseffekts” soll eine Art Metapher darstellen,
ndmlich fiir die Einflussmoglichkeit, die eine Person innerhalb einer Gruppe
auf andere Gruppenmitglieder hat. Hierbei kann die Zugehorigkeit zu einer
bestimmten Gruppe vorgegeben sein. Die Gruppenmitgliedschaft kann von
vielen Faktoren abhdngen: Zum Beispiel von der Hautfarbe, dem kulturellen
Hintergrund oder sie ergibt sich aus der Biografie des Individuums selbst,
wie etwa durch den Bildungsweg oder etwaige Interessensverbande. Zur
Verdeutlichung kann folgendes Beispiel behilflich sein: Angenommen in
einem Wohngebiet existiert ein Anwohner, der seinen Grundbesitz verkom-
men ldsst. Diese Art der Vernachldssigung wirkt sich negativ auf den Wert
der anliegenden Grundstiicke aus. Verhalten sich andere Anwohner eben-

falls vernachldssigend, dann fiihrt dies zu einem Wertverlust des gesamten
Gelédndes.

Das Modell des kritischen Schwellenwertes ist durch das Vorhandensein
eines bestimmten Wertes als symbolischem Grenzwert charakterisiert. Wird
dieser Grenzwert unterschritten, dann bedeutet dies, dass sich der Haushalt
in der Armutsfalle befindet. Dieser kritischer Schwellenwert wird aus dem
jeweiligen Modell berechnet oder von vornherein festgelegt.

Wenn wir nun unseren Blick von der Herausforderung eines anscheinend
in Richtung einer ,einheitlichen” Armutsdefinition gehenden Diskurses
erweiten, erkennen wir, dass zumindest in der westlichen Welt gesetzliche
relative Schwellenwerte des Einkommens zur Berstimmung von Armut und
Armutsgefdhrdung (bereits) vorhanden sind.

Wir definieren in der vorliegenden Arbeit die Armutsfalle als einen Zu-
stand, indem sich ein Haushalt unterhalb einer bestimmten Grenze des
Einkommens- und dadurch der Vermogensgenerierung befindet. Unterhalb
dieser Grenze entsteht namlich ein Bereich, in dem der Haushalt alle Einnah-
men stets konsumieren muss. In dieser Falle hat der Haushalt tiberhaupt



keine Moglichkeiten mehr, selbststindig und unabhéngig tiber den kri-
tischen Schwellenwert (auch ,Armutsgrenze”) zu kommen. Damit deckt
sich unsere Definition der Armutsfalle mit [22], [34] und sowie [8], weil
die betrachteten Modelle in die Kategorie der kritischen Schwellenwerte
gehoren.

Im Risikomodell von Raimund M. Kovacevic und Georg Ch. Pflug [31] werden
zuerst einige quantitative Methoden der Armutsfalle ohne den Einfluss einer
Versicherung betrachtet. Dann wird der Einfluss von einer Versicherung auf
diese Armutsfalle aufgezeigt. Damit soll ein Modell fiir die zukiinftige kriti-
sche Auseinandersetzung mit der Rolle einer Versicherung zur Reduktion
des Armutsrisikos angeregt werden.

Ziel der Masterarbeit ist es, das relativ umfassende Risikomodell von Kova-
cevic und Pflug [31] ausfiihrlich zu studieren, d.h. die analytische Vorge-
hensweise zu begriinden und die numerischen Ruinwahrscheinlichkeiten
als resultierende Armutswahrscheinlichkeit mit Hilfe eines iterativen nume-
rischen Losungsverfahren zu berechnen.



1.2 Die klassische Theorie des Cramér-Lundberg
Modells

In diesem Abschnitt wird eine kleine Einfiihrung in das klassische Risiko-
modell dargelegt. Es wird auch Cramér-Lundberg Modell genannt, weil es
1903 von Filip Lundberg eingefiihrt und von Harald Cramér ausfiihrlicher
studiert wurde. Detailliert wird dieses Modell u.a. im Buch von Rolski,
Schmidli, Schmidt und Teugels [23] oder Asmussen und Albrecher [3],
Hans U. Gerber [18] und R. Gatto [17] behandelt.

Der diskrete Risikoprozess R, nach n Jahren der freien Reservenbildung
kann durch

n
Rn:u+ﬁn—zui (1.1)
i=1

dargestellt werden. Hierbei ist # > 0 die Anfangsreserve und g > 0 die
eingezogene konstante Pramie pro Zeiteinheit. Die endliche Anzahl der
Schadenshohen U; sind dabei eine Folge unabhéngiger und identisch ver-
teilter positiver Zufallsvariablen.

Da die Pramieneinnahmen {iiber das ganze Jahr ( = Zeiteinheit) aufgeteilt
sind, wird nun angenommen, dass die Pramieneinnahmen {iiber die Zeit
stetig erfolgen und fiir jedes Zeitintervall proportional zur Intervalldnge
sind. Das fiihrt uns auf den zeitstetigen Risikoprozess R; zur Zeit ¢

N(t)

Ry =u+ Bt — Z U;. (1.2)
i=1

Hierbei wird wieder angenommen, dass die Pramien zu einer bestimmten,
konstanten Rate § > 0 erhoben werden und, dass die Anfangsreserve der
Versicherungsgesellschaft mit u > 0 gegeben ist. Die Anzahl der Schdden in
(0, t] ist ein homogener Poisson-Prozess N = (N(t)),., mit dem Parameter
A. Die Schadenshshen U; sind dabei eine Folge unabhéngiger und identisch

verteilter positiver Zufallsvariablen, die zudem unabhéingig von N sind.

Bemerkung: Man spricht vom (technischen) Ruin der Versicherungsge-
sellschaft, falls die freie Reserve negativ wird. Hierbei ist es offensichtlich,



dass IP(3t : Ry < 0) > 0, falls

N(#)
= P( Z U; > u+ pt firein t € (0,00)) > 0.
i=1

Bemerkung: Man kann sich die Unausweichlichkeit der bestimmten Re-
servenhaltung unter einer bestimmten Schranke auf Grund der rechtlichen
Vorgaben fiir eine Versicherungsgesellschaft leicht vorstellen. Fiir unsere
Modellbildung konnen wir 0.B.d.A. die Anfangsreserve u so anpassen, dass
diese Schranke bei 0 liegt.

Die Ruinzeit fithren wir durch die Zufallsvariable
T(u) = min{t > 0: mit Ry < 0und Ry = u} (1.3)

ein. Mit dieser Notation soll die Abhdngigkeit der Ruinzeit von der An-
fangsreserve u betont werden. Zudem ist T(u) eine (FR);>o Stoppzeit, mit
FR=0{R,|0<u<t}

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von Ruin (sprich: Ruinwahrschein-
lichkeit) ist auf zwei unterschiedliche Arten definiert:

e Die Ruinwahrscheinlichkeit ¢(#; T) in endlicher Zeit, ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Ruin im Zeitintervall (0, T] auftritt:

p(u; T) =P(Ry <Ofiireint <T)=P(t(u) <T) fir u,T>0.
e Die Ruinwahrscheinlichkeit ¢(#) mit unendlichem Zeithorizont ist:

Tlim Y(u; T) = p(u;00) := p(u) = P(t(u) < o0) fiir u>0.

—00

Bemerkung: Als Funktionen von u werden die oben definierten Ruinwahr-
scheinlichkeiten auch als Ruinfunktionen bezeichnet.

Hier bezeichnen wir mit 0 < ;1 < ™ < ... die Schadensankunftszeiten.
Die Zwischenankunftszeiten T; := 7; — 7;_; sind dabei exponentialverteilt
mit endlichem Erwartungswert E(t; — T;_1) = + fiir Vi > 1 und die 7; — 7;_1



sind unabhéngig von T; — 7;_1 flr i # j. Mit Z; := B(7; — ;-1) — U; erhalten
wir den Risikoprozess zur Schadensankunftszeit 7;:

n
Ry, =u+Y 7. (1.4)
i=1

Der Ruin kann nur zu den Zeitpunkten T; eintreten. Des weiteren gilt, dass
der Ruin f.s. mit Wahrscheinlichkeit 1 nur dann eintritt wenn E(Z;) < 0.
Wenn E(Z;) > 0, dann liegt die Ruinwahrscheinlichkeit in (0,1). Siehe
hierzu Theorem 6.3.1 von Rolski et al. [23] auf der Seite 233. Infolgedessen
fordern wir die Nettoprofitbedingung;:

1
E(Z;) = E(B (ti — Ti-1)) —E(\l/l_zl = Pi—n>0
=
& B>A-u
VY- Q= /\% —1>0, (1.5

was bedeutet, dass die zu erwartenden Pramieneinahmen zu jedem Zeit-
punkt grofier zu sein haben, als die zu erwartenden Schadenszahlungen.
Hier wird p Sicherheitszuschlag genannt.

Bemerkung: Unter der Nettoprofitbedingung ist die Ruinwahrscheinlich-
keit (1) monoton fallend in u und fiir u — oo gilt (1) — 0.

Bemerkung: Trotz dieses relativ einfachen Modellaufbaues ist es nicht sehr
einfach eine analytische Formel fiir die Ruinwahrscheinlichkeit anzugeben.
Eine explizite Auswertung existiert fiir den Fall u = 0 und zum Beispiel
fiir exponentialverteilte Schadenshohen (allg. Phasentyp-Verteilungen). Man
behilft sich daher mit Abschidtzungen und Approximationen.

Bemerkung: Die Ruinwahrscheinlichkeit gentigt der Integralgleichung

A o _ u —
b =75 ( | Fuax+ [ g —x)Fu(x)dx), (1.6)
u
wobei die Funktion Fy;(x) = 1 — Fy(x) die Tail-Funktion der Schadenshthenverteilung
Fy ist. Spéter werden wir die Ahnlichkeit dieser Gleichung mit der Integral-
gleichung aus dem Artikel von Kovacevic und Pflug [31] sehen.



Bemerkung: Manchmal wird die komplementdre Wahrscheinlichkeit, dass
kein Ruin auftritt (sprich: Uberlebenswahrscheinlichkeit) (1) mit
P(t(u) = o) =1 — p(u) betrachtet. Diese Uberlebenswahrscheinlichkeit
kann mit Hilfe der Erneuerungsgleichung

P =50 +5 [ (1= Fulx) $lu—x) dv (1)

numerisch berechnet werden. Dabei ist Fi;(x) die Verteilungsfunktion der
Schadenshohen U;.

Wegen (1.7) und limy,_,e ¢(u) = 1 ist, gilt p(0) =1 — % E(U).

Die Uberlebenswahrscheinlichkeit bei Null ist also nur vom Erwartungs-
wert der Schdaden U;, nicht aber von der Schadensverteilung selbst abhingig.

1.2.1 Die Cramér-Lundberg Schranken und die
Approximation

In diesem Abschnitt gehen wir vom Cramér-Lundberg Modell (siehe Defini-
tion im Abschnitt 1.2) aus. Fiir die Abschédtzung bzw. fiir das asymtotische
Verhalten der Ruinwahrscheinlichkeit wird die Cramér-Lundberg Bedin-
gung als eine notwendige Voraussetzung eingefiihrt. Im Buch von Asmussen
und Albrecher [3], auf der Seite 91ff, wird gezeigt, dass durch die Cramér-
Lundberg Bedingung Schdden mit heavy tailed Verteilungen - wie der
Log-Normalverteilung oder der Paretoverteilung - ausgeschlossen werden
miissen.

Um die Cramér-Lundberg Schranken zu erhalten gehen wir vom Theorem
5.4.1 aus Rolski et al. [23], der Seite 170 aus. In diesem wir gezeigt, dass

a_e ™ <p(u) <aye ™

tiir jeweils positive Konstanten a_ und a ist.



Dies impliziert des weiteren

—yu+loga_ <logy(u) < —yu+loga,.

Hieraus kann man folgern, dass

v =— lim M (1.8)

U—00 u

Dennoch werden wir im ndchsten Absatz sehen, dass ein viel stiarkeres
Resultat existiert. Und zwar

lim ¢(x) e™ =C (1.9)

Uu—00

fiir eine Konstante C > 0.

Bemerkung: Aus (1.9) = (1.8). Aber Vorsicht bei (1.8) = (1.9), weil dies
notwendigerweise nicht gilt.

Zur Herleitung der Lundberg Approximation folgen wir wieder Rolski et
al. [23] aus Abschnitt 5.4.2 auf der Seite 172ff.

Wir beginnen mit der Gleichung (1.6)

Y(u) = % /:ofu(x)dx + /Ou1p(u—x)fu(x)dx. (1.10)

Bemerkung: Hierbei gilt auf Grund der Nettoprofitbedingung

% /Ooo?u(x)dx = /\“?]/l <1

Bemerkung: Die Gleichung (1.10) ist eine unvollstindige Erneuerungsglei-
chung (engl. ,defective renewal equation”).



Nach Multiplikation der Gleichung (1.10) mit e7*, erhalten wir

e P(u) = ™ % /OO Fy(x)dx + A /Ou p(u—x) Y ¥) eV Fry(x)dx.

B
(1.11)
Wir setzten
glu) = e p(u)
f) = 5 Fulx)
z(u) = % em /uoo Fy(x)dx
und erhalten fiir die Gleichung (1.11)
g(u) =z(u) + /Oug(u —x) f(x)dx. (1.12)

Wenn wir ein v > 0 finden, sodass

/Ooof(x)dx =1 (1.13)

ist, dann ist (1.12) eine richtige Erneuerungsgleichung.

/:Of(x)dx = /xoo A e’ Fy(x)dx = /xoo /Oo A dFy(y) e"dx

=0 B =0 Jy=x B
Fubini /OO /y A e"™dx dF = /°° At dF
- 3 u — - u
oo B (y) 0B 7 | (y)

_ /y°° %.ew_ldFu(y) _ L[/j ewdpu(y)_/oo dFu(y)l

10

(1.14)



Da f eine Dichte sein soll, miissen wir offenbar

o -1] = 1, (1.15)
bzw. umgeformt
iy (7y) = 1+ﬁl (1.16)

fordern.
Bemerkung: Die Gleichung (1.16) ist die Lundberg-Gleichung.

Wenn wir (1.14) nach -y ableiten, bekommen wir

(x) <a§;x) dx

u(x) x e’ dx

9 [® A .=
2o =
o /x—o,B e"™ Fy(x)dx

gl
-

><\
é 3

Il
><\>
e
D> wI> wI>
|

~—

() - 1)

Wenn wir nun eine Variante des Schliissel-Erneuerungssatztes anwenden,
erhalten wir, dass (1.12) eine eindeutige Losung besitzt, welche

lim g(u) = L /Oooz(u)du.

Uu—o0 o ]/[F

erfiillt.

Bemerkung: Fiir ndhere Details siehe etwa im Buch von Rolski et al. [23]
im Lemma 5.4.2 auf der Seite 172.
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Damit kdnnen wir weiter rechnen und erhalten

/Oooz(u)du

Somit gilt

= / &ew/ Fy(x)dx du
0 ,3 xX=u
e} X A _

= / / —e"™Fy(x)du dx
x=0 Ju=0 ,B

0o A_ evu
= /}C:OBFU(X)T

(] _ rx _
= / &Pu(x)e ; 1dx

X

dx
u=0

x=0 ,B

0 X _ 0o
= l{/ &e—Fu(x)dx—& Fu(x)dx}
0

,)/ A

—~ ﬁ—)\“l/l —yu
AR v cs s R
=:C
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Definition: Eine positive Losung von (1.15) bzw. (1.16) wird Anpassungs-
koeffizient R genannt.

Theorem: Falls ein Anpassungskoeffizient R > 0 existiert, so gilt

P(u) < e R (1.18)
furVu > 0.
Den Beweis hierfiir findet man etwa im Buch von Rolski et al. [23].

Bemerkung: Der Anpassungskoeffizient R ist die zentrale Grofie der klas-
sischen Ruintheorie. Seine grofie Bedeutung resultiert aus dem Zusam-
menhang mit der Ruinwahrscheinlichkeit. Zudem ist sie abhdngig von der
Gesamtschadenshohe und der Hohe der Pramienraten.

Bemerkung: In der Literatur findet man den Zugang zur Definition des An-
passungskoeffizienten R, statt der Gleichung (1.15), auch tiber die eindeutig
positive Losung der folgenden Gleichung

A—rB=A / e"?dF(z), (1.19)
falls diese existiert.
Bemerkung: Falls ein Anpassungskoeffizient R > 0 existiert, so gilt auch

e—Ru

e~ R Re|T < o0

P(u) = ] fur V u > 0. (1.20)
Daraus folgt auch sofort (1.18). Fiir T < oo ist ndmlich R; < 0 und dadurch
ist der Nenner immer grofier als 1. Dadurch kann eine obere Schranke fiir
die Ruinwahrscheinlichkeit angegeben werden.

Falls fiir die Schadensverteilung F;; kein Anpassungskoeffizient R > 0 exis-
tiert (falls also 1 — Fi; langsamer als exponentiell fllt), dann gilt folgende
Approximation fiir x grofs genug

P(x) ~ % { - % /Ox(l - Fu(z))dz}. (1.21)

Bemerkung: Fiir den Fall falls % Jo (1 = Fy(z))dz =: F}; eine subexponenti-

elle Verteilung ist, sieche etwa im Buch Rolski et al. [23] im Theorem 5.4.3
auf der Seite 175.
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Beispiel: Das folgende Beispiel orientiert sich nach dem Beispiel aus Rolski
et al. [23], Seite 166.

Angenommen die Verteilung der Schadenshchen U sei exponentialverteilt
mit E(U) = } = p. Dann gilt fiir die Ruinwahrscheinlichkeit

Plu) = c-e R,

A
3

Wir vergleichen nun dieses Resultat mit dem allgemeinen asymptotischen
Ergebnis (1.17):

wobeic:%undR:(S—

Die Momenterzeugende Funktion der exponentialverteilten Schdden ist
durch

N 1 _x 1
iy (r) = ﬁ/ efe ndz = =
0 _

gegeben.

Mit der ersten Ableitung der Momenterzeugenden Funktion
Ay (r) = p(1 = pr) 2

und der Nettoprofitbedingung (1.5) mit 1 +p = )% S u(l+p) = g &
pU = % — U= % - }5 konnen wir zeigen, dass die allgemeine Theorie mit

unserem Spezialfall {ibereinstimmt.

Fiir die erste Ableitung bekommen wir nach wenigen Umformungen

SRY - oo W _
t (1-uR)>  (1-p(e-24)° (1-16-3)°

- ) =)
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Fiir das asymptotische Ergebnis (1.17) bekommen wir mit der folgenden
Rechnung die exakte Ubereinstimmung

li Ru = — —
R (BT Ry A -
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1.3 Der stiickweise deterministische
Markov-Prozess

Im Allgemeinen kann der sttickweise deterministische Markov-Prozess (engl.
,Piecewise-Deterministic Markov-Processes” (PDMP)) als ein Prozess tiber
einen endlich-dimensionalen Zustandsraum E C R? mit endlich vielev
Spriingen in endlichen Zeitintervallen aufgefasst werden, wo das deter-
minisitsche Verhalten zwischen den Spriingen ausschliefslich durch den
Zeitpunkt und Zustand des Letztsprunges bestimmt wird. Siehe hierzu
auch das Buch von Mark Davis [14].

Die Eigenschaften eines stiickweise deterministischen Markov-Prozesses
sind

e T, sind die Zeitpunkte der Spriinge,

e Y, beschreibt die Hohe der Spriinge Y,, = X,

e Fir 7, <t < 7,41, Xi = ¢r,+(Yn) wobei ¢; +(x) jene deterministische
Funktion ist welche die Entwicklung des Prozesses zwischen den
Spriingen darstellt,

e ¢s;: E — E erfiillt die deterministische Markov Eigenschaft ¢, ()
Gru(pst(y)), 0 <s, <t <u,y e Eund Grenzbedingung ¢:(y) =
t € Ry,

Y,

o fiir zeithomogene PDMP, ¢s; = ¢;_s ist abhdngig von s und t nur
durch die Differenz t — s mit der Grenzbedingung ¢o(x) = x.

Bemerkung: Der Cramér-Lundbergprozess ist ein PDMP mit (,bs,t(y) =
y + B(t — s). Hierbei sind die Zwischenankunftszeiten 7, — 7,,_1 iid und ex-

ponentialverteilt mit Parameter A. 7p = Ound X;, = X, , — Y}, , wobei Y}, iid
F.
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2 Vorstellung der
Wachstumsmodelle

In diesem Kapitel wird das Modell in Anlehnung an die Arbeit von Kova-
cevic und Pflug [31] beschrieben. Hierbei werden die Notationen und die
benotigten Berechnungen des Artikels erldutert, und detailiert ausgearbei-
tet.

2.1 Ein einfaches Wachstumsmodell

Zu allererst wird der private Haushalt betrachtet. Der Begriff des ,Haus-
halts” wird dabei weit gefasst. Hierbei handelt es sich um ein Wirtschafts-
subjekt, auch eine 6konomische Einheit genannt, wie eine Familie, aber
auch eine geschlossene Anzahl an Familien vergleichsweise einer Dorfge-
meinschaft. Zu diesem kleinsten wirtschaftenden Grundelement (z.B. ein
bestimmter Privathaushalt oder ein bestimmtes Unternehmen) der gesamt-
wirtschaftlichen Betrachtung zdhlen alle nichtoffentlichen Verbrauchswirt-
schaftseinheiten. Die Bezeichnungen Haushalt, Nachfrager, Verbraucher
und Konsument werden zumeist synonym verwendet, vgl. mit [1].

Es wird angenommen, dass das Einkommen I; des privaten Haushaltes zur
Zeit t in Konsum C; und Ersparnisse S; geteilt wird:

It = Ct + St fur V t > 0. (2.1)
Hierbei wird unter , Einkommen” der Fluss von Lohnen, Gehiltern, Zins-
und Dividendenzahlungen sowie alle sonstigen Einnahmen, die als Zah-

lungsmittel oder Hilfsmittel beim Warenaustausch benutzt werden, verstan-
den, siehe [34].
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Unter , Konsum” werden die Gesamtausgaben des Haushaltes fiir diverse
Giter gesehen. Die personlichen ,Ersparnisse” sind dabei der Teil des
verfligbaren Einkommens, welches nicht konsumiert wurde, vgl. [34].

Des weiteren wird die Konsumfunktion C; als eine wachsende Funktion in
Abhéingigkeit vom Einkommen durch

It fur It S I*
C: = . . i . (2.2)
{Z(It—l)+l fur I} > 1

dargestellt.

Die Konstante a ist dabei aus dem offenen Intervall (0,1) gewihlt. I* wird
als das , kritische Einkommen” oder als die ,Sparschwelle (Gleichgewichts-
punkt)” bezeichnet.

Bemerkung: Die von John M. Keynes eingefiihrte Definition der Konsum-
funktion stellt einen der wichtigsten Begriffe der Volkswirtschaftslehre dar.
Ein wesentlicher Kritik- und Schwachpunkt dieser Definition ist die Hy-
pothese, dass es eine stabile empirische Beziehung zwischen Konsum und
Einkommen gibt. Siehe auch im Buch von [34].

Die folgende Abbildung illustriert den Sachverhalt der deterministischen
Gleichung (2.2):

18



Abbildung 2.1: Lineare Konsumfunktion als Funktion des Einkommens

Ci

St
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Interpretation: Ist das Einkommen I; kleiner als I*, muss das Einkommen I
zur Ganze konsumiert werden. Bei einem stetigen Einkommen von [; < [*
sind alle notigen Fixausgaben hoher und jegliche Ansparungen sind nicht
moglich. Da ein dauerhaftes Einkommen unter I* keine Ersparnisse zulésst,
fiihrt dies zu einer nachhaltigen Belastung der Gesundheit, was wiederum
das Einkommen I; belastet. Die Vertikale durch I* schneidet die 45°-Linie
und markiert deshalb jenes verfiigbare Einkommen, das gerade zur De-
ckung der Konsumausgaben ausreicht. Bis zum Schnittpunkt ist es nicht
moglich die Situation aus eigener Anstrengung entsprechend zu beeinflus-
sen. Ist das Einkommen I; jedoch grofier als I*, dann kann der Betrag von
(1 —a)(I; — I'") angespart werden. Da Sparen gleichzeitig Nicht-Konsum
bedeutet, verhalten sich die Spar- und Konsumfunktion spiegelbildlich zu-
einander.

Bemerkung: I; = I +a(l; — ")+ (1 —a)(I; — I") fur I; > I*.

=G =S,

Bemerkung: Wir werden in dieser Arbeit fiir die Ersparnisse den Begriff
des , Vermogens” heranziehen. Damit soll nicht nur dem Geldbegriff allei-
ne Geltung gegeben werden, sondern auch fiir jegliches Privateigentum
und das Humankapital gleichermafien. Dabei werden wir den Nettowert-
besitz von Sach- und Finanzanlagen als angesammelte Einkommensteile,
die in fritheren Perioden nicht fiir Konsumzwecke verwendet wurden, auf-
fassen. Hierbei sei noch darauf hingewiesen, dass der Vermogensstock
Auswirkungen auf die Praferenzordnung und - tiber Vermogensertrage
oder Vermogensauflosungen - auf das Einkommen des Haushaltes hat, vgl.
mit [1].
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2.2 Das exponentielle Wachstumsmodell

Der Wachstumsprozess vom kumulierten Vermogen X; zur Zeit t kann
mit

1794
d_tt =c-5, (2.3)

und 0 < ¢ < 1 beschrieben werden.

Der Zusammenhang zwischen Einkommen I; und Vermogen X; wird mit
Hilfe des Parameters b > 0, durch

It:b'Xt fur VtZO (24)

definiert.

Mit den obigen Annahmen und Definitionen folgern wir nun

dX;

W = C'St:C'(It—Ct)

It furItSI*
= C'It_C'

a(It — I*) + I* ftir It > I*
. 0 furltgl*
e (=1 —ac(—I*) furl; > I*
= c- [ —-TI"]"—ac- [, - I"]*
= c-(1—a)[;—I"]"
= (1—a)-c-[bX; —bx*]*
= (1—a)-c-b-[X;—x*]T

——————

=7

= r- [Xt — X*]+, (25)
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mit [x]" = max(x,0).

Das ,kritische Vermogen” x* > 0 wird auch als die ,Armutsgrenze” be-
zeichnet. Dabei wird x* = %, als die Summe des Vermégens, das gebraucht
wird, um eine lebensldngliche Rente mit dem kritischen Einkommen zu
erhalten, interpretiert. In anderen Worten: x* kann als die stetig abgezinste
Annuitdt von periodischen Zahlungen (I*) zu bestimmten Zeitpunkten des
Intervalles interpretiert werden.

Ein Phasenportrait mit x* = 10 der gewohnlichen Differentialgleichung 1.
Ordnung (2.5) ist in der folgenden Abbildung illustriert:
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Beobachtung: Die Trajektorien des deterministischen Prozesses sind ein-
facher Natur. Wenn das Anfangsvermogen grofier ist als das kritische
Vermogen x*, wachst das Vermogen exponentiell mit der Rate r. Unter-
halb dieser kritischen Vermogensgrenze x*, bleibt das Vermoégen jedoch
konstant. D.h., dass kein Vermégenszuwachs moglich ist. Das abgegrenzte
Gebiet unterhalb der Grenze x* wird deshalb auch als die ,,Armutsfalle”
bezeichnet. Umgekehrt ist es bei diesem Modell somit auch nicht moglich,
mit einem Anfangsvermogen grofer als das kritische Vermogen x*, in die
Armutsfalle hineingezogen zu werden.

Um die ausgewdhlte Modellidee mit einer konkludenten Schlussfolgerung
zu erweitern, wird nun eine gewisse Eintrittsmoglichkeit von schwerwie-
genden Katastrophenereignissen (Verlusterreignisse wie die von Erdbe-
ben, Hurrikan, Uberschwemmungen, Diirren, ...) in das deterministische
Modell eingebaut. Zur Anpassung des Modells wird der Poisson-Prozess
(N¢) mit Intensitdt A herangezogen. Der Poisson-Prozess kommt bekannt-
lich nur dann zur Anwendung, wenn es um die Modellierung einer Ein-
trittshaufigkeit innerhalb eines vordefinierten Zeitintervalles geht.

Der Anteil des noch zur Verfiigung stehenden Vermogens eines privaten
Haushalts nach einem Katastrophenereignis zur Zeit 7; des i—ten Sprunges
von (N;) soll mit der Variable Z;, wobei 0 < Z; < 1 ist, eingefithrt werden.
Der tatsdchliche Verlust fiir das i-te Ereignis ist demnach (1 — Zi)XT;- Die

Folge (Z;) ist unabhingig vom Poisson-Prozess (N;). Die Variablen Z; sind
unabhédngig und identisch verteilt mit der gemeinsamen Verteilungsfunk-
tion G. Zwischen den Ereigniszeiten gilt die gewohnliche Differentialglei-
chung (2.5). Hierbei ist X = (X;) wieder ein PDMP. Einige Trajektorien des
zufélligen Verlaufs des beschriebenen stochastischen Prozesses, sind in der
folgenden Abbildung illustriert:
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Beobachtung: Die Trajektorien des stochastischen Prozesses sind im Ver-
gleich zu den vorherigen Abbildungen filigraner. Zum Zeitpunkt des Er-
eignisses wird das Vermogen um den Faktor 1 — Z; sprungartig reduziert.
Zwischen den Ereigniszeiten wachst das Vermdgen exponentiell nach der
Gleichung (2.5). Allerdings kann man in diesem Modell unter die Armuts-
grenze x* fallen, falls das Vermogen Xt nicht ausreichend grofs genug
ist um das Verlustereignis X1, (1 — Z;) aufzufangen. Ist die Armutsfalle
einmal erreicht, dann bleibt man in dieser gefangen und kommt nicht mehr
tiber das kritische Vermogen x* hinaus. Eine besondere Bedeutung kommt
dem Anfangsvermogen zu: Je hoher der Ausgangskapitalstock ist, desto
geringer ist die Wahrscheinlichkeit, innerhalb einer gewissen Zeit unter die
Armutsgrenze x* zu fallen.

Im Abschnitt 2.3 wird der vorweg demonstrierte stochastische Wachs-
tumsprozess von Neuem aufgegriffen und streng formalisiert. Ziel wird die
Einfiihrung einer klaren Definition der sog. , Eintrittswahrscheinlichkeit”,
der Wahrscheinlichkeit in die Armutsfalle verwickelt zu werden, sein. Diese
Eintrittswahrscheinlichkeit wird dann als die ,,Armutswahrscheinlichkeit”
deklariert.

Es bestehen viele Ahnlichkeiten zwischen dem Modell der Arbeit von
Kovacevic und Pflug [31] und der klassischen Ruintheorie von Cramér-
Lundberg. Die Parallelitdten dabei sind

e Die Zeitskala wird mit Hilfe des Poisson-Prozesses (N;) dargestellt.

e Durch den Poisson-Prozess werden die Verlustereignisse erzeugt.

e In beiden Modellen kann der Vermogensstock unter eine bestimmte
Grenze fallen. Weshalb auch oft von , Ruin” gesprochen wird, wenn
ein privater Haushalt unter die Armutsgrenze x* fallt.

Es gibt aber auch zwei deutliche Unterschiede zwischen dem oben prasentierten
Modell und der klassischen Ruin-Theorie:

e Der uneingeschrdnkte exponentielle Vermogenszuwachs zwischen
den zufélligen Verlustereignissen gilt nur fiir Prozesse, die iiber der
kritischen Vermogensgrenze x* liegen.
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e Im beschriebenen Modell sind die Verluste als proportionaler Anteil
des bestehenden kumulierten Vermoégens definiert. Somit sind die
Verluste untereinannder korreliert (abhdngig) und auch abhédngig vom
Zeitpunkt des Verlustes.

Die aufgezdhlten zwei Unterschiede erschweren die mathematische Analyse
deutlich. Trotzdem konnen die bisherigen Ergebnisse und Konzepte der
Ruintheorie herangezogen werden um das Verhalten des obigen Modelles
zu studieren.
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2.3 Das stochastische Wachstumsmaodell

In diesem Abschnitt wird das stochastische Modell von oben anschaulicher
formalisiert. Um das weitere Studium zu vereinfachen, wird eine Nor-
mierung von Zeit und Raum vorgenommen. Wir setzten 0.B.d.A. x* = 1.
Dadurch erreichen wir, dass die Geldmafieinheit von 1 dem Eigenbedarfsni-
veau der Lebenserhaltungskosten entspricht. Die Mafieinheit fiir die Zeit
wird mit der Festlegung von A = 1 vorgenommen und zudem wird 7y := 1

r
definiert.
Von oben wissen wir bereits:

(i) Zwischen den Ereigniszeiten 7,1 < t < T; gilt die gewohnliche Differen-
tialgleichung (2.5)

dX
el

(ii) Zu den Ereigniszeiten 7; wird das Vermogen um den Faktor 1 — Z;
sprungartig reduziert, so dass X, = Z;X_-.

aX
Bemerkung: Mitr > 0 und [X; —1]" >0 = d_tt > 0 = Vermogen X; ist
wachsend und weil Xy = x > 1 = X; > 1. Damit kann man die Bedingung
[-]" weglassen, zumindest vor dem ersten Sprung.

Wir schreiben X’ fiir % und X(¢) fiir X; um die Notation zu vereinfachen
und erhalten durch einige Umformungen fiir X(t) > 1:

X't)y=r-[X(t) -1 & m:r
& log(X(t)—1) =7
< log(X(t)—1)=rt+c
& X(t)—1=¢""¢
& X(t)=1+e"e
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Mit der Anfangswertbedingung t = 0 erhilt man X(0) = x = 1+ ¢°.
Daraus folgt ¢¢ = x — 1 und damit gilt X(t) = 1+ (x — 1)e", fir 0 < t <
7.

Fiir die allgemeine Differentialgleichung zwischen 7;_; <t < 1, ergibt sich
im Einzelnen:

Firi=1:7_1 =17 =0und X; , = Xp = x.
Fiir X+, : Kénnen zwei Fallunterscheidungen durchgefiihrt werden:

1. Fall: Wenn X , > 1, dann kann [...]" weggelassen werden und wir
schreiben dafiir X'(t) = r- [X(¢) — 1].

X(t;_1) ist gegeben und mit Hilfe der Lésung von oben X(t) = 1 + ¢'fef
kann X(7;_1) = 1 + ¢""i-1e festgehalten werden und wir folgern damit

= e = (X(1.1) — 1) e "1,

Daraus ergibt sich letzten Endes

X() =14e" (X, —1)e 51 =1+ (X, —1)e’ 1),
2. Fall: X5, , <1 = X' =0 = konstant.

Die entsprechenden Uberlegungen der obigen Ausfiihrung verdienen eine
Definition.

Definition: Sei 7; der Zeitpunkt des i'ten Verlustereignisses des Poisson-
Prozesses (N;) mit A = 1 und 19 = 0. Die Folge (Z;) mit 0 < Z; < 1 sei eine
Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit der
gemeinsamen Verteilungsfunktion G. Die Zufallsvariblen Z; seien zudem
unabhingig vom Prozess (N;). Dann ist der stochastische Wachstumspro-
zess X; mit Anfangsvermogen Xy = x fiir 1;_1 <t < T; gegeben durch

X, {(Xfi L= 1) T 1 fiir X, > 1, 26)

Xz sonst .

29



Zu den Verlustereigniszeitpunkten t = 7; ist der stochastische Wachs-
tumsprozess X; durch

(2.7)

i

X — Zi . [(XTifl — 1) . er(Ti_Ti—l) + 1] fiir XTifl > 1,
K Zi- Xg, sonst,
gegeben.

Bemerkung: Unser stochastischer Wachstumsprozess erfiillt die gleichen
Bedingungen wie die Eigenschaften des stiickweise deterministischen Markov-
Prozesses aus Abschnitt 1.3

¢ T, sind die Zeitpunkte der Spriinge bzw. der Verluste,

e Verluste sind von zufélliger Hohe mit der Verteilungsfunktion G,

e in der Herausbildung von % in der Gleichung (2.5) wird die Vermogens-
entwicklung zwischen den Spriingen bzw. Verlustereignissen - die
mit der Definition der stiickweise deterministischen Markov-Prozesse
tibereinstimmen - beschrieben.
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2.3.1 Bestimmung des Generators

Das zuerst 1973 von Gerber [19] vorgestellte wichtige Hilfsmittel der Mar-
tingalmethoden zur Bestimmung der Ruinwahrscheinlichkeiten von Risi-
koprozessen, wurde seitdem von zahlreichen Autoren aufgegriffen und
angewendet. Von einer noch grofieren Bedeutung ist dabei eine andere
Methode zur Bestimmung der Ruinwahrscheinlichkeit; namlich das ab-
strakte Konzept des infinitesimalen Generators. Wir haben im letzten Ab-
schnitt festgestellt, dass der Risikoprozess X; ein Markov-Prozess ist. Die
Ubergangswahrscheinlichkeiten kénnen demnach in manchen Risikomodel-
len direkt durch den infinitesimalen Generator ausgedriickt werden.

Die folgende Definition ist aus Rolski et al. [23], Seite 440, entnommen und
bildet die Grundlage nachstehender Uberlegungen.

Mit der Verwendung der Definition der Ubergangshalbgruppe aus Rolski
et al. [23] oder bzw. der Definition 1.7. der Diplomarbeit von Daniela Gius
[20], konnen wir die Formel fiir den (infinitesimalen) Generator A eines
Markov-Prozesses X; in der Terminologie des Prozesses darstellen.

Betrachten wir eine Kontraktionshalbgruppe {T(h)} und definieren

Ag =1limh 1 (T(h)g —g) (2.8)

110
fur alle Funktionen g € M, (E) fiir die der Grenzwert in der Supremums-
norm existiert und zu M, (E) gehort. In unserem Fall ist T'(h) fiir Markov-
prozess X wie folgt definiert: T(h) f(x) = Ex[f(X})] fir f € M,(E). Hierbei

bezeichnet M, (E) die beschriankten und messbaren Funktionen von E nach
R.

Sei D(A) C M,(E) die Menge aller Funktionen aus M, (E), die diese zwei
Eigenschaften erfiillen. Dann heifSt die Abbildung A : D(A) — M,(E)
gegeben durch (2.8), der infinitesimalen Generator von {T(h)}.

Hierbei heifit die Menge D(A) Domain von A.

Bemerkung: Wir wissen, dass X; zur Klasse der stiickweise deterministi-
schen Markov-Prozesse gehort. Der entsprechende infinitesimale Generator
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ist wie auf der Seite 1008 von Kovacevic und Pflug [31] angemerkt, mit

(ANG) = rlx=1f' () = Af(x) + A [ f2)dG(2)

gegeben.

Wir konnen diesen Generator nach Theorem 11.1.3 der Seite 442 im Buch
von Rolski et al. [23], bzw. mit Theorem 1.3. der Diplomarbeit von Daniela
Gius [20], praktisch bestimmen.

Es ist moglich, die externen Zustdnde ,reich” und ,arm” zu betrachten. Da
wir aber dem Artikel von Kovacevic und Pflug [31] folgen, arbeiten wir mit
dem einfachen Zustandsraum E = (0, o).

Das Verhalten zwischen den Spriingen wird durch die Funktion

c(x) =r[x—1]" fiir x € (0,00)

beschrieben. Somit ist unser Differential-Operator

Xf(x) =rlx=1]" f'(x).
Der Sprungmechanismus wird wie folgt beschrieben:

Bei einem Sprung springt der Prozess von x nach xZ, wobei Z nach G
verteilt ist. Die Sprungintensitit ist bei uns konstant A.

Mit der Zuordnungsvorschrift bei einem Sprung x — zx =: y, kdnnen wir
den Ubergangskern Q(x, dy) berechnen. Hierbei lebt Q(x, dy) auf [0, x].

Fiir die Verteilung gilt somit

Plxz <y] =P[2 < 1] =G(),

und weiter

oo B X dy
J, fweeay) = [ fwch).
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Mit den Substitutionen y = xz fury = 0,...,x, dy = xdz furz = 0, ...

und Z = % bekommen wir

/yiof(y)G(dyy) = /Zl_of(xz)c(dz),

Zuletzt beachten wir

| oy = £ [~ Qxdy) = £(2)
und erhalten

(ANG) =rle =17/ () = A7)+ [ Flaz)6de).

~~
<oo

Zur Beschreibung des Generators gehort auch seine Domain D(A). In
unserem Fall besteht die D(A) aus absolut stetigen Funktionen, fiir die

fo xz)dG(z) endlich ist. Zur Bestimmung des Domains D(A) verweisen

wir auf die Bedmgungen von Theorem 11.2.2 im Buch von Rolski et al. [23],

auf der Seite 449, bzw. auf das Theorem 1.5. der Diplomarbeit von Daniela

Gius [20].
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3 Kalkul der
Armutswahrscheinlichkeit

Die weitere Untersuchung benoétigt eine essenziell eindeutige und unmiss-
verstandlich klare Entscheidung des zugrundeliegenden Prozesses. Nur so
wird die Einfiihrung und Entwicklung eines brauchbaren und wirkungsvol-
len Konzeptes wie die Losung der Armutswahrscheinlichkeit pragnant und
fassbar vereinfacht.

3.1 Die Armutswahrscheinlichkeit

In der Sprache der Markov-Prozesse korrespondiert das Intervall I' = [0, 1]
mit der sog. ,absorbierenden Menge”. Damit ist die absorbierende Eigen-
schaft des Intervallbereiches gemeint, aus der es keine weitere Entkom-
mensmoglichkeit gibt. Intuitiv spricht man deshalb auch vom , Armuts-
bereich des Intervalles [0,1]”, und meint damit die korrespondierende
Armutsfalle.

Fir x > 1 wird die Armutswahrscheinlichkeit vom Vermogensprozess X;
mit

Q(x) := P(X; €T fiir mindestens ein f > 0 | Xy = x) (3-1)

definiert.

Bemerkung: Bei x <1 kann das Vermogen nach (2.6) und (2.7) nicht mehr
wachsen. Weshalb also Q(x) =1 fiir alle 0 < x < 1 gilt, und die Forderung
x > 1 begriindet.
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Die auf diese Weise neu eingefiihrte (infinitive Zeit-) Armutswahrschein-
lichkeit des Vermdogenspozesses X, kann auch durch einfache Umformulie-
rungen auf folgende Weise

Q(x) = P(U{XieT}|Xo=x)

t>0

bzw. auch mit

Q(x) = P(|J{Xy €T} | Xo=1x)

i>0

geschrieben werden. Die letzte Gleichheit ergibt sich, weil Eintritt in I' immer
bei einem Sprung passiert. Weshalb es ausreichend ist, nur die Zeitpunkte
T; zu betrachten.

Bemerkung: Es sei hier noch einmal betont, dass die Unterschreitung
der Armutsgrenze x* nicht einem Lebensende der 6konomischen Einheit
gleich kommt. Die Armutsfalle ist eine Zustandsbezeichnung, in der die
okonomische Einheit tiberhaupt keine Moglichkeit zur Ersparnisbildung
hat, weil alle Einnahmen konsumiert werden. Wie sich eine 6konomische
Einheit aus der Armutsfalle befreit, ob mit Schulden oder einer anderen
Rettung wie etwa durch mogliche Spendengelder, ist definitiv nicht Teil
dieser Modellbildung. Der einzige Sinn und Zweck der Modellbildung
ist die Quantifizierung des Risikos in die Armutsfalle zu schlittern. Auch
wenn der Charakter der Aufgaben- bzw. Fragestellung vergleichbar mit der
Situation der klassischen Ruintheorie fiir eine Versicherung ist, bezogen auf
die Moglichkeit der externen Kapitalzufithrung einer Versicherung im Ruin-
zustand, gehort die Fiille der Zuhilfenahmemoglichkeiten einer externen
Kapitalbeimischung (innerhalb der Armutsfalle) nicht zum Bestandteil der
Modellbildung dieser Masterarbeit.

Bemerkung: In dieser Arbeit fokusieren wir uns auf das individuelle Ar-
mutsrisiko eines Haushaltes. Es ist aber moglich, die Armutswahrscheinlich-
keit als eine BasismafSzahl fiir soziale Wohlfahrtsaktivitdten heranzuziehen.
Die einfachste Konstruktion dieser Basismafizahl ist die Berechnung des
arithmetischen Mittelwertes der Ruinwahrscheinlichkeiten einer Grund-
gesamtheit, die tiber der Armutsgrenze x* liegen. Gegeben eine Untersu-
chungsgrundgesamtheit von N 6konomischen Einheiten, in denen die i-te
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Einheit das Vermogen x; besitzt und die Ruinwahrscheinlichkeit Q;(-), kann
das arithmetische Mittel als Index fiir das Armutsrisiko wie folgt definiert
werden

N
P = % 1_21 Qi(x;). (3-2)

In diesem Kontext bezeichnet Q;(x;) die Armutswahrscheinlichkeit fiir die
i-te Einheit mit dazugehorigem Ausgangsvermogen x;.

Bemerkung: Der Index ¢ ist ein verallgemeinertes Zdhlen von Armen und
solche die arm werden.

Der Summenausdruck Zfil Qi(x;) gibt die Anzahl der Armen und die
Wahrscheinlichkeit, arm zu werden, mit der gewichteten Anzahl von noch
nicht Armen wieder.

Ang. x; < x* = Q;(x;) =1 zu Beginn arm; zdhlt 1

Ang. x; > x* = Q;(x;) < 1 Wahrscheinlichkeit, dass i arm wird;
z&hlt weniger als 1

Interpretation: Wenn ¢ = 1, dann sind alle arm. Wenn ¢ = 0,9, dann gibt
es viele Arme oder viele werden arm. Wenn ¢ = 0,01, dann sind wenige
arm oder wenige werden arm sein.

Bemerkung: Christopher Barrett, Michael Cartner und Munenobu Ike-
gami zeigen im Artikel [5] den Zusammenhang zwischen der Linderung
bzw. sogar der Vermeidung von Armut durch einem vorab eingerichte-
ten Sicherheitsnetzes im Rahmen eines ertragreichen Sozialschutzes auf.
Hier wird durch ein stochastisch- dynamisches Modell die individuelle
Vermogenskumulierung in Abhédngigkeit von ,angeborenen” immanen-
ten Vermogensunterschieden, heterogenen Vermogensdotierungen sowie
multiplen Produktionstechnologien und etwaigen Risiken berechnet. In
der Ausarbeitung von Armando Barrientos und David Hulme [6] werden
hingegen die bestimmenden zukiinftigen Kursfaktoren des Sozialschutzes
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untersucht und die weitere dringend benétigte Analyse betont.

Zwecks der Auswertung der Armutswahrscheinlichkeit Q(x), ist es hinrei-
chend, die eingebettete Markov-Kette

Y, = Xq, (3-3)

zu betrachten. Dabei bezeichnet X, den urspriinglichen Vermogensprozess
X; zu den Ereigniszeitgn (Tw)n>0. Um Yy, ndher zu studieren, wird im
ndchsten Abschnitt die Ubergangsdichte pg(y1|yo) eingefiihrt.

Infolge dessen kann eine wahrscheinlichkeitstheoretische Aussage, nach
einem Verlustereignis bzw. mehreren Verlustereignissen bei vorausgehen-
dem Vermdogensniveau von yg auf das Vermodgensniveau von y; zu fallen,
geeignet ausgegeben werden.
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3.2 Die Ubergangsdichte

Theorem 1: Sei yp € (1,00) und y; > 0. Dann ist die Dichtefunktion pg(-|-)
beim Ubergang von Y, = yo zu Y,4+1 = y1, durch

1
polnlvo) = [ A(s0i0) dG(0)

min(2L,1)
= -1 [ =) o7 dG ()
0

gegeben.

Bemerkung: Aufgrund der Homogenitit in der Zeit, ist die Ubergangsdichte

P(X+,., = y1lXe, = v0) = pc(Yn+1 = v1|Yn = v0) = pc(v1|yo) unabhéngig
von n.

Beweis. Sei die Wartezeit W bis zum ersten Verlustereignis exponential
verteilt und 0.B.d.A. sei A = 1 und x* = 1 gesetzt. Die dazugehorige
Dichtefunktion ist demnach mit

fw(7) = exp(—7) - L0y
gegeben.

Mit Hilfe der der Gleichung (2.7) X, = Z; - [(Xq , — 1)er(Ti_Ti—1) + 1] fur
Xy, > 1, wird die Notation der eingebetteten Markovkette adaptiert zu

Yi = v [(yo—1)-exp(r-7)+1].

Wenn Y7 < y; ist, dann gilt

v(yo—1)-exp(r-t)+1] < 1
=
M1 s (1) explr-7)
¢ =
Yy1—0
(yOU_ 0 > exp(r-T);
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und nach 7 ausgedriickt
1 y1—0 )
T<-—-In|{—— ).
<
Damit gilt fiir die Verteilungsfunktion der Wartezeit W
o (emn)] = e ()
Py|lt<--In| —— = l-exp| —— In{ ———
R U e )

- (v-y<1yo_—v‘1>)_v'

Durch Umformungen fiir T > 0 ergibt sich

1 y1—0
T:;'ln<—v-(yo—l)) > 0
=
In(y1—v)—In(v-(yo—1)) > 0
=
In(y1—v) > In(v-(yo—1))
&
Y1—0 > 0-Yg—0
=
nos oy
Yo

Fiir die erste Ableitung bekommen wir

1 1
At = - -

— — — -1
. yl_vdl/l v(y1 — o) dys.

Mit diesen neu gewonnenen Ergebnissen erhalten wir die Dichtefunktion

frlyyoro) =7 (o= 1) (1 o) 70T Ly,
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mit yg € (1,00), y1 > 0und y = 1.
Die Ubergangsdichte pg ist demnach gegeben durch

min(2L,1)
rc(vilyo) = v- (yo—1)7 - /0 Py —0) T o7 dG(v).

]

Bemerkung: Die Verteilungsfunktion P der Ubergangsdichte kann fiir

0 <y < 1mit Pg(y1|yo) = G(%) ausgerechnet werden.

Beispiel 1: Angenommen die Wartezeit fiir das ndchste Verlustereignis sei
exponential verteilt mit A = 1. Die dazugehorige Verlustgrofse sei determi-
nistisch durch den Faktor 1 — Z; =: g gegeben. Damit ist der verbleibende
Restvermdgen v := Z; und die Ubergangsdichte lautet demnach

—v—1

peilyo) = panilyo) =7 (o =17 (= A=) " - A=97 1y_,uy.

Bemerkung: G ist die Verteilungsfunktion von Z. Dal—Z; =: g & Z; =
1 —g. D. h. die Verteilungsfunktion G springt bei 1 — g und bei einem
Sprung gilt Xz, = (1 —q)X¢ .
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Abbildung 3.1: Dichtefunktion im deterministischen Fall mit 4 = 0.1
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Abbildung 3.2: Querschnitt im deterministischen Fall mit g = 0.5
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Beispiel 2: Sei G die Verteilungsfunktion einer beliebigen Potenzfunktion,
welcher durch Gpyger(a) (1) = u .1 {o<u<1} gegeben sei. Die Ubergangsdichte
PPower(«) 18t demnach durch

(a+1)
T e — 1)
a+7+1(m )

#- 2Py +La+y+Laty+2 ) firy <yo

0

Prower(a) W1l¥0) = v

yl—v—l, 2F1(7+1,p¢—|—fy—|—1;lx+’)’+2}y1_1) fiir y1 > yo

gegeben.

Beweis. Durch die Anwendung der Definition der Ubergangsdichte erhalt
man fiir die Potenzfunktion

min(y1/yo,1)
/ v (y1 — o)7L 07T o,

pPower(uc)(yllyO) =7 (a+ 1) ) (yO -1)7- 0

Dieser Ausdruck lasst sich durch die Termdarstellung der hypergeometri-
schen Funktion

T'(c) .il"(a+n)-l"(b+n)i

zHMme)ngyT@jnﬂ T(c+n) n!

vereinfachen.

Als Startpunkt kann die Euler’sche Formel von Hazewinkel [24] herangezo-
gen werden

1
2Fi1(a,b;c;2) = m/o (1= )N (1 — k) dt,

wobei per Definition I'(#) = (a — 1)! und fiir die Betafunktion mit m,n > 0

B(m,n) := fol u™ 11 —u)"du = rr(ai%) gilt.
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Jetzt wird fiir die obige Gleichungsdarstellung die Substitution s = ¢ - u
genutzt um

! b-1 _ o\e—b-1 e\ g c—a—1 ! b—1 (1 _ \c=b=1¢q _ 4+ _\—a
s (u—s) (u—s-2) = u t (1—1) (1—t-z)""dt
0 0
= B(bc—b) -u"" 1. LR (a,b;¢;2),

zu erhalten.

Fiir den Spezialfall c = b + 1 gilt

b LR (a, b;b+ 1,'2);

S =

u
/ 7l (u—tz)T dt =
0

und mit der Zusatzsubstitution von z = u - r erhilt man

u
/ tbfl.(l_t.t)*ﬂ dt:%.ub- zFl(a,b;b—i—l;u-r).
0

Damit ldsst sich der urspriingliche Integralausdruck schreiben als

z 1 -1
(1 —0- —) 07 do

z
— o) T vt g — 71/
/0 (y1 —v) y m

0

1 aty+1 = r-1 z
= .z . F 1, 1 2, —).
P yi ' R(r+Laty+Laty+ yl)

Mit der Integralgrenze von z = min(y;/yo, 1) erhdlt man die Ubergangsdichte
der Potenzfunktion ppyyer(a)(Y1/Y0)- O
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Abbildung 3.3: Potenz-Dichtefunktion mit &« =7 und y =5
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Abbildung 3.4: Querschnitt der Potenz-Dichtefunktion
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Abbildung 3.5: Konturplot der Potenz-Dichtefunktion
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Beispiel 3: Sei G die Verteilungsfunktion einer Betaverteilung B(«, f).
Damit ist die Ubergangsdichte durch

min % 1)
(y1 — o) 7 Lot (1 —0)P1dp

pBeta(zx,ﬁ)(yﬂyO) = B(a ,5) yO —1)7

O\

gegeben.

Bemerkung: Hierbei kann das Integral durch folgende Termdarstellung
der Appellhypergeometrischen Funktion dargestellt werden

Wﬂ(a; b1, by c;x,y) = /01 1 (1= (1 — ) Bi(1— by) b

Bemerkung: Die Auswertung des Integralausdruckes ist mit einer anderen
Darstellungsweise in Wirklichkeit viel einfacher.

Theorem 2: Sei Z ~ B(a, ). Dann kann die Ubergangsdichte mit Hilfe der
Appellfunktion F; und der Gaufifunktion yF; durch

pc(yilyo) = B(Zﬁ)-(yo—l)”

a—1, —7—«
Ao Ry +ay+L1-Fy+a+ L0 fir y <y

y; " B(y+a,B) 2Ry +Lat+pat Bty y) fir yi >y

ausgewertet werden.

Bemerkung: Fiir B € IN sind einfachere Ausdriicke moglich.

Beweis. Angenommen y; < yo; dann folgt daraus min (%,1) = % Wir

setzten u 1= 5—3 und wollen damit den Integralausdruck

u

/ (y —0) " Lol (1 — )P gy,
v=0
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auswerten.

Durch folgende Eingriffe transformieren wir die Integralgrenzen zu [0, 1]:
v=u-s=dv=u-dsunds=7,0=0,..,u=s=0,..,1
Im ersten Schritt erhalten wir somit

/ (yp —v) " Lol (1 o)l o =
v=0
1
= (yp —us) "1 (us)" 1 (1 —us)P~ 1. u-ds

s=0
1
= / yl_’)/_l . (1 — is)_')'_l . u’)/_'_‘x_l . S’)’J’_“_l . (1 . us)ﬁ_l Uy - ds
Y1
s=0
1
= Loyrte / (1-— —s Vogrta=l (1 —us)P=1 . gs.

s=0

Mit den folgenden Zuweisungsvorschriften

a — yv+a

c — v+a+1

by — v+1

bz — —,3+1
u 1

X = — = —
n Yo

Y1
— U= ==
Y Yo

verandern wir unsere Sichtweise und erhalten weiter
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1 ree T@T(c—a)

=y '”AH“‘T - Fi(a,b1,by;cx,y)
Yt

-1 yl) T(y+a)l(1) F ) 1
- : - . : +“r +1/1_ ’ +“+11_1_

h <yo Ty tatD Dt Py .

——
=77
Vil

1 yl
=24 20 RFy4+av+1,1-Bv+a+1—, ).
P 1(y v By m ]/0)

Dadurch haben wir fiir y; < yo

. — 1) a—1  —7—«
PBeta(a,p) (Y1lY0) = T f%i ﬁ)) Y1 Yo

1 yl
P —Jl_txl +1/1_ ; +0‘+1; 7 7
P— 1y +ay By m yo)

gezeigt.

Sei jetzt y1 > vo; daraus folgt min (%, 1) =1, und

y+a—1
(y1 — ) Trl vt (1- v)ﬁ_l do=y; """ / A (1- v)ﬁ_l do.

L—-

Durch folgende Zuordnungsvorschriften

b — v+a

c — y+a+p

1
z = —

1
a — y+1

erhalten wirc—b—-1=-1=c=p-1+y+a—1
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Damit gilt

1 1
B(b,c —b) zFl(a,b,c;y—) = B(y+a,B) 2P1(7+1,'y+1x,,3+’y+a;y—).
1 1

Dadurch haben wir fiir y; > yo

. _1\7
pyilyo) = % - B(y+a,p) - 2F1(7+1,’y+tx,ﬁ+’r+zx;%)

gezeigt. [

Die Ubergangsdichte mit den Parametern v =5, « = 5 und § = 2 ist in der
folgenden Abbildung dargestellt.
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Abbildung 3.6: Beta-Dichtefunktion mit e« =5, =2 und ¢y =5
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Abbildung 3.7: Konturplot der Beta-Dichtefunktion

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

y0

53




2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

Abbildung 3.8: Querschnitt der Beta-Dichtefunktion
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Abbildung 3.9: Konturplot der Dichtefunktion der Betafunktion

W\

55



3.3 Die Integralgleichung

Mit der Einfithrung der eingebetteten Markovkette Y, und der Bedingung,
dass der Ruin mit Sicherheit nur dann eintritt, wenn der Vermogensprozess
X; einen Wert unterhalb des Eigenbedarfniveaus von x* = 1 unterschrei-
tet, wird riickgeschlossen, dass die Armutswahrscheinlichkeit fiir einen
Anfangswert x > 1 die Losung folgender Integralgleichung ist:

1 )

Q(x) = / pc(ylx)dy + / Q(y)pc(ylx)dy. (3.4)
1

0

Die Aussagekraft dieser Integralgleichung kann mit folgenden Uberlegungen
verifiziert werden: Der Vermogensprozess entwickelt sich vom Ausgangs-
vermogen x nach dem ersten Verlustereignis zum Vermogen y nach der
Ubergangsdichte pg(y|x). Folglich ist die Wahrscheinlichkeit schon beim
ersten Verlustereignis in die Armutsfalle hineingezogen zu werden mit

fol pc(y|x)dy gegeben. Wenn der Vermogensprozess nicht beim ersten Ver-
lustereignis in der Armutsfalle verwickelt wird, dann beginnt der Prozess
mit einem Ausgangsniveau von y auf Grund der Markov-Eigenschaft von
Neuem. Die Wahrscheinlichkeit in einem der darauffolgenden Verlustereig-
nisse in die Armutsfalle hineingezogen zu werden ist mit [, Q(y)pc (y|x)dy
ausgedriickt. Die dazugehorige Armutswahrscheinlichkeit mit Ausgangs-
niveau y ist mit Q(y) reflektiert. Die aufsummierten Wahrscheinlichkeiten
zum und bzw. nach dem ersten Verlustereignis in die Armutsfalle zu schlit-
tern, ist somit mit der Integralgleichung (3.4) gegeben.

Offensichtlich ist Q(x) = 1 immer eine Losung der Integralgleichung (3.4).
Im Kapitel , Interpretation als Cramér-Lundberg-Modell” wird gezeigt, dass
unter ganz geringen Annahmevoraussetzungen eine Losung existiert. Hier-
bei muss die Armutswahrscheinlichkeit der Bedingung vom Grenzwertver-
halten

lim Q(x) =0, (3-5)

X—r0
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geniigen. Die weitere Bedingung fiir eine Losung der Integralgleichung ist
das Grenzwertverhalten

lim Qx) =1. (3.6)

Im Allgemeinen ist die Losung der Integralgleichung nicht eindeutig und es

wird nach der kleinstmoglichen Funktion Q(-) gesucht, in der die richtige
Losung den zwei Bedingungen (3.5) und (3.6) gentigt.

3.3.1 Die Armutswahrscheinlichkeit fiir ein
deterministisches Verlustereignis

Im Falle nur eines einzigen Ereignisses (dquivalent zum Erst- und Letztereig-

niss), beschreibt die Funktion der Armutswahrscheinlichkeit den Ubergang
vom Vermogen Yo zu y1, durch

1
Qyo) = /0 rc(y1lyo)dya

unter die Armutsgrenze von x* = 1 zu fallen.

Bemerkung: D.h. bei diesem Subproblem gibt es nur einen einzigen
Sprung.

Hierbei ist die Ubergangsdichte fiir den deterministischen Fall mit
Pa(yalyo) = 7- (o= 1) (1 = (L =@)) " (L= q)"- Ly,

gegeben. Die Armutswahrscheinlichkeit fiir yy € (1, 00) kann dann wie folgt
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ausgerechnet werden:

Q) = [ =170~ (0 -9) =) Ly
= vyo—1)"(1 - Q)v/ (i—(1—q) " Lsg dy,

1 —y—1
= v(yo—l)”(l—q)”/ (1= (1=9)""" Lgyspa—gy 90

= y(yo—1)7(1 - )7/01 (n—01-g) " " d

= 7Wo q o) LA q 1

= yyo—1"(1—q)7"(— %) [677 —(yo(1—q)—(1—-9q)"
_ (). (1 —q)v(ysv— DY —q7

- 1- (B l-n)

Bemerkung: Klarerweise ist fiir (1 —g)yo > 1, Q4(y0) = 0.

Im folgenden Abschnitt werden wir unsere Betrachtung fiir den determinis-
tischen Fall verallgemeinern.
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3.3.2 Die Armutswahrscheinlichkeit fiir diskret verteilte
Verlustereignisse

Beispiel 4: Wenn wir die Integralgleichung (3.4) fiir allgemein diskret ver-
teilte Ereignisse dG = dd, betrachten, erhalten wir die Gleichung

>

Q(x)zl—(lfq(x—l))

Achtung: Hier entspricht 4 dem 1 — g!
Bemerkung: Hier ist A # 1. Unser A ist nicht notwendigerweise immer
gleich 1.

Die Losungsdarstellung hat folgende Gestalt:

Sei ndmlich  Q;(x) := Q(x) - Ly -icy<p-i1y fiiri € N, und

o 7 ,<A+1) L
C=x2 [ Q) (y—q) V" dyfurieN.
q/
Firl<x < % ist des weiteren folgendes erfiillt:

A
m

Qo(x)zl—(%>¢-(x—1).

Firi > 1und g7 < x < g~~1 gilt die folgende Rekursionsgleichun
q q g g g g

A
r

Qi(x) = 1—<1iq(x—1)>¢+ %

(g (x=1))

e

~[>
~[>

+= (7 (x—1))

A

g
/ Qiay)(y—9)
qx
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Beweis. Die bedingte Ubergangswahrscheinlichkeit fiir unsere Ausgangs-
gleichung Y] = Z; [(XQ —1) e+ 1] fir Xy > 1 heifst:

Fy(y1,x,0) = P[Y1 <y1|Xo =x,Z1 =]

= Plo((x—1) e +1) <y

— e <Y1
= P[(x 1)61§v 1]

v(x—1)
= Pns ()

Bemerkung: Hierbei wird in der obigen Darstellung die Nebenrechnung

hh—o

———>1 & yy—-v2>2x—-0 & ﬂzv
v(x—1) X
benutzt.

Damit erhalten wir unsere bedingte Ubergangsdichte mit x > 1 und y; > 0

d
fr(yi,x,v) = E)_yllp[yl <y1|Xo =x,2Z1 =0

A
p

=|>

_A_q

A
(]/1 —U) ’ or ]1{y1>vx}'

(x—1)

Speziell fiir A = 1 lautet unsere bedingte Ubergangsdichte fiir x > 1 und
y1 > 0mit dG(v) =dé(v) und v =g

-1
pnlx) =7 (x=1)" (1—9)" 7" Lyysp-
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Fiir die bedingte Ubergangswahrscheinlichkeit bekommen wir im Allge-
meinen demnach

1
P(Y; <y|Xi =x) = Po(ylx) = /Fy(y,x,v)dG(v)

Und fiir die bedingte Ubergangsdichte bekommen wir im Allgemeinen
somit

1 min(%,l)

polin) = [y v 2)dGe) = % (=17 [ (y—0) 7 oF dG(o).
0 0

r

Speziell fiir den deterministischen Fall G(v) = J, erhalten wir fiir die
Verteilungsfunktion der Ubergangswahrscheinlichkeit

(x—1)

A A
r r

=|>

Pe(ylx)=[1—(y—q)” | T{ysqy fir x >Tund y > 0.

q
Speziell mit y = A/r gilt fir y = 1 und x > 1

Po(llx) = [1=(1=q)"q" (x=1)7] Lf,

= 1- (1;1(1)7 (=1 Ly

Und mit A =1 gilt

PG(y’x) = [1 - (]/ - q)_’y q’Y (X - 1)7] ]l{y>qx}'
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Nach dieser Vorarbeit konnen wir uns nun die Armutswahrscheinlichkeit
Q(x) herleiten:

1 00
Q) = [peylm)dy + [ Q) polylx) dy, furx>1
1

0 = von obe;
= Pg(1]x)
q Alr A
= |: — (T) (x— 1) :| 1{x<1/q} +
= A
+ 2 (x=1) gt / Qy) (y—q) "1 dy, firx>1.
h B‘(;) ” max(1,qx) H(y)

Wir schreiben vereinfachend fiir die Armutswahrscheinlichkeit

(ee]

Q) = AX+B(x) [ Q) H()dy.

ax(1,9x)

Mit der Annahme von 0 < gx <1< 0< x < % < max{1,gx} =1, folgt

Qx) = A(x) + B(x) - e He) dy

7

ist unbekannt, unabha';gig von x und konstant

00 qijil
Bemerkung: [Q(y) H(y)dy =Y. [ Qi(y) H(y)dy =: Co.
1

20

Damit kennen wir nun Q(x) = Qo(x) = A(x) + B(x) - C fiir x € [1, %}
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Mit der Annahme von % <x < ql—z &1 <gx < % < max{l,gx} = gx,

folgern wir

1/q

Qx) = Qilx) = 4x) +B(x) - | [ Qo) Hy) dy + [ o) H) ay
qx

1/q

J/

~
ist unbekannt, unabhéngig von x und konstant

Bemerkung: [ Q(y) H(y) dy =: Ci.
1/q

Mit Hilfe der Induktion iiber i, bekommen wir Q;(x) fiir i > 0.

Qi1(x) Q2(x) Qs (x) Qi(x)

=T
’
S
’
S
o

Abbildung 3.10: Aufspaltung des Definitionsbereiches der Armutswahrscheinlichkeit

Firg ' <x<qg 7! & g7 < gx < g7 gilt fur die Armutswahrschein-
lichkeit:
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qx
g o
— A(x)+B(x) { [ nw ay + [ Q) HE) dy
qx e
w g7t -
Y/ Qy) H(y) dy = C
J=t g7

Hierbei wird fiir i > 0 die Konstante

definiert.

Damit kdnnen wir die Armutswahrscheinlichkeit fiir i > 0 fiir alle Teilinter-
valle g7/ <x < q_l_l allgemein mit

darstellen.

Bzw. gilt:  Q;(x) = Q(x) Lyg-icy<g-i1y fr i >0.
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3.4 Interpretation als Cramér-Lundberg-Modell

Da analytische Losungen der Integralgleichung selbst fiir einfache Falle
unbekannt sind, existieren zwei Ansdtze um mit der Situation umzugehen:

e Analyse vom Grenzverhalten grofSer Vermogenswerte
¢ Auffindung einer numerischen Losung

Zuerst wollen wir uns mit der ersten Fragestellung auseinandersetzen. Ob-
wohl uns die tatsdchliche Vermogenshohe der sog. Reichen nicht vorrangig
interessiert, bleibt die Analyse der Asymtotik der Armutswahrscheinlich-
keit Q(x) fur x — oo essenziell wichtig. Es fithrt uns ndmlich zur Be-
rechnung des Cramér-Lundberg-Koeffizienten, welcher die Basiskennzahl
der Risikotheorie ist. Wenn ein solcher Koeffizient fiir den stochastischen
Vermogensprozess tatsdchlich existiert, dann klingt die Armutswahrschein-
lichkeit Q(x) wie eine Potenz ab;

Q(x) ~ c-e 8% — ¢. x~¥ fiir grofes x, ¢ und w konstant.

Die Konstante w ist dabei der Cramér-Lundberg-Koeffizient. Unter welchen
Bedingungen ist es erfiillt? Das exponentielles Abklingen ist nur dann
gegeben, wenn die exponentiellen Momente existieren. D.h. in unserem Fall
muss

M[_16g7,)(r) <o zumindest fiir ein r > 0,

gelten.

Bemerkung: Die exponentiellen Momente sind bei der Pareto-Verteilung
nicht gegeben. Zum Beispiel gilt es nicht wenn der log Z, einer Pareto-
Verteilung folgt.

Jetzt wird gezeigt: Ausgehend vom obigen Resultat folgt, dass die Grenzwer-
teigenschaft limy_,., Q(x) = 0 gegeben ist und dadurch eine nicht-triviale
Armutswahrscheinlichkeit fiir die Integralgleichung zu suchen ist.

Diese Aufgabenstellung wird nun mit Hilfe einer anderen Markovkette
untersucht. Hierzu wird

i =yl et z, (3.7)

n—
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mit Zwischenankunftszeiten T, = 1, — 7,1 gesetzt.

Beobachtung: Y,Sl) ist eng verwandt mit der eingebetteten Markovkette
(Yy,) mit x* = 0 statt x* = 1.

Dieser Prozess kann fiir einen Grenzfall interpretiert werden, wenn das
kritische Vermogen x* vernachldssigbar zum Startvermdogen ist.

Mit V,, := log Y,El) bekommen wir den neuen Prozess

Viw=V,_1+7r-T,+logZ,. (3.8)

Bemerkung: logZ, < 0 stimmt wegen der Annahme 0 < Z,, < 1.

Bemerkung: Der Prozess V,, stimmt mit der Darstellung des klassischen
Ruinprozesses tiberein. Hierbei ist U, = log Z, und B = r. Interessanter-
weise ist das genau jener Punkt, der es ermoglicht eine Obergrenze fiir die
Armutswahrscheinlichkeit vom Prozess Y,Sl) bzw. darausfolgernd fiir den
urspriinglichen Prozess X; zu geben.

Sei

Qi(x) = ]P[Y,Sl) < 1 fiir ein n|YO(1) = x]
= PP[V, <0 fiir ein n|Vy = log x]. (3.9)

Mit der Voraussetzung, dass der Grenzwert existiert und ebenso (3.9) gilt,
muss der Cramér-Lundberg-Koeffizient wie folgt definiert werden

w = lim M. (3.10)
X—+00 log X

Bemerkung: Beachte im Original Cramér-Lundberg-Modell ist w definiert
als

X—»00 X

(3.11)
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wegen (3.9) . Hier in unserem Modell benétigen wir aber unbedingt das
logarithmierte x, wegen

(e~ (10820%) < oo (3.12)

fiir ein @ > 0. Der positive Drift entspricht dabei der Nettoprofitbedin-
gung.

Durch die Ergebnisse der klassischen Theorie des Cramér-Lundberg-Modells
wissen wir, dass der Cramér-Lundberg Koeffizient w vom Prozess (3.8) die
positive Losung in u der Gleichung

Elexp(—u- (rTy +logZy))] =1 (3.13)

mit der Nettoprofitbedingung E[rT; + log Z;] > 0 ist. Hierbei beschreibt
E den Erwartungswert der gemeinsamen Verteilung der Wartezeit T; und
des verbleibenden Vermogens Z; und besagt, dass die zu erwartenden
Pramieneinahmen zu jedem Zeitpunkt grofier zu sein haben, als die zu
erwartenden Schadenszahlungen. Wenn namlich die Nettoprofitbedingung
nicht gilt, dann ist die Armutswahrscheinlichkeit immer 1.

Uberraschenderweise kann mit Theorem 3 gezeigt werden, dass der Cramér-
Lundberg-Koeffizient vom Prozess (3.8) mit jenem Koeffizienten vom Pro-
zess (3.3) identisch ist, welcher wiederum dem Koeffizienten vom ur-
spriinglichen Prozess X; entspricht.

Bemerkung: Der Koeffizient w ist unabhéngig vom kritischen Vermogen x*.
Obwohl in der klassischen Ruintheorie nur dann vom Ruin gesprochen wird,
wenn das Vermogen gleich Null ist, ist das in unserem Modell nur dann der
Fall, wenn das kritische Vermogen x* unterschritten wird. Deshalb macht
die asymptotische Betrachtung dieser Differenzen keinen Unterschied.
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3.4.1 Die Nettoprofitbedingung

In diesem Abschnitt wollen wir die Nettoprofitbedingung an Hand von
einigen Beispielen berechnen.

Zuerst betrachten wir die Nettoprofitbedingung von oben allgemein:
]E[T’Tl + log Zl] > 0.

Hierbei ist Ty ~ Exp(\), weshalb fiir den Erwartungswert E[T;] = 1 folgt.
Die allgemeine Nettoprofitbedingung heifst nun

% + E[log Z1] > 0.

Fiir den Fall A =1, gilt

r+E[logZ;] > 0.

Beispiel a.) Im deterministischen Fall, also wenn die Zufallsvariable Z ~
Dirac(q) Dirac verteilt ist, bekommen wir fiir den Erwartungswert

E[log Z1] = logg.

Fiir die Nettoprofitbedingung mit A = 1 gilt demnach

r+logg >0 & r> —logg
& —r<logqg

& g>e .
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Beispiel b.) Bei der Potenzverteilung heifst unsere Verteilungsfunktion
G(u) = u**! fur 0 < u < 1. Die Dichtefunktion g(u) = (a + 1)u® er-
gibt sich hierbei als die erste Ableitung der Verteilungsfunktion G(u). Somit
konnen wir fiir die Dichte

1

/Olg(u) du =/ (o +1Dudu =1

0

schreiben. Durch eine einfach Umformung ergibt sich

1 1
/ udu = ,
0 a+1

und nach « differenziert erhalten wir

3 1 a3 1
a/o”"’” = 9 ail

1o « lo J -1
— gu = —.
. 32 € du 5 (e +1)
1
/ logu-e* 84dy = —(a+41)2
0

1
. o —_—
/0 logu - u"du @ 1)

Fiir den Erwartungswert bekommen wir somit

1 -1
EllogZi] = [ 1 1) u® du =
[log Z4] A ogu (a+1) u" du @t 1)
Fiir die Nettoprofitbedingung mit A = 1 gilt
r— ! >0 & r> ! @a+1>1(:>oc> -1
(a+1) (a+1) r ro
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Beispiel c.) Fiir Z ~ B(x, ) bekommen wir fiir die Dichtefunktion

g(u) = B(()}, ‘B) ua—l (1 - u)IB_ll

und daher bekommen wir natiirlich auch

= / Ya—uw)ftdu = B(ap).
Der Erwartungswert ist
1
Ellog Z1] = / logu - g(u) du
0

Mit dieser Darstellung gelingt uns die Differenzierung nach a sehr leicht:

i/1 w1 —u)ftdu = i-B(oc,,B)

o Jo ow

e _ 9 T(x)T(B)

A G e (R
T

Bemerkung: Die Digammafunktion ist wie folgt definiert'

$(x) = ) = (logT ()’

"Hier bezeichnet i die Digammafunktion und nicht die Ruinwahrscheinlichkeit. Um
Verwechslungen zu vermeiden, konnte man die Digammafunktion mit dem vorklassischen,
altgriechischen Buchstaben [ benennen.
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Damit konnen wir

2B(x,B)  (log. AbL) 0 9 I'(a) T'(B)
Sep o o) - et
d
= p” {loglﬂ((x) + logT'(B) —logF(oé—l—ﬁ)}
— %logr(zx) + %logr(ﬁ) — %logr(“Jrﬁ)
(Def. D:igammu) 1]](0() L0 - IP(LK-F,B),
schreiben.

Mit Berticksichtigung der obigen Bemerkungen erhalten wir letzten Endes

1
B(«, B)

= ¢(a) —p(a+p).

1
= [E[logZi] = / logu - (1 —u)f Ll du
0

Fiir die Nettoprofitbedingung mit A = 1 gilt somit

r+y(a) —ypa+p) > 0.
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3.4.2 Anwendung der Cramér-Lundberg-Approximation

Unsere Cramér-Lundberg-Gleichung von oben ist durch
lE[e—u(rTl—Hong)] -1

gegeben.

Auf Grund der Unabhéngigkeit von T und Z; kénnen wir den Erwartungs-
wert aufsplitten:

IE[e—urTl] _E[e—ulogzl] —1.

Weil hier eine Momenterzeugnede Funktion vorliegt und weil T; ~ Exp(A)
gilt, erhalten wir

i3

AE[Z{"] = Adur

-3

f(u) :=A4ur—A-E[Z"]

Beispiele dafiir:

Beispiel a.) Fiir Z ~ Dirac (q) erhalten wir fiir den Erwartungswert

E[Z "] =q7"

Und fiir die Lundberggleichung erhalten wir

flu)=A+ur—A-qg* = 0.
Mit A =1 gilt demnach

fu)=1+ur—gq* = 0.
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Beispiel b.) Fiir die Potenzfunktion erhalten wir fiir den Erwartungswert

1 1
]E[Zl_u] = /()Z_u'(ﬂé+1)-zadzz(“+1)/o LU
th—u—H w41
= 1) —/———— -~
(“+ )“_u+1z:0 x—u+1

mita —u+1>1undu <a-+1.

Die Lundberggleichung fiir A = 1 heifst

Wenn hierbei die Nettoprofitbedingung erfiillt ist, dann existiert eine expli-
zite positive Losung

1
u=ua+1--.
r

Bemerkung: Die Losung entspricht der Ruinwahrscheinlichkeit fiir expo-
nentialverteilte Schaden.

Beispiel c¢.) Fiir Z ~ B(a, B) erhalten wir fiir den Erwartungswert

1
E[Z"] = /0 z " B(w, B) 221 (1 —z)P 1 du

1 x—u— —
= “Bwp) ./o B((x—u,,B)'Z L(1-2)F1az.

~\~

=1 wenn a—u—1>0 und u < a—1
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Die Lundberggleichung mit A = 1 heifst

1+ur_w — O

B(a, B)

Bemerkung: Die obige Lundberggleichung ldsst sich numerisch 16sen.
Hinweis: Zum Beispiel kann man mit Softwarepaket R den Befehl uniroot
verwenden.

Theorem 3 :
Wenn E[rT; +log Z;] > 0 gilt, dann besitzt (Y,) einen identischen Cramér-

Lundberg-Koeffizienten zu (Y,gl) ), mit

Q(x) ~ C_efwlogx —c-x?,

wobei w die positive Losung der Gleichung E [e(_”'(ﬁﬁbg Zl)>] = 1ist.

Beweis. Durch die Ungleichung
(x —1)e"+1<xe" firt>0und x> 1,

und den Gleichungen (2.7), (3.3) sowie (3.7) konnen wir durch vollstandige
Induktion zeigen, dass

Y, <YW fir va>o,

Pfadweise gilt.

Damit schliefien wir auf

]P[Yr(ll) <1 fir ein n} < IP[Yn <1 fur ein n}.
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Mit Vx > 1 damit logx > 0

1

B (1) L
logxloglP[Yn <1 fiireinn |

logP[Y, <1 fireinn] <

logx

folgern wir

— limsup ! loglP[Y, <1 fireinn] < —limsup ogP[Yy iir ein n] .
X—reo log X X—>00 log X

Mit der Annahme, dass (Y,Sl)) einen Cramér-Lundberg-Koeffizienten besitzt,
und der Gleichung (3.10) erhalten wir

. (1) . B . (1) .
- hrxn _;c,oljp fogx log IP [Yn < 1 fir ein n} = — xlgrolo logx log IP [Yn < 1 fir ein n}
= w(r),

wobei w(r) der Lundberg-Koeffizient von (Y,gl)) ist.

Damit haben wir

— limsup log]P[Yn < 1 fiir ein n] < w(r),

r—oo lOgX

gezeigt.

Fiir den Beweis des zweiten Teils verweisen wir auf [31].
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3.5 Die Losung der Integralgleichung

Die obigen Ausfithrungen zeigen, dass sich das Verhalten der Armuts-
wahrscheinlichkeit Q(x) fiir x grof§ genug und fiir gewisse Koeffizienten
w durch den Ausdruck e“1°8* = x~® gut beschreiben lasst. Dieses Ergeb-
nis sichert die positive Uberlebenswahrscheinlichkeit iiber der kritischen
Vermogensgrenze - zumindest unter den obigen aufgezihlten Bedingungen.
Um die Armutswahrscheinlichkeit Q(x) berechnen zu kénnen, ist es not-
wendig die kleinst mogliche Losung der Integralgleichung (3.4) unter den
Grenzwerteigenschaften (3.5) und (3.6) zu finden. Weil es aber keine analyti-
sche Losung gibt, werden zwei numerische Losungsmethoden présentiert.
Die erste Methode wird eine einfache iterative Methode sein, welche die
Armutswahrscheinlichkeit Q(x) von unten annédhert. Die zweite Methode
transformiert das Problem in ein System von Differentialgleichungen, sodass
nach den bekannten Losungsverfahren die Armutswahrscheinlichkeit Q(x)
numerisch ausgerechnet werden kann.

3.5.1 Die Losung der Integralgleichung iiber eine iterative
Methode

Algorithmus 1: Sei die Dichte mit pg(-|-) und die Punkte {x;};—1 N
gegeben.

1. Setzte xop =1 und py =1
2. Starte mit Qo(x) = 1<y
3. Beginne mitn = 0
4. Wiederhole

a. n=n+1

b. Berechne firallei=1,...,N

1 %)
Pi:/o pc(ylxi)dy +/1 Qu-1(y)pc(ylxi)dy

c. Konstruiere eine lineare Interpolation Q, (x) = Interp({x;},{pi})
5. Nutzte das letzte Q, als Ndherung fiir Q.
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Bemerkung: Man konnte beim Algorithmus 1 meinen, dass er iterativ
versucht die Neumann Reihe der Integralgleichung nachzukonstruieren.
Diese Vorgehensweise kann aber nicht funktionieren, weil der Anspruch
der eindeutigen Losung (wie oben gefordert) unmoglich einzuhalten ist.
Hingegen funktioniert aber der Algorithmus 1. Man moge hier festhalten,
dass die Armutswahrscheinlichkeit die (einheitlich) kleinste Losung der
Integralgleichung ist.

Theorem 4: Die Iteration in Algorithmus 1 konvergiert gegen die Armuts-
wahrscheinlichkeit Q(x), wenn anstatt der Interpolationen die Funktionen
Q; : R™ — [0,1] verwendet werden.

Beweis. Wir zeigen durch vollstdndige Induktion, dass Qy4+1(x) > Qn(x) >
0 gilt.
Fir n=0:

1 o) 1
/0 Pc;(yIX)dy+/1 Qo(y)pc(y!xw:/o pc(ylx)dy >0,

weil Qo(x) = 11,1} und weil pg eine Dichtefunktion fiir ein fixes x ist, gilt

infolgedessen pg(y|x) > 0 und daraus fol pc(y|x)dy > 0.
Angenommen Q,(x) > Q,_1(x) fur Vk <mn:

1 )
Qua(x) = [ payidy+ [ Qulw)pe(ylx)dy
> [ e+ [~ Qo = Q).

Hierbei erscheint die Losung diametral, da zuséatzliches Vermogen die
Armutswahrscheinlichkeit nicht erhoht. Da nur jene Losungen in Frage
kommen die (3.6) lim,\ ; Qx(x) = 1 erfiillen, sind infolgedessen alle Qj,
nach oben hin beschranckt. Zusammen mit der Monotonieeigenschaft schlie-
Ben wir, dass Q,(x) konvergieren muss. Da ja die Losungsauffindung von
der kleinst moglichen Losung beginnt, muss die Grenze, welche von unten
angendhert wird, die kleinst mogliche Losung der Integralgleichung sein
die (3.6) erfullt. O
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In den folgenden Abbildungen sind die Ergebnisse des iterativen numer-
sichen Losungsverfahren prasentiert. Fiir ndhere Details z.B. bzgl. Code
und Implementierung siehe in der Projekt-Ausarbeitung von ,Projekt TM”

[32].

78



Qi

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Abbildung 3.11: Numersiches
Losungsverfahren fiir die Armutswahrscheinlichkeit mit 50 Iterationen

Kapitalstock x
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p. und implementierte Verlustereignisse
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Abbildung 3.12: Iterative numerische Losung fiir das erste Verlustereignis

Kapitalstock x
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Abbildung 3.13: Veranschaulichung der Abstdnde
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Abbildung 3.

14: Iteratives numersiches Losungsverfahren fiir mehrere Verlustereignisse
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0.0
|
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Wir haben gesehen, dass die Findung der Armutswahrscheinlichkeit gleich-
zeitig die Losung der Integralgleichung bedeutet. Uberraschenderweise
zeigt sich in bestimmten Fillen, dass es moglich ist die Integralgleichung
tiber ein System von Differentialgleichungen zu l6sen.

3.5.2 Die Losung der Integralgleichung iiber ein System von
Differentialgleichungen

Wegen der oberen Integralgrenze min(z—é,l) der Gleichung pg(y|x) von

Theorem 1, kann man den Kern pg(y|x) der Integralgleichung immer als
eine sttickweise Funktion pg, (x,y) - 1{y<y} + PG, (%,y) - 1=y} schreiben.
Dieser Tatsache entsprechend kann Theorem 5 formuliert werden:

Theorem 5: Sei Q(x) definiert tiber die Integralgleichung und angenommen
der E[rT; +1logZ;] > 0 und k(x) = f01 pc(y|x)dy.

Wenn der Kern pg der Art
pc(ylx) = g1(x) - (y) - Liy<ay + 82(x) -ha(y) - Ly (3-14)

ist, dann existieren Funktionen wq(-) und w(-), so dass

=) _ ko) -

fir i € {1,2} und w; als Losungen der folgenden gewohnlichen Differenti-
algleichungen

wi(x) = M(x)-[81(x) - wi(x) + g2(x) - wa(x) +k(x)],  (3.16)

wy(x) = —hy(x) - [81(x) - wi(x) +ga(x) - wa(x) +k(x)],  (3.17)
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unter der Bedingung der Rand- bzw. Grenzwerteigenschaften

wy(1) = 0, (3.18)

lim wy(x) = 0. (3.19)

X— 0

Beweis. Wenn der Kern die Form (3.14) hat, kann die Integralgleichung
geschrieben werden als

[ee]

Q) = K(x) +1(x) [ QuImWdy+82() [~ QW) (320)

[\ J/

~ -~

—: w (x) —: wy(x)

Mit der Ableitung von wi(x) und w;(x) erhalten wir (3.15) und weiter die
gewohnlichen Differentialgleichungen (3.16) sowie (3.17). Die Randwertbe-
dingung (3.18) berticksichtigt die Tatsache, dass w; als ein Integralausdruck
definiert ist. Wenn [E[rT,, 4+ logZ,] > 0 gilt, dann wissen wir aus Theorem 3,
dass die Armutswahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert fiir ein Vermogen
grofs genug. Diese Losung ist die kleinst mogliche Losung, der mit der
Gleichung (3.20) gegeben ist, und (3.19) giiltig ist. O

Bemerkung: Fiir praktische Anwendungsbeispiele kann es hilfreich sein,
die Integralgleichung (3.4) auf folgene Art und Weise umzuformen: Fiihre
die Uberlebenswahrscheinlichkeitsfunktion S(x) = 1 — Q(x) ein. S geniigt
der homogenen Gleichung

S(x) = [ Swpcixdy x =1,

mit der Zusatzbedingung S(c0) = 1. Vorzugsweise betrachtet man die
Gleichung W (u) := S(1/u), wobei u zwischen 0 und 1 variiert. Durch einen
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erneuten Blick auf die Ubergangsdichte erkennt man, dass es sogar noch
einfacher wird wenn wir y mit 1/z ersetzen. Demzufolge erhalten wir

1
W) = [ WE)(—zDpo |u)dz.

Der Vorteil dieser Darstellung liegt darin, dass wir jetzt das dazugehorige
System von linearen Differentialgleichungen leichter, mit den Randpunkten
W(0) =1, W(1) = 0, wiedergeben kénnen.

Beispiel 6: Der Kern fiir die Potenzfunktion aus Beispiel 2 besitzt die
besondere Eigenschaft (3.14) aus Theorem 5. In so einem Falle erhalten
wir

ax+1 x—1)7 1
81(x) 7'“(+7+)1 ' (xw+'y—|—)1 R+ Laty+Laty+2 ),
my) = v
(e +1)
AT = 1)
82(x) (e (x—-1)7,

1
ha(y) = y 71 2F1(’r+1,a+7+1;a+7+2J§).
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4 Der Einfluss einer proportionalen
Versicherung

In dem nun folgenden Kapitel erweitern wir das Modell aus Abschnitt 2.3
um eine Versicherung.

4.1 Die Beschreibung der Versicherung und der
Modellstruktur

Betrachten wir das Modell von einem einfachen Versicherungsschema: An-
genommen beim Vertragstyp handle es sich um eine Quotenversicherung
mit einer Versicherungsquote von 1 — 7. Hierbei ist 7 € [0, 1]. Das bedeutet,
dass nur 100 - (1 — #) Prozent vom Schaden gedeckt sind. Die volle Versi-
cherung ist damit nur bei 7 = 0 bzw. keine Versicherung nur bei = 1
gegeben. Die Pramienrate wird nach der Erwartungswertmethode

p(y) = (1+6)-(1—-n)-A-E(1-2), (4.1)

mit § > 0 als Sicherheitsaufschlag, berechnet. Eine derartige Versicherung
konnte zum Beispiel seitens der Regierung gewiinscht werden. Es wird
angenommen, dass die Basisparameter vom Modell - insbesondere die
Eigenkapitalquote (engl. ,return on capital”) c, sowie das kritische Einkom-
mensniveau I* - selbst bei der Einfithrung einer Versicherung - unverdndert

(1)

bleiben. Wir schreiben fiir den versicherten Prozess X,"’.

86



Wenn wir die Gleichung (2.4) erneut aufgreifen, und mit der Versicherungs-
pramie p verbinden, erhalten wir

1" = (-p) X", (4.2)

wobei p = p(7) aus (4.1).

Bemerkung: Die Versicherungspramie p wird vom Einkommen bezahlt.

Ausgehend von (2.5) bekommen wir mit der obigen Beziehung die neue
Wachstumsrate mit r) = (1 —a) - (b — p) - c. Offensichtlich ist () kleiner
als die Wachstumsrate r vom nicht versicherten Modell, sofern # < 1 ist.
Nur Prdmienraten mit

b>p, (4-3)

sind fiir unsere Zwecke sinnvoll, da nur diese Bedingung die notwendige
Voraussetzung zum Uberleben des Haushaltes darstellt. Andernfalls ist kein
Uberleben moglich.

Mit x(1* = bI_* verdndert sich das System aus (2.6) bzw. (2.7) zu

p
o X = x0]eEm) 4x 00 e Xy > X007,
" Xgl—)l sonst,

bzw.

X,

1

XW 1 —n+9z] fir X >,
X%l) sonst.
Bemerkung: Die Herleitung von XT(,,) ist wie im vorigen Abschnitt 2.3, nur

1

wird b mit b — p ersetzt.

Definition: Die Armutswahrscheinlichkeit vom Vermogensprozess Xt(n)

wird mit QU (x) := IP(Xt(U) < x* fiir ein x > 0) definiert.
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Tabelle 4.1: Parameterliste vom versicherten und nicht versicherten Prozess

ohne Versicherung  mit Versicherung

Wachstumsrate r r—(1—a)-c-p(n)
Verlustanteil 1-Z n-(1-2)
Verlustdichte g(l—u) 585

. . I I
kritisches Vermogen b b—p())

Die Schadenshohe im versicherten Fall wird auf 7 - (1 — Z;) reduziert, und
das neue kritische Vermogen x()* ist hoher als der ursprungliche kritische
Vermogen x*. Fiir nicht versicherte Haushalte oder aber auch fiir Haushalte

mit einem Vermogensstock zwischen x* und x(7)*, gilt das Modell aus (2.6)
bzw. (2.7).

Bemerkung: Die Einfiihrung einer Quotenversicherung verdandert nur die
Parameter vom Prozess, und nicht die Struktur selbst. Dies bedeutet, dass
der deterministische Teil vom Prozess (2.5) durch

ax,
dt
gegeben ist.

Der Vergleich der Parameter vom versicherten und nicht versicherten Pro-
zess sind in der Tabelle 4.1 gegentiber gestellt.

Mit den bisherigen Ergebnissen, konnen wir die Existenz des Cramér-
Lundberg-Koeffizienten fiir den versicherten Prozess folgern. Zudem wird
Ruin nicht mit Wahrscheinlichkeit 1 eintreten, falls folgende Bedingung
erfiillt ist

E[r"T; +log(1—n(1—Z))] > 0. (4-4)
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Damit wird die Bedingung von (4.3) verschérft. In diesem Fall ist der
Cramér-Lundberg-Koeffizient durch die Losung von

E [e_u.[r(W)Tl-&-log(l—U(l—Zz‘))]} =1, (4-5)

gegeben.

Die Voraussetzungen (4.3) und (4.4) zeigen, dass ein gewisser Armutszu-
stand auch fiir arbitrar grofle Ausgangsvermdogen eintreten kann, wenn die
Versicherungspramie die Wachstumsrate (der Ersparnisbildung) entspre-
chend belastet.

Andererseits wenn die Bedingungen (4.3) sowie (4.4) erfiillt sind, konnen
wohlhabendere Haushalte durch eine volle Versicherung ihren gesamten
Vermogensstock (also wenn # = 0 ist) das Armutsrisiko vollstandig aufser
Kraft setzten. Dieser Ansatz ist realisierbar wenn das Grundvermogen die
bestimmte Grenze von x(0*, gegeben mit

I*
)+ _
* b—(1+06)-A-E(1-2) (46)

tibersteigt.

Weil der versicherte Prozess auch als ein unversicherter Prozess mit modifi-
zierter Wachstumsrate sowie modifizierter Verteilungsfunktion interpretiert
werden kann, ist es moglich, das entwickelte numerische Verfahren im
Abschnitt 3.5 erneut aufzugreifen.

Bemerkung: Typischerweise wird die Versicherung nur fiir den Punkt
x > x(1) niitzlich sein. Hierbei ist der Punkt x(7) durch die Lésung von

Q(x) = Q" ()
in Abhdngigkeit vom Vermogen x, gegeben.

In Abhingigkeit von der Wahl der Parameter kann es moglich sein, dass der
Ubergangspunkt sehr weit rechts liegt. Der Ubergangspunkt kennzeichnet
die Grenze zwischen jenen Personen die von der Versicherung profitieren
und jenen Personen die keinen Mehrwert daraus erziehlen.

Nur jene Personen die jenseits der x(7) Grenze sind, haben einen Vorteil
durch die Versicherung.
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4.2 Die Ubergangsdichte mit Versicherung

Um die Ubergangsdichte mit Versicherung zu berechnen, betrachten wir
wieder die eingebettete Markovkette zu den Verlustereigniszeitpunkten T,
mit

) = xW.

Hierbei geniigt die Ubergangsdichte, fiir den zu erreichenden Wert y; nach
einem Sprung, der folgenden Gleichung

yo= (=g +no)[(yo — x0T 4 207
~
yi— (1—n+n0)xM* = (1—n+50)(yo— x1*)er "t
=
we = (1—y+yo)x

(1—n+n0)(yo — xW*)

Bemerkung: Nach Voraussetzung ist T > 0, und deshalb ist auch T > 1

Wir werden im folgenden Absatz sehen, dass e T > 0 fitr 0 < yrzg%

auch gilt.

Nach logarithmieren der Gleichung bekommen wir
—(1— (1)
S N e L
r N (1 =+ 7o) (yo — x %)
Schliefilich ergibt sich durch die Ableitung

dt = L ! d
o r(n) yl—(l—n+;70)x(77)* L
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Damit kénnen wir nun die Dichtefunktion fy(7) = ™" - 11 berech-
nen:

_ _ 1 y1— (1 =y +7-0)xW*
fW(T) - fY(]/lrU) - exp( B +(n) In ((11_ n+n- U)(]/O — x(ﬂ)*)))l{l’>0}

(o) (m* __1
In (Y1=Q=ntno)x B0
= (e ((1-”+ﬂ'v><y0—x(”)*>)> ATl 7o},

. _(1— o) (M) *
wobei r(%ln( 1= (1= 4-0)x ) > 0.

(1=n+1-v) (yo—x(1)*)

Die Ungleichung aufgelost unter der Voraussetzung dass (") > 0, ergibt

v < % ; und in die Gleichung eingesetzt

fw(t) = (yl_(1—77+'70)x(’7)* )“7) 1 e,
W (1 =15 +75v)(yo — x)*) Yy — (1= g + go)xm=

Und mit s = (") folgt

. _ () ) 1 o< V1Yo Y0
RO ((ETETDITES L) R
y1 — (1 — 15+ yo)x(n)* (y1 — (1 = 7 +no)x(D*)

1 {v< Y1-Y0+1mY0 }

,Y(;y) yo!l
(v1 — (1 — 17+ 7o) x(0*)

(n)

= ((1—77+770)(1/0—x('7)*))7 14900

Damit lautet die neue Ubergangsdichte mit Versicherung
1

polnlyo) = [ filys,0) dG()

0
min( Y1—Yo+1Yo 1

(n)
1-— T dG
— D) (g — x D (1—n+nyo) (v)

(m)°
0 (yl —(1- N+ UU)X(U)*)lJr'Y 1

(4-7)
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4.2.1 Die Ubergangsdichte mit Versicherung im
deterministischen Fall

Fiir den deterministischen Fall hatten wir als die Ubergangsdichte ohne
Versicherung

Pc@ﬂ%)ZPAMMm)ZW-WO—DW-@r—ﬂ—ﬂn_k7(1—qﬁ”ﬂuﬁs%y

Jetzt lautet die Ubergangsdichte mit Versicherung

* (1)

(1= 5+ 79 (5o — x07))

pgn)(yl‘yO) = ’Y(U) ( A Y 1J)F,Y(}7) ']l{v<y1’y0+’7y0}
(y1 = (1= 5 +7)x0)) 0

Y (=g +y(1— q))V(W) (yo — x(,,)*)v(ﬂ)

1+7(n)
(m—&l—n+nﬂ—qﬂﬂ“ﬁ

-1 Y1-Y0+tnY0 \ s
{1-g< 0oy

wobei 1 — Z; = ¢.

Wenn wir keine Versicherung fiir unseren Modell nutzten mochten, dann
setzten wir # = 1, und konnen gleich eine Kontrolle machen:

x _ I __ =1 = L

W = gy = T MitE(L - 2) =4

92



. o ()
(3/0 - I*—(1+(5)(1—11)/\q> <1 —n+n(l- 4)> . ]1{17qsyrzg]7+w0}

(n) _
Pq” (vilyo) = r—c(l—a)(14+6)(1—n)Ag : (y (1 o q))xw)*) 1+v(1)
= (1— _

==

S| =

_1-1
= Q=g) T Q) oy

= 1 W-1"n-0-9)""1-q) Ly ny
Yo
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4.2.2 Die Ubergangsdichte mit Versicherung wenn der
Schadensanteil Beta verteilt ist

Beginnen wir mit (4.7). Um die Schreibweise zu vereinfachen wahlen wir

r)/(’7) =y
Yo = X
xM* s w
i =y

und schreiben die Gleichung (4.7) fiir y > (1 — 77)x und x > w neu

u

(1= 5+ 10)" v (1-o0)f !
_ — )Y
pc(y[x) v(x - w) 0/ (y— (1 —n)w+ nwo) " B(a, B)

do

u

_ - w)? / (y — (1 —mw + ywo)
B(a, B) (1—n+no)”

14y
0"~ 1(1 —0)P~1 do,

(4-8)

. . —Xx+nx
mit u = mzn(yTﬂ,l).
—X+nx
Falll: u="3"" <ley<x
Nun ersetzen wir v = su = dv = uds
v=20...,u=s=0,...,1 und schreiben fiir die Ubergangsdichte

pc(ylx)
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1
v —w)? (1= 1 +nus)” a-1pq ., ~p—1
_ O/ P —— (su)* 1(1 — us)P~1 uds

1
() L DR qous 177
- O/(y (1 77) ) {14—]/;(\1/—_17210

v
(1—=n)7 {1 + 1175517} uts* 11— _u s) P lds
=—X3
R

_ ylx—w)r (y—(1—pw) " (1 —p)7 u®

1
- /s”‘1 [1— x3s] —rl [1—x25]"[1 — x39] s,
0

Mit den folgenden Zuordnungsvorschriften

bl — ’)’+1

bz = =Y

by — —(p-1)
a — o

c — a—+1

verdndern wir unsere Notation und erhalten weiter
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B(, B) T
_T(x)r{)
=T+
1
r(@g((?—a)()/ (1 =) 0 [1—xrs] 7 [1—xps] 7 [1 - xas] s

=Lauricella-Funktion F(D3 ) (a,b1,by,b3,¢,%1,%2,x3)

)T (= (e
(y—=(=mw) (1 77)”( = )

—nwu —nu
7 /u
y—(1—-nw' 1-9 )

Oy 1, -y, —(B—1),a+1,

(4-9)

Bemerkung: Im Allgemeinen erkldrt man fiir Z mit Beta-Verteilung die eine
Ubergangsdichte, die sich nicht mehr mit Appell F;- Funktion ausdriicken
lasst, aber mit einer Lauricella-Funktion. Da wir keine Software dafiir ken-
nen - fiir kein System - kann eine Losung fiir das entsprechende Integral
mit Appell F;-Funktionen fiir ganzzahlige a« und ganzzahlige g gefunden
werden. Siehe hierzu etwa die Arbeit von J. Bliimlein und C. Schneider

[7].
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Ausgehend von (4.7) erhalten wir fiir a =5und g =2

min (4 —zof;ﬂwo 1 )
(g — x =7 0 (1—n+n0)" vtdo
rc(vilyo) = B(5,2) : 1+
' ) (y1 = (1= + o)) 7
(4.10)
min(yrzoﬂ?yo 1 .
(1) ey 1 : (L—n+yo)" v°dv
=Y (]/O_x ) B(5 2) ) 14~ "
/ 0 (y1 = (1= +yo)x() 7
(4.11)
Fiir y; < yo erhalten wir mit min (L= 1) — M=V — 4 sowie den

Substitutionen von oben fiir den ersten Teilausdruck (4.10)

1
- /o (us)*(1 — 1y + nus)? (y1 — (1 —n)x* — nusx*)f%l u do

nux*

o 1 u
= w(1—n)"(y1 — (1—1n)x") 7 1/0 st (1—|—177—s)7(1

—7 oy — (1)

Damit bekommen wir mit der gleichen Vorgehensweise von oben fiir
(4.10)

*

ux

5) L.

= B0y — A=) " RG—y1+ 7,6 —L-

T—n"y1—(1—n)x*

Und analog fiir den zweiten Ausdruck (4.11) erhalten wir

*

1 6 v * _’)/_1 _771’[ ux
PR U AU Rl G D B S Ct C R A e vy B P

).
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Fiir y; > o erhalten wir mit min(%, 1) = 1, sowie den gleichen

Substitutionen von oben

1 —y—1 —nu ux
——— (=) "1 — A —y)x*) " F(5—,1+7,7, ,
ICE LA A Ul A S e S S vy s gy e

*

).

Damit konnen wir unsere Ergebnisse in Theorem 6 festhalten.

Theorem 6: Sei Z ~ B(a = 5, = 2). Dann kann die Ubergangsdichte mit

Versicherung mit Hilfe der Appellfunktion F; und u = min(ylfgg#, 1),

7 € [0,1] sowie 1 < x* < x(W* durch folgende Ausdruck ausgewertet
werden:

Fiir y; < yp lautet die Dichtefunktion pg(y1|yo) =

T (1)

) (u5 . (1 _ 17)7(17) B (5’, _')’(’7)’ 1+ 7(”);6' —nu wx (= )

(1)
Y ( . (17)*)
. yo X
po:2) 5 (31— (1 -ty 7

P17y —(1—y)x (0
(n)

ub - (1) 7" - Fy(6; =y, 1447, 708, )>

5 (y1 — (1 —p)xm*) 7

Fiir y1 > yo lautet die Dichtefunktion pg(y1|yo) =

1 —nu ux*

- (1=n)7 - (5, —7,1+17.,7, , -).
30 (1 — (1—m)xe) " : T = (=)
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4.3 Die Armutswahrscheinlichkeit mit
Versicherung fiir ein deterministisches
Verlustereignis

Die Armutswahrscheinlichkeit fiir den deterministischen Fall mit nur einem
Verlustereignis lautet

Q) = [ patyly

Die Einfithrung einer Versicherung in das Modell verdndert die Ubergangsdichte
und wir erhalten dafiir

. (1— NN U) AN ¢ AN U))
Y n+1(1-q) Yo — X
PS”)(yllyo) = ( ) ( ) ']1{1_%%}-

1+7(n)
(yl —(1-n+n(1- q))x(’”*)

Mit der Einfithrung einer Versicherung verandert sich die Formel fiir die
Berechnung der Armutswahrscheinlichkeit fiir
1 < yp < oound 5 € [0,1] nicht:
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1
Q" (yo) = /Opgﬂ)(ylly())dyl

(n)

:/7 1—n+n1-q)"

141 {1 q<w}d}/1
(yl (T—n4n(1- q))x(ﬂ)*>

Yon

1
e 770])7(”) (o — x(q)*)v“” L - gortyo—nyo < i} Y1

1+fy(77)
° (yl - (1= w)x<’7>*)

1
= (1 =0)"" (go— )" | Lig+m < m) W1
0

1+'y(71)
(y1 - (1- w)x(’”*)

1

—1—7(77)
() oy Y .
= 7(") (1 - ’7‘7)7 (}/0 —x) )7 / (y1 — (1 — Uq)x(”) ) dyy
(—a1+1)yo

=1

= /" (1—na)’

y1=yo(1—qn)

= ()@= o5 (1= =) -
)]

(1—77q yo — xU *))7 ) (1—17q)(yo—x<))> "
(1 (1—nq)x )W ((1—nq)(yo—x<’7> ))W
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Damit heifst die Losung

()
e,y — g ((=19)(yo— x<’”*)>"
Q" (wo) =1 ( 1—(1—ng)x(m= '

Mit 7 =1

_ — x(m)x
o) = 1- (4 _q(>1<y_o PPOE ')

_ 1_((1—q>q<yo—1>{

: * _ _ 1 _ 1 _1
weil x(* =1 und 7 = 0 = A A=A = T

Bemerkung: Als Fazit von diesem Abschnitt ldsst sich festhalten, dass
alle Berechnungen fiir die Armutswahrscheinlichkeit mit Versicherung Q(”)
analog gehen, nur eben mit einer anderen Dichte.
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4.4 Die lllustration der Armutswahrscheinlichkeit
mit der Beta-Verteilung

In den folgenden Abbildungen sind die Ergebnisse der iterativen numeri-
schen Losungsverfahren présentiert. Fiir ndhere Details z.B. bzgl. Code und
Implementierung siehe in der Projekt-Ausarbeitung von ,Projekt TM” [32].

Fiir die Implementierung der Modelle und die Generierung der Graphiken
wurde das Statistikprogramm ,R.3.3.3” verwendet.

Die folgende Graphik 4.1 bzw. auch der Grenzfall 4.2 zeigt den Verlauf der
Armutswahrscheinlichkeit einmal mit einer Versicherung und einmal ohne
einer Versicherung.

Die schwarze(n) Linie(n) illustriert/illustrieren die Armutswahrschein-
lichkeit ohne einer Versicherung, und die rote(n) Linie(n) die Armuts-
wahrscheinlichkeit mit einer Versicherung. Die Parameter hierfiir sind,
a=15B=2,A=1a=05b=1c=041"=1,7=05und § = 4.

Bemerkung: Der Sicherheitsaufschlag ¢ hat in dieser Illustration einen
grotesk hohen Wert von 400%. Allerdings schaffen wir es nur mit diesen
Parametern die Abbildung Figure 5, Seite 1019 aus der Arbeit [31] nachzu-
bilden.
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Abbildung 4.1: lllustration Iteratives Ver-
fahren fiir die Armutswahrscheinlichkeit mit und ohne

icherung

einer Vers

- \\“\\“““\\“
————~

e

= s
T —————

Kapitalstock x
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Armutswahrscheinlichkeit Q und Q(”)

0.2

Abbildung 4.2: Armutswahrscheinlichkeit mit und ohne einer Versicherung

1.0

0.6

0.4

0.0

Kapitalstock x
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5 Konklusion und Ausblick

Abschlieflend soll eine kritische Wiirdigung des in dieser Masterarbeit be-
sprochenen Risikomodells und der erhaltenen Ergebnisse erfolgen.

Eine der grofien Starken des Modells liegt darin, dass dieses relativ umfas-
send ist und insbesondere das klassische Risikomodell in die Uberlegungen ein-
bezieht, sowie die Moglichkeit schafft, exponentiellen Vermogenszuwachs
zwischen zwei Ereignissen zu modellieren. Neu ist im Vergleich zu vielen
konkurrierenden Modellen vor allem, dass den betrachteten Haushalten
ermoglicht wird eine Versicherung zu erwerben.

Die Gestalt des Risikomodells erlaubt eine ausfiihrliche Behandlung der
Theorie und der analytischen Darstellungen der Armutswahrscheinlichkei-
ten in Spezialfdllen. Des Weiteren ist tiber die fiir die Praxis des Versiche-
rungsalltags wichtigen Ruinwahrscheinlichkeiten in endlicher Zeit noch gar
nichts bekannt. Damit stellt das Modell eine idealisierte Sichtweise dar.

Als Quintessenz aller Uberlegungen ldsst sich festhalten, dass das in die-
ser Masterarbeit betrachtete Risikomodell sowohl aus theoretischer als
auch aus praktischer Sicht von grofifem Interesse ist. Wenn ein Verfah-
ren gefunden wird, mit dem die Armutswahrscheinlichkeiten in endli-
cher Zeit berechnet werden konnen, so ldsst sich seine Bedeutung fiir
die Praxis deutlich steigern. Aufserdem wird in diesem Modell versucht,
Trends bei den Pramieneinnahmen sowie bei der Vermdgenshortung mit zu
berticksichtigen.

Unsere stochastischen Modelle zeigen, dass jeder Haushalt mit einer be-
stimmten positiven Wahrscheinlichkeit arm werden kann. Besondere Bedeu-
tung kommt hierbei dem Anfangsvermogen zu: Je hoher dieses ist, desto
geringer ist die Armutswahrscheinlichkeit, innerhalb einer gewissen Zeit in
die Armutsfalle zu schlittern.
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Gegen Ende der Arbeit wird noch die Moglichkeit einer Versicherung mit
Selbstbeteilgung studiert. Bei unserem Modell stellt sich heraus, dass die
Armutswahrscheinlichekeit durch die Einfithrung einer Versicherung un-
ter bestimmten Umstdnden reduziert wird. Sie kann allerdings auch dazu
tithren, dass alle Haushalte mit Wahrscheinlichkeit 1 in die Armutsfalle ge-
raten. Eine Versicherung wirkt sich demnach nicht zwangsldufig vorteilhaft
auf einen Haushalt aus. Alle diese Ergebnisse haben auch ihre Giiltigkeit
fiir eine Vollversicherung (einer Versicherung ohne Selbstbeteiligung).

Im folgenden Abschnitt gebe ich einige ausgewdhlte Quellen fiir jene Ar-
beiten an, die nach dem Artikel [31] im Jahre 2011 zu dem Thema der
Armutsfalle veroffentlicht wurden. Informationen tiber Literaturverzeich-
nisse vor der Veroffentlichung der Arbeit [31] finden sich im Artikel selbst.

Aus dem Jahre 2012 hat sich eine Master-Thesis [15] von Azra Dedic ge-
funden, in der ausgehend von der Arbeit [31] der deterministische Fall mit
nur einem Verlustereignis studiert wird. In dieser Arbeit wird untersucht,
ab welchem Vermogensstock sich eine Versicherung fiir einen Haushalt
rentiert.

Eine ausfiihrlichere Studie zu diesem Thema findet sich etwa in der Dis-
sertation [28] von Sarah Janzen. Die Autorin entwickelt ein dynamisches
stochastisches Modell eines Haushaltes mit einer moglichen Armutsfalle.
Dabei geht sie der Frage nach, wie durch eine Versicherung ein Haushalt in
Kenia nicht in die Armutsfalle hineingezogen wird.

In einem weiteren Artikel [11] von Michael Carter, Sarah Janzen und Quentin
Stoeffler wird ausgefiihrt, dass Versicherungen keine einfachen Standard-
Losungen fiir die Auswirkungen der Klimadnderung und der mangelnden
Versorgung bieten. Abweichend dazu ergibt die Untersuchung jedoch, dass
mit viel technischer und institutioneller Kreativitit eine Versicherung fiir
Haushalte mit einem Kapitalstock nahe der Armutsgrenze trotzdem ange-
boten werden kann.
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Im Artikel [27] von Sarah Janzen, Michael Carter und Munenobu Ikega-
mi wird gezeigt, wie staatlich subventionierte Versicherungen mittellose
Haushalte unterstiitzen kann, um der Armutsfalle zu entkommen.

In einer weiteren Studie [10] untersuchen die Autoren Michael Carter, Mu-
nenobu Ikegami und Sarah Janzen die Haushalte im nordlichen Teil Kenias,
die von Diirre betroffen sind und deren Lebensgrundlage die Tierhaltung
ist. Hier versprechen Index-basierte Versicherungsprodukte im Verhaltnis
der Wetter-Kausalitdt grofle Abhilfe zu schaffen. Thr Ansatz liefert eine
theoretische und dynamische Bedarfsanalyse einer Index-basierten Tier-
Bestandsversicherung. Im Speziellen zeigen die Autoren, wie durch die
Existenz einer Versicherung fiir Haushalte mit einem Kapitalstock nahe
der Armutsgrenze ein sichereres Entscheidungsverhalten erreicht wird.
Hierbei kommen sie auf die Nicht-Berticksichtigung von individuellen
Moglichkeiten der Verhaltensentscheidung im Modell von [31] zurtick. Zu-
dem wird untersucht, wie durch die formale Existenz eines Versicherungs-
marktes, die Investitionsfreude und Risikobereitschaft von gefihrdeten
Haushalten positiv beeinflusst und dadurch die Armutsgefahr (auf Dauer)
verringert wird.

Eine andere Herangehensweise findet sich im Artikel [13] von Jennifer
Denno Cisse und Munenobu Ikegami. In diesem evaluieren die Autoren
im nordlichen Kenia die Wechselwirkung zwischen einer Index-basierten
Tierbestandsversicherung und der bestehenden Herdengrofie sowie der
Gesundheit der Kinder per Haushalt. Sie finden heraus, dass Index-basierte
Tierbestandsversicherungen die Resilienz der Haushalte in den Trockenperi-
oden deutlich erhchen.

Im Rahmen der Forschungsarbeit [35] von Helen Stevens-Benefo wird eine
multiple Fallstudie in Ghana geschildert. Die Ergebnisse zeigen, welche In-
formationen fiir das Funktionieren einer Versicherung benéttigt werden. Die
Autorin plddiert insbesondere fiir den Start eines Ausbildungsprogramms
zur Sensibilisierung der ghanesischen Bevolkerung fiir die Notwendigkeit
und Vorteile einer Versicherung. Zudem ist die Autorin tiberzeugt, dass fiir
die Einfiihrung einer Versicherung ein Eingriff der Regierung und strenge
Regulierungen nétig sind.
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Die Autoren Sommarat Chantarat et al. beschreiben im Artikel [12] die Ver-
tragsauspreisung und die potenziellen Risikogefahren des Pramienfestsetzers.
Hierbei werden mogliche Schwierigkeiten diskutiert und Anregungen gege-
ben bzgl. der Implementierung von Index-basierten Tierbestandsversiche-
rungen.

In der Arbeit [2] von G. Apostolakis, G. van Dijk und P. Drakis wird eine
Literaturiibersicht zu den aktuellen Forschungsergebnissen der Mikroversi-
cherung in Zusammenhang mit der Armutsfalle gegeben.

In der Ausarbeitung von R. Azais und A. Genadot [4] wird ein statistischer
Zugang zur Bestimmung der absorbierenden Wachstums-Fragmentierung
vorgestellt. Ausgehend von der Prozessbeobachtung iiber eine sehr lange
Zeit, zeigen sie wie durch eine Semi-Parametrische Methode die Armuts-
wahrscheinlichkeit sowie die Verteilung des Eintrittszeitpunktes in die
Armutsfalle zu schlittern, geschitzt werden kann.
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