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Abstract

In this thesis, methods for the observation and control of hyperbolic distributed parameter
systems are considered, using the example of the pressure control of an engine test stand. The
considered problem is essentially the pressure control in a pipe. The problem is described by a
system of hyperbolic differential equations, where the state variables are position-dependent and
time-dependent; in such a case, one speaks of a distributed parameter system (DPS). In order
to provide an efficient numerical simulation of the system, the finite volume method (FVM) is
used. Starting from the system description by means of an initial boundary value problem, an
analysis of the system is carried out with the idea of writing it as an abstract initial value problem
and using the operator’s notation. It turns out that the considered system is a so-called Riesz
spectral system, which considerably simplifies further analysis. The modal approximation of the
system is calculated by means of the operator’s notation and the analysis of the eigenvalues and
eigenfunctions of the system. Using the FVM approximation and the modal approximation, a
so-called early lumping controller and observer design is carried out. Two controller structures
are designed: on the one hand, a linear state regulator with a square quality measure (LQ-
regulator), which is expanded by an integral part and on the other hand an observer based
control of the mean pressure in the pipe. The late lumping observer and controller design is also
considered. In the chosen approach, the operator-Riccati equation has to be solved for both the
late lumping controller design and the observer design for DPS. Various methods for solving the
operator-Riccati equation are investigated. Finally, the designed controllers are validated and
compared in simulation and in experiments.
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Kurzfassung

In dieser Arbeit werden, am Beispiel der Druckregelung eines Motorpriifstands, Methoden zur
Beobachtung und Regelung hyperbolischer verteilt parametrischer Systeme betrachtet. Es han-
delt sich im Wesentlichen um die Druckregelung in einem Rohr. Das betrachtete Problem wird
von einem System hyperbolischer Differentialgleichungen beschreiben, wobei die Zustandsvaria-
blen orts- und zeitabhéingig sind; man spricht in so einem Fall auch von einem verteilt parame-
trischen System (VPS). Um eine effiziente numerische Simulation des Systems zu erméglichen
wird die Finite Volumen Methode (FVM) verwendet. Ausgehend von der Systembeschreibung
mittels eines Anfangs-Randwertproblems wird eine Analyse des Systems mit Hilfe der Ope-
ratorschreibweise eines abstrakten Anfangswertproblems durchgefiihrt. Es handelt sich um ein
sogenanntes Riesz-Spektralsystem, was die weitere Analyse wesentlich vereinfacht. Mit Hilfe der
Operatorschreibweise und der Analyse der Eigenwerte und Eigenfunktionen des Systems wird
die modale Approximation des Systems berechnet. Anhand der FVM Approximation und der
modalen Approximation wird ein sogenannter Early Lumping Regler- und Beobachterentwurf
durchgefiihrt. Es werden zwei Reglerstrukturen entworfen: Einerseits ein linearer Zustandsregler
mit quadratischem Giitemafl (LQ-Regler), welcher um einen Integralteil erweitert wird und an-
dererseits eine beobachterbasierte Regelung des mittleren Drucks im Rohr. Ebenso wird der Late
Lumping Regler- und Beobachterentwurf betrachtet. Bei dem gewihlten Ansatz, muss sowohl
beim Late Lumping Reglerentwurf als auch beim Beobachterentwurf fiir VPS die Operator-
Riccati-Gleichung gel6st werden. Hier werden verschiedene Methoden zur Losung untersucht.
Abschlieflend werden die entworfenen Regler in der Simulation und in Experimenten validiert
und verglichen.
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Kapitel 1

Einleitung

In diesem Kapitel wird die Arbeit kurz motiviert, sowie ein Einblick in die Ziele und
die Struktur der Arbeit gegeben.

1.1 Motivation

Durch immer strengere Abgasnormen steigen auch die Anforderungen an die Priifstinde auf
denen eben diese verifiziert werden. Unter anderem miissen bei Verbrennungskraftmaschinen
(VKM)-Priifstinden die Driicke im Ansaugsystem, bzw. im Abgassystem konstant gehalten
werden. Somit ist der Motor genormten Priifbedingungen ausgesetzt bzw. kann speziellen Test-
szenarien unterzogen werden. Es muss zum Beispiel der Druck im Ansaugsystem auf einem
vorgegebenen Niveau (meist Meereshohe) gehalten werden und darf um diesen nur um +3 mbar
schwanken. Fiir das Abgassystem, in welchem auch die Probennahme fiir die Emissionszertifizie-
rung erfolgt darf der Druck um etwas mehr schwanken, muss jedoch ebenfalls genormte Grenzen
einhalten, vgl. [32, S. 11],[1, S. 175 £.].

In der Industrie haben sich zwei Methoden bewéhrt: Es kann die gesamte Priifkammer auf einem
konstanten Druck gehalten werden oder es wird eine Regelung der Driicke nur im Abgas- , bzw.
Ansaugsystem verwendet.

Wird die zweite Variante verwendet, so stellt sich ein nicht ganz einfaches regelungstechnisches
Problem. Da die Rohrldngen im Verhéltnis zu ihrem Querschnitt vergleichsweise grofl sind und
sehr kleine Druckunterschiede betrachtet werden, kann der Druck im Rohr nicht mehr als orts-
unabhéngig angenommen werden. Aus reglungstechnischer Sicht wird somit die zu regelnde
Strecke nicht mehr durch gewdhnlichen Differentialgleichungen, sondern durch partiellen Dif-
ferentialgleichungen beschrieben. Dies stellt ganz neue Herausforderungen an den Regler- und
Beobachterentwurf. Im Zusammenhang mit Regelstrecken, welche durch partielle Differential-
gleichungen beschrieben werden spricht man haufig von einem verteilt parametrischen System
(VPS), vgl. [7].



1.2 Ziel der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist es Methoden zur Regelung, bzw. Beobachtung des Druckverlauf in ei-
nem Rohr zu betrachten und diese in der Simulation sowie am Priifstand zu erproben. Wie
oben erwiahnt handelt es sich bei der zu regelnden Strecke um ein System welches mit partiel-
len Differentialgleichungen beschrieben wird. Im Speziellen handelt es sich um ein System aus
gekoppelten hyperbolischen partiellen Differentialgleichungen.

1.3 Struktur der Arbeit

Die Streckenbeschreibung mit Hilfe hyperbolischer partieller Differentialgleichungen stellt zahl-
reiche Probleme: Einerseits muss eine Moéglichkeit gefunden werden dieses System numerisch
zu simulieren, andererseits wird eine mathematische Darstellung benéttigt, welche einen Regler-
und Beobachterentwurf moglich macht.

In Kapitel 2] wird die physikalische Modellierung des vorliegenden Systems durchgefiihrt. Aufler-
dem wird mit Hilf der Finite Volumen Methode (FVM) ein Verfahren zur numerischen Simulation
des Systems betrachtet.

In Kapitel |3| werden einige notwendige mathematische Grundlagen fiir den spéiteren Regler-
entwurf betrachtet. Im Speziellen werden zwei Systembeschreibungen mit Hilfe eines Anfangs-
Randwertproblems und mit Hilfe eines abstrakten Anfangswertproblems gezeigt.

Anhand der Modellbeschreibungen aus Kapitel 2] und der mathematischen Grundlagen aus Ka-
pitel 3| wird im Kapitel [4] ein sogenannter Farly Lumping Regler- und Beobachterentwurf durch-
gefithrt. Hierbei wird die zu regelnde Strecke vor dem Reglerentwurf ortsdiskretisisert, womit
man ein System aus gewohnlichen Differentialgleichungen erhélt. Das Ergebnis ist hier eine
Systembeschreibung sehr hoher Ordnung, welche vor einem praktischen Einsatz reduziert wer-
den muss. Anhand dieses semidiskreten Modells wird ein klassischer Reglerentwurf durchgefiihrt.

In Kapitel 5| wird anhand der Streckenbeschreibung mittels eines abstrakten Anfangswertproblems
ein zu Kapitel [4] vergleichbarer Reglerentwurf dargestellt. Man spricht hierbei vom sogenannten
Late Lumping, da der Reglerentwurf anhand der verteilt parametrischen Streckenbeschreibung
durchgefiihrt wird. Der eigentliche Regler kann zwar mathematisch elegant angeschrieben wer-
den, ist aber in den meisten Fillen praktisch nicht realisierbar. Somit muss dieser zum Schluss
des Entwurfsprozesses ortsdiskretisiert, bzw. approximiert werden.

In Kapitel [6| werden einige interessante Zusammenhénge zwischen dem Early Lumping- und Late
Lumping-Entwurf aufgezeigt.

Abschlielend werden die entworfenen Regler in der Simulation und am realen Priifstand getestet
und verifiziert. Die Ergebnisse dieser Experimente sind in Kapitel [7] dargestellt.



Kapitel 2

Physikalische Modellbildung

Im folgenden Kapitel wird das mathematische Modell der zu regelnden Strecke an-
hand physikalischer Uberlegungen aufgestellt. Es handelt sich hierbei um das Ansaug-
bzw. Abgassystem eines Motorpriifstands. Im Speziellen wird die Stréomung eines
kompressiblen Gases, innerhalb eines Verbindungsrohres des Ansaug- bzw. Abgas-
systems modelliert.

2.1 Modellbeschreibung

In Abbildung ist das Schema des zu modellierenden Priifstandsaufbaus abgebildet. Hier ist
schematisch der Motor dargestellt, welcher mit Luft versorgt werden soll und dessen Abgas
abtransportiert werden muss. Ziel ist es den Druck ansaug- und abgasseitig konstant zu hal-
ten, bzw. einem vorgegebenen Referenzdruck zu folgen. Sowohl das Ansaugsystem als auch das
Abgassystem bestehen im Wesentlichen aus einem langen Verbindungsrohr und einer Ventil-
klappe an dessen Ende bzw. Anfang. Die beiden Ventilklappen sind hierbei als Stelleingriff zu
interpretieren und die Verbrennungskraftmaschine (VKM) als Stoérung.

Ansaug Verbindungsrohr Abgas Verbindungsrohr

Ventilklappe
Ventilklappe

VKM

Abbildung 2.1: Schema des Priifstandsaufbaus



Man erkennt, dass sich die Druckregelung des Ansaug- bzw. Abgassystems kaum unterscheidet.
Aus regelungstechnischer Sicht ist es ausreichend die Druckregelung in einem langen Rohr zu
betrachtet. Aus der Sicht der Druckregelung wirkt die VKM als Stérung, welche vereinfacht
auch durch eine weitere Ventilklappe simuliert werden kann, vgl. Abbildung Fiir dieses
vereinfachte System wird nun im Weiteren die Modellierung durchgefiihrt.

l_l / Verbindungsrohr

Ventilklappe 1 Ventilklappe 2

Abbildung 2.2: Schema des Testaufbaus

Aus regelungstechnischer Sicht handelt es sich beim Testaufbau in Abbildung[2:2]um ein System,
bestehend aus zwei Ventilklappen und einem Verbindungsrohr. Am Priifstand konnen die Driicke
1, P2, p3 und pg jeweils vor und nach den beiden Klappen gemessen werden. Weiters befindet
sich ein thermischer Massenstromsensor im Rohr, welcher jedoch iiber eine sehr geringe Dynamik
verfiigt und somit fiir den Regler- und Beobachterentwurf nicht verwendet werden kann. Aus
dem Blockdiagramm in Abbildung erkennt man, dass das zu modellierende System aus den
zwei Ventilklappen am Anfang und am Ende des Rohrs und dem langen Rohr selbst besteht. Es
miissen also zwei verschiedene Teilmodelle modelliert werden.

p1 b3
h\
dm,1 \ dm,2
p2 Verbindungsrohr P4

Kompressor

Abbildung 2.3: Blockdiagramm des Testaufbaus
Im folgenden wird die Modellierung der Teilmodelle (Klappe und Rohr) durchgefiihrt.

2.2 Klappenmodell

Die verstellbaren Klappen, Klappe 1 und Klappe 2, werden mittels einer Norm-Drossel mit
verdnderlichem Querschnitt nach [3, S. 186] modelliert, siehe Abbildung
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Abbildung 2.4: Aufbau der Drosselklappe

Fiir eine Norm-Drossel nach EN ISO 5167-2(2003) gilt fiir den Massenstrom g, der folgende

Zusammenhang
C T
= ——-d*/2 — 2.1

Gm WE‘L o1(p1 — p2), (2.1)
mit dem Durchflusskoeffizienten C', dem Durchmesserverhéltnis 5 = d/D und der Expansions-
zahl e. Hierbei ist d der Drosseloffnungsdurchmesser und D der Rohrinnendurchmesser. Die
Driicke vorn und nach der Drossel werden hier mit p; und ps bezeichnet und p; ist die Dichte
vor der Drossel. Die Beziehung ([2.1)) 1dsst sich wie folgt vereinfachen

qm = Aer(@)v/201(p1 — p2), (2.2)

wobei hier der effektive Querschnitt A.g in Abhingigkeit vom Offnungsgrad o wie folgt berechnet
wird

Aei (@) = Ao fro(a)ca(a). (2.3)

Hier ist Ag der nominelle Querschnitt, welcher mit zwei Funktionen skaliert wird, die nichtlinear
vom Offnungsgrad « abhéngen. Die Ventileklappe weist eine Totzone auf, d.h. fiir kleine Werte
von « verhélt sich die Klappe als wére sie geschlossen

0 0<a<b
ftz(a):{a—b 04§>bS ’ (24)

wobei b die Ansprechschwelle ist.

Fiir eine praktische Anwendung muss noch beriicksichtigt werden, dass der Massenstrom g,
sowohl positiv als auch negativ sein kann, was vom Vorzeichen des Druckunterschiedes p; — po
abhéngt. Somit ergibt sich der folgende Zusammenhang

i = {_Aeff<06>\/ 201(p1 —p2) P1> D2 (2.5)

Acgt(a)y/202(p2 —p1) p1 < po.

Es ist zu beachten, dass im vorliegenden Fall der Klappenoffnungsgrad in Prozent angegeben
wird und dieser natiirlich nur Werte zwischen 0% und 100 % annehmen kann. Man spricht in
so einem Fall auch von einer Stellgrofienbeschrinkung. Der experimentell bestimmte Verlauf des
effektiven Querschnitts in Abhéngigkeit des Klappenoffnungsgrads ist in Anhang[B.1] dargestellt.

2.3 Rohrmodell

Da die Liange des zu modellierenden Rohrs gegeniiber seinem Querschnitt sehr grof} ist, konnen
die Zustandsgréflen nicht mehr als ortsunabhéingig betrachtet werden. Somit wird die Dyna-
mik durch partielle Differentialgleichungen beschrieben. Es wird allerdings eine Vereinfachung



beziiglich der ortlichen Verteilung getroffen. Im vorliegenden Fall wird die Stromung nur in
Langsrichtung des Rohrs betrachtet, es handelt sich also um eine planare, instationére Stréomung
eines kompressiblen Gases. Somit sind die thermischen Zustandsgrofien z.B.: Druck p(€,¢) und
Dichte p(&,t) als orts- und zeitabhéngig zu betrachten.

ol T et NG
u ! Lu+ GEA

= P p+ %gAE :
By IB+SEAC

Abbildung 2.5: Verteilt parametrisches Rohrelement

Die Stromung eines Gases wird mit Hilfe sogenannter Erhaltungsgleichungen modelliert [17), S.
10-19], wobei eine Erhaltungsgleichung fiir ein infinitesimales Volumenelement im Allgemeinen
wie folgt angeschrieben werden kann

Anderungsrate der .
. k der Krift
Erhaltungsgroffen im Netto Fluss in das Wirkung cr hatte
. = + auf ein
Kontrollvolumen in Kontrollvolumen

Abhéngigkeit der Zeit Volumenelement.

Spricht man von den sogenannten Erhaltungsgréfien einer kompressiblen Gasstréomung, so meint
man die Dichte p, die Impulsdichte gu und die Gesamtenergie des strémenden Gases pro Volu-
men E. Der Fluss der aus einem Kontrollvolumen hinaus bzw. hinein flieit setzt sich aus dem
Massenfluss, dem Impulsstrom und dem Energiefluss zusammen. Im Fall der eindimensionalen,
instationéren Stromungsmechanik ergeben sich drei Erhaltungsgleichungen: Massenerhaltung,
Impulserhaltung (in &-Richtung) und Energieerhaltung, vgl. [17, S. 10].

2.3.1 Euler-Gleichungen

Die Strémung im Rohr wird als adiabates System betrachtet, d.h. es findet kein Wéarmeaustausch
iiber die Systemgrenzen hinweg statt, vgl. [1I, S. 35]. Weiters wird das Gas ideal und mit
vernachléssigbarer Viskositdt angenommen. Die instationédre Stromung eines idealen Gases kann
mit guter Genauigkeit mit Hilfe der folgenden Erhaltungsgleichungen beschrieben werden, vgl.
[28], [31]

do  Oou
a + 735 =0 (2.6&)
dou  Oou® +p -
o + B¢ =0 (2.6b)
OE  O(E+pu

Bei den Gleichungen handelt sich um die sogenannten Fuler-Gleichungen in differenzieller
Form, wobei alle Groflen als orts- und zeitabhéngig anzusehen sind. Die Zustandsgrofen lau-
ten: Dichte o = 0(§,t), Impulsdichte pu = pu(€,t) und Gesamtenergie des Gases pro Volumen
E = E(,t). Bei den obigen Gleichungen handelt es sich um ein System von hyperbolischen



Differentialgleichungen, vgl. [31, S. 40].

Die Gleichungen (2.6)) lassen sich kompakt in Vektorform anschreiben
ouU OF(U)

— =0 2.7
ot T o : (2.7)
mit
0 ou
U=U(t)= |ou|, FU)=|o+p]|. (2.8)
E (E+p)u
Der Druck p = p(§,t) ist iiber die thermische Zustandsgleichung fiir ideale Gase
p = oRT, (2.9)

mit der Dichte des Gases o und dessen Temperatur T verkniipft, R ist hierbei die sogenannte
Gaskonstante, vgl. [3, S. 266]. Es wird angenommen, dass es sich um ein polytropes Gas handelt
und somit die folgende Zustandsgleichung gilt

p=K(S5)e", (2.10)

mit einer von der Entropie abhéngigen Konstante K (S) und dem sogenannten Polytropenezpo-
nenten n, vgl. [11, S. 59]. Die Gesamtenergie des Gases pro Volumen E setzt sich aus der kineti-
schen und der inneren Energie zusammen, wobei fiir Gase die potentielle Energie vernachléssigt
wird, vgl. [11L S. 32], [3, S. 197]

1
E:Qe+5gu2, (2.11)

mit der inneren Energie ge und der kinetischen Energie des Gases %qu, jeweils auf das Volumen
bezogen. Fiir ein ideales, polytropes Gas gilt
e =T, (2.12)

mit der spezifischen Wirmekapazitit bei konstantem Volumen ¢, und der spezifischen inneren
Energie e, vgl. [11, S. 120]. Nach [35] S. 46] gelten die folgenden Zusammenhénge

c
cp—cy=R, y=-2L (2.13)
Cy
wobei R die Gaskonstante, v der Adiabatenexponenten und ¢, die spezifischen Wérmekapazitét
bei konstantem Druck ist. Somit ergibt sich aus der thermischen Zustandsgleichung ([2.9)

p=(y—1)oe. (2.14)

Aus den Gleichungen (2.14)) und (2.11)) ergibt sich somit ein Zusammenhang fiir den Druck p in
Abhéngigkeit der Zustandsvariablen der Euler-Gleichungen (2.6)) (o, ou und E)

p=(y—-1) (E — ;gu2> . (2.15)

Eine weitere wichtige Grofle zur Analyse von jeglichen Schwingungsvorgéingen in dem Stromungs-
vorgang ist die Schallgeschwindigkeit a. Diese wird allgemein wie folgt berechnet, vgl. [3, S. 272]

Op
=4/ —= 2.1
“ \/ dols’ (2.16)

wobei hier die Entropie S konstant ist, d.h. es handelt sich um eine isentrope Zustandsdnderung
und es gilt p = Kp7. Aus (2.16) und der Zustandsgleichung (2.10), mit n = + folgt fiir die
Schallgeschwindigkeit a in einem idealen Gas

a= \/? = \/RT. (2.17)
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2.3.2 Verallgemeinerung der eindimensionalen Euler-Gleichungen

Fiir viele Probleme ist die Einschriankung auf eine eindimensionale, planare Strémung zu streng.
Eine Erweiterung auf zweidimensionale Stromungen ist jedoch nicht immer notwendig, fiir den
Spezialfall einer achssymetrischen Rohrstromung lassen sich die Euler-Gleichungen erwei-
tern, ohne jedoch eine zweidimensionale Stromung beriicksichtigen zu miissen, vgl. [31], [18].
Somit lassen sich quasi-1D Strémungen beschreiben. Des Weiteren kann die Reibung zwischen
Rohrinnenwand und Gas mittels einer Reibkraft modelliert werden.

ol EQJF%sQAf
= | wi o utgeAl
P ép—i-g—gAf
B E+ZEA

Abbildung 2.6: Verteilt parametrisches Rohrelement mit verédnderlichem Querschnitt

Fiir eine 1D Stromung mit verédnderlichem Querschnitt lauten die Euler-Gleichungen wie folgt,
vegl. [31) S. 17]

0oA  OouA
douA  O(ou® +p)A _dA
o T e teA=rg (2.18b)
OFEA O(E +p)uA
pu— .1
5 + a¢ 0, (2.18¢)

mit der ortsabhéngigen Querschnittsfliche A = A(&). Die richtungsabhéngige Reibkraft f, ist
hierbei gegeben durch
_%

fr=Zulul, (2.19)

wobei f ein Reibkoeffizient ist und D der Rohrinnendurchmesser, vgl. [31, S. 17] . Man er-
kennt, dass es in der Momentengleichung ([2.18b|) einen zusétzlichen Quellenterm aufgrund des
veranderlichen Querschnitts A(§) gibt. Fiir ein starres Rohr gilt

dA(§)

i\ ZA 2.20
o (2.20)

womit sich die Gleichungen (12.18)) wie folgt vereinfachen lassen

do  10puA
5t Ao =" (2.21a)
dou l@(gu2+p)A B é’
ot TA e TPy (2:21b)
OE 10(E+puld
mit JA
[ -
A= (2.22)



Wieder in Vektorform angeschrieben ergibt sich

oU 10(AF(U)) A
— 4+ ———F—F+G(U)=—D(U 2.23
ot s aw) - Sow), (2:23)
mit dem Vektor der Erhaltungsgréfien U, der Flussfunktion F(U) wie in (2.8) und mit den
Vektoren G(U) und D(U)
0
G(U) = | Foulul |,

0

D(U) = |p]| . (2.24)
0 0
Fiihrt man die Differentiation des mittleren Terms in ([2.23]) aus erhdlt man

19AF(U) A’

JOF(U)
———=—F(U . 2.25
A o ATt Ty (2:25)
Somit ergibt sich wieder die Standardform der Euler-Gleichungen, mit einem zusétzlichen Quel-
lenterm Q(U), vgl. (2.7)
ouU  JF(U) A
— =——H(U) - G(U). 2.26
o+ e = AU~ G(U) (2:26)
Q(U)
Der Vektor H(U) berechnet sich hierbei wie folgt
ou
H(U) =F(U) -D(U) = ou? |, (2.27)
(E+p)u
womit der Quellenterm Q(U) wie folgt angeschrieben werden kann
QU) = | -4 ou® - ¥ pulul (2:28)
—‘%(E +p)u

2.3.3 Isentrope Zustandsinderung

Fiir eine reibungsfreie Gasstromung in einem adiabten System kann eine isentrope Zustandsédnde-
rung (konstante Entropie S) angenommen werden, vgl. [3, S. 268]. Somit gilt

p Po
—_ =, — _[{QPY7 2.29
7w p (2:29)
mit einer Konstante K, welche vom Bezugsniveau (pg, 09) und dem Adiabatenexponent -~
abhéngt. Driickt man in der folgenden Gleichung
do Oou A
T el 2.30
ot T T A (2.302)
dou  d(eu” +p) '
ot

A, 2f
o +ofr=——o0 — oulul

- (2.30b)
OE  O(E+pu A
8t+ o¢ ——A(E—I-p)u,

(2.30¢)
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die Energiegleichung ([2.30c) mittels der Entropie S aus, so vereinfachen sich die obigen Euler-
Gleichungen wie folgt

9  Oou_ A
ot o A%
6Qu+8(gu2+p) A, 2f

T o€ =——ou - BQUM (2.31b)

(2.31a)

Die obigen Gleichungen lassen sich, wie schon zuvor, kompakt in Vektorform anschreiben

U , OF(U)
ot o€

=Q(U), (2.32)
mit

U=U<fat>=[9], F(U)z[ s } Q(U)z[_A/ S

. (2.33
ou ou +p A ou® — F oulul (233)

2.3.4 Charakteristische Form

Eine weitere wichtige Form zur Analyse der Euler-Gleichungen ist ihre sogenannte charakteris-
tische Form. Schreibt man die isentropen Euler-Gleichungen fiir variablen Querschnitt ([2.31))
in folgender, sogenannten quasilinearen Form an und vernachléssigt die Rohrreibung, so erhélt
man

J[o 0 110 o]l A fou

i o * 2 ] 3t (o] = o] (2:34)
| S — —_——
) —A(U) Q

Die Eigenwerte der Jakobimatrix A (U) lauten
AN =u+a, N\ =u-—a, (2.35)

mit den dazugehorigen Rechtseigenvektoren

o= =[] (2:36)

Hieran erkennt man die Hyperbolizitit der Gleichungen ({2.31]), da die Eigenwerte der Jakobi-
matrix reell und die dazugehorigen Eigenvektoren linear unabhéingig sind, vgl. [I8, S. 7]. Mit
Hilfe der Transformationsmatrix T

1 1
T = |:u{a ula:| , (237)

kann die Jakobimatrix A diagonalisiert werden und es ergibt sich die Eigenwertmatrix A

(2.38)

0 u—al’
Die sogenannte charakteristische Form der Gleichungen ([2.34) lautet dann, vgl. [13, S. 161]

19Y - ar—19Y

_m10
o 5~ T (2.39)
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bzw.

o o A [Lou(u+a
Oqui| juta 0 0wy Ao (uta) (2.40)
ot |wa 0 u—al| 0¢ |ws A Lou(u — a)
Die charakteristischen Variablen (w; und ws) ergeben sich somit wie folgt
[wl}  [s(ue+aum)|  [5(ou+ao) (2.41)
w2 %(UQ —auy) %(Qu — ap)

Der Zusammenhang zwischen den charakteristischen Variablen und den konservativen Variablen

(0 und pu) ist wie folgt gegeben
1 —
- (-]
U ou w1 + w2

Laut Gleichung bewegen sich die charakteristischen Variablen (w; und ws), mit der Ge-
schwindigkeit A; entlang der sogenannten Charakteristiken. Das sind Kurven auf denen die Be-
ziehung d¢ = (u + a)dt, bzw. d§ = (u — a)dt gilt. Da die rechte Seite der Gleichung
nicht Null ist, sind die charakteristischen Variablen entlang ihrer Charakteristiken nicht kon-
stant, vgl.[I3] S. 162-165]. Fiir die Vorgabe der Randbedingungen der Euler-Gleichungen sind
die Charakteristiken von besonderer Bedeutung. Dies wird im Folgenden erldutert.

2.3.5 Randbedingungen

Fiir die allgemeinen Euler-Gleichungen , ist es keine triviale Aufgabe Randbedingungen zu
finden, welche zu einem gut gestellten Problem fiihren, vgl.[9]. Oft sind die Randbedingungen
durch physikalische Gegebenheiten vorgegeben. In den meisten Fillen handelt es sich hier um
sogenannte Dirichlet-Randbedingung. Das sind Randbedingungen wo der Wert der abhéngigen
Variable am Rand vorgegeben wird. Hiermit lassen sich zum Beispiel Zufluss und Abfluss des
Fluids/Gases beschreiben, nicht jedoch ein freies Abflieflen, z.B. durch ein offenes Rohrende.

Im vorliegenden Anwendungsfall dienen die Randbedingungen zur Kopplung zwischen den Klap-
pen und dem verteilt parametrischen Rohr, vgl. Abbildung .

b oL D
K our, R OF
dm,1 OR 4m,>2
0K PL OUR PE

Abbildung 2.7: Blockdiagramm des Testaufbaus

Zur korrekten Vorgabe der Randbedingungen muss die charakteristische Form der Euler-Gleichun-
gen analysiert werden, vgl.[13, S. 346 f.]. Wie schon zuvor beschrieben handelt es sich bei

den charakteristischen Variablen um Groflen, die sich mit der Geschwindigkeit A; entlang ih-

rer Charakteristiken bewegen. Es muss also darauf geachtet werden, dass bei der Vorgabe der

Randbedingen nur Variablen spezifiziert werden, welche sich in das Volumen hinein bewegen,

also Information in das Volumen hinein tragen.

Im Folgenden wird angenommen, dass die Strémungsgeschwindigkeit des Gases im Unterschall-
bereich bleibt
—a<u<a, (2.43)

12



somit gilt fiir die charakteristischen Geschwindigkeit
M =u+a>0, \=u—a<0. (2.44)

Dies ist bei der betrachteten technischen Problemstellung immer der Fall. Es gilt also, dass sich
die Bewegungsrichtungen der charakteristischen Variablen nicht &ndert, was fiir die Vorgabe der
Randbedingungen von besonderer Bedeutung ist.

Unterschall-Zufluss, links

Um einen Unterschall-Zufluss auf der linken Seite zu modellieren wird angenommen, dass die
Stromungsgeschwindigkeit positiv ist. Fiir diesen Fall miissen nun Randbedingungen fiir die sich
in das Volumen bewegenden Charakteristiken gefunden werden. Dies kann leicht anhand der
Eigenwerte tiberpriift werden. Fiir einen Unterschall-Zufluss auf der linken Seite ist lediglich
der Eigenwert AT positiv. Es muss also nur w; am linken Rand vorgegeben werden. Damit w;
am Rand festgelegt ist kann sowohl die Dichte o als auch die Impulsdichte gu am linken Rand
vorgegeben werden, vgl. . Im vorliegenden Fall wird der Massenstrom vorgegeben, welcher
direkt mit der Impulsdichte verkniipft ist.

Die physikalische Randbedingung fiir einen Unterschall-Zufluss am linken Rand lauten somit

(ou)r, = ngv mit gm,1 = Ae () /20K (Px — PL), (2.45)

mit der Querschnittsfliche am linken Rand Ay, siehe Gleichung (2.5)).

Fiir die numerische Losung des Problems miissen jedoch alle Zustandsvariablen am Rand vor-
gegeben werden. Dies kann iiber eine sogenannte numerische Randbedingung fiir wo erfolgen.
Es wird angenommen, dass we direkt am Rand gleich ist wie direkt daneben im Inneren des
Volumens, vgl. [13, Kap. 19].

Unterschall-Abfluss, rechts

Fiir die Randbedingungen, welchen einen Unterschall-Abfluss auf der rechten Seite des Volumens
modellieren, gelten im Wesentlichen die selben Uberlegungen wie vorher. Hier wird allerdings
wy durch die physikalische Randbedingung und w; durch die numerische Randbedingung vor-

gegeben.
it g,z = Aer(@)v/20r(pr — pE), (2.46)

mit der Querschnittsfliche am rechten Rand Ag. Fiir die numerische Randbedingung wird wieder
angenommen, dass wy direkt am Rand ungefiihr gleich ist wie direkt daneben im Inneren des
Volumens.

q

(QU)R = m}; )

2.3.6 Numerische Losung mit Hilfe der finiten Volumen Methode

In den Abschnitten zuvor wurde immer von der Divergenz Form (Konservative Form) der Er-
haltungsgleichungen ausgegangen

oU(5.t) , FF(U(E,)
ot o

=Q(&,1). (2.47)
Dies setzt jedoch stetig differenzierbare Funktionen U(&,t) in Zeit und Ort voraus. Aus phy-

sikalischer Sicht treten aber im Uberschallbereich unstetige Losungen auf, z.B. in der Form
von sogenannten Verdichtungsstifen, vel. [26, S. 4 f.], [3, S. 274 ff.]. Um diese physikalischen
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Phénomene trotzdem mathematisch beschreiben zu kénnen, muss von der Integralform der FEr-
haltungsgleichung ausgegangen werden

/VaUégf’t)dV—kng(U(g,t))dF = /VQ(g,t)dv. (2.48)

Hierbei ist V' das Kontrollvolumen und I' dessen Oberfliche. Die Idee der FVM ist, das Pro-
blemgebiet in Zellen [£ o1& | aufzuteilen und iiber diese Zellen zu integrieren.
2 2

gjfl fj_% gj §j+% §j+1
e —
J—1 o J o J+1 3
72 J+3

Abbildung 2.8: Aufteilung des Problemgebiets in Zellen

Da nun von der integralen Form ausgegangen wird, sind die Bedingungen an die Differenzierbar-
keit nicht mehr so streng und es kénnen Phénomene wie Verdichtungsstéflen abgebildet werden.
Dieser Aspekt der FVM und die einfache Verwendbarkeit bei nicht uniformen 6rtlichen Diskre-
tisierungen macht das Verfahren so beliebt, dass es in 80 % der kommerziellen Anwendungen
verwendet wird, vgl. [26, S. 4].

Durch Integration von (2.47)) iiber eine Zelle erhélt man
oU( JOF(U
/W 5’ T e+ /”7 ’5’ UE) e / (2.49)
1

Durch Umformen ergibt sich

O[5 e nde + FUGE )|
i), e+ PO D]

-5 Jj—

§j+%
/é Q(&, t)d¢. (2.50)

i3

[V
SN

Die Idee der FVM ist es nun nicht mehr den Wert von U(¢, t) an jedem Punkt im Problemgebiet
zu berechnen, sondern nur mehr den sogenannten Zellmittelwert U(&;,t), der j-ten Zelle, vgl.
[26, S. 13]. Der Zellmittelwert ist wie folgt definiert

17 T 1 534%
U6 t) =U; = 3 U(€, 1)de, (2.51)
J £j—%
mit
AL =81 — &1 (2.52)
Somit lasst sich die Gleichung (2.50|) wie folgt anschreiben
v (F(U(,1.0) - FUE_1.1) + ac Qe @

i-3

Bemerkenswert ist, dass bisher in der Herleitung der Finiten Volumen Methode keine Niherungen

getroffen wurden. Da jedoch fiir die Berechnung des Flusses, d.h. der rechten Seite in (2.53)),

der Wert von U an den Zellréindern (£ i1 und & Jun ) benétigt wird, aber nur der Zellmittelwert
2 2

14



U(¢j,t) zur Verfiigung steht muss hier eine Niherung getroffen werden. Selbiges gilt fiir das
Integral des Quellenterms [ Q(&,¢)d¢. Somit ergibt sich die folgende Niherung
au; 1

= ag (B Fioy) +Q, (2:54)

mit dem Mittelwert des Quellenterms Q(¢;,t), der j-ten Zelle

i+l
Q1) = Q; = Algj /§ Q(e, t)de (2.55)

[N

und der sogennaten numerischen Flussfunktionen F Jun! und F 1. Zur numerischen Ndherung
2 2

von Qj gibt es eine Vielzahl von Moglichkeiten, vgl. [I8, S. 93—-100]. Eine einfache Moglichkeit
besteht in der punktweisen Approximation

Qj ~ Q(z;,Uj).
Fiir die Berechnung der numerischen Flussfunktionen F it
reiche Methoden, vgl. [I8, Kap. 4], [26, Kap. 2], [19].

(2.56)

und F f existieren ebenfalls zahl-

1 _1
2 2

Eine weit verbreitete Wahl fiir die numerischen Flussfunktionen ist das sogenannte Upwind-
Verfahren

OF(U) OF(U)
f‘ _ F]', o0 >0 F _ ijl, a0 >0 (2 57)
ity F. OF(U) Y- T F. OF(U) ’ :
i+, o <0 I oo <0

welches die Stromungsrichtung des Fluids/Gases beriicksichtigt, vgl. [17, S. 84 f.]. Ein Vertreter
des Upwind-Verfahrens ist das sogenannte Fluz- Vektor-Splitting. Es beruht auf der Idee, die ver-
allgemeinerte Flussfunktion F(U) aufzuteilen in einen Teil F, der nur stromaufwirts laufende
Wellen bildet, und einen Teil F~ fiir stromabwérts laufende Wellen

F=F"+F. (2.58)
Die Aufteilung muss so erfolgen, dass gilt
OF* OF~
— >0 —— <0. 2.59
ou — 7 ou — ( )

somit ist sichergestellt, dass F™ nur positive Eigenwerte und F~ nur negative Eigenwerte auf-
weist, vgl. [I7, S. 86]. Unter Anwendung des Flux-Vektor-Splitting ergeben sich somit die fol-
genden numerischen Flussfunktionen

_pt -
1= Fr+F., (2.60a)
_pt -
=F , +F;. (2.60b)

Jj+

=) D

.1
i=3
Fiir die Aufteilung der Flussfunktion in F* und F~ gibt es zahlreiche Moglichkeiten, vgl. [19],
[30], [33]. Allerdings kénnen nicht alle Verfahren die fiir die Euler-Gleichungen (2.6 entwickelt

worden sind auch fiir die isentrope Variante (2.31]) eingesetzt werden. Ein Flux-Vektor-Splitting
Verfahren, welches sich aber fiir beide Fille eignet, wird in [19] beschrieben.

Unabhéngig vom eingesetzten Flux-Vektor-Splitting Verfahren ergibt sich somit das folgende
System von gewohnlichen Differentialgleichungen
au; 1

+ - + - ra)
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2.3.6.1 Flux-Vektor-Splitting nach Liou und Steffen

Das in [I9] von Liou und Steffen beschriebene Flux-Vektor-Splitting Verfahren beruht auf der
Tatsache, dass die Flussfunktion der Euler-Gleichungen ({2.8) aufgeteilt werden kann in einen
konvektiven Teil und einen Teil der nur vom Druck p abhéingt

ou 0 0
FU)=|ou?+p | = ou u+ |p|. (2.62)
(E+pu (E+p) 0

Von Liou und Steffen wird nun eine Darstellung der Flussfunktion mit Hilfe der Machzahl M

u
=" 2.63
a ( )

vorgeschlagen. Damit kann die Flussfunktion (2.62)) wie folgt angeschrieben werden

0 0
F=M ou a+ |p| - (2.64)
(E +p) 0

Die Aufteilung erfolgt nun lediglich iiber die Machzahl und den Druck bezogenen Teil des Flusses

0 0
FEf=M*| ou |a+ |[pF]|. (2.65)
(E+p) 0

Bei der Aufteilung wird zwischen Unterschall- und Uberschallbereich unterschieden. Die Auftei-
lung erfiillt die Beziehungen

M=M"+M", p=pT+p (2.66)

womit sich die folgenden Aufteilungen ergeben

0 M< -1 M M< -1
Mt =0 (MEY D gcMm<t, M=) <M<, (2.67)
M, M>1 0, M>1
bzw
0 M< -1 p M< -1
pr=ap(BM), —1<M<1, p=qp(:FM), -1<M<1. (2.68)
Ds M>1 0, M>1

Wie man leicht iiberpriifen kann gelten die Bedingungen (2.58) und (2.59)), mit dieser Flussauf-
teilung auch noch im isentropen Fall.

2.3.6.2 Zeitdiskretisierung und Stabilitit

Fiir die numerische Losung der Differentialgleichung (2.61)) kann ein beliebiger expliziter Inte-
grationsalgorithmus zum Einsatz kommen. Eine einfache, wenn auch nicht sehr genaue Variante,
ist die numerischen Integration mit Hilfe des expliziten Vorwdrts-Euler- Verfahrens. Somit ergibt
sich die folgende Differenzengleichung

At k —k — ok

Tk g (FH(T)) + F(U},1) ~ F*(U,_)) - F~(U})) + At Q(U}),  (2.69)

==k+1
U.
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wobei At die Diskretisierungszeit ist. Fiir die Diskretisierung gilt

T, = T, (kAL). (2.70)
Bei der Zeitdiskretisierung muss ein besonderes Augenmerk auf die Stabilitéitseigenschaften
des verwendeten Integrationsalgorithmus gelegt werden. Insbesondere muss die Ausbreitungs-
geschwindigkeit im numerischen Rechengitter (%f) kleiner gleich der grofiten physikalischen
Stromungsgeschwindigkeit sein, vgl.[I7, S. 59]. Dies ldsst sich anhand der Charakteristiken der
Euler-Gleichung iiberpriifen, vgl. (2.35) und (2.40)). Eine notwendige Stabilitétsbedingung fiir ex-
plizite Integrationsverfahren ist die sogenannte Courant, Friedrichs und Lewy (CFL)-Bedingung.
Die notwendige Bedingung lautet wie folgt

N
A—ga{A} =C<1, (2.71)

wobei 0{A} = max (|u + a|, |u — a|) fiir den betragsmiBig groften Eigenwert der Jakobimatrix
A steht, siche Gleichung . Fiir das einfache explizite Vorwarts-Euler-Verfahren muss die
CFL-Zahl C' immer kleiner gleich 1 sein. Wird ein Integrationsalgorithmus hoéherer Ordnung
verwendet, so kann C' auch grofer sein, vgl. [17, S. 59], [29, S. 6-14].

2.4 Linearisierung

Fiir einen spéteren Reglerentwurf ist es sinnvoll ein vereinfachtes Modell der Strecke zu betrach-
ten. Zu diesem Zweck werden die isentropen Euler-Gleichungen um einen Arbeitspunkt
linearisiert.

Es werden im Folgenden nur noch kleine Auslenkungen um diesen Arbeitspunkt betrachtet. Als
Zustandsvariablen des Systems werden hierbei die Dichte ¢ und die Impulsdichte pu verwendet.
Der Druck p wird durch die Zustandsgleichung beschrieben. Es ergibt sich der folgende
Arbeitspunkt

o(&:t) = 0o + Ao(§,1) (2.72a)
(eu)(&,t) = Alou)(§,1), (2.72b)

wobei angenommen wird, dass die Impulsdichte im Arbeitspunkt (ou)g Null ist. Die eigentliche
Linearisierung der isentropen Euler-Gleichungen erfolgt analog zur Linearisierung eines
nichtlinearen dynamischen Systems. Aus den in Vektorform angeschrieben Gleichungen
erhélt man die folgende Linearisierung

ouU ) OF(U) o . Q(U)
oU lu=u, GtAU ou ‘U:UO (%AU - 0U ‘U:UOAU

(2.73)

Durch einige Umformungen ergibt sich das folgende lineare System von partiellen Differential-
gleichungen

0Ap  0Agu A

W + ag = —ZAQU (2.74&)
0Aou 2000
5 + ap o 0. (2.74b)

Die Schallgeschwindigkeit im Arbeitspunkt ag ist hierbei

ap = ’y@, (2.75)
20
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wobei sich pg aus Gleichung berechnen ldsst. Fiir viele ingenieurtechnische Anwendungen
ist es sinnvoll eine Variablentransformation durchzufithren. In der Praxis werden hiufig Druck
p und Massenstrom ¢, zur Beschreibung von instationdren Stromungen verwendet. Der Zusam-
menhang zwischen Druck p und Massenstrom ¢,, mit Dichte o und Impulsdichte pu ist durch
folgende Gleichungen gegeben

P/ dm
== , mit K = 20 yind ou = . 2.76
(%) i "= A (270

Wiederum wird eine Linearisierung um einen Arbeitspunkt durchgefiihrt und lediglich kleine
Auslenkungen aus diesem betrachtet

p(éa t) =po + Ap(év t) (277&)
Qm(gv t) = AQM(& t)’ (277b)

wobei der mittlere Massenstrom g, o als vernachléssigbar angenommen wird. Somit ergibt sich
das folgende lineare System von partiellen Differentialgleichungen

aAp_l_ a% 0AGm

TR TR 0 (2.78a)
oJAN 0Ap
) A(g)(Tg = 0. (2.78b)

Die beiden Klappen werden mittels der Randbedingungen

Qm(o’t) = Aeff(al(t))\/,y]];lj—b(pl —p(O,t)) = h (p(£7t)v al(t)) (279&)
(1) = Aeff(az(t))\/ U ) - p) = 0 D), (2700

beriicksichtigt. Hierbei wird angenommen, dass der Druck p; vor der Klappe 1 grofler ist als der
Druck im Rohr und dass der Druck ps nach der Klappe 2 kleiner ist als der Druck im Rohr. Da
es sich bei den Gleichungen um nichtlineare Randbedingungen handelt, werden diese, wie
zuvor schon die partiellen Differentialgleichungen, um einen Arbeitspunkt linearisiert

Agn(0,t) = df1 Ap(0,t) + N Aoy (t) = c1pAp(0,t) + 1 0Aaq () (2.80a)
3]7 P0,21,0 Qa1 Ipo,a1,0
Of2 Ofs _

Agm (L, t) = Ap(L,t) + +— Aas(t) = copAp(L,t) + c2sAa(t).  (2.80b)
3]7 P0,02,0 Q2 Ipo,2,0

Somit ergibt sich zusammengefasst das folgende lineare Anfangs-Randwertproblem

06,0 = —%%Aqm(g ), 0<e<L (2.81a)
0 0
aAQm(& t) - _Aaié-Ap(§7 t) (281b)
Agm(0,t) = c1,Ap(0,1) + c1 oA () (2.81c)
Agm(L,t) = ca pAp(L, t) + c2 o Aca(t) (2.81d)
AP(E,0) =0, Agu(£,0) =0, (2.81¢)
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Bemerkenswert ist die verbliiffende Ahnlichkeit der Gleichung (2.78) mit der sogenannten Lei-
tungsgleichung eines verlustlosen Leiters

au i

1
. + 70,(5) 78{ =0 (2.82&)
01 1 Ou
5t T 5t = 0, (2.82b)

wobei i = i(£,t) der Strom, u = u(,t) die Spannung, C’(£) der ortsabhingige Kapazititsbelag
und L'(§) der ortsabhéngige Induktivitéitsbelag entlang der Leitung sind.

2.5 Beschreibung im Frequenzbereich

In vielen Fallen kann es hilfreich sein eine Analyse im Frequenzbereich durchzufithren. Zum
Beispiel kann mittels eines sogenannten Chirp-Versuchs das Eingangs-/Ausgangsverhalten des
Systems im Frequenzbereich relativ einfach messtechnisch ermittelt werden. Im Folgenden wird
zum Zweck der Analyse im Frequenzbereich die Ubertragungsmatrix des Systems auf analyti-
schem Weg bestimmt.

Eine Moglichkeit zur Berechnung der Ubertragungsfunktionen des Systems, ist die Transforma-
tion des Anfangs-Randwertproblems (2.81)) in den Bildbereich. Es ergibt sich

p Ap(e,0)— 04 2.83
S p(§7 8) - p(§7 ) A dfqm(ﬁ? ) ( . a‘)
S (jm(ga 8) - Aqm(&vo) - _Ajfﬁ(§7 5) (283b)
gm(0,t) = c1pp(0, 8) + c1,au1(s) (2.83¢)
Gm(L,t) = c2pp(L, 5) + c2,02(s) (2.83d)
y1(s) = p(0, s) (2.83¢)
y2(s) = p(L, s) (2.83f)
wobei die folgenden Laplace-Transformationen gelten
P& s) = L{Ap(, 1)}, am(&,s) = L{Agm(&, 1)} (2.84a)
ai(s) == L{Aax(t)},  aa(s):= L{Aaqa(t)} (2.84b)
ni(s) = L{Ap(D)},  B2(s) = L{Aps(t)}. (2.84c)
Es wird angenommen, dass die Anfangswerte Null sind
Ap(&,0) =0 und Agn(£0)=0. (2.85)
Die allgemeine Lésung von lautet
— A 7& —
P&, s) B cosh( ) Slnh (a ) p(0,s) | (2.86)
O) cosh (%) dm/(0, s)
s)

)] |- dbsinn
p(0

mit den noch zu bestimmenden Wert fiir p(0, s) und G, (0, s). Diese kénnen aber relativ einfach
durch Einsetzen der allgemeinen Lésung - in die Randbedingungen (2.83c|) und ([2.83d)



bestimmt werden. Nach kurzer Rechnung ergibt sich

aopCl,q (A cosh <§—§) + apcg p sinh (é’—j)) u1(s) — Aapca,qUa(s)
Aag(cg,p — c1p) cosh (5—5) + (A% — adci peap) sinh (i—j)

Aciq <A sinh (5—;’) + apca,p cosh (5—5)) u1(s) — Aagcy pea qU2(s)

Aag(cap — c1,p) cosh (5—;) + (A2 — a%clypc;p) sinh (5—;)

ﬁ(()? 3) =

(2.87a)

G (0.5) = (2.87b)

Somit lautet die Ubertragungsmatrix G (s) des verteilt parametrischen Mehrgrifensystems ([2.83)

y(s) = G(s)u(s), (2.88)
mit der Ubertragungsmatrix G(s)
a(s) ap | Cla (A cosh (5—;’) + agcg,p sinh (5—;’)) —Acq
g) = 0
A(s) Aciq —C2q (A cosh (5—5) — apcy psinh (5—5 )
(2.89)
und der komplexen Nenner-Funktion A(s)
L L
A(s) = Aag(ca,p — c1,p) cosh <a8> + (A% — ader pea ) sinh (;) . (2.90)
0 0
Die Polstellen p; von G(s) lauten
ik
pkzw, keZ=1{0+1,+2,...} (2.91)

mit der reellen Konstante /3

B=In ( VAT aocLp/ A~ docay > . (2.92)

B \/(A — aoch)(A + CL[)CZP)

Die abzéhlbar unendlich vielen Polstellen py, liegen in einem vertikalen Band in der linken, offenen
Halbebene. Fiir verteilt parametrische Systeme erhélt man im allgemeinen, so auch hier, irratio-
nale Ubertragungsfunktionen, vgl. [5, S. 11]. Man erkennt den groBen Einfluss der Randbedingun-
gen auf das Systemverhalten. Wiirde statt der verkoppelten Randbedingen und
eine direkte Vorgabe der Massenstrome an den Réndern gemacht, so wiirden die Polstellen auf
der imaginiiren Achse liegen und das System wiire instabil. Anhand der Ubertragungsfunktionen
von VPS kann es moglich sein einen Reglerentwurf im Frequenzbereich durchzufiithren, vgl. [5,
S. 11-14].

In Abbildung[2.9|und [2.10]ist der Vergleich zwischen den analytisch berechneten Frequenzgiingen
und den mit Hilfe eines Chirp- Versuchs gemessenen dargestellt. Wie man erkennt, weisen die ana-
lytisch berechneten Frequenzginge keinerlei Ddmpfung auf, dies ist jedoch auch nicht zu erwar-
ten gewesen. Das Anfangs-Randwertproblem , welches zur Berechnung der Frequenzgéinge
verwendet wurde modelliert ja genau ein ideales, verlustloses Transportphdnomen.
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Abbildung 2.9: Vergleich zwischen analytisch berechnete und gemessene Frequenzgangs von Aoy
nach Aps
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Kapitel 3

Theoretische Grundlagen

Fiir verteilt parametrische Systeme (VPS) gibt es in der Literatur verschiedene, ma-
thematische Darstellungsarten, vgl. [5], [7], [6]. Eine dieser wurde bereits im Kapitel
behandelt, die Darstellung mittels irrationaler Ubertragungsfunktionen. In diesem
Kapitel werden zwei, fiir den spéateren Reglerentwurf wichtige Darstellungen, behan-
delt.

3.1 Anfangs-Randwertproblem

Der eigentliche Reglerentwurf wird anhand des linearisierten Streckenmodells des Testaufbaus
durchgefiihrt. In Abbildung[3.1]ist der schematische Aufbau der zu regelnden Strecke dargestellt.

D1 b3
\
qm71 \ QTTL72
P2 Rohr P4

Abbildung 3.1: schematischer Aufbau der zu regelnden Strecke

Das mathematische Modell der Regelstrecke wurde im vorherigen Kapitel aufgestellt und lautet
zusammengefasst wie folgt

éAp(f t) = —ngqm(ﬁ t) 0<E<L (3.1a)
ot A O¢
& Nan(6t) = - (fé (e (3.10)
Agin(0,1) = c1pAp(0,t) + c1 0D (t) (3.1c)
Agm(L,t) = Ap(L t) + c2aax(t) (3.1d)
Apa(t) = A p(0,1) (3.1e)
Aps(t) = Ap(L,1) (3.1f)
Ap(£,0) =0, Agn(€,0)=0. (3.1g)
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Um eine, in der Regelungstechnik iibliche, Zustandsbeschreibung zu erméglichen, werden die
folgenden Zusténde eingefiihrt

(131(§7 t) = Ap(§7 t) (32&)
$2(§,t> = AQM(€7t)' (32b)

AuBerdem werden die Eingangsgrofien u(t) = [u1(¢) uz(t)]T

und die Ausgangsgrofen y(t) = [y1(t) v2(t)]" definiert

y1(t) == Apa(t) (3.4a)
y2(t) = Aps(t (3.4b)
Die Zustandsgleichungen lauten somit

0 20

5¢ﬂaw——£5yﬂam 0<¢<L (3.5a)
0 0

Gi (60 = —Agen(E) (3.50)
x2(0,t) — c1,21(0,t) = c1 4u1(t) (3.5¢)
.CIZQ(L, t) — ngp.%'l(L, t) = C2,qU2 (t) (3.5(1)
y1(t) = x21(0,¢) (3.5e)
y2(t) = 21(L, 1) (3.5f)
~r1(£’t) = Oa $2(§a t) =0 (3 5g)

Es handelt sich hierbei um ein hyperbolisches Anfangs-Randwertproblem mit zwei abhingigen
Variablen und inhomogenen Dirichlet- Randbedingungen. Die Zustandsvariablen sind orts-
und zeitabhéngig. In der Literatur wird ein solches System héufig als verteilt parametrisches Sys-
tem (VPS) (bzw. in der englischen Literatur als distributed parameter system (DPS)) bezeichnet.
Die Bezeichnung solcher Systeme als unendlich-dimensionale Systeme bzw. infinite-dimensional
Systems ist ebenfalls iiblich, vgl. [5], [6], [7].

3.2 Abstraktes Anfangswertproblem

3.2.1 Vorbetrachtungen

In Anlehnung an den endlich-dimensionalen Fall, lassen sich viele VPS als abstraktes Anfangs-
wertproblem der Form

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (3.6a)
y(t) = Cx(t) (3.6)
darstellen, vgl. [6, Kapitel 1-5], [7, Kapitel 2], wobei u(t) € RP der Vektor der Eingangsgroéfien

und y(t) € R™ der Vektor der AusgangsgroBen ist. Die Zustandsvariablen x(¢) sind hier als
abstrakte Funktionen zu interpretieren

x(t) =x(§t), £€Q (3.7)
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wobei Q als Ortsbereich bezeichnet wird, vgl. [7, S. 17]. Im Unterschied zu konzentriert parame-
trischen Systemen sind die Zustandsvariablen ortsabhingige Funktionen. Die Idee besteht nun
darin das Anfangs-Randwertproblem mit Hilfe sogenannter linearer Operatoren, also linearen
Abbildungen § : X — ) mathematisch darzustellen, wobei X und Y komplexe Hilbertrdume
sind. Ein linearer Operator erfiillt die Eigenschaft der Homogdnitit und Additivitit

8(a1x1 + OfQXQ) = als(xl) + O[QS(XQ), X1,X9 € X. (38)

In der Literatur wird meist eine verkiirzte Operatorschreibweise Sx = 8(x) verwendet.

In (3.6) haben die Matrizen A, B und C lineare Operatoren als Elemente. Diese kénnen auch

Differentialopertoren di sein. Im Unterschied zu konzentriert parametrischen Systemen ist der

Zustandsraum nicht mehr R", sondern ein komplezer Hilbertraum X, d.h. x(t) € X. Auf dem
Zustandsraum X wird das Skalarprodukt

L
(x(6), y(6)x = /0 X(€)T y(E)de (3.9)

eingefithrt. Wobei mit }@ die konjungiert komplexe Funktion von y(&) gemeint ist. Ahnlich
zum endlich-dimensionalen Fall wird der lineare Operator A als Systemoperator bezeichnet

A:D(A)C X X, (3.10)

Die Randbedingungen des Anfangs-Randwertproblem ([3.5)) werden hierbei im Definitionsbereich
D(.A) des Operators A berticksichtigt. Der lineare, beschrénkte Operator B : C? — X wird als
FEingangsoperator bezeichnet

p

Bu(t) = > bi(&ui(t), bi(§) € X, (3.11)

i=1

mit den Ortscharakteristiken b;. Aus physikalischer Sicht macht es hier keinen Sinn den Ein-
gangsraum aus den komplexen Zahlen zu wihlen, dies hat allerdings mathematische Griinde,
wie spéter noch gezeigt wird. Nach [0, Definition A.3.8, S. 583] gilt fiir beschriinkte Operatoren
die folgende Definition.

Definition 3.1 (Beschrinkter Operator) Der lineare Operator T : D(T) C X — Y ist
beschrankt, falls es eine reelle Zahl ¢ € R gibt, sodass gilt

| Tx|ly <d|x||lx, Vxe€D(T). (3.12)
|

Es sei hier zu bemerken, dass Matrizen immer beschrénkt sind, vgl. [7, S. 26]. Somit ist ein
Eingangsoperator B der Form (3.11]) immer beschrénkt.

Der lineare, beschrankte Operator C : X — C™ wird als Ausgangsoperator bezeichnet
(x(t),c1(€))x
Cx(t) = ; g ex (3.13)
(x(t); em(§)) x

mit den Ortscharakteristiken c;. Wie schon zuvor beim Eingangsoperator wird aus mathema-
tischen Griinden der Ausgangsraum aus den komplexen Zahlen gewihlt. Der Operator C ist
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hierbei als Integraloperator zu interpretieren. Nach [0, S. 588] hat ein Integraloperator die fol-
gende Form

b
(S9)(1) = / a(£.OE(E)de, (3.14)

wobei die Funktion g(¢,t) als Kern bezeichnet wird. Man erkennt, dass sich der Opertor C mit
dem Skalarprodukt (3.9)) als Integraloperator darstellen ldsst. Eine wichtige Eigenschaft von In-
tegralopertoren ist, dass diese beschrinkt sind, vgl. [6, Theorem A.3.24, S. 588], [7, S. 265].

Wie oben erwéhnt, wird der Systemoperator Ax(t), mit dem Definitionsbereich D(.A) auf dem
Zustandsraum X eingefiihrt. Die Randbedingungen des Anfangs-Randwertproblems werden im
Definitionsbereich von A beriicksichtigt, d.h. x(¢t) € D(A). Die Randbedingen miissen jedoch
homogen sein, vgl. [7, S. 14]. Somit stellt sich sofort ein Problem, da es sich im vorliegenden
Anwendungsfall um ein VPS mit Randeingriff handelt, sind die Randbedingungen inhomo-
gen. In 6 S. 121-128] und [7, S. 57-65] wird eine allgemeine Vorgehensweise beschrieben, mit
deren Hilfe sich auch VPS mit Randeingriff in die Form bringen lassen. Die Idee besteht im
wesentlichen darin, durch eine geeignete Wahl von neuen Zustandsgréfien die Randbedingen zu
homogenisieren. Das Ergebnis ist dann ein um die Anzahl der Einginge erweiterter Zustands-
raum X'¢, mit neuen Eingingen u(t).

Ein weiteres Problem sind die punktférmigen Messungen (3.5¢) und (3.5f). Diese wiirden dem
folgenden Ausgangsoperator entsprechen

B x1(0,1) B (x(t),c1)x
v = mw] - [(X(t)a02>;v] | (3.15)
mit den Ortscharakteristiken
c = ﬁﬂ , Cy= [‘55] : (3.16)

wobei dg, = 0(& — &o) die Delta-Distribution ist. Diese ist aber nicht Teil des Hilbertraums &X',
vel. [7, S. 18 £].

Im Rahmen dieser Arbeit wird sowohl der punktférmige Eingriff, als auch die punktférmige
Messung (wie in [6, S. 142 f.] vorgeschlagen) durch einen verteilten Eingriff bzw. durch eine
verteilte Messung der folgenden Form

1

b(§) = %1[60—57§0+a] (€, >0 (3.17a)
1

C(&) = 51[51_%514‘1’} (5), v > 0, (317b)

approximiert. Der Rechteckpuls 1, g (&) ist hierbei wie folgt definiert

1 a<é<
Liap(6) = {0 :O;Sf_ﬁ. (3.18)

Damit ldsst sich natiirlich nur eine Approximation des Systems (3.5)) erreichen.

Eine grofle Klasse von VPS lédsst sich mit Hilfe sogenannter Riesz-Spektralsysteme beschreiben,
diese ermoglichen eine Analyse und Synthese anhand der Eigenwerte und Figenfunktionen ihres
Systemoperators, auch wenn diese keine orthonormale Basis bilden. Nach [6, Definition 4.1.1,
S. 141] ist ein Riesz-Spektralsystem wie folgt definiert.
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Definition 3.2 (Riesz-Spektralsystem) Ein lineares System der Form

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (3.19a)
y(t) = Cx(t), (3.19b)

wird Riesz-Spektralssystem genannt, wenn der Systemoperator A : D(A) C X — X ein Riesz-
Spektraloperator ist und die Operatoren B und C beschrinkt sind. |

Der Begriff des Riesz-Spektraloperators wurde erstmals in [6, Definition 2.3.4, S. 41] definiert,
vgl. [7, S. 23).

Definition 3.3 (Riesz-Spektraloperator) Sei A ein linearer abgeschlossener Operator im
Hilbertraum X, mit einfachen Eigenwerten A, und den dazugehorigen Eigenfunktionen ¢y,
welche eine Riesz-Basis bilden. Wenn der Abschluss der Menge {\;} total unzusammenhéngend
ist, so ist A ein Riesz-Spektraloperator. |

Unter dem Abschluss M einer Menge M versteht man die Vereinigung der Menge selbst und
ihrem Rand: M = M UOM. Mit total unzusammenhingend ist hier gemeint, dass es keine zwei
Punkte aus m gibt, sodass diese mit einer Linie verbunden werden kénnen, welche vollsténdig
in {A\;} liegt. Es werden neben isolierten Eigenwerten auch endlich viele Haufungspunkte der
Eigenwerte zugelassen, vgl. [0 S. 41], [7, S. 23].

Spricht man von Eigenwerten, bzw. Eigenfunktionen von Operatoren, so meint man die nicht-
trivialen Lésungen des folgenden Eigenwertproblems

Ay, = Aoy, (3.20)

mit den Eigenwerten A; und den dazugehorigen Eigenfunktionen ¢, = ¢, (&).

Bei VPS sind die Eigenwerte Elemente aus dem sogenannten Punktspektrums A, € op(A). Das
Spektrum o(A) eines linearen Operators setzt sich aus allen Punkten zusammen fiir die der
Operator (A — AZ) nicht beschriankt oder nicht invertierbar ist, wobei Z der Identitétsoperator
ist. Allgemein setzt sich das Spektrum eines linearen Operators wie folgt zusammen

0(A) =o0,(A) Uop(A) Uo,(A), (3.21)

mit dem Punktspektrum o,(A), dem kontinuierlichen Spektrum oy(A) und dem Restspektrum
or(A), vgl. [0, S. 610], [7, S. 21]. Bei VPS kann es vorkommen, dass es kontinuierlich verteilte
Punkte im Spektrum von A gibt. Fiir konzentriert parametrische Systeme ist die Menge des
kontinuierlichen Spektrums und des Restspektrums leer, d.h. die Menge der Punkte aus dem
Spektrum ist gleich den Eigenwerten.

Fiir die Definition des Riesz-Spektraloperators ist es notwendig die Riesz-Basis zu definieren.
Diese ist nach [6, Definition 2.3.1, S. 38], [7, S. 24] wie folgt definiert.

Definition 3.4 (Riesz-Basis) Eine Folge von Vektoren ¢, im Hilbertraum X bildet eine
Riesz-Basis, falls span{¢;,} = X gilt und es positive Konstanten m; und mgy gibt, sodass die
folgende Ungleichung fiir beliebige Skalare oy gilt

N N N
mi Y JarP < D ordylP <ma D> |ewf’, VNEN (3.22)
k=—N k=—N k=—N
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In der obigen Definition bedeutet span {¢,} = X, dass jedes x aus X’ beliebig genau durch eine
Linearkombination der Folge ¢, approximiert werden kann.

Es sei hier zu bemerken, dass jede orthonormale Basis eine Riesz-Basis ist, wie man leicht am
folgenden Beispiel erkennen kann. Falls ¢, orthonormal ist gilt

N N
1Y adell? = D lewl® ||yl (3.23)
k=N k —

=N

womit die Definition fiir mq < my erfiillt ist.

Bilden die Eigenfunktionen ¢, des linearen Operators A, mit den dazugehoérigen Eigenwerten
A eine Riesz-Basis in X', so konnen die Eigenfunktionen 1, des adjungierten Operators A", mit
den dazugehorigen Figenwerten py derart skaliert werden, dass folgender Zusammenhang gilt

Dieser Zusammenhang wird als Biorthonormalititsrelation bezeichnet, vgl. [0, Lemma 2.3.2, S.
38], [7, S. 24].
Nach [6, Definition A.3.57, S. 601] ist der adjungierte Operator 8* zu 8 wie folgt definiert.

Definition 3.5 (Adjungierter Operator) Sei S : D(S) C X — Y ein Operator, dann exis-
tiert ein eindeutiger Operator 8* : D(8*) C Y — X, sodass gilt

<SX7Y>X = <X,S*Y>y- (3.25)
Der Operator 8* wird adjungierter Operator zu S genannt |

Der Definitionsbereich des Operators D(S) muss die homogenen Randbedingungen des Anfangs-
randwertproblems bertiicksichtigen. Das gleiche gilt fiir den Definitionsbereich des adjungierten
Operators D(S8™), dieser beriicksichtigt die sogenannten adjungierten Randbedingungen. Als Bei-
spiel sei hier auf die Berechnung des adjungierten Operators des vorliegenden Systems in Anhang
verwiesen. Im linearen, konzentrierten Fall ist der adjungierte Systemoperator lediglich die
transponiert, konjugiert komplexe Matrix von A.

Eine in manchen Féllen einfacher nachzuweisende Definition einer Riesz-Basis, nach [6, Exercise
2.21, S.89] lautet wie folgt.

Definition 3.6 (Riesz-Basis (Alternative)) Sei e eine orthonormale Basis in X', also selbst
eine Riesz-Basis, so ist ¢, eine Riesz-Basis, falls es einen beschrénkten, invertierbaren Operator
S gibt, sodass

¢, = Sey, (3.26)

gilt. ]
Weiters gilt fiir den Operator & die folgende Beziehung
S*Y;, = ey, (3.27)

wobei 1;, die biorthogonale Folge zu ¢, ist.

27



Die obige Definition ist vergleichbar mit der Diagonalisierbarkeit der Systemmatrix A im linea-
ren, konzentriert parametrischen Fall, mit Hilfe einer Ahnlichkeitstransformation D = T 'AT.
Eine hinreichende Bedingung ist, dass die n x n Matrix A n verschiedene Eigenwerte aufweist.
Die regulére Transformationsmatrix T hat dann die Rechtseigenvektoren von A als Spalten. Die
Eigenvektoren der Diagonalmatrix D sind dann die Einheitsvektoren in R™.

Riesz-Spektraloperatoren weisen einige interessante Eigenschaften auf, welche sich besonders bei
der Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit der Losung des abstrakten Anfangswertproblems
als hilfreich herausstellen. Weiters lassen sich Fragen nach Beobachtbarkeit und Steuerbar-
keit relativ einfach beantworten.

Ist der Systemoperator A ein Riesz-Spektraloperator mit den Eigenwerten )\, und den dazu-
gehorigen Eigenfunktionen ¢, so gilt die spektrale Darstellung

Ax= > N (X, %)y brs (3.28)

k=—o00

mit den Eigenfunktionen 1), von A*, vgl. [0, Theorem 2.3.5, S. 41 f.].

Im folgenden werden die Begriffe stark stetige Halbgruppe und infinitesimaler Generator kurz
betrachtet. Geht man zunéchst vom linearen, konzentriert parametrischen Fall aus. Mit der
Zustandsdifferentialgleichung

x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xo, (3.29)

so lautet die bekannte Losung
t
x(t) = exp(At)xg + / exp(A(t — 7))Bu(r)dr, (3.30)
0

bzw. fiir ein autonomes System X(t) = Ax(t)
x(t) = exp(At)xo. (3.31)

Die Matrix exp(At) = ®(¢) : R — R”, welche den Zustandsiibergang von einem beliebigen
Anfangszustand xg beschreibt, wird auch Transitionsmatriz genannt. Es stellt sich die Frage
wie man dieses Konzept auf den unendlich dimensionalen Fall erweitern kann. Definiert man
ghnlich wie im linearen konzentriert parametrischen Fall einen linearen, beschrinkten Operator
(Tx)(t) : R — X, so kann man die Losung des autonomen abstrakten Anfangswertproblems
x(t) = Ax(t) wie folgt anschreiben

x(t) = T (t)xo. (3.32)
Die Losung, bzw. Trajektorie x(t) muss die Wohlgestelltheitsbedingungen nach Hadamard erfiillen,

vgl. [6l S. 15]. Diese stellt zwei Bedingungen an die Losung : Sie muss eindeutig sein und Kon-
tinuierlich vom Anfangszustand xy abhingen. Betrachtet man nun die folgenden zwei Fille

x(0) = T(0)xo (3.33)
und
x(t+7)=T({t+7)x(0), t,7cR"
=T )T (7)x(0) (3.34)

=T()x(1).
so ergeben sich ganz natiirlich wesentliche Eigenschaften an den Transitionsoperator T (t). Dieses
Konzept ldsst sich unter dem Begriff der stark stetigen Halbgruppe (Co-Halbgruppe) zusammen-
fassen, welche nach [0, Definition 2.1.2, S. 15] wie folgt definiert ist.
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Definition 3.7 (Stark stetige Halbgruppe (Cy-Halbgruppe)) Eine Cy-Halbgruppe
(Tx)(t) : RT — X ist eine operatorwertige Funktion, mit den folgenden Eigenschaften

T0)=T (3.35)
Tt+71)=T )T (1) (3.36)
lim ||(7T%0)(t) — x0|| =0, (3.37)
t—0t
wobei Z der Identitditsoperator ist. |

Die erste Bedingung in obiger Definition folgt aus dem Beispiel , die Bedingung stellt
die Zeitinvarianz sicher und stellt die starke Stetigkeit des Operators T (t) beziiglich eines
Anfangszustandes xg sicher. Bis auf die letzte Bedingung sind die Eigenschaften der Transiti-
onsmatriz ®(t) im lineare, konzentriert parametrischen Fall gleich. Da exp(At) unabhéngig vom
Anfangszustand stetig ist muss dies nicht extra beriicksichtigt werden.

Mit Hilfe des Transitionsoperators kann nun die Losung des abstrakten Anfangswertproblems
(3.6) angeschrieben werden

x(t) =T a(t)xo + /Ot T a(t —7)Bu(r)dr (3.38a)
y(t) = Cx(t), (3.38b)

wobei T 4(t) die, zu gehorige Co-Halbgruppe ist, vgl. [6, S. 141]. Betrachtet man und
geht von einer sprungformigen Anregung u(t) aus, so ist x(¢) nicht mehr stetig differenzierbar,
allerdings ist immer noch eine Losung, welche als milde Lisung bezeichnet wird, vgl. [7, S.
38]. Die milde Losung des abstrakten Anfangswertproblems ist gleich der schwachen
Lésung des dazugehorigen Anfangs-Randwertproblems , vgl. [7, S. 15].

Der Zusammenhang zwischen der Cy-Halbgruppe und den Zustandsgleichungen, fithrt auf den
Begriff des infinitesimalen Generators einer Cy-Halbgruppe, welcher nach 6l Definion 2.18, S.20]
wie folgt definiert ist.

Definition 3.8 Der infinitesimale Generator A der Cy-Halbgruppe T a(t) im Hilbertraum X
ist wie folgt definiert

Ax = lim TA(? L) (3.39a)
= lim Talt) - TA0) x(t). (3.39D)
n

Der Riesz-Spekraloperator A ist der infinitesimale Generator der Cp-Halbgruppe T 4(t) falls
dessen Eigenwerte \; die folgende Bedingung erfiillen, vgl. [6l Theorem 2.3.5, S. 41 f.]

sup Re(\g) < oc. (3.40)
k

Die zu A gehorige Cyp-Halbgruppe lautet dann

o0

Talbx= Y M (xP)ydp, D(Talt) =X (3.41)

k=—o00
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Wie oben beschrieben ist im linearen, konzentrierten Fall die Transitionsmatrix ®(t) = exp (At)
die Cp-Halbgruppe. Ihr dazugehoriger infinitesimaler Generator kann mit Hilfe der obigen De-
finition einfach berechnet werden, es handelt sich um den Differentialquotient. Demnach ist im
konzentriert parametrischen Fall der infinitesimaler Generator von ®(t) = exp (At) einfach des-
sen Ableitung nach t, fiir ¢ — 0, also die Systemmatriz A.

Bilden die Eigenfunktionen ¢;, eine orthonormale Basis im Zustandsraum X', so ist eine eindeu-
tige Reihenentwicklung der Zustéinde moglich. Bei vielen Systemen bilden die Eigenfunktionen
des Systemoperators A jedoch keine orthonormale Basis im Zustandsraum, handelt es sich aber

um ein Riesz-Spektralsystem, so ist trotzdem eine eindeutige Reihenentwicklung moglich, vgl.
Definition [3.6

Da die Eigenfunktionen ¢, eine Riesz-Basis bilden, konnen die Zustédnde x(¢) durch die folgende
Reihenentwicklung eindeutig dargestellt werden, vgl. [6, Corollary 2.3.3, S.40], [7, S. 34-40]

o0

x(t)= ) zi(t)ér (3.42)

k=—o00

mit den sogenannten modalen Zustinden xj(t)

wp(t) = (X, 9Pp) - (3.43)

Die Eingangs-Ortscharakteristiken b; kénnen ebenfalls auf die gleiche Weise dargestellt werden

b; = Z b 1 Prs (3.44)
k=—o00
mit den Koeffizienten b;k
i = (biYp)x (3.45)

Durch Einsetzen von (3.44) in (3.11)) erhélt man

p [e’e]
Bu(t) =Y Y bieuilt) (3.46)

i=1 k=—oc0
= ) ¢biTu(t), (3.47)
k=—oc0
mit
b*T — [ka b;,k:] _ (3.48)

Setzt man (3.42) in (3.6a)) ein, so ergibt sich
[e.e] o0

S e = Y wiHAd+ > ubiTult) (3.49)

k:—oo k;:—oo k:—OO

Mit der Eigenwertgleichung (3.20) und einem Koeffizientenvergleich erhilt man somit

3. (t) = Ak (t) + b u(t) (3.50a)
z1.(0) = (x(0), ¢y, - (3.50b)
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Die Ausgangsgleichung ([3.6b|) kann mit (3.42) wie folgt dargestellt werden

Yt = Y wiCer= Y ciai(), (3.51)
k=—oc0 k=—o00
mit
<¢k7 C1>X
c = : . (3.52)
<¢ka Cm)X
Durch Reihenabbruch ergibt sich das endlichdimensionale Zustandsraummodell
x*(t) = Ax*(t) + B u(t) (3.53a)
v (t) = C*x*(1), (3.53b)
mit der modalen Systemmatriz A
An
A= , (3.54)
An
der modalen Eingangsmatriz B*
bz, T <b17 ¢—H>X T <bp7 d’—n>X
B* = : = : : (3.55)
b;l;T <b17¢n>X s <bp7'l/’n>,’v

und der modalen Ausgangsmatriz C*

<¢—n7c1>X <¢n7c1>X
C=ler, - = : : , (3.56)
<¢—n7cm>X <¢)nuc’m>}(
Die oben beschriebene Approximation wird auch modale Approrimation n-ter Ordnung be-

zeichnet und kann als Ausgangspunkt fiir einen Farly- Lumping-Ansatz verwendet werden, siehe
Kapitel

Wie schon in Kapitel [2| erwiihnt, kann es sinnvoll sein die Ubertragungsfunktion des Sys-
tems zu berechnen. Selbstverstindlich kann die Ubertragungsfunktion anhand des Anfangs-
Randwertproblems analytisch berechnet werden, wie schon in Kapitel gezeigt. Allerdings
kann die Ubertragungsfunktion auch anhand der spektralen Darstellung eines Riesz-Spektral-
systems dargestellt werden. Nach dem Hilfssatz aus |6, Lemma 4.3.10, S. 183] lautet die Uber-
tragungsfunktion eines Riesz-Spektralsystems wie folgt.

Satz 3.1 (Ubertragungsfunktion) Sei A ein Riesz-Spektraloperator, B und C linear und
beschrankt. So lautet die Ubertragungsmatrix des Riesz-Spektralsystems wie folgt

G(s)=C(sT-A)'B (3.57a)

=S c¢,; fg;ﬁk (3.57h)
k=—00

:E:f%; (3.57c)
k=—0o0

|

Die Darstellung (3.57¢) stimmt mit dem modalen Zustandsraummodell iiberein
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3.2.2 Anwendung auf das vorliegende System

Das approximierte System, mit verteiltem Eingriff und verteilter Messung lautet wie folgt

2

—xl(f t) = Za—gxg(f ) 0<¢<L (3.58a)

2 et = (.fgml(g,t) b (€ (1) + ba(€)ua() (3.58)

x2(0,t) — c1,21(0,) =0 (3.58¢)

.%'2<L, t) — 627p:(}1 (L, t) =0 (3.58(21)
L

ui(t) = /O 1 (€)1 (€, 1)de (3.580)
L

nlt) = [ ex@ne s (3.58f)

z1 (57 t) =0, $2(§7 t) =0. (358g)

Hierbei sind die Randbedingungen homogenisiert worden und die punktférmigen Eingriffe aus
(3.5c]) und (3.5d)) werden dhnlich wie in (3.17)) mit den folgenden Eingangs-Ortscharakteristiken

Aciq
(e =~ T104(6) (3.59)
Acsq
ba(§) = C(fp ZLir—e(6), (3.59b)

approximiert. Auf die gleiche Weise werden die punktférmigen Messungen aus und ( -
mittels der Ausgangs-Ortscharakteristiken

1

a(f) = 51[52“71/761“4»1/] 3] (3.60a)
2(§) = %1[@27”@2 (), (3.60b)

approximiert. Das Anfangsrandwertproblem (3.58)) ldsst sich als abstraktes Anfangswertproblem
der folgenden Form darstellen

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (3.61a)
y(t) = Cx(t). (3.61Db)

Als Zustandsraum X wird die direkte Summe der Vektorrdume X; und Xs

X=X X = LQ(O, L) D LQ(O, L) = {[ij ’1‘1 € Xy,x9 € XQ} (362)

gewihlt. Diese sind jeweils der Funktionsraum Lo (0, L), d.h. der im Intervall [0, L] quadratisch
integrierbaren Funktionen. Weiters wird das Skalarprodukt (-,-)x in X wie folgt definiert

<Bj ’ [ﬂ >X = /OL (wl(f)fﬁ + w2(f)m> dg. (3.63)

Zu bemerken ist hierbei, dass es durchaus auch andere Moglichkeiten gibt den Zustandsraum
und das Skalarprodukt zu wihlen. Wichtig ist bei der Wahl des Zustandsraums, dass mit den
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Zustinden die Gesamtenergie des Systems beschrieben werden kann, vgl. [7, S. 32]. Dies fiihrt
auf den Begriff des Energieraumes, in dem durch das eingefiihrte Skalarprodukt die induzierte
Norm ||x|| = (x,x) , proportional zu Energie ist.

Aus (3.58a) und (3.58b|) lisst sich der Systemoperator A einfach ablesen

y i
Ax(t) = g A% [ ] (3.64)
A= 0 2

dg

Neben der Vorschrift zur Abbildung, also den Operator A selbst muss noch der dazugehorige
Definitionsbereich D(.A) definiert werden. Die Zustandsgréfien x(¢) miissen Elemente des Zu-
standsraums X sein. Falls x absolut stetig ist, so ist sicher gestellt das gilt

¢ dx
x(€) = x(0) + / ¢ (3.65)
0 d¢
und es existiert die schwache Ableitung von x. Stellt man sich zum Beispiel einen Integrator
vor der mit einer Sprungfunktion angeregt wird, so ist die Ausgangsfunktion absolut stetig und
die Sprungfunktion deren schwache Ableitung. Die klassische Ableitung wiirde in diesem Fall
nicht existieren. Aus der absoluten Stetigkeit von x folgt die Existenz der schwachen Ableitung
‘é—’g. Da der Operator A vom Zustandsraum X nach X abbildet muss die Ableitung der Zu-
standsgrofien ebenfalls in diesem Zustandsraum sein, somit ist sichergestellt, dass gilt Ax € X.
Wie bereits oben erwéhnt muss der Definitionsbereich D(.A) die homogenen Randbedienungen
und des Anfangs-Randwertproblems beriicksichtigen. Zusammengefasst ergibt
sich der folgende Definitionsbereich

d d
D(A) = {X € X‘:):l, x9 absolut stetig, difl’ dig € Ly(0,L)
(3.66)
und z2(0) — ¢1,21(0) =0, z2(L) — cgpz1(L) = 0}.
Aus Gleichung ([3.58b)) ergibt sich der folgende Eingangsoperator B

0 0

Bu(t) = up(t) + ua(t), (3.67)
by ba

mit den Ortscharakteristiken b; und by nach (3.59). Nun miissen noch die Ausgangsgleichungen
(3.58¢)) und (3.581)) im vorher definierten Zustandsraum X angeschrieben werden, was jedoch im
vorliegenden Fall einfach moglich ist. Somit lautet der Ausgangsoperator C

_<x1(t)701(f >L2 B <331(t)’617(€)>L2  (@2(1). O, (3.68)

7 (awa@), ] [(0.6@), w0,
1(
0

(o ['V]),

- = Cx(t), (3.69)

(o [57),

mit den Ausgangs-Ortscharakteristiken ¢; und ¢g nach ((3.60)).

~—

~—

e}

I
~—

Q
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Wie oben erwihnt werden Riesz-Spektralsysteme anhand ihrer Eigenwerte und Figenfunktionen
analysiert. Hierzu wird das folgende Figenwertproblem betrachtet

Ay, = A\ ¢y, (3.70)

Wobei Ay die Eigenwerte des Systemoperators sind und ¢;, die dazugehorigen Eigenfunktionen.
Die nichittriviale Losung des Eigenwertproblems (3.70]), mit dem Operator A (3.64]) und dem
dazugehorigem Definitionsbereich D(.A) (3.66|) lautet (sieche Anhang[A.1)),

ap (jkm + B)

Ne= =, keZ={0.+1,42,..}, (3.71)

mit der reellen Konstante /3

\/A + aoch\/A — apCayp
=1 3.72
gt (\/(A —apcp) (A + apczp) (3:72)

und den nicht normierten Eigenfunktionen ¢,

Lcosh ()\kg> — @sinh (Akg)

_ | Cp ag A aq

Pk = )\k£> A (Ak£> , keZ={0,£1,£2,...}. (3.73)
- sinh

cosh [ —

ao aoC1,p ao

Man erkennt, dass es sich bei den Eigenwerten \; um die Polstellen aus handelt. Wie
man leicht iiberpriifen kann, sind die Eigenfunktionen ¢, im eingefiihrten Zustandsraum X', mit
dem Skalarprodukt nicht orthonormal. Es ist also nicht sofort klar, ob es sich bei
um eine Riesz-Basis handelt. Unter Verwendung der Definition kann jedoch gezeigt wer-
den, dass es sich bei um eine Riesz-Basis handelt (siehe Anhang . Da die Eigenwerte
einfach sind und keine Hiufungspunkte aufweisen und der Systemoperator abgeschlossen
ist (siche Anhang , handelt es sich bei um einen Riesz-Spektraloperator, nach Defi-
nition vgl. [7, S. 27 f.]. Wie bereits oben erwéhnt ist der Eingangsoperator und der
Ausgangsoperator beschrankt, womit es sich bei dem oben beschriebenen System um ein
Riesz-Spektralsystem, nach Definition handelt.

Die Eigenfunktionen ¢, (3.73)) miissen hierbei nicht extra normiert werden, da fiir den spéteren
Gebrauch lediglich die Biorthonormalitit zwischen ¢, und v, gelten muss. Somit wére ohnehin
nur die Normierung einer der beiden Folgen mdglich.

Fiir die spiteren Betrachtungen werden noch die Eigenfunktionen ), und Eigenwerte uy des
adjungierten Operators A* benotigt. Da bereits gezeigt wurde, dass A ein Riesz-Spektraloperator
ist kann die Berechnung von 1), und pi auch iiber die Eigenfunktionen ¢, und Eigenwerte A
erfolgen, siehe Gleichung (3.27). Diese lauten (siehe Anhang [A.4)
_ik
[ = W keZ=1{0,+1,+2,...}, (3.74)

mit der reellen Konstante 5 (3.72) und den Eigenfunktionen ),
A2 Aagc?
S g T 621’1)2 cosh <Mk§> — 5T 021,5 sinh ('uké>
(A% —aget )L ap (A — agef )L ag
apC p (Mk&) Aagcy p . <Nk£) (3.75)

- ——cosh | — |+ ——-2—sinh | —

(A2 —agei )L aop (A2 —agei )L ap

keZ=1{0+1,42,.. .}
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Fiir die bisherigen Betrachtungen wurde der adjungierte Operator A* zu A nicht explizit
benstigt, in Anhang wurde dieser jedoch trotzdem berechnet. Wie sich leicht feststellen
ldsst, gilt die Biorthognalitdtsbeziehung

<¢n7 /ll)m>X = 57””'

Die Eigenwerte pi des adjungierten Operators entsprechen genau den konjungiert komplexen
Eigenwerten Ay

(3.76)

[k = k- (3.77)

Im folgenden wird die modale Approximation der Form
x*(t) = Ax*(t) + B*u(t) (3.78a)
vy (t) = C*x*(t), (3.78b)

fiir das oben beschriebene System berechnet. Wendet man (3.55)) auf die Eingang-Ortscharakte-
ristiken b; (3.59) des Systems an, erhélt man mit 1, aus (3.75)

sz = [<b17¢k>é\f <b2ﬂd)k>X]
0

= [Clnte] #), (ke

Nach kurzer Rechnung erhélt man die folgenden Entwicklungskoeffizienten bjT, der modalen
Eingangsmatrix B* (3.55))

o) | kezarsny. BT
X

- Aa%cl,a <A <1 — cosh ('IZZ(S)) + agci psinh </Z€;>> 1
2 _ 2.2
bi' = o ke /.LkLE /gf(ZL a_og,p px(2L —¢)
2Aa8017p02,a sinh <2a0> (A sinh <200) — apcyp cosh <2a0>>
cophrLe <A2 - a%c%,p>

(3.80)
Die Entwicklungskoeffizienten cj der modale Ausgangsmatrix C* (3.56|) konnen mit ¢, aus (3.73))
und den Ausgangs-Ortscharakteristiken ¢; aus (3.60)) auf die selbe Weise berechnet werden

C;; — <¢k7cl>){:|
_<¢k7 C2>X
<¢k7 [Clé@] > (3.81)
= X, keZ=1{0+1,+2,. ..}
e [0
L 0 X
Es ergeben sich die folgenden Entwicklungskoeffizienten cj;
_ \ \ i
ag <A cosh <€Mk> — apcy psinh (Sylk>> sinh (M)
agp ao ap
Acy pA
ct = - CLpAkY - (3.82)
ao <A cosh ( b2 k> — apcy psinh < b2 k>> sinh (y)
agp ao o
L AcrpAgy i
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Mit den oben berechneten Koeffizienten bj" und ¢} und den Eigenwerten (3.71]) kann nun die
modale Approximation, der Ordnung n fiir das vorliegende System angeschrieben werden

a’:*?(t) ) An ) a:*,:(t) . b*:nT [u1(t)] .
i) | o] e b7 | L2l |
*(1\] zt (t)
t
yi;; =[ct, ol 0. (3.83b)
P2 0

Es handelt sich um ein lineares, zeitinvariantes Zustandsraummodell, der Ordnung 2n 4 1. Die
Elemente der Systemmatrizen A, B* und C* sind allerdings komplexwertig. Wie bereits oben
erwihnt, kann diese modale Approximation fiir einen Early-Lumping Entwurf verwendet werden,
siehe Kapitel [4]

In Abbildung ist der Vergleich zwischen der analytisch berechneten Ubertragungsfunktion
und der modalen Approximation aus (3.57d), mit (3.80) und (3.82) dargestellt. Fiir die
Approximation der Punkteingriffe und Punktmessungen wurden hierbei € = WlooL und v =
WIOOL gewihlt. Es werden jeweils nur zwei Frequenzgiinge der Ubertragungsmatrix exemplarisch
herausgegriffen: Der Frequenzgang von Aa; = u; nach Aps = y; und der Frequenzgang von

A« = uy nach Aps = 1.

60 -
B 50
=i
o 40l | analy.: u1 — 1
© === modal.: u; = 1
g 30| | = analy.: u; — yo
=== modal.: u; — yo
20 : : : — —
10° 10! 10?
Frequenz in Hz
180 -
— analy.: u; — y1
%D 90 |- | === modal.: u1 — 11
o —— analy.: u1 — o
é O _|--- modal.: u; — g
<
= —90|
—180 — —
10° 10! 102

Frequenz in Hz

Abbildung 3.2: Vergleich zwischen analytisch berechneten und modal approximierten Fre-
quenzgangen

Man erkennt, dass die Ubereinstimmung zwischen dem analytisch berechneten Frequenzgang
, mit Randeingriff und Randmessung fiir den Frequenzgang von A«; nach Aps wesentlich
besser ist als von Aa; nach Aps. Dies lidsst sich dadurch erkliaren, dass aus der Sicht der verteilt
angendherten Messung ys der verteilt approximierte Fingriff uy anndhernd punktformig ist. Aus
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der Sicht der wverteilt angendherten Messung y1 aber eben nicht mehr.

Abschlieflend sein noch anzumerken, dass mit den Ortscharakteristiken b; punktformige Eingriffe
und mit den Ortscharakteristiken ¢; punktférmige Messungen approximiert werden. Diese Vor-
gehensweise hat allerdings hauptsichlich mathematische Griinde. Aus praktischer Sicht bietet
sich eine vereinfachte Vorgehensweise an.

Fiihrt man in (3.59) den Grenziibergang aus, d.h. hH(l) b} T, so erhiilt man eine fiir den praktischen
e—

Gebrauch einfachere Beziehung fiir die Entwicklungskoeffizienten bj T

Acy g, Aco g,
bt = [— c L Yr2(0) 2

Lp C2,p

¢k,2(L)]T, keZ={0,+1,42,...}. (3.84)

Eingesetzt ergibt sich

; Aagcmcm AaochcZa(—l)k(A sinh(B) — apcip cosh(ﬁ))] T
by’ = ,

L (A2 — agcip) capL (A2 — a%cip)
keZ=1{0,+1,+2,...}.

(3.85)

Wird die gleiche Vorgehensweise auf die Entwicklungskoeffizienten cj, angewandt, d.h. lin% cr
v—

so erhilt man

* ¢k,1(fy1)] _
ct |:¢k,1(€y2) . keZ={0,+1,42...}, (3.86)

mit (3.75)
L cosh <)\€yl> — a—/;] sinh <)\£y1)
Clp a0 a0 keZ=1{0,41,42,... .
c 1 <)\§y2> - @Sinh ()\@2) ) € {0,£1,£2,...}, (3.87)

—— cosh
Clp aq A aq

%
Il

In Abbildung ist der Vergleich zwischen den Frequenzgingen der modalen Approximati-
on mit angendhertem Punkteingriff und angendherter Punktmessung mit dem entsprechendem
Grenziibergang (liH(l] b;T, bzw. lir% c;) dargestellt.

E— vV—r
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180
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Abbildung 3.3: Vergleich zwischen modal approximierten Frequenzgingen, mit angenidhertem
Punkteingriff und angenéherten Punktmessungen mit dem entsprechendem Grenziibergang

Man erkennt keinerlei Unterschied zwischen den Frequenzgéingen. Diese Vorgehensweise ist aller-
dings mathematisch nicht ganz korrekt, da wie oben schon erwdhnt Delta-Distributionen nicht
Teil des Hilbertraums X sind. Es ist allerdings mo6glich den Zustandsraum X in einen erwei-
terten Raum einzubetten, welcher auch Distributionen umfasst, vgl. [7, S. 19], [6, S. 143]. Aus
einem praktischen Standpunkt heraus betrachtet ist diese Vorgehensweise jedenfalls sinnvoll, da
so nicht mehr die komplizierten Integrale und ausgewertet werden miissen.
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Kapitel 4

Reglerentwurf mittels
Early-Lumping

Fiir verteilt parametrische Systeme (VPS) lassen sich die in der Literatur bekann-
ten Entwurfsverfahren in zwei Kategorien einteilen: Dem Farly-Lumping und dem
Late-Lumping, vgl. [1, S. 1-4]. Beim Early-Lumping wird die verteilt parametrische
Strecke vor dem eigentlichen Reglerentwurf ortsdiskretisiert. Der Regler- bzw. Be-
obachterentwurf wird dann, mit klassischen Methoden, anhand des approximierten
Systems durchgefiihrt, vgl. [10].

4.1 Diskretisierung mittels FVM und Flux-Vector-Splitting

Fiir den Early-Lumping-Entwurf wird die verteilt parametrische Strecke mit Hilfe der
FVM ortsdiskretisiert. Das so erhaltenen semidiskrete Modell endlicher Ordnung ist allerdings
von extrem grofler Ordnung und kann fiir einen praktischen Regler- und Beobachterentwurf
nicht eingesetzt werden. Aus diesem Grund muss das ortsdiskretisierte Modell in einem zweiten
Schritt einer Ordnungsreduktion unterzogen werden.

Das Streckenmodell (3.5) lautet, in Vektorform angeschrieben

0 — 0

&x(f,t) = —Aa—gx(f,t)7 0<¢<L (4.1a)

332(0, t) — C1,pT1 (0, t) = C1,aU1 (t) (41b)

xo(L,t) — capx1(L,t) = caqua(t) (4.1c)

y1(t) = x1(0,1) (4.1d)

ya(t) = x1(L,t), (4.1e)
mit der Matrix A ,
< 10 g

=4 61 . (4.2)

Die Ortsdiskretisierung wird, dhnlich wie zuvor mit Hilfe der FVM und dem Fluz- Vektor-Splitting
durchgefiihrt. Die verwendete Flux-Vektor-Splitting-Methode beruht auf [30]. Die Idee besteht
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darin, dass die Matrix A wie folgt aufgeteilt wird
A=A"+A", (4.3)

wobei die Matrix A" nur positive Eigenwerte und A~ nur negative Eigenwerte aufweist. Die
Eigenwerte der Matrix A lauten

)\+ = aop, AT = —ap, (4.4)

mit den dazugehorigen Rechtseigenvektoren

e[ -] »

Wie schon bei der Transformation der Euler-Gleichungen in ihre charakteristische Form wird
mit Hilfe der Transformationsmatrix T

a0 _ag
T- [A A] | (46)
eine Diagonalisierung von A durchgefiihrt. Somit ergibt sich die folgende Diagonalmatrix

m—1zm_ |@ O
A=T AT_[O _GO]. (4.7)

Die Aufspaltung der Matrix A erfolgt nun iiber die Eigenwertmatrix A = AT + A~

+ lao O - 100
afo 0 aaft 0] 4
und man erhalt
AT = TAFT L. (4.9)

Entsprechend der FVM wird das Problemgebiet in N Zellen diskretisiert. In jeder Zelle werden
die Zustandsvariablen Druck und Massenstrom betrachtet

x; = Flvj] . (4.10)

1127_7'
Der Zustandsvektor lautet somit wie folgt

X0
X=|": 2[361,0 Too T1,1 T21 ' TIN-1 T2 N-1 ZIN IIJ2,N}T- (4.11)

XN

Die physikalischen Randbedingungen aus Gleichung und und die nummerischen
Randbedingungen werden mittels sogenannter Ghost Cells beriicksichtigt. In Abbildung [4.1]sind
die Zellaufteilung des Problemgebiets (grau) und die Ghost Cells dargestellt. Es werden jeweils
fiir den linken und rechten Rand des Problemgebiets Ghost Cells verwendet.

-1 N ' N+1 ' &

Abbildung 4.1: Ghost Cells
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Auf den Ghost Cells werden die Zustandsgrofien als Dirichlet Randbedingungen vorgegeben

X_| = [ 1,0 ] (4.12a)
C1,p%1,0 T C1,aU1

TN
_ : , 4.12b
AN+ [Cz,p$1,N + C2,au2:| ( )

Mit dem Ansatz aus Gleichung (2.61]) und F; = Ax; ergibt sich das folgende semidiskrete Modell

d 1 /. .T1 0 _ 1 .. fo

Xy = ——— — — —_— 4.1

thO Af (A X0+ A x1— A |:Cl7p 0:| X9 — A Xo) + AfA |:017a:| ui, ( 3&)

in = —i (A+Xj + A_Xj+1 - A+Xj_1 - A_Xj> y 1 S ] S N -1 (413b)

di ¢

d . 1 <4 ~— (1 0 <+ = 1 10

axN = fA—g <A xy + A |:62,p O] Xy —A'xy_1— A XN> AfA |:C2,a:| ug, (4.13c)
y = [”3170} . (4.13d)

TN

Wie man leicht erkennt handelt es sich bei (4.13]) um ein lineares Zustandsraummodell der Form

x=Ax+Bu=Ax+[b p| Lﬁ (4.14a)
y = Cx, (4.14b)

mit der spdrlich besetzten Systemmatrix A

ao(aoct,p—A) a2 -
} A_ZtAlApf 0 sae  —oane 0 0 0 0 0
apc 5 A
oAf T TAE TIAE DA 0 0 0 0
a2
3¢ SANE T AE 0 0 0 0 0
A
A€ she 0 —R% 0 0 0 0
0 0 ag an_ a 0 0
A — 9AE  TAAE 2AE 2AAE
A A )
0 0 53¢ 2ac ~3Af 3¢ 0 0
a2
! ! 0 0 ~a 0 PIY; ~3AAE
A
0 0 0 0 0 _ﬁ e 2o
0 0 0 0 A 2ake aO(_QAXKEjP) )
A aogc2,p—
L0 o0 0 ;e 2AesAC -5 |
(4.15)
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der Eingangsmatrix B

FaZer . -
e 0
agCl,a 0
2A¢
0 0
0 0
B=| : : (4.16)
0 0
0 0
0 a%cz’a
T 2AAE
0 aogcC2,q
L 2A¢
und der Ausgangsmatrix C
1000 -+ 000O0
C_OOOO~--0010' (4.17)

Anhand dieses linearen Modells kann nun der eigentliche Farly-Lumping Regler- und Beobach-
terentwurf durchgefiithrt werden. Hierbei ist anzumerken, dass je nachdem ob das Abgassystem
oder das Ansaugsystem des VKM-Priifstands betrachtet wird ein Klappenéfnungsgrad als Stell-
grofle u und der andere Klappenofnungsgrad als Stérung w zu interpretieren ist.

Ein sehr wichtiger Aspekt jeglicher Approximierungsmethode ist die sogenannte Modellkon-
vergenz, vgl. [25, Kapitel 3]. Darunter versteht man die Bedienung, dass fiir eine grofiler wer-
dende Approximationsordnung die Losung des approximierten Systems zur Losung des ur-
spriinglichen Systems konvergiert. Um die Giiltigkeit der oben beschriebenen Ortsdiskretisie-
rung zu iiberpriifen wird der Frequenzgang des mittels FVM approximierten Systems mit dem
analytisch berechneten Frequenzgang aus verglichen.

In Abbildung [£.2] ist der Vergleich zwischen den Frequenzgiéngen des analytisch berechneten
Systems und den Frequenzgingen des, mittels FVM approximierten Systems dar-
gestellt. Es wurden hier jeweils zwei Ubertragungsfunktionen exemplarisch herausgegriffen: Die
Ubertragungsfunktion von Aaq = u; nach Apy = y; und die Ubertragungsfunktion von Aq; =
u1 nach Aps = yo. Fiir die FVM-Approximation wurden 60 Zellen gewahlt.
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Abbildung 4.2: Vergleich zwischen den analytisch berechneten Frequenzgéngen und den mittels
FVM approximierten Frequenzgingen

Man erkennt eine gute Ubereinstimmung zwischen dem analytisch berechneten Frequenzgang
und dem mittels FVM-Approximation angeniherten. Es sei hier allerdings zu bemerken, dass
trotz der hohen Anzahl von Zellen die Approximation fiir hohe Frequenzen sehr schnell schlechter
wird. Eine Erhchung der Anzahl von Zellen wiirde das Ergebnis zwar verbessern, allerdings hat
sich gezeigt, dass dies erhebliche numerische Probleme nach sich ziehen kann.

4.2 Ordnungsreduktion mittels Balanced Truncation

Wie bereits zuvor beschrieben ist das semidiskrete Modell , welches durch eine FVM Ap-
proximation erhalten wurde, von sehr hoher Ordnung n = 120 und kann nur schwer fiir weitere
Entwurfsschritte eingesetzt werden. Allerdings liefert eine FVM-Approximation wesentlich nied-
rigerer Ordnung eine unzureichende Systembeschreibung. In einem zweiten Schritt, wird aus dem
System mit Ordnung n ein System reduzierter Ordnung n, berechnet. Zur Ordnungsre-
duktion stehen zahlreiche Methoden zur Verfiigung [27], [8, Kapitel 9-10], [12]. Im vorliegenden
Fall wird die Methode der sogenannten Balanced Truncation angewendet. Hierbei wird vom
urspriingliche Zustandsraummodell

x = Ax+ Bu (4.18a)
y = Cx, (4.18b)

mit der Gramsche Steuerbarkeitsmatric P und der Gramsche Beobachtbarkeitsmatriz Q, welche
jeweils die symmetrische, positiv definite Losung der Gleichungen

PAT+ AP +BBT =0 (4.19)
QA+ATQ+C'C =0, (4.20)
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sind, eine sogenannte Balanced Realization berechnet. Es handelt sich im Wesentlichen um eine
Zustandstransformation bei der die Idee besteht, die Energiezuteilung zwischen Stellgréfie und
Ausgangsgrofle des transformierten Systems gleichméfiig zu verteilen. Dies ist genau dann der
Fall wenn eine Transformationsmatrix T so gefunden wird, dass gilt

o1
T 'PT T=%= = TTQT, (4.21)

On

wobei o; die Hankel Singulirwerte des Systems (4.18)) sind, vgl. [8, S. 323 f.]. Diese werden wie

folgt berechnet
gi=vAN(PQ), o1>02>-->0, (4.22)

mit den Eigenwerten \; (PQ) der Matrix PQ. Die Balanced Realization wird iiber eine Zustand-
stransformation, mit der Transformationsmatrix T, berechnet

x =T 'ATx + T 'Bu (4.23a)
y = CTx. (4.23b)

Die Idee der Balanced Truncation ist es nur mehr denjenigen Teil der Balanced Realization (4.23)
zu betrachten der fiir die grofiten Singuldrwerte verantwortlich ist. Die Matrix X (4.21)) wird wie

folgt aufgeteilt
20
Y= [ 0 22] , (4.24)

wobei 3 die grofiten n, Singuldrwerte beinhaltet. Auf die gleiche Weise wird die Balanced
Realization partitioniert

. |An A B,
X = [Am A22:| x+ |:B2:| u (4.25a)
y=[C1 Cyx (4.25b)

Das System reduzierter Ordnung lautet dann

X, = A11x, + Bju (426&)
vy, = Cix,. (4.26b)

Es stellt sich nun die Frage wie man diese Transformation praktisch durchfithren kann. In [27]
wird hierfiir eine Methode vorgestellt, welche auf die Schur-Zerlequng zuriickgreift, was sich
als numerisch vorteilhaft herausstellt. Hierbei geht man vom stabilen System , mit der
Gramsche Steuerbarkeitsmatriz P und der Gramsche Beobachtbarkeitsmatriz Q aus. Im ersten
Schritt wird die sogenannte Schur-Zerlegung der Matrix PQ in aufsteigender

on ok *
VIPQVs=34= |09 . |, 01>02>>0p, (4.27)
0 0 01

bzw. absteigender Reihenfolge

01 * *
VLPQVp=%p= |0 . x|, 01>02>- >0y, (4.28)
0 0 o,



berechnet. Wie oben erwahnt ist man nur an jenem Teil des Systems interessiert, welcher fiir
die grofiten n, Singuldrwerte verantwortlich ist. Die Matrizen V4 und Vp werden wie folgt
aufgeteilt

VA = [* VR] y VD = [VL *] s (4.29)

mit Vg € R™*™ und V € R"*" . Die eigentlichen Transformationsmatrizen Sg € R™*™ und
Sy € R™" werden dann iiber eine Singuldrwert-Zerlequng berechnet

Sp=VEWX 2 (4.30)
S, =V, US 2, (4.31)

wobei die Matrizen W, U und X aus der folgenden Singuldrwert-Zerlegung stammen
VIVrp =UEZWT. (4.32)

Das System reduzierter Ordnung lautet

%, = A, x, +B,u (4.33a)
y, = C;xy, (4.33b)

mit den neuen Systemmatrizen
A, =8S;TASr, B,=S;"B, C,=CSp. (4.34)

Die Gramsche Steuerbarkeitsmatriz P, und die Gramsche Beobachtbarkeitsmatriz Q, des Sys-
tems reduzierter Ordnung lauten dann

P, =SIPS, (4.35)
Q, = S;QSk, (4.36)
mit
01
P,=Q, = : (4.37)
On,.

In Abbildungist der Vergleich zwischen den Frequenzgéngen des semidiskreten Modells (4.14])
und den Frequenzgéingen des Systems reduzierter Ordnung dargestellt. Wiederum wurden zwei
Frequenzgénge exemplarisch herausgegriffen.
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Abbildung 4.3: Vergleich zwischen Originalsystem und dem System mit reduzierter Ordnung

Das so erhalte System ist nun nur mehr 11. Ordnung und kann fiir den weiteren Reglerentwurf
eingesetzt werden. Hierbei ist zu bemerken, dass die FVM bei grober Aufteilung des Problem-
gebiets, d.h. fiir kleines N nur ein unzureichendes Approximationsergebnis liefert. Die modale
Approzimation aus Kapitel [3] liefert im vorliegenden, geometrisch sehr einfachen Fall wesentlich
bessere Approximationsergebnisse, vgl. Abbildung Allerdings konnen mit der FVM auch
sehr komplizierte Geometrien behandelt werden, was mit Hilfe der modalen Approximation nur
mehr schwer moglich ist.

4.3 LQI Entwurf, mit Kalman-Storgréf3ienbeobachter

Fiir das System wird im folgenden ein linearer Regler mit quadratischem Giitekriterium
(LQ)-Regler entworfen. Der Entwurf ldsst sich natiirlich genauso auf das System reduzierter
Ordnung anwenden. Es handelt sich bei dem vorliegenden Modell um ein in einem Ar-
beitspunkt linearisiertes Modell. Somit kann fiir das nichtlineare System stationédre Genauigkeit
nur im Arbeitspunkt gewéhrleistet werden. Um die stationéire Genauigkeit gegeniiber konstan-
ten Storungen zu gewéhrleisten muss der offene Kreis integrierendes Verhalten haben. Da die
Strecke kein integrierendes Verhalten aufweist muss der Regler integrierend sein, vgl. [15, S. 332
f.]. Um dies zu gewéhrleisten, wird der LQ-Regler um einen Integralteil erweitert.

4.3.1 LQI-Entwurf
Die Idee des LQ-Ansatzes besteht darin, das folgende Optimierungsproblem

minimiere J (u(t)) = /000 z(t)Qz(t) + reu’(t)dt

unter (4.38)

z = Az + bu
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beziiglich u(t) zu 16sen. Dabei stehen die positiv semidefinite Matrix Q. > 0 fiir die Gewichtung
der Zustédnde und die positive Konstante r. > 0 fiir die Gewichtung der skalaren Stellgréfie. Das
Ergebnis des Optimierungsproblems (4.38)) ist ein klassischer linearer Zustandsregler

Unmin () = K z(t). (4.39)

Die Losung von (4.38) ist aus der Literatur bekannt, vgl. [2I, Kaptiel. 7]. Der optimale Regler
k' ist gegeben durch

T

k' =—r'b', (4.40)

wobei IT die symetrische, positiv definite Losung der sogenannten Matriz-Riccatigleichung ist.
~ ~ ~ 4T
A'TI+TIA —IIbr,'b I+ Q, = 0. (4.41)

Die Gleichung besitzt eine eindeutige Losung falls (A, b) stabilisierbar und (H,, A), mit
HIH. = Q_ detektierbar sind. Wie einleitend beschrieben wird allerdings ein LQI-Entwurf
durchgefiihrt, wofiir lediglich ein Teil des Streckenmodells betrachtet wird. Im Speziellen
wird zunéchst die Stérung w vernachléssigt und nur der Druck an einem Ende des Rohres po
als zu regelnde Ausgangsgrofie angenommen

X =Ax+bu (4.42a)
y =c'x. (4.42D)

Selbstverstiandlich kann auch ps als zu regelnde Ausgangsgrofie angenommen werden, der Regler-
entwurf ist vollkommen identisch. Selbiges gilt fiir die Stérung, diese kann entweder am rechten
oder linken Ende des Rohres wirken. Somit ist der Reglerentwurf sowohl fiir die Regelung des
Ansaugsystems als auch fiir die Regelung des Abgassystems anwendbar. In Abbildung[4.4]ist das
Blockdiagramm des geschlossenen Regelkreises mit LQI-Regler und Vorsteuerung dargestellt.

> V
P2,so0ll é[ 1 1 u x = Ax + bu —+ pw y
—>O—> kj > = [>O—> >
- 5 y=cTx
b2 KT €
b d

Abbildung 4.4: Blockdiagramm des geschlossenen Regelkreises mit LQI-Regler

Fiir den LQI-Ansatz wird der zu minimierende Zustandsvektor x um das Integral des gewichteten
Regelfehlers

ér = kr(r —vy) = kr(p2,sou — p2) (4.43)

erweitert. Der neue Zustandsvektor z lautet somit
z=[x ef]’. (4.44)
Das Zustandsraummodell des geschlossene Regelkreis, lautet (vgl. Abbildung

z= <[_‘tT g} + [g] (kT m) z + [blv] r (4.45)

(]
y=[cT 0]z (4.46)
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Man erkennt sofort die Ahnlichkeit mit dem klassischen Zustandsregler-Entwurf. Mit Hilfe des
Riickfiihrvektors [kT kl] soll erreicht werden, dass die Eigenwerte der Matrix ® gewissen
Wunscheigenwerten entsprechen. Vernachlissigt man zunéchst die Vorsteuerung V' so lautet
das System fiir den LQ-Entwurf wie folgt

z = Az + bu, (4.47)
mit den Matrizen A und b
~ A O ~ b
i-[A 9 5] )

P2 — ()| =1, (4.49)

s=0
wobei T'(s) die Fithrungsiibertragungsfunktion der erweiterten Strecke (4.45)) ist. Nach kurzer
Rechnung erhélt man das bekannte Ergebnis

1

V= S (4.50)
cT(—A —bkT)'b

4.3.2 Kalman-Storgrof3ienbeobachter

Da der Zustandsvektor x der Strecke nicht messbar ist, wird ein Zustandsbeobachter
eingesetzt. Auf das System wirkt die unbekannte, nicht messbare Stérung J, weshalb
ein Kalman-Filter als Storgrifienbeobachter entworfen wird. Das um das Stérmodell erweiterte
Streckenmodell lautet

%X =Ax+b(u+wy) + p(d +wi) (4.51a)
5= 86+ wy (4.51b)
y=Cx+v, (4.51c)

mit dem Eingangsrauschen w, und w; und dem Prozessrauschen ws, welche jeweils normalver-
teilt, mittelwertfrei und weifl sind und deren Varianz bekannt sind. Der Ausgangsgrofie y ist das
sogenannte Messrauschen v iiberlagert, welches normalverteilt, mittelwertfrei, weifl und dessen
Kovarianzmatrix R, bekannt ist.

wy ~N(0,02, ), w1 ~N(0,02,), w2~N(0,02), v~N(OR,). (4.52)
Die Stérung § wird als konstant modelliert, d.h. es gilt
S =0. (4.53)

Fiir den Kalman-Filter-Entwurf muss das Modell (4.51)) in die Form

z=Az+bu+w (4.54a)
y=Cz+v (4.54b)

gebracht werden. Der neue Zustandsvektor z lautet hierbei
z=[x 6|, (4.55)
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mit der Systemmatrix A

A= ["3 g] : (4.56)
dem Eingangsvektor b
b= m (4.57)
und der Ausgangsmatrix C R
c=[C 0. (4.58)

In Gleichung ist w das sogenannte Prozessrauschen und v das Messrauschen. Fiir das
Prozessrauschen und das Messreuschen gilt, dass es normalverteilt, weifl und mittelwertfrei ist.
Auflerdem ist die Kovarianzmatrix Q, des Prozessrauschens und die Kovarianzmatrix R, des
Messrauschens bekannt. Bringt man in die obige Form , so erhélt man

%= Az + bu+ bw, + [g} wy + [(1]] wo (4.59a)
-~
bi b2
y=Cz+v. (4.59b)

Nun stellt sich die Frage, wie man von den bekannten Varianzen der Stérungen auf die
Kovarianzmatrix Q, des Prozessrauschen w kommt. Es stellt sich heraus, dass fiir ein lineares
Modell der Form

e = MTf,

mit normalverteiltem f, f ~ N'(uy, Xr) gilt
e~ NMp;, M3I;MT).
Die Kovarianzmatrix des Prozessrauschens Q, ergibt sich somit aus zu
Q, = EagjuBT + Elailgl + Bgaizg; (4.60)

Das Messrauschen v wird als unabhingig angenommen, somit lautet die Kovarianzmatrix des
Messrauschens R,

2
R, = |:o-6)2 0.02 :| ) (461)
p3

mit der Varianz 012)2 der Messung ps und der Varianz 033 der Messung ps.

Das Ergebnis des Kalman-Filter-Entwurfs ist aus der Literatur bekannt, vgl. [2I, S.365 f.]. Es
ergibt sich der Beobachter

7= (A - Lé) Z+bu+ Ly, (4.62)

mit der Riickfithrmatrix L R
L =TICR,!, (4.63)

wobei Il die symmetrische, positiv definite Losung der Matriz-Riccatigleichung ist

ATl +TIA" - TIC'R;!CII + Q, = 0. (4.64)

Man erkennt sofort die Ahnlichkeit mit dem linear quadratisch (LQ)-Entwurf (#.40) und (&.41]).
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4.3.3 Geschlossener Regelkreis

Fiir einen praktischen Einsatz muss eine immer bestehende Stellgroffenbeschriankung beriick-
sichtigt werden. Im vorliegenden Fall ist es offensichtlich, dass der Klappenoffnungsgrad nur
Werte zwischen 0% und 100 % annehmen kann. Da ein integrierender Regler eingesetzt wird
muss eine Mafinahme vorgesehen werden um das sogenannten Integrator- Windup zu verhindern.
Im vorliegenden Fall wird als Anti- Windup-Mafinahme (AWM) die Methode des sogenannten
Integrator Clamping bzw. Conditional Integration, nach [34], [14] angewendet. Im Wesentlichen
wird hierbei die Integration angehalten, falls die Stellgréfie u in der Beschrankung liegt und die
zu integrierende Variable und die Stellgrofie gleiches Vorzeichen haben

stop — {1 (u # usat) A (w- (r —y)ky > 0) (465)

0 sonst

Die Variable stop ist hierbei als Signal zu verstehen, welche die Integration anhilt, siehe Ab-
bildung Der Vorteil gegeniiber anderen Anti-Windup-Mafinahmen ist, dass es keine Ent-
wurfsparameter gibt welche von Reglerparametern abhéngen. Nach [34] zeigt sich die Anti-
Windup-Mafinahme aus Gleichung als sehr zufriedenstellend und im Vergleich zu anderen
Clamping-Varianten, bei denen das Vorzeichen der zu integrierenden Variable nicht beachtet
wird, als die Beste. In Abbildung ist der geschlossene Regelkreis, bestehend aus LQI-Regler
und Kalman-Storgroenbeobachter dargestellt.

1V b =56

l ! Y
D2,s0ll | ér |1 v ' Ugat X =Ax+ bu+ pd y
Lt [ .

: - Tstop :

X AWMz — . Regler

|2 x| [A-L,C p][x :

| L [5] [ “L;,C  S||s 1o u+Ly(—:

: kT (€ - :

! X :

Abbildung 4.5: Blockdiagramm des geschlossenen Regelkreises mit LQI-Regler und Kalman-
Storgroflenbeobachter

Das mathematische Modell des gesamten Reglers (ohne Stellgréfienbeschrinkung und Anti-
Windup-Mafinahme) lautet

X A-L,C+bkT p bk/] [ L, bV
5= -LsC S 0 S|+ L; y+ |0 |r (4.66a)
ér 0 0 0 er - [1 O] 1
%
u=[k" 0 ki [d|+Vr (4.66b)
er

mit der Stellgrofle u, der Fithrungsgrofie » und den Messgrofien y, vgl. Abbildung Zu be-
achten ist, dass der gesamte Regler- und Beobachterentwurf fiir das, in einem Arbeitspunkt
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linearisierte Modell durchgefiihrt wurde. Der Regelkreis (4.66) ist fiic Delta-Groffen d.h. fiir
Differenzen zur Ruhelage entworfen worden, d.h.

U =02 —QaR, T =D2soll —D2sll,Ry Y1 =D2—D2R, Y2=D3— D3R (4.67)

und es miissen die dementsprechenden Transformationen bei der Implementierung an der realen
Strecke noch durchgefiihrt werden.

4.4 PI-Mittendruckregelung mit Kalman-Storgrofienbeobachter

Zum Vergleich wird fiir das System (4.14) im Folgenden ein PI-Regler entworfen. Dabei wird
nicht nur der gemessene Druck am Ende des Rohres po fiir die Regelung verwendet, sondern
auch der mittlere Druck im Rohr p.

L
P = 7 | wi(ende (1.65)

Da dieser aber real nicht zur Verfiigung steht und auch nicht messtechnisch ermittelt werden
kann, wird auf einen beobachterbasierten Ansatz zuriickgegriffen.

Wie schon im Abschnitt zuvor wird ein Kalman-Storgroenbeobachter eingesetzt. Der mittlere

Druck im Rohr kann dann aus dem geschétzten Zustandsvektor ermittelt werden. Fiir das mittels
FVM ortsdiskretisierte Modell ldsst sich der folgende Zusammenhang aufstellen

1
p:NZxM:[% 0 % 0% 0]x, (4.69)

wobei der Vektor ¢, genau jener Linearkombination entspricht die der Mittelwertbildung fiir
das ortsdiskretisierte Rohr entspricht. Wird das System reduzierter Ordnung fiir den Entwurf
verwendet, so muss selbstverstdndlich der Vektor c,,T zuvor transformiert werden

Cmr!| = Cp'Sk. (4.70)

Der eigentliche Kalman-Filter-Entwurf ist exakt gleich wie im Abschnitt zuvor.

4.4.1 Geschlossener Regelkreis

Der verwendete PI-Regler ist kein klassischer PI-Regler, da fiir den Integralteil und den Pro-
portionalteil nicht der gleiche Regelfehler verwendet wird: Um die stationdre Genauigkeit zu
gewéhrleisten wird fiir den Integralteil der tatsachliche Fiihrungsfehler ey = kr(r—y) = kr(p2,sou—
p2) verwendet. Fiir den Proportionalteil wird hingegen der Fehler zwischen Fiithrungsgrofie und
geschéitztem mittleren Druck P verwendet.

In Abbildung ist der geschlossenen Regelkreis darstellt. Da es sich um einen integrierenden
Regler handelt wird wie schon zuvor eine Anti-Windup-Mafinahme vorgesehen.

o1



§5=2S6
Y

|
Y
oyl
= )

\ 4
&
g
Y
Y

P2,s0ll | ; ér x = Ax + bu + pd y
! _ ! s y = Cx
: Tstop
5 AWM[T— —— | Regles
! P2 x| [A-L,C p|[xX] . [b
: ch 1€ - |
: X .

Abbildung 4.6: Blockdiagramm des geschlossenen Regelkreises mit PI-Regler und Kalman-
Storgroflenbeobachter

Das mathematische Modell des gesamten Reglers (ohne StellgréBenbeschrinkung und Anti-
Windup-Mafinahme) lautet

X A —~L,C—kpbch, p bk] [% L, bV
51 = -LsC S 0 J |+ L; y+ 1|0 |r (4.71a)
ér 0 0 0] les —[1 0] 1
X
u=[~kpch, 0 kf] |6 ]| +Vr (4.71b)
€r

Vergleicht man den LQI-Ansatz mit dem obig dargestellten Regler aus den Gleichungen
(4.71)), so erkennt man gleich die strukturelle Gemeinsamkeit. Da die Mittelwertbildung einer
Linearkombination der Zusténde entspricht, handelt es sich auch beim Mittendruckregler im
Prinzip um einen PI-Zustandsregler. Zwischen den beiden Reglerstrukturen gilt der folgende

Zusammenhang (vgl. Abbildung und

V =kp (4.72a)
kT = —kpc], (4.72b)
k] = k‘[. (4.72C)

Es muss jedoch festgestellt werden, dass die obige Aquivalenz im vorliegenden Fall nicht gilt.
Der aus dem LQ-Entwurf stammende Vektor kT kann nicht verwendet werden um den Vektor
ci, zu berechnet. Allerdings kann mit Hilfe des Vektors kT der Wert fiir kp berechnet werden
Crn(KT)T
kp=——-—, 4.73
P CmCLfL ( )
was jedoch nur in einem Least Squares Sinn moglich ist. Da bei der Mittendruckregelung lediglich
zwei Parameter kp und k; als Entwurfsparameter zur Verfiigung stehen, kann die Dynamik des
geschlossenen Kreises aber nicht im gleichen Mafle beeinflusst werden wie beim LQI-Ansatz.
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Kapitel 5

Reglerentwurf mittels Late-Lumping

Beim sogenannten Late-Lumping wird der Regler- bzw. Beobachterentwurf anhand
der verteilt parametrischen Streckenbeschreibung durchgefithrt. Der so erhaltene
Regler ist aber in der Regel nicht implementierbar und muss mittels geeigneter Me-
thoden approximiert werden.

5.1 LQ Entwurf fiir VPS

Wie schon in Kapitel {4} fiir den konzentriert parametrischen Fall, wird nun wieder das LQ-
Problem auf unendlichem Zeithorizont betrachtet. Ziel ist es das folgende Optimierungsproblem
zu 16sen

minimiere J (u(t)) = /000 (z(t), Qez(t)) z + (u(t), Reu(t))  dt
(5.1)

unter
a(t) = Az(t) + Bu(t),

mit dem symmetrischen, positiv definiten Operator Q. welcher die Zustandsgrofien z(t) gewich-
tet und dem positiven Operator R, welche die skalare Stellgrofie u gewichtet, vgl. [6, S. 292-303],
[24]. Die Losung des Optimierungsproblems (5.1 lautet wie folgt

Umin (t) = Kz(t), (5.2)
mit dem linearen Riickfiihroperator IC
K=-R;'BIL (5.3)

Man erkennt die Ahnlichkeit zum linearen, konzentriert parametrischen Fall (siche Kapitel .
Der Operator IT ist die selbstadjungierte (d.h. IT = IT*), nicht-negative Losung der folgenden
Operator-Riccati- Gleichung

(Az1,11z0) 5 + (1121, Azg) ; — <B*HZ1,R213*HZ2>Z + (21, Qc22) z =0

Vz1,29 € D(A). (54)

Ein nicht-negativer Operator ist nach [0, Definition A.3.71, S. 606] wie folgt definiert
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Definition 5.1 (Nicht-Negativer Operator) Ein selbstadjungierter Operator S, auf dem
Hilbertraum X ist nicht-negativ falls gilt

(8x,x),y >0, VxeD(S) (5.5)
|
Mit Hilfe der Definition und unter Verwendung von IT = IT*, ldsst sich die Gleichung (5.4))

wie folgt umformen

0 = (z1, A*Tlzy) 7 + (21, IT* Azp) ; — (20, IT'BR_'B*Tzy) , + (21, Qeza) -

5.6
= <Z17 (A*H +I1IA — HBR;lB*H + QC) ZQ> Vz1,2Z9 € D(A) ( )

Z?

was dquivalent zur folgenden algebraischen Operator-Riccati-Gleichung ist, vgl. [25, S. 25 1],
[16, S. 3 ff.], [6, S. 287]

(AT + ILA - TIBR,'B* T+ Q.)z =0, z¢c D(A). (5.7)

Die Gleichung (5.4) besitzt eine eindeutige Losung falls (LA, B) exponentiell stabilisierbar und
(Hc, A), mit HEH. = Q. exponentiell detektierbar sind, vgl. [6, S. 292], [24].

Nach [6, Definition 5.2.1, S. 227] gelten fiir die exponentielle Stabilisierbarkeit und exponentielle
Detektierbarkeit verteilt parametrischer Systeme die folgenden Definitionen.

Definition 5.2 (Exponentiell stabilisierbar) Das Operatorpaar (A, B) wird ezponentiell
stabilisierbar genannt, falls es einen Operator K gibt, sodass der Operator A — BIC exponentiell
stabil ist. |

Definition 5.3 (Exponentiell detektierbar) Das Operatorpaar (C,.A) wird ezponentiell de-
tektierbar genannt, falls es einen Operator £ gibt, sodass der Operator A — LC exponentiell
stabil ist. |

Bei den obigen Definitionen erkennt man die Ahnlichkeit zum konzentriert parametrischen Fall.
Es stellt sich nun die Frage nach der Stabilitit von VPS, im Speziellen nach der exponentiellen
Stabilitdt. Diese ist nach [6, Definition 5.1.1, S. 215], [7, S. 46] wie folgt definiert.

Definition 5.4 (Exponentielle Stabilitit) Das abstrakte Anfangswertproblem
x(t) = Ax(t), (5.8)

mit dem Systemoperator A : D(A) C X — X, welcher ein infinitedesimaler Generator der
Co-Halbgruppe T 4(t) ist, wird exponentiell stabil genannt falls es positive Konstanten M und
a gibt, sodass

[Ix(t)]] < M exp(—at)||x(0)]|, (5.9)

bzw. iiber die Operatornorm angeschrieben
ITa®)]] < M exp(—at), (5.10)

gilt. Die Konstante « wird als Abklingrate bezeichnet. Gilt —a < 3, so wird das System auch
[B-exponentiell stabil genannt. [ |
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Hierbei wird das Abklingverhalten der Losung betrachtet. Der Begriff der exponentiellen Sta-
bilitit kann auch fiir lineare, konzentriert parametrische Systeme iiber die Operatornorm der
zugehorigen Cp-Halbgruppe definiert werden. Wie schon in Kapitel [3] erwdhnt ist bei linearen,
konzentriert parametrischen Systemen die Transitionsmatrix ®(t) = exp (At) die Cp-Halbgruppe
und das System somit exponentiell stabil falls gilt

|@(t)|| < M exp(—at), (5.11)

wobei M und « positive Konstanten sind, vgl. [20, S. 412]. Im linearen Fall mit konstanter
Matrix A ist jedes asymptotisch stabile System, d.h. jedes System mit

Jim (| (1) =0 (5.12)
auch exponentiell stabil.

Die obige Definition der exponentiellen Stabilitdt fiir VPS ist im Allgemeinen schwierig zu
iiberpriifen. Wiinschenswert wére ein Stabilitédtskriterium, dass wie im konzentriert parametri-
schen Fall anhand der Eigenwerte bzw. des Spektrums des Systemoperators A iiberpriift werden
kann. Das Spektrum eines Operators A ist jene Menge A\ der komplexen Zahlen C, fiir die der
Operator (A — AT) nicht beschréinkt oder nicht invertierbar ist. Fiir VPS setzt sich das Spektrum
o(A) aus dem Punktspektrum o,(A), dem kontinuierlichen Spektrum oi(,A) und dem Restspek-
trum o,(A) zusammen. Es stellt sich heraus, dass die Stabilitdt von VPS im Allgemeinen nicht
anhand der Eigenwerte {iberpriift werden kann, es gilt lediglich die folgende Ungleichung

1 t
sup Re(A) < lim OgHCA(” = wy, (5.13)

Aeo(A) t—o0
mit der Stabilititsreserve, bzw. Wachstumsschranke wo, welche gleich —a aus Definition ist.
Das Spektrum des Systemoperators setzt sich wie folgt zusammen

0(A) =0,(A)Uo(A)Uo,(A) (5.14)

wobei die Eigenwerte des Operators A die Elemente des Punktspektrums A, € 0,(.A) sind, vgl.
[T, S. 47 f].

Hat man es allerdings mit einem Riesz-Spektralsystem zu tun so gilt immer die sogenannte
Spectrum Determined Growth Condition und fiir die obige Ungleichung gilt Gleichheit.
Die Eigenwerte eines Riesz-Spektralsystem sind die Elemente des Punktspektrums o,(.A), die
Haufungspunkte Elemente des kontinuierlichen Spektrums oy (.A) und das Restspektrum o, (.A)
ist bei einem Riesz-Spektralsystem leer. Das System ist stabil, falls alle Eigenwerte in der
linken offenen Halbebene liegen, vgl. [6, Kapitel 5], [7, S. 46 ff.]. Damit ldsst sich fiir Riesz-
Spektralsysteme die Stabilititsreserve wg wie folgt definieren

wp = sup Re(Ag). (5.15)
k

Das System ist, genau dann exponentiell stabil wenn wg < 0 gilt. Im konzentriert parametri-
schen Fall gilt, dass das kontinuierliche Spektrum und das Restspektrum immer leer sind, d.h.
die Eigenwerte einer Matrix sind gleich dem Spektrum der Matrix, vgl. [6, S. 611].

Auch die obigen Definitionen und der Stabilisierbarkeit und der Detektierbarkeit sind
im Allgemeinen schwierig zu iiberpriifen. Hat man es mit einem Riesz-Spektralsystem zu tun,
so vereinfacht sich die Uberpriifung der Stabilisierbarkeit und Detektierbarkeit und es gilt der
folgende Satz, vgl. [6, Theorem 5.2.10, S. 239].
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Satz 5.1 (-exponentiell stabilisierbar) Ein Riesz-Spektralsystem ist genau dann [-expo-
nentiell stabilisierbar, wenn es eine Konstante € > 0 gibt, sodass die Menge

a;r_g(.A) i={A€o(A)|Re(A) >3 —¢} (5.16)
hochstens endlich viele Eigenwerte enthélt und
fiir alle k, sodass A\ € U;—E(A) gilt. [ |

Dies bedeutet, dass A nur endlich viele Eigenwerte in der abgeschlossenen rechten Halbebene
aufweisen darf und die restlichen Eigenwerte und Haufungspunkte der imagindren Achse nicht
beliebig nahe kommen diirfen. Fiir die Eigenwerte aus a;l .(A) darf die modale Eingangsmatriz
keine Nullzeile haben, man spricht auch von modaler Steuerbarkeit, vgl. [7, S. 80 f.]. Die Be-
dingungen fiir die exponentielle Detektierbarkeit eines Reisz-Spektralsystems sind dem gleichen

Satz [6l, Theorem 5.2.10, S. 239] entnommen und lauten analog zur Stabiliserbarkeit wie folgt.

Satz 5.2 ($-exponentiell detektierbar) Ein Riesz-Spektralsystem ist genau dann [-ezpo-
nentiell detektierbar, wenn es eine Konstante € > 0 gibt, sodass die Menge UZLE(A) héchstens
endlich viele Eigenwerte enthélt und

<¢k701>
: #0, (5.18)
<¢’ka Cm>

fiir alle k, sodass A\, € a;r_e(A) gilt. [ |

Anschaulich bedeutet der obige Satz, dass dass A nur endlich viele Eigenwerte in der abgeschlos-
senen rechten Halbebene aufweisen darf und fiir diese Eigenwerte die modale Ausgangsmatriz
keine Nullspalte haben darf, man spricht auch von modaler Steuerbarkeit, vgl. [7, S. 202 f.]. Wie
im konzentriert parametrischen Fall erkennt man auch hier die Dualitéit der Steuerbarkeit und
Detektierbarkeit eines Systems.

Wie beim LQI-Entwurf in Abschnitt kann der lineare Regler mit quadratischem Giitemaf3
um einen Integralteil erweitert werden. Der neue Zustandsvektor besteht dann aus x und dem
Integral des Fiithrungsfehlers é; = r —y = po o — p2. Man erhilt das folgende abstrakte
Anfangswertproblem auf dem erweitertem Zustandsraum Z = X & C

-3 Bl ol P e
)= Cix. (5.20)

mit Baua(t) = ba(§)ua(t) und C1x(t) = (x(t), c1(£))x. Wie in Kapitel[d]ist V der skalare Faktor
einer Vorsteuerung. Der neue Zustandsvektor z ist wie folgt definiert

z = [:} , x€X undeseC. (5.21)
I

Da der Zustandsvektor x(¢) der verteilt parametrischen Strecke nicht messbar ist, ist die Zu-
standsriickfithrung (5.2)) nicht direkt umsetzbar, weshalb auf einen bobachterbasierten Ansatz
zuriickgegriffen wird.
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5.2 Zustandsbeobachter fiir VPS

Fiir unendlich dimensionale Systeme kann ein Beobachter, analog zum konzentriert parametri-
schen Fall, entworfen werden, vgl. [4], [6, Kapitel 5]. Hierbei wird das abstrakte Anfangswert-
problem um das Rauschen g und Messrauschen v erweitert, vgl. [4], [2, S. 220 f.]

z=Az+ Bu+ Fg (5.22a)
y=Cz+v. (5.22b)

Bei dem Rauschen g handelt es sich um normalverteiltes, mittelwertfreies, weifles Rauschen mit
bekannter Varianz 03. Der Kovarianzoperator @, des unendlich dimensionalen Prozessrauschens
w = Fg auf dem Hilbertraum X" kann wie folgt berechnet werden

Q,=Fo.F*. (5.23)
Die Losung des Filterproblems ist ein unendlich dimensionaler Beobachter der Form
Z=(A-LC)Z+ Bu+Ly. (5.24)

Dabei ist £ der Riickfithroperator
£-TICR" (5.25)

Der Operator IT ist die selbstadjungierte, nicht negative Losung der folgenden Operator-Riccati-
Gleichung

(A'z1,11z) 5 + (I1z1, A%29) 5 — <CHZ1, R;1CHZ2>Z + (21, Qoz2)z =0

(5.26)
Vz1,29 € D(A).
Mit einigen Umformungen erhélt man aus (5.26)) die folgende Gleichung
0= <z1,AHz2>Z + <Z1,H-A*Z2>Z — <z17 HC*R;1C*HZ2>Z + (z1, QOZ2>Z (5.27)
= (z1, (ALl + ILA* —TIC*R'CIT + Q,)z2) ., V21,22 € D(A) '
welche dquivalent zur folgenden algebraischen Operator-Riccati-Gleichung ist
(ATl + IIA* — TIC*'R,'CII + Q,)z =0, z < D(A). (5.28)

Man erkennt die Ahnlichkeit zum LQ-Entwurf fiir VPS aus dem vorherigen Abschnitt. Es stellt
sich das gleiche Problem wie schon beim LQ-Entwurf. Die Losung obiger Operator-Riccati-
Gleichung ist in den meisten Féllen analytisch nicht berechenbar und man muss wieder
auf eine Approximation zuriickgreifen, was in Abschnitt noch genauer erldutert wird.

Wird wie in Kapitel [4] das Prozessrauschen mit Hilfe eines der Stellgrofle u iiberlagerten Ein-
gangsrauschens w, modelliert und das System um eine skalare, unbekannte, nicht messbare
Storung & erweitert, so erhélt man die folgende Systembeschreibung

x = Ax + Ba(u + wy) + P(0 + wy) (5.29a)
6= 86+ wy (5.29b)
y=Cx+v, (5.29¢)

welche in die Form (5.22]) gebracht werden kann. Hierbei ist Baua(t) = ba(€)ua(t) der Ein-
gangsoperator der Stellgrofe und Pui(t) = b1(&)ui(t) der Eingangsoperator der Storung. Die
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Storungen w,,, w1 und we sind skalar, normalverteilt, mittelwertfrei und mit bekannter Varianz.
Das Messrauschen ist, wie in Kapitel 4}, ebenfalls normalverteilt, mittelwertfrei und mit bekann-
ter Kovarianzmatrix R,.

Betrachtet man ((5.29)) so ist der neue Zustandsvektor auf dem erweitertem Zustandsraum Z =
X & C wie folgt definiert

z:[i;, x € X und § € C, (5.30)
womit sich ((5.29)) wie folgt anschreiben lisst
b'd o A P X -Bz BQ P 0
[5}[0 S] [5]—1-_O}u—l—[o}wu-i-[o]lm-i-[l}wm (5.31a)
x
y=[C 0 M +v. (5.31b)
Das erweiterte System fiir den Beobachterentwurf lautet somit
. A P B;
Z_[O O]z—l—[o]u+w (5.32a)
y=[C 0]z+v. (5.32b)

Die Storung 6 wird als konstant modelliert, es gilt daher S = 0. Fiir die Losung der Operator-
Riccati-Gleichung (5.26]) gelten die Uberlegungen fiir den LQI-Entwurf analog.

5.3 Losung der Operator-Riccati-Gleichung fiir Riesz-Spektral-
systeme

Die Losung der Operator-Riccati-Gleichung wird im Folgenden am Beispiel des LQ-Entwurfs fiir
VPS betrachtet. Selbstverstandlich gelten die Uberlegungen fiir den Beobachterentwurf analog.
Die betrachtete Operator-Riccati-Gleichung (5.4]) lautet

<AZ1,HZ2>Z + <HZ1,AZ2>Z — <B*HZ1,RC_IB*HZ2>Z + <Z1, QCZ2>Z =0

(5.33)
Vz1,29 € D(A).
Es wird angenommen, dass die Losung IT wie folgt darstellbar ist, vgl. [6, S. 285]
Mz= > T (z;), %, (5.34)
2,] =—00

Setzt man in (5.34]) z := ¢, und beachtet die Biorthonormalititsrelation von Riesz-Spektralsys-
temen ([3.24)) so erhélt man

Mo, = Y TL;(¢y.%;), ¥ (5.352)
4,j=—00
e R (5.35b)
1,j=—00
= > My, (5.35¢)
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Da es sich bei A um einen Riesz-Spektraloperator handelt, dessen Eigenvektoren eine Riesz-Basis
bilden, kann die selbstadjungierte Losung IT wie folgt dargestellt werden

o0

Mz= > (z,0¢;);v; (5.36)

1=—00

Setzt man in (5.36]) wieder z := ¢, erhiilt man

e}

gy, = > (¢ ;)2 ;. (5.37)

i=—00

Vergleicht man (5.35¢) und (5.37) so erkennt man, dass fiir den selbstadjungierten Operator
IT = IT* folgender Zusammenhang gilt, vgl. [23] S. 12052]

I = (¢;, o) , = (¢;, Hp;) , =1L (5.38)
Da die Losung von fiir Vz1,29 € D(A) gelten muss wird wie in [6, S. 299 f.], [23]
7= 22=¢;, (5.39)
gesetzt und man erhélt
(A¢;, Tg;) . + (TIg;, Ad;) . — (BT, R, "B TL;) . + (hs, Qep;) , =0, Vi, j. (5.40)

Mit der Eigenwertgleichung (3.20)) ergibt sich

0= (N, II;) . + (T, Ajp;) , — (BT, R, B, . + (i, Qep;) - (5.41a)
=i (0, 11;) . + X (0, I ¢;) . — (B Wy, R B, ) . + (¢4, Qe;) 5, Vi j.
(5.41b)

Durch Einsetzten von (5.38) und IT = IT* ergibt sich
)\iHi,j + ,ujﬂm- - <B*H¢Z, RZIB*H¢j>Z + Qc,i,j =0, (542)

wobei der Skalar Q. ; . wie folgt definiert ist

Q..; = (¢, Qc¢j>z- (5.43)

Zur Berechnung des mittleren Terms in (5.41b)) wird (5.37)) jeweils fiir I1¢;, bzw. I1¢; in die
Gleichung eingesetzt und man erhélt

C7Z7]

(BT, R;'BTI;) , = <B*k§: (¢i,H¢k>g¢k,Rng*l§: <¢j,n¢,>2¢l> (5.44a)
= ==00 z
= <B*k§: Hi,kz";bkaRc_lB*li Hz,j¢l> (5.44b)
=—o© =—00 z
:k—i IL; 5 l_i IO, (B 4, R\ B ), (5.44c¢)
= i IL o T0 j (B 4y, RSB ) 5 - (5.44d)

k,l=—00
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Schlussendlich ergibt sich

(o]
AL+ T — ) Tl Brg + Qe = 0, Vi, j, (5.45)

k,l=—00

wobei By, ; wie folgt definiert ist
By = (B, R.'B Yy ;- (5.46)

Man erhélt ein System von unendlich vielen, gekoppelten, skalaren Gleichungen. Das so erhalte
Gleichungssystem ist nur selten analytisch losbar und man muss in den meisten Fillen die
Losung mit Hilfe einer Approximation berechnen. Betrachtet man endlich viele Elemente der

obigen Gleichung (5.45))

Len M,y - I, o, ., - I | [\
' : : + : : -
Lin M, , - I, M, , - I, An ]
O, ., - O, B_,-n - B_un o, ., - Hn,fn-
- : : : : : : (5.47)
M, , - I, B, n - Bun o, ., - I, |
Q. nn  Qenn 0 --- 0
Hor = e ]
Qinn " Qunn 0 --- 0
so erhilt man das selbe Ergebnis wie beim LQ-Entwurf mittels einer modalen Approximation
A*TI + IIA — IIbr 'b* I + Q. = 0. (5.48)

In einigen Fillen ist es moglich eine analytische Losung der Operator-Riccati-Gleichung zu
berechnen. Dazu wird folgendes Beispiel aus [6], S. 299 {.] betrachtet. Es sei das folgende abstrakte
Anfangswertproblem

&(t) = Ax(t) + Bu(t), (5.49)
mit
d2
A=im B=T Q=1 R.=1 (5.50)
D(A) = {x € Ly (0, 1)‘1: absolut stetig, dr € Ly(0,1) und d—:U(O,t) =0, d—:U(l,t) = 0}.
dg dg dg

(5.51)

gegeben. Es handelt sich hierbei um ein 1D-Wéarmeleitungsproblem mit verteiltem Eingriff und
isolierten Enden. Das System ist selbstadjungiert, d.h. Ay = pgx und ¢ = . In Gleichung
(5.45)) eingesetzt ergibt

0o
)\iHi,j + )\jHiJ — Z HL]fHZJ + 5@',]' =0. (5.52)

k,l=—00

Man kann iiberpriifen, dass die Lésung durch IT; ; = (¢;,Il¢;) ; = 0 fiir 4 # j gegeben ist. Es
ergibt sich die folgende quadratische Gleichung

2
QAjHjJ‘ — Hj,j +1=0. (553)
Womit sich fiir dieses Beispiel eine geschlossene, nicht negative Losung angegeben lédsst

T = i (Vi + 224 1) (2,05 65 (5.54)

j=—o0
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5.4 Abschlielende Bemerkung zum Late Lumping Entwurf

In den obigen Abschnitten wird dargestellt, wie der Regler- und Beobachterentwurf fiir VPS
durchgefiihrt werden kann. Sowohl beim Late Lumping Reglerentwurf als auch beim Late Lum-
ping Beobachterentwurf fiir VPS erkennt man die Ahnlichkeit mit dem linearen, konzentriert
parametrischen Fall. Die Losung kann in beiden Féllen mathematisch elegant angeschrieben wer-
den, ist aber praktisch nur schwer l6sbar. In den meisten Fillen muss auf eine Approximation
zuriickgegriffen werden.
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Kapitel 6

Zusammenhinge zwischen Early-
und Late-Lumping

In diesem Kapitel wird dargestellt, wie die Operator-Riccati- Gleichungen aus Kapitel
mit Hilfe einer Approximation gelost werden kénnen. Es stellt sich heraus, dass
dieser Ansatz identisch mit dem Farly Lumping aus Kapitel [4] ist.

6.1 Naherungsweise Losung der Operator-Riccati-Gleichung fiir
den LQ-Entwurf

Fiir das abstrakte Anfangswertproblem

wird die endlich dimensionale Approximation

Zn(t) = Apnzy(t) + bru(t) (6.2a)

Vo (t) = Crzp(t), (6.2b)
auf einem endlich-dimensionalen Unterraum Z,, C D(.A), mit der Projektion P, : Z — Z,
betrachtet. Fiir Riesz-Spektralsysteme sieht die Projektion wie folgt aus, vgl. [22, S. 112]

n

Puz= Y (2.4); b (6.3)

k=—n

Somit wird aus dem Optimierungsproblem (5.1)) das folgende Optimierungsproblem, vgl. [24] S.
210

minimiere J (u(t)) = /000 (2n(t), QenZn(t)) + (u(t), renu(t)) dt

unter
Zn(t) = Anzn(t) + bpu(t).

(6.4)
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Hierbei ist zu bemerken, dass jetzt im Gegensatz zu das Skalarprodukt auf komplexwertige,
endlichdimensionale Vektoren angewendet wird. Das approximierte System stammt aus
einer modalen Approrimation wie in Kapitel [3] Die Notation wurde allerdings etwas angepasst.
Die Losung des Optimierungsproblems lautet wie folgt

Upmin(t) = kT2, (1), (6.5)
mit dem Rickfiihrvektor k]
k] = —r_biIL,. (6.6)

Hierbei ist die Matrix II,, die eindeutige, symmetrische, positiv definite Losung der Matriz-
Riccati-Gleichung
AXIL, + IL, A, — I,b,r biIL, + Q,,, = 0. (6.7)
Die Gleichung besitzt eine eindeutige Losung falls (A,,, b,,) stabilisierbar und (H,, Ay,),
mit Hy, H., = Q., detektierbar sind. Die Losung des LQ-Problems (6.5) wird dann fiir die
Regelung des Originalsystems
z(t) = Az(t) + Bu(t) (6.8)
benutzt. Es stellt sich nun die Frage ob die approximierte Losung II, der Matrix-Riccati-
Gleichung (6.7)) zur Losung IT der Operator-Riccati-Gleichung (5.4) konvergiert. Im wesent-
lichen miissen die folgenden Bedingungen erfiillt sein, vgl. [25] S. 27]. Fiir jedes z € Z, auf jedem
Intervall [t, t1] muss gelten
lim sup |[|T,(t)Pnz— T (t)z|]| =0, (6.9)
=00 teft,t1]
wobei T, (t) die Transitionsmatrix des approximierten Systems (6.2) ist und 7 (¢) der Tran-
sitionsoperator des abstrakten Anfangswertproblems (6.1]). Somit ist die Konvergenz der Zu-
standslosung sicherstellt. Die Konvergenz der Losung der Riccati-Gleichung und die Konvergenz
des Reglers wird mit den folgenden Bedienungen sichergestellt

lim ||IL,P,z — IIz|| = 0 (6.10)
n—oo

lim ||kIP,z — Kz|| = 0. (6.11)
n—oo

Es stellt sich heraus, dass die modale Approzimation diese Bedingungen hiufig erfiillt, vgl. [24],
[25].

Zur ndherungsweisen Losung der Operator-Riccati-Gleichung muss zuerst die modale Appro-
ximation des erweiterten Systems berechnet werden. Hierzu werden die Eigenwerte und
Eigenfunktionen benétigt. Zur Berechnung der Figenwerte und Eigenfunktionen des erweiterten
Systems wird das Eigenwertproblem, mit dem erweiterten Systemoperator A,

A 0
a-[4 ] 012
betrachtet. Wie in Kapitel [3| kann das folgende Eigenwertproblem angeschrieben werden
A, [“ﬂ = \¢ [db’f] , oLEX, o €C. (6.13)
Pk Pk

Die Eigenfunktionen des erweiterten Systemoperators kénnen aus den bereits berechneten Ei-
genfunktionen des Operators A berechnet werden. Man betrachte hierzu das folgende Eigen-
wertproblem

Ay, = N,dy, (6.14)
—C1¢y, = N\ ok (6.15)
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Die Eigenwerte A\ des erweiterten Systemoperators (6.12) ist die Menge der Eigenwerte des
Systemoperators A und ein Eigenwert bei Null

{AR} ={ et U {0} (6.16)
Somit ergeben sich die Eigenfunktionen des erweiterten Systemoperators wie folgt (siche Anhang

A.6) _
0
] k=0

b 1
k n
1 k>1, neZ={0,+1,+2 ...}
_)\7("1 ¢n
mit ¢,, aus (3.73)) und A, aus (3.71). Der adjungierten Operator A’ des erweiterten Systemope-
rators (6.12)) kann einfach berechnet werden und lautet wie folgt (siehe Anhang [A.7))

A _c;]

(6.18)

Ae_[o 0

Die dazugehorigen biorthonormalen Eigenfunktionen werden analog zu den Eigenfunktionen ¢y,
berechnet (vgl. Anhang [A.6) und lauten

—1
* C*
“aytel |,
. 1
Y= 11y . (6.19)
0”] k>1, neZ=1{0,+1,42,. ..}
Mit Hilfe des Resolventenoperators (AL —.A)~! nach [6 Theorem 2.3.5, S.41]
(AT —A)” Z v i (6.:20)
kann (6.19)) weiter vereinfacht werden
- c ' Pn n
H_Z_oo Béatn|
V=14 | 1 . (6.21)
1%” k>1, neZ=1{0,+1,42 ...}

Fiir die Berechnung der Eigenfunktionen wird noch der adjungierte Ausgangsoperator C7 benotigt,
welcher in Anhang [A'g] berechnet wird. Mit den oben berechneten Eigenwerten und Eigen-
funktionen kann die modale Approximation des erweiterten Systems fiir die ndherungsweise
Losung der Operator-Riccati-Gleichung, berechnet werden (siehe Anhang und anhand die-
ser dann die ndherungsweise Losung der Operator-Riccati-Gleichung fiir den linear quadratisch
integral (LQI)-Entwurf.

Bemerkenswert ist, dass die modale Approximation des erweiterten Systems (sieche Anhang
A.9) zur ndherungsweisen Losung der Operator-Riccati-Gleichung ([5.4]) und die folgende Farly-
Lumping modale Approximation

- [_‘éf g] 2+ [Bﬂ u (6.22)
=[Ci 0]z (6.23)



mit den Matrizen A, B3 und Cj] nach Kapitel 3| identische Streckenbeschreibungen liefern.
Dies ist allerdings nur dann der Fall, wenn fiir die Berechnung der Eigenfunktionen f der
Reihenabbruch mit der gleichen Anzahl von Elementen, wie bei der Berechnung der modalen
Approximation in Kapitel 3] durchgefiihrt wird. In Abbildung[6.1]ist der Vergleich zwischen der
Early Lumping und Late Lumping Streckenbeschreibung fiir den LQI-Entwurf dargestellt.
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Abbildung 6.1: Vergleich zwischen Early- und Late Lumping Approximation fiir den LQI-
Entwurf

Wie man erkennt, sind die beiden Kurven identisch. Aus dem obigen Ergebnis lisst sich schlie-
Ben, dass der in Kapitel [3] diskutierte Early Lumping LQI-Entwurf anhand einer modalen Ap-
proximation der Strecke und der Late Lumping LQI-Entwurf durch néherungsweise Losung der
Operator-Riccati-Gleichung, wie hier bzw. in Kapitel 4| diskutiert, mit Hilfe einer modalen Ap-
proximation das selbe Ergebnis liefern und somit gleichwertig sind.

6.2 Niaherungsweise Losung der Operator-Riccati-Gleichung fiir
den Beobachter-Entwurf

Im Folgenden wir die Vorgangsweise aus dem vorherigen Abschnitt auf die Operator Riccati-
Gleichung fiir den Beobachterentwurf iibertragen. Die Vorgehensweise ist gleich wie zuvor beim
LQ-Entwurf. Die Eigenwerte und Eigenfunktionen des erweiterten Systems konnen mit
Hilfe der bereits berechneten Eigenwerte und Eigenfunktionen des Operators A berechnet
werden. Der Systemoperator des erweiterten Systems lautet

A P
A, = 0 0} . (6.24)
Wie in Kapitel [3| kann das folgende Eigenwertproblem angeschrieben werden
/Q[¢%}-Ai[¢k, ¢p €X, ¢ €C. (6.25)
Pk Pk |
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Den erweiterten Systemoperator (6.24) in das Eigenwertproblem ((6.25)) eingesetzt liefert

Ay + P = Aoy, (6.26)
0= X (6.27)

Die Eigenwerte des erweiterten Systemoperators (6.24]) lauten wie folgt
{A} = { e} u {0}, (6.28)

wobei \j die Eigenwerte des Systemoperators A sind. Somit ergeben sich die Eigenfunktionen
des erweiterten Systemoperators wie folgt

41
A1 P] -
b = [Zﬂ =1 To : (6.29)
0"] k>1, neZ=1{0,+1,42,. ..}

mit ¢,, aus (3.73) und A, aus (3.71). Wieder lédsst sich eine Vereinfachung mittels des Resolven-
tenoperators ((6.20)) durchfithren

e — [iz] {1 . . (6.30)
ng] k21, neZ=1{0,4+1,42,...}

Die dazugehorigen biorthonormalen Eigenfunktionen lauten

0

] k=0

1

w=1{1 , (6.31)
. k>1, neZ=1{0+1,+2,...}

7'P*'¢n - 4 ) ) P

L M

mit v, aus (3.75)), p, aus (3.74). Hier wird auch deutlich warum in Kapitel |3| der Eingangs-
und Ausgangsraum aus den komplexen Zahlen gew#hlt wurde. Sonst kénnte der adjungierte
Operator P* nicht auf die im Allgemeinen komplexwertigen Eigenfunktionen 1), angewendet
werden. Der adjungierten Operator A} lautet wie folgt

« [A° 0
A = [’P* 0} ) (6.32)

Der adjungierte Eingangsoperator der Stérung P* wird in Anhang berechnet. Zur Lésung
der Operator-Riccati-Gleichung mit Hilfe der modalen Approximation muss diese fiir das erwei-

terte System ([5.32)) berechnet werden (siehe Anhang |A.11)).

Wie schon beim LQI-Entwurf ist das Bemerkenswerte, dass die modale Approximation des
erweiterten Systems (siehe Anhang [A.11)) zur n&herungsweisen Losung der Operator-Riccati-
Gleichung (5.26]) und die folgende Farly-Lumping modale Approximation

5 B ]ﬂ 7+ []%2} y (6.33)
y=[C o]z, (6.34)
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mit den Matrizen A, B}, B5 und C7 nach Kapitel |3| identische Streckenbeschreibungen liefern.
In den Abbildungen[6.2)und [6.3]ist der Vergleich zwischen der Farly Lumping und Late Lumping
Streckenbeschreibung fiir den Beobachterentwurf dargestellt.
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Abbildung 6.2: Vergleich zwischen Early- und Late Lumping Approximation fiir den Beobach-
terentwurf, jeweils fiir den Frequenzgang von u nach po
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Abbildung 6.3: Vergleich zwischen Early- und Late Lumping Approximation fiir den Beobach-
terentwurf, jeweils fiir den Frequenzgang von u nach p3
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Wie man erkennt sind die beiden Systembeschreibungen identisch, was darauf schlielen ldsst,
dass in diesem Fall der Early Lumping Entwurf anhand einer modalen Approximation der Strecke
und der Late Lumping Entwurf durch ndherungsweise Losung der Operator-Riccati-Gleichung
identische Ergebnisse liefern.
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Kapitel 7

Experimentelle Verifikation

Im folgenden Kapitel werden die in Kapitel 4] und [5]entworfenen Regler in der Simula-
tion und am realen Priifstand verifiziert. Die Regler werden an zwei unterschiedlichen
Priifstandskonfigurationen getestet: einem Rohr mit konstantem Querschnitt und ei-
nem Aufbau bestehend aus mehreren Rohrsegmenten unterschiedlicher Querschnitte.

7.1 Implementierung

Die entworfen, zeitkontinuierlichen Regler wurden auf einem Echtzeitsystem der Firma dSPACFE
implementiert. Hierzu wurden die Regler mit Hilfe des Riickwdrts-Euler- Verfahren zeitdiskreti-
siert. Die Abtastrate betrug hierbei 10 kHz. In Abbildung ist der Priifstandsaufbau darge-
stellt.

7.2 Rohr mit konstantem Querschnitt

Als erstes Experiment wird ein Reglerentwurf, wie in Kapitel [ und [5] vorgestellt, an einem
Rohr mit konstantem Querschnitt durchgefiihrt. In Abbildung ist der Priifstandsaufbau
schematisch dargestellt.

Der Aufbau soll die Druckreglung des Abgaspfad simulieren. Die Stérung durch die Verbren-
nungskraftmaschine (VKM) wird durch die linke Ventilklappe «; simuliert und der Stelleingriff
erfolgt iiber die rechte Ventilklappe «s. Die Regelgrofe ist der Druck ps am linke Ende des
Rohrs. Das verteilt parametrische Rohr ist durch seinen Querschnitt A, die Gesamtlinge L und
die Schallgeschwindigkeit im Arbeitspunkt ag charakterisiert. Die Versuchsparameter sind An-

hang aufgelistet.

Es werden jeweils zwei Testzyklen untersucht. Die Versuchsergebnisse am Priifstand sind gemein-
sam mit den Simulationsergebnissen in den folgenden Abbildungen dargestellt. Es werden vier
Reglerkonfigurationen getestet: LQI-Entwurf mit modaler Approximation, PI-Mittendruckregler
mit modaler Approximation, LQI-Entwurf mit FVM Approximation und PI-Mittendruckregler
mit FVM Approximation.
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(a) Kompressor (b) Stellventil

Abbildung 7.1: vereinfachter Priifstandsaufbau

«q: Stérung A ao, L
i \ ;042 Stellgrofe

2: Regelgrofie

Abbildung 7.2: schematischer Aufbau der zu regelnden Strecke
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7.2.1 Testzyklus 1

In Abbildung [7.3] sind die gemessenen Massenstrome fiir die vier Reglerkonfigurationen dar-
gestellt. Diese kénnen nicht mit der notwendigen Dynamik gemessen werden, sondern werden
anhand der Ventilkennlinien und der gemessenen Driicken berechnet.

" 17000 | | — mod. LQI
Y —— mod. PIM
= e FVM LQI
Z sl L FVM PIM
g
op
O I | | | | | | | | | | |

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Zeit in s

Abbildung 7.3: Massenstrom, Testzyklus 1

Im Wesentlichen besteht kein Unterschied zwischen den resultierenden Massenstréomen fiir die
verschiedenen Regler. In Abbildung sind die Messergebnisse und Simulationsergebnisse fiir
die Reglerkonfigurationen mit modaler Approximation dargestellt.

Hierbei erkennt man, dass es praktisch keinen Unterschied zwischen den beiden Reglerstruk-
turen (LQI-Regler und PI-Mittendruckregler) gibt. Am Priifstand zeigte die Konfiguration mit
FVM Approximation keine ausreichende Diampfung und es wurde die erste Resonanzfrequenz
des Rohrs angeregt. Um dieses Problem zu beheben wurde der Entwurf im Vergleich zur mo-
dalen Approximation etwas angepasst. Im Speziellen wurde die Gewichtung der Stellgréfie 7.
vervierfacht und die Gewichtung der Zustéinde um das 25-fache verringert. Die Gewichtung des
Integralteils wurde beibehalten (siehe Anhang. In Abbildung ist das ganze noch einmal
fiir die Reglerkonfiguration mit FVM Approximation dargestellt.

Auch hier zeigt sich kein Unterschied zwischen den beiden Reglerstrukturen. Allerdings ist das
Ergebnis der Reglerkonfiguration mit FVM Approximation im Vergleich zur modalen Approxi-
mation schlechter, was durch die unterschiedliche Reglerparametrierung erklédrbar ist.

In den Abbildungen [7.4] und erkennt man bei allen Reglerkonfigurationen eine brauchba-
re Storunterdriickung und die Gewahrleistung der stationdren Genauigkeit. Ebenso ist aus den
obigen Abbildungen zu erkennen, dass die Simulationsergebnisse und die Messergebnisse eine re-
lativ gute Ubereinstimmung aufweisen, allerdings scheint die Simulation eine hohere Dampfung
aufzuweisen. Dies ist dadurch zu erkliren, dass die Simulation mittels der finiten Volumen Me-
thode durchgefiithrt wird und diese eine hohere, sogenannte numerische Dampfung aufweist, vgl.
Abbildung Der selbe Effekt fiihrt auch dazu, dass die Regelung anhand der FVM Approxi-
mation eine geringere Dampfung aufweist, da diese ja bereits in der Entwurfsstrecke vorhanden
ist.
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Abbildung 7.4: Modale Approximation, Testzyklus 1
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Abbildung 7.5: FVM Approximation, Testzyklus 1
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7.2.2 Testzyklus 2

Im Vergleich zum 1. Testzyklus ist der 2. Testzyklus deutlich dynamischer, im Speziellen bein-
haltet dieser drei relativ grofle Storspriinge. In Abbildung sind wieder die berechneten Mas-
senstrome der vier Konfigurationen dargestellt.

" 17000 | | =——mod. LQI
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Abbildung 7.6: Massenstrom, Testzyklus 2

Wiederum erkennt man kaum einen Unterschied zwischen den Reglerkonfigurationen. In Abbil-
dungist der zu regelnde Druck am linken Ende des Rohrs ps(t), fiir die modale Approximation
dargestellt.

Wie schon beim 1. Testzyklus ist zwischen den Ergebnissen mit LQI-Regler und mit PI-Mitten-
druckregler kein Unterschied festzustellen. In Abbildung sind die Simulationsergebnisse und
die Messergebnisse fiir die Reglerkonfigurationen mit FVM Approximation dargestellt.

Auch hier erkennt man keine grofien Unterschiede zwischen den beiden Reglerstrukturen. Im
Vergleich zur modalen Approximation weist die FVM Approximation groflere negative Ausrei-
Ber auf, dafiir aber etwas geringere in positive Richtung. Dies ist jedoch auf die unterschiedliche
Reglerparametrierung zuriickzufithren. Im Schnitt zeigen die Ergebnisse fiir den 2. Testzyklus
ein stabiles Verhalten, allerdings ist die Stérunterdriickung in der Simulation wesentlich besser
als am Priifstand. Wiinschenswert wire die Einhaltung eines 10 mbar Bandes um die Referenz-
grofe. Dies wird von der Reglerkonfiguration mit modaler Approximation fast eingehalten, vgl.
Abbildung [7.7 Denkbar wire, dass dieses Ziel, mit dieser Konfiguration und einer besseren Ein-
stellung der Reglerparameter erreicht werden kann. Diese wurden lediglich empirisch mittels der
oben beschriebenen Testzyklen eingestellt.
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Abbildung 7.7: Modale Approximation, Testzyklus 2
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Abbildung 7.8: FVM Approximation, Testzyklus 2
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7.3 Rohr mit variablem Querschnitt

Um die Robustheit der Reglung gegeniiber Modellunsicherheiten zu testen wird die Regelung
an einem Aufbau ausprobiert, der aus mehreren Rohrsegmenten unterschiedlichen Querschnitts
und nicht mehr aus einem Rohr mit konstantem Querschnitt besteht. Der Reglerentwurf wird
allerdings trotzdem anhand eines Rohrs mit konstantem Querschnitt durchgefiihrt. Die Versuch-
sparameter sind Anhang aufgelistet. In Abbildung ist der Priifstandsaufbau mit den vier
unterschiedlichen Rohrsegmenten schematisch dargestellt.

oq: Storung As, ag, Lo /A4, ao, L4

H Tﬁd—
\Al, ag, I \A3, ag, L3 p3 N ao: Stellgrofle

p2: Regelgrofie

Abbildung 7.9: schematischer Aufbau der zu regelnden Strecke

Die Lange L ist hierbei die Summe der Segmentlingen
L=IL1+ Lo+ Ls+ Ly (71)

und die Querschnittsfliche A ist der mit der Segmentlinge gewichtete Mittelwert der einzelnen
Querschnitte

1
A= 7 (Aily + AzLy + AsLs + AgLa) (7.2)

wodurch sichergestellt ist, dass das Gesamtvolumen AL = ). A;L; gleich bleibt. Der Eigentliche
Reglerentwurf ist dann gleich wie fiir den Aufbau mit konstantem Querschnitt. Wieder werden
die Regler an zwei Testzyklen getestet.

7.3.1 Testzyklus 1

In Abbildung [7.10]sind die aus den Ventilkennlinien und den gemessenen Driicken berechneten,
Massenstrome fiir den ersten Testzyklus dargestellt.
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Abbildung 7.10: Massenstrom, Testzyklus 1
Bis auf eine Abweichung bei 7's gibt es keine Unterschiede zu erkenne. Allerdings die Abweichung

durch die unterschiedlichen Druckverldufe in Abbildung erklarbar. In Abbildung ist
wieder der Vergleich zwischen dem LQI-Regler und dem PI-Mittendruckregler dargestellt.
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Abbildung 7.11: Modale Approximation, Testzyklus 1

Man erkennt eine relativ grofle Abweichung zu Beginn. Dies ist darauf zuriickzufithren, dass die
verwendete Regelklappe o1 am Priifstand eine Leckage aufweist. Es dauert ca. 7s bis sich trotz
Leckage der vorgegebene Referenzdruck einstellt. Bis auf dieses Verhalten zu Beginn, welches
nicht modelliert wurde, zeigen die Simulation und Messung eine gute Ubereinstimmung. Man
erkennt, dass die Storunterdriickung trotz des offensichtlich nur angendherten Modells in beiden
Féllen gut ist und mit den Ergebnissen aus dem vorherigen Versuch vergleichbar ist, siehe

Abbildung [7.4] und

7.3.2 Testzyklus 2
In Abbildung[7.12]ist wieder der berechnete Massenstrom fiir den zweiten Testzyklus dargestellt.

= — mod. PIM
—<
=
= 500
g
<

\ | | | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Zeit in s

Abbildung 7.12: Massenstrom, Testzyklus 2

Hierbei ist zu bemerken, dass im Vergleich zum ersten Testzyklus darauf geachtet wurde, dass
sich der Druck im Rohr vor dem Start des Zyklus aufgebaut hat und so die Leckage der Stell-
klappe nicht ins Gewicht fillt. In Abbildung[7.13]sind die Ergebnisse fiir den zweiten Testzyklus,
unter Verwendung der Reglerkonfiguration mit modaler Approximation dargestellt.
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Abbildung 7.13: Modale Approximation, Testzyklus 2

Man erkennt, dass die Simulationsergebnisse wesentlich besser sind als die Messergebnisse. Al-
lerdings zeigen die obigen Abbildungen die Robustheit der Regelung gegeniiber Modellunsicher-
heiten. Zwar ist das Ergebnis fiir den zweiten Testzyklus nicht mehr wirklich zufriedenstellen,
allerdings wird der Regler auch nicht instabil und zumindest fiir den ersten Testzyklus ist das
Ergebnis zufriedenstellend.

7.4 Simulationsstudie: Einbindung eines dritten Drucksensors

Bei allen getesteten Reglern werden lediglich zwei Drucksensoren verwendet. Diese sind jeweils an
den Rohrenden angebracht. Mit Hilfe einer Simulationsstudie wird der Einfluss eines zusétzlichen
Drucksensor ps in der Mitte des Rohrs untersucht. Die Einbindung dieses zusétzlichen Sensors
in den Regler- und Beobachterentwurf ist trivial und wird hier nicht naher erldutert. Alle not-
wendigen Methoden und Ergebnisse wurden in den obigen Kapiteln bereits behandelt.

In Abbildung sind die Ergebnisse einer Simulationsstudie dargestellt, in welcher ein Reg-
lerentwurf anhand der modalen Approximation mit 3 Drucksensoren getestet wird. Durch die
bessere Schéitzung des Zustandsvektors kann der Reglerentwurf angepasst werden. Im Speziellen
wurde die Gewichtung des Integralteils vergrofiert (siehe Anhang [B.5)).
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Abbildung 7.14: Vergleich zwischen 2 und 3 Drucksensoren, Testzyklus 2
Es zeigt sich, zumindest in der Simulation, eine deutliche Verbesserung gegeniiber dem Einsatz
von lediglich zwei Drucksensoren, wobei dieser Effekt hauptséchlich auf die verénderten Regler-

parameter zuriickzufithren ist. Auf die Untersuchung des Einflusses bei Verwendung der FVM
Approximation wird hier verzichtet, es lésst sich jedoch ein dhnlicher Effekt vermuten.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Dieses Kapitel gibt eine kurze Zusammenfassung der Hauptergebnisse der vorliegen-
den Arbeit gegeben. Auflerdem wird ein Ausblick auf mogliche Erweiterungen und
zukiinftige Fragestellungen gegeben.

8.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden, am Beispiel einer Druckregelung fiir Motor-Priifstéinde, Methoden zur
Reglung und Beobachtung des Druckverlaufs in einem Rohr betrachtet. Ausgehend von der
physikalischen Modellbildung wird anhand partieller Differentialgleichungen ein mathematisches
Modell zur Beschreibung des Druckverlaufs aufgestellt. Als eine effektive Methode zur numeri-
schen Simulation des Modelles wird die Finite Volumen Methode (FVM) verwendet.

Anhand der Systembeschreibung mittels partieller Differentialgleichungen wird die in diesem
Gebiet weit verbreitete Darstellung anhand eines abstrakten Anfangswertproblems untersucht
und auf das vorliegende System angewendet. Die Darstellung als abstraktes Anfangswertproblem
beruht grofiteils auf der Operatorschreibweise des Problems, was eine sehr kompakte Schreib-
weise ermoglicht. Viele der Eigenschaften und Methoden fiir verteilt parametrische Systeme
sind denen fiir konzentriert parametrische Systeme sehr &hnlich. Insbesondere die Synthese und
Analyse anhand der Eigenwerte und Eigenfunktionen des Systemoperators weisen deutliche Ge-
meinsamkeiten zum konzentriert parametrischen Fall auf. Im vorliegenden Fall handelt es sich
iiberdies um ein Riesz-Spektralsystem, was die weitere Analyse wesentlich vereinfacht.

Mit Hilfe der Operatorschreibweise werden die partiellen Differentialgleichungen als abstrak-
tes Anfgangswertproblem angeschrieben. Diese Darstellung erlaubt die Berechnung einer soge-
nannten modalen Approximation des Systems, welche anschliefend fiir einen Regler- und Be-
obachterentwurf verwendet wird. Ebenso wird die FVM Approximation fiir einen Regler- und
Beobachterentwurf verwendet. Allerdings liefert die Approximation mit Hilfe der FVM eine Sys-
tembeschreibung von relativ hoher Ordnung. Diese wird daher vor einem praktischen Einsatz
noch reduziert.

Der Regler- und Beobachterentwurf fiir VPS kann auf zwei Arten erfolgen: mittels Early Lum-
ping oder mittels Late Lumping. Diese Herangehensweisen werden jeweils separat betrachtet.
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Es stellt sich heraus, dass der Late Lumping Ansatz, zumindest unter Verwendung der modalen
Approximation, die selben Ergebnisse liefert wie der Early Lumping Ansatz. Es werden jeweils
zwei verschiedene Reglerstrukturen entworfen: Ein linearer Zustandsregler mit quadratischem
Giitemaf, welcher um einen Integralteil erweitert wird und eine beobachterbasierte Regelung
des mittleren Drucks im Rohr. Die beiden Strukturen sind einander sehr dhnlich und zeigten
auch in der Simulation und am Priifstand vergleichbare Ergebnisse.

Sowohl in der Simulation als auch bei den Messungen am Priifstand zeigen die entworfenen
Regler eine ausreichende Regelgiite unter Einhaltung der stationéiren Genauigkeit. Speziell die
mit der modalen Approximation entworfenen Regler zeigen eine bessere Performance als die
mittels der FVM Approximation entworfenen Regler.

8.2 Ausblick

Die Analyse und Synthese anhand der Eigenwerte und Eigenfunktionen des Systemoperators
zeigt sich als mathematisch sehr aufwendig. Im vorliegenden Fall wird die zu beschreibende
Geometrie mittels eines sehr einfachen Modells angenéhert, was die analytische Berechnung der
Eigenwerte und Eigenfunktionen iiberhaupt erst moglich macht. Speziell aus einem praktischen
Standpunkt heraus kann in zukiinftigen Arbeiten untersucht werden in wie fern hier auch num-
merische Methoden zum Einsatz kommen kénnen.

Bei allen getesteten Reglern werden lediglich zwei Drucksensoren verwendet, welche an den bei-
den Rohrenden positioniert sind. Mittels einer Simulationsstudie konnte gezeigt werden, dass
zusitzliche Sensoren die Regelgiite verbessern. Es stellt sich die Frage wie viele Sensoren und
welche Positionierung dieser zum besten Ergebnis fiihrt.

Im Zuge dieser Arbeit wird immer von einer zeitkontinuierlichen Implementierung ausgegangen
und keinerlei Augenmerk auf die Zeitdiskretisierung gelegt. Man spricht in so einem Fall auch von
einem quasi-kontinuierlichen Entwurf, was fiir sehr kleine Abtastzeiten typischerweise zu keinem
Problem fiihrt. Eine mogliche Verbesserung kann dadurch erreicht werden, dass die zeitdiskrete
Implementierung schon beim Entwurf beriicksichtigt wird.
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Anhang A

Mathematische Ergidnzungen

A.1 Berechnung der Eigenwerte und Eigenfunktionen
Es wird das folgende Eigenwertproblem

Ay = My, (A1)

fir den Operator (3.64), mit dem Definitionsbereich (3.66|) betrachtet. Mit den nichttrivialen
Eigenfunktionen

$1 k(§)]
— ’ 07 A2
ergibt sich das folgende Randwertproblem
() = Mbral€), 0<E<E (A30)
Ad{z’k = AkP1,k(§), SIS -08
d
—Adfgdﬁm(f) = Me®2,(§) (A.3Db)
$2,,(0) — €101 £(0) =0 (A.3¢)
p2,k(L) — copd1 k(L) = 0. (A.3d)
Bestimmung der Eigenwerte
Die allgemeine Losung des obigen Problems lautet
_ SR g 00 g (S
¢1,%(&) = k1 cosh < 2 ) ko 1 sinh ( o > (A.4a)
= %0 () Ak
D1k(&) = -k 1 smh( 2 ) ko cosh< o~ > , (A.4Db)

mit den noch zu bestimmenden Konstanten k; und k». Die obigen Gleichungen in die Randbe-

dingungen (A.3c) und (A.3d)) eingesetzt ergibt

Clyp/ﬁ — kz =0 (A.5a)
AL AL
(Ale — a%kQCzp) sinh <k> + Aao (k1027p - kz) cosh <k> = 0, (A5b)
ao ag
bzw. in Matrixform angeschrieben
00w 1] -0 (A6)
)



mit der Koeffizientenmatrix @ (\y)

Clp -1
= L L L L
O () A (agczp cosh <k> + Asinh <k>> —ap (A cosh <k> + agpca,p sinh <k>>
aop ao ao aop
(A7)

Die nichttriviale Losung von (A.3]) muss also die folgende Bedingung erfiillen
det (© (\g)) = 0. (A.B)
Somit ergibt sich die Losung fiir A; zu

)\k:W, keZ={0,+£1,42,...}, (A.9)

mit der reellen Konstante 3

\/A + CL()Cl?p\/A — apCyp
=] . A.10
g (\/(A —apcp) (A + apczp) (8-10)

Bestimmung der Eigenfunktionen

Formt man ((A.5a)) auf k; um und setzt dann in (A.4a)) ein, so erhilt man

1 e\ a0 . (E
=ky| —cosh|{>—) ——sinh| =— | |. A1l
¢1,k(§) 2 <Cl,p CcOos < ” > 2 S1n < a ( )
Diese Losung nach ¢ abgeleitet und in (A.3b]) eingesetzt, ergibt als Losung fiir ¢o 1 (§)
A A A
P2,k(§) = k2 (Cosh (kg> — ———sinh (kf>) . (A.12)
ap aocl,p ag

Somit ergeben sich die nicht normierten Eigenfunktionen ¢; zu

i cosh ()\kg> _ % sinh (M>

— |“lp o A o kcZ =10 +1,42 Al
¢k‘ COSh /\]€§> B A Sinh (M) ) S {07 ) PR } ( . 3)
agp apCi,p aop

A.2 Beweis der Riesz-Basis Eigenschaft

Es soll gezeigt werden, dass es sich bei den Eigenfunktionen ([3.73)) um eine Riesz-Basis, nach
Definition handelt, vgl. [36].

Die Eigenfunktionen (3.73)), bzw. (A.13]) lassen sich mit (3.71]) wie folgt anschreiben
A+ apciy 8 A —apcry I5) 1 jkm
b = \/f Aciy P L§ Aciy P Lf V2L P _Té
kE— 2 A+ aopC1p ox —ﬁf —A+ apcC1,p ox éf 1 ox Jk‘l€
Ac, P\TL Acr, PA\L VoL P\ L
(

Somit konnte eine Beschreibung der Form

A.14)

o =Tey (A.15)
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gefunden werden. Der linearen Operator 7 x lautet hierbei wie folgt

A+ apcl,p I} A— apCi,p B
———exp | —7¢ ———exp | =¢ il
Tx = \/f Actp L Acrp L (A.16)
2 | A+ apciyp ox —éf —A+apcryp ox é{ o . )
ACLp P L Acl,p P L

Die Folge ey, stellt hierbei, mit dem Skalarprodukt (3.63]), eine orthonormalen Basis im Zustands-
raum X dar.

k
1 exp (—;f)
- . 7 = +1,+2.... L. A1l
ek‘ \/ﬁ (Jkﬂ- > bl k; E {07 ) 9 } ( 7)
P\t

Es handelt sich bei e, also um eine Riesz-Basis. Wie sich leicht iiberpriifen lisst ist der Operator
T invertierbar und beschrinkt.

Nach [0, Definition A.3.5, S. 583] wird ein Operator invertierbar genannt, falls gilt.

Definition A.1 (Invertierbarer Operator) linearer Operator 7 : D(A) C X — Y ist in-
vertierbar, wenn es einen Operator 8 : D(S) C Y — X gibt, sodass gilt

STx=x, xe€D(T) (A.18)
TSy=y, ye€DS). (A.19)
S wird dann algebraische Inverse von T genannt
T'=8. (A.20)
|

Da es sich beim Operator T aus (A.16)) um eine Matrix handelt und diese V¢ invertierbar ist,
falls gilt

A+ apCl,p #0 (A.21)
und Matrizen immer beschrénkt sind, handelt es sich bei ¢;, um eine Riesz-Basis, nach Definition
3.0l |

A.3 Berechnung des adjungierten Operators

Es soll der adjungierte Operator A* zu A (3.64)), mit dem Definitionsbereich (3.66]) berechnet
werden. Nach Definition gilt die folgende Beziehung

(Ax,y) = (x, Ay) . (A.22)
Setzt man in die diese Beziehung den Operator ([3.64)) ein, so ergibt sich

L 2 d L d
(Ax,y) = /0 <—i§)d§$2y1> dé + /0 <—Ad£m1y2) ¢
2 L L 2 d L L d
Ll i) ol [ (o)

L L La2 d L d
— [~ [} + Aol + [ (e e+ [ (A e = (xy)

J(%,y)
(A.23)
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Betrachtet man in (A.23)) die beiden Integralteile so erkennt man, dass der adjungierte Operator
wie folgt lauten muss

oAl
Ax=| o . (A.24)

@ T2

A de

Zur Bestimmung der adjungierten Randbedingungen betrachtet man den ersten Term in (A.23),
welcher unabhéngig von x verschwinden muss

a2
J(x,y) = [—;(;37291} (OLH—AHHZ/?]’(? o (A.25)

— 710 (xz(L)yl(L) - xz(O)y1(0)> —A ($1(L)y2(L) _ 931(0)3/2(0)) Lo

Setzt man in die obige Gleichung die Randbedingungen

1’2(0) — cl7px1(0) =0 (A.26a)
xg(L) — ngpl'l(L) =0 (A.26b)
aus dem Definitionsbereich des Operators A, ein so ergibt sich
21(0) (afe1,py1(0) + A%(0) ) + @1 (L) (afezpmn (D) + A%(D)) 20, (A.27)
womit man die adjungierten Randbedingen ablesen kann
2
22(0) — 224, (0) = 0 (A.28a)
A
atco
xo(L) — ‘242’%1@) = 0. (A.28b)

Fiir den Definitionsbereich des adjungierten Operators A* gelten die selben Uberlegungen wie
fiir den Definitionsbereich des Operators A (3.66)), somit ergibt sich

d d
D(A*) = {x € X’xl, x9 absolut stetig, —Jg, —;;2 € Ly(0,L)
(A.29)

2 2
und z2(0) — %mm) =0, 22(L) — %xl(m - 0}.

Mit Hilfe des adjungierten Operators konnen nun dessen Eigenfunktionen 1, und die dazu-
gehorigen Eigenwerte py, berechnet werden.

A.4 Berechnung der biorthogonalen Folge

Es sollen die Eigenwerte uj und die dazugehorigen Eigenfuntkionen 1, des adjungierten Ope-
rators A* bestimmt werden.

Mit Hilfe der Beziehung und des in hergeleiteten Operators T kann die biorthogonale
Folge 1), zu ¢;, bestimmt werden, ohne diese explizit mit Hilfe des adjungierten Operator A* zu
berechnen. Allerdings muss der adjungierte Operator 7* zu T bestimmt werden. Dies ist jedoch
im vorliegenden Fall einfach moglich, da es sich beim Operator 7 um eine Matrix handelt. Der
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adjungierte Operator ist in diesem Fall lediglich die transponierte, konjugiert komplexe Matrix,

vel. [7, S. 249]
- A+ aogcyp exp —éﬁ A+ aogcyp exp —éf o
Tk JE | Acyp L Actp L (A.30)
2 | A—apcip ox éf —A+apcrp o éf o . )
A, CPAL Acr, OPA\L

Beim adjungierten Operator T handelt es sich wieder um einen beschrinkten, invertierbaren
Operator und somit kann v;, wie folgt berechnet werden

P, = (T") e (A.31)

Fiithrt man die Matrixmultiplikation aus, erhdlt man

2 . A 2 .
Acrp 7 oo <§(k7r +J6)> N = aocy )Lj <in <§(k7r +J5)>

2.2 2.2
by = (A2 _2 goch L ' —agey, L . (A.32)
apcyp cos §(km +jB) n Aagcy p isin §(km +jB)
(—A2 — a%cip)L L (—A2 — a%c%p)L L
Was nach einigen Umformungen auf die folgenden Beziehungen fiihrt
—ik
[ = W keZ=1{0+1,+2..}, (A.33)

mit der reellen Konstante 5 (3.72) und den Eigenfunktionen ),

A2 Aapcs
VIR IR 621”; cosh <'uk£> -5 T 021’5 sinh (’L%g)
(A% —agef ) L ap (A —agei )L ap

2 2

apcy (Mk&) Aagcy p . <Mk§) (A.34)

-t cosh | -2 | + ——52——sinh | —
(A% —agei )L ao (A2 —age} )L ap

keZ={0,+1,42,...}.

Py, =

A.5 Beweis der Abgeschlossenheit

Es soll gezeigt werden, dass es sich bei dem Systemoperator um einen abgeschlossenen
Operator handelt. Der Beweis kann anhand des inversen Operators A~' zu A gefiihrt werden,
da nach dem Satz aus [6, Theorem A.3.46, S. 596 | die Abgeschlossenheit eines linearen Operators
aus der Existenz des dazugehorigen inversen Operators folgt. Somit muss nur gezeigt werden,
dass einen inversen Operator besitzt.

Man betrachtet hierzu die folgende Operatorgleichung, vgl. [7, S. 259 ff.]

Ax=y, xe€D(A), ye X, (A.35)

mit dem Systemoperator A aus (3.64). Es ergibt sich das folgende Randwertproblem
B (), v<e<L (A.364)
A dfo =U ) .oba

d

—AZem(©) = () (A.36D)
22(0) —c1,21(0) =0 (A.36¢)
QZQ(L) 0271,:61([/) =0 (A36d)



Der inverse Operator ist dann durch den folgenden Integraloperator gegeben

(A 'y) (©) ; g(&, Qy(¢)d, (A.37)

wobei g(&, z) die Greensche Funktion zu A ist, vgl. [7, S. 260]. Diese ldsst sich durch das folgende
Randwertproblem berechnen

S e —de- Q). 0<E<L (A38)
A dﬁgQ ) - ’ .
d
*Adfggl (&, ¢) =0(§ = ¢) (A.38b)
92(0,¢) = c1,91(0,¢) =0 (A.38c)
92(L, ¢) — c2pg1(L,C) = 0, (A.38d)
welches die folgende allgemeine Losung liefert

(6.0 =k — B —¢) (4.39)

A
92(&,0) = k2 = 5 ®(¢C — ), (A.39Db)

0

mit den noch zu bestimmenden Konstanten k1 und ka. ®(z) ist hierbei die Einheitssprungfunk-

tion. Die allgemeine Losung (A.39) in die Randbediungungen (A.38¢c) und (A.38d) eingesetzt

und nach den Konstanten aufgelost ergibt

_ A? — adeay
Add(crp — c2,)

(A% — ageap)erp

k1 (A.40a)

ko =
AG(Q)(CLP —Cc2p) 7

womit sich die folgende spezielle Losung ergibt

(A.40Db)

A2 — achp
5]
Aag(c1,p — c2,p)

(A2 - agcl,p)CZp

Aag(erp — cap)

_JL : ») , A.41

g(£,q) 2 ag@,p ( )
Aa%(ch —C2,p)
(A2 — ageap)erp

| Aag(crp —c2p) |

sonst

Somit konnte der inverse Operator A ™! gefunden werden. Nach dem oben beschriebenen Satz
ist A ein abgeschlossener Operator.
]

A.6 Berechnung der Eigenwerte und Eigenfunktionen fiir den
Late Lumping LQI-Entwurf

Es sollen die Eigenwerte und Eigenfunktionen des folgenden Eigenwertproblems berechnet wer-
den

Apj, = \,dy, (A.42)
—C1y, = Aok (A.43)
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Betrachtet man die Gleichung (A.42), so erkennt man, dass es sich um das Eigenwertproblem
(A.1) handelt. Daraus folgt, dass die Eigenwerte \f des erweiterten Systemoperators (6.12)) die
Menge der Eigenwerte des Systemoperators A und ein Eigenwert bei Null sind

{AR) = {Mu {0} (A.44)

Im Fall A{ = 0, muss ¢, = 0 und ¢}, = 1 gelten. Gilt A\ = A, so lautet das zu lésende
Eigenwertproblem

A = M@y, (A.45)
_Cl¢k = /\kgok. (A.46)

Wobei die erste Gleichung genau dem Eigenwertproblem (A.1)) entspricht und somit ¢, mit
(A.13) bereits berechnet ist. Formt man die zweite Gleichung auf ¢} um, so erhéllt man schlus-
sendlich das Folgende Ergebnis

'g] k=0
& = [Qbk} _ )L (A.47)

Pk
1 kE>1, neZ={0,4+1,+2,...},
_rclqbn

mit ¢,, aus (3.73) und A, aus (3.71)).

A.7 Berechnung des adjungierten Systemoperators fiir den Late
Lumping LQI-Entwurf

Es soll der adjungierte Operator des erweiterten Systemoperators (6.12]) berechnet werden. Der
adjungierte Operator muss die Definition erfiillen, somit gilt

(Acx,y)z = (x, Aly)z, xy€Z=X®C. (A.48)

Den erweiterten Systemoperator (6.12)) eingesetzt ergibt

<[:LC‘ g] [Xl] ' [y1]> = (AxLy)x +(=Ciz1,2), X1,y € X, 22,2 € C
1 z

X2 Y2
= (x1, A%y1) p + (x1, —Ciy2) (A.49)

=L R,

Somit lautet der adjungierte Operator A} wie folgt

Al = ["3 _gl] : (A.50)

A.8 Berechnung des adjungierten Ausgangsoperators fiir den
Late Lumping LQI-Entwurf

Es soll der adjungierte Operator des folgenden linearen Operators berechnet werden

Cix(t) = (x(t), [Clé@] bv, Ci: X C (A51)
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Der adjungierte Operator muss die Definition erfiillen, somit gilt
Cix,y) = (x,Cly)y, x€X, yeC. (A.52)
Mit der Definition des Operators ergibt sich

e = (| ’ er(©)1(6.)d¢ ) 0

I (A.53)
= [ a6 ve@itiac = (x.Cina
Der adjungierte Operator kann somit einfach abgelesen werden und lautet wie folgt
r(t) = {Clé@] x(t), C:Crs X (A.54)

Man erkennt, dass es sich bei dem adjungierten Operator Cjz(t) um einen Eingangsoperator der

Form ({3.11]) handelt.

A.9 Berechnung der modalen Approximation fiir den Late Lum-
ping LQI-Entwurf

Es soll die modale Approzimation des erweiterten Systems (5.19)), fiir den Late Lumping LQI-

Entwurf berechnet werden. Die Berechnung erfolgt analog zur Berechnung in Kapitel [3] Um den

Berechungngsaufwand gering zu halten wird allerdings auf die Approximation des Punkteingriffs
d Punktmes ichtet und d iib fiir (lim byT (3. bzw. lim c} (3.82
und Punktmessung verzichtet und der Grenziibergang fiir (Eg% w7 (3.80), bzw lim cj, (3-82)

durchgefiihrt, auch wenn dies mathematisch nicht ganz korrekt ist (siehe Kapitel .

Das zu approximierende System lautet, vgl. (5.19))

. | A O B,
z—[_cl O]Z—l—[o}u (A.55)
y=lc 0 (A.50)
Somit ergibt sich die folgende modale Approzimation
z"(t) = Az"(t) + B*u(t) (A.57a)
y*(t) = C*z* (1), (A.57b)
mit der modalen Systemmatriz A
Aon
A= , A58
N (A.58)
0
der modalen Eingangsmatriz B*
_ACQ u -
) e L - * T —_
C2.p w—n,Q( ) -n,2
B* = Acra ., = b 5T . (A.59)
P I Y > Lo
— |~ — Py, k,
ACZ,a SQ(L) i 62’p e Mk 1\Sy1 2 |
L C2p ’ 4
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In obiger Gleichung kann die unendliche Reihe im Allgemeinen nicht mehr analytisch berechnet
werden und muss ebenso mit endlich vielen Reihenelementen approximiert werden. Dies kann
beliebig genau erfolgen ohne die Systemordnung zu beeinflussen. Die modalen Ausgangsmatrix
C* lautet

C" = [(be—n,l(éyl) T ¢$L,1(§y1) O] (A'60)
= [e* ceoehy 0] (A.61)

—n,l n,

Wie man erkennt muss zur Berechnung der modalen Approximation des erweiterten Systems nur
zwei Entwicklungskoeffizienten neu berechnet werden, die restlichen Entwicklungskoeffizienten
wurden bereits in Kapitel [3| berechnet.

A.10 Berechnung des adjungierten Storoperators fiir den Late
Lumping Beobachter-Entwurf

Fiir den linearen Operator

0
b1(€

soll der dazugehérige adjungierte Operator P* berechnet werden. Dieser muss die Definition [3.5]
erfiillen. Somit muss die folgende Bedingung gelten

Pu(t) = { )} u(t), P:Cis X (A.62)

(Pz,y)y =(z,Py), z€C, yelX. (A.63)
Den Operator ((A.62)) eingesetzt ergibt

L
(Pa.y)y = /0 by (€)2(1) 5 €, D) e

. (A.64)
—a(t) [ b©mE D = (@ P).
0
Der adjungierte Operator P* lautet somit
iy — " _ 0 .
Prx(t) —/0 by (&)xa (&, t)dE = <x(t), L)@J >X, P X — C. (A.65)

Beim adjungierten Operator P*x(t) handelt es sich um einen Ausgangsoperator der Form (3.13)).

A.11 Berechnung der modalen Approximation fiir den Late Lum-
ping Beobachter-Entwurf

Wie schon beim fiir den Late Lumping LQI-Entwurf soll die modale Approximation des erwei-
terten Systems berechnet werden. Die Berechnung der modalen Approximation wurde
bereits mehrfach gezeigt, sieche Kapitel [3] und Anhang Um den Berechnungsaufwand gering
zu halten wird wieder auf die Approximation des Punkteingriffs, bzw. der Punktmessungen ver-
zichtet, auch wenn diese Vorgehensweise mathematisch nicht ganz korrekt ist, vgl. Kapitel [3] Mit
Hilfe der, in Kapitel [5] berechneten Eigenwerte und Eigenfunktionen des erweiterten Systems

7= [“3 703] z + [l?f] u (A.66a)
y=[C 0]z (A.66b)
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kann die Berechnung der modalen Approximation einfach durchgefithrt werden. Es ergibt sich
die folgende modale Approximation

z"(t) = Az*(t) + B u(t) (A.67a)
y*(t) = C*z*(t), (A.67b)
mit der modalen Systemmatriz A
An
A= , A.68
A (A.68)
0
der modalen Eingangsmatriz B*
Acsa -
——= %, 5(L) £ T
C2.p —n,2
B* = : | A.69
ACQ’a e b* 2T ( )
c n,Z(L) n,
2,p 0
L 0 -

und der modalen Ausgangsmatriz C*

Acig [ = 1
O = [¢50(6) i)~ <Z wg(&ylm(m)] (A.70)
k k=—o00
. . Aoy [ 1
:[c_n R —cilp (k:z:oo)%iﬂkz(é:yl)(ﬁk(m)l (A.71)

Wie schon bei der Berechnung der modalen Approximation in muss die unendliche Reihe
durch eine Approximation berechnet werden. Auflerdem miissen auch hier lediglich zwei Ent-
wicklungskoeffizienten neu berechnet werden, vgl.
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Anhang B

Parameter

B.1 Ventilkennlinie

0.3
g

2 021
©
4

< 01}

— Ventilkennlinie
O L Il Il Il Il I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

ain %

Abbildung B.1: Ventilkennlinie

B.2 Allgemeine Parameter

R=287igk, ~=1.37, Ty=313.15°K (B.1)

B.3 Rohr mit konstantem Querschnitt
A=0.0585m? L=6m, ag=410m/s (B.2)
B.3.1 Modale Approximation
0.04

Q — s T :1 B3
¢ 0.04 ¢ (B-3)

0.04

op, =50Pa, op, =50Pa, oy, =01%, 0w, =10%, ou, =0.1% (B.4)
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B.3.2 FVM Approximation

0.0016
Qc = - y Te= 4
0.0016
0.04

op, =50Pa, op, =50Pa, oy, =01%, 0w, =10%, 0w, =0.1%
B.4 Rohr mit variablem Querschnitt

Ay} =0.0057m?, Ly =6m, ag=410m/s
Ay =0.0133m?, Ly =3m

A3 =0.0314m?, L3=35m

Ay =0.3848m?, L, =1.3m,

0.0001

c = - y re=1
@ 0.0001

0.04

op, =50Pa, op, =50Pa, oy, =01%, oy, =10%, oy, =0.1%

B.5 Drei Drucksensoren

A=0.0585m? L=6m, ag=410m/

0.04

(B.5)

(B.6)

© 0o =

CICE:

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

op, =50Pa, op, =50Pa, o, =50Pa, o0y =01%, 0w, =10%, oy, =0.1% (B.15)
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Abkiirzungsverzeichnis

FVM Finite Volumen Methode
VKM Verbrennungskraftmaschine
CFL Courant, Friedrichs und Lewy
VPS verteilt parametrisches System
DPS distributed parameter system
LQI linear quadratisch integral

LQ linear quadratisch

PI proportional integral
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