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Kurzfassung

Es gibt viele Anwendungsbereiche des Stokes Systems in der Stromungsmechanik. Die-
se Gleichungen beschreiben, wie Geschwindigkeit und Druck eines strémenden Fluids
zusammenhéngen. Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt ausschliellich am Finden
vom Druck. Als Modellproblem wird deshalb das Druck Poisson Problem der Stokes
Gleichungen betrachtet. Ziel ist die numerische Umsetzung mittels Viereckszerlegung
im zweidimensionalen Raum.

Es wird die ultraschwache Formulierung des Poisson Problems fiir den Druck aufge-
stellt und eine eindeutige Losbarkeit im Kontinuierlichen gezeigt. Die diskrete Version
kann durch eine geeignete Wahl der Basisfunktionen hergeleitet werden. Auch fiir die-
ses Gleichungssystem kann Existenz und Eindeutigkeit einer Losung bewiesen werden.
Weiters wird die Konvergenz der Ndherungslosung gegen die Losung des kontinuier-
lichen Problems gezeigt. Zum Schluss werden zwei numerische Beispiele im ein- und
zweidimensionalen Raum gerechnet und deren Ergebnisse werden présentiert.






Abstract

There are lots of fields of the Stokes system applying to fluid mechanics. These equa-
tions describe how the velocity field and pressure of a moving fluid are related. The
main focus in this paper is to find the pressure. In this thesis the pressure Poisson
problem of the Stokes equations is considered as a model problem. The main goal in
this paper is to calculate approximated solutions by using a decomposition of square
elements in the two-dimensional space.

Therefore the ultra weak formulation of the pressure Poisson problem is proposed and
a unique solution in the continuous case is shown. By using an appropriate choice of
basic functions, a discrete formulation can be derived. The existence and uniqueness
of a solution can be verified also for the discrete problem. Moreover the convergence of
the approximated solution to the solution of the continuous problem is shown. Final-
ly two numerical examples in the one-dimensional, as well as in the two-dimensional
space are solved in order to present the results.
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Einleitung

Die Stromungsmechanik ist ein wichtiges Gebiet in Wissenschaft und Technik. Es gibt
zahlreiche Anwendungsbeispiele, die im Bereich der Mathematik eine bedeutende Rol-
le spielen, wie zum Beispiel das Stromungsverhalten im Herzen oder die Optimierung
der Schiffsturbinenstrémung.

Betrachtet man die Strémung von stationédren, inkompressiblen Fliissigkeiten, so lésst
sich dieses Problem mit Hilfe der Stokes Gleichung modellieren, fiir die ein Geschwin-
digkeitsfeld und der Druck gesucht werden. Durch die Inkompressibilitéit erhédlt man
zusédtzlich eine Nebenbedingung, nédmlich die Divergenzfreiheit der Geschwindigkeit.
Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt ausschliefllich am Finden vom Druck.

In dieser Masterarbeit wird das Druck Poisson Problem der Stokes Gleichungen als
Modellproblem betrachtet. Es wird die Annahme getroffen, dass der Laplace-Operator
des Geschwindigkeitfelds am Rand bekannt ist. Ziel der Arbeit ist es, die benétigte
Analysis und Numerik zur Losung des Modellproblems zu erarbeiten.

Im ersten Kapitel werden mit Hilfe der Erhaltungs- und Bilanzgleichungen [I3] die
Navier-Stokes Gleichungen aufgestellt. Durch Linearisierung kann man daraus das
Stokes System [1] erhalten. Auerdem wird die Variationsformulierung fiir das Sat-
telpunktproblem von Stokes aufgestellt. Die Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung
wurde in [7] bewiesen.

Das zweite Kapitel beschéftigt sich mit dem Modellproblem dieser Arbeit, dem Pois-
son Problem fiir den Druck, das man aus den Stokes Gleichungen erhélt. Auflerdem
werden in diesem Abschnitt verschiedene Variationsformulierungen fiir den Druck auf-
gestellt. In dieser Arbeit wurde die Annahme getroffen, dass der Laplace-Operator des
Geschwindigkeitsfelds am Rand bekannt ist. Somit lésst sich aus dem System von Sto-
kes eine Neumann Randbedingung fiir die Druck Poisson Gleichung aufstellen. Weiters
wird noch das ultraschwache Variationsproblem [14] aufgestellt.

Die Existenz und Eindeutigkeit des Neumann Problems und des ultraschwachen Pro-
blems wird im dritten Kapitel gezeigt. Ziel der ultraschwachen Formulierung ist die
Verringerung der Regularitét der gesuchten Losung. Fiir die eindeutige Losbarkeit des
ultraschwachen Problem wird hier vorausgesetzt, dass es sich um ein glatt berandetes
oder konvexes Gebiet handelt [9].

Das vierte Kapitel handelt von der Diskretisierung der beiden Probleme. Mit Hil-
fe der finiten Elemente [§] konnen zwei diskrete Formulierungen aufgestellt werden.
Auch fiir die beiden diskreten Versionen muss eindeutige Losbarkeit bewiesen wer-
den. Fiir das Neumann Problem wihlt man stiickweise lineare Testfunktionen [8]. Fiir
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12 Einleitung

die ultraschwache Formulierung miissen geeignete quadratische Testfunktionen, die
sogenannten B-Splines, definiert werden [3]. AuBerdem wird in diesem Abschnitt die
Konvergenz der Néherungslosung [12] gegen die Losung des kontinuierlichen Problems
gezeigt.

Im fiinften und letzten Kapitel wird die numerische Simulation des Modellproblem mit
MATLAB implementiert. Es werden zwei numerische Beispiele fiir die zuvor behan-
delte Problemstellung fiir den ein- und zweidimensionalen Raum berechnet. Fiir das
Neumann Problem wird eine Dreieckszerlegung und fiir die ultraschwache Formulie-
rung eine Zerlegung in Viereckselemente verwendet.



1 Stromungsmechanik - Herleitung
der Stokes Gleichungen

Als Einfithrung dieser Arbeit wird die Herleitung der Stokes Gleichungen genauer
erlautert [13, Kapitel 3]. In der Mathematik spielt der Einfluss von Stromungen ei-
ne wichtige Rolle. Als Stromungsmechanik bezeichnet man die Lehre vom physika-
lischen Verhalten von fliissigen und gasférmigen Stoffen, den sogenannten Fluiden.
Ausgangspunkt zur Herleitung der Stokes Gleichungen sind die Erhaltungsgleichun-
gen. In Erhaltungs- beziehungsweise Bilanzgleichungen wird die zeitliche Anderung
von Integralen iiber beliebige Kontrollvolumina

w(t) = {y(t) € Q1) - y(t) = ¢(t, ), 2 € w} CQ(2)

betrachtet.
e Massenerhaltung:
d
— [ pt,y)dy =0,
dt w(t)
Kontinuitatsgleichung:
0
5Pt y) + divp(t, y)u(t, y)] =0, (1.1)

e Momentengleichgewicht:

d
p p(t,y)ui(t,y)dyz/ p(t,y)fi(t,y)der/ ti(t,y,n)ds,,
w(t) w(t) Ow(t)

Bewegungsgleichung:
) 9
Pt y) ot y) + p(t y)ult, y) Vuilt, y) = p(ty) filt, y) Za_ ii(t,y). (1.2)

Eine weitere Erhaltungsgleichung ist die Energieerhaltung. p(t,y) steht fiir die Dichte,
u(t,y) ist die Geschwindigkeit und 7;;(t,y) bezeichnet den Cauchy’schen Spannungs-
tensor. Man benétigt eine Gleichung fiir den Zusammenhang zwischen Spannungsten-
sor T;; und anderen Gréfen, die das Fluid beschreiben. Ein Beispiel ist der Deforma-
tionstensor e;;(u) der Geschwindigkeit.

13



14 1 Strémungsmechanik - Herleitung der Stokes Gleichungen

Definition 1. (Deformations- oder Verzerrungstensor) [12, Kapitel 1.2, S. 5]
Der Deformationstensor e;;(u) der Geschwindigkeit w ist definiert als

1[0 0
e;ij(u) = 5 —awuj(x) + —axu,(:p) firz e Q,i,5,=1,2,3.
i j

Die Komponenten des Cauchy’schen Spannungstensor ergeben sich aus den Kompo-

nenten e;;(u) des Deformationstensors.

Definition 2. (Cauchy’scher Spannungstensor)[13, Kapitel 1]
Der Cauchy’sche Spannungsvektor t; ist definiert als

tit,y,n) = Z Tijn;
=1

mit dem Cauchy’sche Spannungstensor

Tij<t7 y) = ti<t7 Y, ej)v
wobei e; fiir den Einheitsvektor der j-ten Komponente steht.

Der Spannungsvektor beschreibt die Spannung, die in einem beliebigen Punkt einer
Schnittflache auftritt. Man kann den Cauchy’schen Spannungsvektor ¢; in eine normale
Komponente (Normalspannung) und eine tangentiale Komponente (Schubspannung)
zerlegen [2, Kapitel 2.1, S. 37]. Fiir unbewegte Fluide verschwindet die Schubspannung
und es bleibt nur noch die Spannung in Richtung der Normale.

Definition 3. [13, Kapitel 3] Ein Fluid wird als Newton’sches Fluid bezeichnet,
falls ein linearer Zusammenhang zwischen Spannungstensor T;; und Deformationsten-
sor e;;(u) besteht.

Bemerkung 4. Zwei Beispiele fiir ein Newton’sches Fluid sind Wasser und Luft.

Satz 5. (Pascal’sches Gesetz)[13, Kapitel 3]
Der Betrag der Komponenten des Spannungstensors Ty; ist konstant, das heif$t fiir den
Cauchy’schen Spannungsvektor gilt die Darstellung

tt,y,my) = =p(t,y) - ny.
Dabei bezeichnet p(t,y) den Druck und n, ist der Normalenvektor in y € O0S).

Das Pascal’sche Gesetzt sagt somit, dass der Cauchy’sche Spannungsvektor gleich dem
Druck ist, der in die gegengesetzte Richtung von n, zeigt. Ideale Fluide sind solche,



15

in denen Reibungs- und Wéarmeleitungseffekte vernachléassigt werden. Fiir ein ideales
Fluid folgt dann

Im allgemeinen Fall eines viskosen Fluids sind Reibungskréfte zu beriicksichtigen. Fiir
ein isotropes Fluid, das bedeutet, es ist unabhingig von den Richtungen, und einem
linearen Zusammenhang folgt
Ti(t,y) = —p(t,y)dij + X divu(t,y) dij + 2pei;(w), (1.3)
———
:Zi:l exk(w)

mit Viskositétskonstanten g und A. Setzt man also ((1.3) in die Bewegungsgleichung
(1.2) ein, so erhilt man folgende drei Gleichungen

plt,y) grult ) + pltsy)ut, ) Vit ) =
9

0 o °L 9
= p(t,y) fi(t,y) — a—yip(t, y)+ A o divu(t,y) + 2y a—yjeij(u).

j=1
Aus der Kontinuitétsgleichung ([1.1)) bekommt man die vierte Gleichung
0 :
5:/(t:y) + div[p(t, y)ult y)] = 0.

Daraus ergeben sich vier Gleichungen fiir die fiinf gesuchten Unbekannten (den Vektor
u(t,y), den Druck p(t,y) und die Dichte p(t,y)). Eine weitere Gleichung kann man aus
der Energieerhaltung erhalten. Alternativ dazu betrachtet man ein Fluid mit konstan-
ter Dichte, das heifit p(¢,y) = p = konstant. Dann folgt aus der Kontinuitdtsgleichung

[
pdivu(t,y) =0,
divu(t,y) = 0. (1.5)
Unter der Voraussetzung der Vertauschbarkeit der Ableitungen, das heifit 81% und %
konnen ausgetauscht werden, gilt
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Setzt man nun die erhaltenen Ergebnisse in die Bewegungsgleichung (1.4 ein, dann
erhélt man folgendes System

p%ﬂ(t, y) — pAu(t,y) + pu(t,y)Vu(t,y) + Vp(t,y) = pf(t,y),
divu(t,y) = 0.

(1.6)

Diese Gleichungen ([1.6)) werden auch Navier-Stokes Gleichungen genannt, die auf
Grund des Terms pu(t, y)Vu(t, y) nichtlinear sind.
1.1 Linearisierung der Navier-Stokes Gleichungen

Unter der Annahme eines gegebenen Geschwindigkeitsfeldes u(t,y) = w(t,y) fir den
nichtlinearen Term erhélt man folgendes Gleichungssystem:

0
pauw y) — pAu(t,y) + pw(t,y)Vo(t,y) + Vp(t,y) = pf(t,y),
divu(t,y) = 0.

(1.7)

Man nennt die Gleichungen auch Oseen-Gleichungen und w(t,y) bezeichnet
ein gegebenes Geschwindigkeitsfeld.

Wird der nichtlineare Term vernachlassigt, demzufolge ist das gegebene Geschwindig-
keitsfeld w(t,y) = 0, so erhélt man das Stokes System

Oty y) — pult,y) + Vplt.y) = pf(t.y).

Pot (1.8)
divu(t,y) = 0.

1.2 Das Stokes System

Die gesamte Arbeit baut auf das Stokes System (|1.8)) auf. Die Dichte p ist konstant und
wird einfachheitshalber p = 1 gewihlt. Das Stokes System beschreibt die Bewegung
eines stationdren, inkompressiblen Fluids in einem mehrdimensionalen Kérper fiir d =
2 oder d = 3 [4]. Die Stromung eines Fluids wird als stationér bezeichnet, wenn die
Geschwindigkeit von der Zeit unabhéingig ist, das bedeutet, dass an jedem einzelnen
Ort u; = 0 gilt. Weil die Fliissigkeit als inkompressibel angesehen wird, ist divu = 0.
Sei Q2 C R? mit d = 2 oder d = 3 ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet mit hinreichend
glatten Rand 992 = I'. Beim Stokes Problem wird das Geschwindigkeitsfeld u : Q — R?
sowie der hydrodynamische Druck p : © — R gesucht. Die Kriifte f € L*(Q) und
die dynamische Viskositiit p sind bekannt. Die Geschwindigkeit soll eine homogene
Dirichlet Randbedingung v{"u = 0 auf T" erfiillen. Somit lautet das Stokes System mit
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homogenen Dirichlet Randbedingungen

—pAu+Vp=[f in (),
divu =0 1in , (1.9)
YoMty =0 aufl.

Dabei steht p fiir die dynamische Viskositét. In den weiteren Kapiteln dieser Arbeit
wird mit den vereinfachten Stokes Gleichungen gerechnet. Diese erhilt man, indem
man das Stokes System durch Skalierung der Groflen, also g = 1, vereinfacht.
Die Randbedingung ldsst sich physikalisch als Haftung des Fluids am Rand erkléren.
Gibt es Funktionen u € [C%(Q) N C°(Q)]? und p € CL(Q), die erfiillen, dann
werden u und p als klassische Losungen des Stokes Problems bezeichnet [1, Kapitel 3,
S. 152]. Die Losung des Drucks p in ist bis auf Konstanten eindeutig bestimmt
und wird durch die Normierung

/Qp(x)dx =0

endgiiltig festgelegt. Dadurch wird der Raum

12(9) = {g € I(9) / 4dz = 0}

definiert [I, Kapitel 3, S. 153].

1.3 Variationsformulierung des Stokes System

Der nachfolgende Satz ist eine Regularitdtsaussage der Stokes Losung (u,p). Um u €
H?(Q) und p € HY(Q) aus f € L*(Q) zu erhalten, geniigt es, dass () ein konvexes
Gebiet ist. Fiir eine hohere Regularitiat der Stokes Losung (u,p) muss mehr als f €
H1(Q) gefordert werden.

Satz 6. [16, Kapitel 12, Satz 12.2.19] Sei Q@ C R? ein beschrinktes und konvexes
Gebiet oder besitzt einen glatten Rand. Ist f € L*(Q), so hat die Stokes Gleichung (1.9)
eine eindeutige Lisung u € H*(Q) N HY(Q),p € H(Q) N L2(Q), die der Abschitzung

ull 20y + Pl a1 0) < cll fllz2 @)
genugen.

Fiir die schwache Formulierung der Stokes Gleichung wird (1.9)) mit einer geeigneten
Testfunktion v € [HE(Q)]? mit d = 2 oder d = 3 multipliziert und es wird iiber das
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Gebiet (2 integriert:

—/Au-vdx—l—/Vp-vda:—/fvdx,
Q Q Q

/ div wvdx = 0.
Q

Aus v € HY(Q) folgt f € H1(Q). Fiir die Integrale der linken Seite der ersten Glei-
chung wird eine partielle Integration durchgefiihrt. Daraus ergibt sich

/Vu-Vvdx—/@vdsx—i—/pvdsx—/pdivvdx:/fvdx.
0 ron r 0 Q
—— ——

=a(u,v) =d(v,p)

Damit erhilt man die Bilinearform
a(u,v) = / Vu - Vudz
Q

und

d(v,p) = — /va -vdz.

Es wird mit Funktionen v aus dem Testraum [H}(Q)]? getestet, daher verschwinden
die Randintegrale. Somit lautet die Variationsformulierung fiir das homogene Dirichlet
Randwertproblem des Stokes Problems: Sei X = [H(Q)]¢ und M = L3(f2), gesucht
werden (u,p) € X x M,d = 2,3, so dass

a(u,v) +d(v,p) = (f,v)g Ve X,

1.10
d(u,q) =0 Vg e M (1.10)

gilt. Probleme dieser Form werden auch Sattelpunktprobleme genannt. In dieser
Arbeit wird nicht genauer auf die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des Stokes
Problems eingegangen. Eine detaillierte Ausarbeitung findet man in [7, Kapitel 2].
Weiters gilt, dass jede Losung des Sattelpunktproblems eine Losung von (|1.9)
ist. Den Beweis findet man unter [1, Bemerkung 6.2, S. 153]. Das Sattelpunktproblem
kann auch als Operatorgleichung geschrieben werden. Der lineare Operator A :
X — X' induziert durch

a(u,v) := (Au,v) VYu,v e X (1.11)

eine Bilinearform a(-,-) : X x X — R. Umgekehrt kann einer Bilinearform a(-, )
ein Operator A : X — X’ zugeordnet werden [12, Kapitel 3.1], dabei steht X’ fiir
den Dualraum von X. Der Bilinearform d(-,-) wird die Abbildung D : X — M’ mit
(Du, q) := d(u, q) beziehungsweise D' : M — X' mit (v, D'p) := d(v,p) zugeordnet.
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Man erhélt eine dquivalente Formulierung in Operatorschreibweise des Sattelpunkt-
problems
A D'\ (u\ _ (f
(b 0)()-(0)

Wird fiir die Testfunktion der Testraum V = {v € [H}()]? : dive = 0} gewéhlt,
dann gilt

/pdivvdx =0 Ywel.
Q

Die schwache Formulierung lautet dann: Gesucht wird v € V fiir die gilt
a(u,v) = f(v) Yo eV,

mit der Bilinearform a(u,v) = [, Vu- Vudz und der Linearform f(v) = [, fvdz. Man
kann mit dem Lemma von Lax-Milgram (Satz leicht zeigen, dass eine eindeutige
Losung existiert.

Ziel dieser Arbeit ist es den Druck p zu bestimmen. Dafiir kann aus dem Stokes System
(1.9) ein Geschwindigkeitsfeld u € V berechnet werden. Fiir dieses gegebene Geschwin-
digkeitsfeld soll anschlieSend der Druck bestimmt werden. Dafiir wird das nachfolgende
Modellproblem betrachtet.

1.4 Die Pressure Poisson Gleichung

Sei Q C R? ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet. Die Kraft f sei gegeben und gesucht
wird der Druck p : 2 — R. Zunéchst wird die Divergenz {iber die erste Stokes Glei-

chung ([1.9) angewendet.
—pAu+Vp=f (1.12)
div(—pAu + Vp) = div f (1.13)

Zum besseren Verstandnis werden die obigen Gleichungen komponentenweise betrach-
tet. Fiir u = (u1,ug) und f = (fi, f2) erhélt man aus der ersten Gleichung (1.12)):

0? 0? 0
—,U( u1+ ul)_l__p_flv

ox? 0y? or
Puy  0us Op

Wird nun der Divergenz Operator iiber die erste Gleichung angewandt ((1.13)), dann
ergibt sich in komponentenweiser Darstellung:

B Py N Py ’p ofi
H\ 0u3 Ox0y? ox2 Oz’
3 3 2
. 8u2+8u2 +0p:%8‘
oyox? Oy ay? Oy




20 1 Strémungsmechanik - Herleitung der Stokes Gleichungen

Daraus erhélt man mit der 2. Gleichung von (1.9))

) Oou;  Oug
=~ 4 T 1.14
divu pe + o 0 (1.14)

in komponentenweiser Schreibweise:

(93u1 83u1 831,62 83U2 82}? 82]9 ST
—H ( ox3 * 0xdy? * dyoz? Oy? ) * (@ * 8_3/2) =div/,

9% [Ou;  Ousy 0% [(Ouy Ous *p  Pp\ .
_M(ﬁl’2 (356 " 3y>+3y2 (31‘ " 3y>>+ (@Jr@_@ﬂ) =dvy

Mit (1.14]) erhélt man somit:

0? 0?
P O

ax2 8_3/2 = Ap = le i,

—Ap = —div f. (1.15)

Die Gleichung wird auch Druck Poisson Gleichung (Pressure Poisson Gleichung)
genannt. Auflerdem ist der Druck p eindeutig mit Ausnahme von Konstanten. Sei p
eine Losung des Pressure Poisson Problems, dann ist auch p = p + « fiir a € R eine
Losung des Problems. Diese zusétzliche Information liefert eine Skalierungsbedingung.
Somit erhélt man insgesamt folgendes Gleichungssystem fiir den Druck p

—Ap = —div f,
1.16
/pd:c:O. ( )
Q

In dieser Arbeit wird das Druck Poisson Problem der Stokes Gleichungen (|1.9))
als Modellproblem betrachtet. Der Schwerpunkt liegt dabei im Finden einer geeigne-
ten Losung fiir den Druck. Aus dem Stokes System erhélt man eine Neumann
Randbedingung fiir den Druck, die in Kapitel |3| genauer erkléart wird. Dabei wird der
Laplace-Operator des Geschwindigkeitsfelds am Rand als bekannt angenommen. Ziel
dieser Arbeit ist es, die benotigte Analysis und Numerik zur Losung des Modellpro-

blems ((1.16)) zu erarbeiten.



2 Variationsformulierungen des
Modellproblems

In diesen Kapitel werden mehrere Variationsformulierungen fiir die Druck Poisson Glei-
chung aufgestellt. AnschlieBend wird die Skalierungsbedingung fiir den Druck p
mittels Lagrange Multiplikator eingebaut und man erhélt eine dquivalente Variations-
formulierung. Zum Schluss wird die ultraschwache Variationsformulierung aufgestellt.

2.1 Herleitung der Variationsformulierungen fiir
den Druck

In diesem Abschnitt werden Variationsformulierungen fiir den Druck aus dem Stokes
System hergeleitet. Daraus ldsst sich erkennen, aus welchen Funktionenrdumen die
rechte Seite ist. Ausgangspunkt ist die erste Gleichung des Stokes Systems (1.9). Ist
das Gebiet polygonal und konvex, beziehungsweise glatt und ist f € L*(Q), dann folgt
mit Satz [6] dass u € H?(Q) und p € H(Q) ist.

Multipliziert man fiir 4 = 1 Gleichung mit einer geeigneten Testfunktion Vq
mit ¢ € H(Q), so folgt

—/Au-qux+/Vp~qux:/qudx,
Q Q Q

=a(p,q)

mit der Bilinearform [, Vp - Vgdz = a(p,q). Wie man bereits gesehen hat (1.14)),
verschwindet die Divergenz angewendet auf den Laplace-Operators des Geschwindig-
keitsfelds . Mit Hilfe von partieller Integration des ersten Integrals ergibt sich

—/FAu-nqux+/Qdi\:OAuqu—|—a(p, q) :/Qqud:C,

a(p,q) = /Qqud:I:—O—/FAu~nqux. (2.1)

21
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Wird auch fiir die rechte Seite eine partielle Integration durchgefiihrt, dann folgt
a(p,q) = — / div fgdx + / f-nqds, + / Au - nqds,,
Q r r
a(p,q) = — / div fgdx + /(f + Au) - ngds,. (2.2)
Q r

Somit erhilt man, dass div f € [HY(Q)]’ = H~*(Q) und der Randterm (f + Au)-n €
H~2(I'). Wird fiir die Bilinearform a(p, q) eine zweite partielle Integration durchge-
fithrt, dann folgt

—/pAqu—i—/p@dsx :/qudqu/Au-nqux.
Q r on Q r

Fiir konvexe Gebiete gilt fiir die Testfunktion ¢ € H?*(Q), somit Vq € H'(Q). Folg-
lich gilt die klassische Voraussetzung f € H'(f2). Durch Anwendung der partiellen
Integration auf die rechte Seite, erhédlt man

—/pAqdm = — / div fqdx + /(f + Au) - ngds, — /p@dsac. (2.3)
Q Q r r on

Demnach muss div f € [H2(Q)] = H~2(Q) und (f + Au) -n € H 2(I') vorausgesetzt
werden. H2(Q) steht fiir den Dualraum von H?().

2.2 Die Greenschen Formeln

Im Folgenden wird die 1. und 2. Greensche Formel fiir das Druck Poisson Problem

(1.16]) hergeleitet.

2.2.1 Die 1. Greensche Formel

Fiir die Herleitung der 1. Greenschen Formel wird die erste Gleichung von (|1.16]) mit
einer geeigneten Testfunktion ¢ € H'() multipliziert und es wird iiber das Gebiet
integriert. Anschlieffend wird noch eine geeignete partielle Integration durchgefiihrt:

—/diqudx: —/qudx
Q Q

= / Vp - Vqdx —/ @qum.
Q aa—r On

Daraus ergibt sich die Bilinearform

a(p,q):/QVp~qux. (2.4)
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Die 1. Greensche Formel lautet fiir div f € H~(Q)
. op
a(p,q) = — [ div fedz + | —qds,. (2.5)
Q r (971

2.2.2 Die 2. Greensche Formel

Die 2. Greensche Formel folgt aus der 1. Greenschen Formel (2.5)), indem man p und
q vertauscht und anschlielend gleichsetzt

a(p,q) = /le fadz + / —qux = /qudx + / —pdsx =a(q,p). (2.6)

Setzt man fiir die Textfunktion ¢ = 1 in die 2. Grennsche Formel (2.6)), dann erhélt
man eine Losbarkeitsbedingung

. dp
—/levf-ldx—l—/r%-ldsx——/gAlpdx—i— — pdSg,
=0

Jp
=0. 2.
/levfdxjt/and =0 (2.7)

2.3 Variationsformulierungen fiir die Pressure
Poisson Gleichung

Die Variationsformulierung erhélt man aus der 1. Greenschen Formel ([2.5). Zunéchst

wird allerdings auch noch eine partielle Integration fiir das Integral der rechten Seite
durchgefiihrt. Fiir f € L*(Q) wird p € H'(Q2) N L(Q) gesucht, so dass gilt:

a(p,q) = / div fqdx + / ——qds,

:/f-qux—/ f -nqux%—/@qux
Q S~~~ r 671

fAu+Vp

:/f-qux+/Au~nqur Vg € H'(Q).
Q r

Setzt man fiir f die vereinfachte Stokes Gleichung mit 4 = 1, so folgt, dass das
Randintegral der Normalenableitung des Drucks p verschwindet. Wird also eine parti-
elle Integration auf beiden Seite durchgefiihrt, dann bleibt nur noch das Randintegral
iitber Au in den Normalenrichtungen. Diese Variationsformulierung ist dquivalent zu

2.
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Definition 7. [8, Kapitel 4.2] Der Raum H(Q) ist ein Teilraum von HY(Q), wo
Jov(z)de =0 fir alle v e H'(Q) gilt,

HN(Q) :={ve H(Q): /Qv(x)dx = 0}.

Damit erhélt man folgendes Variationsproblem fiir die Pressure Poisson Gleichung

(1.16): Gesucht wird p € H}(2) mit
a(p,q) — (Au-n,q)r = (f,Va)o Vg€ H(Q). (2.8)

Fiihrt man fiir die rechte Seite keine partielle Integration aus, so ergibt sich aus der
1. Greenschen Formel (2.5]) eine weitere Variationsformulierung: Fiir div f € H~()
wird ein p € H}(Q) gesucht mit

olp,0) ~ (5 sa)r = ~(div f.aho Va € HI(O). (29)

Die Variationsformulierung (2.9)) ist dquivalent zu (2.2)). Es ist allerdings noch un-
klar, wie man den Raum H} () diskretisieren kann, deshalb folgt die Umsetzung der
Skalierungsbedingung fQ p(z)dx = 0 in die Variationsformulierung.

2.4 Variationsformulierung mit Lagrange
Multiplikator

Die Normierung des Drucks (2. Gleichung von (1.16])) soll auch in die Variationsformu-
lierung miteinflieBen. Die Umsetzung dieser Nebenbedingung im Pressure Poisson Pro-
blem erfolgt mittels Lagrange Multiplikator. Die Skalierungsbedingung zur Fixierung
des Drucks p € H'(2) wird mit einem Lagrange Multiplikator A € R umformuliert. An
dieser Stelle wird die Umsetzung der Skalierungsbedingung in die Variationsformulie-
rungen und gezeigt, dabei wird die Losbarkeitsbedingung verwendet.
Fiir div f € H~1(Q) werden (p,\) € H'(R2) x R gesucht, fiir die gilt:

0 .
_a(pa Q) + )‘/ qu - <a_p7q>F = _<d1V f7 q>Q7
Q n

a(p, q) + A/quw = ([,Vg)o + (Au-n,q)r Vqe H'(Q),

/pdx:().
Q

Auch fiir diese Formulierungen kann eindeutige Losbarkeit gezeigt werden. In der ge-
samten Arbeit werden ausschliefllich Beispiele diskutiert, fiir die Au gegeben ist. Es

mit der Nebenbedingung
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l&sst sich einfach zeigen, dass die beiden Formulierungen dquivalent sind. Mit partieller
Integration folgt:

a(p7 q) = <f7 VQ)Q + <AU - n, q>F
= —({div f.q)a + (f - n,q)r + (Au-n, q)r

= v o+ {92 g)r

Setzt man die Testfunktion ¢ = 1, so erhélt man mit Hilfe der Losbarkeitsbedingung
(2.7) eine dquivalente Formulierung.

a(p, 1) +A|Q| = —/ div fdx + / @dsw 0,
Q r on

=0

= A=0.

Da A = 0 fiir beide Variationsformulierungen ({2.8)) und (2.9)) gilt, kann man die zweite
Gleichung von (1.16]), also die Nebenbedingung um den Term A erweitern. Man erhélt
somit eine dquivalente Formulierung. Gesucht werden (p,\) € H'(Q2) x R:

a(p,q)—i—)\/qu:/f~qux+/Au'nqum,
Q Q r

/pdm—/\zo.
Q

Eliminiert man A durch Einsetzen der 2. Gleichung in die 1. Gleichung, so erhélt man
das modifizierte Variationsproblem. Fiir f € L?(Q) wird p € H'(Q) gesucht:

a(p,q)—l—/pdx/qu:/f-qu:L’—i—/Au-nqux Vg € H'(Q). (2.10)
Q Q Q r

-

=a(p,q)

Da der Druck p bis auf Konstanten eindeutig ist, kann die Skalierungsbedingung (|1.16))
auch folgendermaflen gewéhlt werden

/pd:c = a.
Q

Fir a # 0 kann es allerdings zu einer Verschiebung der numerischen Lésung um
diesen konstanten Wert o kommen. Deshalb erhélt man einen zusétzlichen Term auf
der rechten Seite in der Variationsformulierung ([2.10]). Gesucht wird p € H'(Q):

i) = [ F-Vadsta [ e voe (@)
Q Q

(2.11)
mit o = /pd:c.
Q
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Analog kann auch fiir die Variationsformulierung (2.9)), wo keine partielle Integrati-

on der rechten Seite durchgefiihrt wurde, die Skalierungsbedingung des Drucks p (2.

Gleichung von (T.16)) eingebaut werden. Fiir div f € H~'(Q) wird p € H'(Q) gesucht:
. dp .

a(p7 q) - <a_na q>F = —<d1V f7 Q>Q + CV/ qua

@ (2.12)

mit o = /pdx Vg € H(Q).
Q

Sei p eine Losung von mit [, p(z)dr = o und « # 0. Dann ist auch p = p — o
eine Losung von ([2.9) und es gilt

/Qﬁ(l‘)dx:/g()dx—@ﬂ:a_a:o.

=€

Fiir a # 0 wahlt man somit p = p — ﬁ und rechnet mit dem modifizierten Variati-

onsproblem ([2.10) oder man erhélt auf der rechten Seite der Variationsformulierung
einen Verschiebungsterm wie in (2.11)) beziehungsweise ([2.12)).

2.5 Die ultraschwache Variationsformulierung

Wenn die Bilinearform ein zweites Mal partiell integriert wird, dann erhilt man
eine weitere Variationsformulierung. Nun wird auch fiir den Druck keine Losung mehr
im Raum H'(Q) gesucht, sondern im Raum L?(). Die nachfolgende Variationsformu-
lierung ist mit Aquivalent. Fiir div f € H2(Q) wird p € L*(2) gesucht, fiir die
gilt:

. 9 0
/ p(—Aq)da + / pdz / gdz = —(div £, Qo + (2. e — 0, D)p 1 a / 4dz,
mit o = / pdx Vg€ H*(Q).
Q
(2.13)

Definition 8. [1, Kapitel 1, S. 27] H*(Q) bezeichne die Menge aller Funktionen u €
L*(2), die schwache Ableitungen 0“u fiir alle |o] < 2 besitzen. In H?*(Q) wird durch

(U, v) g2y = /80‘ x)0%(
|| <2

ein Skalarprodukt mit der zugehdrigen Norm

lulifrey = D 19%ulf2q)

|a|<2
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und der Halbnorm

|U|%12(Q) = Z ||8au||i2(9)

|af=2

definiert.

Man nennt die Variationsformulierung auch ultra schwache Variationsformulie-
rung (ultra weak variational formulation/UWVF). Hauptaugenmerk liegt im Finden
von geeigneten Ansatz- und Testraume. Fiir komplexe Gebiete hat man festgestellt,
dass H%(Q)) eine geeignete Wahl als Ansatzraum und L*(Q) eine geeignete Wahl als
Testraum ist [14, Kapitel 1]. Fiir o = 0 entféllt der Verschiebungsterm auf der rechten
Seite. Daher gilt, gesucht wird p € L*(2) mit

[ pt=sade s [ pde [ ade=~aiv fupa+ (e - 50 (219

fiir alle ¢ € H*(Q).
Sei die Testfunktion ¢ € Ha(€2) mit

HA(Q) ={ve H(Q): Av e L*(Q)}.

Fiir konvexe Gebiete  gilt, dass Ha(Q2) dem Raum H?*(f2) entspricht. Was passiert
aber fiir nicht konvexe Gebiete? Fiir Randwertproblem 2. Ordnung besitzt das poly-
gonale, aber nicht konvexe Gebiet (2 einspringende Ecken. Solche Gebiete mit nicht
glattem Rand sind numerisch schwierig zu berechnen. Im Allgemeinen hat die Losung
des Randwertproblems dann eine Singularitat.

Betrachtet man nun das Laplace Problem Av = 0. In einem Gebiet 2 mit einspringen-
der Ecke (zum Beispiel das L-Shape) verliert die Losung v an Regularitét. Fiir solche
Gebiete kann man v in einen singuldren und reguldren Anteil mit

V= VUs + VUpey

mit vy, € H*(2) und vy ¢ H*(Q2) darstellen. Die Singuldrfunktionen haben im Allge-

meinen folgende Gestalt:
vy = rsin(\9), A = T

w

Dabei bezeichnet (r,0) die Polarkoordinaten und w steht fiir den Innenwinkel der

einspringenden Ecke. Fiir ein L-Gebiet ist der iiberstumpfe Innenwinkel w = 37”






3 Eindeutige Losbarkeit im
Kontinuierlichen

In diesem Abschnitt wird die Existenz und die eindeutige Losbarkeit des Pressure
Poisson Problem im Kontinuierlichen diskutiert. Zunéchst wird gezeigt, dass die
Variationsformulierung eindeutig losbar ist. Anschliefend wird bewiesen, dass das
modifizierte Variationsproblem und das Variationsproblem aquivalent sind.
Zum Schluss wird die eindeutige Losbarkeit der ultraschwachen Variationsformulierung

(2.14) gezeigt.

Bemerkung 9. (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung)[8, Kapitel 3.1]
Fiir quadratintegrierbare Funktionen u,v € L*(Q) gilt

/Q u(@)o(@)lde < llull s ol 2.

Das Lemma von Lax-Milgram und der Spursatz werden in dieser Arbeit ohne Beweis
angefiihrt.

Satz 10. (Lemma von Lax-Milgram)[8, Kapitel 2.2, Satz 2.2.1]
Sei X ein Hilbertraum. Sei der lineare Operator A : X — X' beschrinkt und X -
elliptisch. Dann besitzt die Operatorgleichung

Au=f

fiir jedes f € X' eine eindeutig bestimmte Losung v € X mit
1
Jullx < —[[fllx
il

Definition 11. (Sobolevraum am Rand I')[8, Kapitel 3.6.2]
H2(T) = {w ="v auf T : v e HY(Q)} mit der Norm

= inf |lv .
veHL(Q) ol o

yintv=w

ol 3

Aus dieser Definition folgt sofort der Spursatz.

29
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Satz 12. (Spursatz)[8, Kapitel 3.6.2, Satz 3.6.1] Sei Q) C R? ein Lipschitz-Gebiet. i
HY(Q) — Hz(T) ist ein beschrinkter, linearer Operator, mit

el 4 oy < erllullme  Vu € HY(Q).

Das gilt auch fiir 1 < s < k mit " : H*(Q) — H* 3(T), falls Q ein C*~11-Cebiet ist,
beziehungsweise fiir s € (3, 2) fiir ein Lipschitz-Gebiet. C*~! ist der Raum der auf Q2
beschrankten und (k — 1)-mal stetig differenzierbaren Funktionen, deren Ableitungen
der Ordnung k — 1 Lipschitz-stetig sind. Der Spursatz zeigt, dass der Spuroperator
~int . [5(Q) — H* 2 (D) fiir k=1 und s € (1,3) stetig ist. Fiir s > 2 bezeichnet die

Abbildung 7 : H*(Q) — H*"3(T") die Konormalenableitung mit

d
YiMp(z) = E n; (m)axip(x), fir z € T.

ij=1

Zunéchst wird bewiesen, dass das Variationsproblem ([2.9)) eine eindeutige Losung p €
H(Q) besitzt. Fiir Au gegeben bekommt man aus der Stokes Gleichung (1.9)) eine
Neumann Randbedingung. Es gilt

—Au+Vp=Ff,

op
on

Setzt man die Neumann Randbedingungen (3.1)) in das Variationsproblem ([2.9) ein,
dann ergibt sich: Gesucht wird p € H}(2) mit

=Vp-n=f-n+Au-n. (3.1)

a(p,q) = —(div f,q)a + (f - n,q)r + (Au - n,¢)r, (32)
a(p,q) = —(div f,q)o + ((f + Au) - n,q)r Vg € HL(Q). '

3.1 Die eindeutige Losbarkeit des Neumann
Problems

In diesem Abschnitt wird die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des Variations-
problems (3.2)) mit Neumann Randbedingungen bewiesen. Anschlieflend wird gezeigt,
dass das modifizierte Variationsproblem und das Neumannproblem &quivalent sind.

Satz 13. Sei divf € HY(Q),(f + Au) -n € H () und die Lisbarkeitsbedingung
[.7) sei erfiillt. Das Variationsproblem (3.2) besitzt eine eindeutige Lisung p € HL(Q)
mat
1 :
lelln ey < {1 Flsiey + el + A nll g g



3.1 Die eindeutige Losbarkeit des Neumann Problems 31

Beweis. Zu zeigen ist die Beschrinktheit der Linearform

F(q) = —(div f,q)o + ((f + Au) - n,¢)r,

sowie die Beschrinktheit und Elliptizitit der Bilinearform a(-,-) [2.4). Aus div f €
HYQ), (f + Au) -n € H2(T) und dem Spursatz (Satz folgt die Beschrdnktheit
der Linearform. Die Integrale werden mit der Norm der jeweiligen Rdume abgeschitzt.
Fiir alle ¢ € HY(Q) gilt

/diqudx

Q

g/\diqu|dx+/|(f+Au)~n-nq]dsm
Q r

< liv 2 gl + G + Aew) - all g ) I8l
—_——

|F(q)] < +

/F(f+Au) - nqds,

at
< CT”qHHl(Q)
< [Hdiv fllg-1) + erll(f + Aw) il ] Dl

< c[|q|l g1 (0

Die Beschrdnktheit der Bilinearform wird mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Unglei-
chung (Bemerkung@ gezeigt. Es gilt

la(p,q)| =

/ VpVqdzx
Q

< / |VpVq|dz
Q

CSU
< IVl IVl 22
< Slplm@llalme Vp,q€ H ().

Fiir die Hy-Elliptizitdat gilt:

a(q, q) = /Q[VQ(:L“)]de

= ||VQ||%2(Q)
> gl o) Va € HAQ
Z G ll9llav ) V4 « (36

Mit dem Lemma von Laz-Milgram (Satz@) folgt die eindeutige Losung p des Varia-
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tionsproblems (3.2)). Die Abschdtzung ldsst sich folgenderweise zeigen:

lpllin o) < alp, p)
= —(div f,p)a + ((f + Au) - n,7"p),
< [F(q)|

< |Iplla (e [H div fll g-1(q) + erl|(f + Au) - ”HH*%(F) :

Durch Division der Norm ||p|| g1 () ergibt sich die gewiinschte Abschitzung. O

Da der Raum H!(Q) schwer zu diskretisieren ist, wird im néichsten Schritt die eindeu-
tige Losbarkeit des modifizierten Variationsproblems (2.12)) mit Neumann Randbedin-
gungen (|3.1))

a(p.q) = —(div f,q)o + ((f + Au) -n,q)r Vg€ H'(Q) (3.3)

bewiesen. Daraus wird gezeigt, dass das modifizierte Variationsproblem ([3.3) und das
Variationsproblem (3.2]) dquivalent sind.

Satz 14. Fiir divf € H'(Q) und (f + Au)-n € H 2(T) besitzt das modifizierte
Variationsproblem eine eindeutige Losung. Erfillt div f und vi™p die Lésbar-
keitsbedingung , so gilt p € HX (). Das heifit, das Variationsproblem und
das modifizierte Variationsproblem (3.3)) sind dquivalent.

Beweis. Zundchst wird gezeigt, dass a(p,q) H(Q)-elliptisch und beschrinkt ist. Dabei
werden die Elliptizitit und Beschranktheit der Bilinearform a(p,q) ausgenutzt, die im
Beweis von Satz 13 bereits gezeigt wurden. Auferdem weifl man aus dem Beweis von
Satz dass die Linearform F(q) beschrinkt ist. Dann folgt aus dem Lemma von
Lax-Milgram (Satz@) die eindeutige Losbarkeit.

o H'(Q)-Elliptizitit

a(q, q) = a(q,q) + [/Q q(:c)d:cr

= ||VQH%2(Q) + HQH%Q(Q)
= ||Q||12L11(Q)

> Mgl o

e Die Beschrinktheit folgt mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung (Bemerkung @
Es gilt

[ atwyie < [ a1 { / [q(xn?d:cf { / m}f — 1 gl 0

-~ -~

:HQ||L2(Q) :‘Q|%
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Somit folgt fiir die modifizierte Bilinearform a(-,-)

a(p, q) / r)dx / x)dx

< 6’24Hp||H1(Q)||QHH1(Q) + cllpll avllalla @
< & Ipllm oy llall

Aus dem Lemma von Laz-Milgram (Satz@) folgt somit, dass das modifizierte Varia-
tionsproblem (3.3) eindeutig losbar ist.
Nun zur Aquwalenz Fiir ¢ = 1 und der Lésbarkeitsbedingung - erqgibt sich

a(p, q) —ap, /pdx/ ldx

e
—(div f, Do + (1"p, %" L)r = 0.

Daraus ergibt sich, dass fQ pdx = 0 erfillt ist, also ist p € HX(Q) und die beiden
Variationsformulierungen sind dquivalent. [

3.2 Die eindeutige Losbarkeit der ultraschwachen
Variationsformulierung

Zum Schluss wird noch gezeigt, dass auch das ultraschwache Variationsproblem ([2.14))
mit Neumann Randbedingungen (3.1

/ p(~Aq)da + / pdz / gdz = —(div f,q)a + ((f + Au) - n,iig)r — (imtp, 7 g)r
Q Q Q

fir alle ¢ € H?*(2) eine eindeutige Losung besitzt. Die Testfunktionen ¢ € H?(Q)
werden so gewihlt, dass ihre Normalenableitung 7i"'q am Rand verschwindet.

Definition 15. Der Raum HZ2(2) ist ein Teilraum vom Raum H?(Q), wo die Konor-
malenableitung ™ verschwindet,

H(Q) = {v:ve H*Q),7"v = 0}.

Durch die geeignete Wahl des Testraum H?2(Q) lautet das ultraschwache Variations-
problem: Gesucht wird p € L3(Q), fiir die

/Q p(—Ag)dr = —(div f, )0 + ((f + M) - n, i g)r (3.4)
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fiir alle ¢ € H?(Q) gilt. Auch fiir die ultraschwache Variationsformulierung (3.4)) kann
eine dquivalente Operatorgleichung geschrieben werden. Sei B : L3(Q2) — H2(2) ein
linearer Operator mit

@mwaz/M@FA%MM
Q
und die rechten Seite F(q) : H*(Q)) — R mit

F(q) = —(div f, ) + ((f + Au) - n, ¢)r.

Gesucht wird p € L(Q) mit
(Bp, q)o = F(q) (3.5)
fiir alle ¢ € H2(Q).

Definition 16. [12, Kapitel 3.3, S. 48] Seien X und 11 Hilbertrdume und B : X — II'.
Der adjungierte Operator B’ : 11 — X' ist definiert durch

(v, B'¢)x = (Bv,q)u V(v,q) € X x IL
Der Nullraum vom Operator B und B’ ist wie folgt definiert:
ker B={ve X: Bv =0},
ker B = {q € I1 : (Bv,q) =0 fiir alle v € X}.
Das Bild vom Operator B ist definiert als
g €lmy B={Bvell firalleve X}.

Um die Existenz und die Eindeutigkeit von (3.4)) beweisen zu kénnen, wird der nach-
stehende Satz benotigt.

Satz 17. [12, Theorem 3.3, S. 50]
Seien X und I1 Hilbertrdume und sei B : X — II' ein beschrdnkter, linearer Operator.
Es gelte die Stabilitatsabschdtzung

Fiir g € Imx (B) ezistiert eine eindeutige Lisung u € (ker B)* der Operatorgleichung
Bu = g und es qult

lullx < —llglw-
cs
Fiir die Existenz einer Lésung p € (ker B)t C L3(Q) der Operatorgleichung Bp = F

muss somit /' € Imyzq) B liegen. Man kann zeigen, dass F' € Imy2q) B dquivalent zu

F(q) = 0 fiir alle ¢ € ker B’ C H2(Q2) ist [12, Kapitel 3.3, S.49).
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Satz 18. [9, Satz 2.2.2.5, S. 90] [15, Satz 6.85, S. 212]
Ist Q konvex, so ist fiir jedes f € L*(Q) die Lisung u des Poisson Problems —Au = f
in H*(Q2) und es gilt

ull ) < cll fllz2@)-

Lemma 19. [0, Lemma 4, S. 9] Sei u, f € L*(Q), dann folgt aus
(u,v) 2 = (f,0) 120 Yo € Hy(€),
dass
(u, V) 1200) = ([, V)12 Yo € LX(Q)
qilt.
Satz 20. [1], Lemma 2.1, S. 3] Fiir ein konvexes Gebiet Q mit div f € H () und

(f+Au)-ne H*%(F) eistiert eine eindeutige Losung p € L*(2) des Problems (3.4))
und es gilt die Abschdtzung

lell o < e (v Fll-s) + 17+ Au) nl, -3, )

H 2

Der Beweis wird in [10, Beweis zu Lemma 2.1, S. 2588] und [14, Beweis zu Lemma
2.1, S. 4] fiir Testfunktionen ¢ € H*(Q) N H} () und Dirichlet Randdaten g = 7{"'p €
H~2(T) gefiihrt.

Beweis. (zu Satz [20) Um die Beschrinktheit der rechten Seite F(q) von 2u
zeigen, bendtigt man den Spursatz (Satz . Fiir Funktionen q € H2(Q) ist vi"q €
H%(F). Mit Hilfe des Spursatzes kann bewiesen werden, dass fir die Abbildung & :
H2(Q) — H2(T) die Abschitzung

1" all 3 0 < erllallaze Vo€ HE Q) (3.6)
H2(I)

gilt. Mit folgt die Beschrdinktheit der rechten Seite F(q).

|F(q)] = ‘—/Qdiqudan/F(f—l—Au)-nqux

< [ 1div fqlda+ [ 1(F + Aw) - nglds,
Q T
< || div fllz-2@llallm2@) + [[(f + Au) - n||H_%(F) ||’Y(Z)ntQ||H%(F)
—_———

(3.6
> CT||qHH2(Q)

< e [ div flla-xo + 10+ 20) - nll, - | lalligo)

Sei B : L§(Q) — H*(Q) ein linearer, beschrinkter Operator mit (Bp, q)o = — |, pAqdx
und p € L3(2),q € H2(Y). Damit man Satz[17 benutzen kann, muss zundichst gezeigt
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werden, dass F' im Bild vom Operator B liegt. Wie bereits erwihnt ist F' € Impzq) B
dquivalent zu F(q) = 0 fiir alle ¢ € ker B C H2(Q).

Zundchst wird bewiesen, dass der Nullraum vom adjungierten Operator B’ nur das
Nullelement enthdlt, das heifit es gilt

ker B' = {g € H(Q) : (Bp,q)a = 0,%p € L§(Q)} = {0}.

Mit anderen Worten werden alle ¢ € H2(S)) gesucht, fir die

—/pAqdm =0
)

fiir alle p € L3() erfiillt ist. Daraus folgt gerade, dass —Aq =0 € L*(Q) und zusam-
men mit g € H%(Q) ist das dquivalent zu

—Ag=0 1in €,
Onq =0 aufl.

Das obige System ist nur fir konstante Funktionen q erfullt. Somit gilt mit der Lés-
barkeitsbedingung (2.7)

F(q):q<—/ﬂdivfdx+/r(f—|—Au)-ndsx) O.

FEs gilt F(0) = 0. Da der Nullraum des adjungierten Operators B nur das Nullelement
enthdlt, gilt F'(q) = 0 fiir alle q¢ € ker B'. Demnach ist F' € Imyz2q) B und es existiert

eine Losung p € LE(Q) von (3.4)).
Fiir die Anwendung von Satz[17 muss die kontinuierliche Stabilititsabschitzung

Bp.q
csllpllrz) £ sup <—>

ozecrz(@) llallme)
fiirp € LE(Q) und g € H2(Q) erfiillt sein. Um die Abschitzung (3.7)) zeigen zu kinnen,
muss zundchst ein Hilfsproblem betrachtet werden. Sei v, € H' () mit p € L3(Q) die
Lésung von

(3.7)

—Av, =p nQ,
Oy =0 aufT.
Die schwache Formulierung des Hilfsproblems lautet somit: Gesucht wird v, € H'(Q)

fir die gilt
<V'Up, Vw>L2(Q) = <p, w)Lz(Q) Yw € H& (Q)

Dieses Variationsproblem ist mit Satz eindeutig losbar und da € konvex ist, folgt
mit Satz[18, dass v, € H?(2) mit

||Up||H2(Q) < C||pHL2(Q)- (3.8)
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Mit Lemma [19 gilt fiir
—<AUp, ’LU)LQ(Q) = (p,w)Lz(Q) Yw € H&(Q)
sogar
—<A?)p, w>L2(Q) = <p, ’LU)Lz(Q) Yw € LQ(Q)
Damit erhalt man die kontinuierliche Stabilititsabschdtzung (3.7)).
sup (Bp, q) _ _<AQap>L2(Q) > _<Avpap>L2(Q)
ozgerz@) lallmze)  ozgenzi)  llallme) 10p |l 720

_ (p,p)12(0) > HPH%%Q)
lvpllzz) — cllpllzz
——

= Ll
T PllLz)

B3
= CHP||L2(Q)

Somit kann Satz angewendet werden und es existiert fir div f € H%(Q) und
f-ne H_%(F) eine eindeutige Losung des ultraschwachen Variationsproblem (3.4)).

Aus der Stabilititsabschdtzung (3.7) und der Beschrinktheit der rechten Seite F(q)
bekommt man die gesuchte Abschdtzung:

- —(Ag,p)r2) F(q) |F'(q)]
CS||p||L2(Q) < Ssup —p ——= Sup T,——= sup T
ozqenz@)  llallme) ozqerz() lallmz@) ~ ozgenzi) lallm o)
C
< sup o (| div ey + 10+ ) il ) el
0£qer2(9) |1l 52(0) @ H™2(I) ()

= e (v L+ 107 + ) -l g )
[

Dieser Beweis funktioniert nur fiir Gebiete mit glattem Rand oder fiir konvexe Gebiete,
da sonst Satz ([18) nicht gilt. Eine Menge  heifit konvex, falls mit z,y € Q auch
A+ (1—=N)y € Q fiir alle A € (0, 1) gilt [I5, Kapitel 6.11, S.211]. Diese Beweismethode
ist auf konvexe Gebiete begrenzt, da der Isomorphismus

Av, € L*(Q),0,v,|r =0 & v € H2(Q)
verwendet wurde.

Beispiel 1. Sei Q = {(rcosf,rsinf) e R?: 0 <r < 1,0 <0 < w} mit 0 <w < 27
ein nicht konvexes Gebiet mit einspringender Ecke. Es wird die Poisson Gleichung
—Au = f in Q mit den Randbedingungen

u(r,0) =0 und u(r,0) = sin (gG)
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betrachtet. An der einspringenden Ecke kann u durch

uy(x,y) = iy (r,0) = re sin (E(Q)

w

approximiert werden. In Polarkoordinaten (r,0) ergibt die Anwendung des Laplace-
Operators

. 82U1 4 laul 4 182U1
Or2 r Or r2 062

2
_ {z (Z-1)+Z- g} r5-25in (Zo)
w \W w w w

=0¢€ L*Q).

AU]

Fiir uy = r~w sin (—g ) ist auch Auy = 0 € L*(Q), also sind u; und us harmonische
Funktionen in Q. Durch die Wahl von X = T sind die Randbedingungen erfiillt:
/T
U1|9=0 =0 U1’9=w =0 U1|r:1 = S (59) )
) T
Uslp=0 = 0 uz|p=p =0 ug|—1 = sin (——9) )
w
Dann gilt fir die Ableitung in radialer Richtung
0 x
T Elgin (Zg) .
or w w

Fiir nicht konveze Gebiete wird die Ableitung O,u(r,0) an der einspringenden Ecke
unendlich, das bezeichnet man als Singularitit. u ist keine klassische Losung des Pro-
blems, aber weiterhin eine schwache Lésung.

Die Regularitdt der Losung hédngt somit von der Form des Gebiets ab. Fiir nicht
konvexe Gebiete muss der Testraum erweitert werden. Es wird der Raum

H?(Q) @ span{&(r)r’ sin(A\)}

betrachtet. Dabei bezeichnet £(r) eine glatte Funktion, die die Singularititen elimi-
niert.



4 Eindeutige Losbarkeit im
Diskreten

In diesem Kapitel wird die diskrete Variationsformulierung des modifizierten Problems
(3.3) und die diskrete Formulierung des ultraschwachen Problems betrachtet. Das
ultraschwache Variationsproblem wird mit Hilfe von quadratischen B-Splines im ein-
und zweidimensionalen Fall diskutiert. Weiters wird die eindeutige Losbarkeit der bei-
den diskreten Formulierungen gezeigt und abschliefend werden Fehlerabschétzungen
angefiihrt.

4.1 Diskretisierung des modifizierten

Variationsproblems (3.3

Zur Vereinfachung wird das modifizierte Variationsproblem mit Neumann Rand-
bedingungen (3.1) und o = 0 diskretisiert, das heiBt der Verschiebungsterm auf der
rechten Seite féllt weg. Wie bereits in Abschnitt erwéhnt wurde, kann der Biline-
arform a ein linearer Operator A zugeordnet werden (1.11)). Also ist die Variationsfor-
mulierung (3.3), dquivalent zur Operatorgleichung: Bestimme die Losung p € H'(Q):

(A+a-a")p=/f, (4.1)

wobei f € H-1(Q) gilt, A : HY(Q) — H~'(Q) ist ein linearer Operator und a € RM
ist der Stabilisierungsvektor.

4.1.1 Galerkin-Bubnov Formulierung

Als erstes wird Gleichung diskretisiert. Ersetzt man die kontinuierlichen Ansatz-
und Testrdume durch Familien endlich dimensionaler Rdumer, so erhélt man eine Né&-
herungsmethode fiir das Variationsproblem. Man betrachtet eine Familie konformer
Ansatzriume X;, = span{y}}i, C H'(Q), die von den Basisfunktionen ¢} aufge-
spannt werden. Ein klassischer Ansatzraum fiir Randwertprobleme 2. Ordnung ist der
Raum S} (€2) der stiickweise linearen und global stetigen Funktionen mit Dimension
M.

Handelt es sich um gleiche Ansatz- und Testrdume, dann spricht man von einer

39
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Galerkin-Bubnov-Formulierung. Der Ansatz p;, = 224:1 pkgo,f: € X, erkléart eine Nahe-
rungslosung der Galerkin-Bubnov-Variationsformulierung. Gesucht wird p, € Xp:

a(ph,Qh)+/phd$/ qrdr = —/dinth$+/(f+AU)'nCIhd8x Y, € Xp. (4.2)
Q Q Q r

Da X;, C H'(Q) setzt man ¢ = ¢q; € X}, in die Variationsformulierung (3.3]) ein. Sub-
trahiert man dann die diskrete Variationsformulierung (4.2)), liefert das die Galerkin-
Orthogonalitét

(A(p —pn), qn) + /Q(p — ph)dx/ﬂqhdx =0 Vg, € X, (4.3)

Anzumerken ist noch, dass die stiickweise linearen Basisfunktionen ¢} eine Zerlegung
der Eins bilden, das heift es gilt S>0" | k(z) = 1 fiir # € Q. Fiir g, = 1 als Testfunkti-
on der Galerkin-Variationsformulierung (4.2]) und mit der Losbarkeitsbedingung (12.7))

folgt
/phdx/1d$:—/dindI-i—/(f—i—Au)-ndsxO,
Q Q 9} r

=[]

/phdx =0.
Q

Somit ist pp, € H() und die Stabilisierungsbedingung ist auf fiir p, € X, erfiillt. Die
diskrete Variationsformulierung (4.2)) ist dquivalent zum linearen Gleichungssystem:

(An+a-a"p, = f. (4.4)

Dabei definiert fiiré,5 =1,..., M
o Ay, die Steifigkeitsmatrix mit Ap[j,i] = [, Vo (2) Vi (x)d,
e f den Lastvektor mit f; = — [, div foi(z)dz + [.(f + Au) - npj(z)ds,,
e und a den Stabilisierungsvektor mit a; = |, gp; (x)dx.

Um die eindeutige Losbarkeit zeigen zu kénnen, wird Cea’s Lemma verwendet. Weiters
wird die Approximationseigenschaft von S} (7y), dem Raum der stiickweise linearen
und global stetigen Funktionen benétigt. Beide Sétze werden in dieser Arbeit ohne
Beweis angefiihrt.

Satz 21. (Cea’s Lemma) [8, Satz 5.1.1]
Sei A : X — X' ein beschrinkter, X-elliptischer, linearer Operator und sei f € X'.
Fiir die diskrete Variationsformulierung: Gesucht wird u, € X;, mit

(Aup,vp) = (f,vn) VYo € X,
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ezistiert eine eindeutige Losung u, € Xy, mit der Stabilitdtsabschdtzung
1
[unllx < —[1f[lx
€1

und der (quasi-optimalen) Fehlerabschdtzung
o
=l < 5 inf = wnlx
Satz 22. (Approximationseigenschaft)[8, Satz 5.2.13]
Seiu € H¥(Ty) mit s € [0,2],0 € {0,1}. Dann gilt fir eine zuldssige, global gleich-
mdafsige Zerlequng Ty die Approximationseigenschaft

inf u — vp|| o < ch® % u
et | wllme () < |

Lemma 23. Fir die Galerkin-Formulierung (4.2) des Neumann Randwertproblems
existiert eine eindeutige Losung pp, mit

Hs(Tn)-

1p = pullmi) < ch® plus@), firp e H*(Q),s € [0,2]

und es gilt p, € HH(Q).

Beweis. Aus Cea’s Lemma (Satz folgt die eindeutige Liosbarkeit und die quasi-
optimale Fehlerabschdtzung. Die gewiinschte Fehlerabschdtzung folgt mit Hilfe der Ap-
prozimationseigenschaft (Satz @)

A

&) . —1
— < = inf — < ch?®
||p ph||H1(Q) = C{; St () HP C]h||H1(TN) > |P

Wie bereits zuvor gezeigt wurde, folgt mit q, = 1 und der Lésbarkeitsbedingung (12.7)),
dass py, € H(Q) ist. O

Ho(Q)

4.1.2 Finite Elemente
Ein Merkmal der Finiten Elemente Methode ist die Zerlegung des Gebiets €2 in geo-

metrisch einfache meist konvexe Gebiete, den sogenannten Elementen. In diesem Ab-
schnitt werden, ausgehend von einer zuléssigen und formreguldren Triangulierung, das
Referenzelement, die Formfunktionen und die lokale Parametrisierung erklért.

4.1.2.1 Zuliassige Zerlegung des Gebiets

Sei Q) C R? ein beschriinktes, polygonal berandetes Lipschitz-Gebiet, dann gibt es eine
Folge {Tn} von Triangulierungen von 2 mit Elementen 7; mit

N
Q= 7_11\7 = U?l.
=1

Im zweidimensionalen Fall wiahlt man Dreiecks- beziehungsweise Viereckselemente.
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€2
Tl .
ﬁ(f) =xy, +Ji§
xr, T
Tl 0 1 >51

Abbildung 4.1: finites Element 7; und Referenzelement 7

4.1.2.2 Abbildung vom Referenzelement fiir d = 2

Fiir die Assemblierung wird die lokale Parametrisierung iiber dem Referenzelement
verwendet [12, Kapitel 9.1, S. 203 ff.]. Die Eckpunkte des Finiten Elements 7; werden
mit x;, fiir ¢ = 1,...,3 markiert. Im zweidimensionalen Fall (d = 2) ist das Referenz-
dreieck 7 definiert als

T={eR*:0<<1L0<6 <1 -6
Die zugehérigen linearen Formfunktionen sind gegeben durch

(&) =1-& =&,
Uy (€) =&, (4.5)
wé(f) = &

Dazu gehort die lokale Parametrisierung fiir z € 7

2
T =z + Zfi(xliﬂ —xy)=ax, +J§ furerT (4.6)

i=1
Daraus ergibt sich die Jacobi-Transformationsmatrix

_ xlz[l] — Ty [1] 1'13[1] — Ty [1]
= ( 2 —m, 2] o[- :chm) ’ (4.7)

wobei x;,[j] mit j = 1,2 jeweils fiir die erste bezichungsweise zweite Komponente des
Eckpunkts z;; steht. Den Fliacheninhalt erhélt man aus

1 rl=& 1
Al:/d$:/|detJl|d§:|detJl|/ / d£2d§1:§|detJl|,
T T 0 0

somit folgt |det J;| = 2A,;. Fiir eine Funktion v(x),z € 7 erhdlt man folgende Trans-
formation

v(x) = v(zy, + ) =a(f) LT
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Mit Hilfe der Kettenregel

g2 + 96 = 3 5 olel (Z i k]@) =3 Gl

ergibt sich fiir die Ableitung

Veui(€) = Vev(a, + Jig) = J) V,o(2),

beziehungsweise

Vou(z) = J7TVen(€). (4.8)

Die stiickweise linearen und global stetigen Basisfunktionen ¢l € span{pi}M =
X, stehen durch die lokale Darstellung im Zusammenhang mit den linearen
Formfunktionen (4.5). Die Basisfunktionen ¢; werden auf ihren Tréger eines finiten
Elements 7; eingeschriinkt, also gilt ¢i|, = ¢! mit r =1,...,3.

4.1.3 Aufstellung des linearen Gleichungssystems fiir
stiickweise lineare Basisfunktionen

In diesem Abschnitt wird das dquivalente lineare Gleichungssystem der diskre-
ten Variationsformulierung assembliert. Eine Knoten-orientierte Vorgehensweise
ist nicht sehr effizient, da iiber den jeweiligen Triger der Basisfunktionen ¢} inte-
griert werden muss. In der Praxis wiirde das unnotig viel Rechenzeit fiir mehrfache
Berechnungen verschlingen. Als vorteilhafter hat sich eine elementweise Assemblierung
erwiesen.

4.1.3.1 Assemblierung der Steifigkeitsmatrix

Fiir die Bilinearform a(p, ¢) wird die Darstellung

alp. q) = / Vp(z) Va(a)da

verwendet. Weiters wird fiir die Testfunktion ¢, = gpjl mit 7 = 1,..., M und der Ansatz
Pn = Ef\il pip; benutzt. Fiir die Bilinearform ergibt sich somit

M

a(pn, qn) = / VprVandz = /QV (Zlh@i(ﬁ)) Vi, (x)dz

=1

M
—sz/wz 2)Vei(x)de = piAulj,i] fiir j=1,..., M.
i=1
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Als erstes wird die Steifigkeitsmatrix A, genauer betrachtet. Die Matrixeintréige erge-
ben sich wie folgt

Aplj,i] = aley, ¢;) = vai(fv)VsO}(w)dfv:Z/V@%(l‘)'vso;(x)dx
I=1v7
= > [ Vel V@i = Y [ Vil Vel
lesS(ig) Y™ 1€8(i,5) - _
=AW
= > AVl
1eS(4,5)

mit lokalen Indizes 7, s und der Schnittmenge S(i,j) = {k : 7, € supp ¢} Nsupp ; }.
In der Summe brauchen nur die Elemente beriicksichtigt werden, die gleichzeitig zum
Tréiger von @j und ¢; gehéren. Die Eintriige Ay [j, 1] lassen sich aus den lokalen Stei-

figkeitsmatrizen Ag)[r, s] mit 7, s = 1,...,3 elementweise assemblieren. Mit Hilfe der
lokalen Parametrisierung wird eine Transformation vom Element 7; auf das Re-
ferenzelement 7 vorgenommen. Auflerdem werden die linearen Formfunktionen (4.5
verwendet. J; steht fiir die Jakobimatrix und fiir V¢! wird verwendet.

Alrs) = [ Vi) Vo)
— [UTVek©) - U Teuk(e))| det g

= [ Vol (©) - (T 7) Ve ©)] det Jild

T

Da der Gradient der linearen Formfunktionen (4.5]) konstant ist, kann er vor das Inte-
gral gezogen werden. Der Wert des Integrals betrigt dann

/T1dg - /01 /01_& 1dé,de, = /01(1 — &)dE) = %

Die lokale Steifigkeitsmatrix Ag) fiir das Gleichungssystem (4.4)) entspricht einer 3 x 3
Matrix.

4.1.3.2 Assemblierung des Skalierungsvektors a
Fiir den Stabilisierungsterm ergibt sich mit g, = gojl- mit j = 1,..., M und dem Ansatz
pr =i, pie}, dass

M

M
/ph(x)dx/ qn(x)dx = sz/ gpll(x)dx/ cp;(m)da: = Zp,-aiajr firj=1,...,. M
Q Q Q Q

=1 i=1
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gilt. Mit der Menge S(i) = {k : 74 € supp¢;} und dem lokalen Index r = 1,2, 3 folgt
fire=1,...,N

ali] = /% dfﬁ—Z/% dx—Z/%

1€5(i)

Z /w dm— aD[r].
1€5(i leS()
,a(l)

Wie bereits bei der Steifigkeitsmatrix zuvor lassen sich die Eintrége des Stabilisierungs-
vektors ali] durch den lokalen Vektor a®¥[r] mit r = 1,...,3 elementweise bestimmen.
Es wird wieder eine Transformation vom Element 7; auf das Referenzdreieck 7 durch-
gefiihrt

aD[r /¢ dx_/¢ )| det Ji|d¢  fiirr=1,...,3.

Setzt man nun die linearen Formfunktionen (4.5)) ein, so ergibt sich fiir den lokalen
Stabilisierungsvekotr a(®)

|det Jl|

aDfr] = 5

4.1.3.3 Assemblierung des Lastvektors

Fiir die rechte Seite des Gleichungssystems wird die Darstellung

F(q) = —(div f,q)a + ((f + Au) - n,q)r

verwendet. Mit ¢, = gpjl- fir j=1,..., M gilt fir den ersten Term von F(q),

il == [ div f(a) Z / div f(2)pH(x
:—Z/dwf )i (x Z/dwf z)de = — Zﬂ”

leS(j leS(j) < y; leS(y
:f(l)

mit der Menge S(j) = {k : 7 € suppyp;}. Die Emtrage des globalen Lastvektors
flj] ergeben sich als Summe der lokalen Vektoren f®[s] mit s = 1,...,3. Auch hier
wird eine Transformation vom Element 7; auf das Referenzelement 7 gemacht. Fiir den
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lokalen Lastvektor erhalt man

O] = / div f(a)) (x)de

U

_ /divf(xll +LEN(E)] det Jide fir s —1,....3,

T

Das Randintegral ((f + Au) - n,@j)r ergibt sich auch aus der Summe der lokalen
Vektoren. Auf jedem lokalem Randelement wird mit Hilfe der numerischen Integration
der lokale Vektor berechnet. Durch aufsummieren der einzelnen Vektoren ergibt sich
der globale Randvektor.

4.2 Diskretisierung des ultraschwachen
Variationsproblems (3.4

Auch fiir das ultraschwache Variationsproblem (3.4)): Gesucht wird p € L*(2) mit

dq

[ p=aayde+ [ pd [ gde = ~(aiv foado+((F + Au) - na)e = (5

fiir alle ¢ € H?(Q) kann eine dquivalente Operatorgleichung geschrieben werden. Be-
stimme die Losung p € L*(Q2):

(B+b-c"p=/, (4.9)

wobei f € H72(Q) gilt, B : L*(Q) — H~?(Q) ist ein linearer Operator und b, c € RM
sind die Stabilisierungsvektoren.

4.2.1 Galerkin-Petrov Formulierung

Im Gegensatz zur Galerkin-Bubnov Formulierung werden nun verschiedene Test-
und Ansatzriume gewéhlt [12, Kapitel 8.4, S.193]. Fiir die Diskretisierung der Glei-
chung betrachtet man zwei Familien konformer Ansatzriume X, = span{¢{}4L, C
L*(Q) und Y}, = span{¢? }2L, C H?(Q), die von den stiickweise konstanten Basisfunk-
tionen Y und den stiickweise quadratischen Funktionen ¢? aufgespannt werden. Mit
dem Ansatz p, = 224:1 pe¢? € Xj kann eine Niherungslosung der Galerkin-Petrov
Variationsformulierung: Gesucht wird p, € Xj mit

/ph(_AQh)dI+/phdx/thx: —/dinth$+/(f+AU) -ngpds, (4.10)
Q Q 0 Q r

fiir alle q;, € Y}, definiert werden. Aus Y;, € H?*(Q) folgt fiir p € L?(Q) Losung von
(3.4) und py, € X, Losung von (4.10) die Galerkin-Orthogonalitét

(B(p —pn)s aqn) + /Q(p —ph)da:/gqhda: =0 Vg, €Y. (4.11)
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Durch die geeignete Wahl der stiickweise quadratischen und global stetigen Basis-
funktionen ¢? verschwinden diese nicht am Rand. Folglich darf das Randintegral
[o(f + Au) - ngpds, nicht vernachlissigt werden. Weiters werden die Testfunktionen
so gewdhlt, dass 0,qx|r = 0 gilt. Die diskrete Variationsformulierung des ultra-
schwachen Variationsproblems ist dquivalent zum linearen Gleichungssystem

(Bu+b-c")p, = [. (4.12)

Dabei definiert fiir 2,5 =1,..., M
e B, die modifizierte Steifigkeitsmatrix mit By[j,1] = [, @7 (2)[=Ap3(2)]dx,
e f den Lastvektor mit f; = — [, div fo?(z)dz + [.(f + Au) - np?(x)ds,,
e und b, ¢ die Stabilisierungsvektoren mit b; = [, }(z)dz und ¢; = [, @3 (x)dz.

Um die eindeutige Losbarkeit des diskreten ultraschwachen Variationsproblems (4.10)
zeigen zu konnen, wird wieder Satz [17] verwendet. Mit Hilfe des Fortin Operator und
dem Kriterium von Fortin kann die diskrete Stabilitdtsabschéitzung gezeigt werden.

Definition 24. (Fortin Operator)[12, Kapitel 8.4, S. 194]
Ein linearer Operator Ry, : 11 — 11, heifst Fortin Operator, wenn

(Bun,q— Ryq) =0 Yo, € X,

und
|Rrglln < crllglln Vgell

qgilt.

Lemma 25. (Kriterium von Fortin)[12, Kapitel 8.4, S.194]

Sei B : X — II' ein beschrinkter linearer Operator und die kontinuierliche Stabilitdts-
abschdtzung sei erfillt. Wenn ein Fortin Operator Ry, : 11 — 11, existiert, dann
gilt die diskrete Stabilititsabschdtzung

. Bpn, qn,
Cslpnllx < sup \DPhdn)

Vpn € Xp (4.13)
0#qn€lly HQhHH

mit 53 = ::ﬁR'

Satz 26. Fir die diskrete ultraschwache Formulierung (4.10) existiert eine eindeutige
Lésung pn, € Xy, und es gilt

[pnllr2@) < c (H div fl -2y + | (f + Au) ‘nHHf%(F) :
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Beweis. Um Satz [3.4) anwenden zu kénnen, muss zundchst wieder gezeigt werden,
dass F € Imy, By, gilt. Wie im Kontinuierlichen kann mit Satz[13 die Beschrdnktheit
der rechten Seite gezeigt werden.

|F(gn)| < (div £, gn)al + [((f + Au) - 1, gn)r]
< N div flla-2@llgnll @) + 1(F + Au) - nll g llanll 3

< e (1div s + 1 + Au) - nl, g 0 ) ol

Wie im Beweis von Satz[20 kann gezeigt werden, dass der Nullraum des adjungierten
Operator B}, nur das Nullelement enthdlt. Da F(0) = 0 gilt, folgt auch F(qy) = 0 fir
alle g, € ker B;. Demnach ist F' € Imy, By, und es existiert eine Losung p, € Xj, C
L?(Q).

Dz'(e a)fz'skrete Stabilitdtsabschdtzung erhdlt man mit dem Kriterium von Fortin
(Lemma . Die kontinuierlichen Stabilitdtsabschdtzung ist fir p, € X C
L2(Q) erfillt. Sei Ry, der Fortin Operator. Die Galerkin-Orthogonalitit (Bpy,q —
Rnq) = 0 ist fir alle p, € X, erfillt, das heifst es gilt (Bpp,q) = (Bpn, Rnq). Dann
folgt:

Bpn, q Bpn, Rnq
csllpnllze@) < sup \Bpn, q) < M

0#£qeH2(Q) H(JHHQ(Q)  0£qeH2(Q) ||Q||H2(Q)
Z%”thnfﬂ(g)

<ep  sup (Bpn, Rnq) <cp sup (Bpn; qn)
0qer2@) | Brall 20 ozaneyn anllm2(0)

Somit gilt die diskrete Stabilitdtsabschdtzung und es kann rSatz angewendet

werden. Somit existiert fiir div f € H=2(Q) und (f +Au)-n € H™2(T') eine eindeutige

Losung des diskreten ultraschwachen Problems (4.10)).

Aus der Stabilitdtsabschdtzung und der Beschrdinktheit der rechten Seite F(qp)

bekommt man die Abschdtzung.

; Bpn, q F(q F(q
ool < sup AP 0 Fla) o 1)l
ormen lanlm@  ozmen ol = oraen lanlaee

& .
< sup (1div Fllr-2cey + 1 + ) -l 5,0 ) oy

o 0#£qr€Yn thHHQ(Q)

= (1div fllr-2e) + 1 (f + Aw) -l 5.

4.3 B-Splines

Wird anstelle der Variationsformulierung (3.3)) die ultraschwache Formulierung (|3.4))
verwendet, so muss man auch geeignete Ansatz- und Testfunktionen wéahlen. Anstatt



4.3 B-Splines 49

der stiickweise linearen Basisfunktionen ¢} wihlt man fiir den Druck p nun stiick-
weise konstante Funktionen ) und fiir die Testfunktion ¢ stiickweise quadratische
Basisfunktionen ¢?.

4.3.1 Der eindimensionale Fall

Zuniichst werden konforme Ansatzriume fiir L2(Q2) und H?*()) im eindimensionalen
Raum fiir Q = (a,b) definiert. Sei Ty = {7}¥, eine gleichmifliige Unterteilung des
Intervalls (a,b) mit a = 29 < z1... < zxy = bund 7, = (27_1, ;). Weiters gilt
S oo, T = la,b]. Fiir die Zerlegung Ty definiert ¢f fiir k = 1,... , N die stiickweise
konstanten Basisfunktionen mit

o )1, firzxemn,
ok 0, sonst.

Daher ist Xj; = span{¢?}Y | = SY(Tx) C L*(Q). Die L*-Projektion Qup € X, =
SY(Tw) ist fiir alle p € L?(2) als Losung von
(Qnpsan) = (P, an) vy Yan € X,

definiert [8, Kapitel 5.2.4]. Fiir diese gilt die Stabilitdtsabschétzung

1Qnpll 27y < lIPllz273)
fiir alle p € L*(Ty), da

HQhPH%?(TN) = <th7 QhP>L2(TN) = <p7 QhP>L2(TN) < ”pHL2(TN)Hth“LQ(TN)'

Fiir die L2-Projektion gilt die Fehlerabschiitzung fiir s € [0, 1]

1P — Qupllz2(1a) < P°I|pl 1 (730) - (4.14)

Den Beweis der Abschétzung fiir s € [0,1] findet man in [12] Satz 10.2, S. 233 ff.].
Um Y, = span{p?}¥ | C H?() beschreiben zu kénnen, miissen zunichst B-Splines
definiert werden.

Definition 27. (B-Splines)[3] B-Splines der Ordnung k € Ny oder auch Basis Splines
genannt werden mit Hilfe der Cox-de Boor Rekursionsformel firi=1,..., N wie folgt
definiert:

Bl(r) = {é s,
Y )
T —T; _ Tith+1 — T p_q
BF(z) = —BF(z) + =~ _BFI(2).
(@) Tipk — T (=) Titk+1 — Lit1 ZH( )
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Der Tréger des linken Terms ergibt sich aus den beiden Trégern der rechten Seiten, das
bedeutet es gilt [z;_1, Tivx] = [Tio1, Tim14k) U [24, k) und k steht fiir die Ordnung der
B-Splines. Der Raum Y}, soll aus dem Raum der quadratischen B-Splines entwickelt
werden, also werden die B-Splines 2. Ordnung genauer betrachtet. Die quadratischen
B-Splines sind Funktionen, die im vorigen, im aktuellen und im néchsten Element

definiert sind:

T —Ti—1
I
Tig1 — Ti—1 Tito — X5

Titg — T
B, - Lty
Da es sich um eine Rekursionsvorschrift handelt, miissen auch die B-Splines 1. Ordnung

und der Ordnung 0 berechnet werden.

e B-Splines 1. Ordnung:

T — T Tit1 — X
1 i—1 0 i+1 0
B =—"B_.1+ —-B,
Ti — Ti—1 Tit1 — T4
T — Tito —
1_ i 0 i+2 0
Bf = ——B + —— B,
Tit1 — T4 Lit+2 — Litl
e B-Splines 0. Ordnung:
0 17 HANS [ﬂ?i,l,xi], 0 17 YIS [xivxi+1]7
0, sonst, 0, sonst,

RO = 1, x € [Tip1, Tiva),
o 0, sonst.

Die quadratischen B-Splines haben somit folgende Gestalt:

( T—Ti—] T—Ti—]

Tif1—Ti—1  Ti—Ti—1’ T e [‘ri_l’ xi]’

2 T—Ti—1 Ti41—% Ti42—x T—T;
B, = v s T € [T, T,
g Tit1—Ti—1  Ti41—T4 Tit2—Ti  Ti41—T4
Ti42—T . Ti42—T

T € [Tit1, Tiyal.

\ Tiyo—T; Tit2—Tiy1’

Die Dreitermrekursion lédsst erkennen, dass man nicht geniigend Basisfunktionen er-
halten wird. Da die Dimension des Ansatzraums (dim X, = N) und die Dimensi-
on des Testraums (dimY;, = N — 2) nicht iibereinstimmen, ist es notwendig, dass
zwei Funktionen hinzugefiigt werden. Im Allgemeinen erweitert man das Gitter auf
T g1 < ...<x90=0a<...<b=uxy <...< 2Ny Fir die Ordnung k£ = 2
wird das Intervall [a,b,] um z_; < zg und x4 > xx erginzt, somit erhilt man die
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B-Splines B2, (z) und B%_,(x). Y} sei der Raum, der von den modifizierten quadrati-
schen B-Splines aufgespannt wird, also Y}, = span{®3}4_,, wobei
QO%(ZL‘), fir k=1,
2 = B? ,(x), firk=2,...,N—1,
% (x),  fiir k= N.
Auch fiir die stiickweise quadratischen Basisfunktionen ¢? erhélt man eine Zerlegung

der Eins, das heifit es gilt Zgil pi(x) =1 fiir z € Q. Dadurch lassen sich p?(x) und
@3 (z) einfach bestimmen. Es gilt

2( )_ {1 - BO('CE)’ YIS [xﬂyajl],

! B2, (x), T € 11, 12],
4/3?\/(%) _ BZQ\,72(;E), T € [TN_2, TN_1],
1— B% 5(z), =€ lry_1,zn]

Beispiel 2. Fir Q2 = (0,1) und zg = 0,2 = %,xg = % und 3 = 1, also N = 3 und

der Schrittweite h = %, sehen die modifizierten B-Splines der Ordnung 2 wie folgt aus:

I — 573, E 0, 1!,

ohZ YIS [:L‘h'IZ]v
%7 YIS [Zl’(],&?l],
Lyl 2_ ).
Pile) = ¢ T 4 BT v e [ ma)
oy T € [z2, 73],
—1y2
P3\) = (1-2)?
1—W, T € [.1'2,1'3].

Um die Pressure Poisson Gleichung im eindimensionalen Raum losen zu kénnen,
werden zunéchst die erste und zweite Ableitung der modifizierten B-Splines betrachtet.
Man geht von einer gleichméBigen Unterteilung des Intervalls [a,b] in N Teile mit
Schrittweise h = x; 1 —x; > 0 aus. Die Ableitungen lassen sich problemlos bestimmen.
Fiir 2 <¢ < N — 1 ergibt sich:

( T—Ti—1
d 2 h21 ’ VIS [xi—l7$i]7
(p’i _ xi+2+xi+1+xi+xi_1—4x c . )
dx - 2h2 y X [xwlerl]a
Lles T € [x; 2]
\~ K2 i+1s Lit2],
(1
d22 B2 VS [xiflaxi]a
d(p; = 3 —%, T € [xi,xi_l],
L 1
(770 T € [Tig1, Tiyal.
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modifizierte B-Splines der Ordnung 2 fur N=3

Abbildung 4.2: quadratische B-Splines ¢?(z), p3(x) und ¢3(z) aus Beispiel

Fiir i = 1, N ergeben sich folgende Ableitungen:

dei _ e, e [0, 1], dp, _ =2, w € [an_g, 1),
dx L2, x € [11, 1], dx s T € |xy_1,2N],
d* ¢} _ #, T € [x0,21], > _ 1 T, T € [TN_g,Tn_1],
da? —%, x € 71, T3], dz? —%a T € [rn_1,2N]

4.3.1.1 Lineares Gleichungssystem in 1D

Wie bereits erwahnt, kann der diskreten ultraschwachen Variationsformulierung ({4.10))
ein lineares Gleichungssystem (4.12))

(Bu+b-c"p=f

zugeordnet werden. Dabei definiert im eindimensionalen Raum fiir ¢, =1,..., N

2, .2 T
e Bj, die modifizierte Steifigkeitsmatrix mit By[j, ] = ff i) <_d 222( )> a

e f den Lastvektor mit f[j] = — f: f(@)p3(x)de + [f(x)q(x)]]5,
e und b, ¢ die Stabilisierungsvektoren mit b[j] = fab @) (z)dx und c[j] = f; @3 (x)dx.

Im néchsten Schritt sollen die Eintréige der modifizierten Steifigkeitsmatrix Bj, genauer
betrachtet werden. Es ist zu erwarten, dass sich eine singuldre, symmetrische Tridia-
gonalmatrix ergibt. Fiir die Zeilen 2 < i < N — 1 erhélt man mit Schrittweite h auf
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der Hauptdiagonale den Eintrag % und auf den Nebendiagonalen jeweils den Eintrag
—%. Die erste und letzte Zeile sind separat zu betrachten. Man erhélt fiir diese beiden
Zeilen % auf der Hauptdiagonale und —% auf der Nebendiagonale. Da die Matrix By,
singulér ist, ist auch By, -1 = 0 erfiillt. Die modifizierte Steifigkeitsmatrix By, hat somit
folgende Gestalt

€ RV, (4.15)

Ganz analog kann man auch die Eintrage der Skalierungsvektoren mit stiickweise kon-
stanten Basisfunktionen beziehungsweise mit stiickweise quadratischen B-Splines be-
stimmen. Das Integral der stiickweise konstanten Basisfunktionen gojl- ist nur im Ele-
ment 7; von 0 verschieden und entspricht genau der Schrittweite h. Da die quadrati-
schen B-Splines eine Zerlegung der Eins bilden, ergibt sich fiir das Integral auch wieder
die Schrittweite h. Beide Vektoren haben folgende Form

1
b=c=h-|:]| eR".
1

Somit erhilt man aus b- ¢! eine Rang 1 Stérung, die mit der Schrittweite ins Quadrat
multipliziert wird. Fiir £ = 2,..., N — 1 ergibt sich fiir den Stabilisierungsvektor

_ /T (z — xlfz)de +/T (z —31-9) (01 — 7) N (@i — @)@ — ) o

2 2 2
B ( 2h | 2h 2h (4.16)
Liy1 — T
+/ dx
Ti+1 2h2
h 4h h
=—+4+—+ = =h.
6 6 6

Auch die rechte Seite wird elementweise mit Hilfe der numerischen Integration assem-
bliert.

Definition 28. (Trapezregel)[11, Kapitel 2]
Fiir eine gegebene Funktion f(x) ist das bestimmte Integral I = fab f(z)dz durch eine
geeignete Niherungsformel I, = Y " w; f(z;) mit Stitzstellen x; und Gewichten w;
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zu berechnen. Die resultierenden numerischen Integrationsformeln sind die Newton-
Cotes-Formeln:

n

b—a —
1=0

0.9 1 0.9 _—
0.8t 1 08 -
0.7t 1 0.7

0.6 b 0.6

05

04r 1 0.4
0.3 1 03
0.2 1 0.2

01 _— 1 0.1 T~

Abbildung 4.3: quadratische B-Splines am linken und rechten Rand

Die quadratischen B-Splines sind jeweils am vorigen, am aktuellen und am néchsten
Element definiert. Das wirkt sich auch auf die elementweise Definition des Lastvektors
aus. Die beiden Rénder miissen noch gesondert betrachtet werden. Fiir den linken
Rand wird nur die aktuelle und die néchste Basisfunktion betrachtet und fiir den
rechten Rand nur die vorige und die aktuelle Basisfunktion. Jetzt miissen nur noch die
Randwerte eingebaut werden. Aus der partiellen Integration erhédlt man den Randterm
—[f(z)q(2)]|5. Wenn man nun die quadratischen B-Splines am Rand genauer betrach-
tet, dann kann man erkennen, dass ¢?(a) und % (b) laut Definition am Rand immer
1 sind. Somit bleibt am Rand nur noch die Kraft f iibrig. Aufgrund der Vorzeichen
aus der partiellen Integration, beziehungsweise wenn die Grenzen eingesetzt werden,
sieht man, dass beim ersten Eintrag des Lastvektor f(a) abgezogen werden muss und
im letzten Eintrag gehort f(b) hinzugefiigt. Mit Hilfe der Trapezregel bekommt man
folgende Darstellung fiir den Lastvektor

—f'(zo) = f'(21) — f(a)
—f'(x1) = f'(72)
—f(xg) — ...

: e RV,

[N
Il
no| >

= Plan)
_f/($N72) - f/(wal)
—f'(xn—1) = f'(zn) + (D)

Fiir die rechte Seite muss iT -1 = 0 erfiillt sein.
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4.3.2 Der zweidimensionale Fall

Im zweidimensionalen Fall (d = 2) mit quadratischen B-Splines wihlt man fiir das
Gebiet €2 eine Viereckszerlegung. Das Referenzviereck 7 ist definiert als

r={reR*:0<z,y<1}.

Bei der Transformation vom Element 7; auf das Referenzviereck 7 muss nur die Jacobi-
Determinante beriicksichtigt werden, da jedes Quadrat auf das Einheitsquadrat trans-
formiert wird.

Y\
Il;; $l4
1
Tl T
y, Ty, 0 1 x

Abbildung 4.4: finites Element 7; und Referenzviereck 7 fiir d = 2

Die Knoten des Gitters werden dabei zeilenweise nummeriert. Man spricht auch von
einer lexikographischen Knotennummerierung. Die ersten K Knoten werden der un-
tersten Zeile zugeordnet, so dass sich insgesamt K-K = K? Knoten ergeben. Aufierdem
bekommt man N = K — 1 Zerlegungen pro Zeile, also gibt es insgesamt N - N = N2
Elemente.

Fiir die Transformation vom Element 7; auf das Referenzviereck 7 wird wieder die
Jakobi-Transformationsmatrix bendtig. Die Matrix hat folgende Gestalt

= (me Bth (2] gl‘ll [2]> N (%x f?y) .

Auch im 2D Fall geht man von einer dquidistanten Unterteilung des Gitters aus. Somit
entspricht die Schrittweite in x-Richtung h, der Schrittweite in y-Richtung h,,.

Es gilt also h, = h, = h. Da das Integral iiber das Referenzviereck 1 ergibt, erhélt
man den Fliacheninhalt aus

Al:/dw:/]detJl]dx:\detJl\=h2.
T T
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13 14 15 16
9 10 11 12
) 6 7 8
1 2 3 4

Abbildung 4.5: Beispiel fiir eine lexikographische Knotennummerierung fiir 9 Elemente
und 16 Knoten (N = 3 und K = 4)

Jedem Element 7; werden die Knoten [I,{+ 1,1+ K, [+ 1 4+ K| zugeordnet. Aulerdem
hat jedes Element 7; folgende Nachbarn:

Ti+K-1 Ti+K Ti+K+1
Ti—1 Tl Ti+1

TI-K-1 Ti-K Ti—K+1

Im eindimensionalen Raum hat jedes Element die drei nachstehenden quadratischen
Formfunktionen

1— 2
via) = 15
V() =~ bt s,

2
HOEES

Mit Hilfe eines Produktansatzes ergeben sich die zugehorigen 9 quadratischen Form-
funktionen fiir den zweidimensionalen Fall

Uiz, y) = ¢i(z) - U3 (y), §(x,y) = V3 (x) - ¥3(y),
Wi (x,y) = Ui(z) - ¥3(y), (x,y) = v3(x) - ily),

5(x,y) = ¥i(x) - vi(y), $(z,y) = 3(x) - P3(y),
Ui (z,y) = ¥3(x) - ¥ (y), Pa(z,y) = ¥3(x) - ¥3(y).
Vi, y) = ¥3() - V3 (y),

Auch die stiickweise konstanten Basisfunktionen (9 werden mit einem Produktansatz
festgelegt. Es gilt

en(@,y) = oYz, y) = ) ()} (y)
firi,j=1,...,Nund k=1,..., N2
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Abbildung 4.6: Die 9 Formfunktionen

Zunichst wird das lineare Gleichungssystem fir den zweidimensionalen Fall
genauer betrachtet. In den nachfolgenden Unterkapiteln wird, wie bereits fiir das Neu-
mann Randwertproblem, die Assemblierung der Steifigkeitsmatrix, der Stabilisierungs-
vektoren und der rechten Seite genauer betrachtet.

4.3.2.1 Die Steifigkeitsmatrix

Die modifizierte Steiﬁgkeitsmatrix By, wird elementweise assembliert. Das Integral iiber
die konstanten Basisfunktionen gpz liefert eine Emschrankung auf das Element in der
1—ten Zeile und j—ten Spalte. Fiir die Testfunktion ¢, = goj und den Ansatz p, =

Zf\fl pip? gilt daher fiir j =1,..., N?

JRECIEvE dx—zpz | A@l-Ag @l = 3 pBili.i
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Wie auch in Abschnitt wird eine Transformation vom Element 7; auf das Refe-
renzviereck 7 vorgenommen. Fiir die modifizierte Steifigkeitsmatrix folgt

Biliii = [ A=A dx—z/% A (x))da
= > /soz —AQ3(x)]de = > /@/)0 2 (x)]dx

1eS(i,9) T 1eS(i,9) Tl
E Bh r, S|
leS(i.4)

mit lokalen Indizes r,s = 1,...,9 und der Schnittmenge S(i,7) = {k : 7 € supp ¢’ N
supp 903} Die konstanten Basisfunktionen ergeben in jedem Element genau 1, deshalb

haben sie fiir die lokale modifizierte Steifigkeitsmatrix B ,(ll) keine Auswirkungen.

BOlr, 5] = / [~ AG2(, )

T

— - [ Ap@wlds mitij=1.2.3

- [ [p0 22 v w2«

— /le aﬁggl /l V3 (y)dydz — / Vi () /n a2g§§y)dydx

Man kann sehr gut erkennen, dass das zweidimensionale Problem mit Hilfe des eindi-
mensionalen Falls gelost werden kann. Das Integral iiber das Element 7; kann in x- und
x-Richtung betrachtet werden. Dabei bezeichnet 7;, das Element 7; in Richtung = und
7, das Element 7; in Richtung y. Mit der lokalen modifizierten Steifigkeitsmatrix (4.15))
und dem lokalen Stabilisierungsvektors ¢ (4.16]) des eindimensionalen Problems kann

man die lokale Steifigkeitsmatrix B}(Ll) einfach aufstellen. Die 3 x 3 Matrix hat folgende
Form

(-1 -1 -1
B,(j):g -1 8 -1
1 -1 -1

Die globale Steifigkeitsmatrix ergibt sich durch Summation der lokalen Matrix. Wie
im 1D Fall miissen die Randelemente getrennt betrachtet werden. Die quadratischen
B-Splines wurden so konstruiert, dass ihre Summe auf jedem Element 1 ergibt. Somit
kann man die lokalen Matrizen der Randelemente durch aufsummieren der jeweiligen
Zeile beziehungsweise Spalte erhalten.

Beispiel 3. Fir das 1. Element, das ist aufgrund Zexzkogmphzschen Nummerierung
das Element links unten, wird die 3. Zeile der Matrix Bh zur 2. Zeile und die 1. Spalte
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zur 2. Spalte addiert. Fiir das Eckelement erhdlt man die lokale 2 x 2 Matriz

1 /-2 -1
3 ( 5 —2) '
Fiir ein Element am unteren Rand wird die 3. Zeile von B,gl) zur 2. Zeile addiert. Man
bekommt eine 2 x 3 Matrix
1 /-1 -1 -1
3 (—2 7 —2) '

Die lokalen Randmatrizen ergeben sich durch Permutationen der oben angefiihrten
Beispiele.

4.3.2.2 Die Stabiliesierungsvektoren

Wie beim Neumann Problem in Abschnitt [4.1.3.2]ergibt sich fiir den Stabilisierungterm
2
mit q, = <pj2 und dem Ansatz p;, = Zf;l pip?, dass

N2 N2
/ph(a:)dx/qh(x)da:: Zpi/go?(a:)dx/gpg(x)dx: Zpibic;fp
@ @ =1 7O & i=1

firi,7 = 1,..., N2 gilt. Da die Fliiche des Einheitsquadrats 1 ist, entspricht der lokale
Stabilisierungsvektor b) der konstanten Basisfunktionen ¢° der Jacobi-Determinante.
Fiir die Menge S(i) = {k : 7, € supp¢;} gilt firr=1,...,9

bli] = /g&z d:c_Z/w dx—Z/wO |detJl|dx—Z|detJl
leS(z 1eS(7) leS(s
,b(l)

Aus dem 1D Fall wei man, dass die stiickweise quadratischen Basisfunktionen ¢? eine
Zerlegung der 1 bilden. Der lokale Stabilisierungsvektor c(®) im eindimensiona-
len Raum entspricht genau der Schrittweite h. Somit ist auch das Integral iiber das
Referenzviereck 7 der stiickweise quadratischen Formfunktionen ¢? mit r = 1,...,9
gleich 1. Fiir den Stabilisierungsvektor ¢; mit S(j) = {k : 7, € supp @3} erhilt man
somit

clj] = /90] dm—Z/go] Yo =) /;ﬁ ]detJl]dx—Z|detJl
leS(g 1leS(y) les(y
—c(l)

Die beiden Stabilisierungsvektoren haben, wie zu erwarten, dieselbe Form. Aus b - ¢T
erhélt man eine Rang 1 Storung, die mit der Jacobi-Determinante multipliziert wird.
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4.3.2.3 Der Lastvektor
Fiir die rechte Seite F(¢q) des Gleichungssystems (4.12)) wird die Darstellung

F(q) = —/Qdiv fqdx + /F(f + Au) - ngds,

verwendet. Setzt man fiir die Testfunktion ¢ die stiickweise quadratischen Basisfunk-
tionen (? ein, so erhilt man fiir das erste Integral der rechten Seite

111 = / div oz Z / div fo3(
-y /dwfso] -y /dlvfw

leS(y 1les(@y)

—

Die Eintrége des globen Lastvektors f[j| ergeben sich aus der Summe des lokalen
Vektors f®. Fiir den lokalen Vektor erhilt man

F015] = / div f(2)s(2)dz — / div f(2)0, ()| det Ji|dz

Q)

—/ / div f(z,y)2(x, y)| det J;|dydz
= e ] [ vt / div f (2, y)2(y)dyds

= | det Jl]/ V2 (x)g(x)dr mit g(z) = /divf(x,y)z/{f(y)dy

Ty

Es ist zu erkennen, dass durch den Produktansatz die Integrale separat in x- und
y-Richtung betrachtet werden kénnen. Da eine analytische Integration nicht durch-
fithrbar ist, werden die Integrale niherungsweise mittels numerischer Integration (nu-
merischer Quadratur) berechnet. Dafiir werden die Quadraturformeln iiber dem Refe-
renzintervall [0, 1] zur Hilfe genommen [5], Kapitel 3.6, S. 141].

FOTs] = [det Ji| > 0 (wx)g (o
k
= [ det Jj| Z 2 () div f (2, yo) 02 () wrwy
k,l

k steht fiir die Anzahl der Stiitzstellen und mit w werden die vorgegebenen Gewichte
bezeichnet.
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4.4 Fehlerabschitzungen

Satz 29. (Aubin-Nitsche-Trick)[8, Kapitel 5.5.2, Satz 5.3.8]
Sei Q0 glatt berandet oder konver. Fir div f € H™(Q) und (f + Au)-n € H™2(T) sei
p € HY(Q) Lisung des Variationsproblems ([3.3)

a(p,q) —i—/pdx/ qgde = —(div f,q)ao + ((f + Au) -n,q¢)r Vq € HI(Q).
Q Q
Sei
ol < e (11w Fllioray + 107 + 2w -l 0 )

erfillt. Fir die Niherungslosung p, € X, der Galerkin-Variationsformulierung (4.2))
gilt die Fehlerabschdtzung

P = prll2) < ch®plas), Vo € H(Q),
o~ pallezc < ch (1 div fll oy + 107+ Aw)-nl, ). Vo€ HYQ).
Beweis. Betrachtet wird das Randwertproblem

—Aw=p-—pp i €0,
O,w =0 in T

Sei w € H'(Q) die eindeutige Lisung des (adjungierten) Variationsproblems

*(w, q) /wdx/qu—aq, /wd:p/qu

I/@—mmm+/lmw%x
Q v

(4.17)

Da Q konvex ist folgt mit Satz dass w € H2(Q) und |w|p2@) < cllp — pullrz@
gilt. Da p — p, € HY(Q) und aufgrund der Galerkin-Orthogonalitit (4.3)

a(p—ph,q)—i-/(p—ph)dx/qu:0 Yaq, € Xy
0 Q

gilt:

(4.17)
o=l = [ o= pde 2 ato = prw)+ [ 0= pdo [ wdo
Q Q

Q

a(p— prw — QL) + / (b — pu)da / (w — Qlw)d.

15

Dabei steht Qr - H' () — X, € HY(Q) fiir die H'-Projektion mit

(Q}LP, Qh>H1(Q) = (p, qh>H1(Q) Van € Xa.
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Fiir die H'-Projektion gilt
||w QthHl Q) < ||U} IthHl < ch||w||H2

mit Interpolation Iy, von w (siche [8, Kapitel 5.2.4]). Aus der Beschranktheit der Bi-
linearform a(-,-) folgt

lp = prlli2i0) < s llp = prllm@llw — Quwllae) + ¢ lp — phIIL2<Q>|lw Quwll 2o

-~

§||prhHH1(Q) Sllw—Qhwll g1y

<cllp - thHl(Q)”w - Q}lleHl(Q)-
Aus der Abschitzung fiir die H'-Projektion, Satz und Lemma |25 ergibt sich
Ip = pall72i) < ch®llpllas@) [wlluze) »  firpe H(Q),s € [0,2].
—_——
SCHP*ph”LQ(Q)
Mit Division durch ||p — pn||r2(q) folgt die gesuchte Abschitzung:

0 = pullL2) < ch®||pllaso)
< ch (Ildiv fllg-s@) + 10/ +Au)nll,y ) Vo€ HY(Q).

Auch fiir das ultraschwache Problem kann eine Fehlerabschétzung gezeigt werden.

Satz 30. [12, Satz 8.4, S. 194] Sei p € (ker B)* C L?(Q) eine eindeutige Lisung der
ultraschwachen Formulierung (3.4) und seipy, € X}, eine eindeutige Losung von (4.10)).
Die diskrete Stabilititsabschdtzung (4.13) sei erfillt. Dann gilt die Fehlerabschdtzung

B
C
b = pull ey < (1+é) i |lp — anlxco

qr€Y}

Sei p € L?(Ty) die eindeutige Lésung von (3.4) und p, € X}, die eindeutige Losung der

Galerkin-Formulierung ([4.10)). Dann folgt aus Satz[30]und der L?-Projektion (4.14]) im
Raum der stiickweise konstanten Funktionen

qr€Y}

CB
o= ol < (142 ) i o= ol

B
(1+ ) b — Onplzzm (4.18)

B
< (1 ; %> Wl
Cp

Hs(TN)



5 Numerische Ergebnisse

Fiir die numerischen Berechnungen werden die beiden Varianten des Pressure Pois-
son Problems realisiert. Einerseits wird mit dem Neumann Randwertproblem fiir den
Druck p € H'(Q) und andererseits mit der ultraschwachen Variationsformulierung fiir
p € L*(Q2) gerechnet. Es werden Beispiele im ein- und zweidimensionalen Raum be-
trachtet. Da Au bekannt ist, wird einfachheitshalber Au = 0 gew#hlt. Somit muss nur
der Randterm f - n beriicksichtigt werden.

5.1 Der eindimensionale Fall

Die Pressure Poisson Gleichung léasst sich im eindimensionalen Fall auf zwei Arten
losen. Einfachheitshalber wurden nur Beispiele mit v”(z) = 0 behandelt, folglich ist
auch divu(z) = u/(x) = 0 immer erfiillt. AuSlerdem wurden nur Beispiele mit ei-
ner gleichméfigen Unterteilung der Stiitzstellen gerechnet. Fiir den eindimensionalen
Raum wird mit dem Gebiet Q = (0, 1) gerechnet. Betrachtet wird folgendes Problem:
—p"(x) =—=f'(x) firzeQ=/(01),

p/(O) = f(()),p'(l) = f(1)7

/0 @)z = 0

5.1.1 Neumann Randwertproblem

(5.1)

Es wird folgende Variationsformulierung mit Neumann Randbedingungen betrachtet:

/01 P'(z)q (v)dzx + /Olp(:c)d:c /01 q(z)dz = — /01 F(@)q(x)dx + [f(@)q(2)];.

Es werden zwei Beispiele im Detail angeschaut. Zundchst wird mit einem linearen und

stetigen Druck p gerechnet. Dafiir wird die Funktion
1
p(r) =z — B

gewihlt. Da der Druck linear ist, verschwindet die zweite Ableitung von p. Das bedeu-
tet, dass die zugehorige rechte Seite — f’ verschwindet und f = 1 ist. Es gilt

/Olp(x)d:v:/ol (x—%) dz = 0.

63
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Somit gilt @ = 0 in (2.12) und der Verschiebungstermin muss nicht beriicksichtigt
werden.

P =x-1/2
06 T T

— exakt
numerisch

0.41

021

0.2

-0.6

~08 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 5.1: exakte und numerische Losung des Drucks p(z) =z — %

Beim zweiten Beispiel wird mit einem stetigen, aber quadratischen Druck p gerechnet.
Es wird die Funktion

p(z) =5 — 327

gewéhlt. Setzt man die exakte Losung in das Neumann Randwertproblem ((5.1.1)) ein,
dann ist die rechte Seite —f’(x) = 6 konstant. Es gilt

/Olp(x)dx = /01(5 — 32%)dz = 4,

p(x) = 5-3%° p(><):5—3><2
55 55

exakt
— numerisch -~
i \ | us N

35r q 35

somit o = 4.

exakt
numerisch

25 1 25

Abbildung 5.2: Naherungslosung py, fiir eine konstante rechte Seite fiir die Untertei-
lungen mit Schrittweite h = % und h = é

Man sieht, dass je feiner die Unterteilungen des Intervalls (0, 1) wird, bezichungsweise
je kleiner die Schrittweite h ist, desto genauer stimmen die numerische und die exakte
Losung iiberein.
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5.1.2 Ultraschwache Variationsformulierung

Es werden nun dieselben beiden Beispiele wie beim Neumann Randwertproblem ge-
rechnet. Wie in Kapitel erklart wurde, werden fiir den Druck stiickweise konstante
und fiir die Testfunktion stiickweise quadratische Basisfunktionen verwendet. Betrach-
tet wird wieder das Modellproblem ([5.1f), nur wird jetzt die ultraschwache Variations-
formulierung angewendet:

— /Olp(x)q”(x)da: + /01 p(x)dx /01 q(z)dr = — /01 f'(@)q(z)dz + [f(x)q(x)]5.

p(x) = x-1/2
0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

-0.5
[

Abbildung 5.3: exakte und numerische Losung des Drucks p(z) = z — § fiir die ultra-
schwache Variationsformulierung

Im Gegensatz zum Neumann Problem, wo man fiir jede Stiitzstelle eine Ndherungs-
16sung bekommt, erhélt man beim ultraschwachen Variationsproblem nur eine Nihe-
rungslosung pro Element, ndmlich den Mittelpunkt des Elements.

p(x) = 5-3x% p(><):573><2

exakt
numerisch

T exakt
IS numerisch

Abbildung 5.4: Naherungslosung py, fiir eine konstante rechte Seite fiir die Untertei-
lungen h = % und h = %
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5.2 Der zweidimensionale Fall

Auch im zweidimensionalen Raum werden die zwei selben Beispiele diskutiert. Fiir das
Neumann Randwertproblem (3.2)) wird eine Dreieckszerlegung durchgefithrt und die
ultraschwache Variationsformulierung (3.4) wird mit einer Viereckszerlegung betrach-
tet. Mit eoc bezeichnet man den estimated order of convergence [12, Kapitel 11.2, S.
253], der mit
_logllp = prl —log llp = ph |l
oc =
log hy — log hyyq

berechnet werden kann. Der theoretische Fehler aus Kapitel [.4] soll sich mit den nu-
merischen Ergebnissen bestétigen.

5.2.1 Neumann Randwertproblem

Beispiel 1
Fiir die Funktion p(z,y) = = — § gilt

Ap =0=div f,

e ()1

In Tabelle [5.1 wird das Ergebnis fiir das erste Beispiel zusammengefasst. N ist dabei
die Anzahl der Knoten, M ist die Anzahl der finiten Elemente und L steht fiir die An-
zahl der Iterationen. Es wird der L2-Fehler des Drucks berechnet, wobei p die Losung
des kontinuierlichen Problems beschreibt und p;, fiir die berechnete Naherungslosung
steht. Bei jeder Verfeinerung des Netzes wird ein Dreieck in vier Dreiecke zerlegt, damit
vervierfacht sich die Anzahl der Elemente von einer Verfeinerungsstufe zur néchsten.
Wie die Theorie vorgibt kann man erkennen, dass sich der L?-Fehler pro Iterations-
schritt viertelt.

N M ||p—thL2(Q)

5) 4 93.63E-018

13 16  135.22E-018
41 64 878.61E-018
145 256 11.06E-015
545 1024 26.89E-015
2113 4096  248.45E-015
8321 16384 637.32E-015

DU W N~ O

Tabelle 5.1: L2-Fehler fiir linearen Druck aus Beispiel 1
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Wie zu erwarten ist der L2-Fehler, bis auf Rechenungenauigkeiten, die durch die nu-
merische Integration entstehen, Null. Der Grund dafiir ist, dass es sich um Funktionen
aus dem Ansatzraum handelt.

Beispiel 2
Fiir den Druck p wurde eine geniigend glatte Funktion gewihlt. Fiir die Funktion
p(x,y) =5 — 322 gilt

Ap = —6 = div f,
—6x

Vp=— ( 0 > = f.
L N M |lp = pull2o) eoc
0 5 4 0.174801
1 13 16 0.047792 1.870878
2 41 64 0.012603 1.923006
3 145 256 0.003209 1.973644
4 545 1024 0.000807 1.991917
5 2113 4096 0.000202 1.997592
6 8321 16384 0.000051 1.999298

Theorie: 2

Tabelle 5.2: L2-Fehler fiir quadratischen Druck aus Beispiel 2

In Tabelle ist der L2-Fehler des Drucks fiir sechs Verfeinerungsschritte angefiihrt.
Mit dem Aubin-Nitsche Trick (Satz bekommt man fiir eine geniigend glatte Funkti-
on fiir den Druck p einen Fehler mit Konvergenzordnung h2. Der beobachtete estimated
order of convergence stimmt mit der Theorie {iberein.

5.2.2 Ultraschwache Variationsformulierung

Beispiel 1

Auch fiir die ultraschwache Variationsformulierung wird der L2-Fehler fiir den Druck
berechnet und es wird eine Zerlegung in Viereckselemente durchgefiihrt. Bei jeder
Verfeinerung des Netzes wird ein Viereck in vier Untervierecke zerlegt. Wie bei der
Dreieckszerlegung des Neumann Problems vervierfacht sich die Anzahl der Elemente
pro Iterationsschritt. Auch fiir die ultraschwache Formulierung wurden sechs Verfei-
nerungsschritte durchgefiihrt.
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L N M |lp — pull2 o) eoc

0 9 4 0.144338

1 25 16 0.072169 1.000000
2 81 64 0.036084 1.000000
3 289 256 0.018042 1.000000
4 1089 1024 0.009021 1.000000
5 4225 4096 0.004511 1.000000
6 16641 16384 0.002255 1.000000

Theorie: 1

Tabelle 5.3: L2-Fehler fiir linearen Druck aus Beispiel 1

Vergleicht man den Fehler aus Tabelle beziehungsweise aus Tabelle mit dem
theoretischen Fehler , so lasst sich erkennen, dass die Konvergenzordnung des
L?-Fehlers fiir den Druck mit den beobachteten estimated order of convergence iiber-
einstimmt.

Beispiel 2

L N M p— ph||L2(Q) €0cC

0 9 4 0.487340

1 25 16 0.248433 0.972073
2 81 64 0.124805 0.993184
3 289 256 0.062476 0.998306
4 1089 1024 0.031247 0.999577
5 4225 4096 0.015625 0.999894
6 16641 16384 0.007812 0.999974

Theorie: 1

Tabelle 5.4: L2-Fehler fiir quadratischen Druck aus Beispiel 2
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