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Abstract

The focus of this study is a dynamic orbit determination and prediction based on satellite
laser ranging (SLR) measurements especially with respect to space debris observations.
The calculations are based on simulated 2-way time of flight measurements from SLR
stations. Debris tracking data is rather sparse due to several limiting factors. These inclu-
de weather dependency of the observations, the huge amount of objects in the tracking
schedules as well as the limited prediction accuracy. Therefore the main focus of this
work is to reduce a simulated observation geometry by means of different characteristics
to a minimal set of measurements maintaining prediction accuracy, whereby the quality
as well as the reliability of the orbit prediction should be preserved. The selection is made
by the redundancy value of an observation, which reflects the influence of a single mea-
surement within the observation geometry. Furthermore the visibility of the trajectory is
limited to a certain time span during the night. Finally the global geometry is restricted
to an European geometry. To take into account the usage of a supporting optical mea-
surement system the so called terminator observation period is also differentiated. The
reduced observation plans provide the basis for a least-squares adjustment to improve
a predefined reference orbit. The estimated trajectory as well as the dynamical force
model parameters are used to perform an orbit prediction for a time span of 14 days.
It is supposed that the temporal and spatial observational data coverage as well as the
position of the object along its orbit are of crucial importance both in the quality of the
estimated orbit and the reliability of the prediction. Hence the influence of observation

characteristics on the parameter estimation and the 14 day orbit prediction are analyzed.



Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit ist eine Fallstudie zur dynamischen Bahnbestimmung und Préa-
diktion basierend auf ,Satellite Laser Ranging® (SLR) Messungen, speziell im Hinblick
auf ,Space Debris“ Beobachtungen. Die Grundlage fiir die Berechnungen bilden simulier-
te 2-Weg Laufzeitmessungen von SLR Stationen. Laser Messungen zu Schrottobjekten
stehen aus mehrerlei Griinden nur in geringem Umfang zur Verfligung. Dazu zéhlen die
Wetterabhéingigkeit der Beobachtungen, die grofie Anzahl an Objekten in den vorgegebe-
nen Beobachtungspldnen, sowie die eingeschréinkte Pradiktionsgenauigkeit. Daher liegt
der Fokus dieser Arbeit darin eine simulierte Beobachtungsgeometrie anhand verschie-
dener Merkmale auf eine minimale Anzahl an Messungen zu verringern, wobei sowohl
die Qualitat als auch die Zuverléssigkeit der Pradiktion moglichst erhalten bleiben soll.
Man wéhlt Messungen anhand ihres Hebelwertes aus, der den Einfluss einer Einzelmes-
sung in der gesamten Beobachtungsgeometrie beschreibt. Weiterfithrend grenzt man die
Sichtbarkeit der Objektbahn auf eine bestimmte Zeitspanne in der Nacht ein. Zuletzt
wird die globale Geometrie auf eine européische Geometrie eingeschrankt. Um auch den
Einsatz von unterstiitzenden optischen Messsystemen zu berticksichtigen, erfolgt zusatz-
lich eine Abgrenzung der sogenannten Terminator Beobachtungsperiode. Die reduzierten
Beobachtungspléane sind die Grundlage fiir einen Ausgleich nach kleinsten Quadraten zur
Verbesserungen einer vorgegebenen Referenzbahn. Die geschétzte Bahn sowie die dyna-
mischen Parameter des Kréaftemodells werden zur Bahnvorhersage iiber einen Zeitraum
von 14 Tagen genutzt. Es wird angenommen, dass die zeitliche und rdumliche Verteilung
der Beobachtungsdaten sowie die Position des Objektes auf seiner Bahn von entschei-
dender Bedeutung sind sowohl im Hinblick auf die Qualitdt der geschétzten Bahn, als
auch fir die Zuverlassigkeit der Pradiktion. Daher wird der Einfluss der Eigenschaften
der Beobachtungen auf die Parameterschétzung und die Bahnvorhersage nach 14 Tagen

analysiert.
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Kapitel 1
Einleitung

Die Bahnbestimmung von kiinstlichen Objekten im Weltraum ist seit dem Start von
Sputnik (1957) ein zentrales Thema. Dabei wird die Bewegung eines Korpers relativ
zur Erde von unterschiedlichen physikalischen Kréften beeinflusst. Den dominantesten
Einfluss iibt das Schwerefeld der Erde aus. Zusétzlich wirken eine Reihe anderer Stor-
krifte auf die Satellitenbewegung. Angefangen bei den Gravitationsfeldern von Sonne,
Mond und anderen Planeten, iiber die Gezeiten der festen Erde und der Ozeane sowie
die Polgezeiten und relativistische Einfliisse bis hin zur Atmosphérenreibung und der
elektromagnetischen Strahlung der Sonne.

In der dynamischen Bahnbestimmung wird die Objektbewegung durch physikalische Mo-
delle dieser Krafteinfliisse beschrieben, indem man Vorinformationen iiber den Bahnver-
lauf eines Korpers (eine sogenannte Referenzbahn) nutzt. Die Genauigkeit der Bahnbe-
stimmung hingt - unter anderem - von den verwendeten Modellen ab. Unsicherheiten
treten vor allem in der Modellierung nicht-gravitativer Kréifte auf. Insbesondere LEO
Satelliten sind aufgrund ihrer geringen Flughohe sensitiv auf die Atmosphérenreibung

aber auch den kurzwelligen Anteil des Schwerefeldes [Swatschina, 2012].

In der vorliegenden Studie wird die Bahn eines Objektes dynamisch aus Laser Distanz-
messungen von ,Satellite Laser Ranging“ (SLR) Stationen bestimmt.

Als Datengrundlage werden simulierte Beobachtungen herangezogen, die aus einer kiinst-
lichen Satellitenbahn abgeleitet werden. Diese Vorgehensweise bietet die Moglichkeit sys-
tematische Fehler und zufilliges Beobachtungsrauschen, das bei jeder Laufzeitmessung
auftritt [Niemeier, 2008], gezielt an die Messungen anzubringen. Die Satellitenbahn ldsst
sich ausgehend von einer Anfangsposition des Objektes zu einem Referenzzeitpunkt durch
numerische Integration eines physikalischen Bewegungsmodells berechnen. Mithilfe die-
ser kiinstlichen Bahn simuliert man eine reale Beobachtungssituation und erzeugt 2-Weg
Laufzeitmessungen von SLR Observatorien.

In weiterer Folge wird die Gesamtanzahl der simulierten Messungen reduziert, wobei
hier unterschiedliche Aspekte betrachtet werden - von der Beobachtungszeit tiber die
teilnehmenden Stationen bis hin zum Einfluss einer Messung innerhalb der gesamten
Beobachtungsgeometrie. Die Einschrdnkung der Beobachtungszahl fiithrt dazu, dass die
Objektbahn sowohl zeitlich als auch rdumlich nicht mehr gleichméflig abgedeckt ist. Wie
in der Studie gezeigt wird, ist das Objekt letztendlich nur mehr im Perigdum beobachtbar.



1.0 Einleitung

Die Einschrankung der Beobachtungszahlen und der Bahnabdeckung wird im Hinblick
auf den speziellen Anwendungsfall ,,Space Debris“ vorgenommen.

Mit dem Begriff ,,Space Debris® (Weltraummiillteile) werden ausgediente Satelliten und
kiinstliche Objekte ohne Gebrauchswert bezeichnet, die bei einem Raketenstart oder auf-
grund von Kollisionen entstehen [Kirchner et al., 2013].

»Space Debris“ stellt fiir bestehende als auch zukiinftige Satellitenmissionen eine im-
mer grofere Bedrohung dar, da sich Miillteile durch Kollisionen untereinander selbst
vermehren. Dies konnte vor allem in erdnahen Flugbahnen zur Bildung eines ,,Debris
Belt¥, einer Triitmmerwolke fithren [Kessler & Cour-Palais, 1978]. Man spricht in diesem
Zusammenhang auch vom sogenannten Kaskaden oder Kessler Effekt. Diese Thematik
ist seit {iber 40 Jahren Forschungsgegenstand und wurde erstmals von Kessler und Cour-
Palais erkannt [Kessler & Cour-Palais, 1978]. Demzufolge wére es durchaus moglich, dass
gewisse Flugbahnen langfristig nicht mehr fiir die Raumfahrt genutzt werden kénnen
[Klinkrad, 2006].

Im Allgemeinen werden diese Triimmerteile mit aktiven und passiven Teleskopen sowie
Radarsystemen im Rahmen von Messkampagnen {iberwacht, deren Messprinzipien in
[Villa, 2010], [Samadzadegana et al., 2013] und [United Nations, 1999] beschrieben wird.
Die Entwicklung von Weltraumiiberwachungssystemen (,,Space Surveillance“) begann in
den 50er Jahren mit dem Start von Sputnik [Weeden et al., 2010].

Das erste System ,Minitrack” bestand urspriinglich aus 11 weltweit verteilten Statio-
nen und sollte zur Unterstiitzung der Vanguard und Explorer Space Rocket Programme
[Green et al., 1970] dienen !. Heute nimmt das ,Meteoroid and Space Debris Terrestrial
Environment Reference* (MASTER) Modell der ,,European Space Agency* (ESA) detail-
lierte Analysen zur rdumlichen Verteilung von Weltraumschrott und Kollisionsanalysen
vor [Villa, 2010]. Mehr als 70% der Schrottobjekte befinden sich in niedrigen Umlaufbah-
nen unter einer Hohe von 2000 km [Andrenucci et al., 2011] (Abb. 1.1).
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Abbildung 1.1: Riaumliche Dichteverteilung der ,Space Debris“ Objekte in Abhén-
gigkeit von der Flughéhe. Darstellung basierend auf ESA MASTER-20012.

Lhttps  :  //www.engineersaustralia.org.au/portal /system/ files/engineering — heritage —
australia/nomination — title/Carnarvon%20Tracking%20Station%20N omination.pdf
Lhttp : //www.dlr.de/tp/en/Portaldata/39/Resources/Handout__SSA.pdf



1.0 Einleitung

Eine hohe raumliche Konzentration an ,,Space Debris“ Objekten tritt zwischen 800-1000
km, ~1400 km und im Bereich der geostationdren Satelliten (~35 800 km) auf.

Weltraumobjekte ab einer Grofle von 10 cm werden vom ,,U.S. Strategic Command (USS-
TRATCOM) Space Surveillance Network“ (SSN) getrackt und in einer Datenbank erfasst
[Villa, 2010]. Die Prézision, mit der die Position von LEO Objekten in der Datenbank
bekannt ist, liegt nach [Flohrer et al., 2008] in along-track Richtung bei 500 m und in

radialer und normaler Richtung bei ungeféhr 130 m.
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Abbildung 1.2: Monatliche Anzahl katalogisierter Objekte, aufgeschliisselt nach Typ,
Stand Janner 2017. Darstellung basierend auf [Orbital Debris QN, 2017].

Die bislang grofite unbeabsichtigte Kollision fand 2009 zwischen dem operationellen Iri-
dium 33 und dem inaktiven russischen Kommunikationssatelliten (Kosmos 2251) statt.
Zwei Jahre zuvor wurde der chinesische Fengyun-1C Wettersatellit beim Test einer Anti-
satellitenrakete absichtlich zerstort [Kirchner et al., 2013]. Diese Kollisionen produzierten
tausende katalogisierte Schrottteile (Abb. 1.2). Um derartige katastrophale Kollisionen
zwischen operationellen Satelliten und Schrottteilen zukiinftig zu vermeiden, sind préazise
und zuverldssige Bahndaten von ,,Space Debris“ Objekten notwendig.

Mit dem Hintergrund, dass der Zeitraum fiir die Beobachtung eines einzelnen Schrott-
objektes aufgrund verschiedener Faktoren limitiert ist (hohe Gesamtanzahl an Triimmer-
teilen, Tracking Vorgaben des ILRS ? sowie die Tatsache, dass Lasermessungen auf gute
Wetterbedingungen angewiesen sind), werden die reduzierten Beobachtungsgeometrien
hinsichtlich der Ergebnisse der Bahnbestimmung und -vorhersage miteinander verglichen.
Im Zuge dessen erfolgt auch eine Analyse der dahinterstehenden Beobachtungen und der
Versuch einen Zusammenhang zwischen den Genauigkeiten der Orbitbestimmung und

diversen Eigenschaften der Messungen abzuleiten.

2https : //space — geodesy.nasa.gov/docs/2017/ILRS_TAGTravaux_ 20170602.pdf



Kapitel 2
Satellite Laser Ranging

»Satellite Laser Ranging® (SLR) zu passiven geodétischen Satelliten (wie ETALON-1, -2,
LAGEOS-1, -2, Ajisai, Lares, Starlette, Stella, Larets ') liefert priizise Daten zur Berech-
nung von hochgenauen Satellitenorbits. Diese bilden unter anderem die Datengrundlage
fir das Internationale Terrestrische Referenzsystem (ITRF), die Bestimmung der Erdro-
tationsparameter und des statischen und zeitvariablen Anteils des Erdschwerefeldes 2.
Nach wie vor ist der langwellige Anteil des Schwerefeldes (vor allem die Erdabplattung)
mit Hilfe von SLR am genauesten bestimmbar [Maier et al., 2014].

* lcurrent SLR
# SLR in process
& SLR under discussion

Abbildung 2.1: Ubersicht der ,Laser Ranging® Stationen, Stand Mai 20172

Das Internationale Laser Ranging Service (ILRS) wurde 1998 als ein Service der ,In-
ternational Association of Geodesy“ (IAG) gegriindet. Die Basis der ILRS Organisation
bilden iiber 40 Beobachtungsstationen (Abb. 2.1). Die Stationsgeometrie ist durch eine

inhomogene Verteilung gekennzeichnet?.

Lhttps : / [ilrs.cddis.eosdis.nasa.gov/missions/satellite_missions/

2https : //space — geodesy.nasa.gov/docs/2017/ILRS_TAGTravaux_ 20170602.pdf

Shttps : //iag.dgfi.tum.de/ fileadmin/IAG — docs/Travauz2015/17_ILRS Report_2011 —
2015.pdf



2.0 Satellite Laser Ranging

SLR ist eine Beobachtungsmethode, die 2-Weg Laufzeitmessungen zu reflektortragenden
(kooperativen) Satelliten durchfithrt. An diesen Reflektoren (CCRs) wird der Laserstrahl
gerichtet reflektiert [Seeber, 2003].

Das Messprinzip ist wie folgt:

(1) Ein Laser generiert einen Puls im griinen Spektralbereich (Arp = 532 nm), wobei ein
Teil der Energie des Pulses dazu verwendet wird um die elektronische Zeitmessung zu
starten. (2) Der Puls wird durch ein optisches System zum Teleskop geleitet und von dort
zum Satelliten gesendet. (Das Teleskop wird mithilfe von vorausberechneten Bahndaten
auf das Objekt ausgerichtet.) (3) Der Laserstrahl breitet sich durch die Atmosphére aus
und erfdhrt dabei eine Laufzeitverzogerung. Die Signalstdrke nimmt wahrend der Aus-
breitung proportional mit dem Quadrat der Distanz ab. Ein Teil des Laserstrahls wird an
den Retroreflektoren des Satelliten reflektiert. (4) Trifft ein Teil des reflektierten Pulses
am Photoelektronendetektor in der Station auf und ist dieser empfangsbereit, wird durch
die Energie des Pulses eine Zeitmessung ausgelost.

Uber die Laser-Radar Gleichung [National Research Council, 2014] kann ein Zusammen-
hang zwischen der Energie des ankommenden Pulses, den Systemeigenschaften des La-
sersystems und der Querschnittsfliche des Objektes hergestellt werden. Nach einer Stu-
die von [Voelker et al., 2013] kann der Energieverlust beim Durchlaufen der Atmosphé-
re durch die Nutzung der Fundamentalwellenlénge des Lasersystems im nahen Infrarot
(NIR, Arp = 1064 nm) minimiert werden - was insbesondere bei der Beobachtung von

unkooperativen Objekten (ohne CCR) mit geringen Querschnittsflichen relevant ist.

Die Differenz aus Sende- und Empfangszeitpunkt entspricht der 2-Weg Laufzeit z(¢). Die
geometrische 1-Weg Entfernung p, wird - unter Vernachldssigung der Korrekturterme um
die Laufzeitverzogerungen (Kap. 5.2) - aus der halben Laufzeit und der Lichtgeschwin-
digkeit ¢ mit Gl. 2.1 berechnet [Seeber, 2003].

z(t)

—c. 22 2.1
py=c- 2 (2.1)

Die Rohmessungen werden als Full Rate Daten bezeichnet. Diese werden im Postpro-
cessing mit einem statistischen Verfahren (dem Herstmonceux Algorithmus) in Normal-
punkte (NPs) konvertiert. Dadurch wird die Préizision der Distanzmessungen erhoht und
das Datensampling reduziert. Eine Beschreibung des Kompressionsalgorithmus ist in
[Seeber, 2003] enthalten.



2.0 Satellite Laser Ranging

Die Prézision der Laser Distanzmessungen kann tiber die NP Genauigkeit angegeben
werden und héngt unter anderem von der Qualitdt der Lasersysteme der Stationen ab
(Abb. 2.2).

SLR Global Performance 2017/Q2: LAGEOS NP RMS
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Abbildung 2.2: Mittlerer LAGEOS Normalpunkt RMS verschiedener SLR Beobach-
tungsstationen - berechnet aus den Messungen im Zeitraum von April bis Juni 2017
(Datengrundlage: TLRS*).

Durch die Bildung von NPs kann der RMS Wert der Distanzmessungen von ~5 bis 50

mm auf ~1 bis 12 mm reduziert werden [Montenbruck und Gill, 2000].

Ahttps : //ilrs.cddis.cosdis.nasa.gov/network/system__per formance/global_report_cards/perf
_2016q4_wLLR.html



Kapitel 3
Keplerbewegung

Der Astronom Johannes Kepler hat im 16. Jahrhundert drei grundlegende Gesetze der
Planetenbewegung anhand der Umlaufbahn des Mars beschrieben. Er griff dabei auf
astronomische Beobachtungen von Tycho Brahe zuriick.

Die ersten beiden Gesetze veroffentlichte Kepler 1609 in seinem Werk ,, Astronomia No-
va“. Die Positionen der Planeten hat Kepler geometrisch durch die Verhéltnisse ihrer
Entfernungen beschrieben, da er weder die genauen Distanzen noch die Massen der Pla-
neten kannte.

Mit den drei Gesetzen beschreibt Kepler die elliptische Bewegung eines sphérischen Kor-
pers um die Sonne, dessen gesamte Masse in einem Punkt konzentriert ist. Zusétzlich
dazu gilt die Annahme, dass keine externen Kréfte auf den Koérper wirken. Die Gesetze
haben auch Giltigkeit fiir die Bewegung eines Satelliten um die Erde. Die Erkldarung
fiir die Planetenbewegung um die Sonne lieferte erst Isaac Newton im 17. Jahrhundert
[Stephenson, 1987].

Die Bahnellipse eines Korpers in Abb. 3.1 ist durch ihre Form und Groéfle, die Zeit in der
ein bestimmter Winkel iiberstrichen wird und die Orientierung in Bezug auf ein Inertial-

system im Raum eindeutig festgelegt.

Bahnellipse
Hilfskreis
Satellit
b a
p
r
. v E M v ..
Apogdum . < 4. & Perigdum

Abbildung 3.1: Geometrie der Bahnellipse [Montenbruck und Gill, 2000]*.

Modifiziert anhand: https : //de.wikipedia.org/wiki/Kepler — Gleichung



3.1 Form, Gréfle und Orientierung

3.1 Form, Grofle und Orientierung

,Die Planeten bewegen sich auf elliptischen Bahnen in deren Brennpunkt die Sonne steht“
(Erstes Keplersches Gesetz).

Ebene Bewegung

Mit dem ersten Gesetz beschrieb Kepler, dass sich ein Korper in einer ebenen, elliptischen
Bahn um einen Zentralkoérper bewegt.

Eine ebene Bewegung vollfithrt der Korper dann, wenn die Kréfte, die auf ihn ausgeiibt
werden, zum Radiusvektor wirken [Montenbruck und Gill, 2000]. Somit ist der Drehim-

pulsvektor C pro Einheitsmasse in Gleichung 3.1 konstant.

r x I = C = konstant (3.1)

Der Geschwindigkeitsvektor I zeigt in Richtung der Tangente an die Bahnkurve. Der
Geschwindigkeits- und Radiusvektor r liegen in einer Ebene, der Drehimpulsvektor C

steht orthogonal auf die Bahnebene.

Orientierung in der Bahnebene, Form und Groéfle der Bahnkurve

Die Bewegung eines Korpers auf der Bahnkurve wird in Bezug auf eine Referenzrichtung
(das Perigdum) beschrieben, die durch den Laplace-Runge-Lenz Vektor A in Abb. 3.2
bestimmt ist. Dieser zeigt in Richtung Perigdum und gibt dadurch die Orientierung der
Bahnellipse in Bezug auf den Zentralkdrper an. Er liegt in der Bahnebene, seine Rich-
tung ist parallel zur grofen Halbachse. Uber den Betrag des Vektors kann auf die Form
der Ellipse (die numerische Exzentrizitit e) geschlossen werden. Allgemein hat der Vek-
tor als Betrag das k-fache (Masse des Korpers - Gravitationskonstante) der numerischen
Exzentrizitat [Lohr, 1976], [Montenbruck und Gill, 2000]. Er wird mit der Gleichung 3.2
aus der Kepler Bewegungsgleichung des Keplerproblems und dem Drehimpulsvektor C
abgeleitet [Montenbruck und Gill, 2000]. GM ist das Produkt aus Gravitationskonstante

und Erdmasse.

A=-GM-~-Cxi mit A=| 0 (3.2)
T
0

Der Laplace-Runge-Lenz Vektor ist in der Zweikorperbewegung eine Erhaltungsgrofe.
Das heifit, dass sich die Form (Exzentrizitat) und die Orientierung (Richtung des Peri-
gdums) der Ellipse nicht d&ndern. Die numerische Exzentrizitét e bestimmt die Form des
Kegelschnittes. Sie gibt das Verhéltnis zwischen dem Abstand der Brennpunkte vom Mit-
telpunkt und der groflen Halbachse an [Bartsch, 1994]. Tab. 3.1 enthélt eine Zuordnung
zwischen Kegelschnitten und numerischer Exzentrizitat. Je héher der Wert der Exzentrizi-
tat, desto elliptischer ist die Bahn. Hyperbel und Parabel werden auch als ,,Fluchtbahnen*
bezeichnet [Tapley et al., 2004].



3.1 Form, Gréfle und Orientierung

Perigdum Apogdum

Abbildung 3.2: Laplace-Runge-Lenz Vektor?.

Tabelle 3.1: Zusammenhang zwischen der Form der Objektbahn und der numerischen
Exzentrizitat [Tapley et al., 2004].

Kegelschnitt Numerische Exzentrizitat

Kreis e=20
Ellipse O<exl1
Parabel e=1
Hyperbel e>1

Die Grofle der Ellipse ist durch die grofie Halbachse a bestimmt. Die Verbindung des
erdnéchsten Punktes (Perigdum) und des erdfernsten Punktes (Apogédum) wird als Ap-
sidenlinie bezeichnet [Seeber, 2003].

Beschreibung der Bahnkurve
Die Bahnkurve eines Korpers ldasst sich in einem ebenen Koordinatensystem durch die
Polarkoordinaten r und die wahre Anomalie ¥ mit dem Halbparameter p (semi latus
rectum) als Kegelschnittgleichung 3.3 darstellen.

D b2 C2

r=— mit ==
1+e-cosv p a GM

(3.3)
Die Bewegung auf einer elliptischen Bahn bedeutet, dass die Distanz zwischen dem Kor-
per und dem Brennpunkt nicht konstant bleibt.

Die grofite Entfernung zum Zentralkoérper erreicht der Korper im Apogédum und die nied-

rigste im Perigdum [Montenbruck und Gill, 2000].

2https : //de.wikipedia.org/wiki/Laplace — Runge — Lenz — Vektor



3.2 Zeitlicher Verlauf der Bahnkurve

3.2 Zeitlicher Verlauf der Bahnkurve

,Die Geschwindigkeit, mit der sich ein Satellit auf seiner Bahn vorwdrts bewegt, dndert
sich mit der Zeit, sodass der Radiusvektor in gleichen Zeiten gleiche Fldchen tiberstreicht®

(zweites Keplersches Gesetz).

Erde Orbitebene

Abbildung 3.3: Flichensatz. Wirkt die Stoérkraft in Richtung des Massenzentrums,
bleibt der Drehimpulsvektor konstant und der Koérper bewegt sich in einer ebenen
Bahn [Montenbruck und Gill, 2000].

Das zweite Keplersche Gesetz beschreibt den Fléchensatz in Abb. 3.3. Wahlt man die
zeitliche Schrittweite der Satellitenbewegung klein genug, kann die Bewegung eines Sa-
telliten als linear angesehen werden. Die Flacheninderung AA berechnet man mit dem
Zusammenhang in Gl. 3.4 aus der Zeitdifferenz AT und der Norm des Drehimpulsvek-
tors C. Der Betrag des Drehimpulsvektors ist die Flachengeschwindigkeit und wird als
Konstante verwendet [Montenbruck und Gill, 2000].

AA:%-||r><1’~-AT||:%-HC||-AT (3.4)

Aus dem Fléchensatz wird die Zeit T' (die Umlaufdauer) abgeleitet, die der Koérper beno-

tigt um die gesamte Ellipse zu tiberstreichen.

»Die Quadrate der Umlaufzeiten verhalten sich proportional zu den Kuben der grofien
Halbachse der Ellipse® (drittes Keplersches Gesetz).

Zwischen zwei Perigdumsdurchgiangen Ty und T3 tberstreicht der Kérper den gesamten
Flacheninhalt (a-b-7) der Ellipse, daher gilt [Seeber, 2003]:
1 .
ab’/T:§||CH(T1_T‘()) mat T:Tl—T() (35)

Durch Einsetzen der Zusammenhénge C? = GM -p, p=a- (1 —e?) und b? = a? - (1 — €?)
wird aus Gl. 3.5 die Umlaufdauer T" in Gl. 3.6 abgeleitet, die ausschlieflich von der grofien
Halbachse abhéngt. In der Umlaufdauer ist auch die mittlere Winkelgeschwindigkeit @

10



3.2 Zeitlicher Verlauf der Bahnkurve

(der tiberstrichene Winkel pro Zeiteinheit) enthalten [Brandt et al., 1996].

T=2-7- Cji;/[ mit w= i—]y (3.6)

Aus dem Flachensatz folgt nun, dass der Kérper in gleichen Zeiten unterschiedliche Win-

kel zurticklegt. Der zeitliche Verlauf des Korpers kann nun entweder iiber die wahre

Anomalie (v), die exzentrische Anomalie (E) oder die mittlere Anomalie (M) beschrie-

ben werden (Abb. 3.1). Der Vorteil der mittleren Anomalie gegeniiber den anderen bei-

den ist, dass sie iiber die Zeit linear interpoliert werden kann. Im Perigdum sind alle

drei Anomalien Null, der Zusammenhang zu v und E kann wie folgt dargestellt werden
[Seeber, 2003]:

V1 —e2.34
tany = %_SZ:E (3.7)
Die Keplergleichung 3.8 stellt schlielich den Zusammenhang zwischen der mittleren und

der exzentrischen Anomalie E her [Montenbruck und Gill, 2000].

M=FE—e¢-sinE=w-(Ty —Tp) (3.8)

Fiir einen Umlauf (27) betrachtet, ergibt sich daraus das dritte Keplersche Gesetz in der
Newton Mechanik:

GM 7 472 T2

M= T & =
T a3 GM a3

(3.9)

Das Vis-Viva Gesetz stellt in Gl. 3.10 die tangentiale Geschwindigkeit v in Abhéngigkeit
von der groflen Halbachse a¢ und der Entfernung r des Korpers zum Zentralkorper dar
[Montenbruck und Gill, 2000].

o = |2 = GM - (2 _ 1) (3.10)

r a

Wie man in der Gl. 3.10 erkennt, ist die Geschwindigkeit des Korpers nur von der Grofle
der Ellipse (oder des Kegelschnittes) und nicht von der Form abhéngig. Die Geschwindig-
keit des Korpers nimmt mit zunehmender Halbachse ab und mit geringerer Entfernung

zum Zentralkérper zu.

11



3.3 Orientierung der Bahnkurve

3.3 Orientierung der Bahnkurve

Die Orientierung der Bahnkurve im Raum wird durch Drehungen um die Koordinaten-
achsen des Inertialsystems (ECI) beschrieben (Abb. 3.4). Der Ursprung des Inertialsys-
tems liegt im Massenzentrum der Erde. Die X-Achse zeigt in Richtung Friihlingspunkt
(der Schnittlinie zwischen der Aquatorebene und der Ekliptik) und die Z-Achse zum
Nordpol. Die Y-Achse steht orthogonal auf die anderen beiden Achsen [Seeber, 2003],
[Montenbruck und Gill, 2000].

C=rXr

Perigdum

XECI

Bahnebene

Apogdum

Abbildung 3.4: Beschreibung der Satellitenposition in einem Inertialsystem. Darstel-
lung basierend auf [Tapley et al., 2004].

Die Inklination i beschreibt die Neigung der Bahnebene gegen die Aquatorebene und
nimmt Werte zwischen 0 und 27 an. Sie bestimmt die Richtung der Satellitenbewegung
(Tab. 3.2) [Montenbruck und Gill, 2000], [Seeber, 2003].

12



3.3 Orientierung der Bahnkurve

Tabelle 3.2: Bewegungsrichtung eines Satelliten in Abhéngigkeit von der Inklination
[Seeber, 2003].

Inklination Bewegung
0<i< 3 Satellitenbewegung nach Osten
(prograd mit der Erdrotation)
5 <i<m Satellitenbewegung nach Westen
(retrograd entgegen der Erdrotation)

Die Rektaszension des aufsteigenden Knotens 2 zeigt die Richtung zwischen dem Friih-
lingspunkt und der Knotenlinie an. Die Knotenlinie verbindet den aufsteigenden (AN)
und den absteigenden (DN) Knoten miteinander.

Das Argument des Perigdums w bestimmt die Ausrichtung der Ellipse in der Bahnebene
und beschreibt den Winkel zwischen der Knotenlinie und der Richtung zum Perigdum
[Tapley et al., 2004], [Montenbruck und Gill, 2000].

13



Kapitel 4
Dynamische Bahnmodellierung

Die von Kepler beschriebene elliptische Bewegung eines Objektes um einen als Punkt-
masse approximierten sphérischen Zentralkorper, wird durch eine Reihe von Storkréften
beeinflusst, die einerseits durch die Drittkorperkréfte (Sonne, Mond und Planeten) und
andererseits durch die Interaktion mit der Umgebung (den Atmosphérenmolekiilen sowie
der elektromagnetischen Strahlung der Sonne) zustande kommen.

In der prazisen dynamischen Bahnbestimmung wird die Bewegung eines Satelliten durch
ein physikalisches Modell ¥(¢) dieser Krafteinfliissse beschrieben. Dieses setzt sich aus
(a) der Beschleunigung ¥, (¢) durch den Zentralkérper, (b) der inhomogenen Massenver-
teilung der Erde ¥cy7(t), (¢) dem Einfluss ¥3,(¢) der Drittkérper und (d) der Gezeiten
¥ride(t) (Gezeiten der festen Erde und der Ozeane, Polgezeiten), (e) der Relativistik ¥,..;
und den nicht-gravitativen Beschleunigungen, die durch (f) den Reibungswiderstand der
Atmosphére ¥ g,q4(t) und (g) den Strahlungsdruck der Sonne ¥, (t) sowie (h) die Albedo
¥aip(t) verursacht werden, in der Gl. 4.1 zusammen [Seeber, 2003], [Tapley et al., 2004],
[Montenbruck und Gill, 2000].

r(t)

(1) = —GM - s +1s(0) (4.1)

mit

Fs(t) = Fegr(t) + F3p(t) + Frige(t) + Frer(t) + Farag(t) + Fsrp(t) + Farp(t) (4.2)

Die Krafteinfliisse werden in gravitative (konservative) und nicht-gravitative (nicht - kon-
servative) unterteilt. Gravitative Kréfte werden durch Planeten verursacht und fithren zu
einer Beschleunigung. Ein Satellit verdndert dadurch seine Bewegung (seine Geschwin-
digkeit und infolge seine Lage). Die Bewegungsédnderung erfolgt in Richtung der einwir-

kenden Kraft (zweites Newton Axiom).

14



4.0 Dynamische Bahnmodellierung

Nicht-gravitative Kréfte besitzen kein Kraftfeld. Sie interagieren mit der Oberfliche des
Satelliten [Montenbruck und Gill, 2000]. Tab. 4.1 enthilt eine Ubersicht der Stérbeschleu-

nigungen, die von den oben genannten Kréften verursacht werden.

Tabelle 4.1: Storbeschleunigungen, die auf einen LEO Satelliten wirken und deren

GroBenordnungen [Bock, 2003].

Kraft

Beschleunigung [m/s

]

Zentrales Kraftfeld
Erdabplattung (J2)
Schwerefeld (ohne Js)

Gravitationsfeld des Mondes

Gravitationsfeld der Sonne
Atmosphéarenreibung
Strahlungsdruck der Sonne
Albedo

8.6
2.0-
2.0-
1.0-
4.0 -
5.0-
3.0-
4.0

1072
10~4
10—6
10~
1077
1078
10—10
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4.1 Zweikorperbewegung

4.1 Zweikorperbewegung

Die Bewegung eines Objektes um einen Zentralkdrper entspricht dem klassischen Zwei-
korperproblem, das von Sir Isaac Newton 1687 in seinem Werk ,, Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica“ beschrieben wurde. Im ersten Buch ,, De motu corporum“ erklart
er in drei Axiomen die Bewegung zweier - als Punktmassen approximierter - Kérper zu-
einander [Newton, 1729]. Zusatzlich dazu hat er mit dem Gravitationsgesetz eines der
grundlegenden Gesetze der Physik aufgestellt. Newton gilt damit als der Begriinder der
klassischen Mechanik [Tapley et al., 2004].

Lex 1.

,Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum,

nisi quatenus illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare.”

Ein Koérper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen, linearen Bewegung
solange keine duBeren Krifte darauf einwirken (erstes Newton Axiom). Der lineare Im-
puls p bleibt zeitlich konstant. Der Kérper bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit
v und wird nicht beschleunigt. Unter der Annahme, dass sich die Masse m des Korpers
mit der Zeit nicht dndert, gilt Folgendes [Brandt et al., 1996]:

dv

F=0 ,p=m-v=konstant ’i::E:O . (4.3)

Lex II.

» Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressi, et fieri secundum lineam

rectam qua vis illa imprimitur.”

Die Bewegungsédnderung eines Korpers ist proportional zur einwirkenden Kraft und er-
folgt in Richtung der Kraft, durch die sie verursacht wird (zweites Newton Axiom). Dar-
aus folgt, dass eine einwirkende Kraft den Betrag und die Richtung des Impulsvektors
p und somit die Bewegung eines Korpers verandert. Die Bewegung ist in Richtung der
einwirkenden Kraft F gerichtet. Die Beschleunigung ¥, die durch diese Kraft verursacht
wird, ist umgekehrt proportional zur Masse m des Korpers. Unter der Annahme, dass
die Masse mit der Zeit konstant bleibt, gilt

_d__d
“aP T a

Mit den ersten beiden Axiomen definiert Newton ein nicht beschleunigtes - inertiales

F (mv) =m¥ . (4.4)

- oder gleichméfig beschleunigtes Referenzsystem, in dem sich der Massenmittelpunkt
(Schwerpunkt) gleichférmig linear bewegt oder ruht. Die Gesetze sind nur in einem Iner-
tialsystem giitig [Brandt et al., 1996].
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4.1 Zweikorperbewegung

Lex III.

L, Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem: sive duorum corporum actiones

in se mutuo semper esse aequales et in partes contrarias dirigi.“

Zu jeder Aktion gibt es eine Reaktion: Die wechselseitigen Kréfte, die zwei Korper auf-
einander ausiiben sind gleich gro8 und wie in Gl. 4.5 zueinander ausgerichtet (drittes
Newton Axiom) [Brandt et al., 1996].

Fio=-Fg (4.5)

Gravitationsgesetz

,Every particle of matter in the Universe attracts every other particle of matter with a
force directly proportional to the product of their masses and inversely proportional to the

square of the distance between them.“

Das Gravitationsgesetz in Gl. 4.6 stellt die Kraftwirkung Fi5, die ein Koérper auf einen
Zweiten ausiibt dar. Sie ist umgekehrt proportional zur Entfernung der beiden Punkt-
massen mq und me. Die Beschleunigung nimmt mit dem Quadrat der Entfernung ab. G
ist die Gravitationskonstante, r; und rs sind die Richtungsvektoren der beiden Koérper
[Brandt et al., 1996].

mims rs —I;

ez =i ]? flrs = 1]

Fi,=-G (4.6)

Superpositionsprinzip

Zusatzlich zu diesen drei Axiomen beschreibt Newton das Superpositionsprinzip der Me-
chanik: Wirken mehrere Kréfte auf einen Korper, addieren sich diese wie in Gl. 4.7

vektoriell zu einem gesamten Kraftvektor auf [Newton, 1729], [Tapley et al., 2004].

Fges:Fl +F2++Fn (47)
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4.1 Zweikorperbewegung

Bewegung zweier Korper zueinander
Aus dem Gravitationsgesetz und dem zweiten Newton Axiom ldsst sich die relative Be-

wegung zweier Punktmassen als Zweikorperbewegung der Newton Mechanik darstellen.

X
ECI Yia

Abbildung 4.1: Zweikérperbewegung der Newton Mechanik. Relative Bewegung der
Korper mit den Massen mi und mo [Tapley et al., 2004].

Setzt man das zweite Axiom mit dem Gravitationsgesetz gleich, erhélt man die Bewe-
gungsgleichungen 4.8 und 4.9 der Koérper mit den Massen m; und ms und dem Dif-
ferenzvektor r = ro — ry. Die Massen m, und ms im Gravitationsgesetz werden als
Gravitationsmassen bezeichnet. m; im zweiten Newton Axiom ist die trage Masse eines
Kérpers. Nach dem schwachen Aquivalenzprinzip entspricht die Gravitationsmasse der

tragen Masse [De Aquino, 2002].

F12 = mq - i:l =G- ml;nQ - r (48)
r

F21 = msa9 - i:Q = —G . ml;n2 - (49)
r

Daraus lisst sich die relative Bewegung als Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung
in der Gleichung 4.10 darstellen. Im Fall eines erdumkreisenden Satelliten, entspricht my
der Gravitationsmasse der Erde und msy der des Satelliten. Die Satellitenmasse mo (fiir
LAGEOS-1 ~ 407 kg !) ist im Vergleich zur Erdmasse vernachlissigbar. Die Gravitati-
onsmasse der Erde m; bezeichnet man infolge mit M. ¥i5 ist die Beschleunigung, die
der Satellit in einer Entfernung r durch die Erde erfihrt [De Aquino, 2002]. G ist die
Gravitationskonstante (~6.7 -10~m3 . kg1 . s72).

r

f1p=—GM - —

3 (4.10)

Die Krafte F15 und Fo; konnen auch aus einem Potential durch Gradientenbildung ab-
geleitet werden [Brandt et al., 1996].

Lhttps : / /ilrs.cddis.eosdis.nasa.gov/missions/satellite_missions
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4.2 Gravitationsfeld der Erde

4.2 Gravitationsfeld der Erde

Die Erdfigur ist aufgrund der Erdrotation abgeplattet, wobei sich die Durchmesser am
Pol und Aquator um ~20 km unterscheiden. Dadurch variiert auch die Schwerebeschleu-
nigung g mit Werten von 978 gal am Aquator und 983 gal (1 gal=0.01 m/s?) an den Polen
[Hofmann-Wellenhof et al., 2005]. Die Abplattung iibt den groBiten Einfluss auf die Sa-
tellitenbewegung aus und fithrt zu einer Prazessionsbewegung der Bahnebene und einer
Wanderung der Knotenlinie. Aufgrund des geringen Abstandes zur Erde sind Satelliten
in niedrigen Flughdhen sensitiver auf diesen Einfluss.

Die Schwerebeschleunigung, die auf einen Satelliten wirkt, erhdlt man aus dem Gradient
des Potentials in Gl. 4.11 [Montenbruck und Gill, 2000].

Fegf =grad V (4.11)

Geht man davon aus, dass die gesamte Erdmasse in einem Punkt konzentriert ist, appro-
ximiert man das Gravitationspotential der Erde mit Gl. 4.12 durch das Potential einer
Punktmasse.

V= GTM (4.12)
Tatséchlich ist die Massenverteilung im Erdinneren wesentlich komplexer und man geht
davon aus, dass sich der Koérper aus einzelnen Massenelementen dm in Gl. 4.13 mit der

Dichte p,, zusammensetzt. Mit dvp wird das Volumenelement bezeichnet.

dm = pm, - dup (4.13)

Summiert man die Einfliisse (die Potentiale) aller Massenelemente, erhilt man mit Gl.
4.14 das gesamte Potential V', das auf den Punkt P(x,y, z) wirkt. Da man davon ausgeht,
dass die Massenelemente infinitesimal klein sind, geht die Summe in ein Integral iiber.
Der Abstand zwischen den Massenelementen dm und dem Punkt wird mit » und das

Massenelement selbst mit &, 7, ¢ bezeichnet [Hofmann-Wellenhof et al., 2005].

Viey,2) = G/// M@F dvp = d - dy - dC (4.14)

Im Auflenraum der Erde - auflerhalb von erzeugenden Massen - ist die Dichte p,, Null,
das heifit das Potential ist im Auflenraum eine harmonische Funktion und erfiillt die
Laplace Gleichung 4.15. Die Funktion ist stetig und stetig-differenzierbar und kann in

eine Reihe entwickelt werden.

AV =0 (4.15)
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4.2 Gravitationsfeld der Erde

Im Innenraum der Erde ist eine Auswertung des Integral genau an jenem Punkt nicht
moglich, wo der Abstand 7 zu Null wird und der Ausdruck 1/r daher gegen Unendlich
geht. Die Laplace Gleichung ist nicht erfiillt und innerhalb von erzeugenden Massen gilt
die Poisson Gleichung 4.16.

AV = —4nGp (4.16)

Da das Potential auflerhalb von erzeugenden Massen eine harmonische Funktion ist, kann
es in eine Kugelfunktionsreihe entwickelt werden [Hofmann-Wellenhof et al., 2005]. Die
Kugelfunktionsreihe ist eine Linearkombination der Losungen der Laplace Gleichung in
sphérischen Koordinaten.
Die Anwendung des Laplace Operators auf das Potential V' ergibt die Laplace Gleichung
4.17.

0’V 20V 10°V  coty OV 1 0%V

ANy=—___4+22° 4 ~ 7~ " -z
=z T ooy T T a0 T sinto oxe

=0 (4.17)

Die Basisfunktionen der Kugelfunktionsreihe leitet man mit dem Separationsansatz aus
der Laplace Gleichung ab, wobei man davon ausgeht, dass sich die Potentialfunktion in
Gl. 4.18 darstellen ldsst als das Produkt zweier Funktionen f(r) und Y, (¢, \).

Vir,9,\) = f(r) - Yo (9,\) (4.18)

Radiale Abhingigkeit

Substituiert man Gl. 4.18 in Gl. 4.17 und fihrt eine Trennung der Variablen durch,
resultiert daraus die Differentialgleichung der Funktion f(r), die man mit der Konstanten
n - (n+ 1) gleichsetzt.

Fiir die Funktion f(r) erhélt man dadurch in den Gleichungen 4.19 und 4.20 jeweils eine

Losung fiir den Innenraum und eine fir den Auflenraum.

Vilr,9,A) = r"-Y,(9, ) , r<l1 (4.19)

Va(r,9, ) = v~y 0 0 r>1 (4.20)

Auf die partielle Differentialgleichung der sphérischen harmonischen Flachenfunktionen

Y, (9, A) wendet man die folgende Substitution an:

Yo (9,0) = g(9) - h()) . (4.21)

Fithrt man eine Trennung der Variablen durch, erhélt man zwei gewohnliche Differenti-
algleichungen der Funktionen ¢g(¢) und h()), die man durch Gleichsetzen mit der Kon-

stanten m? 16st.
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4.2 Gravitationsfeld der Erde

Langenabhingigkeit
Die Differentialgleichung fiir die Funktion h()\) ergibt die zwei Losungen in Gl. 4.22:

hi(X) = cos(mA) und ha(X) = sin(mA) . (4.22)

Die Linearkombination dieser beiden Losungen in Gl. 4.23 ist die Uberlagerung einer
Sinus und Cosinus Schwingung mit den Schwerefeldkoeffizienten C,,,,, und S, als Am-

plituden. Sie sind nur von der geographischen Linge A abhéngig.

h(X) = Cppm - cos(mA) + Sppm - sin(m) (4.23)

Die Schwerefeldkoeffizienten (C,,,, und Sy,,,,) beschreiben die maximale Abweichung vom
Referenzellipsoid. Mit zunehmendem Grad nimmt die Amplitude ab. Die Frequenz der
Schwingung wird durch die Ordnung m bestimmt. Je hoher die Ordnung, desto hochfre-
quenter ist die Schwingung [Brandt et al., 1996].

Breitenabhingigkeit
Die Legendre Differentialgleichung fir g(¢) ergibt als Losungen die Legendreschen Funk-
tionen P, (cos?):

g(¥) = Pum(cos?) . (4.24)

Der Grad n und die Ordnung m sind auf Integer Werte beschriankt, wobei die Ordnung
kleiner oder gleich sein muss als der Grad, damit man eine physikalisch sinnvolle Losung
erhélt. Die Legendreschen Funktionen sind nur von der Poldistanz ¢ = 7/2 — ¢ abhéngig
[Hofmann-Wellenhof et al., 2005].

Die Linearkombination dieser Basisfunktionen in Gl. 4.25 approximiert den Einfluss des
Schwerefeldes auf Satellitenhéhe durch eine Uberlagerung von harmonischen Schwingun-

gen.

GM &«
R

n=0

Vr,d,\) =

r

R n+1 Nmax
(> Z P (cos?) - [Crm -cos(mN)+ Spm - sin(m)] (4.25)
m=0

Der maximale Grad n,,.. der harmonischen Koeffizienten C,,,,, und S,,,, bestimmt die
Auflésung des Schwerefeldes. Ein Schwerefeld bis zu einem maximalen Grad n,,., hat
(1 + Nynaz)? Koeffizienten. Der Term (R/r)"*! beschreibt die Signalabschwiichung mit
zunehmendem Abstand r [Barthelmes, 2013].
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4.2 Gravitationsfeld der Erde

Besondere Schwerefeldkoeffizienten

Der Koeflizient Cy ist 1, wenn das Referenzellipsoid und die Erde dieselbe Masse besit-
zen. Die Koeffizienten C1g, C11 und Sy; stehen im Zusammenhang mit den Koordinaten
des Geozentrums und sind Null, wenn der Ursprung des Referenzellipsoids ins Massenzen-
trum der Erde gelegt wird [Barthelmes, 2013]. Die Grad 2 Koeffizienten (mit Ausnahme
von Cyg) bringt man in Verbindung mit den Trigheitsmomenten und -produkten der
Erde. Sind alle Koeffizienten Null, fallen die Koordinatenachsen mit den Haupttréigheits-
achsen der Erde zusammen [Tapley et al., 2004].

Die Abb. 4.2 stellt die drei Arten der sphérisch harmonischen Funktionen gegeniiber.

zonal: £ =6, m=20 tesseral: /=16, m =9 sectorial: £=9, m=9

Abbildung 4.2: Sphérisch harmonische Flachenfunktionen [Barthelmes, 2013, 19].

Modelliert man die Kugelfunktionsreihe nur mit den lingenunabhéngigen zonalen C,g
Koeffizienten wie im linken Teil der Abb. 4.2/ ist die Massenverteilung symmetrisch zur
Rotationsachse. Der Koeffizient Cyg ist eine Mafizahl zur Beschreibung der Erdabplat-
tung. Sektorielle Koeffizienten sind von gleichem Grad und gleicher Ordnung (I = m # 0)
und fiir Tesserale gilt m # [ # 0 [Barthelmes, 2013].

4.2.1 Systemrotation

Die Bewegung eines Objektes wird mithilfe der klassischen Newton Mechanik in einem
quasi-inertialen rotationsfreien System beschrieben, dessen Ursprung im Geozentrum
liegt. Beobachtungen, die von der Erde aus durchgefiihrt werden, beziehen sich auf ein
System, das an die Erdrotation gebunden ist [Montenbruck und Gill, 2000]. Um die Mes-
sungen zur Bahnbestimmung in Kap. 5 nutzen zu kénnen, benétigt man eine Transforma-
tionsvorschrift vom erdfesten (ECE) ins raumfeste (ECI) System. Dieser Ubergang wird
auch dazu eingesetzt, um die Stationskoordinaten vom erdfesten ins raumfeste System
zu transformieren [Montenbruck und Gill, 2000].

Gravitationskréfte von Sonne und Mond verursachen (aufgrund der Schiefe der Ekliptik
und der Erdabplattung) Schwankungen in der Ausrichtung der Erdrotationsachse und

des Aquators.
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4.2 Gravitationsfeld der Erde

wErde

ZECE

Prdzession

Nutation
Ekliptik

¥ XECE

Abbildung 4.3: Prizessions- und Nutationskegel, basierend auf [Tapley et al., 2004].

Ein Referenzsystem ist daher nach dem mittleren Aquator, der Ekliptik und dem Friih-
lingspunkt einer Referenzepoche (beispielsweise J2000.0) ausgerichtet.

Der Friihlingspunkt ist die Schnittgerade zwischen dem Aquator und der Ekliptik, wenn
die Sonne bei ihrer scheinbaren Bewegung von Siiden kommend den Aquator {iberquert.
Die X-Richtung des ECI Systems (Xgcy) in Abb. 4.3 zeigt in diese Raumrichtung
[Tapley et al., 2004]. Die X-Achse des ECE Systems ist entlang des Greenwich Meridians

ausgerichtet.

U in der Abb. 4.3 zeigt vom Frithlingspunkt zum momentanen Schnittpunkt zwischen
dem Erdédquator und der Ekliptik. € ist die Schiefe der Ekliptik (~23.4°) um die der
Erdaquator gegeniiber der Ekliptik geneigt ist.

Der Ubergang vom ECI ins ECE System erfolgt unter Beriicksichtigung der Prizessions-
und Nutationsbewegung P g (t) und Ng(t), der Polbewegung ITg(t) und der Erdrotation
©p(t) mit Gl. 4.26.

rpcp = Hg(t) - Op(t) - Ng(t) - Pp(t) - recr (4.26)

Die Prézessionsbewegung P p(t) ist ein langperiodischer Effekt und duflert sich als kegel-
formige Bewegung der Erdrotationsachse um den Ekliptikpol (mit einer Periode von
~26000 Jahren). Mit Nutation Ng(¢) bezeichnet man einen kurzperiodischen Effekt
[Montenbruck und Gill, 2000]. Beide Effekte sind in der Abb. 4.3 illustriert.
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4.3 Drittkorperkrafte

4.3 Drittkorperkriafte

Durch die Anziehungskrifte von Sonne, Mond und Planeten kommt es zu einer Be-
wegungsinderung des Satelliten, wobei mit zunehmender Entfernung (1/r?) die An-
ziehungskréfte abnehmen. Die Berechnung der Storbeschleunigung - verursacht durch
Drittkorper - ist eine Erweiterung der klassischen Zweikérperbewegung. Der dritte Kor-
per fiihrt zu einer direkten Beschleunigung des Satelliten, verursacht aber auch eine
zeitliche Variation des Erdschwerefeldes und beeinflusst die Bewegung dadurch indirekt
[Montenbruck und Gill, 2000].

Sonne

X
ECI Yea

Abbildung 4.4: Direkter und indirekter Einfluss eines dritten Kérpers auf die Bewe-
gung eines Satelliten, basierend auf [Seeber, 2003].

Die Zweikorperbewegung wird in Abb. 4.4 um einen dritten Korper (die Sonne) erweitert.
Da die drei Korper als Punktmassen mg, m4 und mg approximiert werden, kann die
Kraftwirkung zwischen den Koérpern durch das Newton Gravitationsgesetz in vektorieller
Form beschrieben werden. Die Krifte Fg4 und Fga, die Erde (E) und Sonne (S) auf

den Satelliten (A) ausiiben, lauten basierend auf [Seeber, 2003]:

rpo—r r
Fgpa= —GmEmAAiE3 = —GmEmALA3 (4.27)
[ra —rg] [rall
Fga= —G”I”I”LsTnAI'A;I‘S3 = —GmgmALAB. (4.28)
[ra —rsg]| [rsall

Nach dem Newton Superpositionsprinzip ist der gesamte Krafteinfluss Fg,; auf den Sa-
telliten in GIl. 4.29 als Summe der Einzelkrifte Fg4 und Fg4 darstellbar.

r r
FSat =1ma - i:A = —mAG (mE ||r E:”S + mg ||I';:||3) (429)
E
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4.3 Drittkorperkrafte

Nach demselben Prinzip der Gleichungen 4.27 und 4.28 lassen sich die Krafteinfliisse
Fsg und F g auf die Erde (E) herleiten, die durch die Potentiale der Sonne (S) und
des Satelliten (A) zustande kommen. Aus der Summe der Einzelkréfte ergibt sich mit Gl.
4.30 die Gesamtkraft F g4, die auf die Erde wirkt.

Forge = mi - ¥ = +mpG (ms—s— 4 my 24 (4.30)
[res|?® [reall®

Nun moéchte man die Gesamtbeschleunigung ¥ g4 des Satelliten berechnen, die durch die
Erde und die Sonne verursacht wird. Die Beschleunigung ist die Kraft pro Einheitsmasse
und l&sst sich aus der Relativbewegung zwischen der Erde und dem Satelliten berechnen.
Man beachte, dass der Richtungsvektor rga zwischen der Sonne und dem Satelliten in

Gl. 4.31 nun in die umgekehrte Richtung zeigt.

ras res ) (4 31)

. . S e
— — = -G A)TT 3 3 r
'pa=TA —TIE (mE +m >||I'E B + G’ms(”rAS” res|3

Der erste Term in der GIl. 4.31 entspricht der Beschleunigung, die durch das Potential
der Erde verursacht wird (Zweikorperbewegung). Der zweite Term enthélt den direkten
und indirekten Einfluss des Drittkérpers. Wie man anhand der GIl. 4.31 erkennt, héngt
der indirekte Term nur von der relativen Entfernung rgg zwischen der Erde (E) und der
Sonne (S) ab. Sind mehrere Drittkorper beteiligt, ldsst sich die Gesamtbeschleunigung

als Summe der Einzelbeschleunigungen darstellen:

. s raJj TEJ

oo =2 Gy (P~ ) (4.32)
Die Drittkorperkrifte verursachen sikulare (langfristige lineare) Storungen der Rektas-
zension des aufsteigenden Knotens, des Argument des Perigdums und der Anomalien. Es
kommt zu einer Prazessionsbewegung der Knotenlinie und einer Drehung der Apsiden-
linie. Zusétzlich dazu treten in den Bahnelementen periodische Variationen mit einem
Zyklus von 14 und 183 Tagen auf, die mit der Mond- und Sonnenbewegung in Verbindung
stehen [Seeber, 2003].
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4.4 Gezeiten

Unter dem Begriff Gezeiten versteht man periodische Deformationen des festen Erdkor-
pers, Anderungen in den Ozeanmassen und Auflasteffekte. Die Verursacher dieser Effekte
sind Sonne, Mond und andere Planeten. Der Mond iibt aufgrund des geringen Abstandes
zur Erde (mit einer Halbachse von ~384 400 km) den grofiten Einfluss aus. Der Einfluss
der Sonne ist infolge deren Masse trotz ihres grolen Abstandes zur Erde (von 1 AU ~150
MIO km) nicht zu vernachléssigen [Wendt, 2004].

Bedingt durch die relative Lage der Erde zur Sonne und zum Mond treten kurzperiodi-
sche Gezeitenvariationen auf (mit Frequenzen von ungefihr 12 und 24 Stunden sowie 27
Tagen), im Zusammenhang mit den Umlaufzeiten der Apsidenlinie und der Knotenlinie
des Mondes aber auch Langzeiteffekte von ungeféhr 8.8 und 18.6 Jahren [Agnew, 2007].

Die Gezeitenkrifte eines Planeten kann man als Feld darstellen, wie in Abb. 4.5 an-
hand von Erde und Mond gezeigt ist. Das Gravitationspotential des Mondes {ibt eine
Kraftwirkung auf das Massenzentrum der Erde aus. Dieses wirkt mit der gleichen aber
entgegengesetzt gerichteten Kraft auf den Mond (rote Vektoren). Jeder Punkt auf der
Erdoberflache iibt genauso eine (in diesem Fall breitenabhingige) Kraft auf den Mond
aus (Griin). Die Differenz ergibt die Relativkraft pro Einheitsmasse (Blau), das Gezei-
tenfeld.

grof3e o
Halbachse (Mond) |

384 400 km

— Beschleunigung des Massentrums
Ortsabhdingige Beschleunigung
Relativbeschleunigung

Abbildung 4.5: Gezeitenfeld der Erde aus der Relativbeschleunigung zwischen dem
Massenzentrum der Erde und der ortsabhéngigen Beschleunigung [Wendt, 2004].

Gezeiten der festen Erde und der Ozeane

Verformungen in der Erdkruste werden als Gezeiten der festen Erde bezeichnet. Die De-
formationen liegen nach [Boehm, 2010] im Dezimeterbereich (bis zu ~50 cm).

Mit Ozeangezeiten bezeichnet man Verlagerungen der Ozeanmassen [Petit et al., 2010].
Das Gezeitenpotential wird als variabler Anteil der Schwerefeldkoeflizienten C,,,, und
Sym in einer Kugelfunktionsreihe modelliert. Diese Anteile werden iiber die Love Zahl

ausgedriickt, welche die Elastizitit eines Korpers beschreibt [Petit et al., 2010].
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4.5 Relativistische Einfliisse

Das Gezeitenpotential besteht aus einem permanenten und einem periodischen Anteil.
Dahingehend unterscheidet man verschiedene Gezeitensysteme:

(1) Das ,Mean Tide“ System enthélt den permanenten Einfluss von Sonne und Mond.
(2) Im ,,Zero Tide* System ist ausschliefflich das Langzeitmittel enthalten, das sich durch
die elastische Verformung der Erde ergibt. (3) Das ,Tide Free“ System repréisentiert
ein Schwerefeld unter Abwesenheit von Gezeiteneffekten. Die Schwerefeldlésungen un-
terscheiden sich dadurch in der Abplattung (Cyg) [Petit et al., 2010]. Der periodische
Anteil verursacht den indirekten Gezeiteneinfluss (in Kap. 4.3) auf den Kérper und wird

als zeitvariabler Anteil der Schwerefeldkoeffizienten beschrieben [Mékinen et al., 2009].

4.5 Relativistische Einfliisse

Im Bezug auf die relative Bewegung eines Objektes zur Erde treten drei relativistische
Einfliisse auf:

(1) Das Schwarzschild Feld (benannt nach Karl Schwarzschild, Ende des 19. Jahrhun-
derts) fithrt zu einer Beschleunigung des Korpers von ~10~2 m/s%. (2) Die ,De-Sitter®
Priizession (geodétische Priizession) liegt in einer Gréfienordnung von ~10~ m/s?. (3)
Der Storeinfluss des ,,Lense-Thirring“ Effektes (,,Frame Dragging“) betrigt ~10~1! m/s2.
Die Einfliisse (2) und (3) verursachen eine Prézessionsbewegung der Apsiden- und Kno-

tenlinie [Combrinck, 2013].
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4.6 Atmosphirenreibung

4.6 Atmosphirenreibung

Die Erdatmosphére {ibt auf erdnahe Satelliten einen nicht zu vernachléssigenden Einfluss
aus. Sie bildet eine gasformige Hiille um die Erdoberfléche und absorbiert elektromagneti-
sche Strahlung der Sonne [Kallenrode, 2006]. Die Atmosphére wird in mehrere Schichten

mit unterschiedlichen Temperaturverldufen untergliedert, die in Abb. 4.6 dargestellt sind.

10-120 nm

Far UV 120-200 nm

Extreme UV

phere

0S
Ther L
esospNere

= Troposphere

Abbildung 4.6: Schichten der oberen Erdatmosphire, Credit: John Emmert/NRL?.

Die unterste Schicht ist die Troposphére, deren Abgrenzung nach oben - aufgrund unter-
schiedlicher Einfallswinkel der Sonne - breitenabhéngig ist. In polaren Gebieten liegt die
Grenze bei ~7 km, in den Tropen bei ~20 km. Die Troposphére enthilt ~80% der ge-
samten Atmosphérenmasse. An die Troposphére grenzt die Stratosphére an, die in einer
Hoéhe von ~50 km in die Mesosphére tibergeht. Ab einer Héhe von ungefahr 90 km endet
die untere Atmosphére.

Die obere Atmosphére beginnt mit der Thermosphére, in der es zu einem stetigen Tem-
peraturanstieg kommt. Die Ausdehnung der Thermosphére ist mit der Solaraktivitat
korreliert und kann bis zu einer Hohe von ~500 km reichen, wo sie flielend in die Exo-
sphére iibergeht. Sie nimmt volumsméBig den grofiten Teil der Atmosphére ein. In diesem

Teil der Atmosphére befinden sich die Umlaufbahnen der low-earth Satelliten.

2https : //www.space.com /8770 — record — collapse — earth — upper — atmosphere — puzzles —
scientists.html
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4.6 Atmosphéirenreibung

Die Atmosphirenmolekiile interagieren mit der Oberfliche des Satelliten. Dadurch ent-
steht ein Reibungswiderstand (auch als Atmosphérendruck bezeichnet), der primér ent-
gegen der Bewegungsrichtung eines Korpers wirkt [Montenbruck und Gill, 2000]. Durch
die Atmosphérenreibung verringert sich die kinetische Energie und fiihrt mit der Zeit zu
einer Abnahme der grofien Halbachse und der Exzentrizitiat. Dieser Effekt ist vor allem

bei erdnahen Satelliten dominant und wird im Perigdum zusétzlich verstéarkt.

Die Atmosphérendichte bestimmt (neben anderen Faktoren) die Grofenordnung des Rei-
bungswiderstandes und ist mit der Solaraktivitat korreliert. Im Zyklus von ~11 Jahren
findet eine Umpolung des Magnetfeldes der Sonne statt. Das Sonnenplasma rotiert an
den Polen langsamer als am Aquator und fiihrt dazu, dass sich die Magnetfeldlinien in-
einander verdrehen. Dadurch wird eine Polumkehr verursacht, in deren Zusammenhang
ein erh6htes Mafl an Solaraktivitit feststellbar ist.

Die Reibungskraft pro Einheitsmasse (die Beschleunigung ¥4rq4) ist durch Gl. 4.33 be-
schrieben, wobei man bei der Modellierung davon ausgeht, dass die Erde und die Atmo-
sphére in dieselbe Richtung rotieren [Montenbruck und Gill, 2000].

AV,

— V2 (4.33)
m [V

. 1
Ygrag = *5 . PA(h) . CD

Die Beschleunigung héngt von unterschiedlichen Faktoren ab - von der Atmosphérendich-
te und dem Widerstand, den der Satellit leisten kann, tiber die Relativgeschwindigkeit
bis zum Flidche-zu-Masse Verhéltnis: (1) Die Atmosphérendichte p4(h) nimmt mit ab-
nehmender Héhe zu (wie man auf der rechten Seite der Abb. 4.6 erkennen kann).

(2) Der Cp Koeffizient ist eine komplexe und ungenau bekannte Grofle und kann aus
Spektrometer-, Manometer- oder Akzelerometermessungen von Satelliten abgeleitet wer-
den [Moe & Moe, 2005]. Die typischen Werte fiir diesen Koeffizienten liegen zwischen 1.5
und 3 [Krauss, 2013]. (3) Das Fliche zu Masse Verhéltnis (A/m) beeinflusst die Druck-
wirkung, die auf den Satelliten mit der Masse m ausgeiibt wird, wobei A die Querschnitts-
fliche ist, die dem Atmosphéirenstrom ausgesetzt ist. Die beiden Groflen fasst man ge-
meinsam mit dem Cp Koeffizienten auch zum ballistischen Koeffizienten BC = Cp-A/m
zusammen [Swatschina, 2012], [Sang et al., 2013]. (4) Die Relativgeschwindigkeit V. des
Kérpers zur Atmosphére kann aus der Winkelgeschwindigkeit wp der Erde, dem Ortsvek-
tor r und dem inertialen Geschwindigkeitsvektor v des Satelliten in Gl. 4.34 abgeleitet
werden [Montenbruck und Gill, 2000].

V,=v—-wgXr (4.34)
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Dichte der Thermosphére

Die Thermosphérendichte auf Flughohe wird aus empirischen Modellen bestimmt. Zu
deren Hauptvertreter zihlen Jacchia-Bowman (JB2008; [Bowman et al., 2008]), MSIS
(NRLMSISE-00; [Picone et al., 2002]) und DTM (DTM-2013; [Bruinsma, 2015]).

Die Dichte verringert sich exponentiell mit zunehmender Hohe. Die Herleitung erfolgt
aus der Gasgleichung 4.35, die iiber die Gaskonstante R4 (=8.3144 J K~! mol~!) und
die molare Masse M 4 eines bestimmten Gases einen Zusammenhang zwischen der Dichte

pa, dem Druck py und der Temperatur T4 der Thermosphére herstellt.

:pA'MA
Ra-Ty

Die Druckénderung mit der Hohe in Gl. 4.36 ist gleichzusetzen mit dem Produkt aus

PA (4.35)

Dichte und negativer Schwerebeschleunigung g(h) und wird durch die hydrostatische
Gleichung ausgedriickt.

dpa
dh

Diese beiden Zusammenhénge fiithren auf die barometrische Héhenformel in Gl. 4.37, mit

= —pa(h) - a(h) (4:36)

der die Hohenabhéngigkeit der Thermosphérendichte beschrieben wird. pa(hg) ist die

Dichte auf einer Referenzhohe hy.

b dn
pa(h) = pa(ho)exp <— . H,(h)> (4.37)
mit
1 1 1 dTa(h)

H'(h) — H(h) Ta(h) dh (4.38)

4.7 Solarstrahlung

Die elektromagnetische Strahlung der Sonne wirkt (wie der Reibungswiderstand der At-
mosphére) eine nicht-konservative Kraft auf die Oberfldche eines Satelliten aus, die durch
Absorption oder Reflexion von Photonen entsteht [Montenbruck und Gill, 2000].

Die Storbeschleunigung, die durch die Solaraktivitiat verursacht wird, ist in Gl. 4.39 gege-
ben, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit und 1 AU (=150 MIO km) die mittlere Entfernung
zwischen der Erde und der Sonne darstellen [Seeber, 2003].

© A

¥yp =1 Cp - = A2 . L~ TSonne (4.39)

||I‘ - rSonne”3

Der Einfluss der elektromagnetischen Strahlung auf einen Satelliten, hingt von unter-
schiedlichen Einflussfaktoren ab:

(1) Die Solarkonstante ® (~1 367 Wm™?2) beschreibt die Photonenenergie AE,, die im Zei-
tintervall At die Flache A durchlduft [Montenbruck und Gill, 2000]. (2) Der dynamische

Cr Koeflizient ist ein Indikator fiir die Reflexionseigenschaften der Satellitenoberfléche
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4.7 Solarstrahlung

[Lyon, 2004]. (3) Die Schattenfunktion v ist ein Skalierungfaktor und beschreibt die Ab-
nahme der Solarintensitdt in Bereichen mit gestreutem Restlicht und im Erdschatten
[Cook, 2001], [Montenbruck und Gill, 2000]. (4) Ein Kérper mit einem geringen Fldche
zu Masse (A/m) Verhéltnis erfihrt eine geringere Storkraft (Druckwirkung) [Cook, 2001].
(5) Der Entfernung r — rgonne des Korpers zur Sonne sowie der mittleren Distanz AU

zwischen Erde und Sonne.

Reflexionseigenschaften der Korperfliche

Der dynamische Koeffizient C'r beschreibt die Reflexionscharakteristik und den Zusam-
menhang mit der Energieaufnahme einer Oberfliche. Er kann als Gewichtsfaktor inter-
pretiert werden, der den Prozentsatz der Strahlung angibt, die von der Satellitenfléche
reflektiert wird [Cook, 2001]. Er nimmt Werte zwischen 0 und 2 an, die in Tab. 4.2 er-
klart sind. Ein Wert von 0 driickt aus, dass die Oberfliche keine thermische Energie
aufnimmt [Lyon, 2004]. Der Koeffizient ist materialabhéingig und wird in der Bahnbe-
stimmung meist mitgeschétzt [Montenbruck und Gill, 2000].

Tabelle 4.2: Typische Werte fiir den Cr Koeflizienten [Lyon, 2004].

Cr Reflexionsverhalten

0  Es wird keine Energie auf den durchléssigen
Korper iibertragen.

1 Die gesamte Strahlung wird vom Koérper absorbiert
und wieder abgegeben. Die gesamte Energie wird
auf den Korper tibertragen.

2 Der Korper reflektiert die gesamte Strahlung.

Die doppelte Energie wird iibertragen.

Schattenwurf durch die Erde

Der Schattenwurf durch die Erde ist ein weiterer Faktor, der durch die Schattenfunktion
v beschrieben wird. Tritt der Korper in den Erdschatten ein, reduziert sich die Fléche der
Sonnenscheibe, die den Korper direkt bestrahlt und der Storeinfluss der Solarstrahlung
verringert sich.

Zur Beschreibung des Schattenwurfes setzt man Modelle in zylindrischer oder koni-
scher Form ein. Ersteres geht davon aus, dass der Ubergang in den Schattenbereich
abrupt erfolgt. Im zweiten differenziert man zwischen den Schatten- (umbra) und den
Halbschatten- (penumbra) bzw. Ubergangsbereichen. Befindet sich der Satellit in voll-
standiger Abschattung durch die Erde, ist er keiner direkten Solarstrahlung ausgesetzt
und v nimmt den Wert 0 an. In den penumbra Regionen ist er noch im Einfluss von
gestreutem Restlicht der Sonne und die Stérbeschleunigung wird mit einem Skalierungs-
faktor zwischen 0 und 1 versehen. Ein Berechnungsalgorithmus fiir v ist in [Cook, 2001]
enthalten. Das zylindrische Schattenmodell wird im Folgenden und eine Variante des
konischen Modells im Zuge der Modellierung der Simulationsdaten in Kap. 5.3 beschrie-
ben. Der Richtungsvektor zwischen Erde und Sonne in Abb. 4.7 wird mit rgynne und der
Orthogonalabstand des Satelliten von diesem Vektor mit Up bezeichnet. Die Richtungs-
vektoren zwischen der Erde und dem Satelliten r und der Sonne rg,nne schlieBen den

Winkel Uy ein. Die Bestimmung der Abschattung erfolgt aus dem Vergleich des Erdradi-
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4.8 Albedo

us Rp mit den GroBen Uy und Up. Ist die Distanz Up < Rg und cos(Ua) > 0, befindet
sich der Satellit im Erdschatten.

Satellit
Sonne °
Erde rSat /
U
R D
E UA
M —ME o Schatten

Abbildung 4.7: Zylindrisches Schattenmodell, basierend auf [Seeber, 2003].

Den Winkel Uy leitet man aus dem Skalarprodukt der Richtungsvektoren r und rgonne
mit Gl. 4.40 ab [Cook, 2001].

T'Sonne " T
cos(Ua) = 4.40
(Ua) Itsonnell - Itsat |l ( )

Den Orthogonalabstand Up liefert der trigonometrische Zusammenhang in Gl. 4.41 mit
dem Winkel Uyq.

Up =sin(Us)-r . (4.41)

4.8 Albedo

Zusétzlich zum direkten Einfluss der Solarstrahlung tritt ein indirekter Effekt auf, der
mit Albedo bezeichnet wird. Diese setzt sich aus einem kurzwelligen optischen Anteil
und einem langwelligen Strahlungsanteil im infraroten Spektralbereich zusammen. Die
Atmosphire der Erde {ibt eine Schutzfunktion gegeniiber der elektromagnetischen Strah-
lung der Sonne aus und absorbiert einen groflen Prozentsatz der Solarstrahlung. Die
iibrige Strahlung dringt bis zur Erdoberfliche vor. Der kurzwellige optische Anteil die-
ser Strahlung wird direkt an der Erdoberfliche reflektiert. Er wird nur vom sonnenbe-
strahlten Teil der Erde emittiert. Beim langwelligen infraroten Strahlungsanteil handelt
es sich um eine Emission von Strahlung, die von der Erdoberfliche absorbiert wurde
[Montenbruck und Gill, 2000]. Die Gréfenordnung der Albedo ist abhéngig von der Flug-
hohe und liegt bei niedrig fliegenden Satelliten ungefihr bei 10% bis 35% des direkten
Einflusses. Die Beschleunigung ¥, die aufgrund der Albedo zustande kommt, wird durch
Gl. 4.42 beschrieben.

A r

Fup=W-Cp- = L 4.42
o =¥ O e e

3
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4.9 Empirische Beschleunigungen

C'r ist ein Maf fiir die Reflexionscharakteristik der Satellitenoberflache, A ist die Quer-
schnittsflache der Satellitenoberfliche, m die Masse des Satelliten, r der Positionsvektor
des Satelliten. Mit ¥ wird der Strahlungsdruck, der von der Erde ausgeht, bezeichnet.
Dieser hdngt von verschiedenen Faktoren - wie den Reflexionseigenschaften der Erdober-

fliche, dem Bewolkungsgrad und dem Winkel zwischen der Sonne, der Erde und dem
Satelliten - ab [Wolf, 2000].

4.9 Empirische Beschleunigungen

Durch die empirischen Beschleunigungen werden Ungenauigkeiten in der Modellierung
von (nicht-gravitativen) Kriften ausgeglichen. Die Fehlersignatur zeigt Schwingungen mit
der Periode einer Umlaufdauer (1-cycle-per-revolution) [Tapley et al., 2004]. Die Model-
lierung erfolgt als Uberlagerung von drei Bewegungen in Gl. 4.43. Die Bewegung setzt
sich aus zwei Schwingungen und einem konstanten Anteil ap zusammen. Die Schwingun-
gen haben unterschiedliche Amplituden (a; und as) mit derselben Kreisfrequenz, der

wahren Anomalie v.

Femp =E - (ag + ay - sinv + ap - cosv) (4.43)

Die Rotationsmatrix E transformiert die empirischen Beschleunigungen vom korperei-
genen ins inertiale Referenzsystem. Die empirischen Beschleunigungen kénnen auf die
radiale, along-track oder normale Komponente des kérpereigenen Systems angewendet
werden [Tapley et al., 2004].

4.10 Weitere Effekte

Auflasteffekte durch Ozeangezeiten

Auflasteffekte entstehen durch Massenverlagerungen am festen Erdkoérper (ocean loading)
infolge der Ozeangezeiten und fiithren zu Verinderungen der Erdkruste (bis zu 1 m) und
zu Verschiebungen der Beobachtungsstationen [Petit et al., 2010].

Polgezeiten

Darunter sind Verformungen der Erde aufgrund von Verédnderungen in der Ausrichtung

der Rotationsachse zusammengefasst [Agnew, 2007], [Petit et al., 2010].
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Kapitel 5

Simulation von SLR
Messungen zur

Bahnbestimmung

Im folgenden Kapitel leitet man SLR Messungen aus einer kiinstlichen Objektbahn ab
und fithrt damit eine dynamische Bahnbestimmung durch. Den Orbit bestimmt man aus
der Losung der dynamischen Bewegungsgleichung in Kap. 4 fiir einen Zeitraum von drei
Tagen und simuliert damit eine reale Beobachtungssituation. Als Beobachter setzt man
SLR Observatorien ein. Diese Vorgehensweise bietet die Moglichkeit systematische Fehler
und zufilliges Beobachtungsrauschen gezielt an die Messungen anzubringen und deren

Auswirkungen auf die Bahnbestimmung und -vorhersage zu analysieren.

Abbildung 5.1: Laser Ranging Beobachtungsstation des NASA Goddard Space Flight
Center’.

Lhttps : //svs.gsfc.nasa.gov/11283
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5.1 Referenzbahn

5.1 Referenzbahn

Durch numerische Integration des dynamischen Bewegungsmodells und der Anfangspo-
sition X(tg) des Objektes wird eine Referenzbahn abgeleitet, aus der die Laser Entfer-

nungsmessungen berechnet werden.

Der Zustandsvektor X(¢) in Gl. 5.1 beschreibt die Satellitenposition zu einem Zeitpunkt
t durch den Positionsvektor r(t) und den Geschwindigkeitsvektor v(t) = #(t).

_ (r(®)
X(t) = (f(ﬂ) (5.1)

Die Satellitenbewegung kann als zeitliche Anderung des Zustandsvektors X(t) mit Gl
5.2 beschrieben werden mit dem Positionsvektor r(t), dem Geschwindigkeitsvektor #(¢)
sowie dem Vektor p als Argument. p enthélt die dynamischen Parameter (unter anderem

den Cp und Cg Koeffizienten sowie die Schwerefeldkoeffizienten).

X(1) = f(t.r.5.p) = ( ) ) (5:2)
¥(t,r,r,p)
Die Beschleunigungen ¥(¢,r,, p) wurden in Kap. 4 hergeleitet und enthalten zusétzlich
zu der Beschleunigung durch den Zentralkorper ¥, (t) im ersten Term der Gl. 5.3 samtliche
Storeinfliisse ¥4(t) (ausgehend vom Erdschwerefeld ¥ ¢ (t) {iber die direkten Einfliisse von
Sonne und Mond, die indirekten Gezeiten der festen Erde und der Ozeane, die Polgezeiten
¥ti4e(t) und die relativistischen Beschleunigungen ¥,..;(¢) bis hin zu den nicht-gravitativen
Einflissen der Atmosphérenreibung ¥ grq4(t) und der elektromagnetischen Strahlung der

Sonne ¥qpp(1)).

r(t)
[e(@®)]?

¥(t,r,#,p) = —-GM

+ (1) (5.3)

Sind die Anfangswerte des Zustandsvektors X(¢p) und der dynamischen Parameter pg
prizise bekannt, kann die Bahn des Satelliten aus der Losung des Integrals in GI. 5.4 mit

einer geeigneten Integrationsmethode bestimmt werden [Xu, 2010].
t .
X(1) = X(t) + / X(t) - dt (5.4)
to

Die Anfangsposition X(¢y) des Simulationsobjektes ist durch die Keplerelemente in Tab.
5.1 festgelegt. Die Umlaufbahn befindet sich im LEO Band mit einer Perigiumshohe von
~920 km. Die Bewegungsrichtung ist (mit einer Inklination von 99.6°) retrograd entge-
gen der Erdrotation in Richtung Westen vorgegeben. Das Apogdum befindet sich tiber
der Studhalbkugel, wo das Objekt seine minimale Geschwindigkeit erreicht. Durch den
exzentrischen Orbit erh6ht man die Zeitspanne, in der sich das Objekt iiber der Stidhalb-
kugel befindet.

35



5.1 Referenzbahn

Tabelle 5.1: Bahnelemente des Objektes zum Zeitpunkt ¢o.

a [km] 7296.864 w ] 57.88
e 0.07 Q [] 32053
i [ 99.6 M [] 000

Die Abb. 5.2 zeigt 200 Minuten der integrierten Referenzbahn im erdfesten System. Das
Objekt bewegt sich von Stiden kommend in Richtung Nordpol und an diesem vorbei,
wenn die Z-Komponente des Zustandsvektors ihren maximalen Wert erreicht. Der Pol
wird aufgrund der Bahninklination von 99.6° nicht iiberquert. Die weitere Bewegung
erfolgt siidwérts iiber den absteigenden Knoten (DN) in Richtung Siidpol. Die zweite
Extremstelle in Z-Richtung ist aufgrund der exzentrischen Bahn absolut gesehen hoher
als die Erste. Im aufsteigenden Knoten (AN) bewegt sich das Objekt ein zweites Mal
iiber den Aquator. Der zeitliche Abstand zwischen dem aufsteigenden und absteigenden
Knoten entspricht der halben Umlaufdauer von ungefihr 100 Minuten (Gl. 3.6), damit
vollfithrt das Objekt pro Tag ~14.5 Umléufe.

8000y N-Pol

6000

EVAVAAVAVA
wANVANVAIAY

-6000

-8000 . -S-Pol ' |
50 100 150 200 250

Integrationsdauer in min

x(t) [km]

Abbildung 5.2: Die ersten beiden vollstdndigen Umléufe des Objektes im erdfesten
System.
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5.2 Simulation der SLR Messungen

5.2 Simulation der SLR Messungen

Mit der integrierten Satellitenbahn wurde eine reale Beobachtungssituation simuliert.
Dazu wurden 36 SLR Stationen 2 ausgewihlt, von denen die Objektbahn iiber eine Zeit-

spanne von drei Tagen durch 2-Weg Laufzeitmessungen aufgezeichnet wurde.

Stationsgeometrie

Wie man in der Abb. 5.3 erkennt, sind die Stationen innerhalb der Gesamtgeometrie sehr
inhomogen verteilt. Auf der Stidhalbkugel wurden fiinf aktive Observatorien ausgewahlt,
zwei davon in Australien (Yarragadee und Mt. Stromlo) und jeweils eine in Studafrika
(Hartebeesthoek), Stidamerika (San Juan) und Ozeanien (Tahiti). Amerika verzeichnet
vier Observatorien (Greenbelt, McDonald, Monument Peak und Haleakala), der asiati-
sche Kontinent zehn. Europa weist mit einer Zahl von 17 die hochste Dichte auf. Eine
detaillierte Auflistung aller 36 Stationen ist in der Abb. 5.4 enthalten.

Abbildung 5.3: SLR Stationsgeometrie bestehend aus 36 Observatorien.

2-Weg Laufzeitmessung

Die 2-Weg Laufzeitmessung z(¢) modelliert man mit Gl. 5.5 aus der einfachen geometri-
schen Distanz pg4(t) zwischen dem Observatorium und dem Objekt unter Berticksichti-
gung der atmosphérisch Apgs, () und relativistisch Ap,..;(t) bedingten Laufzeitverzoge-
rungen. Da jede Messung in der Praxis zufallige Fehler enthélt, wird ein gauflverteiltes
weifles Rauschen n. (mit einer Standardabweichung von einem Zentimeter) eingefiihrt
[Tapley et al., 2004].

2(t) (pg(t) + Aparm (t) + Aprei(t)) + ne (5.5)

C

Die Berechnungsprozedur ist in den nachfolgenden Schritten (1) bis (4) zusammenge-

fasst und wird ausgehend von der ersten Beobachtungsstation und Objektposition auf

2https : //ilrs.cddis.cosdis.nasa.gov/network/stations /index.html
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5.2 Simulation der SLR Messungen

der Bahn fiir alle 36 Stationen und Objektpositionen bis zum Ende der dreitdgigen Si-

mulationsperiode wiederholt.

Europa
1 1824 GLSL  Golosiiv Ukraine
2 1873 SIML  Simeiz Ukraine
3 1884 RIGL  Riga Lettland
4 1886 ARKL  Arkhyz Russland
5 1888 SVEL Svetloe Russland
6 1889 ZELL  Zelenchukskya Westrussland
7 1893 KTZL  Katzively Ukraine
8 7806 METL  Metsahovi Finnland
9 7810 ZIML  Zimmerwald Schweiz
10 7811 BORL  Borowiec Polen
11 7824 SFEL  San Fernando  Spanien
12 7839 GRZL  Graz Osterreich
13 7840 HERL  Herstmonceux  Grofibrittanien
14 7841 POT3  Potsdam Deutschland
15 7845 GRSM  Grasse Frankreich
16 7941 MATM  Matera Italien
17 8834 WETL  Wettzell Deutschland
Ozeanien
18 7124 THTL  Tahititi Franzosisch Polynesien
Siidamerika
19 7406 SJUL San Juan Argentinien
Asien

20 1868 KOML Komsomolsk Russland

21 1879 ALTL  Altay Russland
22 1887 BAIL  Baikonur Kasachstan
23 1890 BADL  Badary Russland
24 7237 CHAL  Changchun China
25 7249 BEIL Beijing China
26 7308 KOGC  Koganei Japan
27 7820 KUNL  Kunming China
28 7821 SHA2  Shanghai China
29 7838 SISL Simosato Japan
Vereinigte Staaten
30 7080 MDOL  McDonald Texas
31 7105 GODL  Greenbelt Maryland
32 7110 MONL  Monument Peak Kalifornien
33 7119 HA4T  Haleakala Hawaii
Australien
34 7090 YARL  Yarragadee Australien
35 7825 STL3 Mount Stromlo  Australien
Afrika
36 7501 HARL  Hartebeesthoek Siidafrika

Abbildung 5.4: Kenndaten der 36 SLR Stationen in der Simulationsgeometrie (Mo-
nument Nummer, Stationscode und -name, geographische Lage) *.

Shttps : //ilrs.cddis.cosdis.nasa.gov/network/stations/active/index.html
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5.2 Simulation der SLR Messungen

(1) Geometrische Distanz

Die geometrische 1-Weg Distanz py(t) berechnet man aus der Entfernung zwischen der
Station X g(t) zum Sendezeitpunkt ¢ und dem Objekt X (¢ +7,) zum Reflexionszeitpunkt
t + 7, auf der kiinstlichen Satellitenbahn mit Gl. 5.6 [Tapley et al., 2004]. Die Bahn ist
durch diskrete Stiitzstellen mit einem Sampling von 60 Sekunden vorgegeben. Der Zeit-

punkt der ersten bekannten Objektposition gilt als erster Sendezeitpunkt ¢ der Station.

py(t) = [1X(t + 7)) — X (1) (5.6)

Die Koordinaten der Bodenstation werden aus den SLRF2008 Koordinaten * und den
Geschwindigkeiten abgeleitet und unter Beriicksichtigung von Prézession, Nutation, Pol-
bewegung und Erdrotation vom ECE ins ECI System transformiert. Zuséatzlich bertick-
sichtigt man die Stationsbewegung, die aufgrund der Gezeiten der festen Erde und der
Ozeane sowie der Polgezeiten zustande kommt [Petit et al., 2010]. Da die Ausbreitungs-
geschwindigkeit des Laserpulses mit Lichtgeschwindigkeit erfolgt, bewegt sich das Objekt
wahrend der Signalausbreitung weiter und reflektiert den Puls mit einer zeitlichen Ver-
zogerung. Bei einer mittleren Flughdhe von 1500 km entspricht dies einer Signalausbrei-

tungsdauer von ungefidhr fiinf Millisekunden.

t+t,)

X(t,) X(

Pa(t) 0.(t)

S —

A‘clﬁtu) Xs(t)\

Abbildung 5.5: Die 2-Weg Laufzeitmessung wird in einen ,uplink* und , downlink*
Weg aufgespalten, basierend auf [Montenbruck und Gill, 2000].

Bei SLR Messungen zu ,,Space Debris“ Objekten werden typischerweise 2-Wege Distanz-
messungen durchgefithrt. Diese werden in einen ,uplink“ und einen ,downlink“ Weg
aufgeteilt (Abb. 5.5). Der ,uplink“ Weg p,, in Gl. 5.7 wird zwischen der Station zum Sen-
dezeitpunkt ¢ und dem Objekt zum Reflexionszeitpunkt ¢ + 7, gemessen, der ,,downlink*
Weg pq zwischen dem Objekt zum Reflexionszeitpunkt und der Station zum Empfangs-
zeitpunkt t + 7, + 74. Der Zusammenhang mit der Laufzeit wird tiber die Lichtgeschwin-
digkeit ¢ hergestellt. Zur Berechnung des ,uplink“ und ,,downlink®“ Weges wurde der
Algorithmus in [Montenbruck und Gill, 2000] fiir den Sendezeitpunkt angepasst.

4http : //ilrs.gsfe.nasa.gov/science/awg/SLRF2008.html
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5.2 Simulation der SLR Messungen

py(t) = %(pu + pa) (5.7)

Die ,uplink® Zeit 7, wird durch Fixpunktiteration der Gl. 5.8 aus den Koordinaten der
Bodenstation Xg(t) zum Sendezeitpunkt und dem Objekt X (¢ + 7¢) zum Reflexionszeit-
punkt des Signals berechnet. Die Objektkoordinaten erhélt man durch eine Interpolation

der Referenzbahn.

; X(t+7h) — Xs(t
v _ X+ 7) — Xs(0)] 65s)
c
Die Inititialisierung der ,uplink* Zeit erfolgt mit dem Wert Null. Die Iteration wird ab-
gebrochen, wenn die Differenz zweier aufeinanderfolgender ,,uplink“ Zeiten unter einer
Schranke von 107!? Sekunden (~ 0.3 mm) liegt [Tapley et al., 2004].

Die ,, downlink“ Zeit leitet man mit Gl. 5.9 ab, in gleicher Weise wie die ,,uplink“ Zeit
aus der geometrischen Distanz zwischen dem Objekt X (¢ + 7,,) zum Reflexionszeitpunkt
und dem Observatorium Xg(t + 7, + 75) zum Empfangszeitpunkt. Die zuvor berechnete
Huplink® Zeit ist der Startwert fiir die ,,downlink“ Zeit [Montenbruck und Gill, 2000].

Fitl _ [X(t + 7u) — Xs(t+ 75 + 7))
=

- (5.9)

(2) Distanzkorrekturen
Im Anschluss wird eine Distanzkorrektur um die atmosphérischen Apgen (t) und relati-

vistischen Ap,..;(t) Signalverzégerungen vorgenommen.

Signalverzogerung durch die Atmosphdare

Ein Laserpuls erfahrt wiahrend seiner Ausbreitung durch die Troposphére eine elevations-
abhéngige Signalverzogerung Apgi., (t). Zur Korrektur dieses Einflusses gibt es Model-
le von [Mendes et al., 2004] und [Marini et al., 1973], die auf demselben Grundprinzip
beruhen. Man berechnet die Signalverzégerung in Zenit Richtung und tibertrigt die-
se auf den tatsdchlichen Elevationswinkel der Beobachtung. Diese Modelle liefern nach
[Seeber, 2003] zuverldssige Korrekturwerte fiir Elevationen tiber 10°.

Die Gesamtverzogerung in Zenit Richtung ergibt sich theoretisch durch die Integration
aller Storeinfliisse entlang des zuriickgelegten Signalweges. Eine geschlossene Form zur Be-
stimmung der Signalverzogerung wird in [Mendes et al., 2004] beschrieben. In der Praxis
berechnet man diesen Korrekturterm nach [Petit et al., 2010] aus dem atmosphérischen

Druck, der Temperatur und dem partiellen Wasserdampfdruck an der Bodenstation.
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5.2 Simulation der SLR Messungen

Relativistische Distanzkorrektur

Die Erdmasse verursacht eine relativistisch bedingte Verlangerung der Signallaufzeit
Apre(t), die mit Shapiro Effekt bezeichnet wird. Fiir LAGEOS-1 (Perigdumshohe von
~5860 km) betrigt die Korrektur ~7 mm [Combrinck, 2013].

(3) Sichtbarkeitsiiberpriifung

Die Sichtbarkeitsiiberpriifung erfolgt anhand der Elevation unter der das Objekt von der
Station aus gesehen wird. Erscheint das Objekt erstmals iiber einer Elevation von 10°
beginnt ein Pass. Ab diesem Zeitpunkt simuliert man (durch Iteration der Schritte 1
und 2) 2-Weg Laufzeitmessungen mit einem Sampling von 15 Sekunden solange bis das
Objekt wieder unter eine Elevation von 10° sinkt.

Zur Berechnung der Elevationswinkel wird ein lokales Horizontsystem im Beobachtungs-
standort errichtet. Dessen Nord- und Ostachse sind entlang des lokalen Meridians und
Parallelkreises der Station ausgerichtet. Die z-Achse zeigt in Richtung Zenit. Die Objekt-
position wird tiber das Azimuth A und die Elevation F in Abb. 5.6 beschrieben.

Abbildung 5.6: Einfiihrung eines lokalen Horizontsystems im Beobachtungsstandort,
basierend auf [Montenbruck und Gill, 2000].

Die Elevation E in Gl. 5.10 wird von der Horizontalebene aus in Richtung der Verbin-
dungslinie sy r zwischen der Station und dem Objekt gemessen. Das Azimuth A in Gl
5.10 liegt zwischen der Nordrichtung und dem in die Tangentialebene projizierten Diffe-

renzvektor sy p.

SE Sz
tanA = | — , tanF = ——— 5.10
(3N> /% + % (5.10)

Die Komponenten sg, sy und sz erhdlt man mit Gl. 5.11 durch die orthogonale Trans-
formationsmatrix Trr in Gl 5.12. ¢ und A sind die geographischen Koordinaten der
Station Xg(t), X(t) die Objektkoordinaten im ECE System.

Lhttps : //ilrs.cddis.cosdis.nasa.gov/missions/satellite__missions/current_missions/lagl__general.html
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5.2 Simulation der SLR Messungen

SLF = TLF . [X(t) — Xs(t)] (511)
mit
. . T T
—SINA  —SINY - COS\  COSY + COSA ep
Trp = | cosA  —sing-sin\ cosp-sin\ | = |ek (5.12)
0 cosp sinp el

(4) Beobachtungsrauschen

In jeder Art von Messung ist eine zuféllige Messunsicherheit enthalten, die als Beobach-
tungsrauschen bezeichnet wird. In der Praxis steigt das Beobachtungsrauschen aufgrund
atmosphérischer Einfliisse mit sinkender Elevation an. Um die simulierten Beobachtungen
an reale Bedingungen anzupassen, wére daher die Beriicksichtigung eines elevationsab-
héngigen Fehlers von Vorteil [Niemeier, 2008] und [Dettmering, 2003].

In dieser Studie fiihrt man den Distanzmessungen ein zufélliges gauBlverteiltes weifles
Rauschen zu mit einem Mittelwert von Null und einer Standardabweichung von einem

Zentimeter.
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5.3 Differenzierung der Beobachtungsintervalle

Die berechneten 2-Weg Laufzeitmessungen werden in die Intervalle Tag und Nacht un-
terteilt, die im weiteren Verlauf der Studie zu einer Reduktion der Messungen eingesetzt
werden. Beobachtungen, die an der Tag-Nacht Grenze stattfinden, werden ebenso diffe-

renziert, da sie beim Einsatz passiver optischer Messsysteme von Bedeutung sind.

Die Beobachtungsperioden bestimmt man aus geometrischen Beziehungen zwischen der
Sonne, der Erde und dem Objekt oder der Beobachtungsstation durch sogenannte Schat-
tenmodelle, die bereits in Kap. 4.7 beschrieben wurden.

In dieser Studie kommt ein konisches Modell zum Einsatz [Cook, 2001]. Man legt einen
Drehkegel an die Erde und die Sonne an und leitet Dreiecksbeziehungen durch Schnitte
ab (Abb. 5.7).

Sonne

Partielle

....... Beleuchtung

Objekt

Abbildung 5.7: Konisches Schattenmodell, das zur Bestimmung der relativen La-
ge zwischen dem Objekt, der Erde und der Sonne verwendet wird, basierend auf
[Cook, 2001].

Bestimmung der Abschattung

Die beiden farblich markierten Dreiecke in Abb. 5.7 werden zur Schattenanalyse einge-
setzt. Man unterscheidet dabei die Félle der vollstindigen oder partiellen Beleuchtung,
sowie die vollstdndige Abschattung durch die Erde. Die Analyse basiert auf einem Ver-
gleich der Winkel 1, pgrde und psonne in der Abb. 5.8. Mit pg,qe und psonne bezeichnet
man jene Winkel unter denen der FErd- und der Sonnenradius vom Objekt aus gesehen
werden. Die Verbindungslinie zwischen den Mittelpunkten von Erde und Sonne erscheint
unter dem Winkel 7.

Wird das Objekt vollstindig oder partiell von der Sonne bestrahlt (mittlerer Teil der
Abb. 5.8), ist n groBer oder gleich der Winkelsumme aus pgrge und psonne. Befindet sich
das Objekt im rechten Teil der Abb. 5.8 im Erdschatten, muss 7 kleiner oder gleich der
Differenz aus pgrge und psonne sein [Cook, 2001].

Eine Messung wird dem Zeitintervall Tag zugeordnet, wenn sich die Station auf der be-
leuchteten Seite der Erde befindet. An der Tag-Nacht Grenze liegt das Observatorium
auf der sonnenabgewandten Seite der Erde und das Objekt ist vollstdndig oder partiell
beleuchtet.
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Erde

Sonne

Psonne ,‘

Objekt Objekt

beleuchtet im Schatten

N ZPsonne + O Erde N=P £rde ~Psonne

Abbildung 5.8: Die linke Grafik zeigt die geometrische Beziehung zwischen den Win-
keln 1, psonne und pgrde. In der mittleren Grafik befindet sich die Sonne kurz vor dem
Eintritt in den Erdschatten. In der rechten Grafik ist die Sonne vollsténdig von der
Erde verdeckt, basierend auf [Cook, 2001].

Die Winkel psonne und pgrqe leitet man aus den in Rot und Blau markierten Dreiecken
in Abb. 5.7 trigonometrisch ab [Cook, 2001]:

RSonne . o RErde
; SINPErde =
[rsoll Ireoll

SINPSonne = (5.13)

Aus den geometrischen Zusammenhéngen im linken Teil der Abb. 5.8 bestimmt man
mit Gl. 5.14 den Winkel n unter dem die geradlinige Verbindung ssp zwischen den
Mittelpunkten von Sonne und Mond vom Objekt aus sichtbar ist [Cook, 2001].

Tro "Tso

cosnN= —
T~ Temoll - Irsol

(5.14)
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Bahnabdeckung durch die 2-Weg Laufzeitmessungen

In der Abb. 5.9 ist die Bahnabdeckung, die man mit den simulierten Messungen erreicht,
als Histogramm der mittleren Anomalien dargestellt. Tagbeobachtungen von Stationen
der Nordhalbkugel (NH) sind in Violett, Nachtbeobachtungen in Tiirkis dargestellt. Mes-
sungen der Siidhalbkugel (SH) sind die Farben Blau (tagsiiber) und Griin (nachts) zuge-
ordnet.

Die Messungen teilen sich in einem unausgewogenen Verhéltnis von ~4 : 1 auf die Nord-
und Siidhemisphére auf, was auf die hohe Stationsdichte der Nordhalbkugel (mit 31/36
Stationen) zurtickzufiihren ist. Das Verhéltnis zwischen Tag und Nacht Beobachtungen
liegt bei ~2 : 1. Tagsiiber ist der absteigende Ast zwischen dem Perigdum (ab einer
mittleren Anomalie von ~30°) und dem Apogium beobachtbar. Nachts ist das Objekt
zwischen dem aufsteigenden Knoten und dem Perigdum sowie beim Perigdumsdurchgang
sichtbar.

Zwischen dem Apogaum und dem aufsteigenden Knoten ist das Objekt aufgrund fehlen-
der Observatorien nicht sichtbar. Das Perigdum und die Richtung zwischen dem Perigdum
und dem absteigenden Knoten (~30°-90°) wird aufgrund der hohen Stationsdichte am
héaufigsten beobachtet.

[ E5ONH (Tag) EINH (Nacht) C_ISH (Tag) C_JSH (Nacht)|

5870

Mittlere Anomalie [9]

Abbildung 5.9: Bahnabdeckung durch die simulierten 2-Weg Laufzeitmessungen. Die
Farbkodierung bezieht sich auf unterschiedliche Hemisphéren und Beobachtungszeit-
spannen. Die Bahnposition ist iiber die mittlere Anomalie mit einer Schrittweite von
1° dargestellt.

Die Abb. 5.10 enthélt die Startzeitpunkte und die Kennnummern der simulierten Pésse
(wobei die Nordhalbkugel in Blau und die Stidhalbkugel in Griin dargestellt sind). Jede
Station beobachtet das Objekt jeden Tag ungefdhr zum selben Zeitpunkt. Aufgrund der
hohen Stationsdichte in Europa ist das Objekt tagsiiber im besten Fall von 17, nachts von
14 Observatorien gleichzeitig beobachtbar. Pro Tag sind von jeder Station aus maximal

drei Pésse (innerhalb eines vierstiindigen Zeitraumes) sichtbar.
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Abbildung 5.10: Ubersicht der Startzeitpunkte und Kenn-Nummer der Pésse, die
tagsiiber (obere Grafik) und nachts (untere Grafik) durchgefiihrt werden konnen. Mes-
sungen der Stidhalbkugel sind in Griin und jene der Nordhalbkugel in Blau dargestellt.
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5.4 Dynamische Bahnbestimmung

In der dynamischen Bahnbestimmung werden der Zustandsvektor und die dynamischen
Parameter Cp und Cr aus einer Reihe von Beobachtungen - den simulierten SLR Mes-
sungen - geschitzt. Der Zustandsvektor geht mit einem Fehler von 100 m in der grofien
Halbachse in den Ausgleich ein, die dynamischen Koeffizienten sind fehlerfrei. Man fithrt
eine Referenzbahn ein, die durch den Zustandsvektor X(ty) vorgegeben ist und bestimmt
in einem Ausgleich nach kleinsten Quadraten die Zuschlidge zum Zustandsvektor ézy und

den dynamischen Koeffizienten ép,, die im Parametervektor X(to) in Gl. 5.15 zusammen-

%(ty) = (‘m) = (X(tO) _X(t°)> (5.15)

op, p — Do

gefasst sind.

Im Ausgleich wird die Referenzbahn in der Abb. 5.11 so an die simulierten 2-Weg
Messungen z(t) angepasst, dass die Quadratsumme der Verbesserungen € minimal ist
[Tapley et al., 2004], [Niemeier, 2008].

geschditzte Bahn

Wahre
Bahn

Referenzbahn
X(t,)

py(t)

Observatorium
Xs(t)

//////

Abbildung 5.11: Prinzip der dynamischen Orbitbestimmung zur Verbesserung der
Referenzbahn durch 2-Weg Laufzeitmessungen, basierend auf [Tapley et al., 2004].

Die gemessene 1-Weg geometrische Distanz 1(¢) wird aus den Beobachtungen z(t) durch
das Anbringen der Korrekturterme - um die Signalverzogerungen durch die Troposphére
und Relativistik (Gl. 5.5) - abgeleitet.

Der Zusammenhang zwischen der Entfernung und dem Parametervektor X(tg) wird durch
die Matrix H in Gl. 5.16 beschrieben [Seeber, 2003].

y(t) +e=H - %(ty) (5.16)

€ ist der Residuenvektor, der das Beobachtungsrauschen enthilt. Der Verbesserungsvek-
tor y(t) wird aus der Differenz der korrigierten Entfernungsmessung 1(¢) und der Modell-
beobachtung h(t, X) berechnet (Gl. 5.17).

v(t) = 1(t) — h(t, X) (5.17)
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5.4 Dynamische Bahnbestimmung

Die Matrix H stellt den linearen Zusammenhang zwischen der geometrischen Distanz
und dem Parametervektor X(tg) her und setzt sich aus der Mapping Matrix H, der
State Transition Matrix ®(t,to) und der Sensitivitdtsmatrix S(¢) in Gl. 5.18 zusammen.
Die Mapping Matrix H stellt einen Zusammenhang zwischen der Beobachtung und dem
Zustandsvektor X(t) = X zum Beobachtungszeitpunkt ¢ her. Die State Transition Matrix
bringt den Zustandsvektor X mit dem initialen Zustandsvektor X(tp) in Verbindung. Die
Sensitivititsmatrix beschreibt die Anderung des Zustandsvektors in Abhingigkeit von

einer Anderung der dynamischen Parameter.

H=H (5.18)

®(t,t0) Ogzu
0626 S(t)

State Transition Matrix ® und Sensitivitdtsmatrix S
Die Herleitung der State Transition Matrix ®(t,tp) und der Sensitivitatsmatrix S(t) er-
folgt durch die Bildung der partiellen Ableitungen der Bewegungsgleichung X(t) (der
zeitlichen Anderung des Zustandsvektors) nach dem initialen Zustandsvektor X(¢y) und
dem Vektor pg, der die dynamischen Koeffizienten enthélt (Gl 5.19) [Xu, 2010].
Da die Bewegungsgleichung nicht direkt vom Zustandsvektor und den Koeffizienten ab-
héangt, erfolgt die Differentiation unter Anwendung der Kettenregel.

of(t,r,t,p) Of(t,X,p) 0X af(t,X,p)

0X(fo)po) 90X 9(X(io),po) | 9(X(te), po) (5.19)

Die partielle Ableitung des Bewegungsmodells nach dem Zustandsvektor X in GIl. 5.19
entspricht der Matrix A(¢) in Gl. 5.20, welche die Geschwindigkeiten und Stérbeschleuni-
gungen auf die Positions- und Geschwindigkeitskomponenten abbildet. Die Auswertung

der Ableitungen erfolgt an der Referenzbahn X,..s.

0323 I3.3
A =YX (5.20)

X Xref 9¥(1) 9¥(1)
6!‘(t) 3x3 6i‘(t) 3x3

Die rechte untere (3x3) Matrix in der Gl. 5.20 entféllt, wenn die Storbeschleunigung nicht
von der Geschwindigkeit abhéngt. Diese ist nur dann besetzt, wenn auch die Ableitungen
der Atmosphérenreibung berticksichtigt werden.

Da die Geschwindigkeit nicht von der Position abhéngt, ist der linke obere (3x3) Teil der
Matrix Null. Die Ableitung nach der Geschwindigkeit ergibt die Einheitsmatrix.

Die Ableitung des Zustandsvektors nach dem Parametervektor in Gl. 5.21 ergibt die
Ubertragungsmatrix ®(t,to) und die Sensitivitdtsmatrix S(¢). Die Sensitivitdtsmatrix

ist von der Dimension (6xu), wobei v der Anzahl der geschétzten Parameter entspricht.

0X
9(X(to), po)

B(t,10) S(t)] =

_ [ ax ax
- {3X(t0)6w6 9Po 62w (5.21)
Xyef
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Die State Transition Matrix ®(¢,to) in Gl. 5.22 - beschreibt die Entwicklung des Systems
und damit den Zusammenhang zwischen den Zustandsvektoren zu den Zeitpunkten %,
und ¢ [Tapley et al., 2004].

or(t) or(t)
X Or(to)szs  Or(to)sas
(t,t) = = (5.22)
9X(to) Xyef 9i(t) 9i(t)

Or(to)szz  Or(to)sz3

Die Sensitivitdtsmatrix S(¢) in Gl. 5.23 enthélt die partiellen Ableitungen des Zustands-
vektors X nach den Parametern pg [Montenbruck und Gill, 2000].

or(t)
aX OPo 3zu
S(t) = — = (5.23)
OPolx,., | oew
OPo 3zu
Die Gl. 5.19 kann somit folgendermaflen angeschrieben werden:
X of(t, X, p)
e = A(t) - |®(t, 1)) S(t)| + 5.24
XG0 ~ 20 (200 SO+ 5y 024

Da die Parameter pg des dynamischen Modells nicht zeitabhéngig sind, kann die Rei-
henfolge der Differentiation in Gl. 5.24 vertauscht werden und man erhélt die zeitliche
Anderung der State Transition Matrix und der Sensitivititsmatrix in G1. 5.25 [Xu, 2010].

mzczi;;m)'i:[q)(t’to) S(t)]-%=[q’>(t,to) S(1)] (5.25)

Lost man die Differentialgleichungen 5.26 und 5.27 mit den Anfangswerten des Zustands-
vektors und der dynamischen Koeffizienten durch numerische Integration, erhdlt man die
State Transition und die Sensitivitdtsmatrix zum Zeitpunkt ¢ (vgl. [Tapley et al., 2004],
[Montenbruck und Gill, 2000]).

(I)(t7 tO) = A(t) : Q(TH tO) ) (I’(t7 tO) = [169:6 Oqu] (526)

af(t, X, p)

S(t) = A(t)-S(t) + 9pe

) S(t) = [06x6 Oﬁxu] (5'27)

Da die Auswertung der partiellen Ableitungen an der Referenzbahn erfolgt, muss die
Objektposition auf der Bahn zum Zeitpunkt ¢ bekannt sein. Diese erhdlt man durch
numerische Integration des dynamischen Bewegungsmodells X in Gl 5.28 mit dem An-

fangswerten X(to) und po (vgl. [Tapley et al., 2004], .

X(t)= f(t,r,#,p) .,  X(t)=X(to), P=Ppo (5.28)

49



5.4 Dynamische Bahnbestimmung

Mapping Matrix H
Die korrigierten Entfernungsmessungen 1(¢) stehen iiber die Funktion h(¢, X) in Gl. 5.29
mit dem Zustandsvektor X zum Beobachtungszeitpunkt ¢ im Zusammenhang. € enthilt

das Beobachtungsrauschen [Tapley et al., 2004].

1(t) = h(t,X) + & (5.29)

Die Beobachtungsgleichung h(t,X) wird durch die geometrische 1-Weg Distanz in Gl.
5.30 aus der Entfernung zwischen der Station Xg(¢) zum Sendezeitpunkt ¢ und dem
Objekt X(t + 7,,) zum Reflexionszeitpunkt ¢ + 7, gebildet.

h(t,X) = || X(t + 1) — Xs(t)]| (5.30)

Die Funktion ist nicht-linear und wird durch eine Taylorreihe erster Ordnung in Gl. 5.31
approximiert. Glieder hoherer Ordnung werden bei der Reihenentwicklung vernachléssigt

[Tapley et al., 2004]. Die Auswertung erfolgt an der Referenzbahn X, ..

dh(t, X)

1(t) ~ h(t,X,ef) + 2
(6) = h(t: Xpep) + == |

X =X (t)] +e (5.31)
ref
Die Differenz der gemessenen 1-Weg Entfernung z(t) und der ModellgroBe h(t, X, .f)
wird als Verbesserung y(¢) und die Abweichung zwischen dem Zustandsvektor auf der
geschétzten X und der Referenzbahn X,.; mit x(t) bezeichnet. Das linearisierte Beob-
achtungsmodell ist in Gl. 5.32 dargestellt.

_ Oh(t,X)

v = x| xO+e (5.32)

ref

Die partielle Ableitung in Gl. 5.32 entspricht der Mapping Matrix H und stellt durch G1.
5.33 den linearen Zusammenhang zwischen dem Differenzvektor x(¢) zum Beobachtungs-

zeitpunkt ¢ und der Verbesserung y(t) her [Tapley et al., 2004].

y(t) =H-x(t) +¢ (5.33)
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Ausgleich nach kleinsten Quadraten

Die Parameterschatzung erfolgt iterativ bis das Konvergenzkriterium in Gl. 5.40 erfiillt ist.
Der Ausgleich wird mit einer einheitlichen Gewichtung durchgefiihrt, da nur Entfernungs-
messungen in die Bahnbestimmung eingehen. Unterschiedliche Normalpunktgenauigkei-
ten einzelner Beobachtungsstationen, sowie Korrelationen zwischen den Beobachtungen
werden vernachléssigt. Die Hauptdiagonale der Gewichtsmatrix R, ! enthalt die inversen
Varianzen (die quadrierten Standardabweichungen) o?. Die Standardabweichung wird
mit 1 cm festgelegt und entspricht der Standardabweichung des zufélligen Fehlers der
simulierten Messungen. Der initiale Parametervektor %X(¢y) geht als Pseudobeobachtung
%(t) mit der Kovarianzmatrix Py~ in den Ausgleich ein.

Somit erhélt man das Ausgleichssystem 5.34 - die dynamischen Koeffizienten schétzt man

mit, die Anfangswerte sind fehlerfrei.

(HIR;'H; + Py ) - %(tg) = HIR; ' - y(t;) + Py~ - X(to) (5.34)

Der Parametervektor X(to) enthélt die Zuschldge zum initialen Zustandsvektor und den
dynamischen Koeffizienten. Die Design Matrix H; setzt sich aus der Ubertragungsmatrix
®(t;,10), der Sensitivititsmatrix S(t;) und der Mapping Matrix Fj in G1. 5.35 zusammen.
Die Sensitivitdtsmatrix ist nur dann enthalten, wenn auch dynamische Koeffizienten mit-
geschitzt werden. Die Verbesserung y(¢;) enthélt die Abweichung zwischen der Messung
1(¢) und der ModellgréBe h(t, X,.r) [Montenbruck und Gill, 2000].

H; =H, [®(t,t)) S(t)] (5.35)

Da alle Beobachtungen y(¢;) in einem Schritt prozessiert werden, wird der batch - Al-
gorithmus zur Parameterschitzung eingesetzt. Dies bedeutet dass, das Ausgleichssystem
5.34 in eine linke A und rechte Seite N aufgespalten, (Gl. 5.36 und 5.37) und schrittweise

bis zur letzten Messung aufsummiert wird [Tapley et al., 2004].

A = H'R'H,+A |, A=P;! (5.36)
N H'R, ™ yt)+N |,  N=Py ' X(t) (5.37)

Das Normalgleichungssystem wird bis zur letzten Beobachtung aufsummiert und anschlie-

Bend gelost:

A-R(tg) =N . (5.38)

Danach erfolgt eine Korrektur der Initialwerte um die (im Parametervektor enthalte-
nen) Zuschliage X(¢p). Die Differenz zwischen der urspriinglichen und der ausgeglichenen
Beobachtung in Gl. 5.39 ergibt den Residuenvektor &;, der zur Konvergenziiberpriifung

eingesetzt wird [Niemeier, 2008].

my

i = yi(t) — Hi(t) - %(to) (5.39)

Die Konvergenz priift man anhand der empirischen Standardabweichung sg. Die Itera-

tion wird abgebrochen, wenn die Anderung zweier aufeinanderfolgender Standardabwei-
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chungen unter einem festgelegten Grenzwert liegt. Die Freiheitsgrade in Gl. 5.40 wer-

den aus der Anzahl der Beobachtungen n und der geschétzten Parameter u bestimmt

[Niemeier, 2008].

(5.40)

Das Flussdiagramm des Berechnungsalgorithmus (unter Vernachldssigung der Sensitivi-
tatsmatrix) basiert auf [Tapley et al., 2004].

y

Initialisierung der Referenztrajektorie
und der State Transition Matrix
X(t)=X(t,)
O (t;,t,)= ‘I‘(to,to)=1

Ja

Y

Initialisierung der Normalgleichung und
der rechten Seite

A=P;' N=P;'x(t,)

A-priori
Information

Nein

y

Initialisierung der Normalgleichung und
der rechten Seite

A=0 N=0

1
2 ER'E,
RMS=| =
n—u
Konvergenzkriterium

nicht erfllt :
Prozess
konvergiert

i-te Beobachtung einlesen:
t,z, R,

y

Bewegungsmodell und Ableitung der State
. Transition Matrix berechnen +

Numerische Integration der Referenztrajektorie
X(6)=F(, X (¢;))
D(t;,t0)=Alt;) - ®(t;,t,)

mit @ (t;,t,)=I

mit X (t,)=X (t,)

Y

Ausgleichssystem akkumulieren: Residuum,
Normalgleichung und rechte Seite berechnen

ei:y(t,)_H,(O'ﬁ(to)
A=A+H{R'H; mit H=H/[®(t,t)]
N=N+HIR"y(1)

Ja

Y

Gleichungssystem losen

AR(t,)=N Py=A""

Parameter Update

x([0)=x([0)+f((t0)
7‘(':0):2([0)_&({0)

Iteration tber alle
Beobachtungen

X(rv'>=X([v'—l)
(I)(t“to)z(b(t,_] :to)

Abbildung 5.12: Dynamische Bahnbestimmung unter Anwendung des batch-

Algorithmus. Darstellung basierend auf [Tapley et al., 2004].
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5.5 Qualitatsbeurteilung

Die Qualitdtsbeurteilung der Parameterschétzung erfolgt iiber verschiedene Genauigkeits-
mafe (von der Standardabweichung iiber den mittleren Punktfehler bis zum empirisch
bestimmten Schétzfehler). Die Standardabweichungen o, (formale Fehler) geben an wie
prézise die Parameter mit dem angenommenen funktionalen und stochastischen Modell
bestimmbar sind. Sie werden aus den Hauptdiagonalelementen der Kovarianzmatrix der
geschitzten Parameter (dem invertierten Normalgleichungssystem) abgeleitet, wobei die

empirische Standardabweichung sg in Gl. 5.41 herausgezogen ist [Niemeier, 2008].

Ox; = S0 "\ Yzx (541)

Zur Bestimmung des absoluten Punktlagefehlers in der Position und der Geschwindig-
keit setzt man den mittleren Punktfehler o, ein, der mit Gl. 5.42 aus den quadrierten

Standardabweichungen der einzelnen Koordinatenrichtungen gebildet wird.

op=/02, + 0%, + 02, (5.42)

Der empirisch bestimmte Schétzfehler ergibt sich aus der Differenz des fehlerfreien X(¢o)
und des geschatzten Wertes X(to) des initialen Zustandsvektors sowie der Zuschlage
Po — Po in den dynamischen Parametern durch Gl. 5.43. Er gibt an, wie préazise die

Parameter unter Beriicksichtigung tatsédchlicher Beobachtungen bestimmbar sind.

oposyver = X(to) — X(to) (5.43)

ocp,cr = Po— Do (5.44)

Der empirische Fehler in der Position und Geschwindigkeit wird durch den mittleren
Punkfehler in Gl. 5.42 aus den empirischen Fehlern der einzelnen Koordinatenrichtungen

abgeleitet.
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5.6 Bahnbestimmung aus der globalen Geometrie

Anhand der globalen Geometrie - bestehend aus 10808 simulierten SLR Messungen - wur-
de eine Parameterschétzung durchgefithrt. Der Anfangswert des Zustandsvektors enthielt
einen Fehler von 100 m in der groflen Halbachse a. Die dynamischen Koeffizienten (Cp,
CRr) gingen fehlerfrei in den Ausgleich ein, wurden allerdings mitgeschétzt. Die Ergeb-
nisse der Parameterschitzung sind in Tab. 5.2 zusammengefasst und werden in Kap. 7
als Referenzlosung eingesetzt. Sowohl der formale als auch der empirisch bestimmte La-
gefehler (ocpopg) liegen unter 1 mm, die absolute Geschwindigkeit (oy gr) ist mit einer
Prézision von weniger als 1 pum/s bestimmbar. Der Cr Koeffizient erhélt eine hohere

Verbesserung als der C'p Koeffizient.

Tabelle 5.2: Formale und empirische Fehler der geschéitzten Parameter, die aus der
globalen Geometrie (10808 Messungen) abgeleitet wurden.

opos [mm] ovgr [pm/s] ocp OCR
Formaler Fehler 0.8 0.7 +2.6-107% +8.0-107°
Empirischer Fehler 0.4 0.6 -1.6-107%  -5.0-107°

Ausgehend von diesem verbesserten Zustandsvektor erfolgte eine Pradiktion der Objekt-
bahn fiir einen Zeitraum von 14 Tagen, mit demselben dynamischen Bewegungsmodell,
das auch zur Integration der Referenzbahn eingesetzt wurde. Die Integrationsschrittweite
belie man bei 60 Sekunden. Diese Bahn gilt im Folgenden als Referenzlésung, mit der
die 14-Tage Bahnvorhersagen der eingeschrankten Beobachtungsgeometrien in Kap. 7
verglichen werden. Die Abb. 5.13 enthélt die Bodenspur der integrierten Referenzlosung
im erdfesten System. Die Farbkodierung bezieht sich auf die absolute Geschwindigkeit
des Objektes im erdfesten System.

v [km/s]
90 T T T T T T T T T T T 7.8
60 b 7.7
7.6
30
— 7.5
— 0
& 7.4
-30
, 7.3
-60 70
_90 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 7.1
-180 -150 -120 -90 -60 -30 O 30 60 90 120 150 180

Abbildung 5.13: Bodenspur der Referenzlésung im erdfesten System.
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Kapitel 6

Einschrankung der

Beobachtungszahl

Im vorherigen Kapitel wurde eine globale Beobachtungsgeometrie aus 10808 Laserent-
fernungsmessungen abgeleitet und zur Bahnbestimmung eingesetzt. Im Folgenden wird
die Gesamtanzahl der SLR Messungen anhand einer Hebelwertanalyse reduziert. Der
Hebelwert beschreibt den Einfluss einer Beobachtung in der gesamten Beobachtungs-
geometrie [Niemeier, 2008] und wird aus der Kovarianzmatrix Q,, der Verbesserungen
abgeleitet. Beobachtungen mit einem hohen Hebelwert (gleichzusetzen mit einem niedri-
gen Redundanzanteil) werden als einflussreiche Datenpunkte angesehen. Als Hebelpunkt
bezeichnet man eine Messung, die - geometrisch gesehen - weit von den iibrigen Daten-
punkten entfernt ist und somit einen groflen Einfluss auf die Parameterschéitzung ausiibt
[Niemeier, 2008]. Die Abb. 6.1 illustriert den Einfluss eines Hebelpunktes auf eine Aus-
gleichsgerade.

y=a,ta,;-x

--=nT Hebelpunkt

» X

Abbildung 6.1: Schematische Darstellung eines Hebelpunktes und dessen Auswirkun-
gen auf eine Ausgleichsgerade, basierend auf [Niemeier, 2008].

Der Hebelwert wird in der Studie auch zur numerischen Beschreibung der Datendichte
und der Bahnabdeckung eingesetzt und kann dazu beitragen Regionen sowie Stationen,
Pésse und einzelne Beobachtungen aufzudecken, die einen hohen Stellenwert in der ge-
samten Beobachtungsgeometrie haben. Die Kovarianzmatrix der Verbesserungen Q.

enthélt in der Diagonale die Redundanzanteile r; der Beobachtungen [Niemeier, 2008]
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6.0 Einschrinkung der Beobachtungszahl

und wird durch den Zusammenhang in Gl. 6.1 aus der Design Matrix H abgeleitet, in
der die Beobachtungsgeometrie (die relative Lage zwischen dem Objekt und der Station

zum Beobachtungszeitpunkt) enthalten ist.

Q.=1-H-(H H) ' H|=1-P (6.1)

Die Redundanzanteile r; stehen mit den Hebelwerten h; in der Hauptdiagonale der Pro-

jektionsmatrix P im rechten Ausdruck der Gl. 6.1 in folgendem Zusammenhang:

r, = 1-— hz‘ . (62)

Globale Beobachtungsgeometrie

Die Abb. 6.2 stellt die Hebelwerte der globalen Beobachtungsgeometrie dar. Durch die
farbliche Kodierung werden Hemispharen und Beobachtungsintervalle abgegrenzt. Die
Hebelwertmaxima treten zu Beginn und am Ende des 3-tédgigen Simulationszeitraums
auf. Observatorien auf der Siidhalbkugel (Blau und Griin) fithren aufgrund der gerin-
gen Stationsdichte die einflussreicheren Messungen durch. Die hochste Datenredundanz
tritt (wie bereits anhand der Abbildungen 5.9 und 5.10 beschrieben) tagsiiber auf der
Nordhalbkugel (Violett) auf.
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Abbildung 6.2: Groéflenordnung und Verteilung der Hebelwerte der simulierten Be-
obachtungen. Die Hebelwerte von Messungen der Nordhalbkugel (NH) sind in Violett
(Tagbeobachtungen) und Dunkelgriin (Nachtbeobachtungen) und der Siidhalbkugel
(SH) in Blau (Tag) und Griin (Nacht) dargestellt.

Européiische Beobachtungsgeometrie

Die globale Geometrie wurde infolge reduziert, insofern dass nur die folgenden 10 euro-
péischen Observatorien als Beobachter eingesetzt wurden:

Graz (Osterreich), Wettzell und Potsdam (Deutschland), Zimmerwald (Schweiz), San
Fernando (Spanien), Grasse (Frankreich), Herstmonceux (Vereinigtes Konigreich), Riga
(Lettland), Borowiec (Polen) und Metsahovi (Finnland).
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6.0 Einschrinkung der Beobachtungszahl

Die Abb. 6.3 stellt die Hebelwertverteilung der européischen Geometrie dar. Wie auch
in der globalen Geometrie (Abb. 6.2) sind Messungen, die zu Beginn und am Ende
des Simulationszeitraums stattfinden, durch héhere Hebelwerte gekennzeichnet, wobei
die Hebelwertmaxima des 1. und 2. bzw. 2. und 3. Tages innerhalb der européischen
Geometrie geringere Differenzen aufweisen. Im Gegensatz zur globalen Geometrie tritt
das Hebelwertmaximum der Nachtbeobachtungen nicht am 1. sondern am 3. Tag auf.
Tagbeobachtungen (Violett) zeigen - wie auch in der globalen Geometrie - hohere Red-

undanzwerte.
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Abbildung 6.3: Gréflenordnung und Verteilung der Hebelwerte der eingeschriankten
europiischen Geometrie. Die Hebelwerte von Messungen, welche tagsiiber stattfinden
sind in Violett dargestellt. Nachtbeobachtungen sind in Dunkelgriin gekennzeichnet.

Einschriankung der Beobachtungsgeometrie

Infolge wurde die globale Geometrie anhand der Hebelwerte der Beobachtungen auf einen
empirisch ermittelten Wert von 72 Messungen mit jeweils 24 pro Tag reduziert. In der Tab.
6.1 sind drei Auswahlverfahren (K1-K3), welche fiir die Reduktion der Beobachtungen
Anwendung fanden, zusammengefasst.

Tabelle 6.1: Auswahlverfahren, die zur Einschrénkung der Beobachtungsgeometrie
eingesetzt wurden.

K1 Auswahl von 24 Messungen pro Tag mit maximalen
Hebelwerten.

K2 Elimination von Beobachtungen anhand einer Abstands-
funktion. Anschlieend Auswahl von 24 Messungen pro
Tag mit maximalen Hebelwerten.

K3 Auswahl von 24 Messungen pro Tag mit minimalen
Hebelwerten.

Mit den Verfahren K1 und K3 wahlt man jene Messungen mit den hochsten bzw. nied-
rigsten Hebelwerten aus. Die Methode K2 unterscheidet sich von den anderen beiden
dahingehend, dass gewisse Datenpunkte vor der Selektion verworfen werden.

Die Elimination der Messungen erfolgt anhand der Abstandsfunktion DST; in Gl. 6.3,

die einen Zusammenhang zwischen dem Hebelwert h;, dem Redundanzanteil r;, der em-
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6.0 Einschriankung der Beobachtungszahl

pirischen Standardabweichung sg, der Standardabweichung des Beobachtungsrauschens

oo und der Anzahl der geschitzten Parameter u herstellt [Jagadeeswari et al., 2013].

22
u-og T

DST, = (6.3)

Diese Abstandsfunktion DST; wird fiir jeden Datenpunkt ausgewertet. Samtliche Mes-

sungen, deren DST; {iber einer Schranke von
DST; > upst + opst (6.4)
liegen, werden aus der Gesamtgeometrie eliminiert. Dadurch erhélt man eine Auswahl

an Messungen, deren Hebelwerte in derselben Gréfienordnung liegen.

Durch die Anwendung der drei Auswahlverfahren (K1-K3), die in der Tab. 6.1 zusammen-
gefasst sind, wurden die Simulationszenarien A-DNT-K1, A-DNT-K2 und A-DNT-K3 in
der Abb. 6.4 aus der globalen Geometrie abgeleitet.

A-DNT-K3

Perigdum bis 30°

A-DNT-K2 [+—— Global ——> Europa

Perigaum t

A-DNT-K1 E-T-K1

t AN bis Perigdum

A-NT-K1

| { Hebelwerte @ Zeitintervall € Stationsgeometrie

Abbildung 6.4: Globale und européische Simulationsszenarien, die aus der Gesamt-
geometrie anhand verschiedener Merkmale (Hebelwerte, Zeitintervall und Stationen)
abgeleitet wurden.

Anschliefend wurde die globale Geometrie auf die Zeitspanne Nacht eingeschréankt und
durch die Anwendung des Auswahlverfahrens K1 das Simulationsszenario A-NT-K1 ab-
geleitet. Die Sichtbarkeit des Objektes reduziert sich dadurch auf die Richtung vom
aufsteigenden Knoten iiber das Perigdum bis zum Perigdumsdurchgang.

Das Szenario E-T-K1 wurde - unter Anwendung des Verfahrens K1 - aus der européi-
schen Geometrie und einer Einschrankung des Beobachtungsintervalls auf die Tag-Nacht

Grenze (die sogenannte Terminator Periode) hergleitet.
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6.1 Stationsgeometrie

6.1 Stationsgeometrie

Die folgenden Abb. 6.5 und 6.6 zeigen die Stationsgeometrien, die sich durch die Anwen-
dung der Auswahlverfahren K1 bis K3 (A-DNT-K1 bis K3) sowie die Einschriankung auf
die Beobachtungszeitspanne Nacht (A-NT-K1) ergeben.

Abbildung 6.5: Stationsgeometrie der eingeschréankten globalen Szenarien. Darstel-
lung von oben nach unten: A-DNT-K1 und A-NT-K1. Credit: GMT

Die Stationsgeometrie des Szenario A-DNT-K1 (Abb. 6.5, Pos. 1) besteht aus sechs Ob-
servatorien, wovon sich zwei (7105, 7110) in den Vereinigten Staaten und vier (7090, 7406,
7501, 7825) auf der Stidhalbkugel befinden.

Durch die Einschrankung der Beobachtungszeitspanne in A-NT-K1 (Abb. 6.5, Pos. 2)
andern sich die teilnehmenden Stationen, wahrend die Anzahl von sechs erhalten bleibt.
Als Beobachter werden ein Observatorium in den Vereinigten Staaten (7105), zwei in
Europa (1884, 7806) und drei auf der Siidhalbkugel (7406, 7501, 7825) ausgewahlt. Im
Vergleich zu Szenario A-DNT-K1 befinden sich nun zwei Stationen (1884, 7806) néher
am Perigdum.

Die Auswahl von Beobachtungen mit niedrigen Hebelwerten (A-DNT-K2, A-DNT-K3)
fithrt zu einer deutlichen Erhohung der Stationsanzahl auf 21 und 28 (Abb. 6.6, Pos. 1
und 2).
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6.1 Stationsgeometrie

Abbildung 6.6: Stationsgeometrie der eingeschréankten globalen Szenarien. Darstel-
lung von oben nach unten: A-DNT-K2 und A-DNT-K3. Credit: GMT

Bei einer Einschriankung auf die européische Stationsgeometrie und die Terminator Peri-
ode im Szenario E-T-K1 (Abb. 6.7 ) sind alle européischen Observatorien mit Ausnahme
der Station San Fernando (7824) beteiligt.

90° =

300k P ; 300

Abbildung 6.7: Stationsgeometrie des eingeschrankten européaischen Szenario E-T-
K1.
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6.2 Zeitliche Verteilung der Beobachtungen

6.2 Zeitliche Verteilung der Beobachtungen

Die zeitliche Verteilung der Messungen ist in der Abb. 6.8 fiir die Szenarien A-DNT-K1,
A-NT-K1 sowie E-T-K1 dargestellt. Der Beobachtungszeitraum erstreckt sich iiber drei
Tage.
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Abbildung 6.8: Zeitliche Abdeckung des dreitagigen Simulationszeitraumes durch
Messungen. Die obere Zahl gibt die Anzahl der enthaltenen Beobachtungen, die untere
die Kennnummer des Passes an. Pos. 1-3: A-DNT-K1, A-NT-K1 und E-T-K1.

Den Szenarien ist eine sehr inhomogene Beobachtungsverteilung gemein. Die Messungen
der globalen Szenarien A-DNT-K1 (Pos. 1) und A-NT-K1 (Pos. 2) finden am Anfang und
am Ende sowie in der ersten Hélfte des zweiten Tages statt. Schriankt man die Stations-
geometrie auf Europa und die Terminator Periode ein (Pos. 3), finden die Beobachtungen
am Ende eines Tages statt. Gegeniiber den globalen Szenarien erhoht sich die Anzahl der
beteiligten Stationen von sechs auf neun. Die enthaltenen Pésse werden am zweiten und
dritten Tag anndhernd gleichzeitig gemessen.

Zwischen den Beobachtungsgruppen treten (bedingt durch die Auswahl der Beobachtun-

gen mit maximalen Hebelwerten) grofie Datenliicken von ~18 bis iiber 24 Stunden auf.

Am Szenario A-DNT-K1 sind insgesamt sechs Observatorien beteiligt, wovon sich zwei
(7105, 7110) in den Vereinigten Staaten und vier (7090, 7825, 7406, 7501) auf der Stidhalb-
kugel befinden. Die Messungen sind ungefihr im Verhéltnis 1 : 4 auf die Hemisphéren
Nord und Siid verteilt. Durch die Einschrankung der Beobachtungszeitspanne in A-NT-
K1 &ndern sich die teilnehmenden Stationen, die Anzahl von sechs bleibt erhalten. Im
Vergleich zu Szenario A-DNT-K1 werden die Stationen Yarragadee (7090) und Monument
Peak (7110) durch Riga (1884) und Metsahovi (7806) ersetzt. Die Messungen verteilen
sich im Verhéltnis 2 : 3 auf die Nord- und Siidhalbkugel.
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6.2 Zeitliche Verteilung der Beobachtungen

Bei einer Einschriankung auf die européische Stationsgeometrie und die Terminator Peri-
ode sind alle européischen Observatorien mit Ausnahme der Station San Fernando (7824)
beteiligt.

Die Abbildungen 6.9 und 6.10 zeigen die Beobachtungspléine der Szenarien A-DNT-K2
und A-DNT-K3.
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Abbildung 6.9: Beobachtungsplan des Szenario A-DNT-K2. Die obere Zahl gibt die
Anzahl der enthaltenen Beobachtungen, die untere die Kennnummer des Passes an.
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6.2 Zeitliche Verteilung der Beobachtungen

Die Auswahl von Messungen mit niedrigen und gleich hohen Hebelwerten in A-DNT-K2
sowie A-DNT-K3 (Abb. 6.9) fithrt zu einer guten zeitlichen Verteilung der Beobachtungen
und - verglichen mit A-DNT-K1 - zu einer deutlichen Erh6hung der Stationsanzahl auf
21 und 28. Die Entfernungsmessungen der Szenarien A-DNT-K2 und A-DNT-K3 teilen
sich ungefdhr im Verhéltnis 3 : 4 bzw. 3 : 1 auf die Nord- und die Siiddhalbkugel auf.
Der Nachteil der Auswahlverfahren K2 und K3 liegt in der hohen Anzahl der benétigten
Stationen und Pésse und folglich zeitlich unzusammenhidngenden Beobachtungen. Im
Szenario A-DNT-K3 werden am ersten Beobachtungstag beispielsweise sechs Pésse mit

nur einer Messung ausgewahlt.
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Abbildung 6.10: Beobachtungsplan des Szenario A-DNT-K3. Die obere Zahl gibt die
Anzahl der enthaltenen Beobachtungen, die untere die Kennnummer des Passes an.
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6.3 Raumliche Verteilung der Messungen

6.3 Raumliche Verteilung der Messungen

Die rdumliche Verteilung der Messungen vergleicht man in der Abb. 6.11 durch eine Héau-
figkeitsverteilung der mittleren Anomalien (mit einer 10° Einteilung). Der Bahnbogen
zwischen dem Apogidum und dem aufsteigendem Knoten ist aufgrund der Bahngeome-
trie von den Stationen aus nicht sichtbar.

Im Szenario A-DNT-K1 (Pos. 1) wird primér die Richtung zwischen dem aufsteigen-
den Knoten und dem Perigdum beobachtet. Der Bahnbogen zwischen dem absteigenden
Knoten und dem Apogdum wird in einem Pass der Station Mount Stromlo (7825) auf-
gezeichnet, der ~1/3 der Beobachtungen enthélt. Das Szenario A-DNT-K3 (Pos. 3) ist
durch eine gute raumliche Verteilung der Messungen gekennzeichnet, wobei der Bahnbo-

gen zwischen 45° und 90° mittlerer Anomalie am haufigsten beobachtet wird.
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Abbildung 6.11: Riumliche Verteilung der Messungen im dreitdgigen Simulations-
zeitraum. Darstellung von links nach rechts, oben nach unten (Pos. 1-5): A-DNT-K1,
A-DNT-K2, A-DNT-K3, A-NT-K1 und E-T-KI1.

Die Auswahl von Messungen mit niedrigen Hebelwerten (A-DNT-K2) fiihrt durch die
hohe Stationsdichte (21 Observatorien) zu einer relativ gleichméfiigen rdumlichen Ver-
teilung, wobei es Bahnpositionen (wie das Perigium und die Richtung zwischen dem
absteigenden Knoten und dem Apogéaum) gibt, die hdufiger beobachtet werden. 53% die-
ser Beobachtungen finden tagsiiber statt. Durch die Einschriankung auf die Zeitspanne
Nacht erh6ht man im Szenario A-NT-K1 die Anzahl der Messungen in Perigdumsné-
he. Bei einer weiteren Reduktion der Stationsgeometrie auf Europa und die Terminator
Periode (Pos. 5) im Szenario E-T-K1 wird die Objektbahn ausschlielich nach dem Peri-

gdumsdurchgang aufgezeichnet. Man beachte die abweichende Skalierung der y-Achse.
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6.4 Elevation und Objektentfernung

6.4 Elevation und Objektentfernung

Die folgende Abb. 6.12 stellt die statistische Verteilung der Elevationen (ele) und der
gemessenen Entfernungen (dist) iber den minimalen Wert, die Quantile (0.25, 0.5 und

0.75) und den maximalen Wert dar.

Im globalen Szenario A-DNT-K1 sind Beobachtungen mit hohen Hebelwerten durch nied-
rige Elevationen (unter ~30°) und hohe Entfernungen zum Objekt (50% tiber 2000 km)
charakterisiert. Fiir Messungen mit hohen Redundanzwerten (A-DNT-K3) hingegen sind
hohe Elevationswinkel (50% iiber ~70°) und kurze Distanzen (50% unter ~800 km) ty-
pisch. Durch die Auswahl von Beobachtungen mit niedrigen Hebelwerten (A-DNT-K2)
erhilt man eine Kombination aus niedrigen und hohen Elevationen, die 1 : 1 den Berei-
chen unter ~15° und bis ~50° zuzuordnen sind.

Durch eine Einschrankung des Beobachtungszeitraums in A-NT-K1 driickt man die Ent-
fernungen zum Objekt im Vergleich zu A-DNT-K1 etwas nach unten. Der Maximalwert
(violette Linie) verringert sich von ~2800 m auf ~2500 m. Bedingt durch die Limitierung
der Bahnabdeckung auf das Perigdum, reduziert die européische Stationsgeometrie E-T-

K1 die gemessenen Distanzen weiter.
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Abbildung 6.12: Statistische Verteilung der Objektentfernungen (dist) und Elevatio-
nen (ele): Minimum (Schwarz), 25% Quartil Q25 (Tirkis), Median Q50 (Griin), 75%
Quartil Q75 (Blau) und Maximum (Violett).
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Kapitel 7

Analyse der
Parameterschatzung &

Bahnvorhersage

In der Abb. 7.1 sind die Ergebnisse der Parameterschéitzung und Bahnvorhersage zu-
sammengefasst, die man mit den Szenarien (A-DNT-K1 bis K3, A-NT-K1 und E-T-K1)

erzielt.
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Abbildung 7.1: Empirische Fehler der geschitzten Parameter (das sind die absolute
Position und Geschwindigkeit, der Cp und Cr Koeffizient) und Pradiktionsfehler in
den (along-track, radial und normal) Bahnkomponenten nach 14 Tagen. Die Zahlen-
werte sind als Anderungsfaktoren (AF) zur Referenzldsung aufzufassen.
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Der untere Teil zeigt die empirischen Fehler der geschitzten Parameter im Verhéltnis
(AF) zu der Referenzlosung in Kap. 5.6, die aus der Gesamtgeometrie (mit 10808 Be-
obachtungen) berechnet wurden. AFpos und AFy g, bezeichnen die absoluten Fehler-
dnderungen in Position und Geschwindigkeit, AFop und AFog die Anderungen in den
dynamischen Koeffizienten.

Der obere Teil der Grafik vergleicht die empirischen Prédiktionsfehler, die nach 14 Ta-
gen in den Bahnkomponenten auftreten. Diese sind als Verhéltnis zur Referenzlésung
zu interpretieren. Dazu bildet man den Quotienten AF aus den Bahnresiduen Axpsy
bzw. Axgaw (vgl. Kap. 7.1) der - in den Simulationsszenarien - geschitzten Bahn und
der Referenzbahn. In along-track Richtung wird zwischen der mittleren Fehlerdnderung
AF 4 und der Anderung der maximalen Amplitude des periodischen Anteils AF 44 un-
terschieden. In der radialen und normal Richtung sind ausschliefllich die Anderungen

AFra und AFn 4 der Amplituden angegeben.

Parameterschiatzung und Bahnpriadiktion nach 14 Tagen

Die ungenaueste Parameterschatzung erfolgt mit den Szenarien A-DNT-K1 und A-NT-K1
(7.1), die Messungen mit hohen Hebelwerten enthalten. Durch die Zunahme der Beobach-
tungen in Perigiumsnéhe im Szenario A-NT-K1 erhoéhen sich im Vergleich zu A-DNT-K1
die Fehler in allen Parametern.

Bei einer Einschriankung auf die européische Stationsgeometrie und die Terminator Peri-
ode im Szenario E-T-K1 erzielt man im Vergleich zu den globalen Szenarien (A-DNT-K1,

A-NT-K1) eine prézisere Schiatzung aller Parameter.

Der Zustandsvektor ist mit dem Szenario A-DNT-K2 (niedrige Hebelwerte) am genaues-
ten bestimmbar. Die dynamischen Koeffizienten erhalten im Szenario A-DNT-K3 (nied-
rige Hebelwerte) die geringsten Zuschlige, wobei der C'p Koeffizient etwas genauer ge-
schétzt wird.

Ein numerischer Vergleich der Ergebnisse der Parameterschiatzung und 14-Tage Bahnvor-

hersage ist in der Tab. 7.1 gegeben.

Tabelle 7.1: Ergebnisse der Parameterschiatzung und Bahnvorhersage nach 14 Tagen,
die man mit den Simulationsszenarien erzielt.

Parameterschitzung Bahnvorhersage (14 Tage)
Szenario AFPOS AFVEL AFCD AFCR AFAM AFAA AFRA AFNA

A-DNT-K1 65 63 83 90 -145 62 54 26
A-DNT-K2 6 6 -28 -8 -244 24 40 3
A-DNT-K3 42 17 -4 6 -147 8 18 11
A-NT-K1 81 88 109 107 -28 7 84 25
E-T-K1 31 47 -23 -9 -155 16 25 20

Die préziseste Bahnvorhersage erzielt man mit A-NT-K1, wobei hier in allen Bahnkompo-
nenten die héchsten periodischen Bahnfehler auftreten. Die along-track Richtung ist mit
den globalen Szenarien A-DNT-K1 (hohe Hebelwerte), A-DNT-K3 (niedrige Hebelwerte)

und der europiischen Stationsgeometrie E-T-K1 anndhernd gleich prézise bestimmbar.
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Durch die Einschriankung auf eine européische Stationsgeometrie und die Terminator Pe-
riode erzielt man im Vergleich zu Szenario A-DNT-K1 allerdings geringere Bahnfehler in
radialer und normal Richtung.

Die prazise Bahnvorhersage aus einem ungenauen Parametersatz im Szenario A-NT-K1
kann unter Umstidnden dadurch erklart werden, dass das Beobachtungsrauschen nicht
korrekt aus den Daten entfernt wird und ein Teil des zufalligen Messfehlers von den dy-
namischen Koeffizienten (oder auch dem Zustandsvektor) aufgenommen wird. Die Bahn
konnte sich dadurch den fehlerhaften Messungen anpassen und kiinstlich modifiziert wer-
den. Mit unterschiedlichen Parametersiatzen (die durch jeweils andere Bahnabdeckungen

zustande kommen) erzielt man somit andere Pradiktionsgenauigkeiten.

Korrelationen zwischen den geschitzten Parametern
Zur Analyse von Korrelationen zwischen den Komponenten des Zustandsvektors und den
dynamischen Koeffizienten wurden die Korrelationskoeffizienten C'C;; nach Gl. 7.1 aus
der Kovarianzmatrix der geschétzten Parameter abgeleitet [Niemeier, 2008].

Oy,

CCij S — (71)

Oz, " O,

In der Tab. 7.2 sind die Korrelationskoeffizienten CCcp cr der Simulationsszenarien dar-
gestellt. Zwischen den Koeffizienten C'p und Cp treten in allen Szenarien (mit Ausnahme
von A-DNT-K2 und A-DNT-K3) hohe Korrelationen iiber ~0.95 auf. In A-DNT-K2 und
A-DNT-K3 sind diese mit Werten von ~0.74 sowie ~0.47 schwach korreliert.

Tabelle 7.2: Korrelationen zwischen den dynamischen Koeffizienten C'p und Cg.

CCcp,cr
A-DNT-K1 1.00
A-DNT-K2 0.74
A-DNT-K3 0.47
A-NT-K1 0.99
E-T-K1 0.95

Die Abb. 7.2 zeigt die Korrelationen zwischen den Komponenten des initialen Zustands-
vektors und den dynamischen Koeffizienten. Korrelationskoeffizienten mit Absolutwerten
iber 0.7 sind farblich hervorgehoben. In den Szenarien A-DNT-K1, A-DNT-K3, und
A-NT-K1 treten hohe positive bzw. negative Korrelationen zwischen den geschétzten
Parametern auf. Die Szenarien A-DNT-K2 (Pos. 2) und E-T-K1 (Pos. 5) sind durch

schwache Korrelationskoeffizienten charakterisiert.
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Px Py [Pz |Vx |Vy |Vz |Cp |Cr Px Py [Pz |Vx |V |Vz |Cp |Cr

Py |-0.06 1
Pz 0.71| -0.54 1
Vx 0.44|-0.09| 0.25 1
Vy |-0.19| 0.60| -0.34| 0.45 1
vz | -0.76 0.51- -0.35| 0.35 1
Cp |-0.66| 0.04|-0.65|-0.24| -0.12| 0.57 1
Cr |-0.33|-0.26| -0.11| -0.11| -0.38 | -0.01| 0.74 1

Cr Px |Py |Pz Vx |Vy |vz [Cp |Cr

Cp |-0.36 0.14|-0.45|-0.03| 0.13| 0.34 1 Co
Cr 0.54 -0.67| 0.44| 0.75| -0.71| -0.56 | 0.47 1 Cr

Py |-082 1
Pz | 077|057 1
Vx | 037]-063] 041 1
Vy |-0.23| 018 -0.39|-012| 1
vz |-0.36 0.37|-0.65) 059 0.83| 1
Co | 0.08]-0.46|-0.14| 052|-0.43| 042 1

Cr 0.35| -0.69| 0.08| 0.62| -0.41 -0.46!1

Abbildung 7.2: Korrelationen zwischen den geschétzten Parametern. Die Darstellung
enthélt von links nach rechts und oben nach unten (Pos. 1-5) die folgenden Szenarien:
A-DNT-K1, A-DNT-K2, A-DNT-K3, A-NT-K1, und E-T-K1.
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7.1 Bahnvorhersage

7.1 Bahnvorhersage

Durch numerische Integration der geschétzten Zustandsvektoren und des Bewegungsmo-
dells - unter Beriicksichtigung der geschétzten dynamischen Koeffizienten - wurde eine
Bahnvorhersage iiber einen Zeitraum von 14 Tagen berechnet. Die Bahnprédiktionen
der Simulationsszenarien werden anhand der Referenzbahn miteinander verglichen. Da-
fir wurde die Differenz Ax(t) der geschétzten X 4 (t) und der Referenzbahn X,.¢(t) im
erdfesten System in Gl. 7.2 berechnet und in ein objektbezogenes Koordinatensystem

transformiert.

AX(1) = Xewr(t) = Xypep(t) (7.2)

Durch die Wahl eines solchen Koordinatensystems ist es moglich Abweichungen entlang
des Geschwindigkeits- und Radiusvektors zu separieren. Der Ursprung eines objektbezo-
genen Systems liegt im Massenzentrum des Satelliten, die Achsen bewegen sich mit dem
Objekt mit (Abb. 7.3) [Vallado, 2003].

Zur Darstellung der Bahnresiduen in along-track (A) Richtung kommt das ,in-track®
(KAW) System zum Einsatz, dessen zweite Achse entlang des Geschwindigkeitsvektors
ausgerichtet ist. Zur Beschreibung des radialen Fehlers wird das ,along-track® (RSN)
System verwendet, da dessen zweite Achse mit dem Radiusvektor zusammenféllt. Die

Bahnresiduen in normal Richtung beziehen sich ebenso auf das RSN-System.

XECE

along —track
RSN —System

in—track
LAW —System

Abbildung 7.3: Die objektbezogenen Systeme ,along-track* (RSN) und ,in-track®
(KAW), basierend auf [Vallado, 2003].

Die Bahnresiduen Ax(t) im erdfesten System transformiert man mit der Matrix LAW in
Gl. 7.3 in das ,in-track” System. Die Transformationsmatrix wird aus dem Radiusvektor
r und Geschwindigkeitsvektor v des erdfesten Zustandsvektors X,.f(t) auf der Referenz-

bahn abgeleitet. Die zweite Achse A ist entlang des Geschwindigkeitsvektors ausgerichtet
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7.1 Bahnvorhersage

[Vallado, 2003].

A=Y w=""Y " L_AxW  Axgaw(t) = [LAW]'Ax(t) (7.3)
(vl [ x vl

Die Rotationsmatrix RSN vom erdfesten ins objektbezogene ,,along-track“ System erhélt
man mit Gl. 7.4 in gleicher Weise aus dem Radiusvektor r und Geschwindigkeitsvektor v
des erdfesten Zustandsvektors X,.s(t) auf der Referenzbahn. In diesem Fall ist die zweite
Achse in Richtung des Radiusvektors ausgerichtet [Vallado, 2003].

r rXv

S=NxR  Axpsy(t) = [RSN] 'Ax(t) (7.4)

L <V

Bahnresiduen in along-track Richtung

In den folgenden beiden Abb. 7.4 und 7.5 sind die Bahnabweichungen Ax 4(t) zwischen
der geschitzten und der Referenzbahn in along-track Richtung (A) im KAW-System dar-
gestellt. Die Abb. 7.4 enthélt die Szenarien A-DNT-K1, A-DNT-K2 und A-DNT-K3 (Pos.
1-3). Die numerischen Werte in der rechten oberen Ecke geben die mittleren Fehler und

die maximalen Amplituden der periodischen Fehleranteile nach 14 Tagen an.

5277139 cm |

20 -
40
60 F
-80 -
-100 : L
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A X A(t) [em]

88.375.4 cm |

,20 -
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IS

20 !
40 :
-60 [ 1
-80 - :
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Zeitspanne (in Tagen)

A X A(t) [em]

Abbildung 7.4: Bahnabweichungen der globalen Szenarien in along-track Richtung.
Pos. 1-3: A-DNT-K1, A-DNT-K2 und A-DNT-K3.
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7.1 Bahnvorhersage

Der geringste mittlere Fehler tritt im Szenario A-DNT-K1 (Pos. 1) auf, in der alle Para-
meter am ungenauesten geschatzt wurden. Die Bahnresiduen zeigen ungeféhr bis zum 13.
Tag einen negativen linearen Trend und stabilisieren sich danach auf einen mittleren Feh-
ler von ~52.7 cm. Es ist eine starke Erhohung der Amplitude der periodischen Bahnfehler
erkennbar, was auf die ungenaue Parameterschitzung zurtickzufithren ist. Das heifit die
geschétzte Bahn verliert gegeniiber der Referenzbahn zuerst an Hohe, balanciert sich bis
zum Ende der Vorhersageperiode auf einer niedrigeren Flughdhe ein, wobei die Instabili-
tdten wihrend eines Orbitumlaufs zunehmen. Nach 14 Tagen erreichen die periodischen
Bahnfehler mit ~13.9 cm ungefdhr den dreifachen bis sechsfachen Wert der anderen bei-
den Szenarien.

Die ungenaue Schétzung der dynamischen Koeflizienten (insbesondere des C'p Koeffizi-
enten) des Szenario A-DNT-K2 (Pos. 2) wirkt sich in einem stark negativen linearen
Trend aus - in along-track Richtung erzielt man nach 14 Tagen eine mittlere Genauigkeit
von ~88 cm. In A-DNT-K3 (Pos. 3) tritt in along-track Richtung ebenso ein negativer
linearer Trend auf, der allerdings geringer ausféllt als im Szenario A-DNT-K2, was mit
der genaueren Schitzung der dynamischen Parameter in Verbindung gebracht werden
kann. Der mittlere Fehler liegt mit ~53 cm im Bereich des Szenario A-DNT-K1, die

Amplituden sind kleiner.

Die Abb. 7.5 stellt die Ergebnisse der Szenarien mit hohen Hebelwerten gegeniiber. Die
Grafik enthilt die globalen Szenarien A-DNT-K1 und A-NT-K1 sowie das européische
Szenario E-T-K1 (Pos. 1-3).
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Abbildung 7.5: Bahnabweichungen in along-track Richtung, die sich bei einer Ein-

schrankung des Beobachtungszeitraumes und der Stationsgeometrie ergeben. Pos. 1-3:
A-DNT-K1, A-NT-K1 und E-T-KI1.
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7.1 Bahnvorhersage

Der Parametersatz des Szenario A-NT-K1 (Pos. 2) produziert nach 14 Tagen den gerings-
ten mittleren Fehler von ~10.1 cm. Die Bahnresiduen verlaufen im Mittel bis zum ~12.
Tag mit einem leichten negativen Trend, der ab dort in einen positiven iibergeht. Die
Amplituden der periodischen Fehler nehmen von allen Szenarien den héchsten Wert von
~ 17 cm an.

Der Fehlerverlauf der Bahnresiduen des européischen Szenario E-T-K1 (Pos. 3) ist ver-
gleichbar mit A-DNT-K3, wobei dort geringere Amplituden auftreten. Diesbeziiglich wére
zu untersuchen, ob ein Zusammenhang mit den Schétzfehlern in den dynamischen Koef-
fizienten besteht.

In einer Studie von [Aida et al., 2013] werden Fehler in along-track Richtung auf eine
ungenaue Schitzung des ballistischen Koeffizienten (BC' = Cp - A/m) und der grofien

Halbachse a, aber auch der Exzentrizitéit e zuriickgefiihrt.

Bahnresiduen in der radialen Richtung

Die nachfolgenden Abbildungen 7.6 und 7.7 vergleichen die radialen (R) Abweichungen
Axp(t) im RSN-System. Der Mittelwert der Bahnresiduen liegt in allen Szenarien im
Millimeterbereich. Die Grafik 7.6 enthélt die globalen Szenarien A-DNT-K1, A-DNT-K2
und A-DNT-K3 (Pos. 1-3).

Die Fehlerrelationen zwischen den Szenarien sind mit der along-track Richtung vergleich-
bar. Die radiale Richtung ist mit dem Parametersatz A-DNT-K3 (genaueste Schitzung
des Cp Koeffizienten) am prézisesten bestimmt (Pos. 3). Die Bahnresiduen verlaufen bis
zum 7. Tag mit einer konstanten Amplitude und erreichen nach 14 Tagen einen Wert von

~2.1 cm.
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Abbildung 7.6: Bahnabweichungen der globalen Szenarien in radialer Richtung. Pos.
1-3: A-DNT-K1, A-DNT-K2, A-DNT-K3.
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7.1 Bahnvorhersage

Die nachfolgende Abb. 7.7 stellt die Bahnabweichungen der globalen Szenarien A-DNT-
K1 sowie A-NT-K1 und der europiischen Beobachtungsgeometrie E-T-K1 gegeniiber.
Wie anhand der beiden oberen Grafiken erkennbar ist, treten in A-DNT-K1 und A-NT-
K1 (ungenaueste Parameterschitzung) hohe Bahnresiduen auf. Man beachte, dass sich
die Fehlersignatur der globalen Szenarien vom européischen (Pos. 3) unterscheidet: In
A-DNT-K1 und A-NT-K1 nehmen die Amplituden bis zum dritten bzw. vierten Tag ab
und steigen dann wieder an, wihrend im Szenario E-T-K1 ein konstanter Verlauf tiber

acht Tage erkennbar ist.
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Abbildung 7.7: Bahnabweichungen in radialer Richtung bei einer Einschrankung des
Beobachtungszeitraumes und der Stationsgeometrie. Pos. 1-3: A-DNT-K1, A-NT-K1
und E-T-KI1.
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7.1 Bahnvorhersage

Bahnresiduen in der normal Richtung

Die folgenden beiden Abbildungen 7.8 und 7.9 geben eine Ubersicht der Bahnresiduen
Axy(t) in normal Richtung (N) im RSN-System. Der Mittelwert der Bahnresiduen liegt
in allen Szenarien im Millimeterbereich. Die Abb. 7.8 zeigt die Ergebnisse der globalen
Szenarien A-DNT-K1, A-DNT-K2 und A-DNT-K3 (Pos. 1-3). Anhand dieser Abweichun-
gen kann man eine Aussage treffen, wie weit sich die geschétzte Bahn in Normalrichtung
von der Referenzbahn entfernt.

Die geringsten Storungen in normal Richtung treten im Szenario A-DNT-K2 (Pos. 2)
auf. Die Abweichungen verlaufen iiber die gesamte Periode annédhernd konstant mit einer
Amplitude unter ~0.4 cm. Die Szenarien A-DNT-K1 und A-DNT-K3 weisen am Ende
der 14 Tage hohere Amplituden im Bereich von 2.9 und 1.2 cm auf.
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Abbildung 7.8: Bahnabweichungen der globalen Szenarien in normal Richtung. Pos.
1-3: A-DNT-K1, A-DNT-K2, A-DNT-K3.

In der Abb. 7.9 sind die Bahnresiduen gegeniibergestellt, die sich aus den Parameter-
sitzen der der globalen Szenarien A-DNT-K1 und A-NT-K1 sowie dem européischen
Szenario E-T-K1 ergeben. Die héchsten Abweichungen in normal Richtung treten (wie
auch in der radialen Richtung) in A-DNT-K1 (Pos. 1) und A-NT-K1 (Pos. 2) mit der
ungenauesten Parameterschitzung auf. Der geringere mittlere Fehler in along-track Rich-
tung wird durch hoéhere Ungenauigkeiten in den radial und normal Bahnkomponenten
kompensiert. Die beiden Szenarien zeigen in allen Bahnkomponenten ein dhnliches Feh-
lermuster. Die periodischen Fehler nehmen bis zum Ende des dritten bzw. fiinften Tages

ab und bis zum Ende des 14. Tages wieder zu.
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Abbildung 7.9: Bahnabweichungen in normal Richtung bei einer Einschrankung des

Beobachtungszeitraumes und der Stationsgeometrie. Pos. 1-3: A-DNT-K1, A-NT-K1
und E-T-K1.
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7.2 Bahnbestimmung

Die Abweichungen, die innerhalb der Bahnbestimmung (Tag 1 bis 3) auftreten, sind in
den folgenden beiden Grafiken 7.10 und 7.11 abgebildet. Die Darstellung erfolgt anhand
des absoluten Positionsfehlers Ax,;s(t) in Gl. 7.5, der aus den Differenzen Ax(t) der

geschétzten und der Referenzbahn abgeleitet wurde.

Axaps(t) = [|Ax(1)]| (7.5)

Alle Szenarien zeigen ein anderes Fehlermuster, das im Zusammenhang mit der Verteilung

der Beobachtungen steht, die in Kap. 6.2 besprochen wurde.
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D
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»
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Abbildung 7.10: Absoluter Positionsfehler innerhalb der Bahnbestimmungsperiode

bei einer Einschriankung des Beobachtungszeitraumes und der Stationsgeometrie. Pos.
1-3: A-DNT-K1, A-DNT-K2, A-DNT-K3.

Aus der Abb. 7.10 geht hervor, dass die hochsten Abweichungen im Szenario A-DNT-K1
(Pos. 1) auftreten, wo die Messungen zu Beginn und am Ende der Beobachtungsperiode
sowie in der Mitte des 2. Tages stattfinden. Sowohl der lineare Trend als auch der peri-
odische Fehleranteil sind am starksten ausgepragt.

Die anderen beiden Szenarien sind durch eine zeitlich gleichméflige Beobachtungsver-
teilung sowie eine hohe Stationsanzahl gekennzeichnet. Die Bahnresiduen verlaufen in
beiden Fallen relativ konstant tiber die gesamte Beobachtungsperiode. In A-DNT-K2

(Pos. 2) ist der periodische Fehleranteil zusétzlich von einer Schwingung einer Periode
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7.2 Bahnbestimmung

von ~2 Tagen iiberlagert. Die periodischen Bahnfehler im Szenario A-DNT-K3 (Pos. 3)
zeigen ab dem 3. Tag einen positiven Trend und zusétzlich dazu verdndert sich das Feh-
lermuster.

In der Abb. 7.11 sind die Bahnresiduen der globalen Szenarien (A-DNT-K1, A-NT-K1)

sowie des européischen Szenario (E-T-K1) dargestellt.

12 T T

Zeitspanne (in Tagen)

Abbildung 7.11: Absoluter Positionsfehler innerhalb der Bahnbestimmungsperiode
bei einer Einschrankung des Beobachtungszeitraumes und der Stationsgeometrie. Dar-
stellung von oben nach unten: A-DNT-K1, A-NT-K1 und E-T-K1.

Die hier verglichenen Szenarien weisen hohere Bahnresiduen auf als A-DNT-K2 und A-
DNT-K3, deren Beobachtungspline durch eine gute zeitliche Abdeckung und hohe Sta-
tionsdichte gekennzeichnet sind. Die Fehlermuster der globalen Szenarien (A-DNT-K1,
A-NT-K1) weisen im Gegensatz zu den europédischen (Messungen am Tagesende) einen
negativen linearen Trend auf, der sich erst am Ende der Bahnbestimmungsperiode sta-
bilisiert. Die Residuen A-NT-K1 (Pos. 2) nehmen innerhalb der drei Tage kontinuierlich
ab, wihrend diese in A-DNT-K1 (Pos. 1) ungefihr in der Mitte des dritten Tages auf
ihren minimalen Wert einschwingen.

Das europaische Szenario E-T-K1 (dessen Beobachtungszeitraum auf die Terminator Pe-
riode begrenzt ist), zeigt gegeniiber den globalen Szenarien (A-DNT-K1, A-NT-K1) einen
geringeren und konstant verlaufenden mittleren Bahnfehler sowie niedrigere Amplituden,

was vermutlich auf die hohere Stationsbeteiligung zuriickzufiihren ist.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und
Ausblick

Der Fokus dieser Studie war darauf ausgerichtet Laufzeitmessungen zu einem Satelli-
ten zu simulieren, um daraus eine globale Beobachtungsgeometrie abzuleiten und diese
anhand verschiedener Auswahlverfahren zu reduzieren. Diese eingeschriankten Beobach-
tungsgeometrien wurden anhand der Ergebnisse der Parameterschétzung und Prézision
der Bahnvorhersage iiber eine Zeitspanne von 14 Tagen miteinander verglichen.

Die Genauigkeit mit der die Bahn eines Objektes bestimmt und vorausberechnet werden
kann, héngt neben der Integrationsmethode vom dynamischen Bewegungsmodell sowie
den im Ausgleich geschéatzten Parametern und der Préazision mit der die Anfangsposition
des Objektes bekannt ist auch von den Eigenschaften der Beobachtungen - der zeitlichen
und rdumlichen Verteilung und den Entfernungen zum Objekt - ab. Da SLR Stationen
innerhalb des ILRS einem vorgegebenen Beobachtungsplan unterliegen, steht ihnen fiir
spezielle Anwendungen wie ,,Space Debris“ eine geringe Zeitspanne zur Verfliigung. Aus
diesem Grund ist eine Beobachtungsgeometrie, die bei einer méglichst geringen Anzahl
an Messungen dennoch qualititv hochwertige Ergebnisse liefert, von groflem Interesse.
Unter der Annahme, dass jedes Observatorium ausreichende Kapazitdten besitzt um al-
le sichtbaren Pésse zu diesem Objekt zu verfolgen, wurde eine Beobachtungsgeometrie
bestehend aus 10808 Entfernungsmessungen abgeleitet. Im Hinblick auf die beschrénkte
Beobachtbarkeit von ,,Space Debris“ Objekten wurde diese auf eine Zahl von 72 redu-
ziert. Zur Einschriankung der Beobachtungszahlen wurde vordergriindig der Hebelwert
eingesetzt, der den Einfluss einer Messung innerhalb der Gesamtgeometrie beschreibt.
In weiterer Folge wurden auch andere Merkmale - wie der Zeitraum in dem das Objekt

sichtbar ist, sowie die Stationsgeometrie selbst - in der Einschrankung integriert.

Anhand der présentierten Simulationsergebnisse konnte gezeigt werden, dass man - bei
einer Auswahl von Messungen mit hohen Hebelwerten - sowohl mit einer globalen als
auch mit einer europédischen Beobachtungsgeometrie anndhernd dieselbe mittlere Bahn-
prazision in along-track Richtung erreicht. Mit dem Szenario A-DNT-K1 erzielt man mit
einer Stationsanzahl von 6 nach 14 Tagen einen mittleren along-track Pradiktionsfehler

von ungefihr 53 cm. Die Einschrankung auf die Beobachtungsperiode Nacht im Szenario
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A-NT-K1 fiihrt dazu, dass - bedingt durch die Anderung der Stationsgeometrie gegen-
iber A-DNT-K1 - mehr Perigdumsbeobachtungen ausgewéhlt werden. Dadurch erhoéht
sich die Pradiktionsgenauigkeit in along-track Richtung auf ~10 cm, wobei die periodi-
schen Bahnfehler leicht zunehmen.

Anhand des Szenario E-T-K1 konnte gezeigt werden, dass die Objektbahn auch bei einer
Einschrankung der globalen auf eine européische Stationsgeometrie und die Terminator
Periode anndhernd gleich prézise vorausberechnet werden kann. Die Sichtbarkeit des
Objektes ist dadurch ausschlieflich auf das Perigdum limitiert. Gegeniiber dem Szenario
A-DNT-KI1 erhoht sich der mittlere Pradiktionsfehler in along-track Richtung geringfiigig
von ~53 auf 56 cm. Die periodischen Bahnfehler kénnen dadurch sogar reduziert werden.

Der Nachteil dieser Einschréankung liegt darin, dass die Stationsanzahl auf 9 erhoht wird.

Am Vergleich der Szenarien A-DNT-K1 und A-DNT-K3 wurde festgestellt, dass man
aus Messungen mit hohen und niedrigen Hebelwerten - unter der Voraussetzung einer
globalen Beobachtungsgeometrie - anndhernd dieselbe Bahnprézision in along-track Rich-
tung erreichen kann. Die Auswahl niedriger Hebelwerte im Szenario A-DNT-K3 bringt
im Vergleich zu A-DNT-K1 den Vorteil, dass in allen Bahnkomponenten geringere peri-
odische Fehler auftreten. Der Nachteil liegt allerdings darin, dass die Stationsbeteiligung
mit einer Zahl von 28 sehr hoch ist.

Im Szenario A-DNT-K2 wurden Datenpunkte vor der Auswahl durch die Einfithrung ei-
ner Abstandsfunktion verworfen. Dadurch ergab sich eine - mit dem Szenario A-DNT-K3
vergleichbare - Beobachtungsgeometrie mit niedrigen Hebelwerten. Der Versuch hat aller-
dings gezeigt, dass man dadurch keine Verbesserung in der Bahnvorhersage erzielen kann.
Zudem tritt der Nachteil einer hohen Stationsbeteilung von 22 auf. Die Bahnprézision in
along-track Richtung liegt in diesem Szenario ungefihr bei 88 cm.

Abschliefend wurde anhand der Szenarien A-DNT-K1 und A-DNT-K3 festgestellt, dass
grofle zeitliche Datenliicken zwischen den Beobachtungsgruppen keinen negativen Ein-
fluss auf die Bahnvorhersage ausiiben.

Zusammenfassend ist zu sagen, dass die priziseste Bahnvorhersage mit Szenario A-NT-
K1 erfolgte, das zugleich die ungenaueste Schitzung des Zustandsvektors und der dy-
namischen Koeffizienten lieferte. Diesbeziiglich wire zu klaren, wodurch dieser Effekt

verursacht wird.

Der Nachteil aller - in der Studie verwendeten - Auswahlverfahren liegt darin, dass
zumeist zeitlich unzusammenhéngende Messungen ausgewéhlt werden. Dies fiihrt vor
allem in den Szenarien A-DNT-K2 und A-DNT-K3 zu einer hohen Anzahl an Beobach-
tungsstationen und Péssen. Das Verbesserungspotential dieser Studie liegt darin, zeitlich
zusammenhéngende Beobachtungsgruppen auszuwéhlen, beispielsweise ganze Péasse oder

zumindest zeitlich aufeinanderfolgende Datenpunkte innerhalb eines Passes.
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