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Kurzfassung

Einen unerlésslichen Bestandteil der Portfolioanalyse bildet die Beschreibung der Abhén-
gigkeitsstruktur zwischen den einzelnen Portfoliobestandteilen. Ein niitzliches und weit-
verbreitetes Konzept hierfiir sind Copulas. Da Portfolios in der Regel eine groflie An-
zahl an Vermogenswerten umfassen, die meisten in der einschlégigen Literatur zu fin-
denden Standard-Copulas jedoch fiir hohere Dimensionen nicht ausreichend flexibel sind,
beschiftigt sich diese Arbeit mit sogenannten Faktor-Copulas. Diese basieren auf einer
einfachen Faktorstruktur und weisen im Speziellen fiir hochdimensionale Anwendungen
trotz einer nicht allzu groflen Anzahl an Parametern ein ausreichendes Mafl an Flexibi-
litdt auf. Dariiber hinaus konnen Faktor-Copulas derart konstruiert werden, dass sie eine
Modellierung von Abhéngigkeiten, die sich im Zeitverlauf verdndern, ermoglichen. Anhand
eines Portfolios bestehend aus Aktien, die allesamt an der Frankfurter Borse gehandelt
werden, folgt schliellich ein Vergleich von verschiedenen Copulamodellen hinsichtlich des
geschétzten Value-at-Risk. Hier wird neben einigen wenigen Standard-Copulas eine Viel-
zahl an Faktor-Copulas betrachtet. Die empirischen Tests zeigen auf, dass den Faktor-
Copula Modellen gegeniiber den Standard-Copulas stets der Vorzug zu geben ist.






Abstract

An essential part of the portfolio analysis is the description of the dependence structure
between the individual portfolio components. For this purpose the useful and widespread
concept of copulas is considered. Taking into account that portfolios usually comprise a
large number of assets but most standard copulas found in the relevant literature are
not sufficiently flexible for higher dimensions, a different approach needs to be pursued.
Therefore, this thesis deals with so-called factor copulas. These are based on a simple
factor structure and ensure a sufficient degree of flexibility with a not too high number of
parameters, so that they are particularly attractive for high dimensional applications. In
addition, factor copulas can be constructed in a way that allows one to model time-varying
dependence structures. Finally, we apply various copula models to a portfolio consisting
of shares, which are all traded on the Frankfurt Stock Exchange, and compare them with
respect to the estimated Value-at-Risk. In this context, a few standard copulas as well as
a number of factor copulas are considered. The empirical tests show that factor copulas
should always be preferred to standard copulas.
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1 Einleitung

Ein Aufgabenbereich, dem in der Finanzwelt eine entscheidende Bedeutung zu kommt, ist
die Schétzung des Risikos eines Portfolios, da dieses die potentiellen zukiinftigen Verluste
zum Ausdruck bringt. Ein bewahrter Ansatz hierfiir ist die Verwendung von Risikomaflen
wie dem Value-at-Risk. Deren Schéitzung erfordert jedoch, dass man die gemeinsame Ver-
teilungsfunktion der Returns kennt, was mit wachsender Grofle des Portfolios durchaus eine
Herausforderung darstellen kann. Obwohl allgemein bekannt ist, dass die logarithmierten
Returns von Finanzzeitreihen im Allgemeinen nicht normalverteilt sind und daher deren
gemeinsame Verteilung nicht der multivariaten Normalverteilung entspricht, wird oftmals
gerade diese zur Modellierung der Verteilung multivariater Finanzzeitreihen herangezogen.
Anwendung findet dieser Ansatz vor allem im hochdimensionalen Bereich, da bei anderen
Verteilungsfunktionen die grofie Anzahl an zu schétzenden Parametern mit einem hohen
Rechenaufwand einhergeht, sodass sich deren Verwendung in der Praxis als nicht sinnvoll
erweist. Da die multivariate Normalverteilung allerdings weder Asymmetrien, heavy Tails
noch Tail-Abhéngigkeiten erfassen kann, diese Charakteristiken jedoch héufig bei Variablen
im Finanzbereich zu beobachten sind, ist es notwendig, andere multivariate Verteilungen
zu finden. In diesem Zusammenhang kommen sogenannte Copulas zur Anwendung. Diese
,koppeln“ die eindimensionalen Randverteilungen zu einer multivariaten Verteilungsfunk-
tion und enthalten somit die gesamte Information iiber die Abhéngigkeitsstruktur zwischen
den einzelnen Variablen.

Obwohl erste Ansétze fiir das Copula-Konzept bereits auf Hoeffding [25] zuriickzuftihren
sind, tauchte das Wort Copula im mathematischen Sinn erstmals in einer von Abe Sklar
verfassten Arbeit von 1959 auf (vgl. [45, Seite 229]). Wahrend Copulas in der Folge je-
doch fiir ldngere Zeit in Vergessenheit gerieten, begann das Interesse an diesem Thema
erst ab Ende der 1990er Jahre stark anzusteigen, was sich auch in der Vielzahl an Pu-
blikationen widerspiegelt. Im Jahr 1999 veroffentlichte Roger B. Nelsen das Buch ,,An
Introduction to Copulas®, das sich zu einem Standardwerk auf diesem Gebiet entwickelte.
Einer der Hauptgriinde fiir das bis heute ungebrochene Interesse an Copulas liegt in den
zahlreichen Anwendungsmoglichkeiten im Wirtschafts- und Finanzsektor, insbesondere in
der Abhéngigkeitsmodellierung von Finanzzeitreihen. Einen Uberblick iiber copulabasierte
Modelle fiir Finanzzeitreihen gibt Patton [41, 42]. Die Anwendung von Copulas auf multi-
variate Zeitreihen stellt hingegen ein noch junges Forschungsgebiet dar, dementsprechend
fallt die dazu vorhandene Literatur gering aus. Einen allgemeinen Uberblick zu diesem
Thema gibt Patton [43].



In dieser Arbeit verwenden wir die relativ neue Klasse der zeitvariierenden Faktor-Copula
Modelle, vorgestellt von Oh und Patton [37]. Diese Modellklasse, die eine dynamische
Modellierung hochdimensionaler bedingter Verteilungen erlaubt, ist das Resultat aus der
Kombination zweier bereits bestehender Modelle: Einerseits des Faktor-Copula Modells
von Oh und Patton [38], das die Arbeit mit hochdimensionalen Daten erméglicht und an-
dererseits des Generalized Autoregressive Score Modells von Creal et al. [9], dessen Struktur
eine dynamische Modellierung ermoglicht. Unter Verwendung des resultierenden Modells,
das trotz einer nicht allzu groflen Anzahl an Parametern ein hohes Mafl an Flexibilitat
aufweist, erfolgt schliellich die Schétzung der Risikomafe.

Die vorliegende Masterarbeit ist wie folgt gegliedert: Kapitel 2 beschiéiftigt sich ausfiihrlich
mit den theoretischen Grundlagen der Copula-Theorie. Im Anschluss daran wird in Kapi-
tel 3 die Klasse der Faktor-Copulas vorgestellt. Dabei wird zunéchst im Detail auf das Ein-
Faktor-Copula Modell eingegangen, bevor einige Erweiterungen davon besprochen werden.
Eine mogliche Erweiterung stellt das dynamische Ein-Faktor-Copula Modell dar, welches
Gegenstand der Diskussion in Kapitel 4 ist. Neben der Beschreibung zur Vorgehensweise
der Dynamikerfassung wird das Copulamodell dahingehend spezifiziert, dass ein auch fiir
hochdimensionale Daten leicht handhabbares Modell daraus resultiert. SchlieSlich werden
in Kapitel 5 verschiedene Faktor-Copula Modelle anhand eines auf realen Marktdaten ba-
sierenden Aktienportfolios miteinander verglichen. Im abschlieBenden Kapitel 6 werden die
wichtigsten Ergebnisse zusammengefasst und ein Reslimee wird gezogen.



2 Grundlagen der Copula-Theorie

Der Begrift Copula ist lateinischen Ursprungs und heifit soviel wie ,,Band, Bindemittel,
Verbindung® (vgl. Nelsen [35]). Im mathematischen Sinn werden damit jene Funktionen
beschrieben, die die gemeinsame Verteilung von Zufallsvariablen mit den entsprechenden
Randverteilungen verbinden. Denkt man etwa an die Modellierung multivariater Vertei-
lungsfunktionen von Zufallsvariablen, so bietet einem das Copula-Konzept die Moglichkeit,
die univariaten Randverteilungen, die das Verhalten der jeweiligen Zufallsvariable wider-
spiegeln, von der Abhéngigkeitsstruktur zwischen diesen Variablen, welche mittels der Co-
pula auf elegante Art und Weise modelliert werden kann, zu trennen.

Das Kapitel ist wie folgt gegliedert: Zunéchst wird die mathematische Definition einer
Copula présentiert. Im Anschluss daran wird mit dem Satz von Sklar ein fiir die Copula-
Theorie zentraler Satz eingefiihrt, der als Grundlage fiir die meisten Anwendungen des
Copula-Konzepts dient. Nachfolgend werden einige wichtige Eigenschaften von Copulas
besprochen sowie copulabasierte Abhéngigkeitsmafle und ausgewéhlte parametrische Copu-
lafamilien vorgestellt. Abgeschlossenen wird das Kapitel mit der Erweiterung des Copula-
Konzepts auf bedingte Verteilungsfunktionen. Als Grundlage dieses Kapitels dienen die
Arbeiten von Nelsen [35], Cherubini et al. [5] und McNeil et al. [34], wobei im ersten Werk
Lemmata und Sétze ausschlielich fiir den zweidimensionalen Fall bewiesen werden.

2.1 Definition einer Copula

Eine n-dimensionale Copula ist eine Verteilungsfunktion auf [0, 1] mit standard gleichver-
teilten Réndern. Um jedoch eine prézise mathematische Definition anfithren zu kénnen,
werden zunéchst einige grundlegende Begriffe und Notationen eingefiihrt.

Unter R verstehen wir die erweiterte reelle Zahlengerade RU{—o0, +00} und unter R ent-
sprechend das kartesische Produkt R x - - - x R. Fiir beliebige Punkte a = (a1, ...,a,)’,b =
(by,...,by) € R" schreiben wir a < b, falls a; < b; fiir alle s € {1,...,n}. Weiters ist eine
reellwertige Funktion F in n Variablen eine Funktion mit Definitionsbereich Dom(F) C R"
und Bildbereich Ran(F) C R.

Definition 2.1 (n-Quader). Seien a = (ay,...,a,), b= (by,...,b,) € R" mita <b. Ein
n-dimensionaler Quader B (im Folgenden kurz als n-Quader bezeichnet) ist definiert als
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das kartesische Produkt diber n abgeschlossene Intervalle:
B = [CL, b] = [al,bl] X e X [an’bn].

Die Eckpunkte des n-Quaders B sind die Punkte ¢ = (cq,...,cn) mit ¢; € {a;,b;} fir alle
ied{l,...,n}.

Definition 2.2 (F-Volumen). Seien S, ..., S, jeweils nichtleere Teilmengen von R und
sei I eine reellwertige Funktion in n Variablen mit Dom(F) = Sy x --- x S,,. Weiters sei
B = [a,b] ein n-Quader, dessen Eckpunkte in Dom(F) liegen. Dann ist das F-Volumen
von B definiert durch

Ve(B):= Y sgn(e)F(c).

c ist Eckpunkt
von B

Die Funktion sgn(c) ist definiert durch

1, wenn ¢; = a; fiir eine gerade Anzahl von i's,

sgn(c) := o y
—1, wenn ¢; = a; fir eine ungerade Anzahl von i's.

Aquivalent dazu kann das F-Volumens des n-Quaders B = [a, b] geschrieben werden als

2 2
Ve(B) = - Y (1) P ug, ),

i1=1  in=1
wobei uj; = a; und ujp = b; fir alle j € {1,...,n}.

Definition 2.3 (n-wachsend). Eine reellwertige Funktion F' inn Variablen, die Vip(B) > 0
fiir alle n-Quader B, dessen Eckpunkte in Dom(F') liegen, erfillt, wird als n-wachsend
bezeichnet.

An dieser Stelle sei festgehalten, dass eine n-wachsende Funktion nicht monoton wachsend
in jeder Variable sein muss. Ebenso wenig gilt die Umkehrung, dass eine in jedem Ar-
gument monoton wachsende Funktion n-wachsend ist, wie die folgenden beiden Beispiele
verdeutlichen.

Beispiel 2.4. Die Funktion
Fo017 501, (2.y) > max{r,y)
ist monoton wachsend in jeder Variable, da max{zi,y} < max{zy,y} fir alle 1,29,y €
[0,1] mit 21 < x9 als auch max{x,y;} < max{xz,yo} fiir alle x,y1,ys € [0,1] mit y; < ys.
Allerdings ist F' nicht 2-wachsend, da
Ve ([0,1]%) = F(0,0) — F(0,1) — F(1,0) + F(1,1) = —1.
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Beispiel 2.5. Betrachte die Funktion
F 0,1 = [-1,1], (z,y) = (22 — 1)(2y — 1).

Diese Funktion ist 2-wachsend, denn fiir beliebigen 2-dimensionalen Quader B = [ay, by] X
[a2,b2] Q [0, 1]2 gllt

Vr(B) = F(ay,as) — F(ay,by) — F(by, a2) + F(by, by)
=4dajay — 2a1 — 2a9 + 1 — 4aiby + 2a; + 265 — 1
— 4bjag + 2by + 2a5 — 1 + 4byby — 2b; — 2b9 + 1
= 4(by — a1) (b — as)
> 0.

Jedoch ist ' monoton fallend sowohl in x fiir jedes y € (%, 1) als auch in y fir jedes
T C (%, 1).

Um zu garantieren, dass eine n-wachsende Funktion auch monoton wachsend in jeder
Variable ist, bedarf es einer zusétzlichen Voraussetzung, die in der folgenden Definition
festgehalten wird.

Definition 2.6 (geerdet). Fir alle i € {1,...,n} sei «; das jeweils kleinste Element der
nicht leeren Teilmenge S; C R. Man nennt eine reellwertige Funktion F' in n Variablen mit
Dom(F) = S) x --- xS, geerdet, falls F(x1,...,x,) =0 gilt, wobei die Bedingung x; = «;
fir mindestens ein i € {1,...,n} erfillt sein muss.

Lemma 2.7. Seien S, ..., S, nichtleere Teilmengen von R, wobei jedes S; sein kleinstes
Element a; enthdlt. Ist F' eine geerdete, n-wachsende Funktion mit Dom(F') = Sy X---X .Sy,
dann st F' monoton wachsend in jeder Variable.

Beweis. Fiir alle (z1,...,2; 1,7 Tix1, -, Tn), (T1, -, Tis1, S, Tig1, - - -, Tp) € Dom(F) mit
r < s ist zu zeigen, dass die folgende Ungleichung gilt:

F(.Tl, B VP P I 7 S I ,.fL'n) S F(.Tl, ey X158, i1y - - - ,l’n). (21)
Betrachte dazu den n-Quader
B = [aq, 1] X - X [o_1, 1] X [, 8] X [Qiq1, Tiga] X -0 X [, ),

wobei mit «; das kleinste Element von S; bezeichnet wird. Da F' geerdet ist, vereinfacht
sich das F-Volumen von B zu

VF(B) = F(.Tl, e X158, Lj1y - - - ,l’n) — F(.Tl, N V7P P P 7 B I ,l'n).

Aufgrund der Voraussetzung, dass F' eine n-wachsende Funktion ist, folgt schliellich, dass
das Volumen nicht negativ ist, sodass Ungleichung (2.1) erfiillt ist. O
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Definition 2.8 (Rinder). Seien S, ..., S, nichtleere Teilmengen von R und bezeichne mit
B das jeweils grofite Element von S;. Weiters sei F' eine reellwertige Funktion in n Varia-
blen mit Dom(F) = Sy X - -+ x S,,. Dann bezeichnen die Funktionen F;, i € {1,...,n}, mit
Dom(F;) = S; und Fi(x) = F(b1,...,Bi-1,%, Bit1, ..., Bn) fiir alle x € S; die (eindimen-
sionalen) Rander von F. Mehrdimensionale Rinder werden in dhnlicher Weise definiert,
wobei weniger Variablen fixiert werden.

Lemma 2.9. Seien S, ..., S, nichtleere Teilmengen von R und bezeichne mit o; das je-
weils kleinste Element und mit B; das jeweils griofite Element von S;. Weiters sei F' eine ge-
erdete, n-wachsende Funktion mit Definitionsbereich Sy X ---x S, und Rdndern Iy, ... F,.
Dann gilt fir beliebige Punkte = (x1,...,2,),y = (Y1,---,Yn) € Dom(F)

|F(z) — Fy)| < Z |Fi(zi) — Fi(yi)]- (2.2)
Beweis.

’F(w)_F(yN S Z|F($17'"axiayi-‘rl?"'vyn)_F(':El)"'axi—layiw"7yn)|
i=1

< Z |Fi(xi) — Fi(yi)l,

wobei die Giiltigkeit der ersten Ungleichung durch Bilden einer Teleskopsumme und an-
schlieender Anwendung der Dreiecksungleichung folgt. Die zweite Ungleichung folgt auf-
grund der folgenden Argumentation: O.B.d.A. sei x; > y;. Aufgrund von Lemma 2.7 folgt,
dass F' monoton wachsend in jeder Variable ist, sodass

OSF(-Tla"wxiayi-i-lv"'?yn)_F('Tla"'7$i—1ayi7"'7yn) S E(xl)_Fl<yl)

gilt. Zum Nachweis der rechten Ungleichung geht man wie folgt vor: Betrachte den n-
Quader B = |a, b] mit

! !
a = (x17a27-"7051‘—17%70%’—&-17--'70471)a b= (61a$27-"7xi7yi+1a---7yn)7

wobei mit a; das jeweils kleinste und mit ; das jeweils grofite Element von .S; bezeichnet
wird. Da F' n-wachsend ist, folgt Vp(B) > 0. Zusammen mit der Voraussetzung, dass F
geerdet ist, erhélt man schliellich

F($1>---7$i>yi+1,---,yn)—F($1,---,$i—17yi>---ayn)
SF(ﬁl,l’g,...7Ii,yi+17...7yn) _F(ﬁlaax%---;xi—l;yi»---7yn)-

Durch analoges Anwenden dieser Iteration fiir die verbleibenden Komponenten folgt das

gewiinschte Resultat.
O



Definition 2.10 (n-dimensionale Verteilungsfunktign). Eine n-dimensionale Verteilungs-
funktion ist eine Funktion F mit Definitionsbereich R", die geerdet und n-wachsend ist und
fiir die F(oo,...,00) =1 gilt.

Es folgt sofort aus Lemma 2.7, dass die Rénder einer n-dimensionalen Verteilungsfunk-
tion F' wieder Verteilungsfunktionen sind. Diese werden in weiterer Folge mit F},..., F,
bezeichnet. Aufbauend auf den bisher definierten Begriffen kann nun eine formale Defini-
tion der Copula angefiihrt werden.

Definition 2.11 (Copula). Eine n-dimensionale Copula (kurz: Copula) ist eine Funkti-
on C'" mit Definitionsbereich [0,1]", fir die folgendes gilt:

(a) C ist geerdet und n-wachsend.

(b) C hat Rander C;, i =1,...,n, welche folgendes erfiillen:
Ci(u) = u fir alle v € [0, 1]. (2.3)
Aquivalent dazu: Eine n-dimensionale Copula ist eine Funktion C' : [0,1]" — [0,1], die
folgende Eigenschaften erfiillt:
(a) C(uy,...,u,) =0, wenn u; = 0 fiir mindestens ein i € {1,...,n}.
(b) C(1,...,1,u;1,...,1) =, fir jedes ¢ € {1,...,n},u; €[0,1].

(c) Fiir alle @ = (a1,...,a,), b= (b1,...,b,) €1[0,1]" mit a < b gilt

2 2
DD (D) C g, tg,) 20,
=1 in=1

wobel uj1 = a; und ujp = b; fiir alle j € {1,...,n}.

Aus Definition 2.11 folgt, dass eine Copula C' eine Verteilungsfunktion auf [0, 1] ist, de-
ren Randverteilungen jeweils standard gleichverteilt auf [0, 1] sind. Daher induziert jede
Copula C durch

Vo ([0,uq] x -+ % [0,u,]) = C(ug, ...y up)

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf [0, 1]”. Dariiber hinaus sei an dieser Stelle angemerkt, dass
fir 2 < k < n die k-dimensionalen Rénder einer n-dimensionalen Copula wiederum (k-
dimensionale) Copulas sind.

Beispiel 2.12. Betrachte die Funktion
1" : [0,1]" — [0, 1], (Ut, - Up) > UL - - - Up.

Wir wollen nun zeigen, dass gegebene Funktion eine Copula ist. Offensichtlich ist 11" geerdet
als auch Figenschaft (b) aus Definition 2.11 erfillt. Es bleibt zu zeigen, dass II" n-wachsend
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ist. Betrachte dazu den n-Quader B = [a,b] C [0,1]" mit a < b und setze uj; = a; und
wjo = b; fir alle j € {1,...,n}. Dann folgt

2 2

Vi (B) = Z o Z(_l)iﬁmﬂ'”um e Ung,,
=1 ip=1

2 2 2

=3 D) Y (1) Uy Y (< 1),
i1=1 i2=1 in=1

= (by —a1)(b2 — az) -+ - (b, — an)

> 0.

Die Funktion 11" erfiillt demnach alle Eigenschaften einer Copula und wird auch als Unab-
hingigkeits- oder Produktcopula bezeichnet.

2.2 Der Satz von Sklar

Der im Jahr 1959 von Abe Sklar veroffentlichte Satz von Sklar ist das wohl bedeutend-
ste Resultat in Bezug auf Copulas, da er die Grundlage fiir nahezu alle copulabasierten
Anwendungen bildet. Um jedoch eine formelle Beschreibung des Zusammenhangs von Co-
pulas und Verteilungsfunktionen angeben zu kénnen, muss zunéchst die verallgemeinerte
inverse Funktion definiert werden. Diese Definition ist notwendig, da fiir nicht stetige oder
nicht streng monoton wachsende Randverteilungen deren Inverse im iiblichen Sinn nicht
existiert.

Definition 2.13 (verallgemeinerte inverse Funktion). Sei T : R — R eine monoton wach-
sende Funktion, d.h. es gilt T(x) < T(y) fir alle x < y. Die verallgemeinerte inverse
Funktion T : R — R von T ist definiert durch

T (y) :=inf{z e R: T(z) > y}

mit der Konvention inf@ = oo. Ist T : R — [0,1] eine Verteilungsfunktion, dann wird
T :[0,1] = R auch Quantilsfunktion von T genannt.

Ist T stetig und streng monoton wachsend, dann stimmt 7 auf Ran(T') mit T;l, der
gewohnlichen Inversen von T, iberein. Dabei bezeichnet Ran(T') := {T'(x) : € R} den
Bildbereich von T

Der Begriff der verallgemeinerten inversen Funktion wird nun beispielhaft anhand von
Abbildung 2.1 veranschaulicht, welche die zwei wesentlichen Unterschiede zur gew6hnlichen
Inversen verdeutlicht. Einerseits wird erlaubt, dass T" konstante Teilstiicke enthalten kann.
Diese konstanten Abschnitte von T bewirken Spriinge in 7. Andererseits kann T eine
nicht stetige Funktion sein und die entsprechenden Sprungstellen in 7" fithren zu konstanten
Teilstiicken in T .



T(—

Tgl(yl) Tkl(y2) I yll yIQ

Abbildung 2.1: Eine monoton wachsende Funktion 7" (links) und ihre verallgemeinerte
Inverse T (rechts).

Arbeitet man mit der verallgemeinerten inversen Funktion, dann sind die folgenden Eigen-
schaften oft sehr niitzlich.

Lemma 2.14. Sei T : R — R eine monoton wachsende Funktion. Dann gelten fiir v,y € R
die folgenden Aussagen:

(a) T* ist monoton wachsend und fir T (y) € (—oo,00) ist T linksseitig stetig in y.
(b) T(T(z)) < z. Ist T streng monoton wachsend, dann gilt T~ (T(x)) = .

(c) Sei T rechtsseitig stetig. Ist T (y) < oo, dann folgt T(T* (y)) > y. Weiters impli-
ziert y € Ran(T) U {inf Ran(T'),sup Ran(T)} die Gleichheit T(T* (y)) = y.

(d) T(x) >y impliziert x > T* (y). Die Umkehrung gilt, wenn T rechtsseitig stetig ist.
(e) T ist stetig <= T ist streng monoton wachsend auf [inf Ran(T"),sup Ran(T)).
(f) T ist streng monoton wachsend <= T ist stetig auf Ran(T).

Der Beweis dieses Lemmas findet sich bei Embrechts und Hofert [14]. Betrachtet man nun
den Spezialfall einer Verteilungsfunktion F', dann hat die Implikation

F ist stetig = F(F“ (y)) = v, y € [0,1], (2.4)

Giiltigkeit, was man wie folgt einsieht: Aufgrund der Stetigkeit von F' folgt Ran(F') 2 (0, 1),
sodass Ran(F) U {inf Ran(F'),sup Ran(F)} = [0,1]. Der zweite Teil von Lemma 2.14(c)
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impliziert daher F(F* (y)) = y fiir alle y € [0,1]. Man beachte jedoch, dass diese Impli-
kation nur fiir Verteilungsfunktionen, jedoch nicht fiir beliebige monoton wachsende und
stetige Funktionen korrekt ist. Als Gegenbeispiel betrachte man die logistische Funktion

T:R—R, T(z)=1/(1+exp(—z)).

Fir y =2 ¢ Ran(T) = [0, 1] gilt dann: T(T* (2)) = T'(c0) = 1 # 2. Von diesem Gegenbei-
spiel lasst sich erkennen, dass T'(7T* (y)) = y nicht gelten muss, falls T (y) = oo, d.h. falls
T(x) < y fir alle z € R, was im Speziellen y ¢ Ran(T") impliziert.

Der nun folgende Satz zeigt einen interessanten Zusammenhang zwischen Zufallsvariablen
und ihren Verteilungsfunktionen auf. Wihrend sich der zweite Teil bei der Generierung von
Zufallsvariablen als niitzlich erweist, erlaubt der dritte Teil die Aussage, dass man durch
die Transformation einer Zufallsvariable mit ihrer stetigen Verteilungsfunktion stets eine
standard gleichverteilte Zufallsvariable erhélt.

Satz 2.15. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F und verallgemeinerter
wnverser Funktion F<. Dann gilt:

(a) P(F<(F(X)) = X) = 1.

(b) Quantil-Transformation. Fir eine auf dem Intervall [0, 1] standard gleichverteilte Zu-
fallsvariable U ~ U(0,1) gilt P(F<(U) < x) = F(z).

(¢) Wahrscheinlichkeits- Transformation. Sei X eine Zufallsvariable mit stetiger univa-
riater Verteilungsfunktion F, so gilt FI(X) ~U(0,1).

Beweis. Sei x € R und u € [0, 1].

(a) Aufgrund von Lemma 2.14(b) gilt F*(F(x)) < z. Ist F<(F(z)) < z, dann ist
F konstant auf dem Intervall [F* (F(z)),z]. Die Wahrscheinlichkeit, dass X aus

einem Intervall mit konstanter Verteilungsfunktion F ist, ist jedoch Null. Daher gilt
F<(F(X)) = X P-fast sicher.

(b) Wir verwenden die in Lemma 2.14(d) angefiihrte Eigenschaft, dass
Flz)>u <= F“(u)<uz.

Somit gilt
P(F-(U) < 2) = P(U < F(x)) = F(x).

(¢) P(F(X) <u) =P(F7(F(X)) < F"(u)) = P(X < F*(u)) = F(F (u)) = u.

Die erste Gleichheit folgt aus der Tatsache, dass F'*~ streng monoton wachsend ist
(Lemma 2.14(e)), die zweite Gleichheit hat aufgrund von Punkt (a) Giiltigkeit und
die letzte Gleichheit ergibt sich aus der Implikation (2.4).

O
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Kommen wir nun zum wohl bedeutendsten Satz in der Copula-Theorie, dem Satz von Sklar.
Dieser erlaubt einerseits die Konstruktion einer Copula unter Verwendung einer beliebigen
multivariaten Verteilungsfunktion in Verbindung mit ihren univariaten Randverteilungen.
Andererseits besagt er, dass jede multivariate Verteilungsfunktion in eine Copula sowie
ihre eindimensionalen Randverteilungen aufgespalten werden kann.

Satz 2.16 (Satz von Sklar). Sei F' eine multivariate Verteilungsfunktion mit Randver-
teilungen F, ..., F,. Dann ezistiert eine Copula C : [0,1]" — [0,1], sodass fir alle
T1,...,T, €ER

F(zy,...,x,) = C(Fy(21), ..., Fn(zy)) (2.5)

gilt. Falls die Randverteilungen F, ..., F, stetig sind, ist C' eindeutig. Ansonsten ist C' auf
Ran(Fy) x -+ x Ran(F,) eindeutig bestimmt, wobei Ran(F;) := F;(R) ist.

Seien nun umgekehrt eine Copula C sowie die eindimensionalen Verteilungsfunktionen
Fi, ..., F, gegeben, dann ist die in (2.5) definierte Funktion F eine multivariate Vertei-
lungsfunktion mit Randverteilungen Fi, ..., F,.

Beweis. Es wird im Folgenden die Existenz und die Eindeutigkeit einer Copula nur fiir
stetige Fi,..., F, bewiesen, die Umkehraussage allerdings in der allgemeinen Form. Fiir
den vollstindigen Beweis sei auf Nelsen [35] verwiesen.

Sei (X1, ..., X,) ein Zufallsvektor mit Verteilungsfunktion F' und stetigen Randverteilun-
gen Fy, ... F,. Setze U; := F;(X;) fir ¢ = 1,...,n und bezeichne mit C' die Verteilungs-
funktion des Vektors (Ui, ...,U,). Nach Satz 2.1&(0) ist U; ~ U(0,1), somit ist C' per

Definition eine Copula. Fiir beliebige x1, ..., z, € R erhélt man nun
F(xy,...,z,) =P(X4 < z1,..., X, <x,)
= ]P)(Ul S Fl(xl), ceey Un S Fn(l'n))

was Gleichung (2.5) entspricht. Somit ist die Existenz bewiesen. Zum Beweis der Eindeu-
tigkeit wertet man Formel (2.5) fiir die Argumente z; = F (w;), u; € [0,1],s = 1,...,n,
aus. Unter Verwendung der Implikation (2.4) erhélt man

Cluy, ..., uy) = F(F (u), ..., F (uy)),

was einer eindeutigen Darstellung von C' in Abhéngigkeit der Verteilungsfunktion F' und
der Randverteilungen Fi, ..., F, entspricht.

Fiir die Umkehrung sei C' eine Copula und F7,..., F}, seien beliebige univariate Vertei-
lungsfunktionen. Wir konstruieren einen Zufallsvektor mit Verteilungsfunktion (2.5), in-
dem wir einen beliebigen Zufallsvektor (Ui, ..., U,)" mit Verteilungsfunktion C' nehmen
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und X; := F(U;), i =1,...,n, setzen. Unter Verwendung von Lemma 2.14(d) folgt dann

IP>(AXV1 lew-'aXnan)

P(U;, < Fi(z1),...,U, < Fy(zy))
C(F1<ZL‘1), Ce ,Fn(Xn))

]

Ausgehend von einer multivariaten Verteilungsfunktion liefert das folgende Korollar eine
Methode zur Konstruktion einer multivariaten Copula.

Korollar 2.17. Sei F' eine n-dimensionale Verteilungsfunktion mit stetigen Randvertei-
lungen F, ..., F, und Copula C, wobei C definiert ist wie in Satz 2.16. Dann gilt fiir jeden
beliebigen Vektor (uq, ..., u,) € [0,1]"

Clug,...,uy) = F(F (u1),...,E (uy)).

2.3 Eigenschaften von Copulas

In weiterer Folge sollen einige wesentliche Eigenschaften von Copulas dargestellt werden.
Neben dem Zusammenhang von Copulas und Zufallsvariablen soll auch auf die sogenannten
Fréchet-Hoeffding-Schranken, durch die jede Copula nach oben und nach unten abgeschétzt
werden kann, sowie auf die Dichtefunktion einer Copula ndher eingegangen werden.

2.3.1 Copulas und Zufallsvariablen

Definition 2.18 (Copula von F). Sei X = (Xy,...,X,,)" ein Zufallsvektor mit gemeinsa-
mer Verteilungsfunktion F' und stetigen Randverteilungen Fi, ..., F,, dann ist die Copula
von F (oder X ) die Verteilungsfunktion C' von (F1(X1),...,F.(X,)). Die Copula der
Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X hat daher die Darstellung

F(zy,...,2,) =P(X; <21,...,X,, < x,) = C(Fi(z1), ..., Fu.(xy)).

Der folgende Satz zeigt, dass durch die Produktcopula II"™ unabhéingige Zufallsvariablen
mit stetigen Verteilungsfunktionen charakterisiert werden.

Satz 2.19. Fir n > 2 seien Xy,...,X, stetige Zufallsvariablen. X1,..., X, sind genau
dann unabhdngig, wenn die n-dimensionale Copula von Xy, ..., X, gleich II" ist.

Beweis. Sei C' die Copula der stetigen Zufallsvariablen X, ..., X,,. Da Xy,..., X, genau
dann unabhéngig sind, wenn F(z1,...,z,) = Fi(z1) - F,(z,) fir alle zy,...,2, € R,
folgt

C(Fi(z1), ..., Fo(zn)) = F(z1, ..., x0) = Fi(xy) -+ Fo(xy,) = DM (Fi(xy), ..., Fu(x)).
Somit folgt C' = II"™. O
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Eine weitere niitzliche Eigenschaft von Copulas ist die Invarianz unter streng monotonen
Transformationen der Zufallsvariablen. Man beachte dazu: Ist die Verteilungsfunktion einer
Zufallsvariable X stetig und ist T eine streng monoton wachsende Funktion, deren Defi-
nitionsbereich Ran(X) enthilt, dann ist die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable 7'(X)
ebenfalls stetig.

Satz 2.20. Sei (X1,...,X,,) ein Vektor von stetigen Zufallsvariablen mit Copula C. Seien
Ti,...,T, streng monoton wachsende Funktionen auf Ran(Xy), ..., Ran(X,), dann verfigt
der transformierte Zufallsvektor (T1(Xy), ..., To(X,)) ebenfalls iber die Copula C.

Beweis. Bezeichne mit Fi, ..., F,, die Randverteilungen von X, ..., X, und mit G4, ..., G,
jenevon 11 (X3), ..., Th(X,). Der Vektor (X7, ..., X,,) besitze die Copula C' und der Vektor
(T1(X1), ..., Tu(X,)) besitze die Copula C. Da die Funktion T}, i € {1,...,n}, streng
monoton wachsend ist, folgt fiir beliebiges z € R

Gifx) = P(T(X) <o) =P (X, < T (@) = F, (T (2) .

und daher
5(G1([E1)7 R Gn(l’n)) = P(TI(XI) S L1y 7Tn<Xn) S xn)
=P (X1 <T7 Y (z1), ..., X0 < T, (z0))
=C (Fy (T7 (21)) oo B (T, N (20)))
= C(Gl(ml), ey Gn(ilj'n))
Da X, ..., X, stetige Zufallsvariablen sind, gilt Ran(G1) = ... = Ran(G,) = [0,1]. Daher
folgt C'= C auf [0, 1]". O

2.3.2 Fréchet-Hoeffding-Schranken

Betrachte die Funktionen W™ und M", welche auf [0, 1]" folgendermafien definiert sind:

W"(u) := max {Z w —n+1, 0} :
i=1

M"(u) := min{uy, ..., u,}.

Die Ungleichung im folgenden Satz, welche auch als Fréchet-Hoeffding-Ungleichung be-
zeichnet wird, verdeutlicht, dass jede Copula beschrankt ist.

Satz 2.21 (Fréchet-Hoeffding-Schranken). Sei C' eine n-dimensionale Copula. Dann gilt
fiir jedes u € [0, 1]"

W(u) < Clu) < M"™(u).
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Beweis. Die zweite Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass fiir jedes i € {1,...,n}
1<i<n

Somit folgt
C(u) <min{uy,...,u,} = M"(u).

Zum Beweis der ersten Ungleichung beobachte, dass

1<i<n 1<i<n i=1
= 1—2(1—%‘) = 1‘”‘1‘2%’-
=1 i=1
In Kombination mit C'(u) > 0 folgt die behauptete Ungleichung. O

In Abbildung 2.2 werden die beiden Fréchet-Hoeffding-Schranken W?2 und M? sowie die
Unabhiingigkeitscopula I1? aus Beispiel 2.12 fiir den bivariaten Fall illustriert. Dabei ver-
deutlicht das Konturdiagramm die Aussage aus Satz 2.21, dass die Unabhéngigkeitscopula
zwischen der unteren und der oberen Fréchet-Schranke liegt.

0 0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Uy Uy Uy

Abbildung 2.2: Funktionsgraph und Hohenlinien der Copulas W?2(uy, us) (links), TT?(uy, us)
(Mitte) sowie M?(uy,us) (rechts).
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Satz 2.22. Fir die Fréchet-Hoeffding-Schranken gilt:

(a) Die obere Schranke M™ ist fir n > 2 eine Copula.

(b) Die untere Schranke W™ ist fiir n = 2 eine Copula, fir n > 3 allerdings nicht.
Beweis. Sei U eine auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable.

(a) Betrachte den n-dimensionalen Zufallsvektor U = (U,...,U)’, dessen Komponen-
ten vollstindig voneinander abhéingen. Da U gleichverteilte Rénder hat, ist dessen
Verteilungsfunktion eine Copula. Die behauptete Aussage folgt fiir jedes u € [0, 1]"
schlieBlich durch

PU <u)=PU <uy,...,U <u,) =PU <minfuy,...,u,}) = min{uy,...,u,}.

(b) Die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors U = (U,1 — U)’ ist unter Verwendung
desselben Arguments wie in Punkt (a) eine Copula. Fiir jedes u € [0,1]? folgt nun
aufgrund der Gleichheit

PU <u)=PU <wu,1 —U <uy) =P(1 —uy <U <) =max{u; +uy — 1,0},

dass W2 eine Copula ist. Um zu zeigen, dass W™ fiir n > 3 keine Copula ist, betrachte
das W"-Volumen des n-Quaders B = [1/2,1]" C [0, 1]™:

Vwn(B) =max{l+---+1-n+1,0} —nmax{1/2+1+---+1—-n+1,0}
+(Z)mm{uz+uz+1+~-+1—n+1ﬁ}+~-

+max{1/2+4---+1/2 -n+1,0}
=1-n/2+0+--+0
< 0.

Da das Volumen negativ ist, ist W™ nicht n-wachsend. Daher ist die untere Fréchet-
Hoeffding-Schranke W™ fiir n > 3 keine Copula.

]

Obwohl die untere Fréchet-Hoeffding-Schranke W™ fiir n > 3 keine Copula ist, ist sie die
bestmdgliche Schranke in folgendem Sinn:

Satz 2.23. Fir jedes n > 3 und beliebiges w € [0,1]" existiert eine (von w abhdngige)
n-dimensionale Copula C', sodass folgende Gleichung gilt:

C(u) = W"(u).
Der Beweis dieses Satzes findet sich bei Nelsen [35].
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2.3.3 Dichte einer Copula

Ein fiir den weiteren Verlauf der Arbeit wesentlicher Begriff ist jener der Copuladich-
te, welcher etwa bei der Formulierung der Maximum-Likelihood-Funktion unverzichtbar
ist. Zunéchst soll allerdings noch ein Satz angefiihrt werden, der die Stetigkeit von n-
dimensionalen Copulas durch eine Lipschitz-Bedingung auf [0, 1]" begriindet. Dariiber hin-
aus bildet er die Basis fiir die partiellen Ableitungen einer Copula.

Satz 2.24. Sei C' eine n-dimensionale Copula. Dann gilt folgende Ungleichung fiir alle
w=(Up,...,up),v=(v1,...,0,) €10,1]":

|C(v) = C(u)] < Zlvi = wil.

Folglich ist C' gleichmdf$ig stetig auf ihrem Definitionsbereich.

Beweis. Die Gleichungen (2.2) und (2.3) implizieren

C) = Clw)l < 3 1Ci(w) = Cilus)| = 3 i = wil.

]

Bevor nun der néichste Satz folgt, soll eine fiir den Beweis notwendige Notation eingefiihrt
werden. Ausgehend vom Vektor w = (uq, ..., u,)’, bezeichne jenen Vektor, bei dem die i-te
Komponente u; durch r und die j-te Komponente u; durch s ersetzt wird, mit

P /
Wi (1,8) = (Uiy ooy Wiy Ty Wit 1y ey Uj 1, Sy Ujp 1y - e U,

Satz 2.25. Sei C eine n-dimensionale Copula. Dann gilt fir allei € {1,...,n}:

(a) Fliir beliebige, aber feste uy, ..., u;i_1,Uit1,-..,u, € [0,1] existiert die partielle Ablei-
tung 8%1- (U1, ..., up) fir fast alle u; € [0, 1] und fir diese uy, ..., u, gilt
0
0< C(ug, ... up,) < 1.

6%1‘

(b) Seije{l,...,n}. Fir jedes j # i ist die Funktion

t— — (ul,...,ui_l,t,uiﬂ,...,un)
ou;

J

definiert und monoton wachsend fast iberall auf [0, 1].
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Beweis.

(a)

Die Existenz der partiellen Ableitungen folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass
monotone Funktionen fast iiberall differenzierbar sind. Zum Nachweis der oberen
Schranke betrachte den Differenzenquotienten

C(Ul, e, U1, Uy h,ui+1, .. Un) — C’(ul, ce ,un)
h .

Unter Verwendung von Satz 2.24 folgt, dass dieser betragsméafig nicht grofler als 1
ist. Somit gilt 5 d 3.,C(u) < 1. Dariiber hinaus sind die partiellen Ableitungen gréBer
oder gleich Null "da C monoton wachsend in jeder Variable ist. Somit wurde die
behauptete Ungleichung bewiesen.

Seien 7,7 € {1,...,n}, i # j. Fir u = (uy,...,u,) € [0,1]" und r,s,7,5 € [0, 1] mit
r <7, s <3§ betrachte den n-Quader

B =10 (r,s),uy (r,9)] € [0,1]".
Da C eine Copula ist, erhiilt man die Ungleichung
0 < Ve(B) =C(uy; (r,5)) = C(uy; (7,5)) — C(uy (r,5)) + C (ug (1, ),
welche dquivalent ist zu
C (i (r,5)) — C (i (r,5)) < C(uy; (1,35)) — C(uy; (7, 5)) -

Das bedeutet, dass fir alle s < § die Funktion t — C (u;; (t,5)) — C (w5 (¢, 5))
monoton wachsend ist. Somit folgt, dass

9, (C(Ul, sy U1, T Ui 1y - - - Jun) - C(Ul, sy U1, Ty Uiy - - 7un))

(9uj

fast tiberall definiert ist und auf [0, 1] nicht negativ ist. Dies impliziert schlieflich,
dass die Funktion

t— —C(Ul, ey U1, by Uy, ,un)

(9uj

fast tiberall definiert ist und auf [0, 1] monoton wachsend ist.

Jede n-dimensionale Copula C' ldsst sich schreiben als

wobel

C(Ul, e ,’U,n) = Ac(’u,h e ,un) + Sc(ul, e ,un),

Ac(uy, ... up) / / 831 C(81y---,8p)dsy -+ dsy, (2.6)
=C U,1

Sc(ug, ... uy) ey Up) — Ac(ul,...,un).
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Da die Randverteilungen einer Copula stetig sind (wohingegen diese Tatsache fiir multiva-
riate Verteilungsfunktionen im Allgemeinen nicht zutreffend ist), existieren keine individu-
ellen Punkte w € [0, 1]", fiir die Vo(u) := Ve ([0, ug] x -+ x [0,u,]) > 0 gilt. Falls C' = Ac
auf [0, 1]", dann wird die Copula als absolut stetig bezeichnet und die Dichtefunktion ¢ ist
der Integrand aus (2.6):
C(’U,l, ce ,Un> = m (Ul, e ,Un).

Ist hingegen C' = S¢ auf [0,1]", dann wird die Copula C' als singuldr bezeichnet und
8ul‘?73un0(u1, ..., uy) = 0 fast iiberall auf [0, 1]". Ist C' singuldr, dann hat der Tréger der
Copula Lebesgue-Mafl Null (und umgekehrt). Dabei ist der Tréiger einer Copula C' definiert
als das Komplement der Vereinigung aller offenen Teilmengen B von [0, 1]" mit Vi(B) = 0.

Beispiel 2.26. Die Unabhdingigkeitscopula TI"(w) = uy - - - uy,, ist absolut stetig, denn fiir
alle w € [0, 1] gilt:

o= [ /881 optnrd = [ [t

= Uy - = Hn )
Die Copuladichte von TI" ist also gleich 1 auf [0, 1]™.
Dass nicht jede Copula eine Dichtefunktion besitzt, verdeutlicht das folgende Beispiel.

Beispiel 2.27. Betmchte die bivariate obere Fréchet-Schranke M?(uy,us) = min {uy, ug}
auf [0,1]*. Dann ist 5 MQ(ul, us) = 0 fast diberall auf [0,1)* aufer auf der Hauptdiago-
nale {(u,u)|u € |0, 1]} (welche Lebesque-MafS Null hat) und Vy2(B) = 0 fiir jeden offenen
2-dimensionalen Quader B, der gdanzlich unterhalb oder oberhalb der Hauptdiagonale liegt.
Folglich ist M? singuldr.

Zum Abschluss dieses Abschnitts soll noch der Zusammenhang zwischen der Copuladich-
te ¢ und der Dichte der Verteilungsfunktion F' erldutert werden. Sei dazu C' die Copula
einer absolut stetigen multivariaten Verteilungsfunktion F' mit streng monoton wachsen-
den stetigen Randverteilungen Fi, ..., F),. Differenziert man die aus dem Satz von Sklar
stammende Gleichung

F(xy,...,x,) = C(Fi(x1), ..., Fy(x,)),

so erhélt man fiir die gemeinsame Dichtefunktion f die kanonische Repréasentation

n

f@y,.an) = c(Fu(a), ., Fulzn)) [ file),

i=1
wobei mit fi,..., f, die univariaten Randdichten von Fi, ..., F, bezeichnet werden. Setzt
man in obiger Gleichung schliefllich u; := Fj(x;) fur alle ¢ = 1,...,n, so ergibt sich durch
Umformen fiir die Copuladichte die Darstellung

FUY (), - Fn‘( n))
FET () - fu(F ()

c(up, ... uy) =
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wobei mit F;!,..., F-! die gewohnlichen Inversen der Randverteilungsfunktionen bezeich-
net werden.

2.4 Abhiangigkeitsmafle

Oftmals ist es wiinschenswert, den Grad der Abhéngigkeit zwischen Zufallsvariablen durch
eine geeignete Kennzahl anzugeben. Da solche Abhéngigkeitsmafle in der Literatur ur-
spriinglich fiir den bivariaten Fall eingefiihrt wurden und auch heute noch trotz einer
moglichen multivariaten Verallgemeinerung weit verbreiteter sind, behandeln wir in weite-
rer Folge nur die bivariaten Abhéngigkeitsmafie und legen dabei den Fokus auf die beiden
Konkordanzmafle Kendall’s Tau und Spearman’s Rho sowie auf die Koeffizienten der Tail-
Abhéngigkeit.

2.4.1 Kendall’s Tau und Spearman’s Rho

Die in diesem Abschnitt prasentierten Abhéngigkeitsmafle basieren auf dem Konzept der
Konkordanz, welches wie folgt definiert ist:

Definition 2.28 (konkordant, diskordant). Zwei Beobachtungen (z,y)" und (Z,y) eines
stetigen Zufallsvektors (X,Y) heiffen konkordant, wenn (x —Z)(y —y) > 0 und diskordant,
wenn (z —2)(y —y) < 0.

Zwei allseits bekannte Abhéangigkeitsmafle, die auf dem Konkordanz-Konzept basieren,
sind die Kovarianz und die lineare Korrelation. Nachfolgend sollen zwei weitere auf diesem
Konzept basierende Abhéingigkeitsmafle besprochen werden: Der Rangkorrelationskoeffizi-
ent von Kendall und der Rangkorrelationskoeffizient von Spearman. Insbesondere werden
wir zeigen, dass diese als Funktionale von Copulas betrachtet werden koénnen.

Definition 2.29 (Kendall’'s Tau). Betrachte einen Zufallsvektor (X1, Xs) und eine un-

abhingige Kopie ()?1,)?2)’ (d.h. einen zweiten Vektor mit derselben Verteilung, der aber
unabhdngig vom ersten ist). Dann wird durch

7= 7(X1, Xs) =P ((X1 X)) (Xs — Xa) > o) P ((X1 X)) (Xs — Xa) < 0) (2.7)

der Rangkorrelationskoeffizient von Kendall (oder Kendall’s Tau) definiert.

Kendall’'s Tau ist also die Wahrscheinlichkeit der Konkordanz abziiglich der Wahrschein-
lichkeit der Diskordanz. Der nun folgende Satz gibt die bereits erwéhnte Représentation
von 7 als Funktional der Copula an.

Satz 2.30. Angenommen X, und X, haben stetige Randverteilungen und eine eindeutige
Copula C'. Dann gilt:

T = 4/ C(uy, uz)dC(uy,ug) — 1. (2.8)
[0,1]2
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Beweis. Bezeichne mit F; und F; jeweils die Randverteilungen von X; und X5. Ausgehend
von Gleichung (2.7) erhélt man

T:2P<(X1_X1)<X2_X2)>O>_1
:4P(X1<X1,X2<X2)—1

—4P (Fl(Xl) < Fi(X1), Fo(Xs) < FQ()?Q)) _1,

wobei die zweite Gleichheit aufgrund der Austauschbarkeit der Paare (X7, X5) und (X, X5)
und die letzte Gleichheit aufgrund der Stetigkeit von F} und F; folgt. Beachte, dass durch
Einfithren der Variablen U; := F;(X;) und V; := F;(X;), ¢ = 1,2, die Verteilung von
(U, Us) sowie von (Vi, V) gleich C' ist, sodass

T:4]E<IP(U1<V1,U2<V2 | \/1,\/2))—1

:4// P(Ul<U1,U2<U2)dC(U1,U2)—1
0,12

= 4// C(Ul,UQ)dC(’LLl,Ug) —1.
[0,1]2
[

Die Stichprobenversion des Rangkorrelationskoeffizienten von Kendall ist fiir den bivariaten
Stichprobenvektor {(z;,7;) : i =1,...,n} gegeben durch

T = n_lzZSQn x; —x;)(T; — Tj)) .

Ein weiteres Zusammenhangsmaf}, welches wie schon Kendall’s Tau auf dem Konzept der
Konkordanz basiert, ist der Rangkorrelationskoeffizient von Spearman. Dieser ist wie folgt
definiert:

Definition 2.31 (Spearman’s Rho). Fir den Zufallsvektor (X1, Xs)' ist der Rangkorrela-
tionskoeffizient von Spearman (oder Spearman’s Rho) definiert durch

ps = ps(X1, Xa) =3 (]P ((X1 X)) (X — Xy) > o) _Pp ((X1 LX) (X — X)) < 0) )

wobei (X1, Xs), (X1, Xs) und (X1, X,) unabhingige Kopien sind.

Satz 2.32. Sind X, und Xy Zufallsvariablen mit stetigen Randverteilungen Fy und Fj,
dann gilt

ps = Corr(Fi1(Xy), F5(X32)).
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Beweis. Haben die Zufallsvektoren (X, X5) und (X;, X,)' stetige Randverteilungen, so
folgt

ps = 6P ((Xl XD (X — X)) > 0) _3
—6P ((Fl(Xl) ~ F(X))(Fa(Xs) — Fa(X2)) > o) ~3
—6P ((U1 U (Us —Ts) > 0) _3,

wobei (Uy, Us)" := (F1(X1), Fa(Xs)), U, = Fl()?l) und U, := F»(X,). Man beachte, dass
Ui, Us, Uy und U, alle standard gleichverteilt sind. Durch Bedingen auf U; und U, erhélt
man

pPs = 6 E (]P) ((Ul — [71)(U2 —Uz) >0 ’ Ul,U2>> -3
=6E (P ([71 < Ul,UQ < UQ) +]P)([71 > Ul,UQ > Ug)) -3
=6E(UUx+ (1-Uy)(1—Us)) —3
— 12 B(U,U) — 6 E(U) — 6 E(Uy) + 3.

Unter Verwendung der Tatsache, dass E(U;) = E(Uy) = 1/2 und Var(U,) = Var(Us) =
1/12, folgt schliefllich
E —-1/4
pg = 12 E(UlUg) _3_ (UlUQ) / _ COU(Ul, UQ)
1/12 VVar(U,)Var(Uy) (2.9)

= Corr(F1(X1), F1(X32)).
]

Somit wurde bewiesen, dass Spearman’s Rho fiir stetige Variablen die lineare Korrelation
ihrer eindeutigen Copula ist. Der nachfolgende Satz stellt nun sicher, dass auch Spearman’s
Rho als Funktional der Copula dargestellt werden kann.

Satz 2.33. Haben X, und X, stetige Randverteilungen und eine eindeutige Copula C,
dann gilt

ps =12 // (C(u,v) — uv)dudv = 12/ C(u,v)dudv — 3.
0,1]2 [0,1]2

Beweis. Zum Nachweis dieses Satzes verwenden wir die folgende in McNeil et al. [34]
bewiesene Formel von Hoeffding: Sind Y; und Y, zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer
Verteilungsfunktion G und Randverteilungen G; und G,, dann ist die Kovarianz von Y;
und Y5, sofern diese endlich ist, gegeben durch

Cov(Y1,Ys) = /_OO /_OO (G(y1,y2) — G1(v1)G2(y2)) dyadya.

Wendet man diese Formel auf Y] := Fj(X;) und Y; := F5(X5) an, so folgt unter Verwen-
dung von Gleichung (2.9) die behauptete erste Gleichheit, wihrend die zweite Gleichheit
wegen ff[o Jj2 v dudv = 1/4 gilt. O
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Die Stichprobenversion des Rangkorrelationskoeffizienten von Spearman kann mit Hilfe
der Réange der Daten bestimmt werden. Diese sind wie folgt definiert: In einer Reihe von
Beobachtungen x4, ..., x,, in der kein beobachteter Wert mehrfach auftritt, gibt man dem
kleinsten z; den Rang 1, dem néchstgrofleren Rang 2, usw. Formal ist der Rang R; von z;
definiert durch

R, =#{j <n:xz; <z}

Sind nicht alle x; verschieden, so gibt es unterschiedliche Verfahren, um eine eindeutige
Rangordnung zu finden. Eine Mdoglichkeit besteht darin, den ranggleichen Beobachtungen
das arithmetische Mittel der auf sie fallenden Rénge zuzuordnen (fiir ndhere Details siche
Krengel [31]).

Fiir den bivariaten Stichprobenvektor {(x;,z;) : i = 1,...,n} seien R; und S; jeweils die
Rénge von z; und z;. Die Stichprobenversion von pg ist gegeben durch
5 > iy (Ri — R)(S: — S)

\/Zz 1 R R) Zi:l(si _3)2
Da mit R; und S; die Rénge bezeichnet werden, gilt R = S = %ZLIZ’ = ”T“ Dadurch
vereinfacht sich obige Darstellung zu

n

Ps=—pom (ZRS ”*”)—1-%2(}@-5&2.

i=1

Mit Kendall’s Tau und Spearman’s Rho wurden nun zwei Rangkorrelationskoeffizienten
definiert, die einige gemeinsame Eigenschaften aufweisen: Zum einen handelt es sich um
symmetrische Abhéngigkeitsmafie mit Wertebereich [—1, 1]. Sie sind, da sie sich als Funk-
tionale von Copulas darstellen lassen, invariant unter streng monotonen Transformationen
der Zufallsvariablen X; und X,. Zudem nehmen 7 und pg fiir unabhéngige Zufallsvaria-
blen den Wert Null an (wogegen eine Rangkorrelation von Null nicht notwendigerweise
Unabhéngigkeit impliziert). Dariiber hinaus gilt der folgende Satz:

Satz 2.34. Seien X; und X, stetige Zufallsvariablen mit Copula C' und bezeichne mit
M? die obere und mit W? die untere Fréchet-Hoeffding-Schranke sowie mit k entweder
Kendall’s Tau oder Spearman’s Rho. Dann gilt:

(a) k=1<+= C = M2
(b) k=—-1<+=C=W?2

Fiir den Beweis sei auf Embrechts et al. [15] verwiesen. Unter Verwendung dieses Resultats
zeigen wir nun, dass es fiir jede Wahl von stetigen Randverteilungen moglich ist, eine
bivariate Copula zu konstruieren, fiir die 7 und pg jeden gewiinschten Wert in [—1,1]
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annehmen koénnen: Da jede Konvexkombination von Copulas wiederum eine Copula ist
(vgl. Nelsen [35]), wird durch

C(U,l,UQ) = )\WQ(Ul,UQ) + (1 — )\)MQ(Ul, Ug)

eine Copula definiert (T¥? und M? sind beide Copulas (siehe Satz 2.22)). Ein Zufallsvektor
(X1, X2)" mit der soeben definierten Copula C' hat aufgrund von Satz 2.34 Rangkorrelation

T = pPs = 1-— 2)\,
sodass fiir ein passendes A € [0, 1] jeder gewiinschte Wert in [—1, 1] erreicht werden kann.

Nachdem mit Kendall’s Tau und Spearman’s Rho zwei verschiedene Rangkorrelationskoef-
fizienten definiert wurden, stellt sich nun die Frage, ob es einen funktionellen Zusammen-
hang zwischen diesen beiden Maflen gibt. In der Tat kann der Zusammenhang zwischen
den Koeffizienten durch die von Durbin und Stuart [12] hergeleiteten Schranken angegeben
werden:

pPs

+T—%7'2, T >0,
Ps T

1
9 T <0.

IA A
IA A
NI NI~

3-_ 1

2T =3

_1 1.2
5 T T+ 57

Diese Schranken sind fiir Werte von 7 und pg in Abbildung 2.3 grafisch dargestellt. Fiir
jedes Paar von stetigen Zufallsvariablen miissen sowohl die Werte von Kendall’s Tau als
auch jene von Spearman’s Rho in der grau eingefdrbten Flédche, der sogenannten 7-pg-
Region, liegen.

0.5 i

-0.5 b

-1 i i i
-1 -0.5 0 0.5 1

T

Abbildung 2.3: Spearman’s pg, als Funktion von Kendall’s 7, fiir eine gegebene Copula.
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2.4.2 Tail-Abhéangigkeit

Eine Fragestellung, die im Risikomanagement von besonderem Interesse ist, beschéftigt sich
damit, wie gro3 die Wahrscheinlichkeit fiir das simultane Eintreten von Extremsituatio-
nen ist. Eine Moglichkeit, diesen Zusammenhang zwischen Extremereignissen darzustellen,
liefert das Konzept der Tail-Abhéngigkeit.

Definition 2.35 (Tail-Abhéngigkeitskoeffizienten). Seien Xy und Xy Zufallsvariablen mit
Verteilungsfunktionen Fy und Fy. Dann ist durch

Av = Au(Xy, Xo) := lim P(Xs > Fy (u) | X7 > F{7(u))

u—1-

der Koeffizient der oberen Tail-Abhdngigkeit von X; und Xo und durch

AL = AL(X1, Xo) == lim P(Xy < Fy (u) | Xi < F{ (u)),

u—0t

der Koeffizient der unteren Tail-Abhdngigkeit von X1 und Xy definiert, vorausgesetzt die
Limiten existieren. Ist A\y = 0, dann sind X1 und Xy asymptotisch unabhdngig im oberen
Tail, wohingegen X1 und Xy fiir A\, = 0 asymptotisch unabhdngig im unteren Tail sind.

Sind die Randverteilungen der Zufallsvariablen stetig, dann kann der Koeffizient der oberen
Tail-Abhéngigkeit auch wie folgt dargestellt werden:

u—1-

u—1— ]P(Xl > FF(U))
1= BON < R () = P(Xs € Ff () + PG < Fy (), X < B (1)
_ fim 1—2u+C(u,u).

u—1- 1—wu

Somit haben wir gezeigt, dass der Tail-Abhéngigkeitskoeffizient ausschliefilich von der Co-
pula abhéngt. Daher iibertrigt sich die Eigenschaft der Invarianz unter streng monotonen
Transformationen genau wie im Fall der Rangkorrelation von der Copula auf die Tail-
Abhéngigkeit.

Fiir Copulas, die nicht in geschlossener Form darstellbar sind, wie etwa die Gauss’sche
Copula (vgl. Kapitel 2.5.1.1), ist eine alternative Formel fiir A\ wiinschenswert, die in
weiterer Folge hergeleitet werden soll. Betrachte dazu ein Paar von standard gleichverteilten
Zufallsvariablen (U, V)" mit Copula C. Bemerke zunéchst, dass P(V < v | U = u) =
IC(u,v)/Ouund P(V > v | U = u) = 1—-0C(u,v)/Ou (dhnliches gilt, wenn auf die Variable
V bedingt wird). Unter Verwendung von C(u,v) := P(U > u,V >v) =1 —u—v+C(u,v)
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folgt daher:

1-2 C
Ay — lim u+ C(u,u) — im C(u,u) —  lim dC'(u,u)
u—1- 1—wu un1- 1 —u u—1- du
_ 0C (s, t) 0C (s, t)
=1 7 _ 1\
uigl* (2 88 s=t=u 815 s=t=u
~ lim (P(V>u U =u)+PU > u| V:u)).
u—1-

Dariiber hinaus vereinfacht sich obiger Ausdruck fiir austauschbare Copulas C', d.h. es gilt
C(u,v) = C(v,u), zu

Av =2 lim P(V >u | U =u). (2.10)
u—1-
Unter der zusétzlichen Annahme, dass die stetigen Zufallsvariablen X und Y mit aus-
tauschbarer Copula C' identisch verteilt sind, wobei deren Verteilungsfunktion F' stetig
und streng monoton wachsend ist und einen infiniten rechten Endpunkt hat, vereinfacht
sich Formel (2.10) zudem zu

T—00

=21lim P(Y >z | X =2). (2.11)

T—00

A = 2 lim P(F*l(V) >z | FU(U) = :c>

Obige Uberlegungen lassen sich gleichermafen auf den Koeffizienten der unter Tail-Abhén-
gigkeit libertragen:

C
A= tim S0 (]P(V<u | U:u)+1P>(U<u|V:u))
u—0t U u—0t
bzw. im Falle von identisch verteilten stetigen Zufallsvariablen X und Y mit einer stetigen
und streng monoton wachsenden Verteilungsfunktion mit infinitem linkem Endpunkt und
austauschbarer Copula gilt
Ap=2 lim P(Y <z | X =u2x). (2.12)

T—r—00

2.5 Ausgewihlte Familien parametrischer Copulas

Nachdem in den bisherigen Kapiteln eine fundierte Einfithrung in die Theorie der Copulas
erfolgte, werden nun mehrere Familien parametrischer Copulas prasentiert. Dabei wird eine
Copula als parametrisch bezeichnet, wenn sie durch einen endlich-dimensionalen Parame-
tervektor charakterisiert wird. Wéhrend sich in der Literatur eine Vielzahl zweidimensio-
naler Copulas findet, fallt im Gegensatz dazu die Anzahl an multivariaten Copulas eher
gering aus. Dies lasst sich darauf zuriickfiithren, dass sich viele Verfahren zur Konstruktion
bivariater Copulas nicht auf eine beliebige Anzahl an Dimensionen erweitern lassen. Da
Portfolios grundsétzlich aber mehr als zwei Vermogenswerte umfassen, werden nachfolgend
nur Familien von Copulas vorgestellt, die {iber eine n-dimensionale Erweiterung verfiigen.
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2.5.1 Elliptische Copulas

Bei der Klasse der elliptischen Copulas handelt es sich um Copulas, die iiber multivariate
elliptische Verteilungen hergeleitet werden. Ein umfassender Uberblick iiber diese Klasse
von Verteilungen, welche viele niitzliche Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung
aufweisen, findet sich bei Fang et al. [20]. Elliptische Copulas werden mit Hilfe des Satzes
von Sklar konstruiert und weisen in der Regel keine explizite analytische Form auf. Bevor
wir nun die zwei bekanntesten Vertreter der elliptischen Copulas im Detail betrachten, soll
zunachst naher auf sphérische und elliptische Verteilungen eingegangen werden, da diese
in diesem Zusammenhang von wesentlicher Bedeutung sind.

Definition 2.36 (Sphérische Verteilung). Ein Zufallsvektor X = (Xy,...,X,)" hat eine
sphdrische Verteilung, wenn fir jede orthogonale Matrix U € R™ ™ (d.h. die Matriz U
erfillt UU" = U'U = I,,, wobei mit I,, die (nxn)-Einheitsmatriz bezeichnet wird) folgendes
qilt:

UX L x1

Die Aussage, dass der n-dimensionale Zufallsvektor X einer sphéarischen Verteilung folgt,
ist dquivalent dazu, dass eine Funktion ¢ : R>o — R existiert, sodass die charakteristische
Funktion ¢x(t) = E (e**) von X die Form

ox(t)=v(tt)=¢ (i +---+ ) =v(t]"), teR" (2.13)

aufweist. Diese Aquivalenz zeigt, dass die charakteristische Funktion eines sphérisch ver-
teilten Zufallsvektors vollstandig durch die Funktion ¢ beschrieben wird. Daher wird
auch als charakteristischer Generator bezeichnet und die Notation

X ~ Sn(¢)

wird verwendet, um einen n-dimensionalen sphérisch verteilten Zufallsvektor mit charak-
teristischer Funktion (2.13) zu beschreiben. Die sphérische Verteilung erlaubt zudem eine
alternative stochastische Représentation, die in erster Linie zur Simulation dieser Vertei-
lung verwendet wird. Es gilt: X ~ S, (¢) dann und nur dann wenn

X 2L Rs.

Dabei ist S ein auf der Einheitssphire S,_; := {& € R": || = 1} gleichverteilter Zu-
fallsvektor und R > 0 ist eine Zufallsvariable, die unabhéngig von S ist.

Die Klasse der elliptischen Verteilungen ist eine Verallgemeinerung der Familie der sphé-
rischen Verteilungen, denn jede elliptische Verteilung ist eine affine Transformation einer
sphéarischen Verteilung. Formal sind sie wie folgt definiert:

IMit der Notation < wird die Gleichheit in der Verteilung bezeichnet.
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Definition 2.37 (Elliptische Verteilung). Ein Zufallsvektor X = (Xi,...,X,)" hat eine
elliptische Verteilung, wenn

XL pu+AY L+ ARS, (2.14)
wobei Y eine sphirische Verteilung auf R* hat, A € R™F mit ¥ := AA" € R™" sowie
rang(X) =k <n und p € R". Die zweite Gleichheit spiegelt die stochastische Darstellung

Y £ RS ciner sphdarischen Verteilung wider.
Fiir elliptische Verteilungen wird die Notation
X ~ En(u’a Ea 7/1)

verwendet, wobei X als Dispersionsmatrix bezeichnet wird und v ist jene Funktion, die die
sphérische Verteilung von Y charakterisiert. Es sollte jedoch erwédhnt werden, dass ¥ und
1 in dieser Notation nur bis auf eine positive Konstante eindeutig bestimmt sind, d.h. fiir
beliebiges ¢ > 0 liefern F,, (@, 3,1(+)) und E,(p, 3, 1(-/c)) dieselbe Verteilung, was aus
der Darstellung der charakteristischen Funktion einer elliptisch verteilten Zufallsvariable
X eindeutig hervorgeht:

¢ox(8) = E (exp (it' X)) = E (exp (it' (i + AY'))) = exp (it'p) E (exp (i (A1) Y))

— oxp (it' 1) oy (A'8) = exp (it 1) (ALY (A'8)) = exp (it' ) 6 (')
Vorausgesetzt die Dichte existiert, dann sind die Hohenlinien der Dichtefunktion einer
elliptischen Verteilung Ellipsoide (im bivariaten Fall spricht man von Ellipsen), wodurch
sich auch der Name erkléren lisst. Zur Veranschaulichung zeigt Abbildung 2.4 als Beispiel
einer elliptischen Verteilung die bivariate Normalverteilung N3 (0, (% %%)), die, wie im
néchsten Abschnitt zu sehen ist, tatséchlich der Familie der elliptischen Copulas zugehorig

ist. Wahrend auf der linken Seite die dreidimensionale Dichtefunktion zu sehen ist, sind
rechts die entsprechenden ellipsenférmigen Hohenlinien der Dichte abgebildet.

Elliptische Verteilungen haben einige wichtige Eigenschaften, welche in der Folge zusam-
mengefasst werden (vgl. McNeil et al. [34]):

e Jede affine Transformation einer elliptisch verteilten Zufallsvariable ist wieder ellip-
tisch verteilt mit demselben charakteristischen Generator ¢: Ist X ~ E,(u,3,),
dann gilt fiir jedes B € R¥*™ und b € R”

BX +b~ Ey(Bp+b, BEB 1)).

e Die Randverteilungen einer elliptischen Verteilung sind wieder elliptisch verteilt mit
demselben charakteristischen Generator: Sei X = (X1, X5)" ~ E,(u, %, 1), wobei
X; € RP, Xy € RY mit p+ g =n und

75 Y1 Yo
p— ; 2 g
H (Mz) (221 E22)
mit py € RP und pe € R?. Dann gilt
X1~ Ep(p1, E11,9), Xy ~ Ey(pa, Xo2, ).
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Abbildung 2.4: Dichtefunktion und Hohenlinien der elliptischen Verteilung E5(0, 3, )) mit
= (g5 %) und ¢(x) = exp (—z/2).

e Unter der Annahme, dass ¥ positiv definit ist, ist die bedingte Verteilung von X,
gegeben X, ebenfalls elliptisch verteilt, obwohl sich der Generator im Allgemeinen
von 1) unterscheidet:

XX, ~ E, (Ml,z,zn,z,{/;) ;
wobei 19 = py + Y1935 (X2 — po) und Y2 = X1 — Y1255 Yoy
o Ist X ~ E,(p, X, 1) mit positiv definiter Dispersionsmatrix ¥, dann folgt
(X —p) SN (X —p) £ R,
wobei R die Zufallsvariable in der stochastischen Darstellung (2.14) ist.

Definition 2.38 (Elliptische Copula). Eine elliptische Copula ist definiert als die Copula
der elliptischen Verteilung F'. Ihre analytische Form erhdlt man aus Korollar 2.17 zum
Satz von Sklar fir die Verteilungsfunktion F, d.h. fir (uy,...,u,)" € [0,1]" gilt

Clur,...,up) = F (F7 (w), ..., F, (u,)),
wobei mit FY, ... F7% die univariaten Quantilsfunktionen bezeichnet werden.

Satz 2.20 besagt, dass sich die Copula von X durch Anwendung von streng monoton
wachsenden Transformationen auf Xi, ..., X, nicht verdndert. Durch Standardisieren der
Zufallsvariablen Xj, ..., X, folgt somit, dass die Copula von X ~ E,(u, X, 1) dieselbe ist
wie von X ~ E,(0,R,v), wobei R die Korrelationsmatrix von X bezeichnet. Aufgrund
der einfacheren Handhabung wird daher im Zusammenhang mit Copulas nachfolgend stets
mit letzterer Verteilung gearbeitet.
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2.5.1.1 Gauss’sche Copula

Definition 2.39 (Multivariate Normalverteilung). Ein Zufallsvektor X = (Xy,...,X,)
folgt einer multivariaten Normalverteilung (oder multivariaten Gauss’schen Verteilung),
kurz X ~ N, (w, X)), wenn

X2Lu+AZ2Lp+ ARS.

Dabei bezeichnet p € R™ den Erwartungswertvektor, ¥ = AA" € R"™ ™ die positiv definite
Kovarianzmatriz, wobei A € R mit rang(A) = k < n und Z = (Zy,...,Z) einen
k-dimensionalen Zufallsvektor, dessen Komponenten Zy, ..., Zy #id N (0, 1)-verteilt sind.

Die Dichtefunktion einer multivariat normalverteilten Zufallsvariable X ~ N, (u,Y) hat
die Gestalt

w@%=ﬁgﬁ$$ﬁ@m(—;w—uﬁj%x—uo, x € R™. (2.15)

Hier bezeichnet || die Determinante der Matrix ¥. Die Form der Dichtefunktion zeigt, dass
sich Punkte mit gleicher Dichte auf demselben Ellipsoid befinden. Dabei ist die Ellipsoiden-
gleichung fiir eine Konstante ¢ > 0 gegeben durch (& — )Y 7! (x —p) = c. Die multivariate
Normalverteilung gehort somit zur Klasse der elliptischen Verteilungen. Zum formalen Be-
weis dieser Behauptung betrachte den multivariat normalverteilten Vektor X ~ N, (u, X).
Nach Definition 2.39 weist er die Darstellung

XLu+Az

auf mit Z wie in der Definition. Kann gezeigt werden, dass Z einer sphérischen Verteilung
folgt, so folgt die Behauptung. Es ist allgemein bekannt, dass fiir jedes Z; ~ N(0,1) die
charakteristische Funktion von der Form ¢z (t) = E (exp (itZ;)) = exp(—t>/2) ist (vgl.
Billingsley [2, Seite 344]). Aus der Unabhéngigkeit der Komponenten folgt schliefllich

¢z(t) = E (exp (it'Z)) = exp (= [t /2) = »(lt]])
mit ¢ (z) = exp(—z/2). Demnach hat Z eine sphérische Verteilung.

Die Copula der multivariaten Normalverteilung, welche auch als Gauss’sche Copula be-
zeichnet wird, gehort somit zur Klasse der elliptischen Copulas.

Definition 2.40 (Gauss’sche Copula). Die Gauss’sche Copula (oder Normal-Copula) C§®
ist die Copula eines multivariat normalverteilten Zufallsvektors X ~ N, (0, R), wobei mit
R die Korrelationsmatrixz bezeichnet wird. Die funktionelle Form erhdlt man durch

C’g“(ul, Cey Up) = @R(Q_l(ul), e Q_l(un)),

wobei (uy, ..., u,) € [0,1]". Hier bezeichnet P die gemeinsame Verteilungsfunktion des
Zufallsvektors X mit Korrelationsmatriz R und ®~' die Quantilsfunktion der univariaten
Standardnormalverteilung.
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Mittels der Dichtefunktion (2.15) der multivariaten Standardnormalverteilung mit Korre-
lationsmatrix R kann die Gauss’sche Copula explizit als

a 1 & (u1) O (un) 1 R
CRa(u1,...,Un):W/ / exp (_EmR m) dZE1d[£n

—00 o0

geschrieben werden.

In weiterer Folge sollen die Tail-Abhéngigkeitskoeffizienten der Gauss’schen Copula her-
geleitet werden. Sei dazu (X, YY)’ ein Zufallsvektor, der einer bivariaten Standardnormal-
verteilung mit linearem Korrelationskoeffizienten p folgt, d.h. (X,Y) ~ C§%(®(x), ®(y))

mit R = (; 7 ) Diese Vorgaben erfiillen die in Kapitel 2.4.2 genannten Bedingungen zur

Berechnung von A\ geméfl

A =21m P(Y >z | X =x). (2.16)

T—r00

Unter Verwendung von Y |X = z ~ N(px,1 — p?) (vgl. Hogg und Craig [26, Seite 149])
erhalten wir fiir (2.16) die Darstellung

- _ T — pT
v (10055

o (-(55)

Ausgehend von Gleichung (2.12) findet man fiir A, durch analoge Herleitung die Darstel-

lung
/T —
Ap =2 lim cb(u).
Tr——00 \/].—p
Da offensichtlich A\ = Ay gilt, impliziert die Gauss’sche Copula stets gleiche asymptotische
obere und untere Tail-Abhéngigkeit. Insbesondere sind zwei Zufallsvariablen X und Y mit

zugehoriger Gauss’scher Copula asymptotisch unabhéngig im oberen und unteren Tail fiir
—1 < p < 1 und asymptotisch abhéngig im oberen und unteren Tail fiir p = 1.

2.5.1.2 Student-t Copula

Definition 2.41 (Multivariate Student-t Verteilung). Der n-dimensionale Zufallsvektor
X sei konstruiert als

X<Lu+VWAZ,

wobei Z ~ Ni(0,I;) und ¥ := AA" ist positiv definit. Die Zufallsvariable W und der
Zufallsvektor Z sind unabhingig und die Mischvariable W > 0 ist invers gammaverteilt?
W ~1g(v/2,v/2). Dann folgt X einer multivariaten Student-t Verteilung mit v Freiheits-
graden und Lokalisierungsparameter p, kurz X ~ t,(u, 3, v).
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Man beachte, dass in dieser Definition ¥ nicht die Kovarianzmatrix von X ist, denn da
E(W) = % folgt Cov(X) = -4 X. Daher ist die Student-t Verteilung nur fiir v > 2
definiert.

Die Dichtefunktion der n-dimensionalen Student-t Verteilung lautet

() Lo —gn .
(mr)zl“()|2|z<1+y( DR u)) : eR" - (217)

Die multivariate Student-t Verteilung gehért ebenso wie die multivariate Normalvertei-
lung zur Klasse der elliptischen Verteilungen. Zum Beweis dieser Behauptung geniigt es,
dhnlich wie im Fall der Normalverteilung, nachzuweisen, dass VW Z einer sphirischen
Verteilung folgt. Fiir die charakteristische Funktion erhdlt man unter Verwendung der
Glédttungseigenschaft der bedingten Erwartung die Darstellung

bz (t) = E [exp (it VIV Z) |
_E [E [exp (@'t’\/WZ) ‘W”
= E [exp (—V |1£]* /2)]
- /[ e (P /2) aEv < w)

= v (Itl°)
mit ¢ (z f[o exp (—wz/2) dP(W < w). Folglich ist die Zufallsvariable /W Z sphérisch

Vertellt

Definition 2.42 (Student-t Copula). Die Student-t Copula C,, ist die Copula von X ~
tn(0, R,v), wobei mit R die Korrelationsmatriz und mit v die Anzahl der Freiheitsgrade
bezeichnet wird. Die funktionelle Form erhdlt man durch

Cho(ur, .. uy) = Tro(T,  (wr), ..., T, (un))

wobei (uy, ..., u,) € [0,1]". Dabei bezeichnet Tr, die gemeinsame Verteilungsfunktion von
X und T, ist die Quantilsfunktion der univariaten Student-t Verteilung mit v Freiheits-
graden.

tEW(CL‘) =

Mittels der Dichtefunktion (2.17) der multivariaten t-Verteilung kann die Student-t Copula
explizit als

. F(V—gn) T;l(ul) T,fl(un) 1 R *HTn
CR,V(U): (lﬂr)n/zr( )|R|1/2/ /_OO (1—|—;:1:R :c) dzy - - - dx,,

2Eine Zufallsvariable X heifit invers gammaverteilt, kurz X ~ Ig(a, ), wenn ihre Dichtefunktion
folgende Gestalt hat:

flz) = =D exp(—p/x), x>0, a>0, 8>0.

(o)
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geschrieben werden.

Zur Herleitung der Tail-Abhéangigkeitskoeffizienten der Student-t Copula betrachte den
Zufallsvektor (X,Y’)" mit standardisierter bivariater Student-t Verteilung mit v Freiheits-
graden und Korrelationsmatrix R = (ll) 7 ) und zugehériger Copula Ciz,y- Unter Verwendung
der Tatsache, dass Y gegeben X = x einer Student-t Verteilung mit v + 1 Freiheitsgraden

folgt mit

2
EY|X=2)=pr und Var(Y|X=2)= <Vyixl ) (1-p%

(vgl. Embrechts et al. [15, Seite 19]), kann (2.11) geschrieben werden als

A=21lim [1=T v L\ o= pr
= 1m -1,
v T—00 +1 y—|-332 /1_p2
1 1/2 1_
—921%im [1-T,, (ZL) i
I—p
=2(1-T,1 (Vv+1,/—L) ).
1+p

Ausgehend von Gleichung (2.12) kann der Koeffizient der unteren Tail-Abhéngigkeit \j,
analog hergeleitet werden. Wie schon bei der Gauss’schen Copula gilt auch bei der Student-
t Copula Ay = Ap. Damit sind zwei Zufallsvariablen mit zugehoriger Student-t Copula fiir
p > —1 asymptotisch abhéngig sowohl im oberen als auch im unteren Tail.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Symmetrieeigenschaft \;y = A\, fiir alle elliptischen
Copulas Giiltigkeit hat (vgl. McNeil et al. [34, Seite 233 und Seite 247]).

2.5.2 Archimedische Copulas

Die im vorherigen Abschnitt vorgestellten Copulas weisen jeweils gleiche asymptotische
obere und untere Tail-Abhéngigkeit auf. Doch gerade im Finanzbereich ldsst sich beobach-
ten, dass grofle Verluste stidrker voneinander abhéngen als grofie Gewinne. Solche Asym-
metrien lassen sich sehr einfach mit Hilfe sogenannter archimedischer Copulas modellieren.
Ein Nachteil dieser Copulafamilie ist jedoch, dass in héheren Dimensionen nur ein oder
zwei Parameter zur Erfassung der Abhéngigkeitsstruktur zur Verfiigung stehen.

Definition 2.43 (Generator, pseudo-inverse Funktion). Sei ¢ : [0,1] — [0, 00] eine ste-
tige streng monoton fallende Funktion mit (1) = 0. So eine Funktion ¢ wird Generator
genannt. Man spricht von einem strikten Generator, wenn zusdtzlich ¢(0) = oco.

Die pseudo-inverse Funktion von o ist die Funktion o= : [0,00] — [0,1], die folgender-
majen definiert ist:

() = M (v), falls 0 < v < p(0),
7 o, falls (0) < v < 0.
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Die pseudo-inverse Funktion ist stetig, monoton fallend auf [0, cc] sowie streng monoton
fallend auf [0, p(0)]. Weiters gilt o=t (p(u)) = u fiir jedes u € [0,1] und

3 v, falls 0 < v < ¢(0),
o (¢ () =
©(0), falls p(0) < v < 0.

Zusitzlich stimmt die pseudo-Inverse mit der gewdhnlichen Inversen iiberein, d.h. ¢l =

o1, wenn ¢ ein strikter Generator ist.

Definition 2.44 (vollstindig monotone Funktion). Eine Funktion f(t) heifit vollstindig
monoton auf dem Intervall [a,b], wenn sie stetig sowie beliebig oft differenzierbar ist und
die Vorzeichen der Ableitungen aller Ordnungen alternieren, d.h.

dr f(t
(=" ip

>0, te(ab), k=0,1,2,...

Der nun folgende Satz liefert notwendige und hinreichende Bedingungen fiir einen strikten
Generator ¢ zur Generierung von n-dimensionalen Copulas fiir n > 2.

Satz 2.45. Sei ¢ ein strikter Generator. Die Funktion C : [0,1]" — [0, 1] mit

Cuy, ug, .. tuy) =@ () + -+ o(uy)) (2.18)

ist eine n-dimensionale Copula fir n > 2, dann und nur dann, wenn ¢~! wvollstindig
monoton auf [0, 00) ist.

Fiir den Beweis sei auf Kimberling [30] verwiesen. Mit Hilfe des vorangegangenen Satzes
sind wir nun in der Lage, archimedische Copulas zu definieren.

Definition 2.46 (archimedische Copula). Man spricht von einer archimedischen Copula,
falls sie von der Form (2.18) ist. Die Funktion ¢ nennt man in diesem Fall den Generator
der Copula.

Offensichtlich erzeugen verschiedene Generatoren unterschiedliche Familien archimedischer
Copulas. In der Literatur finden sich zahlreiche verschiedene Familien, insbesondere fiir
den bivariaten Fall. Eine Auswahl ist sowohl bei Nelsen [35] als auch bei Joe [27] gelistet.
Exemplarisch wollen wir hier die sogenannte Clayton Copula herleiten, deren Generator fiir
a > 0 durch p(u) = u= — 1 gegeben ist. Daher ist ¢~ () = (1 +¢)~"/*. Durch Einsetzen
in Formel (2.18) erhélt man dann die n-dimensionale Clayton Copula:

n —1/a
Ol ) = 7 plom) + - + () = (Zu;a—nH) -

Alternativ kann die Clayton Copula fiir n > 2 auch mit Hilfe von speziell verteilten Zu-
fallsvariablen charakterisiert werden (vgl. Cook und Johnson [8]). Da diese Darstellung in
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Kapitel 3.4 bendttigt wird, soll sie nun ebenfalls priasentiert werden: Seien die Zufallsvaria-
blen Yi,...,Y, iid I'(1, 1)-verteilt? und die Zufallsvariable X ~ T'(c, 1) sei unabhiingig von
Y; fiir alle t = 1,...,n. Dann ist die gemeinsame Verteilungsfunktion von

AN ,
Ui3:(1+y) , 1=1,...,n,

gegeben durch

F(uy, ... u,) = (Zui—l/a—n—|—1>
i=1

fir 0 < w; < 1,47 =1,...,n, und Parameter a > 0. Fiir a € (0,00) entspricht diese
Verteilungsfunktion der Clayton Copula mit Parameter 1/a. Neben der Clayton Copula
existieren noch weitere n-dimensionale archimedische Copulafamilien. Die drei wichtigsten
sind in Tabelle 2.1 aufgelistet.

Familie Generator ¢(u) Parameter o C(u,y...,uy)

—1/a
Clayton u -1 a>0 (ZLI u; “—n+ 1> /

1/
Gumbel (—Ilnwu) a>1 exp (—(2?:1(— In Uz)a) )

. exp(—au)—1 1 [T7, (exp(—au;)—1)
Frank In (—exp(_a)_l ) a>0 Ly (1  Lalean) - )
Tabelle 2.1: Generator ¢(u), Parameter a und Verteilungsfunktion C(uy,...,u,) aus-

gewdhlter archimedischer Copulas.

Abhéangigkeitsmafle fiir archimedische Copulas

Im Allgemeinen erfordert die Ermittlung von Kendall’s Tau die Berechnung des Doppelin-
tegrals in (2.8). Fiir archimedische Copulas vereinfacht sich die Situation dahingehend, da
Kendall’s Tau aus dem Generator abgeleitet werden kann, der im Gegensatz zur Copula
nur iiber ein Argument verfiigt. Man beachte dazu folgende Tatsache (vgl. Nelsen [35]):

3Eine Zufallsvariable X heifit gammaverteilt, kurz X ~ T'(a,3), wenn ihre Dichtefunktion folgende
Gestalt hat:

I'(a)

Dabei bezeichnet I'(a) := [~ 2* 'e™"dz die Gammafunktion.

2 exp(—pBx), x>0, a>0, 5>0.

f(x)
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Seien U und V zwei standard gleichverteilte Zufallsvariablen, deren gemeinsame Vertei-
lungsfunktion die archimedische Copula C' mit Generator ¢ ist. Dann ist die Funktion

olt) <t<1,
' (tF) T

die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable C(U, V).

Kc(t) =1 —

Satz 2.47. Fir zwei stetige Zufallsvariablen X undY bezeichne mit C' deren archimedische
Copula mit Generator ¢. Dann ist Kendall’s Tau von der Form

T=1+ 4/01 :j/((?) dt. (2.19)

Beweis. Sei C' die gemeinsame Verteilungsfunktion der auf dem Intervall [0, 1] gleichverteil-
ten Zufallsvariablen U und V' und bezeichne mit K¢ die Verteilungsfunktion von C(U, V).
Unter Verwendung der Integralformel (2.8) folgt

=4 E(C(U,V)) —1:4/1tch<t>—1=3—4/1K0(t)dt

- 3_4/01 <t— ;((Q)) dt:1+4/01 :;((?)dt,

wobei im letzten Schritt ¢'(t7) durch ¢/(t) ersetzt wurde, da der Nenner des Integranden
als konkave Funktion fast {iberall differenzierbar ist. O

Wir wollen nun unter Verwendung von Gleichung (2.19) Kendall’s Tau fiir zwei stetige
Zufallsvariablen herleiten, deren Abhéngigkeit durch eine bivariate Clayton Copula be-
schrieben wird. Fiir den Generator ¢(t) =t~ — 1 der Clayton Copula lautet der Quotient
o(t)/¢'(t) = (t*T — t) /a. Somit erhilt man fiir Kendall’s Tau den Ausdruck

1 ja+1

t —1 4 1 1

T:1+4/ dt:l—]—— - — = — a .
0 « a\a+1 2 o+ 2

Neben Kendall’s Tau lassen sich auch die Tail-Abhéngigkeitskoeffizienten archimedischer
Copulas mit Hilfe der jeweiligen Generatoren beschreiben. Dies wird im folgenden Satz
festgehalten:

Satz 2.48. Fir zwei stetige Zufallsvariablen X und Y sei ¢ der strikte Generator der
zugehorigen archimedischen Copula. Dann gilt:

(a) Ist (o=1)(0) endlich, dann sind X und Y asymptotisch unabhingig im oberen Tail.
Sind X undY asymptotisch abhingig im oberen Tail, dann gilt (¢~')'(0) = —oco und
der Koeffizient der oberen Tail-Abhdngigkeit kann geschrieben werden als

N o ()
WEETER G@
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(b) Der Koeffizient der unteren Tail-Abhdingigkeit ist gleich

o (7D
SRR TN

Fiir den Beweis sei auf Joe [27] verwiesen. Fiir die Clayton Copula lautet die erste Ableitung
der Inversen des Generators

_ 14¢)~t/e!
1y\/ t — _( .
(™)) =
Da (¢ 1)(0) = —1/a, folgt aufgrund von Satz 2.48, dass die Zufallsvariablen mit zu-

gehoriger bivariater Clayton Copula asymptotisch unabhingig im oberen Tail sind, d.h.
Ay = 0. Fiir den Koeffizienten der unter Tail-Abhéangigkeit erhélt man

1 94 —1/a—1
A =2 lim <+—> =9 /e,
t—o0 1+t

Fiir die drei ausgewéhlten archimedischen Copulafamilien sind sowohl Kendall’s Tau als
auch die Tail-Abhéngigkeitskoeffizienten in Tabelle 2.2 zusammengefasst (fiir Details zur
Berechnung siehe Nelsen [35]).

Familie T AL AU

Clayton =% 21/ 0

Gumbel 1-1 0 2 — 2l
4 4 [«

Frank L—2+ 5 fy adt 0 0

Tabelle 2.2: Kendall’s Tau sowie die Koeffizienten der unteren und oberen Tail-Abhéngig-
keit fiir ausgewéhlte archimedische Copulas.

Abbildung 2.5 zeigt, wie die Hohenlinien der gemeinsamen Dichtefunktion der in Tabelle 2.1
genannten Copulas aussehen kénnen, wenn die Randverteilungen jeweils standardnormal-
verteilt sind. Anhand dieser Grafik lasst sich gut erkennen, dass die Clayton Copula asym-
ptotische untere, jedoch keine asymptotische obere Tail-Abhéngigkeit impliziert, wihrend
die Gumbel Copula genau umgekehrt zwar asymptotische obere, nicht aber asymptotische
untere Tail-Abhéngigkeit erfasst und dass die Frank Copula weder asymptotische obere
noch untere Tail-Abhéngigkeit einschlief3t.

2.6 Bedingte Copulas

Héufig findet man in der Finanzwelt Situationen vor, in denen die gesamte bedingte Ver-
teilung von Zufallsvariablen benotigt wird, wie etwa bei der Bepreisung von Optionen
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Clayton Copula, o =2

Gumbel Copula, o = 2

Abbildung 2.5: Hohenlinien der durch die Clayton Copula, die Gumbel Copula sowie die
Frank Copula festgelegten bivariaten Dichtefunktionen, wobei alle Rédnder standardnor-
malverteilt sind.

mit mehreren zugrundeliegenden Aktien oder auch bei der Value-at-Risk-Berechnung ei-
nes Portfolios. Aus diesem Grund fithren wir hier das Konzept der bedingten Copula ein.
Dieses stellt eine Erweiterung der bereits betrachteten Theorie der (unbedingten) Copu-
las dar und erlaubt, dass Copulas auch zur Modellierung von zeitvariierenden bedingten
Abhéngigkeiten herangezogen werden kénnen. Als Grundlage fiir diesen Abschnitt dienen
zwei Werke von Patton [39, 40], wobei der Fokus in diesen Arbeiten auf dem bivariaten
Fall liegt.

Zum Zwecke der einfachen Darstellung nehmen wir nachfolgend an, dass die Dimension der
bedingenden Variable W gleich 1 ist und dass sowohl die gemeinsame Verteilungsfunktion
F' als auch die Randverteilungen Fi, ..., F), stetig sind. Dann l&sst sich die bedingte mul-
tivariate Verteilung von (X7, ..., X,) gegeben W mit Hilfe der unbedingten gemeinsamen
Verteilung von (Xy, ..., X, W) herleiten. Bezeichne mit Fx y die gemeinsame Verteilung
von (Xq,...,X,, W), mit fy die unbedingte Dichte von W sowie mit W den Trager von
W4. Die bedingte n-dimensionale Verteilung von (X1, ..., X,,)|W kann dann definiert wer-

4Der Triger W einer n-dimensionalen Zufallsvariable X ist definiert als die Menge aller Realisationen
z, die eine positive Dichte besitzen, d.h. W := {z € R"|f(z) > 0}.
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den durch
OFx w(x1,%2,. .., Tn, W)
ow

F(xy,...,v50w) = f(w)™
und erfiillt die folgenden Bedingungen (vgl. Patton [39]):

(a) Fiiralle (21,...,2,) € R" und jedes w € W gilt F(xy, ..., x,|w) = 0, wenn ; = —00
fiir mindestens ein i € {1,...,n}. Dariiber hinaus gilt F(co,...,ocolw) = 1.

(b) Fiir alle @ = (ay,...,a,),b=(by,...,b,) € R" mit @ <bund jedes w € W gilt

V a’ b |w Z Z Zl—i—m—Hn}71(/u17L17 s 7unin|w) Z 07

11=1 in=1
wobel uj; = a; und ujo = b; fiir alle j € {1,...,n}.
Die bedingten Randverteilungen von X1, ..., X, sind definiert durch
Fi(z;jw) = F(o0,...,00,2;00,...,00|w), i=1,...,n

Dariiber hinaus lasst sich, analog zu Definition 2.13, die verallgemeinerte inverse Funktion
fiir bedingte Verteilungsfunktionen definieren.

Definition 2.49 (verallgemeinerte inverse Funktion fiir bedingte Verteilungsfunktionen).
Fiir eine bedingte Verteilungsfunktion F' kann die verallgemeinerte inverse Funktion beziig-
lich dem ersten Argument definiert werden als

F(ylw) = inf{z € R: F(z|w) > y}, ye[0,1], weW.

Obwohl, wie oben erwihnt, die bedingte multivariate Verteilung von (X7, ..., X, )|W mit
Hilfe der unbedingten gemeinsamen Verteilung von (X7, ..., X,, W) hergeleitet werden
kann, so lasst sich diese Vorgehensweise nicht auf die Herleitung bedingter Copulas iibertra-
gen. Daher wird nachfolgend die Definition der bedingten Copula von (Xj,...,X,)|W
angefiihrt.

Definition 2.50 (bedingte Copula). Fir i € {1,...,n} gelte X;|W ~ F;. Die bedingte
Copula von (X1, ..., X,)|W ist definiert als die bedingte gemeinsame Verteilungsfunktion
von (Uy,...,U,) gegeben W, wobei U; = F;(X;|W).

Die Variablen Uy, ..., U, werden auch als bedingte Wahrscheinlichkeitstransformationen
von Xi,...,X, gegeben W bezeichnet. Durch analoges Vorgehen wie im unbedingten Fall
kann man zeigen, dass diese Variablen einer U(0, 1)-Verteilung folgen, ungeachtet deren
urspriinglicher Verteilungen (vgl. Patton [39]). Eine bedingte n-dimensionale Copula ist
daher die bedingte gemeinsame Verteilungsfunktion von n bedingten (0, 1)-verteilten Zu-
fallsvariablen.

Unter Verwendung der Resultate der (unbedingten) Copula-Theorie ldsst sich zeigen, dass
die bedingte Copula fiir jedes w € W die gleichen Eigenschaften wie die unbedingte Co-
pula erfiillt (vgl. Patton [39]). Diese werden der Vollstandigkeit halber in der folgenden
Proposition festgehalten.
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Proposition 2.51. Eine bedingte Copula C ist eine Funktion C :[0,1]" x W — [0, 1], die
folgende Figenschaften erfiillt:

(a) C(uy,...,u,Jw) =0, wenn u; =0 fiir mindestens ein i € {1,...,n}, u; € [0,1] und
w e W.

(b) C(1,..., 1 u 1, ..., 1w) = u; fir jedesi € {1,...,n},u; €1[0,1] und w € W.

(¢) Fir alle a = (a,...,a,)", b= (by,...,b,) €0,1]" mit @ < b und jedes w € W gilt

2 2
Ve(la, bllw) ==Y - Y (=1 Clurys -yt [w) > 0,

=1 ip=1
wobei ujy = a; und ujo = b; fir alle j € {1,...,n}.

Wiéhrend die erste Eigenschaft in Proposition 2.51 eine untere Schranke fiir die Verteilungs-
funktion liefert, stellt die zweite Eigenschaft sicher, dass die bedingten Randverteilungen
C@,...,Lu;, 1., 1w) jeweils gleichverteilt sind. Die Bedingung, dass V¢ nicht negativ
ist, kann wie fiir gewohnliche Verteilungsfunktionen interpretiert werden, d.h sie stellt si-
cher, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit P(a; < Uy < by,...,a, < U, < b,|w) nicht
negativ ist, falls der Zufallsvektor (Ui, ..., U,|W)" die bedingte Verteilungsfunktion C' hat.

Kommen wir nun zur Erweiterung des bedeutendsten Satzes in der Copula-Theorie, dem
Satz von Sklar. Fiir den Beweis dieses Satzes sowie des nachfolgenden Korollars wollen wir
an dieser Stelle auf Patton [39] verweisen.

Satz 2.52 (Satz von Sklar fiir stetige bedingte Verteilungen). Sei F' die bedingte multi-
variate Verteilungsfunktion von (Xy, ..., X,)|W, F; die bedingte Verteilungsfunktion von
X;|W,i=1,...,n, und W bezeichne den Triger von W. Weiters seien F,..., F, stetig
n x; fir allei =1,....n und w € W. Dann existiert eine eindeutig bestimmte bedingte
Copula C : [0,1]" x W — [0, 1], sodass fiir alle x1,...,7, € R und w € W

F(zy,...,z,|w) = C(Fi(z1|w), . .. ,Fn(xn\w)|w) (2.20)
qgilt.

Seien nun umgekehrt eine bedingte Copula C' sowie die bedingten eindimensionalen Ver-
teilungsfunktionen F; von X;|W, i = 1,...,n, gegeben, dann ist die in (2.20) definierte
Funktion I eine bedingte multivariate Verteilungsfunktion mit bedingten Randverteilungen
.. F,.

Die einzige Einschréankung, die mit der Erweiterung des Satzes von Sklar auf bedingte
Verteilungen einhergeht, ist, dass die bedingende(n) Variable(n) W fiir alle Randverteilun-
gen als auch fiir die Copula dieselbe sein muss. Wiirde man diese erforderliche Restriktion
vernachléssigen, so wiirde das im Allgemeinen dazu fithren, dass F' nicht die Bedingungen
einer bedingten gemeinsamen Verteilungsfunktion erfiillt.
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Korollar 2.53. Sei I’ eine bedingte n-dimensionale Verteilungsfunktion mit bedingten
Randverteilungen Fy, ..., F,, die jeweils im ersten Argument stetig sind. Bezeichne mit
F{, ..., F die verallgemeinerten Inversen der bedingten Randverteilungen beziiglich de-
ren ersten Argument. Dann existiert eine eindeutige bedingte Copula C : [0,1]" xW — [0, 1]
von F, die fir alle uy,...,u, € [0,1] und w € W

Clun, . unlw) = F (B (wr]w), ., (g0 )
erfillt.

Im Falle der Anwendung von Copulas auf multivariate Zeitreihen représentiert W im All-
gemeinen die Vergangenheit der Zufallsvariablen, d.h. bei der Modellierung der gemein-
samen Verteilung eines Zufallsvektors X; = (Xy;,..., Xp)', bedingt auf eine bestimmte
Informationsmenge, ist diese Information iiblicherweise gegeben durch die Sigma-Algebra
Fioy = 0(Xi—; : j > 1), die die Vergangenheit des Prozesses bis zum Zeitpunkt ¢t — 1
reprasentiert.
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3 Faktor-Copulas

Eine wichtige Aufgabe des modernen Risikomanagements besteht darin, die multivariate
Verteilung fiir eine groe Anzahl an Aktien-Returns zu finden. Da die in Kapitel 2 vor-
gestellten Copulas nicht fiir hochdimensionale Daten geeignet sind, stellt sich die Frage
nach einem geeigneten Verfahren zur Konstruktion der gemeinsamen Verteilung fiir solche
Daten. Bei derartigen Modellen, deren Fokus auf hochdimensionalen Datensétzen liegt,
spielt oft das Konzept der Dimensionsreduktion eine entscheidende Rolle. Eine in der Fi-
nanzwelt weitverbreitete Methode, um eine solche Reduktion der Dimensionen zu erzielen,
ist die Verwendung einer Faktorstruktur. In diesem Zusammenhang prisentieren Oh und
Patton [36] die Klasse der Faktor-Copula Modelle. Diese Modelle basieren auf einer ein-
fachen Faktorstruktur fiir die Copula und kénnen mit existierenden Modellen fiir die uni-
variaten Verteilungen kombiniert werden, um Verteilungen zu konstruieren, die trotz einer
nicht allzu groBlen Anzahl an Parametern ein ausreichendes Mafl an Flexibilitat aufweisen.

In diesem Kapitel soll zunéchst ein kurzer Einblick in Faktormodelle gegeben werden, bevor
das Hauptaugenmerk auf Faktor-Copulas gerichtet wird. Dabei wird, ausgehend vom Ein-
Faktor-Copula Modell, die Klasse der Multi-Faktor-Copulas sowie jene Klasse von Copulas
mit einer nicht-linearen Faktorstruktur hergeleitet, bevor zum Abschluss dieses Kapitels
noch das dynamische Ein-Faktor-Copula Modell vorgestellt wird. Als Grundlage dafiir
dienen sowohl die Arbeiten von Oh und Patton [36, 37, 38] als auch jene von McNeil et al.
[34].

3.1 Faktormodelle

Die Grundidee von Faktormodellen liegt darin, den Zusammenhang der Kovarianzen zwi-
schen vielen Variablen anhand von wenigen zugrundeliegenden, jedoch unbeobachtbaren,
Zufallsvariablen, welche auch als Faktoren bezeichnet werden, zu beschreiben. Grundsétz-
lich kénnen Faktormodelle durch folgendes Argument motiviert werden (vgl. Johnson und
Wichern [29]): Geht man davon aus, dass Variablen nach ihren Korrelationen gruppiert
werden konnen, d.h. alle Variablen einer speziellen Gruppe sind untereinander stark kor-
reliert, weisen jedoch eine relativ schwache Korrelation zu Variablen anderer Gruppen auf,
dann représentiert jede Gruppe von Variablen einen Faktor, der fiir die beobachtbaren
Korrelationen verantwortlich ist. Formal sind Faktormodelle wie folgt definiert:
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Definition 3.1 (Lineares Faktormodell). Der Zufallsvektor X = (X, ..., X,)" folgt einem
K-Faktormodell, wenn er zerlegt werden kann in

K
Xi:ai‘i_Zﬁika"i‘ei; ’i:l,...,’l’l,,
k=1

bzw. in Matriz- Notation

X =a+ BZ +e€.

Dabei bezeichnet

(a) Z = (Zy,...,ZK)" einen Zufallsvektor von gemeinsamen Faktoren mit K < n und
einer positiv definiten Kovarianzmatriz Q (d.h. y'Qy > 0 fiir alle y € RF\{0}),

(b) € = (e1,...,€,) einen Zufallsvektor von idiosynkratischen Fehlertermen, welche un-
korreliert sind (d.h. Cov(e;, €;) =0 fir alle 1 < i, <n miti# j) und Erwartungs-
wert 0 haben,

(c) B = (Bix) € R™E eine konstante Matriz und a = (v, ..., a,) € R™ einen konstan-
ten Vektor.

Weiters wird angenommen, dass Z und € unkorreliert sind, d.h.
Cov(Z,e)=E((Z-E(Z))€)=0.

Die Komponenten der Matrix B werden auch als Faktorladungen bezeichnet und geben
an, wie stark der Einfluss der gemeinsamen Faktoren auf die Variablen des Modells ist.
Dementsprechend wird die Matrix B auch als Faktorladungsmatrix bezeichnet. Ein wich-
tiger Teil dieser Definition ist, dass sowohl die Fehlerterme untereinander als auch mit den
gemeinsamen Faktoren unkorreliert sind. Man beachte, dass nur Unkorreliertheit gefordert
wird, nicht jedoch Unabhéngigkeit.

Folgt der Zufallsvektor X einem K-Faktormodell, so weist dessen Kovarianzmatrix > ei-
ne spezielle Struktur auf. Sei, wie bereits erwéhnt, €} die Kovarianzmatrix von Z und
bezeichnet man mit der Diagonalmatrix ~ jene von €, so folgt

S = BQB + 7.

Unter Verwendung der Cholesky-Zerlegung erhélt man fiir die positiv definite Kovarianz-
matrix ) die Darstellung

0= AA,

wobei A € REXE eine untere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalelementen darstellt.
Setzt man nun Z* := A™Y(Z — E(Z)) und B* := BA, dann kann das Faktormodell
umgeschrieben werden zu

X =E(X)+ B'Z"* +e,
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wobei die beiden Eigenschaften
E(Z*)=0 und X =B*(B*) +7v

erfiillt sind. Die Umkehrung gilt ebenfalls (vgl. McNeil et al. [34]): Falls die Kovarianzmatrix
eines Zufallsvektors X von der Form

Y =BB +~ (3.1)

ist, wobei B € R™ X mit rang(B) = K < n und 7 eine Diagonalmatrix ist, so weist X eine
K-Faktorstruktur fiir einen K-dimensionalen Faktorvektor Z und einen n-dimensionalen
Fehlervektor € auf:

X =BZ +e.

In weiterer Folge betrachten wir einen Zufallsvektor X = (X,..., X,,) mit
]E(XZ) = 0, VCLT(XZ) = ]_7 7 = ]_7 e, My

und einer Equikorrelationsmatrix R, d.h. die Korrelation zwischen jedem Komponenten-
paar ist gleich p > 0. Somit ist die Kovarianzmatrix > von X von der Form

1 p DY p

1 .-
Y=Co(X) = p p
p p DR 1

Setzt man nun B := (\/p,...,/p)’, so ist die Kovarianzmatrix unter Verwendung der
Notation I, fiir die (n x n)-Einheitsmatrix von der Form

Y = BB + (1 - p)I,

welche offensichtlich mit der Darstellung (3.1) iibereinstimmt. Somit weist der Vektor X
aufgrund der zuvor erwéhnten Charakterisierung eine Ein-Faktorstruktur auf, d.h. er ldsst
sich darstellen als X = BZ + €.

Um eine Zerlegung von X zu finden, wéhle eine beliebige von X unabhéngige Zufallsva-
riable Y mit Erwartungswert 0 und Varianz 1 und definiere den gemeinsamen Faktor Z
und den Fehlervektor € = (ey,...,€,)" durch

VPN 1—p
1+p(n—1); 1+ p(n—1) (32)

€ =X, —\/pZ, i=1,...,n.
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Offensichtlich ist in dieser Konstruktion der Erwartungswert von Z gleich 0. Fiir die Varianz
des Faktors gilt:

_ VPN | 1-p
VCLT‘(Z) =Var (m ZZI XZ + mY>

= P ar P 2 [T ar
_(1+p(n—1))2v (;Xl)+1+p(n—1)v (¥)

_ p 1—p
(1+p(n—1)) 1+p(n—1)
=1

Y

n(l+pn-1))+

wobei die zweite Gleichheit aufgrund der Unabhéngigkeit der X;’s von Y folgt. Da der
Erwartungswert von € offensichtlich 0 ist, muss, um sicherzustellen, dass X einem Ein-
Faktormodell folgt, nur noch iiberpriift werden, ob sowohl die Fehler untereinander als
auch die Fehler mit dem Faktor unkorreliert sind. Unter Verwendung von

Cov(Z,X;) =Cov (L) Xn:Xi + 1_—pY Xj>

1+p(n—1) = 14+ pn—1)"

VP alS oy
_1—{—p(n—1)0 (;X,,X]>
__ P
1+ p(n—1)
=Vp

(14 p(n—1))

folgt schlieSlich

CO'U(Q’, 6]) = COU(XZ‘ — \/EZ, X] — \/EZ)
= plzy + L=y —2p+p

o (3.3)
~J0, falls i # 7,
C)1- p, sonst,
Cov(Z,e;) = Cov (Z,X; —\/pZ) =/p—+/pVar(Z) =0. (3.4)

Somit sind alle Figenschaften aus Definition 3.1 erfiillt. Einen Zufallsvektor mit standar-
disierten Randern und einer Equikorrelationsmatrix kann man sich also vorstellen als ein
Faktormodell mit einem gemeinsamen Faktor.

Da die Zufallsvariable Y in Formel (3.2) beliebig gewéhlt werden kann, sind weder der
Faktor noch die Fehlerterme in der Zerlegung eindeutig bestimmt. Fiir die spezielle Wahl,
dass X ein multivariat normalverteilter Zufallsvektor ist und auch Y normalverteilt ist,
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folgt, dass sowohl der gemeinsame Faktor Z einer Normalverteilung folgt als auch der
Fehlervektor multivariat normalverteilt ist. Aufgrund der Normalverteilungsannahme sowie
der Gleichungen (3.3) und (3.4) folgt zusétzlich, dass sowohl Z unabhéngig von ¢; fiir alle
i =1,...,n ist als auch die Unabhéngigkeit von ¢; und ¢; fiir ¢ # j. Definiert man nun
aufgrund der Tatsache, dass Var(e;) = 1 — p, die Zufallsvariable € durch

€;

€ , i e
Vi

dann lasst sich das Ein-Faktormodell umschreiben zu

X =pZ ++/1—pe;, 1=1,...,n,

wobei Z, €], ..., €, unabhingige standardnormalverteilte Zufallsvariablen sind. Setzt man
schlieBlich U; := ®(X;), wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
bezeichnet, dann erhélt man unter Verwendung von Korollar 2.17

U:=(U,....U)) ~C5",

wobei mit R die Korrelationsmatrix von X bezeichnet wird. Man spricht in diesem Fall von
einer Ein-Faktor-Gauss-Copula, einem Spezialfall der im n#chsten Abschnitt definierten
Ein-Faktor-Copula.

3.2 Ein-Faktor-Copula Modell

Um die folgenden Abschnitte moglichst einfach zu halten, beschréinken wir uns zunéchst
auf unbedingte Verteilungen, werden aber im Verlauf der Arbeit ebenso die Erweiterung
auf bedingte Verteilungen thematisieren.

Nachfolgend betrachten wir stets einen Vektor Y = (Y7,...,Y},,), bestehend aus n Va-
riablen, mit einer multivariaten Verteilungsfunktion F', Randverteilungen Fi, ..., F,, und
einer Copula C. Nach Satz 2.16, dem Satz von Sklar, ist daher stets

Y ~F=C(F,....F,)

erfiillt. Die Zerlegung der gemeinsamen Verteilung auf diese Art und Weise hat im Gegen-
satz zur direkten Betrachtung der gemeinsamen Verteilungsfunktion F' zwei entscheidende
Vorteile (vgl. Oh und Patton [38]): Einerseits wird aufgrund der Zerlegung eine mehr-
stufige Schiatzung erlaubt, welche sich besonders bei hochdimensionalen Anwendungen als
niitzlich erweist, da sowohl die spérlich vorhandenen Daten als auch die stark zunehmende
Anzahl an Parametern Probleme verursachen kénnen. Andererseits erlaubt sie auf die um-
fangreiche Literatur fiir Modelle univariater Verteilungen zuriickzugreifen, sodass “nur* die
Aufgabe der Konstruktion einer geeigneten Copula verbleibt, was durchaus ein einfacheres
Problem darstellt.
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Wie bereits mehrfach erwéhnt, beschreibt die Copula C' vollstandig die Abhéngigkeit zwi-
schen den Variablen Yi,...,Y,. Wir werden nun, ohne darauf jedoch ndher einzugehen,
existierende Modelle fiir die Schiatzung der Randverteilungen Fi, ..., F, verwenden, und
fokussieren uns vollsténdig auf die Konstruktion sinnvoller Modelle fiir die Abhéngigkeit
zwischen diesen Variablen. Dabei werden wir von einem einfachen Modell ausgehen und
dieses anschlieffend in verschiedene Richtungen erweitern. Zur Beschreibung dieser Modelle
fithren wir nun folgende Notation ein: Sind zwei Zufallsvariablen X und Y unabhéngig, so
schreiben wir X 1 Y.

Wir betrachten zunéchst jene Klasse von Copulas, welche durch eine Ein-Faktorstruktur
generiert wird und auf n + 1 latenten Variablen basiert:

Xi = Z+€i, izl,...,n

wobei Z @~ FZ(")/Z)
6@ X Fe(7e), i=1,...,n (3.5)
Z 1 €, 1= 1, o

(X1,...,. X)) =X ~ Fx=C(Gi(7),...,Gu(7);7)

Hier bezeichnet F(vyz) die parametrische univariate Verteilung des gemeinsamen Fak-
tors Z mit Parameter(vektor) vz und Fi.(7.) jene der idiosynkratischen Fehler ¢; mit Pa-
rameter(vektor) 7. Dariiber hinaus werden mit Gy, ..., G, die Randverteilungen von X
bezeichnet und der Parametervektor = ist definiert durch ~ := (v.,v%)".

Die aus der obigen Struktur resultierende Copula C'(«) der latenten Variable X wird als
Modell fiir die Copula der beobachtbaren Variable Y verwendet. Ein wichtiger Aspekt die-
ser Konstruktion ist, dass die Randverteilungen von X nicht mit jenen von Y iibereinstim-
men miissen, d.h. im Allgemeinen gilt F; # G;. Die fiir den Vektor X verwendete Struktur
wird nur zum FErhalt der Copula verwendet, wahrend die entsprechenden Randverteilun-
gen zur Génze verworfen werden. Durch diese Vorgehensweise wird C'(«), hervorgehend aus
Struktur (3.5), verwendet, um ein Modell fiir die Copula von Y zu konstruieren, wohinge-
gen die Randverteilungen F; in einem separaten Schritt spezifiziert und geschétzt werden.
Diese Methode wird dadurch motiviert, dass die Faktorstruktur als Dimensionsreduktion-
technik nur in jener Komponente des multivariaten Modells Verwendung findet, welche in
hohen Dimensionen schwer zu schétzen ist, ndmlich der Copula, wihrend die Modellierung
der Randverteilungen mit Hilfe eines alternativen Ansatzes erfolgen kann. Da in diesem
Fall die Ein-Faktorstruktur nur fiir die Konstruktion der Copula verwendet wird, spricht
man auch von sogenannten Ein-Faktor-Copula Modellen.

Die mit Hilfe der Faktorstruktur (3.5) erzeugte Copula besitzt im Allgemeinen keine ge-
schlossene Form. Explizit angegeben werden kann sie jedoch in jenem Fall, wenn sowohl Fy
als auch F, der Normalverteilung entsprechen, sodass X eine multivariat normalverteilte
Variable ist und man dementsprechend eine Gauss’sche Copula mit einer gleichkorrelierten
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Abhingigkeitsstruktur (genauer, mit einer Korrelation von 0% /(0% + ¢2) zwischen jedem
Variablenpaar, wobei 0? := o2 = ... = o7 ) erhilt. Fiir eine beliebige andere Wahl von
Fy und F, ist die gemeinsame Verteilung von X, und wichtiger, die Copula von X, im

Allgemeinen nicht in geschlossener Form darstellbar.

Oh and Patton demonstrieren in [36] die Flexibilitét, die bereits diese einfache Klasse von
Copulas aufweist, indem sie jeweils 1000 zufillige Ziechungen von Vektoren aus vier verschie-
denen bivariaten Verteilungen, die mit Hilfe von verschiedenen Copulas konstruiert werden,
grafisch darstellen (vgl. Abbildung 3.1). In allen Fillen wurde fiir die beiden Randvertei-
lungen F; und F; die Standardnormalverteilung gewéahlt und die Varianzen der latenten
Variablen in der Faktor-Copula wurden festgelegt durch 0% = 02 = 02 = 1, sodass der
gemeinsame Faktor Z zur Hélfte der Varianz jedes X; beitrigt. Durch die Wahl von unter-
schiedlichen Kombinationen von Fz; und F, werden die vier verschiedenen Faktor-Copulas

festgelegt:

(C1) Die erste Copula wird durch eine Faktorstruktur mit F; = F. = N(0,1) erzeugt,
sodass es sich bei dieser Copula um die Gauss’sche Copula handelt.

(C2) Zur Generierung der zweiten Copula entspricht F; als auch F, der Student-t Vertei-
lung mit 4 Freiheitsgraden, wodurch eine symmetrische Copula mit positiver Tail-
Abhéngigkeit generiert wird.

(C3) Die dritte Copula verwendet F. = N'(0,1) und bei F handelt es sich um die schiefe
t-Verteilung von Hansen (vgl. Hansen [22]) mit dem Freiheitsgradparameter vz = oo
und dem Nichtzentralitdtsparameter 1y, = —0.25, was einer schiefen Normalvertei-
lung entspricht. Diese Copula weist asymmetrische Abhéngigkeit auf, und zwar im
Hinblick darauf, dass Crashes stiarker korreliert sind als Booms, jedoch keine Tail-
Abhéngigkeit.

(C4) Fiir die vierte Copula wird F, = t(4) gesetzt und fiir F; wird ebenfalls die schiefe t-
Verteilung von Hansen, jedoch mit Parametervektor (vz,1z) = (4, —0.25) verwendet,
was einer schiefen ¢(4)-Verteilung entspricht. Durch diese Wahl wird eine Copula mit
asymmetrischer Abhingigkeitsstruktur und positiver Tail-Abhéngigkeit generiert.

Ist bei der Verteilung des gemeinsamen Faktors der Freiheitsgradparameter unendlich wie
im Fall der Normalverteilung (C1) oder der schiefen Normalverteilung (C3), so verdeutlicht
Abbildung 3.1, dass Extremereignisse dazu tendieren, unkorreliert zwischen den beiden
Variablen zu sein. Ist hingegen v; = 4 wie bei (C2) und (C4), so sind einige Beobachtun-
gen in den gemeinsamen oberen und unteren Tails erkennbar. Ist der Asymmetrieparame-
ter negativ wie bei den beiden schiefen Verteilungen (C3) und (C4), dann sind stérkere
Anh&ufungen der Beobachtungen im negativen als im positiven Quadranten feststellbar.

Eine alternative Methode, um die Unterschiede in den Abhéngigkeitsstrukturen dieser vier
vorgestellten Copulamodelle zu verdeutlichen, ist die Verwendung eines Abhéngigkeits-
mafes, welches auch als Quantil-Abhéngigkeit (engl. quantile-dependent measure of de-
pendence) bezeichnet wird. Dieses Mafl beschreibt die Stidrke der Abhéngigkeit zwischen
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(C1) Gauss’sche Copula (C2) t(4) - t(4) Faktor-Copula

Abbildung 3.1: Scatterplots von vier bivariaten Verteilungen, alle mit standardnormalver-
teilten Randern und einer linearen Korrelation von 0.5, konstruiert mit vier verschiedenen
Copulas (vgl. Oh und Patton [36]).

zwel Variablen in den gemeinsamen unteren oder oberen Tails (vgl. Patton [43]). Formell
ist es definiert durch

g) : = P(U; <q|Us <4q), q€(0,0.5],
P(U, > q|Us > q), q€(0.5,1),

wobei U; := G;(X;) ~ U(0,1) die Wahrscheinlichkeitstransformation der simulierten Va-
riable X; ist. Mittels Schiatzung der Abhéangigkeitsstiarke zwischen zwei Variablen, indem
man sich vom Zentrum (¢ = 0.5) zu den Tails bewegt und den linken Tail (¢ < 0.5) mit
dem rechten Tail (¢ > 0.5) vergleicht, liefert dieses Maf} eine detailliertere Information iiber
die Abhéngigkeitsstruktur als skalarwertige Mafle wie etwa die lineare Korrelation oder die
Rangkorrelation. Man beachte, dass das Mafl der Quantil-Abhéngigkeit fiir ¢ — 0 bzw.
q — 1 gegen den unteren bzw. oberen Tail-Abhéngigkeitskoeffizienten konvergiert, welche
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in Kapitel 2.4.2 definiert wurden. Fiir Werte von ¢ in der “Néhe* von Null oder Eins erhal-
ten wir folglich einen Schétzer fiir die Abhéngigkeit in der “Néhe® der gemeinsamen Tails
und somit auch fiir die Tail-Abhéangigkeitskoeffizienten.

Fiir die bereits zuvor beschriebenen vier verschiedenen Faktor-Copulas sind in Abbil-
dung 3.2 die Quantil-Abhéngigkeitsfunktionen dargestellt. Fiir die symmetrischen Copulas
(C1) und (C2) ist diese Funktion symmetrisch um ¢ = 0.5, wohingegen das fiir die ande-
ren beiden nicht der Fall ist. Fiir die beiden Copulas, bei denen der gemeinsame Faktor
einer heavy-Tail-Verteilung folgt, also jene, bei denen Z einer Student-t bzw. schiefen
t-Verteilung folgt (d.h. die Copulas (C2) und (C4)), ist zu beobachten, dass die Quantil-
Abhéngigkeiten in der Néhe der Tails ansteigen, was wie folgt zu erklédren ist: In diesen
Féllen ist es wahrscheinlicher, dass eine extreme Beobachtung vom heavy-tailed gemeinsa-
men Faktor Z stammt als von der Variable ¢; und daher mit einem Extremwert fiir eine
Variable auch die Wahrscheinlichkeit eines Extremwerts fiir die andere Variable steigt.
Die wichtigste Erkenntnis dieser Abbildung liefert allerdings die schiefe ¢(4) - ¢(4) Faktor-
Copula, da sie die Flexibilitéat dieser einfachen Klasse von Modellen widerspiegelt: Sie weist
eine niedrige obere, jedoch eine hohe untere Quantil-Abhéngigkeit auf, eine Eigenschaft die
sich bei der Modellierung von Aktien-Returns als duflerst niitzlich erweist.

Quantil—Abhéngigkeit fur vier Faktor-Copulas

1 T T T T
- (C1) Gauss’sche Copula ‘
09r (C2) t(4) - t(4) Faktor-Copula L]
— — — (C3) schiefe Normal — Normal Faktor-Copula | ‘
0.8 r (C4) schiefe t(4) - (4) Faktor—Copula .

Quantil-Abhangigkeit

!
0 /J’\ 1 1 1 1 /;\
0

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Quantil q

Abbildung 3.2: Quantil-Abhéangigkeit fiir vier Faktor-Copulas, alle mit einer linearen Kor-
relation von 0.5 (vgl. Oh und Patton [36]).

Im Ein-Faktor-Copula Modell (3.5) weist die Faktorstruktur eine sehr einfache Form auf.
Diese kann jedoch dahingehend erweitert werden, indem Gewichte auf dem gemeinsamen
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Faktor zugelassen werden, die sich fiir die verschiedenen Variablen unterscheiden. Somit
ergibt sich das folgende Modell:

Xi = BiZ—{—EZ', izl,...,n

wobei Z ~  Fy(vz)
€ iy F.(7e), i=1,....n (3.6)
Z 1 ¢, 1=1,...,n

(X1,.... X)) =X ~ Fx=C(Gi(7),...,G(7);7)

wobei v := (81, ..., Bn, V., 7). Aufgrund der erweiterten Faktorstruktur weist dieses Mo-
dell n — 1 zusétzliche Parameter auf, weshalb im Gegensatz zur Ein-Faktor-Copula die
Abhéngigkeit eines gegebenen Paares von Variablen schwicher oder stérker ausfallen kann
als fiir ein anderes Paar. Diese Abhéngigkeitseigenschaft erhoht zwar die Flexibilitédt des
Modells, im Gegenzug dazu wird aber auch die Parameterschéitzung erschwert.

Ein Spezialfall dieses Modells ist jenes der sogenannten Blockabhingigkeit. Dabei werden
die Variablen im Hinblick auf ihre Abhéngigkeit a priori in homogene Gruppen eingeteilt,
d.h. zwei beliebige Variablen verschiedener Gruppen sind in gleiche Weise voneinander
abhéngig wie zwei andere Variablen derselben beiden Gruppen. Eine in der Finanzwelt
héufig benutzte Einteilung in Blocke findet unter Verwendung der . Internationalen Stan-
dardklassifikation der Wirtschaftszweige“ statt. Wird nun mit G die Anzahl der Gruppen
bezeichnet und mit g(i) € {1,...,G} jene Gruppe, der die i-te Variable zugehérig ist, so
ldsst sich die Faktorstruktur schreiben als

Xzzﬂg(z)Z—FE“ 7,:1,,71

Im Falle von G = 1 entspricht dieses Modell genau dem Ein-Faktor-Copula Modell, wo-
hingegen es fiir G = n mit Modell (3.6) iibereinstimmt.

3.3 Multi-Faktor-Copula Modell

Eine weitere Moglichkeit der Erweiterung des Ein-Faktor-Copula Modells besteht darin, K
Faktoren zur Modellierung der Abhéngigkeit zu erlauben:

K
XZ:Zﬁszk—f—E“ z:l,,n
k=1

Mittels der Spaltenvektoren X = (X1,...,X,,), Z = (Z1,...,Zk) und € = (€1,...,€,)
sowie der Faktorladungsmatrix B = (8;) € R™¥ kann das K-Faktormodell in Matrix-
Notation dargestellt werden als

X =BZ +e
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Dariiber hinaus gelten wie bisher die Bedingungen

Z~Fy (), k=1,..., K, ¢ X E(y),i=1,...,n, Ze L e Vi, k.
Erlaubt man Abhéngigkeiten zwischen den gemeinsamen Faktoren, so ldsst sich die Ver-
teilung von Z mit Hilfe der Copula C'z darstellen:

ZNFZ:CZ(le,...,FZK).

Eine Moglichkeit der Vereinfachung des Modells besteht darin, Unabhéngigkeit zwischen
den gemeinsamen Faktoren zu fordern. Dies ist auch aus empirischer Sicht sinnvoll, da da-
durch die Notwendigkeit der Spezifikation sowie der Schéitzung von Cz vermieden werden
kann. Unter Beriicksichtigung dieser Forderung lédsst sich das K-Faktormodell folgender-
maflen darstellen:

X = BZ+e€

wobel 7y, i Fz ()
€ w F.(7e), 1=1,....n

Zk 1 €; VZ,IC

Hierbei ist der Parametervektor ~ definiert durch ~ := (vec(B), 7,7, ..., Vi), wobei
vec(B) jenen Spaltenvektor darstellt, der durch die spaltenweise Vektorisierung der Matrix
B entsteht. Dariiber hinaus werden mit der Bezeichnung inid (engl. independent but not
identically distributed) unabhéngige, aber nicht identisch verteilte Zufallsvariablen gekenn-
zeichnet.

Dieses Multi-Faktormodell lésst sich zudem weiter vereinfachen, wenn man annimmt, dass
das Gewicht eines jeden Faktors entweder gleich Null oder Eins ist, d.h. 8 € {0,1}. Dabei
werden die Gewichte bereits vorab bestimmt, indem die Variablen gruppiert werden. Im
Detail bedeutet das folgendes: Jeder der Faktoren 7, k = 1,..., K, reprasentiert eine
der K Gruppen. Ist die Variable X; der Gruppe Z; zugehérig, so ist B; = 1, sonst Null,
wobei jede Variable auch mehreren Gruppen angehéren kann. So eine Gruppierung kann
bei Aktien etwa nach den unterschiedlichen Industriezweigen erfolgen.

Nachdem wir nun Multi-Faktor-Copulas formell definiert haben, sind bei der Spezifikation
solcher Modelle einige Entscheidungen hinsichtlich der Wahl der Verteilungen und der
Anzahl der Faktoren zu treffen:

e In erster Linie ist die Wahl zu treffen, welche Verteilungen fiir die gemeinsamen Fakto-
ren und die idiosynkratischen Fehlerterme verwendet werden. Dabei ist zu beachten,
dass es bei der Verwendung von simulationsbasierten Schéitzmethoden moglich sein
muss, Zufallsvariablen dieser Verteilungen auf einfache Art und Weise zu generieren
(was bei den iiblichen Verteilungsfunktionen stets der Fall ist).
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e Dariiber hinaus sind diese Verteilungen so zu wéahlen, dass sie sowohl Tail-Abhéngig-
keiten als auch asymmetrische Abhéngigkeiten erfassen kénnen.

e Zu guter Letzt ist die Anzahl der Faktoren festzulegen. Hierbei ist zu beriicksichtigen,
dass zwar die Flexibilitdt des Modells erhoht wird, wenn man mehr als einen Faktor
erlaubt, im Gegenzug dazu aber auch die Parameterschétzung erschwert wird.

Praktische Anwendung findet das Multi-Faktor-Copula Modell etwa in einer empirischen
Studie von Oh und Patton [38], in der die Abhéingigkeit zwischen 100 Aktien, die jeweils
Bestandteil des S&P-Index sind, untersucht wird. Wahrend bei der Betrachtung fiir K = 1
(d.h. im Ein-Faktor-Copula Modell) ein signifikanter Hinweis fiir einen schiefen, heavy-
tailed gemeinsamen Faktor, welcher asymmetrische Abhéngigkeit und Tail-Abhéngigkeit
generiert, zu finden ist, wird im Multi-Faktormodell die Wichtigkeit von Industriefaktoren
verdeutlicht.

3.4 Nicht-lineares Faktor-Copula Modell

Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln bereits lineare Faktor-Copulas nédher betrachtet
wurden, sollen hier kurz allgemeinere Faktor-Copula Modelle vorgestellt werden. Dazu
betrachten wir die folgende allgemeine Ein-Faktorstruktur:

XZ' = h(Z,Ei), 1= 1,...,n
wobei Z ~  Fz(vz)

€ w F(7e), 1=1,...,n

7 1 e, i=1,...,n

(X1,..., X)) ==X ~ Fx=C(Gi(v),...,Gu(7);7)

Dabei wird mit A : R? — R eine beliebige Funktion bezeichnet und der Parametervektor ~
ist definiert durch ~ := (v/,7%)’. Einige Beispiele fiir Copulamodelle, die in diese Struktur
passen, sind in der nachfolgenden Tabelle angefiihrt.

Copula h(Z,¢;) Fy F.

Gauss’sche Copula Z+¢€ N(0,02) N(0,02)
Student-t Copula VZe; Ig(v/2,v/2)  N(0,02)
schiefe t-Copula A7+ Ze; Ig(v/2,v/2)  N(0,02)
verallgemeinerte hyper- 7+ Ze: GIGO. . ¥)  N(0,02)

bolische Copula
Clayton Copula (14+¢€/2) ['(a, 1) Exp(1)

Tabelle 3.1: Beispiele fiir nicht-lineare Faktor-Copula Modelle.
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Hier bezeichnet Ig die Inverse Gammaverteilung, GIG die verallgemeinerte inverse Nor-
malverteilung, I' die Gammaverteilung und Fxp die Exponentialverteilung. Fiir Details zur
schiefen t-Copula und zur verallgemeinerten hyperbolischen Copula sei an dieser Stelle auf
McNeil et al. [34] verwiesen.

Aufgrund der speziellen Wahl der Funktion A in Kombination mit der Wahl der Vertei-
lungsfunktionen F; und F, kann fiir jede in obiger Tabelle genannte Copula die Dichte in
geschlossener Form angegeben werden. Fiir andere Kombinationen von h und den Vertei-
lungsfunktionen existieren nicht notwendigerweise geschlossene Ausdriicke fiir die Dichte
und somit auch nicht fiir die Likelihood-Funktion. Dieser Nachteil kann allerdings mit Hil-
fe von simulationsbasierten Schétzmethoden iibergangen werden, sodass man eine weitaus
grofere Vielfalt an Modellen fiir die Abhéngigkeitsstruktur erhélt (vgl. Oh und Patton [38]).
Praktische Anwendungen dieser nicht-linearen Modelle sind in der Literatur derzeit jedoch
noch nicht verfiighar.

3.5 Zeitvariierendes Ein-Faktor-Copula Modell

In den vorangegangen Abschnitten wurde stets angenommen, dass sich die Abhéngigkeits-
struktur iiber die Zeit nicht verdndert, was jedoch keineswegs die Realitdt widerspiegelt.
Daher soll zum Abschluss dieses Kapitels ein dynamisches Copulamodell betrachtet werden,
welches Verdnderungen iiber die Zeit zulésst. Dazu betrachten wir die bedingte Version des
Satzes von Sklar, d.h.

Yi|Fi 1~ Fo = Ci(Fu,. .., Fu).

Das entsprechende dynamische Ein-Faktor-Copula Modell ist folgendermaflen definiert:

Xz‘ = ﬁit(’yﬁ)Zt"i_Eit; 9 = 1,...,7’L
WObei Zt ~ FZt (’}/Z)
€~ Ful(y) (3.7)
Zt 1 €it, izl,...,n

Xt ~ FXt = Ct(Glt(’Y)aant(’Y)a’Y)

wobei v := (fy/g,, v, ’y’Z)/. Wie bereits mehrfach erwdhnt, ist die Angabe der Faktor-Copula
in geschlossener Form im Allgemeinen nicht moglich. Infolgedessen existiert auch keine
Darstellung der Copula-Likelihood-Funktion in geschlossener Form. Diese Problematik
kann jedoch mit Hilfe numerischer Methoden iiberwunden werden. Oh und Patton [36]
préasentieren eine simulationsbasierte Momentenmethode zur Schiatzung der unbekannten
Parameter. Dieser Ansatz erzielt zwar gute Resultate, kann allerdings nur auf bedingte,
iiber die Zeit konstante Copulas angewandt werden. Da der Fokus dieses Abschnitts al-
lerdings auf dynamischen Copulas liegt, ist ein alternativer Ansatz erforderlich. Oh und
Patton [37] schlagen daher eine numerische Integrationsmethode vor, welche die Tatsache
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ausniitzt, dass, obwohl die Copula n-dimensional ist, nur der gemeinsame Faktor ausinte-
griert werden muss, welcher in obiger Struktur eindimensional ist.

Ausgehend von der Faktorstruktur (3.7) ist es nun das Ziel, die Copuladichte von X; zu
bestimmen:

fmt (Gﬂl(u1)7 T Gr:tl(un»
g1t (Gl_tl (Ul)) “ o Ont (G;tl (“n)) 7

wobei fu(z1,...,z,) die gemeinsame Dichte von X, bezeichnet, g;;(x;) die Randdichte
von X; und ¢ (uq, . .., u,) die Copuladichte. Um die Copuladichte konstruieren zu kénnen,
benotigt man nun jede der Funktionen, welche in obiger Gleichung auf der rechten Seite
auftreten: foi(x1,...,2,), git(7;) sowie Gy, (u;) fiir alle i = 1,...,n.

c(ug, ..., upy) =

Aufgrund der Unabhéngigkeit von Z und ¢; folgt

in|Z,t(33i|2) = fei(lEi - /Bitz)a
Fxz4(wilz) = Fo, (2 — Buz),

fX|Z,t(x17~-axn| erz thz

Unter Verwendung dieser bedingten Dichten bzw. der bedingten Verteilung erhélt man fiir
die Randdichte die Darstellung

o) = [ Feztonodts = [ Feigdal) fade)s = [ g ) faue)a:
und analog folgt
Giu(z;) = /00 F. (i — Buz)fz.(2)dz
Fatanseea = [ qu — Buz) fral2)dz

Um obige Integrale in beschrankte Integrale zu transformieren, verwenden wir die Substi-
tution u = Fz4(z) und erhalten

1
git(zi) = /0 Jei (i — 5th§}(U)) du,
Gi(w;) = /01 F, (% — @th_tl(U)) du,

fxt(x17"'vxn)_A 'erz( ﬁZtFZt( )) du.



Die hier angefiihrten Gleichungen zeigen, dass zur Berechnung der Dichte der Faktor-
Copula nur eindimensionale Integrale ausgewertet werden miissen (fiir eine Faktor-Copula
mit K gemeinsamen Faktoren wiirde das Integral K-dimensional sein). Zur Berechnung
dieser Integrale verwenden wir die Gauss-Legendre-Quadratur mit ) Knoten, wobei eine
Simulationsstudie in [37] zeigt, dass sich fiir die Anzahl der Knoten die Wahl @ = 50 als
geeignet erweist.

Schlussendlich fehlt noch eine Methode um G (z;) zu invertieren, wobei wir uns hier eben-
falls an der Arbeit von Oh und Patton [37] orientieren: Man beachte, dass G (x;) eine
Funktion sowohl in z als auch in 3; ist, wobei aufgrund obiger Darstellung G;; = G, folgt,
falls B;; = B;s. Wir schétzen die Inverse von G, indem wir ein Gitter mit 100 Punkten fiir x
auf dem Intervall [2,,in, Zimae] und 50 Punkten fiir 8 auf dem Intervall [B,nin, Bmaz| konstru-
ieren und anschliefend G an jedem dieser Gitterpunkte auswerten. Wir verwenden nun die
zweidimensionale lineare Interpolation um G~!(u; 3) gegeben u und S zu erhalten. Durch
diese zweidimensionale Approximation reduziert sich der Rechenaufwand erheblich, spezi-
ell in jenem Fall, wenn [ zeitvariierend ist, da die Funktion G bereits vor der Schéitzung
ausgewertet werden kann anstatt sie fiir jede Likelihood-Auswertung neu zu schétzen.

Eine praktische Anwendung des dynamischen Faktor-Copula Modells findet man in der
Literatur etwa in einer empirischen Studie von Oh und Patton [37], in der die gemeinsame
Verteilung von 100 CDS-Spreads analysiert wird.
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4 Ein dynamisches Copulamodell fiir
hochdimensionale Datensatze

Wie bereits erwiahnt, werden die Abhéngigkeiten zwischen den einzelnen Portfoliobestand-
teilen iiblicherweise als konstant iiber die Zeit betrachtet. Dies entspricht jedoch keines-
wegs der Realitét, da die Abhéngigkeitskoeffizienten sehr wohl im Laufe der Zeit variie-
ren konnen. Aus diesem Grund widmet sich dieses Kapitel der Vorgehensweise zur Er-
fassung dieser Dynamik in Abhéngigkeit einer relativ groflen Anzahl an Variablen. Dazu
wird zunéchst die Klasse jener datengenerierenden Prozesse (engl. data generating pro-
cesses (DGPs)) betrachtet, die zeitvariierende bedingte Randverteilungen erlaubt. Unter
Verwendung des zeitvariierenden Faktor-Copula Modells des vorangegangen Kapitels wird
anschliefend ndher auf die Modellierung eines dynamischen Copulamodells eingegangen.
Grundlage dieses Kapitel ist die Arbeit von Oh und Patton [37].

4.1 Beschreibung des Modells fiir die bedingte ge-
meinsame Verteilung

Es ist allgemein bekannt, dass multivariate Finanzzeitreihen in der Regel weder linear
noch normalverteilt sind. Daher ist die klassische lineare multivariate Modellierung, wel-
che auf der Annahme einer Normalverteilung beruht, ungeeignet. Um jedoch eine flexible
Modellierung der gesamten bedingten Verteilung einer Zeitreihe zu gewihrleisten, fiihren
Chen und Fan [4] die Klasse der semiparametrischen copulabasierten multivariaten dyna-
mischen (engl. semiparametric copula-based multivariate dynamic (SCOMDY)) Modelle
ein. Unter diesen Modellen werden der bedingte Erwartungswert und die bedingte Varianz
einer multivariaten Zeitreihe parametrisch festgelegt, jedoch wird die multivariate Ver-
teilung der (standardisierten) Fehlerterme semiparametrisch spezifiziert, d.h. durch eine
parametrische Copula, welche an den nicht-parametrischen univariaten Randverteilungen
ausgewertet wird. Anhand von Beispielen verdeutlichen Chen und Fan in ihrer Arbeit die
Flexibilitat dieser SCOMDY Modelle, indem sie ein breites Spektrum von nicht-linearen,
asymmetrischen Abhéngigkeitsstrukturen sowie das Verhalten der Randverteilungen von
multivariaten Zeitreihen erfassen.

In vorliegender Arbeit soll jedoch die von Oh und Patton [37] beschriebene Verallgemeine-
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rung des SCOMDY Modells Anwendung finden, in der zusétzlich zeitvariierende bedingte
Copulas erlaubt werden. Diese zusétzliche Flexibilitét fiithrt allerdings zur Notwendigkeit,
die bedingten Randverteilungen als parametrisch zu spezifizieren. Die Erfordernis der pa-
rametrischen Randverteilung resultiert aus der Tatsache, dass die asymptotische Vertei-
lungstheorie fiir ein Modell mit nicht-parametrischen Réandern und zeitvariierender Copula
in der Literatur derzeit noch nicht verfiigbar ist (vgl. Oh und Patton [37]).

Wir betrachten nun die n-dimensionale Zeitreihe Y; := (Y4, ..., Yy:)" und bezeichnen mit
Fri=o(Y, Y,

die Sigma-Algebra, die die gesamte Informationsmenge bis zum Zeitpunkt ¢ reprasentiert.
Zum besseren Verstiandnis wollen wir hier anmerken, dass in der empirischen Analyse (vgl.
Kapitel 5) mit Y}, stets der logarithmierte Aktien-Return der i-ten Aktie zum Zeitpunkt ¢
bezeichnet wird. Wie bereits einleitend erwahnt, betrachten wir nun jene Klasse von DGPs,
die zeitvariierende bedingte Randverteilungen erlaubt:

Yie = wi(Zi-1, @) + 0i(Zi-1, @), i=1,...,n, (4.1)
wobei Z;_1 € F;_1. Hierbei wird mit
1i(Zi-1, @) = E(Yit| Fi1)
der zeitvariierende bedingte Erwartungswert und mit
‘7@'2(th1> @) = Var(Yy|Fi_1)

die zeitvariierende bedingte Varianz bezeichnet, die jeweils durch den unbekannten Parame-
ter ¢ parametrisiert werden. Dariiber hinaus werden mit 7;; die standardisierten Residuen
bezeichnet.

Durch die Annahme der parametrischen Modellierung der bedingten Erwartungswerte und
Varianzen kann auf eine grofie Vielfalt an existierenden Modellen zuriickgegriffen werden.
So konnen fiir den Erwartungswert etwa ARMA-Modelle, Vektorregressionsmodelle sowie
lineare als auch nicht-lineare Regressionsmodelle verwendet werden, wohingegen fiir die
bedingte Varianz ARCH-Modelle sowie jede ihrer zahlreichen Erweiterungen (GARCH,
EGARCH, GJR-GARCH, etc.) oder stochastische Volatilitatsmodelle als mogliche Wahl

zur Verfiigung stehen.

Die bedingte Verteilung der standardisierten Residuen

Yie — p1i(Zy-1, )
Uz'(Zt—la Qb)
ist eine stetige parametrische Verteilung mit Erwartungswert Null und Einheitsvarianz.

Diese Verteilung kann als (parametrische) Funktion von F;_;-messbaren Variablen {iber
die Zeit variieren:

Nit =

77¢t|]:t—1 ~ Fi('|Zt—1; ¢) (4-2)
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Ist nun die bedingte Wahrscheinlichkeitstransformation der standardisierten Residuen ge-
geben durch

Uit = Fl(”lt)a 7= 1,...,’[1,

dann entspricht die bedingte Copula von Y;|F;_; der bedingten Verteilung von U, :=
(U1t7 R Unt)/’./—'%,li

Ui|Fi-1 ~ C(0:(7)). (4.3)

Dabei ist §; der Parameter der Copula C' ist « ist jener Parameter, der die Dynamik der
Zeitreihe regelt. Dariiber hinaus beinhaltet ¢ alle Parameter im Zusammenhang mit den
Randverteilungen und 0 := (¢’,~')" bezeichnet den Vektor aller Parameter.

Wihrend wir im in Kapitel 3.5 beschriebenen dynamischen Ein-Faktor-Copula Modell er-
lauben, dass die bedingte Copula C; selbst iiber die Zeit variieren kann, betrachten wir von
nun an stets, wie in (4.3) angefiihrt, konstante Copulas, erlauben aber einen zeitvariieren-
den Parameter §;, der von einem fixen Parameter v gesteuert wird.

4.2 GAS-Dynamik

Bei dynamischen Copulamodellen stellt sich nun die Frage, wie sich die Parameter {iber
die Zeit entwickeln. In diesem Zusammenhang schlagen Oh und Patton [37] eine Adap-
tion des sogenannten Generalized Autoregressive Score (GAS) Modells vor. Aus diesem
Grund wollen wir nachfolgend zunéchst das von Creal et al. [9] vorgestellte GAS-Modell
in seiner allgemeinen Form présentieren, bevor wir dieses mit zeitvariierenden Copulas in
Verbindung bringen.

Beim GAS-Modell handelt es sich um ein Modell, bei dem die zeitvariierenden Parameter
durch Beobachtungen gesteuert werden. Betrachte dazu den n-dimensionalen Vektor v,
und bezeichne mit d; den zeitvariierenden k-dimensionalen Parametervektor und mit 0
den konstanten Parametervektor. Definiere Y := {y;,...,y;} und A* := {4y, ...,d;}. Die
zum Zeitpunkt ¢ verfiigbare Informationsmenge bestehe aus {d;, G, 1}, wobei

= {Y" A, t=0,...,n—1.
Wir nehmen an, dass die beobachtbaren Werte y; durch die Dichte
Yi ~ p(+|0¢,Gi-1; 0) (4.4)

generiert werden. Weiters nehmen wir an, dass der Mechanismus zur Aktualisierung der
zeitvariierenden Parameter d; durch folgende autoregressive Aktualisierungsgleichung ge-
geben ist:

p q
011 = w+ Z Aisi_ip1+ Z Bjdy_ji1. (4.5)
=1 =1
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Dabei bezeichnet w einen k-dimensionalen konstanten Vektor, A;, ¢« = 1,...,p, und B;,
j =1,...,q, sind (k x k)-dimensionale Koeffizientenmatrizen und s; ist eine geeignete
vektorwertige Funktion der vergangenen Daten der Dimension k, d.h. s; = s(y¢, 8¢, Gi—1;0).
Die unbekannten Parameter in (4.5) sind Funktionen von 8, d.h. w = w(0), A; = A;(0)
und B; = B;(@) firi=1,...,pund j=1,...,q.

Der Ansatz basiert nun fiir einen gegebenen Parameter 8; auf der Dichte (4.4). Wird eine
Beobachtung y; realisiert, so wird &, fiir die nichste Periode ¢t + 1 unter Verwendung von
Gleichung (4.5) aktualisiert:

0log p(y:|0¢, Gi—1; 0)
090,

wobei S(-) eine Matrixfunktion der Dimension (k x k) ist. Die Gleichungen (4.4) bis (4.6)
definieren nun das Generalized Autoregressive Score Modell der Ordnungen p und ¢, kurz

GAS(p,q).

S = StVt, Vt = s St = S(t7 5ta gt—l; 0)7 (46)

Wihrend diese Spezifikation fiir die Entwicklung der zeitvariierenden Parameter auf den
ersten Blick etwas beliebig erscheint, fithren Creal et al. [9] zwei Argumente an, welche die
Verwendung dieses Modells rechtfertigen. Zum einen kann die Rekursion als die steilste
Anstiegsrichtung zur Verbesserung des Modell-Fits beziiglich ihrer Likelihood-Funktion
gegeben der aktuellen Position des Modellparameters d; interpretiert werden, &hnlich zu
numerischen Optimierungsalgorithmen wie dem Gauss-Newton-Algorithmus. Zum anderen
beinhaltet das GAS-Modell eine Vielzahl an gingigen existierenden Modellen. Zu einem
der wichtigsten Vertreter zéhlt mit Sicherheit das GARCH-Modell, auf welches hier nun
kurz néher eingegangen werden soll. Betrachtet wird das Modell

Yt = &, € g (0, )
mit zeitvariierender Varianz ¢, = o7 und als Skalierungsmatrix S; (welche in diesem Fall

eine (1 x 1)-Matrix ist) wird die Inverse der Fisher-Informationsmatrix! gewiihlt, d.h.

92 1og p(ye|6;, Gr_1:0)] "
D62 ’

-1 —

St = Iil Et,1 l

1Sei y; eine n-dimensionale Zufallsstichprobe, die durch die Dichtefunktion p(y|d:,G;_1;80) generiert
wird, wobei §; den k-dimensionalen Parametervektor der Dichte beschreibt. Die Fisher-Informationsmatrix

ist gegeben durch die symmetrische (k x k)-Matrix Ty, := Zyj;—1(0;) = (I(i’j) (5t)> , wobei

et 1<i,j<k

i i 1 82 lo o ,g — ;0
Itﬂiﬂ@t) =Ei (Vg )ng)) = —Ei [ 81|01, Gy )] .

96967

Hierbei wird mit E;_; ein Erwartungswert beziiglich p(y|d:, Gi—1; @) bezeichnet. Dariiber hinaus wird mit

5t(i) die i-te Komponente des Vektors d; gekennzeichnet und Vgi) bezeichnet die i-te Komponente von
vV, = ‘910gP(yg::tt-,gt—l;‘9)7 d.h. Vgl) _ 8logp(y8t(|s?it)7

g"l:’e). Fiir ndhere Details zur Informationsmatrix siehe
Lehmann und Casella [32].
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wobei mit E,_; ein Erwartungswert beziiglich p(v;|d¢, G;—1; 0) bezeichnet wird. Die Dichte
der normalverteilten Zufallsvariable y; hat die Gestalt

P(Ye|0t, Ge—150) =

e (5)

exp | —== |,

27T5t p 25t

und somit ist der Logarithmus der Dichtefuntkion von der Form

i
26,

Infolgedessen erhilt man fiir die Score-Funktion V; und die inverse Informationsmatrix die
folgenden Darstellungen:

L, 11

log p(y¢|ds, Gi—1;0) = —= log(%) - = log(5t)

Vi = o5 T 5 252( ),
1 1
Ei 1 (V) = 252 (Et 1(%) 5t) = 252 (V(”’t 1(ye) + Ei 1(%) — 5t) = 252 (0 — d¢) = 0,

2
Y 1 0y 1 1
Ty = —Ei <— 5; + _2(52> = 5—? — —25? = _2(5?’

St = t|t 1= 252

Demzufolge gilt s; = S;V; = y? — §; und die GAS-Aktualisierungsgleichung hat folgende
Gestalt:
5t+1 = W + A(th — 5,5) + B(St

Daher reduziert sich das GAS(1,1)-Updating-Schema fiir §; = o7 zum GARCH(1,1)-Modell:
ol =w+ Ay, —07) + Boy =w+ayi + B},  (B=B-A),

wobei die unbekannten Koeffizienten w, o und  bestimmten Voraussetzungen unterlie-
gen, um die Stationaritét des Prozesses zu gewéahrleisten (vgl. Bollerslev [3]). Neben dem
GARCH-Modell zéahlen auch noch das sogenannte multiplikative Fehlermodell (vgl. Engle
[18]) sowie das von Davis et al. [10] vorgestellte Poisson-Zahlmodell zu wichtigen Vertretern
der Klasse der GAS-Modelle.

Im Ein-Faktor-Copula Modell (3.7) entsteht die Dynamik, indem man erlaubt, dass die
Gewichte §; auf dem gemeinsamen Faktor iiber die Zeit variieren und/oder dass die Ver-
teilungen des gemeinsamen Faktors und der idiosynkratischen Variablen sich iiber die Zeit
verdndern. Verwendet man in (4.3) fir den die Dynamik beschreibenden Parameter d;
das GAS(1,1)-Modell, so erhilt man fiir Faktor-Copulas das folgende Modell (vgl. Oh und
Patton [37]):

Uil Fi1 ~ C(0:(7)),
0, = w+As;_ 1 + B,

81 = 51V, (4'7)
_ Ologc(up_1]6;-1)
Via = 99, .
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4.2.1 GAS-Dynamik fiir hochdimensionale Daten

Wir wollen nun das soeben eingefiihrte GAS(1,1)-Modell verwenden, um im Ein-Faktor-
Copula Modell die Dynamik der Faktorladungen zu modellieren. Wir betrachten dazu das
bereits in Abschnitt 3.5 eingefiihrte zeitvariierende Ein-Faktor-Copula Modell:

X,;t :Bit(VB)Zt—i_Gita Z = 1,...,7’L, (48)
iid .
Zy ~ Fzi(vz), €1ty -5 Ent ~ Fer(7e), Zy L€t Vi, t.
Da unser Interesse jedoch darin liegt, eine grole Anzahl an Variablen zu erlauben, werden
wir das Modell dahingehend spezifizieren, dass ein auch fiir hochdimensionale Daten (d.h.

grofle Werte fiir n), leicht handhabbares Modell daraus resultiert. Dabei orientieren wir
uns an der Arbeit von Oh und Patton [37].

Um, wie bereits erwiahnt, das Modell auch fiir hochdimensionale Daten mdéglichst einfach
zu halten, setzen wir voraus, dass die Parameter der Verteilungen des gemeinsamen Faktors
und der idiosynkratischen Fehler, vz und 7., konstant sind. Als Verteilungsmodell fiir F,
verwenden wir die schiefe t-Verteilung von Hansen, welche zwei Parameter hat, ndmlich
den Freiheitsgradparameter vz € (2,00) und den Nichtzentralitdtsparameter ¢, € (—1,1),
und die folgende Dichte aufweist (vgl. Hansen [22]):

o\ —(vz+1)/2
bc <1 + uzl—2 <f$i> ) , x<—alb,

o\ —(vz+1)/2
bc <1 + uzl—z <1bj«$f;> ) , x> —a/b,

wobei die Konstanten a, b und ¢ folgendermaflen gegeben sind:

vy — 2 \/— F( 2 )
=4 , b:=1/1+ 392 — a2, = .
“ Yz vz —1 Tz —a ‘ I'(%)r(vz —2)

Aus Griinden der Einfachheit verwenden wir als Modell fiir F, die (standardisierte) Student-
t Verteilung mit v, Freiheitsgraden, d.h. wir fordern Symmetrie in der Verteilung der idio-
synkratischen Variablen. Man beachte dazu, dass sich die schiefe t-Verteilung zur Student-t
Verteilung vereinfacht, wenn man den Nichtzentralitdtsparameter gleich Null setzt.

fz(x|vz,¥z) =

Im allgemeinen GAS-Ansatz (4.7) existieren fiir die n zeitvariierenden Faktorladungen
n + 2n% Parameter (n Intercepts w; sowie je n? Parameter infolge der Matrizen A und
B), die ihre Entwicklung beeinflussen. Da dies jedoch bereits fiir nicht allzu grofie n eine
unzumutbare Anzahl an zu schitzenden Parametern wére, nehmen wir an, dass die Koef-
fizientenmatrizen A und B in (4.7) Diagonalmatrizen mit einem gemeinsamen Parameter
auf der Diagonale sind (vgl. Engle [17]), d.h. A = al, und B = bl,,. Zusétzlich setzen
wir, um die Schitzung der (n x m)-Skalierungsmatrix S; zu vermeiden, S; = I,,. Somit
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ergibt sich unter Verwendung der Notation B; = (S, . .., fnt)” das folgende Modell fiir die
logarithmierten Faktorladungen:

log ﬁit = W; + blOg ﬁi,t—l -+ CLSZ‘,t_h 1= 17 e,y (49)
wobei

- 0log c(wy| By, vz, 07, ve)
! OBit ’

Das dynamische Copulamodell gegeben durch die Gleichungen (4.8) und (4.9) beinhaltet in
Summe n + 5 zu schitzende Parameter, wobei n + 2 Parameter infolge der GAS-Dynamik
entstehen und 3 Parameter mit der Wahl der Verteilung des gemeinsamen Faktors sowie
der idiosynkratischen Variablen einhergehen.

Die Anzahl der zu schétzenden Parameter lasst sich jedoch weiter reduzieren, indem dem
Modell weitere Restriktionen auferlegt werden. Fordert man etwa in (4.9) w; = w fiir alle
1=1,...,n, so ist die paarweise Abhéngigkeit zwischen jedem Variablenpaar identisch. In
diesem Fall sind nur 6 Parameter zu schéitzen, unabhéngig von n, der Anzahl der Varia-
blen. Diese Einschrinkung verringert den Aufwand fiir die Parameterschiatzung des Modells
erheblich, fordert allerdings auch Homogenitdat im Modell. Ist soeben genanntes Modell al-
lerdings zu restriktiv, so wird oftmals jenes Modell betrachtet, in dem die verschiedenen
Aktien ex ante in Gruppen eingeteilt werden, etwa unter Verwendung des Klassifikations-
schemas fiir unterschiedliche Industriezweige. Dies fithrt zu folgendem Modell:

Xit = Bg(i),tZt + €, 1=1,...,n,

(4.10)
logﬁgvt:wg—i_blog/@g,tfl—i_azsg’t—l, g: 1,...7G7

wobei mit ¢(i) jene Gruppe bezeichnet wird, der die i-te Variable zugehorig ist und mit
G die Anzahl der Gruppen. In diesem Fall ist die Anzahl der zu schétzenden Parameter
gleich G + 5.

4.2.2 Ein alternativer Ansatz: “variance targeting*“-Methode

Wie bereits erwahnt, beinhaltet die Schétzung der Parameter im flexibleren Modell die
numerische Suche von n+5 Parametern, was fiir n = 100 bereits eine grofle Herausforderung
darstellen kann. Daher soll zum Abschluss dieses Kapitels eine von Oh und Patton [37]
vorgestellte Methode présentiert werden, mit der dieses Problem umgangen werden kann,
indem die Intercepts w; in der GAS-Evolutionsgleichung durch eine Transformation eines
Stichproben-Abhéngigkeitsmafles ersetzt werden. Damit wir jedoch in der Lage sind, diese
Methode im Detail zu beschreiben, bedarf es einiger Annahmen.

Annahme 4.1. Die bedingte Copula von Y| F,_1 entspricht der bedingten Copula von
X|Fi—1, die durch die Gleichungen (4.8) und (4.9) gegeben ist.
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Diese Annahme stellt sicher, dass die Copula der beobachtbaren Daten die GAS-Faktor-
Copula ist.

Die folgende Annahme resultiert aus der Tatsache, dass in der Literatur zwar Vorausset-
zungen zu finden sind, unter denen das univariate GAS-Modell Stationaritdtsbedingungen
erfiillt, entsprechende Resultate fiir den multivariaten Fall jedoch nicht verfiighar sind.
Daher fordern wir:

Annahme 4.2. Der durch (4.9) gegebene Prozess {B:} ist strikt stationdr®.

Annahme 4.3. Sei p;;x = RankCorr(X;, X;;) und piLj’LX = Corr(Xu, Xji), wobet
mit RankCorr der Rangkorrelationskoeffizient von Spearman bezeichnet wird. Dann ist
fiir feste Werte von (vz,7.) die Abbildung pije x = p(pl;, x) streng monoton wachsend.

Wihrend Annahme 4.3 es uns erlaubt, lineare Korrelationen auf Rangkorrelationen abzu-
bilden, wird in der folgenden Annahme die Anwendbarkeit einer Taylorreihen-Entwicklung
auf jene Funktion, welche p; x (definiert wie in Annahme 4.4) auf 3, abbildet, sichergestellt.

Annahme 4.4. Sei p; x := vech(RankCorr(Xy)), wobei der Operator vech(A) die untere
Dreiecksmatriz von A in einen Spaltenvektor transformiert. Dann ist der Vektor log By :=
(log By, - - -, log Bm)/ eine lineare Funktion von py x.

Zunéchst betrachten wir die bereits bekannte Evolutionsgleichung fiir log S;;:
log Bit = w; +blog Bi1—1 + as; 1, i=1,...,n,
wobei

o dlogc(ui—1|Bi—1,vz, ¢z, ve)
Bi—1 0B -1 '

Unter Verwendung des Resultats von Creal et al. [9], dass E,_;(s;;) = 0 ist, folgt

E(log 8it) = w; + bE(log B; 1)

Nutzt man nun die aufgrund von Annahme 4.2 geltende Stationaritdt von {3;} aus, so
erhdlt man

Wi

sodass die GAS-Gleichung in folgende Form umgeschrieben werden kann:

log Bir = (1 — b)E(log B;) + blog Bit—1 + as;—1.

Um nun, wie bereits erwiahnt, das Erfordernis der numerischen Optimierung zu umgehen,
um die Konstanten w; zu erhalten, soll in weiterer Folge die Herleitung eines Schétzers fiir

2Sei T die Indexmenge fiir einen stochastischen Prozess. Ein Prozess {X;}ie7 heifit strikt stationiir,
falls die gemeinsamen Verteilungen von (Xy,,..., X ) und (Xt 4p,..., X, +5) fir alle t1,...,¢,,h € T
und n € N gleich sind.
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E(log ;) basierend auf den beobachtbaren Daten, genauer auf den Stichproben-Rangkorre-
lationen, erfolgen. Dazu werden wir zunéchst zeigen, dass eine Abbildung existiert, die die
Populations-Rangkorrelationen der standardisierten Residuen auf das Mittel der logarith-
mierten Faktorladungen abbildet.

Fiir das Modell (4.8) mit den in Kapitel 4.2.1 getroffenen Annahmen iiber die Verteilungen
des gemeinsamen Faktors sowie der idiosynkratischen Fehler gilt:

a%t =1Vt und 02_t =1WVi,t.

Somit ist die lineare Korrelation zwischen X;; und Xj; in diesem Modell gegeben durch
BitBjt

pz-LmX = Corr( Xy, Xj1) =
V8 (14 82)

= g(ﬁih Bjt)

bzw. in Matrix-Notation
szX = (piLj,t,X)lgiijn = Corr(X;) =: G(B).

Das entspricht infolge der Annahme 4.1 fiir n = 3 einem exakt- bzw. fiir n > 3 einem
tiberidentifizierten System, da es n Parameter Sy, . . ., B, und n(n—1)/2 Korrelationen auf-
weist. Aufgrund von Annahme 4.3 haben wir daher auch ein exakt- oder iiberidentifiziertes
System der Rangkorrelationsmatrix:

Ry x = (pij,t,X>1§i7j§n = (90 (piLj,t,X))1§i7j§n = (RtL,X) = (G(B))-

Sei nun die Funktion H definiert als der Logarithmus der Inversen der Funktion ¢ o G,
sodass

log B; = H(Pt,x)7

wobei p; x := vech(R; x). Obwohl die Funktion H keine geschlossene Form aufweist, ldsst
sie sich mit dem folgenden Optimierungsproblem sehr einfach ermitteln:
H(pyx) = argminm(B8*)'m(8%),
s (4.11)
wobei  m(B8*) := vech (p(G(exp B*))) — pr.x-

Da die Funktion H(p; x) aufgrund von Annahme 4.4 linear ist, gilt unter Verwendung der
Notation py := E(p; x):

E(log B;) = E(H(pi,x)) = H(E(p,x)) = H(px)-

SchlieBlich nutzen wir noch die Tatsache aus, dass RankCorr(X;) und RankCorr(n;)
aufgrund von Annahme 4.1 (siche auch Gleichung (4.1)) in Verbindung mit Satz 2.33
identisch sind, sodass mit der Notation p, fir den Erwartungswert jenes Vektors, der
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entsteht, wenn man den vech-Operator auf die Rangkorrelationsmatrix der standardisierten
Residuen anwendet, folgendes gilt:

E(log 8:) = H(px) = H(p,)- (4.12)

Somit haben wir gezeigt, dass E(log 3;) auch als Funktion der Rangkorrelationsmatrix der
Residuen dargestellt werden kann.

Abschlieflend soll nun unter Verwendung der “variance targeting“-Methode ein Schétzer
fir E(log B3;) prisentiert werden. Diese Methode, welche von Engle und Mezrich [19] dis-
kutiert wird, ist ein Zwei-Stufen-Verfahren, bei dem im ersten Schritt die Varianz durch
die Stichprobenvarianz geschéatzt wird, wihrend im zweiten Schritt, bedingt auf diesen
Schatzer, die iibrigen Parameter geschétzt werden. Unter Verwendung der vorangegangen
Herleitung ist der “variance targeting“-Schétzer also das Stichproben-Analogon zum Aus-
druck (4.12), d.h. der empirische Schitzer fiir den Erwartungswert von log 3, ist gegeben
durch

—

@ = H(py),

wobei mit p, das Stichproben-Analogon zu p, bezeichnet wird. Dieser Schétzer ist, wie
wir nachfolgend zeigen werden, ein generalisierter Momentenschétzer (GMM-Schétzer) (fiir
Details siche Hansen [24]). Dieses Ergebnis ist zum einen niitzlich, da es uns erlaubt, die
Schatzung des gesamten bedingten Verteilungsmodells als mehrstufigen GMM-Schétzer zu
betrachten, zum anderen weisen GMM-Schétzer wichtige Eigenschaften auf. So sind sie
asymptotisch normalverteilt, asymptotisch effizient und es kann unter gewissen Annahmen
die Konsistenz des GMM-Schétzers nachgewiesen werden (vgl. Hansen [23]).

Zum Nachweis, dass obiger Schéitzer ein GMM-Schétzer ist, beachte, dass die Randver-
teilungen von 7; bekannt sind (siehe Formel (4.2)) und daher die Rangkorrelationen der
Stichprobe Funktionen eines Stichproben-Moments sind (vgl. Gleichung (2.9)), d.h. der
Stichprobenkorrelationskoeffizent von Spearman ist gegeben durch

12 <

Piin = 12E (Fi(m) Fy (1)) =3 = == > Fi(ma) Fy (m;) = 3
t=1

Den Schétzer von E(log 8;;) erhalten wir durch Gleichung (4.11):

—

log 3 = argminmmr(8")mr(87),
wobel M (B*) := vech (p(G(exp B%))) — py-

Dieses Optimierungsproblem entspricht jedoch gerade der Definition eines GMM-Schétzers.
Daher ist log 8 fiir n > 3 ein GMM-Schitzer fiir E(log 3;).
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5 Empirische Analyse

Ziel dieses Kapitels ist es, die bisher betrachtete Theorie in die Praxis umzusetzen. Dazu
konstruieren wir ein Portfolio bestehend aus Aktien, deren Abhéngigkeiten mit unter-
schiedlichen Copulamodellen, von sehr einfachen bis hin zu komplexen Faktor-Copulas,
modelliert werden. All diese verschiedenen Modelle werden anschliefend im Hinblick auf
den geschitzten Value-at-Risk miteinander verglichen. Anregungen zur Umsetzung stam-
men aus der Arbeit von Bartels und Ziegelmann [1].

Samtliche nachfolgende Berechnungen wurden mit dem Softwarepaket MATLAB durch-
gefiihrt. Neben der GAS factor copula Toolbox! von Andrew J. Patton wurden zusitzlich
die UCSD GARCH Toolbox von Kevin Sheppard als auch die Fconometrics Toolboxr von
James P. LeSage verwendet.

5.1 Beschreibung der Daten

Der in der empirischen Analyse verwendete Datensatz besteht aus 10 Finanzzeitreihen,
wobei jede dieser Zeitreihen die zeitliche Entwicklung eines Aktienkurses widerspiegelt.
Diese 10 Aktien, die alle an der Frankfurter Borse gehandelt werden, sind in Tabelle 5.1
aufgelistet. Fiir jede der Aktien liegen 1519 Beobachtungen der Tagesschlusskurse aus dem
Zeitraum vom 4. Januar 2010 bis zum 30. Dezember 2015 vor. Die Bereinigung der Daten
aufgrund fehlender Datenpunkte in diesen historischen Aktienkursen, welche man etwa bei
https://finance.yahoo.con findet, erfolgte mit linearer Interpolation.

Fiir die Analyse von Faktor-Copulas mit Blockabhéngigkeiten wurden die 10 zu analysie-
renden Aktien entsprechend dem Marktsegment, in dem sie agieren, in 4 Blocke eingeteilt.
Diese Kategorisierung der Aktien ist beliebig und kénnte auch auf andere Art und Weise er-
folgen. Jedoch basierend auf der Annahme, dass Firmen im selben Marktsegment &hnliche
Abhéngigkeitsstrukturen aufweisen, erscheint diese Einteilung als sinnvoll. Die Namen der
Blocke, in der die Aktien eingeteilt werden, sind ebenfalls in Tabelle 5.1 zu finden.

Fiir die Analyse und Modellierung verwenden wir in weiterer Folge die Log-Returns der

'Downloadbar unter http://public.econ.duke.edu/~ap172/code.html
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Kiirzel Aktie Blockname Blockcode

ADS Adidas AG Textilien und Sportartikel 1
BOSS Hugo Boss AG Textilien und Sportartikel 1
PUM Puma SE Textilien und Sportartikel 1
BMW  Bayerische Motoren Werke AG Fahrzeugindustrie 2
DAI Daimler AG Fahrzeugindustrie 2
VOW  Volkswagen AG Fahrzeugindustrie 2
HEI HeidelbergCement AG Baugewerbe 3
HOT Hochtief AG Baugewerbe 3
GI1A GEA Group AG Maschinenbau 4
PFV Pfeiffer Vacuum Technology AG Maschinenbau 4

Tabelle 5.1: In der empirischen Analyse verwendete Aktien inklusive deren Einteilung in
die verschiedenen Blécke.

Aktienpreise, welche wie folgt definiert sind:

P; .
Y;t:zlog(PZ-t)—log(PZ-’t_l)zlog(P ), i=1,....,n,t=1,...,T.
it—1

Hier bezeichnet Y;; den Log-Return und P, den Preis der i-ten Aktie zum Zeitpunkt ¢.
Mit n = 10 wird die Anzahl der Aktien im Portfolio bezeichnet. Dariiber hinaus wird
dem 4. Januar 2010 der Zeitpunkt ¢ = 0 und dem 30. Dezember 2015 der Zeitpunkt
t = 1518 zugeordnet, sodass sich fiir die Aktien-Log-Returns ein Umfang von T = 1518
Beobachtungen ergibt.

Das in weiterer Folge betrachtete Portfolio hat dieselben Gewichte fiir alle Aktien. Daher
ist der Log-Return des Portfolios zum Zeitpunkt ¢ gegeben durch

1 n
Y, == log (ﬁZexp(Yit)> . t=1,...,T

i=1

Die Portfolio-Log-Returns fiir den in der Analyse betrachteten, oben genannten Zeitraum
sind in Abbildung 5.1 dargestellt.

Wihrend Abbildung 5.2 die zeitliche Entwicklung der einzelnen Aktien-Returns illustriert,
beinhaltet Tabelle 5.2 einige statistische Kennwerte wie Stichprobenmomente, ausgewéhlte
Quantile sowie das Minimum und Maximum fiir die Returns der einzelnen Aktien als
auch fiir den Portfolio-Return. Zum besseren Verstédndnis sei hier angemerkt, dass die
angefithrte Tabelle zeilenweise folgendermaflen zu lesen ist: In der Spalte ,,Mittel“ ist der
Mittelwert iber die jeweiligen statistischen Kennwerte aller 10 Aktien-Returns zu finden,

68



0.08

0.06- B

0.04- B

0.02f- _

-0.02- _

Portfolio-Log—Returns

-0.04- B

-0.06 |

-0.08| |

0.1 I I I I I ! !
2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016

Jahr

Abbildung 5.1: Log-Returns des Portfolios im Zeitraum vom 5. Januar 2010 bis 30. De-
zember 2015.

Kennwerte  Mittel Min 25%  Median  75% Max  Portf.

Mittelwert 0.0004 -0.0001  0.0003  0.0005 0.0006  0.0009  0.0005
Standardabw.  0.0193  0.0165  0.0188  0.0197 0.0204  0.0211  0.0140
Schiefe -0.2557  -0.6454 -0.4411 -0.2590  -0.0917  0.2969 -0.3157
Kurtosis 7.1587  4.3053  5.0217  6.3597 8.2322 11.8164  5.8703
Minimum -0.1285  -0.1809 -0.1587 -0.1259  -0.1015 -0.0693 -0.0901

5%-Quantil -0.0301  -0.0344 -0.0316 -0.0307  -0.0296 -0.0243 -0.0234
25%-Quantil ~ -0.0098 -0.0112 -0.0106 -0.0100  -0.0089 -0.0084 -0.0064
Median 0.0005 -0.0003  0.0000  0.0005 0.0011  0.0011  0.0008
75%-Quantil 0.0109  0.0086  0.0102  0.0111 0.0118  0.0129  0.0083
95%-Quantil 0.0310  0.0262  0.0300  0.0316 0.0321  0.0357  0.0220
Maximum 0.0922  0.0748  0.0813  0.0861 0.0963  0.1380  0.0577

Tabelle 5.2: Statistische Kennwerte des betrachteten Datensatzes.
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in der Spalte ,Min® ist das Minimum des jeweiligen statistischen Kennwerts der Aktien-
Returns dargestellt, in der Spalte ,,25%* wird jeweils das 25%-Quantil des entsprechenden
Kennwerts der Returns angegeben, usw. Die Kennwerte fiir den Portfolio-Return sind in
der Spalte ,,Portf.“ zu finden. An dieser Stelle sei erwdhnt, dass die Kurtosis im Mittel 7.16
ist und keine Aktien-Return-Zeitreihe eine Kurtosis kleiner als 3 aufweist, also jene der
Normalverteilung. Dies ist ein Indikator dafiir, dass die Verteilungen der Returns heavy
Tails aufweisen.
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Abbildung 5.2: Log-Returns der einzelnen Aktien im Zeitraum vom 5. Januar 2010 bis
30. Dezember 2015.



5.2 Verfahren zur Schitzung der Parameter

Da es in weiterer Folge das Ziel, das beste Copulamodell fiir die im vorigen Abschnitt
beschriebenen logarithmierten Aktien-Returns hinsichtlich des Value-at-Risk zu finden, soll
dieser Abschnitt unter der Voraussetzung, dass die Randverteilungen als auch die Copula
bekannt sind, dazu dienen, jenes Verfahren zu beschreiben, das sowohl fiir die Schéatzung der
unbekannten Parameter der Randverteilungen als auch fiir jene der Copula verwendet wird.
Nachfolgend werden neben der Copula auch die Randverteilungen sowie die gemeinsame
Verteilung als parametrisch angenommen.

Ausgangspunkt fiir die Parameterschitzung mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Methode
bildet die bedingte Version des Satzes von Sklar, der besagt, dass sich die n-dimensionale
bedingte parametrische Verteilungsfunktion F; eines Zufallsvektors Y; := (Y, ..., YY)
schreiben lasst als

Ft(ytl}}_h [OT ¢m')’) = Ct<F1t(ylt|th—la ¢1); cey Fnt(yntu:t—l; d)n){ft—la’)/)'

Hier wird mit C eine bedingte Copula mit Parametervektor « bezeichnet und Fi,. .., Fy
kennzeichnen die bedingten univariaten Randverteilungen mit jeweiligen Parametervekto-
ren ¢q,...,¢,. Dariiber hinaus beschreibt F; die gesamte bis zum Zeitpunkt ¢ verfiighare
Informationsmenge. Da wir, wie bereits in Kapitel 4.1 erwahnt, nur konstante Copulas,
jedoch mit moglicherweise zeitvariierenden Parametern, erlauben und auch nur iiber die
Zeit gleichbleibende Randverteilungsfunktionen betrachten, verdndert sich auch die mul-
tivariate Verteilungsfunktion wéhrend des gesamten betrachteten Zeitraums nicht, sodass
sich obiger Ausdruck zu

F(yt'ﬂ—la ¢)17 R ¢n77) = O<F1<y1t|~F.t—17 ¢1>7 BRI Fn<ynt|‘/—-t—l7 ¢n) ‘JT-t—b’Y) (51)

vereinfacht. Nimmt man an, dass die bedingte Copula C' iiber die bedingte Dichtefunktion
c verfiige und die bedingten Randverteilungen Fi, ..., F,, iiber die bedingten Randdichten
fi, -+, fn, so ergibt die partielle Ableitung von (5.1) nach sdmtlichen Variablen yy;, ..., Yn:
die n-dimensionale bedingte parametrische Dichtefunktion f des Zufallsvektors Y;:

f(yt|"rt—17 ¢1a SR ¢n77) =
C<F1 (y1t|~/rtfl> ¢1)> o Iy (ynt‘ftfla ¢n) |‘Ft717 ’7’) H fi (yit’thla ¢i)-
i=1
Die entsprechende Likelihood-Funktion ist somit gegeben durch

T

L(¢17"'7¢n77) = Hf(yt|ft717¢1;---7¢n7')/> =

[1

C<F1 (ylt‘ftfh ¢1)7 P 28 (ynt’thla ¢n) }thl, ’7) H fi (yit‘JT_‘tfly ¢z)] )
t=1

=1
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wodurch die Log-Likelihood-Funktion geschrieben werden kann als
l(¢17 ) ¢n77) = 1Og L(¢17 SR ¢na7) =
T T n
Zlogc(Fl (ylt’thly ¢1), . (ynt‘ft 1, n ’-Ft 15 ’Y) + Z Zlog fi yzt\ft 1s ¢z)
t=1

t=1 =1

Die simultane Schitzung aller Parameter mit der Maximum-Likelihood-Methode kann re-
chentechnisch sehr aufwendig sein, insbesondere fiir hochdimensionale Daten. Daher ver-
wenden wir ein von Joe und Xu [28] beschriebenes Zwei-Stufen-Verfahren, welches auch
als “inference function for margin“ (IFM)-Methode bezeichnet wird. Dieses ist wie folgt
definiert:

(1) Zunichst erfolgt die Durchfithrung von n separaten Schitzungen der Parametervek-
toren der univaraten Randverteilungen, indem die n entsprechenden Log-Likelihood-
Funktionen einzeln maximiert werden, um die Schétzer ¢y, ..., ¢, zu erhalten:

T
¢i = arg r%ax lf1(¢z) = arg H}pa’xz log fz (yit|]:t—17 ¢Z)7 1= ]-7 sy T
i Coi=1
(2) AnschlieBend wird, um 4 zu erhalten, die Log-Likelihood-Funktion
~ ~ T ~ ~
lc <7|¢17 R ¢n> = ZIOgC<F1 (yit|ft—1a ¢1)7 s >Fn(ynt"’t;f—17 ¢n) “/—_;5—17’7>
t=1

der Copula fiir gegebene quﬁl, o ,$n maximiert:

¥y = argmaxlC <7|$1, ce c/ﬁn)

= arg maxz log C<F1 (?/n|ﬂ 15 ¢1) n(ynt|ft—1a $n) |]:t—1, ’Y>-

t=1

Unter Verwendung des soeben beschriebenen Verfahrens sieht die weitere Vorgehensweise
zur Schitzung der unbekannten Parameter fiir die in Abschnitt 5.1 beschriebenen Daten
folgende Schritte vor:

e Passe zunichst fiir jede Aktien-Return-Zeitreihe ein Modell der AR-GARCH-Klasse
mit der Maximum-Likelihood-Methode an.

e Bestimme die standardisieren Residuen und schétze in weiterer Folge die Verteilungs-
funktionen dieser Residuen.

e Ermittle, unter Verwendung der im vorangegangenen Schritt erhaltenen Parameter,
einen Schétzer fir den Parametervektor der Copula (der standardisierten Residuen)
mit der IFM-Methode.
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5.3 Modellierung der Randverteilungen

Bevor wir nun den Fokus auf die Copula-Modellierung, dem zentralen Thema der vorlie-
genden Arbeit, legen, widmen wir uns zunéchst der Modellierung der bedingten Rand-
verteilungen. Diese erfolgt mit Hilfe eines AR(1)-GARCH(1,1)-Modells, welches wie folgt
definiert ist:

Yie = ¢o + 01Yi—1 + 0iie,

2 _ 2 2 2
O = K+7Y0; 1+ Q04 1M1,

nit‘ftfl ~ Fz’(07 1)7

wobei mit F;(0, 1) eine Verteilungsfunktion mit Erwartungswert 0 und Varianz 1 bezeichnet
wird. Diese Struktur erlaubt jeder Zeitreihe den zeitvariierenden bedingten Erwartungswert

E (Yie Fi1) = ¢o + ¢1Yis-1

sowie die zeitvariierende bedingte Varianz Var (Y| F;_1) = o2, wobei mit
Ft = {(E,t—j)ﬁi,t—j) . Z S {17 cee an}vj Z 0}

die gesamte Informationsmenge bis zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet wird. Weiters nehmen wir
an, dass die standardisierten Residuen n;; einer im Zeitablauf konstanten bedingten Vertei-
lung (mit Erwartungswert Null und Einheitsvarianz) folgen. Ublicherweise wird dafiir die
Standardnormalverteilung angenommen. Da bei Finanzzeitreihen aber hiufig zu beobach-
ten ist, dass die standardisierten bedingten Returns heavy Tails aufweisen und auch nicht
symmetrisch sind (Aktien haben {iblicherweise eine negative Schiefe, was bedeutet, dass
die Wahrscheinlichkeit eines groflen negativen Returns grofler ist als ein grofler positiver
Return), verwenden wir hier die bereits mehrfach erwéhnte einfache, jedoch sehr flexible
schiefe t-Verteilung.

Unter Verwendung des soeben beschriebenen Modells konstruieren wir die geschéitzten
standardisierten Residuen wie folgt:

Yit — ¢o — ¢1Yig
~ Y

Ot

Nit 1=

wobei mit (EO und ngﬁl die geschétzten Parameter im Modell fiir den bedingten Erwartungs-
wert bezeichnet werden und mit 2% die geschétzte bedingte Varianz.

Die geschitzten Parameter des AR(1)-GARCH(1,1)-Modells als auch jene der schiefen t-
Verteilung sind in Tabelle 5.3 zu finden. Wir konnen erkennen, dass die ¢o-Werte aller
Zeitreihen in der Nahe von Null liegen, was ein Hinweis dafiir ist, dass sie sich alle, wie
erwartet, um Null einpendeln. Weiters wollen wir hier anmerken, dass die meisten v-Werte
klein sind. Das ist ein Indikator dafiir, dass eine heavy-Tail-Verteilung fiir die Residuen
einer Normalverteilung vorzuziehen ist.
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bedingter bedingte schiefe
Erwartungsw. Varianz t-Verteilung

Aktie bo b1 K ~ « v (0

ADS 0.0005 0.0154 0.0000 0.0855 0.7744 5.1171  0.0529
BOSS 0.0009 -0.0392 0.0000 0.1015 0.8919 4.1718 -0.0591
PUM -0.0001 -0.0261  0.0000 0.1072 0.8440 4.5462  0.0245
BMW 0.0007  0.0250  0.0000 0.1084 0.8422 5.6551 -0.0195
DAI 0.0005 0.0698 0.0000 0.1124 0.8508 8.4384 -0.0643
VOW 0.0004 0.0855 0.0000 0.1238 0.8229 5.8727 0.0021
HEI 0.0003 -0.0176  0.0000 0.0999 0.8528 8.9157 0.0065
HOT 0.0003 -0.0087 0.0001 0.1325 0.7466 4.7696 -0.0466
G1A 0.0005 0.0035 0.0000 0.1085 0.8506  7.1626  0.0036
PEFV 0.0003 -0.0410 0.0001 0.1873 0.6294 4.1000  0.0439

Tabelle 5.3: Geschétzte Parameter der bedingten Erwartungswerte, der bedingten Varian-
zen sowie der schiefen t-Verteilung fiir alle betrachteten Aktien.

Um sicherzugehen, dass die mit der angenommenen Verteilungsfunktion transformierten
geschétzten standardisierten Residuen, also

Ui,t = Fschief t <ﬁzt; Qﬂﬂz) )

tatsichlich gleichverteilt auf [0,1] sind, muss iiberpriift werden, ob die standardisierten
Residuen der angenommenen schiefen t-Verteilung folgen. Dazu verwenden wir sowohl den
Kolmogorov-Smirnov (KS)-Test als auch den Cramér-von Mises (CvM)-Test fiir die stan-
dardisierten Residuen. Die Teststatistiken dieser beiden Tests basieren auf den geschétzten
Wahrscheinlichkeitstransformationen und sind wie folgt definiert:

~ t
KS; = wax Ui = 7|
T N ¢ 2
CUMi = (Uz,(t) - _) )
t=1 T
T

wobel mit ﬁi,(t) der t-grofite Wert von {[/]\”} bezeichnet wird. Obwohl die asymptoti-

schen Verteilungen der beiden Teststatistikentf)lekannt sind, ist das in unserem Fall nicht
von Nutzen, da die Parameter der hypothetischen Verteilung aus der Stichprobe geschétzt
wurden und sich dadurch die asymptotische Verteilung der Teststatistik unter der Nullhy-
pothese dndert (vgl. Patton [43]). Um dieses Problem zu umgehen, nutzen wir daher die
Tatsache aus, dass mit parametrischen Modellen fiir den Erwartungswert, fiir die Varianz
und fiir die Fehlerverteilung die bedingte Verteilung vollstindig beschrieben wird. Daher
kann eine einfache simulationsbasierte Methode verwendet werden, um die kritischen Werte
zu erhalten (vgl. Patton [43]):
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(a) Simuliere 7" Beobachtungen fiir Y;; von diesem Modell unter Verwendung der ge-
schatzten Parameter,

(b) schitze Modelle fiir die simulierten Daten,

(c) berechne die KS- und CvM-Teststatistik fiir die geschitzten Wahrscheinlichkeits-
transformationen der simulierten Daten,

(d) wiederhole die Schritte (a) - (¢) S Mal (z.B. S = 500),

(e) verwende das (1 — a)-Quantil von { (KSs), CvM)) }le als kritischen Wert fiir diese
Tests.

Unter Verwendung des oben genannten Verfahrens erhalten wir p-Werte fiir den KS- und
CvM-Test, welche in Tabelle 5.4 zu finden sind. Da fiir alle Aktien der p-Wert grofer als 0.1
ist, kann die Nullhypothese, dass die schiefe t-Verteilung fiir die standardisierten Residuen
wohldefiniert ist, zum Niveau a = 0.9 nicht verworfen werden. Dieses Ergebnis legt somit
nahe, dass die transformierten Residuen anndhernd einer (0, 1)-Verteilung folgen, sodass
wir nun mit der Modellierung der Copula fortfahren kénnen.

Aktie KS CvM | Aktie KS CvM
ADS  0.8580 0.7600 VOW  0.6800 0.7160
BOSS  0.2780  0.2860 HEI 0.1320  0.1500
PUM  0.5620 0.3920 HOT  0.5960 0.7700
BMW  0.4200 0.4120 GIA  0.6460  0.4540
DAI 0.6360  0.7360 PFV  0.2460 0.2760

Tabelle 5.4: Simulationsbasierte p-Werte des Kolmogorov-Smirnov-Tests als auch des
Cramér-von Mises-Tests fiir die Modelle der bedingten Randverteilungen, jeweils mit 500
Simulationen.

5.4 Copulas

Nachdem im vorherigen Abschnitt die geschitzten Parameter der Randverteilungen der
Aktien-Returns présentiert wurden, widmet sich dieses Kapitel nun den empirischen Resul-
taten der Abhéngigkeitsstruktur dieser 10 Aktien-Returns. Diesbeziiglich schéitzen wir die
Parameter von 18 verschiedenen Modellen fiir Copulas. Neben den Standard-Copulas wie
der Gauss’schen Copula, der Student-t Copula und der Clayton Copula betrachten wir eine
Vielzahl an Ein-Faktor-Copula Modellen. Diese unterscheiden sich einerseits in den Vertei-
lungen des gemeinsamen Faktors und der idiosynkratischen Fehler, in den Abhéngigkeits-
strukturen als auch darin, dass die Faktorladungen iiber die Zeit variabel, jedoch auch
konstant sein konnen.
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Um all diese betrachteten Modelle miteinander vergleichen zu kénnen, verwenden wir
»Akaikes Informationskriterium“ (AIC). Dieses ist wie folgt definiert:

AIC := —2log L(7) + 2p,

wobei mit log L der Log-Likelihood-Wert des Copulamodells mit Parametervektor v und
mit p die Anzahl der zu schéitzenden Parameter der Copula bezeichnet wird. Diese Kennzahl
beriicksichtigt die Anzahl der verwendeten Parameter als Strafe fiir die Komplexitét des
Modells, die mit einer gréfleren Anzahl an Parametern einhergeht. AIC ist demnach derart
definiert, dass gilt: Je kleiner der Wert von AIC, desto besser ist das Modell an die Daten
angepasst.

5.4.1 Standard-Copulas

In diesem Abschnitt betrachten wir einige der in Kapitel 2.5 beschriebenen Copulamodelle
fiir die standardisierten Residuen (welche auch Copulamodelle der logarithmierten Aktien-
Returns Y; sind): Wir vergleichen die Gauss’sche Copula und die Student-t Copula, also
die beiden elliptischen Copulas, mit der Clayton Copula (als Vertreter der archimedischen
Copulas). Da letztere Gleichkorrelation infolge ihrer Konstruktion impliziert, sollen zur
besseren Vergleichbarkeit die beiden elliptischen Copulas ebenso Gleichkorreliertheit auf-
weisen, d.h. die Korrelationsmatrix R ist eine Matrix, bei der alle nicht-diagonal-Elemente
gleich p sind.

Neben den geschétzten Parametern (p, 1/v, ) dieser Copulas enthélt Tabelle 5.5 auch den
Wert der Log-Likelihood-Funktion im Optimum (log L) sowie Akaikes Informationskrite-
rium (AIC). Zur besseren Orientierung sind die Werte des besten Modells hinsichtlich des
AIC fett gekennzeichnet.

PARA- MODELL
METER Gauss Student-t Clayton
p 0.4608 0.4693 —
1/v — 0.0657 —
o — — 0.4735
log L 2916.72 3042.47 2289.75
AIC -5831.44 -6080.94 -4577.51

Tabelle 5.5: Geschétzte Parameter, Wert der Log-Likelihood-Funktion im Optimum sowie
Akaikes Informationskriterium der Standard-Copulas der standardisierten Residuen.

Im Hinblick auf das AIC ist von den Standard-Copulas die Student-t Copula am besten fiir
unsere Daten geeignet. Da diese somit auch gegeniiber der Gauss’schen Copula bevorzugt
wird, scheint die Modellierung von Abhéngigkeiten mit heavy Tails von Relevanz zu sein.
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Im Gegensatz zu den beiden elliptischen Copulas scheint die Clayton Copula hingegen kein
gutes Modell fiir die Modellierung der Abhéngigkeit unserer Daten zu sein.

5.4.2 Faktor-Copulas

Wie bereits einleitend erwéhnt, vergleichen wir nun eine Vielzahl an Ein-Faktor-Copula
Modellen. Dabei betrachten wir jeweils unterschiedliche Kombinationen der Verteilungen
des gemeinsamen Faktors und der idiosynkratischen Fehler, der Dynamik in den Faktorla-
dungen als auch der Abhéngigkeitsstrukturen.

Fiir die Verteilungen des gemeinsamen Faktors und der idiosynkratischen Fehler verwenden
wir die nachfolgend aufgelisteten Kombinationen und beniitzen entsprechend, wie bereits
in Kapitel 3.2, die folgenden Notationen:

e Eine Faktor-Copula, bei der sowohl der gemeinsame Faktor Z; als auch die Fehler ¢;
normalverteilt sind, wir als Normal - Normal Faktor-Copula bezeichnet.

e Unter einer Student-t - Student-t Faktor-Copula verstehen wir eine Faktor-Copula,
bei der sowohl Z; als auch €;; einer Student-t Verteilung folgen.

e Folgt der gemeinsame Faktor der schiefen t-Verteilung und sind die Fehler t-verteilt,
so bezeichnen wir diese Copula als schiefe t - Student-t Faktor-Copula.

Zudem unterscheiden wir zwischen statischen und dynamischen Faktor-Copulas. Hierbei
bezeichnen wir mit statischen Copulas jene Modelle, deren Faktorladungen sich iiber die
Zeit nicht verédndern, wohingegen diese bei dynamischen Copulas im Zeitverlauf variieren
konnen. Geschitzt werden die statischen Modelle auf die selbe Art und Weise wie dyna-
mische Copulas, wobei in Formel (4.9) a = b = 0 gesetzt wird.

Dariiber hinaus differenzieren wir zwischen unterschiedlichen Abhéngigkeitsstrukturen, wo-
bei mit G stets die Anzahl der Blocke bezeichnet wird:

e Zum einen betrachten wir homogene Modelle, d.h. wir setzen G = 1 im Modell (4.10).

e Weiters untersuchen wir Modelle mit Blockabhéngigkeiten, indem wir die Aktien in
G = 4 Blocke einteilen (vgl. Tabelle 5.1).

e AuBerdem setzen wir G = n = 10 und erhalten dadurch das heterogene Modell.

Im Detail bedeutet das folgendes: Wihrend in den homogenen Modellen die Abhéngigkeit
zwischen jedem Paar von Aktien-Returns identisch ist, werden die Aktien-Returns in den
Modellen mit Blockabhéngigkeit in 4 Gruppen eingeteilt, sodass zwei beliebige Variablen
verschiedener Blocke in gleiche Weise voneinander abhéngig sind wie zwei andere Variablen
derselben beiden Blocke. Im Gegensatz dazu weist in den heterogenen Modellen jedes Paar
von Aktien-Returns eine unterschiedliche Abhéngigkeit auf.
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Da mit dem heterogenen Modell eine grofle Anzahl an zu schétzenden Variablen einhergeht,
verwenden wir hierfiir die sogenannte “variance targeting“-Methode, welche in Kapitel 4.2.2
beschrieben wurde. Da dieses Verfahren jedoch nicht auf statische Modelle anwendbar ist
und die Optimierung der Variablen im allgemeineren Modell rechentechnisch sehr auf-
wendig wiére, verzichten wir in der weiteren Analyse auf die Ergebnisse des statischen
heterogenen Faktor-Copula Modells.

An dieser Stelle wollen wir anmerken, dass die Gauss’sche Copula mit Equikorrelationsma-
trix R und die statische Ein-Faktor-Copula, bei der sowohl der gemeinsame Faktor als auch
die Fehler normalverteilt sind, und bei dem jedes Paar von Variablen dieselbe Abhéngigkeit
aufweist, iibereinstimmen, wenn folgende Gleichheit erfiillt ist:

B (expw)?
1+ 62 1+ (expw)?’

p

wobei 5 := fy, und w := w, (beide Variablen sind konstant, da die Faktor-Copula sowohl
statisch als auch homogen ist) wie in Gleichung (4.10) spezifiziert sind. Kommt es aller-
dings zur Schitzung der Parameter, so ist diese Gleichung nur approximativ richtig, da
der Wert der Log-Likelihood-Funktion der Faktor-Copula infolge einiger Annahmen und
Vereinfachungen, die getroffen wurden, um ein zuléssiges Ergebnis zu erhalten, nur eine
Approximation ist.

Fiir jede der zuvor genannten Faktor-Copulas sind die geschétzten Parameter, als auch der
Wert der Log-Likelihood-Funktion im Optimum sowie das AIC in den Tabellen 5.6 bis 5.8
aufgelistet. Wie bereits bei den Standard-Copulas sind hier ebenfalls die Werte des jeweils
besten Modells hinsichtlich des AIC fett gekennzeichnet. Wie aus den Tabellen zu ent-
nehmen ist, ist fiir jede der betrachteten Abhangigkeitsstrukturen jeweils die Kombination
von Verteilungen, die die Daten hinsichtlich des AIC am besten anpasst, jene, bei der der
gemeinsame Faktor einer schiefen t-Verteilung folgt und die Fehlerterme Student-t verteilt
sind. Daher werden wir in der weiteren Analyse ausschliefSlich auf das schiefe t - Student-t
Faktor-Copula Modell néher eingehen.

In Bezug auf das AIC ist offensichtlich das Modell, das am besten an die Daten angepasst
ist, jenes mit der heterogenen Abhéngigkeitsstruktur. Dartiber hinaus sind die dynamischen
Copulas stets den statischen vorzuziehen.

Mit den geschétzten Werten der Inversen des Freiheitsgrades, welche in den Tabellen 5.6 bis
5.8 abzulesen sind, gehen jeweils kleine Werte fiir den Freiheitsgradparameter einher, sowohl
fiir den gemeinsamen Faktor als auch fiir die idiosynkratischen Fehler. Daraus folgt, dass die
Gauss’sche Copula in der Tat ungeeignet ist. Dariiber hinaus ist der geschétzte Nichtzen-
tralitdtsparameter stets kleiner als Null, was konsistent ist mit unterer Tail-Abhéngigkeit,
d.h. Aktien weisen eine stirkere Abhéngigkeit auf, wenn die Preise fallen als wenn sie
steigen, ein allseits bekanntes Verhalten von Aktien-Returns.
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HOMOGENES MODELL

PARA- Faktor-Copula Faktor-Copula Faktor-Copula
METER  Normal - Normal Student-t - Student-t schief t - Student-t

statisch ~ dynamisch  statisch dynamisch statisch ~ dynamisch

w -0.0720  -0.0138  -0.0916  -0.0154 -0.0861  -0.0075

a — 0.0312 — 0.0469 — 0.0417

b — 0.8435 — 0.8664 — 0.9380

1/v. — — 0.2097 0.2104 0.2081 0.2109

/vy — — 0.1481 0.1456 0.1479 0.1425

by — — — — -0.1348  -0.1205
log L 2029.76  2979.56  3185.41  3238.67 3197.06  3243.29
AIC 5857.52  -5953.11  -6364.83  -6467.35 -6386.12  -6474.58

Tabelle 5.6: Geschétzte Parameter, Wert der Log-Likelihood-Funktion im Optimum sowie
Akaikes Informationskriterium von 6 verschiedenen Faktor-Copulas der standardisierten
Residuen, jeweils mit homogener Abhéngigkeit zwischen den Variablen.

MODELL MIT BLOCKABHANGIGKEIT

PARA- Faktor-Copula Faktor-Copula Faktor-Copula
METER  Normal - Normal Student-t - Student-t schief t - Student-t

statisch ~ dynamisch  statisch dynamisch statisch ~ dynamisch

w1 0.3110  -0.1246  -0.4315  -0.1497 -0.4455  -0.0843
wo 0.2323 0.1020 0.1943 0.0593 0.2001 0.0296
ws -0.0839  -0.0449  -0.1171  -0.0335 0.0971  -0.0219
Wy -0.3560  -0.1575  -0.3908  -0.1354 0.3776  -0.0794
a — 0.0580 — 0.0744 — 0.0659
b — 0.5575 — 0.6376 — 0.7974
1/v. — — 0.2084 0.2049 0.2092 0.2104
1/vy — — 0.1437 0.1365 0.1411 0.1259
e — — — — 0.1180  -0.1323

log L 3056.78  3078.71 328444  3299.28 3295.21  3310.95

AIC -6105.56  -6145.42  -6556.89  -6582.56 6576.41 -6603.89

Tabelle 5.7: Geschétzte Parameter, Wert der Log-Likelihood-Funktion im Optimum sowie
Akaikes Informationskriterium von 6 verschiedenen Faktor-Copulas der standardisierten
Residuen, jeweils mit Blockabhéngigkeit fiir Firmen aus demselben Industriezweig.
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HETEROGENES MODELL

PARA- Faktor-Copula Faktor-Copula Faktor-Copula
METER Normal - Normal Student-t - Student-t schief t - Student-t

dynamisch dynamisch dynamisch
w1 -0.055096 0.000010 0.000011
Wy -0.339465 0.000063 0.000065
w3 -0.354571 0.000066 0.000068
Wy 0.302726 -0.000057 -0.000058
W 0.328139 -0.000061 -0.000063
We 0.083420 -0.000016 -0.000016
Wy 0.065111 -0.000012 -0.000013
wg -0.256978 0.000048 0.000049
Wy 0.091419 -0.000017 -0.000018
w1 -0.607272 0.000113 0.000117

a 0.0789 0.0313 0.0319

b 0.1376 1.0002 1.0002

1/v, — 0.2169 0.2135

/vy — 0.1478 0.1245

Yy — — -0.1324
log L 3200.99 3418.40 3430.09
AIC -6397.98 -6828.81 -6850.17

Tabelle 5.8: Geschétzte Parameter, Wert der Log-Likelihood-Funktion im Optimum sowie
Akaikes Informationskriterium von 3 verschiedenen Faktor-Copulas der standardisierten
Residuen, jeweils mit heterogener Abhéngigkeit zwischen den Variablen.

In Abbildung 5.3 ist die zeitliche Entwicklung der Faktorladungen der dynamischen homo-
genen schiefen t - Student-t Faktor-Copula dargestellt. Dariiber hinaus wird die konstante
Faktorladung des entsprechenden statischen Modells ebenfalls abgebildet. Aus der Grafik
ist ersichtlich, dass sich die meisten Faktorladungen zwischen 0.7 und 1.2 bewegen, also in
etwa um [ = exp(w) = 0.92, dem Wert der Faktorladung des statischen Modells.

Fiir die dynamische schiefe t - Student-t Faktor-Copula mit Blockabhéngigkeiten wird die
zeitliche Entwicklung der Faktorladungen eines jeden Blocks in Abbildung 5.4 gezeigt.
Dabei pendeln die Faktorladungen eines jeden Blocks um ein unterschiedliches Niveau.
Diese Niveaus korrespondieren mit den entsprechenden statischen Faktorladungen, welche
ebenfalls in der Grafik ersichtlich sind. Die Gruppe mit dem hochsten Level ist jene der
Fahrzeugindustrie, gefolgt von der Baugewerbe-Gruppe, wiahrend die anderen beiden Blocke
ein etwas niedrigeres Niveau aufweisen. Dies lasst sich wie folgt erklaren: Fahrzeugindustrie
ist eine Gruppe, die ausschliefilich aus Automobilherstellern besteht, und auch im Block
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Abbildung 5.3: Geschétzte Faktorladungen {f:}1<;<r der dynamischen als auch der stati-
schen schiefen t - Student-t Faktor-Copula mit homogener Abhéngigkeit.
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Abbildung 5.4: Geschétzte Faktorladungen {80 }1<i<r, 1 < g(i) < 4, der dynamischen
als auch der statischen schiefen t - Student-t Faktor-Copula mit Blockabhingigkeit fiir
Firmen aus demselben Industriezweig.
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Baugewerbe stammen die Firmen aus demselben Marktsegment. Daher wird erwartet, dass
diese Gruppen grofie Korrelationen aufweisen, was hohere Faktorladungen impliziert. Im
Gegensatz dazu sind in der Gruppe Maschinenbau Unternehmen zu finden, die nicht in
direkter Konkurrenz zueinander stehen (wihrend sich die GEA Group AG auf Prozesstech-
nik und Komponenten fiir Produktionsverfahren konzentriert, liegt das Geschéftsfeld der
Pfeiffer Vacuum Technology AG in der Entwicklung, Herstellung sowie im Vertrieb von Va-
kuumpumpensystemen bzw. -komponenten) und auch im Block Teztilien und Sportartikel
wurden zwei Industriezweige zu einer Gruppe zusammengefasst. Dementsprechend fallen
die Korrelationen und infolgedessen auch die Faktorladungen geringer aus. Bei Betrach-
tung von Abbildung 5.4 lisst sich zudem erkennen, dass die Faktorladungen der Gruppen
Fahrzeugindustrie und Baugewerbe eine etwas hohere Variabilitdt aufweisen als jene der
beiden anderen Blocke. Diese Gegebenheit lasst sich auf das hohere Niveau, um das die
Faktorladungen schwanken, zuriickfiihren.

5.5 Das Risikomaf ,,Value-at-Risk*

Ein fester Bestandteil der Portfolioanalyse sind Risikomafle. Risikomafle spiegeln das Risi-
ko eines beliebigen Portfolios in einer einzigen Zahl wider. Ziel dieser Kapitels ist es nun,
das beste Modell fiir die gemeinsame Verteilungsfunktion der in Abschnitt 5.1 beschrie-
benen Aktien-Returns beziiglich des Value-at-Risk des Portfolios zu finden. Im vorherigen
Abschnitt wurden fiir unseren Datensatz bereits die Parameter fiir verschiedene Copula-
modelle geschétzt. Unter Verwendung dieser Schétzer wollen wir nun fiir all diese Modelle
den Portfolio-Value-at-Risk ermitteln und schliellich miteinander vergleichen.

5.5.1 Value-at-Risk: Theoretische Grundlagen

Ein im Finanzsektor héufig verwendetes Risikomaf ist der Value-at-Risk (VaR). Fiir ein
gegebenes Konfidenzniveau o und ein gegebenes Portfolio gibt der VaR den Verlust an,
der mit Wahrscheinlichkeit 1 — « nicht iiberschritten wird. Formal ist der Value-at-Risk
fiir ein gegebenes Konfidenzniveau o € (0, 1) wie folgt definiert:

VaR} :==inf{z e R:P(-Y; > ) <1-a} = Fy(a),

wobei Y, die Zufallsvariable bezeichnet, die den Portfolio-Return zum Zeitpunkt t re-
préasentiert und —Y; wird mit dem Portfolio-Verlust zum Zeitpunkt ¢ assoziiert. Der Value-
at-Risk zum Konfidenzniveau a entspricht demnach dem negativen (1 — a)-Quantil der
Portfolio-Return-Verteilung. Typische Werte fiir das Konfidenzniveau sind o« = 0.95 oder
a = 0.99.

Um den Value-at-Risk fiir ein Portfolio bestimmen zu koénnen, muss die Verteilung der
Portfolio-Returns bekannt sein. Ist die gemeinsame Verteilungsfunktion der relevanten Va-
riablen elliptisch (z.B. Normal oder Student-t), dann ist die Verteilung jeder Linearkombi-
nation dieser Variablen in geschlossener Form bekannt. Werden jedoch flexiblere Modelle
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fiir die Modellierung der Randverteilungen und der Copula verwendet, dann ist die Ver-
teilung von Linearkombinationen dieser Variablen im Allgemeinen nicht in geschlossener
Form darstellbar. Daher ist ein alternativer Ansatz erforderlich, um den Value-at-Risk fiir
ein Portfolio zu erhalten.

Ein einfaches Verfahren zur Bestimmung des VaR eines Portfolios von Variablen, deren Ver-
teilung unter Verwendung von copulabasierten Ansitzen modelliert wird, wie es in dieser
Arbeit der Fall ist, ist die Simulation. Hierbei werden zu jedem Zeitpunkt S Beobachtungen
vom multivariaten Modell unter Verwendung der zugrundeliegenden geschétzten Copula
und Randverteilungen generiert, anschlieBend der Portfolio-Return gebildet und schlief3-
lich ergibt sich der VaR fiir das Konfidenzniveau o aus der empirischen Verteilung dieser
simulierten Portfolio-Returns.

Um die Giite der Anpassung eines Modells bestimmen zu kénnen, berechnen wir den Anteil
der Werte der beobachteten Portfolio-Returns, welche kleiner sind als die Schétzer von
—VaRy. Ist das Modell, also sowohl die Randverteilungen als auch die Copula gut an
die vorliegenden Daten angepasst, dann sollte dieser Anteil in der Nahe des festgelegten
Werts 1 —a liegen. Die formale Uberpriifung erfolgt mit Hilfe des Christoffersen-Tests (vgl.
Christoffersen [6]), mit dem die Nullhypothese

Hy:P(Yi<—-VaR})=1-«
gegen die Alternativhypothese
H P(Yi<—-VaR})#1—-«

iiberpriift wird.

5.5.2 Value-at-Risk: Portfolioanalyse

In der folgenden Analyse wird, wie bereits erwéahnt, ausschlieflich auf schiefe t - Student-t
Faktor-Copulas néher eingegangen, da diese Faktor-Copula Modelle unter allen betrach-
teten Kombinationen von Verteilungen fiir den gemeinsamen Faktor und die Fehlerterme
(fiir alle Abhéngigkeitsstrukturen) unsere Daten hinsichtlich des AIC am besten anpas-
sen. Dariiber hinaus werden wir in der Folge das erste halbe Jahr der bisher betrachteten
Zeitreihe verwerfen, um eventuelle Probleme zu vermeiden, die aufgrund der gewihlten
Startpunkte zur Schiatzung der Faktorladungen auftreten konnten, d.h. anstatt die Zeitrei-
he ab dem 5. Januar 2010 zu betrachten, legen wir in der nachfolgenden Analyse als Start-
datum den 1. Juli 2010 fest, sodass sich ein Gesamtumfang von 1392 Beobachtungen ergibt.

Zur Bestimmung des VaR generieren wir fiir jedes der betrachteten Modelle zu jedem
Zeitpunkt S = 10000 Simulationen (vom multivariaten Modell), bilden anschlieend, wie
bereits im vorherigen Abschnitt beschrieben, zu jedem Zeitpunkt die Portfolio-Returns
und erhalten schliellich den VaR fiir das Konfidenzniveau « aus der empirischen Vertei-
lung dieser simulierten Portfolio-Returns. Fiir jedes der Modelle wird der Value-at-Risk

83



fiir verschiedene Konfidenzniveaus « geschéitzt, wobei hierfiir die vier giangigsten Werte
betrachtet werden: o = 0.90, a = 0.95, a = 0.975 sowie o = 0.99. In Tabelle 5.9 wird fiir
jedes Modell der Anteil der Uberschreitungen der beobachtbaren Portfolio-Verluste iiber
den VaR (iiber die Zeit) prisentiert. Die p-Werte des Christoffersen-Tests sind dabei je-
weils in Klammer dargestellt. Wie bereits bei den Copulamodellen sind auch hier fiir jedes
Konfidenzniveau die Werte des jeweils besten Modells im Hinblick auf die Genauigkeit der
VaR-Schitzung fett gekennzeichnet.

11—«
MODELL 0.01 0.025 0.05 0.10
Standard- Gauss 0.0115 (0.5842) 0.0273  (0.5882) 0.0532 (0.5921)  0.0991 (0.9145)
Copula Student-t  0.0108 (0.7739)  0.0259 (0.8377) 0.0539 (0.5117) 0.1020  (0.8030)
p Clayton 0.0072  (0.2662) 0.0273  (0.5882) 0.0625 (0.0391) 0.1264 (0.0015
statische homogen 0.0036  (0.0056) 0.0216  (0.3989 0.0474  (0.6553) 0.0977 (0.7742
( )

dynamische

Faktor-Copula  D0ckebl 00101 (0.9828) 00280 (0.4792) 00533 (0.3706) 01114 (0.1648

( )

( )

Faktor-Copula Blockabh. 0.0079 (0.4142)  0.0280 (0.4792)  0.0568 (0.2574)  0.1106 (0.1928)
( )

( )

heterogen  0.0165 (0.0254)  0.0352 (0.0215)  0.0668 (0.0061)  0.1243 ( )

( )
( )
homogen ~ 0.0086 (0.5963)  0.0287 (0.3830)  0.0524 (0.6782)  0.1042 (0.6065
( )
( )

0.0035

Tabelle 5.9: Anteil an Uberschreitungen des simulierten Portfolio-VaR zum Konfidenzni-
veau « sowie die dazugehorigen p-Werte des Christoffersen-Tests fiir die verschiedenen
Modelle.

Wie aus der Tabelle zu entnehmen ist, hat unter den Standard-Copulas die Clayton Copula
die schlechteste Performance beziiglich des Value-at-Risk: Wahrend fiir o = 0.99 der VaR
leicht iiberschiitzt wird, ist fiir die iibrigen Werte von « der Anteil der Uberschreitungen
des Value-at Risk deutlich iiber den (1 — «)-Werten, was gleichbedeutend damit ist, dass
der Portfolio-VaR in diesen Fillen unterschéitzt wird. Dieses Ergebnis ist statistisch signi-
fikant, da der Christoffersen-Test die Nullhypothese P (Y; < —VaR}) =1 — « fiir a = 0.95
und a = 0.90 verwirft. Im Gegensatz dazu sind die Resultate der Gauss’schen und der
Student-t Copula deutlich besser. Fiir diese beiden Modelle, zwischen denen keine rele-
vanten Unterschiede erkennbar sind, verwirft der Christoffersen-Test die Nullhypothese fiir
keine der betrachteten Konfidenzniveaus.

Mit Ausnahme der statischen homogenen Faktor-Copula, die den VaR zum Konfidenz-
niveau o = 0.99 deutlich {iberschétzt und bei der auch die Nullhypothese des Signifi-
kanztests verworfen wird, sind keine nennenswerten Unterschiede sowohl zwischen den
statischen als auch den dynamischen Faktor-Copulas mit homogener Abhéngigkeit und
Blockabhéngigkeit erkennbar. Es lasst sich jedoch beobachten, dass die statische homogene
Faktor-Copula den Value-at-Risk leicht iiberschétzt, wohingegen die iibrigen drei Modelle
den VaR fiir a = 0.975, o = 0.95 und a = 0.90 etwas unterschitzen. Mit Ausnahme des
dynamischen heterogenen Faktor-Copula Modells liefern alle getesteten Faktor-Copulas
weitestgehend relativ dhnliche Ergebnisse wie die Gauss’sche und die Student-t Copula ab,
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sollten jedoch gegeniiber den Standard-Copulas den Vorzug erhalten, da sie sowohl heavy
Tails als auch Asymmetrien beriicksichtigen.

Im Hinblick auf die dynamischen Modelle wird erwartet, dass sie keine grofie Verbesserung
in das Modell bringen, obwohl sie laut AIC die Daten besser anpassen als die statischen
Modelle. Da sich die Niveaus der Faktorladungen aller Abhéngigkeitstypen iiber die Zeit
nicht wesentlich verdndern (siche Abbildungen 5.3 und 5.4), wird erwartet, dass die stati-
schen und dynamischen Copulas ein sehr &hnliches Verhalten aufweisen und dass sich der
geschétzte VaR im statischen Modell nicht mafigeblich von jenem im dynamischen Modell
unterscheidet, was sich auch in den Ergebnissen widerspiegelt.

Auffallend in obigen Ergebnissen ist jedoch, dass im Vergleich zu allen anderen Model-
len das dynamische heterogene Faktor-Copula Modell hinsichtlich des Value-at-Risk wider
Erwarten mit Abstand am schlechtesten abschneidet: Der VaR wird deutlich unterschétzt
und auch der Christoffersen-Test verwirft die Nullhypothese Hy : P (Y; < —=VaR}) =1 —«
sowohl fiir a = 0.975, o = 0.95 als auch fiir a = 0.90. Eine mogliche Erkldrung hierfiir
konnte folgende sein: Das dynamische heterogene Faktor-Copula Modell ist unter allen be-
trachteten Faktor-Copulas das einzige, bei dem die Faktorladungen unter Verwendung der
“variance targeting“-Methode geschitzt wurden. Diese Tatsache legt die Vermutung nahe,
dass es sich bei den unter Verwendung dieses Ansatzes geschéitzten Werten fiir die Faktor-
ladungen um schlechte Schétzer handelt. Um diese Vermutung zu {iberpriifen, soll nachfol-
gend eine detaillierte Untersuchung eines Portfolios mit heterogener Abhéangigkeitsstruktur
erfolgen, bei der die Schétzer sowohl im allgemeineren Modell als auch unter Verwen-
dung der “variance targeting“-Methode berechnet werden, und anschlieend die Anteile
der Uberschreitungen des VaR miteinander verglichen werden.

Ein Portfolio mit heterogener Abhingigkeitsstruktur: Standard-Schitzer vs.
“variance targeting“-Schétzer

Um, wie zuvor erwihnt, einen Vergleich zwischen den VaR-Uberschreitungen unter dem
Standard-Modell und der “variance targeting“-Methode ziehen zu kénnen, miissen zunéchst
die Faktorladungen unter beiden Modellen geschétzt werden. Da diese Schéitzung im Stan-
dard-Modell fiir das bisher betrachtete Portfolio trotz der nicht allzu groflen Anzahl an
Aktien im Portfolio rechentechnisch bereits sehr aufwendig wire, erfolgt der Vergleich
anhand eines Teilportfolios (des in Kapitel 5.1 beschriebenen Portfolios) bestehend aus 5
zufillig gewihlten Aktien, welche in der nachfolgenden Tabelle aufgelistet sind. Wahrend
die geschiitzten Parameter der Randverteilungen dieser Aktien unverdndert zum urspriing-
lichen Portfolio bleiben (siche Abschnitt 5.3), miissen die Copula-Parameter neu geschétzt
werden. Diese sind in Tabelle 5.11 angefiihrt, wobei in den ersten beiden Spalten der Tabelle
die Parameter des statischen bzw. dynamischen Standard-Modells und in der dritten Spalte
jene des dynamischen Modells unter Verwendung des “variance targeting(VT)-Ansatzes
zu finden sind.

Abbildung 5.5, in der die Faktorladungen des heterogenen Modells fiir jede der 5 Aktien dar-
gestellt sind, ldsst erkennen, dass die Faktorladungen des dynamischen Standard-Modells
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Kiirzel Aktie

BMW  Bayerische Motoren Werke AG
DAI Daimler AG

VOW Volkswagen AG

HEI HeidelbergCement AG

G1A GEA Group AG

Tabelle 5.10: Aktien des Teilportfolios zur detaillierten Untersuchung des heterogenen
Faktor-Copula Modells.

HETEROGENES MODELL

PARA- .
METER schiefe t - Student-t Faktor-Copula
statisch dynamisch dynamisch VT
w1 0.3636 0.0723 0.001490
Wy 0.3904 0.0790 0.001701
w3 0.2208 0.0394 0.000407
Wy -0.0372 -0.0092 -0.000121
ws 0.0015 -0.0041 0.000017
a — 0.0310 0.0144
b — 0.7871 0.9972
1/v, 0.2291 0.2392 0.2315
1/vy 0.1120 0.1079 0.1102
vy -0.1533 -0.1528 -0.1363
log L 2159.22 2158.33 2156.56
AIC -4304.45 -4296.65 -4303.11

Tabelle 5.11: Geschétzte Parameter, Wert der Log-Likelihood-Funktion im Optimum sowie
Akaikes Informationskriterium von 3 verschiedenen Faktor-Copulas der standardisierten
Residuen, jeweils mit heterogener Abhéngigkeit zwischen den Variablen (fiir das aus 5
Aktien bestehende Teilportfolio).

fiir alle Aktien um jene des statischen Modells schwanken, wohingegen dies fiir die Faktor-
ladungen des “variance targeting“-Modells offensichtlich nicht der Fall ist. Daher liegt die
Vermutung nahe, dass der geschétzte VaR unter dem VT-Modell von jenem der anderen
beiden Modelle abweichen wird.

Wie bereits zuvor, generieren wir zur Schéatzung des VaR fiir jedes Modell zu jedem Zeit-
punkt S = 10000 Simulationen und verwerfen analog zur vorangegangenen Analyse das
erste halbe Jahr der Zeitreihe. Der Anteil der Uberschreitungen eines jeden Modells sowie
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Abbildung 5.5: Geschétzte Faktorladungen {3;;}1<i<r, 1 < ¢ < 5, (fiir alle 5 Aktien des
Teilportfolios) der schiefen t - Student-t Faktor-Copula mit heterogener Abhéngigkeit.

die p-Werte des Christoffersen-Tests, welche jeweils in Klammer dargestellt sind, werden
in Tabelle 5.12 présentiert. Wie aus der Tabelle zu entnehmen ist, wird der Value-at-Risk
im dynamischen heterogenen Modell, bei dem die Schétzung der Faktorladungen unter
Verwendung des VT-Ansatzes erfolgt, etwas unterschétzt. Zudem lésst sich beobachten,
dass dieses Modell nicht nur im Vergleich zum dynamischen heterogenen Standard-Faktor-
Copula Modell, sondern auch gegeniiber dem statischen Modell wesentlich schlechter ab-

87



schneidet. Die Resultate legen somit nahe, dass die Verwendung der “variance targeting“-
Methode als mogliche Alternative zum Standard-Ansatz nicht in Betracht gezogen werden
sollte.

11—«
MODELL 0.01 0.025 0.05 0.10
heterogene statisch 0.0115 (0.5842) 0.0273 (0.5882) 0.0503 (0.9608) 0.1042  (0.6065)
g dynamisch 0.0101 (0.9828) 0.0273 (0.5882) 0.0489  (0.8434) 0.1027 (0.7353)

Faktor-Copula 1o/ isch VT 0.0122 (0.4226)  0.0280 (0.4792)  0.0510 (0.8637)  0.1049  (0.5464)

Tabelle 5.12: Anteil an Uberschreitungen des simulierten Portfolio-VaR (fiir das aus 5
Aktien bestehende Teilportfolio) zum Konfidenzniveau o sowie die dazugehorigen p-Werte
des Christoffersen-Tests fiir die verschiedenen Modelle.

Abschlieend soll hier festgehalten werden, dass in einer weiteren Arbeit der in vorliegen-
dem Werk présentierte Faktor-Copula Ansatz anhand von weiteren Portfolios untersucht
wurde. Die verschiedenen Portfolios, die jeweils eine unterschiedliche Anzahl an Aktien
umfassen, bestehen dabei allesamt aus Aktien, die an der Frankfurter Borse gehandelt
werden. Dariiber hinaus wurden diese Aktien derart gewéhlt, dass eine andere Kategorisie-
rung der Aktien als in vorliegender Arbeit vorgenommen werden konnte. Die Untersuchung
der Portfolios fithrt zu Ergebnissen, die vergleichbar und recht dhnlich zu den Resultaten
dieser Arbeit sind.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war es, ein geeignetes Modell fiir die gemeinsame Verteilungsfunktion
der Returns eines hochdimensionalen Aktienportfolios zu finden. Ein moglicher Ansatz
hierfiir ist die Verwendung von Copulas. Diese erlauben einem bei der Modellierung der
multivariaten Verteilungsfunktion die univariaten Randverteilungen der einzelnen Aktien-
Returns von der Abhéngigkeitsstruktur zwischen diesen Variablen zu trennen. Die meisten
in der einschldgigen Literatur zu findenden Copulas sind allerdings fiir hohere Dimensionen
nicht ausreichend flexibel. Aus diesem Grund widmete sich diese Arbeit der Untersuchung
von Faktor-Copulas, die ein noch sehr junges Forschungsgebiet darstellen. Faktor-Copulas
basieren auf einer einfachen Faktorstruktur und weisen insbesondere fiir hochdimensionale
Anwendungen trotz einer nicht allzu grofen Anzahl an Parametern ein ausreichendes Maf3
an Flexibilitat auf.

Im praktischen Teil dieser Arbeit wurden verschiedene Faktor-Copula Modelle fiir ein Port-
folio bestehend aus 10 Aktien, die allesamt an der Frankfurter Borse gehandelt werden,
untersucht und anschliefend im Hinblick auf die Genauigkeit der Schétzung des Value-at-
Risk mit traditionellen multivariaten Anséatzen verglichen. Die durchgefiihrte Analyse zeigt,
dass sich beziiglich des geschétzten Value-at-Risk fiir oben genanntes Portfolio die Clayton
Copula schlechter eignet als die elliptischen Copulas (Gauss’sche Copula und Student-t
Copula). Unter den statischen und dynamischen Faktor-Copulas mit jeweils verschiede-
nen Abhéngigkeitsstrukturen (homogene Abhéngigkeit bzw. Blockabhéngigkeit) scheint es
keine relevanten Unterschiede in den Ergebnissen zu geben. Dariiber hinaus erzielen sie
allesamt dhnlich gute Resultate wie die elliptischen Copulas. Das einzige Faktor-Copula
Modell, das keine zufriedenstellenden Ergebnisse erzielt, ist die dynamische heterogene
Faktor-Copula. Diese Tatsache lésst sich jedoch darauf zuriickfiihren, dass hier aufgrund
der groflen Anzahl an zu schéitzenden Parametern der “variance targeting“-Ansatz verwen-
det wurde. In einer separaten Analyse von Faktor-Copulas mit heterogener Abhéngigkeit
stellte sich jedoch heraus, dass sich die Anwendung dieser Methode als nicht praktikabel
erweist. Das Modell, dass die besten Resultate in Relation zur Anzahl der zu schéitzenden
Parameter erzielt, ist das statische homogene Faktor-Copula Modell, bei dem der gemeinsa-
me Faktor einer schiefen t-Verteilung folgt und die idiosynkratischen Fehlerterme Student-t
verteilt sind.

Die Ergebnisse zeigen, dass sich die Verwendung des Faktor-Copula Ansatzes in der Praxis
als sinnvoll erweist. Der entscheidende Vorteil von Faktor-Copulas gegeniiber traditionellen
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multivariaten Ansétzen ist, dass diese Modelle sowohl heavy Tails als auch Asymmetrien
beriicksichtigen, die bei der Schéitzung des Value-at-Risk mafigebenden Einfluss haben.

In weiteren Arbeiten wire eine Erweiterung des hier dargestellten Ansatzes denkbar. Ein
Ziel konnte es sein, andere Verteilungsfunktionen fiir den gemeinsamen Faktor als auch fiir
die idiosynkratischen Fehlerterme zu beriicksichtigen. Eine andere Erweiterung konnte auf
eine Erhohung der Faktoranzahl abzielen. Dariiber hinaus wire die Schétzung des Value-
at-Risk fiir unterschiedlich gewichtete Portfolios als Erweiterung ebenso lohnenswert.
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