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Abstract

This thesis provides an overview of the use of factor models for modeling credit risk. The ba-
sis for many models used in practice is the classical one-factor model, which works under the
premise of standard normal distribution for central parameters (e.g. Basel II). However it is ba-
sed on simplified assumptions. The focus of this thesis is in the advancement of this classical
model by adding more interconnections such as correlation between two or more obligors, the
stochasticity of certain parameters as well as the use of models with more than one factor. This
approach also includes different distribution models than just the normal distribution. The last
point is underscored by an empirical simulation study on the t-distribution.

Due to its good analytical tractability much research has been done on the one-factor model.
Together with the well-known industry models like the KM V-model and CreditMetrics (multi-
factor models) it is the most commonly used model. The results of this thesis illustrate that
disregard or misspecification of certain interconnections can lead to underestimation of risk and
should therefore be taken into account.

Keywords: credit risk, one-factor model, multi-factor-models






Kurzfassung

Diese Arbeit gibt einen Uberblick iiber den Einsatz von Faktormodellen zur Modellierung des
Kreditrisikos. Das klassische Einfaktormodell unter Annahme der Standardnormalverteilung
fiir zentrale Parameter bildet die Grundlage fiir viele Modelle in der Praxis (Stichwort Basel I1),
basiert jedoch auf vereinfachenden Annahmen. Daher liegt der Fokus dieser Masterarbeit auf
der Weiterentwicklung dieses Modells durch Hinzufiigen diverser Abhéngigkeiten wie der Kor-
relation zwischen den Schuldnern, der Stochastizitit diverser Parameter, Einbeziehen mehrerer
Faktoren sowie dem Fallenlassen der Normalverteilungsannahme. Letzter Punkt wird mithilfe
einer Simulationsstudie im Fall der t-Verteilung auch empirisch untersucht.

Aufgrund seiner guten analytischen Handhabbarkeit ist das klassische Einfaktormodell theo-
retisch am besten erforscht und wird daher neben den gingigsten Industriemodellen wie dem
KMV-Modell und CreditMetrics (Mehrfaktormodelle) auch am héufigsten verwendet. Ergeb-
nisse dieser Arbeit zeigen allerdings, dass Missachtung oder Fehlspezifikation diverser Abhin-
gigkeiten zur Unterschitzung des Risikos eines Portfolios fithren konnen und daher beriicksich-
tigt werden sollten.

Schlagworte: Kreditrisiko, Einfaktormodell, Mehrfaktormodelle
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung und Ziel der Arbeit

Der Umgang mit Kreditrisiko hat in den letzten Jahren speziell bei Banken und Versicherungen
vermehrt an Bedeutung gewonnen. Dies liegt zum einen am verstirkten Handel mit Kreditrisi-
ken, zum anderen aber auch am Aufkommen diverser bankenaufsichtsrechtlicher Entwicklun-
gen und Vorgaben (Stichwort Basel).

Eine Moglichkeit, Kreditrisiko zu modellieren besteht im Einsatz von Faktormodellen. Diesen
liegt die Idee zugrunde, dass die Bonitit eines Schuldners von einem oder mehreren Faktoren
abhingig ist. Die Klasse der Faktormodelle gehort zu den wenigen Modellen, die Korrelationen
realistisch abbilden kénnen, dabei aber gleichzeitig eine analytische Handhabbarkeit bewahren.

Da Faktormodelle die Grundlage fiir viele Modelle in der Praxis bilden (so kommt das Ein-
faktormodell unter anderem in der Berechnung der Mindesteigenkapitalanforderungen in Basel
zum Einsatz) existiert auch dementsprechend viel Literatur zu diesem Thema. Reprisentativ
sollen an dieser Stelle drei Werke genannt werden. Schonbucher [2001] gibt eine gute Einfiih-
rung in das Thema Einfaktormodell und beschreibt auch kurz Erweiterungen sowie ein lineares
Mehrfaktormodell. Albrecht [2005] beschiftigt sich vor allem mit dem Einfaktormodell, be-
schreibt aber auch die Anwendung von Faktormodellen in der Praxis. Auch in Martin, Reitz
und Wehn [2006] findet sich ein einfithrendes Kapitel in dieses Thema, vor allem in Bezug auf
die Umsetzung in Basel II.

Hiufig wird allerdings nur ein kurzer Uberblick iiber das Einfaktormodell gegeben, weiterfiih-
rende Themen werden sehr selten behandelt. Cespedes und Martin [2002] befassen sich einge-
hend mit einem Zweifaktormodell sowie dem Vergleich zum klassischen Einfaktormodell. Die
Anwendung von Copulas auf Mehrfaktormodelle wird in Oh und Patton [2015] beschrieben.
Weitere Autoren, die sich mit dem Thema der Mehrfaktormodelle beschiftigen sind Schon-
bucher oder auch Rosch und Scheule [2005], die das Thema eines Mehrfaktormodells fiir die
Ausfallrate und Wiedereinbringungsquote aufgreifen.

Ziel dieser Arbeit ist es nun, dem Leser einen guten Uberblick iiber die Verwendung der Ein-
und Mehrfaktormodelle im Kreditrisikobereich zu verschaffen. So werden nicht nur diverse
Erweiterungen des klassischen Einfaktormodells présentiert, sowie die Idee hinter den Mehr-
faktormodellen vorgestellt, es wird auch deren Anwendung in der Praxis (Stichwort Industrie-
modelle) diskutiert. Aufgrund der guten Handhabbarkeit liegt der Fokus der meisten Arbeiten
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in diesem Gebiet auf dem klassischen Einfaktormodell mit einer Normalverteilungsannahme
der Faktoren. Daher liegt in der vorliegenden Arbeit das Hauptaugenmerk auf diversen Erwei-
terungen und Verallgemeinerungen dieses Modells und den Folgerungen daraus.

1.2 Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert:

Kapitel 2 (,,Allgemeines zum Kreditrisiko*) gibt eine kurze allgemeine Einfiihrung in die The-
matik des Kreditrisikos. Dabei wird das Basismodell des Ausfallrisikos, auf dem in weiterer
Folge auch das Einfaktormodell aufbaut, vorgestellt. Die Bedeutung der Korrelationen wird
ebenso hervorgehoben wie das Konzept der bedingten Unabhéngigkeit préasentiert, das in den
weiteren Kapiteln seine Anwendung finden wird.

In Kapitel 3 (,,Mathematische Grundlagen*) werden die wichtigsten Risikomafle zur Beschrei-
bung einer Verlustfunktion diskutiert. Ein weiteres Unterkapitel ist einer Einfithrung in Copulas,
die spiter bei Mehrfaktormodellen verwendet werden, gewidmet.

Kapitel 4 (,,Einfaktormodell*) behandelt schlieBlich das Einfaktormodell. Dabei wird das klas-
sische Basismodell vorgestellt und es werden erste Aussagen zur Verlustverteilung in diesem
Zusammenhang prisentiert. Aufgrund der wohl populédrsten Anwendung dieses Modells in Ba-
sel II ist diesem Thema ebenfalls ein eigenes Kapitel gewidmet. Es folgt ein Unterkapitel zu
diversen Erweiterungen des Standard-Modells wie der Miteinbeziehung des Linderrisikos, der
Abhingigkeit zwischen einzelnen Schuldnern sowie der Stochastizitdt zweier wichtiger Varia-
blen im Einfaktormodell. Das letzte Unterkapitel ist dem Thema der Granularititsanpassung
gewidmet.

Eine Verallgemeinerung des klassischen Einfaktormodells, die die Annahme der Normalvertei-
lung fiir zentrale Variablen fallenlédsst wird in Kapitel 5 (,,Verallgemeinerung Einfaktormodell
und numerische Analyse‘) beschrieben. Dieses Thema wird nicht nur aus theoretischer Sicht
beleuchtet, es folgt auch eine numerische Analyse, die dem Vergleich der einzelnen Modelle
(Standardnormalverteilung, t-Verteilung fiir zentrale Parameter) dienen soll.

Die Erweiterung von einem zugrundeliegenden Faktor auf mehrere erfolgt in Kapitel 6 (,,Mehr-
faktormodelle*). Der einfachste Fall in diesem Kontext, ein Zweifaktormodell, wird im ersten
Unterkapitel besprochen. Weiters werden unterschiedlichste Ansitze zur Miteinbeziehung meh-
rerer Faktoren in das Modell beleuchtet, auch die Anwendung von Copulas auf Mehrfaktormo-
delle wird beschrieben.

Die wichtigsten Industriemodelle, in denen Faktormodelle verwendet werden werden in Kapitel
7 (,,Industriemodelle) besprochen. Dazu gehoren das KMV-Modell ebenso wie CreditMetrics.
Ein weiteres Unterkapitel ist dem Vergleich dieser beiden Modelle gewidmet.

Das letzte Kapitel (,,Schlussfolgerungen®) fasst die wichtigsten Resultate nochmals zusammen.



Kapitel 2

Allgemeines zum Kreditrisiko

Kreditrisiko bezeichnet generell das Risiko, dass sich der Wert eines Kreditportfolios aufgrund
unerwarteter Verdnderungen der Kreditqualitit des beziehungsweise der Emittenten @ndert, sie-
he McNeil, Frey und Embrechts [2005]. Der Inhalt dieses Kapitels hilt sich weitestgehend an
den Aufbau in Albrecht [2005], Ausnahmen davon werden an den jeweiligen Stellen gekenn-
zeichnet.

Zunichst ist festzuhalten, dass der Begriff des Kreditrisikos auf zwei unterschiedliche Arten zu
verstehen ist.

Das Kreditrisiko im engeren Sinn meint das reine Ausfallrisiko (engl. Default Risk) - das Risiko,
dass ein Schuldner nicht mehr in der Lage ist, seinen Zahlungsverpflichtungen nachzukommen.
In diesem Kontext gibt es daher nur zwei Zustidnde: Einem Schuldner ist es moglich, finanzielle
Forderungen zu erfiillen oder nicht.

Im Kontext des Kreditrisikos im weiteren Sinn spricht man vom Migrationsrisiko (engl. Credit
Migration), das zusitzlich das Risiko einer Bonitétsverschlechterung beinhaltet. Der Schuldner
fallt nicht zur Géinze aus, allerdings erhoht sich seine Ausfallwahrscheinlichkeit. Der Kredit-
ausfall besteht hierbei in der schlechtesten aller moglichen Bonititsverinderungen.

Aus diesen beiden Moglichkeiten das Kreditrisiko zu betrachten entstanden auch zwei verschie-
dene Arten, eben jenes zu modellieren. Bei Default Mode-Modellen besteht das Kreditrisiko nur
im Ausfall eines Kreditnehmers, bei Mark to Market-Modellen entsteht das Kreditrisiko durch
Marktwertverringerung, die zum Beispiel aus Bonitédtsverschlechterungen der Kreditnehmer re-
sultiert. Dieser Zusammenhang wird nochmals in Abbildung 2.1 dargestellt.

In diesem Kapitel werden die Grundlagen fiir die folgenden Kapitel und damit die Faktormodel-
le geschaffen. Zu allererst wird das Basismodell des Ausfallrisikos vorgestellt (wir betrachten
also die Klasse der Default Mode-Modelle), im Zuge dessen werden auch erste Eigenschaften
abgeleitet. Um die Wichtigkeit der Korrelation zwischen einzelnen Schuldnern hervorzuheben
ist diesem Thema ebenfalls ein eigenes Unterkapitel gewidmet. Darin geht es um die verschie-
denen Moglichkeiten, Zusammenhédnge zwischen Schuldnern zu beschreiben und deren genaue
mathematische Bedeutung. Zu guter Letzt widmet sich der dritte Teil dem Konzept der beding-
ten Unabhéngigkeit, das spédter im Kontext der Faktormodelle mehrfach Anwendung finden
wird.
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Kreditrisiko
Ausfallrisiko Migrationsrisiko
A A
Default Mode-Modelle Mark to Market-Modelle

Abbildung 2.1: Uberblick Kreditrisiken und Kreditrisikomodelle
[aus: Albrecht [2005], S.27]

2.1 Das Basismodell des Ausfallrisikos

Im Folgenden soll das Basismodell des Ausfallrisikos betrachtet werden. Ziel ist es, die wich-
tigsten Variablen einzufiihren und eine erste allgemeine Formel fiir Erwartungswert und Varianz
des Verlustes anzugeben.

Dem Modell liegt ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, ¥, P) zugrunde, wobei Q den Zustands-
raum, ¥ die dazugehorige Sigma-Algebra und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf} bezeichnen. Die
Elemente von ¥ sind die messbaren Elemente des Modells. Au3erdem wird angenommen, dass
das Ereignis des Ausfalls in der Menge der messbaren Elemente enthalten ist.!

Es wird eine Verlustvariable L > 0 eingefiihrt, die die (potentielle) Ausfallhohe beschreibt und
wie folgt modelliert wird:
L=EAD-LGD-D 2.1

Dabei bezeichnet EAD (engl. Exposure at Default) den ausfallbedrohten Betrag. Dieser gibt die
Hohe des noch offenen Kreditbetrags zum Zeitpunkt des Ausfalls an.> LGD (engl. Loss Given
Default) ist die Verlustquote bei Eintritt des Ausfalls, also der Prozentsatz, den der Schuldner
bei Insolvenz nicht mehr an den Kreditgeber zuriickzahlen kann.
Im Zusammenhang mit der Verlustquote ist auch die Wiedereinbringungsquote (engl. Recovery
Rate) RC

RC =1-LGD.

einzufiihren. Diese ist vorrangig von der bestehenden Besicherung (engl. Collateral) der Kredite
sowie dem Rang der Bedienung des Gldubigers bei Insolvenz abhiingig. Deren GroBenordnung
wird unter anderem auch durch Ratingagenturen wie Moody’s ermittelt.

D bezeichnet den Ausfallindikator (engl. Default Indicator, Default Variable). Dieser kann ent-
weder den Wert 1 oder 0 annehmen, je nachdem, ob ein Ausfall innerhalb einer bestimmten
Zeitperiode (meist ein Jahr) eintritt oder nicht:

{ 1, Ausfall tritt ein
D =
0, sonst

'aus Bluhm, Overbeck und Wagner [2010].
Details zur Berechnung von EAD finden sich in Bluhm, Overbeck und Wagner [2010], Kapitel 1.1.2.
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Das heilit insbesondere, dass D Bernoulli-verteilt ist mit den Parametern 1 und p (also D ~
B(1, p)), wobei p = PD = P(D = 1) die Ausfallwahrscheinlichkeit (engl. Default Probability)
bezeichnet. Implizit wird in diesem Modell also angenommen, dass die Ausfallwahrscheinlich-
keit iiber die Zeit hinweg konstant ist. Allerdings kann sie von Schuldner zu Schuldner variieren.

Meist ist es nicht einfach, diese Ausfallwahrscheinlichkeit fiir jeden Schuldner individuell an-
zugeben.? Grundsitzlich unterscheidet man zwei Arten der Berechnung: Zum einen die Be-
stimmung aus Marktdaten, zum anderen die Bestimmung mittels (internen oder externen) Ra-
tings.* Externe Ratings basieren auf Daten von Ratingagenturen wie zum Beispiel Moody's,
Standard&Poor’s oder Fitch. Da Unternehmen ihre Kunden meist besser kennen als externe
Agenturen und solche Bewertungen héufig nicht schnell genug auf Marktverdnderungen rea-
gieren konnen (sofern sie tiberhaupt vorliegen), macht es oft Sinn, auf interne Ratings zuriick-
zugreifen.

Immer gilt allerdings: Je besser ein Kreditnehmer geratet ist, desto geringer ist die Wahrschein-
lichkeit, dass der Schuldner ausfillt.

Entscheidende Faktoren fiir die Zahlungsfihigkeit eines Unternehmens sind zum Beispiel die
zukiinftigen Einnahmen und Geldfliisse, kurz- und langfristige Verbindlichkeiten, die Liquidi-
tdt, Marktsituation sowie die interne Struktur der Firma. Diverse empirische Studien belegen,
dass Ausfallhdufigkeiten exponentiell zu absteigender Kreditwiirdigkeit steigen.

Betrachtet man Mark to Market-Modelle, so miissen zusitzlich zum ausfallsbedrohten Betrag,
der Verlustquote sowie der Ausfallwahrscheinlichkeit noch Migrationswahrscheinlichkeiten er-
fasst werden.’

Geht man davon aus, dass EAD, LGD und D stochastisch unabhingig sind, so ist die erwartete
Ausfallhohe (engl. Expected Loss) EL durch

EL := E(L) = E(EAD) - E(LGD) - E(D)
= E(EAD) - E(LGD) - p (2.2)

angegeben.

Jede der bis jetzt erwihnten Variablen ist grundsitzlich eine Zufallsgroe. Meist werden aus
vereinfachenden Griinden EAD und LGD als deterministisch angenommen. Gleichung 2.2 ver-
einfacht sich dann dementsprechend zu

E(L) = EAD - LGD - p.

Auch die Standardabweichung des Verlusts lisst sich aufgrund von o-(D) = +/p(1 — p) leicht
berechnen:

o(L)=EAD - LGD - +/p(1 — p).

3Verschiedenste Studien belegen, dass eine positive Korrelation zwischen Ausfallrate und Verlustrate besteht
(siehe zum Beispiel Eckert [2016], Kapitel 4.1). Weiters kann gezeigt werden, dass die Ausfallwahrscheinlichkeit
bei Steigen der Volatitit einer Firma sowie deren Schuldenquote ebenfalls steigt (siehe Das, Freed, Geng und
Kapadia [2006], S.3).

*Auch hier wird auf Bluhm, Overbeck und Wagner [2010] verwiesen - in Kapitel 1.1.1.2 wird die Ermittlung
der Ausfallwahrscheinlichkeit aus Ratings behandelt.

Diese Klasse von Kreditrisikomodellen wird in dieser Arbeit nur in Kapitel 7.2 iiber das Industriemodell
CreditMetrics behandelt.
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Diese Annahme und auch die Unabhiéngigkeit werden in weiteren Kapiteln dieser Arbeit zu-
nehmend fallengelassen. Je mehr man sich von diesen Annahmen entfernt, desto weniger ge-
schlossene Formen wie in Gleichung 2.2 gibt es.

Nun wird ein Portfolio bestehend aus N Krediten betrachtet. Jedem dieser Kredite werden da-
bei eine Verlustvariable L, sowie die dazugehorigen Variablen EAD,,, LGD,,D,,n = 1,...,N
zugeordnet. Der Portfolioverlust ergibt sich dann aus

N N
L=>1,= ZEADn~LGDn .D,.

n=1 n=1

Da D, entweder die Werte 0 oder 1 annimmt und per Definition 0 < LDG,, < 1 gilt, so folgt fiir
den Gesamtverlust

Mithilfe der gemeinsamen Ausfallwahrscheinlichkeit p,, zweier Kredite n,m (n # m) sowie
der Ausfallkorrelation p,,, (siehe Kapitel 2.2) konnen auch Erwartungswert und Varianz bezie-
hungsweise Standardabweichung des Portfolios berechnet werden:

N
E(L) = ) EAD,-LGD," p,,

n=1

N N
o(L) = \ Z Z EAD, - LGD, - EAD,, - LGD,, - Py * TnO . (2.3)

n=1 m=1

Dabei bezeichne o, := o(D,) die Varianz von D,, und p,,, := p(D,, D,,) die Ausfallkorrelation.
Indirekt sind per Definition der Ausfallkorrelation die Ausfallwahrscheinlichkeiten p, in der
Standardabweichung enthalten.

2.2 Die Bedeutung der Korrelationen

Fallt ein Unternehmen aus, so trifft es meist nicht nur dieses, sondern eine Reihe mit ihm ver-
bundener Firmen. Dies kann iiber wirtschaftliche Probleme bis hin zur Zahlungsunfihigkeit
jener fithren. Die eben angesprochene Verbindung zweier oder mehrerer Unternehmen kann
direkt erfolgen (zum Beispiel tiber Grokunden oder wichtige Lieferanten) und auch indirekt.
Das ist dann der Fall, wenn mehrere Firmen dieselben Inputfaktoren niitzen und daher densel-
ben Preisschocks ausgeliefert sind oder dieselben Mirkte bedienen und von deren Nachfrage
abhingig sind. Auch der Industriezweig oder der Sitz des Konzerns kdnnen eine wichtige Rolle
spielen. Der Aufbau dieses Unterkapitels geschieht in Anlehnung an Schonbucher [2001].

Dass Zahlungsausfille Insolvenzen anderer Firmen bedingen zeigen etliche Beispiele in den
USA:

e Olindustrie: Ausfall von 22 Unternehmen in den Jahren 1982 - 1986
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Eisenbahn-Branche: Jedes Jahr ein Ausfall, 1970 - 1977

Airlines: 3 Ausfille 1970 - 1971, 5 Ausfille 1989 - 1990

Casinos und Hotelketten: 10 Ausfille im Jahr 1990

Einzelhandel: mehr als 20 Ausfille in den Jahren 1990 - 1992

e Immobilienbranche: 4 Ausfille im Jahr 1992

Dieses Beispiel, das Schonbucher [2001] entnommen wurde, soll oben angefiihrte Idee noch
einmal mit Zahlen belegen und lieBe sich auch auf Europa oder andere Lander ummiinzen. Eine
Graphik, die die Wichtigkeit von Korrelation bestitigt findet sich in Abbildung 2.2 wieder. Sie
zeigt, wie sich einzelne wichtige Vertreter einer Branche meist synchron mit jener entwickeln.

| | — Bank of America
=== JP Morgan Chase }”‘\,

-~ General Motors | |} o
54 !-— Ford % M

Spread

L} T
2002 2003
Year

Abbildung 2.2: Verinderung von yield spreads zweier Firmen im Vergleich mit dem je-
weilgen Industriesektor
[aus: Lando [2004], S.216]

Abbildung 2.3 unterstreicht abermals die Notwendigkeit, Abhédngigkeiten zwischen einzelnen
Schuldnern zu betrachten. Dabei wird die Verlustverteilung zweier homogener Portfolios, je-
weils mit der gleichen Ausfallwahrscheinlichkeit, untersucht. Beim ersten Portfolio wird die
Unabhingigkeit der Ausfille angenommen, beim zweiten wird von einer Ausfallkorrelation
von 0, 5% ausgegangen. Es zeigt sich, dass im Falle einer Abhingigkeit ein schwererer rechter
Tail vorliegt.

Der Einfachheit halber seien nun zwei Schuldner A und B gegeben. Die jeweiligen Ausfall-
wahrscheinlichkeiten werden mit p, und pp bezeichnet. Die alleinige Kenntnis dieser zwei
KenngroBen reicht nicht aus, um die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit pp (das heifit
die Wahrscheinlichkeit, dass beide Schuldner ausfallen)

pap=P(Dy=1,Dp =1)
oder die bedingten Ausfallwahrscheinlichkeiten pys

pap = P(Dy = 1|Dg = 1)



8 2. Allgemeines zum Kreditrisiko
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Abbildung 2.3: Vergleich der Verlustverteilung zweier Portfolios
[aus: McNeil, Frey und Embrechts [2005], S.330]

beziehungsweise ppga (das heilt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Schuldner ausfillt, gegeben,
dass der andere schon ausgefallen ist) zu berechnen. Es ist mindestens eine dieser Gréfen not-
wendig, um die andere zu berechnen. Der Zusammenhang ist durch

PaB PaB
PAB= ——> PBA = ——
PB Pa
gegeben.
Spricht man iiber Korrelation, so betrachtet man meist zunédchst die Ausfallkorrelation (den

linearen Korrelationskoeffizienten), die durch
Cov(A, B)

\/PA(I — pa)ps(l — pp)

PAB — PAPB
VPa(l = pa)ps(1 = ps)
gegeben ist. Der typische Wertebereich liegt zwischen 0 und 0.05.
Dieser ist allerdings zur Messung der Abhédngigkeiten von Ausfillen in einem Portfolio nicht gut
geeignet. Wesentlich aussagekriftiger ist die gesamte Verteilung der Returns. Viele wesentliche
Eigenschaften einer solchen Verteilung konnen durch bekannte Kennzahlen (siehe Kapitel 3.1)
beschrieben werden.
Fiir den linearen Korrelationskoeffizienten gibt es drei Fille:

PAB =

e p = 0: Dieser Fall wird perfekte Diversifikation genannt. Hier gibt es keinen Zusammen-
hang zwischen den beiden Schuldnern. Die Idee der Diversifikation besteht darin, dass das
Risiko geringer wird, je unterschiedlicher die Schuldner aufgestellt sind.

e p > 0: In diesem Fall bringt der Ausfall der einen Partei ein erhohtes Risiko des Ausfalls
der zweiten Partei mit sich, man spricht von Konzentrationsrisiko (engl. concentration
risk).

e p < 0: Dies ist das Gegenteil zum Fall p > 0.

Es ist auch moglich, die gemeinsame und die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit iiber den li-
nearen Korrelationskoeffizienten zu definieren:

PAB = PADPB + PaB \/PA(l = pa)ps(1 = pp)

DAB = PA + PaB \/g—A(l — pa)(1 = pp).
B
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Ein Beispiel soll den groBenmifBigen Zusammenhang zwischen den eben eingefiihrten Kenn-
groBen veranschaulichen.

Beispiel 1 Seien py = pp := p = 1% und pap := p = 10%. Der lineare Korrelationskoeffizient
ist also im Vergleich mit den Ausfallwahrscheinlichkeiten sehr grof3 und dominiert in weiterer
Folge auch die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit sowie die bedingten Wahrscheinlichkei-
ten

pas =0.01-0.01 +0.1-0.01-0.99 =0.00109 ~ p*> + pp =~ pp
pas = pea = 0.01 +0.1-0.99 = 0.109 ~ p.

Als weiteres KorrelationsmaB existiert die sogenannte Assetkorrelation, die im speziellen Fall
des Ein-Faktor-Modells in Gleichung 4.2 eingefiihrt und deren Beziehung zur Ausfallkorrelati-
on dort auch néher erldutert werden wird.

Im Zusammenhang mit Copulas, die in Kapitel 3.2 eingefiihrt werden, gibt es noch mehr Ab-
hingigkeitsmalle, wie zum Beispiel die Rangkorrelation und die Tail-Abhéngigkeit. Diese seien
hier nur der Vollstindigkeit halber erwéhnt.

2.3 Das Konzept der bedingten Unabhangigkeit

Das Konzept der bedingten Unabhéngigkeit ist von zentraler Bedeutung bei verschiedensten
Kreditrisikomodellen und -analysen. Der Aufbau dieses Kapitels wurde Albrecht [2005] ent-
nommen.

Zur Bestimmung von o(L) in Gleichung 2.3 miissen bereits n(n — 1)/2 Ausfallkorrelationen be-
rechnet werden. Dies gestaltet sich bei einer hohen Anzahl an Kreditnehmern » in der Praxis oft
schwierig. Daher greift man auf das Konzept der bedingten Unabhéngigkeit zuriick und bedient
sich dem Vorteil der Dimensionsreduktion, da nicht mehr alle Ausfallkorrelationen berechnet
und geschitzt werden miissen, sondern nur mehr die paarweisen Korrelationen zwischen den
einzelnen Faktoren.

Dabei wird angenommen, dass Zufallszahlen Xi, ..., X),, die im Vektor X zusammengefasst
werden, die Defaultindikatoren D, beeinflussen. Dies konnen zum Beispiel Ratingeinfliisse oder
konjunkturelle Einfliisse sein.

Damit ergibt sich als bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit fiir den n-ten Schuldner

pa(x) = P(D, = 11X = x),

sowie insgesamt fiir den Portfolioverlust

N
E(LIX =x) = EAD, - LGD,, - p,(x), 2.4)
1

n=

N N
Var(LIX = x) = Z Z EAD, - LGD, - EAD,, - LGD,, - Cov(D,,D,JX = x)  (2.5)

n=1 m=1
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Bei der Bedingung auf eine Realisation X = x wird fiir alle Einflussfaktoren X, ..., X, eine
bestimmte Auspriagung fixiert, also zum Beispiel ein bestimmtes Rating oder ein Konjunktur-
status.

Nun unterscheidet man zwischen sogenannten systematischen und idiosynkratischen (nicht-
systematischen) Einfliissen. Erstere sind unabhéngig vom jeweiligen Kredit und wirken auf alle
Kredite gleichermafen. Unter idiosynkratischen Einfliissen versteht man jene, die auf individu-
elle Kredite einwirken. Sind nun im Zufallsvektor X alle systematischen Einfliisse enthalten, so
bleiben fiir den einzelnen Kredit nur noch dessen kreditspezifischen Einfliisse iibrig. Da sich
diese nur auf einen einzelnen Kredit beziehen kann man hier von einer Unabhéngigkeit unter-
einander ausgehen. Dies formuliert den Begriff der bedingten Unabhingigkeit:

D,|X = xund D,,|X = x sind stochastisch unabhingig fiir n # m

Nun gilt also, dass Cov(D,,, D,,|X = x) = 0 fiir n # m und daher aus Gleichung 2.5

N

Var(LIX = x) = Z EAD? - LGD? - Var(D,|X = x) (2.6)
n=1
N

= > EAD} - LGD - p,(x) (1 = p,(v)) 2.7)

n=1

Das Konzept der bedingten Unabhéngigkeit spielt eine wichtige Rolle in den Ein- und Mehr-
faktormodellen und wird im Laufe der ndchsten Kapitel immer wieder verwendet.



Kapitel 3

Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die mathematischen Grundlagen, auf denen diese Arbeit aufbaut,
vorgestellt. Zum einen bedeutet dies die Definition einiger Risikomalle, zum anderen folgt eine
kurze Einfiihrung in die Theorie der Copulas, da diese in Kapitel 6.2.2 in Zusammenhang mit
den Mehrfaktormodellen verwendet werden.

3.1 RisikomaBe

Von zentraler Bedeutung im Kreditrisikomanagement ist die Bestimmung der Verlustfunktion,
der dazugehorigen Verteilungs- und Dichtefunktion, sowie deren Kennzahlen.

Der Vollstindigkeit halber sollen nun die wichtigsten Risikokennzahlen zu einer gegebenen
Verlustfunktion L (mit der dazugehorigen Verteilungsfunktion F;) vorgestellt werden.

e Erwarteter Verlust £L: Unter gegebenem Wahrscheinlichkeitsmall P ist der erwartete
Verlust (engl. Expected Loss) EL definiert durch

EL := Ep(L).
Dieser wurde im Basismodell des Kreditrisikos schon in Gleichung 2.2 behandelt.

e Unerwarteter Verlust UL: Der unerwartete Verlust (engl. Unexpected Loss) UL ist als
Maf3zahl zur Bewertung der Variabilitit der zufélligen Verluste gegeben durch

UL := \/Var(L).

e Value at Risk VaR: Sei o € (0, 1) ein vorgegebenes Konfidenzniveau. VaR(L) ist die
kleinste Zahl [, sodass P(L > ) < 1 — a gilt.

VaR,(L). =inf{leR: P(L>1) <1 - «a}
=inflleR:1-F () <1-a}
=inflle R: Fi(l) > a} 3.1

11
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Der Value at Risk gibt also denjenigen Verlust an, der mit einer Wahrscheinlichkeit von «
nicht iiberschritten wird. In der Praxis wird hdufig & = 0,999 gesetzt. Ein Verlust gro3er
als der Value at Risk gilt daher als extrem unwahrscheinliches und seltenes Verlustereignis.

Fiir eine Verlustfunktion L und deren Verteilungsfunktion F; gilt aufgrund der Definition
des Value at Risk

VaR,(L) = qo(FL), (3.2)
wobei q,(F) := inf{x € R : F(x) > a} das @-Quantil von F' bezeichnet.

o Expected Shortfall E£S: Der Value at Risk kann keine Auskunft dariiber geben, wie hoch
der Verlust sein kann, wenn L > VaR,(L). Daher betrachtet man ein weiteres Risikomalf,
den Conditional Value at Risk CVaR oder Expected Shortfall ES':

CVaR(L) := ES ,(L) = E(LIL > VaR(L)).

o Okonomisches Kapital EC: Das 6konomische Kapital (engl. Economic Capital) EC wird
als Differenz des Value at Risk und des erwarteten Verlusts definiert und ist wesentlich vom
gewihlten Konfidenzniveau a des Value at Risk abhingig:

EC, = VaR, - EL

Abbildung 3.1 stellt die typische Form einer Dichtefunktion im Zusammenhang mit den oben
vorgestellten Kennzahlen dar.

x)

Unerwarteter Verlust

——

Expectad Shorfall

T » Varlust [%]

i
Erwartetar Vearlust Walue at Risk

-

Ukonomisches Kapital

Abbildung 3.1: Portfoliodichte mit Risikokennzahlen
[aus: Bluhm, Overbeck und Wagner [2010], S.28]

Die Rechtsschiefe der Dichtefunktion ist dadurch begriindbar, dass Kredittausfille relativ sel-
tene Ereignisse sind; wenn ein Verlust eintritt, dann meist in geringer Hohe. Als Folge davon
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wird in den meisten Jahren der erwartete Verlust eher unterschritten, in einigen wenigen Jahren
aber wieder deutlich iiberschritten.

o Tail-Abhiingigkeit: Die Tail-Abhingigkeit (engl. fail dependence) stellt ein alternatives
Mal zur Messung der Abhingigkeit, genauer zur Messung von extremer Abhingigkeit,
der Abhiingigkeit in den Tails, dar.® Die Tail-Abhingigkeit ist fiir zwei Zufallsvariablen X
und Y mit Verteilungsfunktionen F beziehungsweise G durch

" =1imP(X < F' ()Y < G'(g)
q—0

P(X < F(g).Y <G '(g))

= lim
q—0 q
U = lin}P(X > F ' (@lY > G™\(g)) (3.3)
q—)
P(X>F(g).Y > G (g)
= lim
q—1 1 - q

gegeben. Die zweite Gleichung ergibt sich aus
P(Y¥<G(9)=GG @) =q (3.4)

Dabei bezeichnet - die untere (engl. lower tail dependence) und TV die obere Tail-Abhingigkeit
(engl. upper tail dependence). Die untere Tail-Abhdgigkeit misst dabei die Wahrschein-
lichkeit, dass die erste Variable unter ihrem g-Quantil liegt (fir ¢ — 0), gegeben, dass
auch die erste Variable unter ihrem g-Quantil liegt. Die obere Tail-Abhéngigkeit ist analog
definiert.

Je groBer v beziehungsweise 7V sind, desto groBer ist die Abhéingigkeit im unteren bezie-
hungsweise oberen Tail.

3.2 Copulas

In diesem Unterabschnitt wird Grundlegendes zur Theorie von Copulas behandelt: Es werden
die Definition einer Copula sowie der Satz von Sklar vorgestellt, sowie einige Beispiele fiir Co-
pulas présentiert.

Als Motivation zur Einfiihrung von Copulas dienen Fille wie in Abbildung 3.2. Dargestellt sind
jeweils 1000 bivariate Realisationen zweier verschiedener Modelle fiir den Vektor (X, Y). In
beiden Modellen liegen dieselbe Randverteilung fiir X und Y sowie der gleiche lineare Kor-
relationskoeffizient (siehe Kapitel 2.2) vor. Beide Modelle weisen aber offensichtlich eine un-
terschiedliche Abhéngigkeitsstruktur auf. Daher geniigt es nicht, nur diese zwei Malle (die je-
weiligen Randverteilungen sowie den linearen Korrelationskoeffizienten) zu betrachten. Durch
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Abbildung 3.2: Motivation Copulas
[aus: Embrechts, McNeil und Straumann [1998], S.2]

Copulas konnen diese zusitzlichen Abhiingigkeitsstrukturen nun beriicksichtigt werden.’

In der Theorie der Faktormodelle wird sehr hiufig die Annahme der Normalverteilung fiir die
systematischen und idiosynkratischen Risiken getroffen. Wird nicht von dieser Annahme ausge-
gangen und dndert man die jeweiligen Verteilungen, so bleibt die lineare Korrelation zwischen
den Bonititsindikatoren gleich, aber es zieht Verdnderungen der Ausfallwahrscheinlichkeit und
infolgedessen der Verlustverteilung nach sich, siehe Schonbucher [2001]. Dies hat unter ande-
rem Auswirkungen auf die Tails der Verlustverteilung und kann in vielen Féllen die gegebene
Situation besser widerspiegeln, insbesondere da bei Annahme der Normalverteilung eine Tail-
Abhingigkeit von 0 vorliegt und dies nicht immer erwiinscht ist.

Sei F' die Verteilungsfunktion eines d-dimensionalen Zufallsvektors X = (X, ..., X;), das heifit
es gelte

F(x):F(xl,...,xd):P(XSx):P(X1 le,...,Xded)

Sind die Zufallsvariablen X1, . .., X; gegeben, so wird die Abhéngigkeit zwischen den Variablen
vollstdndig durch ihre gemeinsame Verteilungsfunktion beschrieben.
Die Verteilungsfunktion von X; wird k-te Randverteilung F; von F genannt und iiber

Fk(Xk):P(XkSXk):F(OO,...,OO,Xk,OO,...,OO)

berechnet.

®Weitere AbhingigkeitsmafBe im Zusammenhang mit Copulas und einige Irrtiimer in diesem Kontext kénnen
in Hahne und Tischer [2011] nachgelesen werden.

"Das linke Bild in Abbildung 3.2 entspricht Gamma(3,1)-verteilten Riindern und einer GauB-Copula mit 70%
Korrelation, das rechte Gamma(3,1)-verteilten Rédndern und einer Gumbel-Copula mit 70% Korrelation (die ge-
nauen Definitionen folgen), siche Embrechts, McNeil und Straumann [1998].



3.2. Copulas 15

Eine d-dimensionale Copula ist eine multivariate, d-dimensionale Verteilungsfunktion C : [0, 1]¢ —
[0, 1], deren eindimensionale Randverteilungen gleichverteilt sind im Intervall [0, 1].

Aquivalent formuliert bedeutet dies: Eine Copula C ist eine Funktion C : [0, 1]¢ — [0, 1] mit
den folgenden drei Eigenschaften, siehe Dragoti-Cela [2009]:

1. C(uy,...,uy) ist monoton steigend in jeder Variablen u;, k = 1,...,d.
2. C, ..., Lu,1,...., ) =wNk=1,...,d,u € 0,1]

3. Fiir alle (ay,...,ay),(by,....by) € [0,1]¢ mita, < bVk = 1,...,d gilt folgende Unglei-
chung (,,Rechtecksungleichung® ):

2 2
ki+ko+...+k
DY NIy s ttay) 2 0
ki=1 ka=1

wobei uj; = a;jund uj = b;.
Diese Summe kann interpretiert werden als

P(a1 <X Sbl,...,ad <Xy de) >0,
siche Embrechts, McNeil und Straumann [1998].
Von zentraler Bedeutung in der Copula-Theorie ist der Satz von Sklar (1959).

Satz 3.2.1 (Satz von Sklar) Sei F : RY — [0, 1] eine Verteilungsfunktion mit Randverteilungs-
funktionen Fi,...,Fy. Dann existiert eine Copula C, sodass fiir alle (xi,...,x;) € [—00, 0]
gilt:

F(xi,...,xq5) = C(Fi(x1),...Fa(xz)) (3.5)

Wenn F, ..., F, stetig sind, dann ist C eindeutig.

Umgekehrt wird fiir jede Copula C und jede Wahl von Verteilungsfunktionen F,...,F, eine
multivariate Verteilungsfunktion F mit Randverteilungsfunktionen F, ..., F; durch obige Glei-
chung bestimmt.

Beweis Der Beweis kann zum Beispiel in McNeil, Frey und Embrechts [2005], Satz 5.3, nach-
gelesen werden. m|

Die Abhingigkeit zwischen den Zufallsvariablen wird also vollstiandig durch die Copula C wie-
dergegeben. Sind die eindimensionalen Randverteilungen gegeben, so kann durch eine Copula
eine beliebige Abhingigkeitsstruktur dargestellt werden.

Unmittelbar aus dem Satz von Sklar folgt mit u; = F;(x;),i = 1,...,d, dass bei gegebener
Verteilungsfunktion F mit Randverteilungsfunktionen F1, ..., F, fiir eine Copula C

Cluy,...,ug) = F(F'(uy), ..., F;' (1)) (3.6)



16 3. Mathematische Grundlagen

gelten muss.

Fiir die Praxis ist die zweite Eigenschaft im Satz von Sklar von Nutzen. Es geniigt nach dem
Satz von Sklar Randverteilungen F1, ..., F,; der zugrundeliegenden Risikofaktoren festzulegen.
Dann liefert jede Copula C ein gemeinsames Modell, fiir das F(xy, ..., x;) = C(F(x1), ... F4(x4))
gilt. C wird dabei so gewihlt, dass vorhandene Informationen iiber Abhingigkeiten miteinbe-
zogen werden, sieche Neslehova [2006].

Generell unterscheidet man drei Arten von Copulas, siehe Eckert [2016] und Engel [2007]:

e Fundamentale Copulas: Diese reprisentieren wichtige Abhingigkeitsstrukturen. Bekann-
te Beispiele sind die

— Unabhingigkeitscopula, die durch

d

Cuy,...,ug) = nui

i=1
gegeben ist.

— Komonotoniecopula. Diese wird im Zweidimensionalen iiber

Co(uy, up) = min(uy, up)

angegeben.

— Kontramonotoniecopula, welche im Zweidimensionalen via

C,(u1,up) = max(uy + up, — 1,0)

berechnet wird.

e Implizite Copulas: Diese werden durch Anwendung des Satzes von Sklar mittels Glei-
chung 3.6 aus gegebenen Verteilungsfunktionen abgeleitet und besitzen daher nicht not-
wendigerweise eine geschlossene Form. Dazu zédhlen unter anderem die

— GauB3-Copula (Normalcopula):
Cluy, ... ug) = ®@ ' (uy),..., 0 " (uy))
Dabei bezeichnet ® die multivariate Normalverteilungsfunktion.
— t-Copula:
Cluy, ... ,ug) = t,(t; ), ..., 1, (ug))

Dabei bezeichnen ¢ die multivariate t-Verteilungsfunktion und v die Anzahl der Frei-
heitsgrade.

Beide Beispiele gehoren der Klasse der elliptischen Copulas an.

¢ Explizite Copulas: Diese konnen in einfachen expliziten Ausdriicken angegeben werden.
Beispiele hierfiir sind unter anderem die
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— Bivariate Gumbel-Copula, die durch
0 0\'/?
Colur, uz) = exp [— ((=tn u))” + (=In u)") ],1 <f<oo
gegeben ist sowie die
— Bivariate Clayton-Copula
Cour, up) = (u;” +u,? = 1), 0 <6 <
Beide sind Vertreter der Familie der archimedischen Copulas.

In der Anwendung von Copulas auf Mehrfaktormodelle wird der Begrift der regulidren Variation
gebraucht, weshalb er an dieser Stelle eingefiihrt werden soll.

Eine positive, Lebesque-messbare Funktion £ auf (0, co) heif3t von regulédrer Variation mit Index
a € R, wenn

h(tx)
=t"Vt>0
x1—>IE> h(x) >
gilt. f heifit von langsamer Variation, wenn
. h(tx)
1 =1Vt>0
x1—>I£lo h(x)

gilt, das heiflit wenn o = 0.
Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F. Gilt nun fiir den Tail

F(x)=L(x)-x%a>0

wobei L(x) eine langsam variierende Funktion ist, so nennt man F eine Verteilung mit einem
Tail von regulérer Variation mit Index a > 0.
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3. Mathematische Grundlagen



Kapitel 4

Einfaktormodell

Faktormodelle, manchmal auch als conditionally independent credit risk models bezeichnet,
stellen eine wichtige Gruppe innerhalb der Kreditrisikomodelle dar. Sie gehoren zu den weni-
gen Modellen, die Korrelationen realistisch abbilden kdnnen, dabei aber gleichzeitig eine ana-
lytische Handhabbarkeit bewahren. Daher bilden sie auch den Grundstein fiir viele Modelle in
der Praxis.

Dieses Kapitel beleuchtet den einfachsten Fall innerhalb der Klasse der Faktormodelle: Das
Einfaktormodell. Im ersten Unterkapitel geht es daher zunichst um die Idee hinter den Faktor-
modellen und eine genaue mathematische Spezifikation des Einfaktormodells. Weiters werden
ein bekannter Spezialfall, das Merton-Einfaktormodell, behandelt, sowie Ergebnisse bei Appro-
ximation durch ein unendlich grofles Portfolio pridsentiert. Eine besondere Bedeutung hat das
Einfaktormodell auch in der Berechnung der Mindesteigenkapitalanforderungen fiir Banken im
Kontext von Basel II - dieses Thema wird im zweiten Unterkapitel aufgegriften. Diverse Er-
weiterungen des Basismodells werden im dritten Teil prédsentiert. Approximative analytische
Formeln sollen das Kapitel abrunden.

4.1 Modelldefinition und Spezialfalle

Um die Grundidee hinter den Faktormodellen zu verstehen blicken wir zunichst auf den Fall,
dass nur ein Faktor den Kredit eines Schuldners beeinflusst. Dieses Unterkapitel hélt sich wei-
testgehend an die Ausfithrungen in Albrecht [2005], sowie in Schénbucher [2001].

4.1.1 Grundlegende Modelldefinition

Im Folgenden wird immer vom Basismodell des Ausfallrisikos, wie es in Kapitel 2.1 beschrie-
ben wird, ausgegangen. Ziel dieses Unterabschnitts ist es, die Verlustverteilung im Einfaktor-
modell herzuleiten.

Innerhalb eines Portfolios aus N Krediten mit N zugehdrigen (unterschiedlichen) Schuldnern
wird jedem dieser Schuldner ein Bonititsindikator V,,,n = 1,..., N zugeordnet. Gilt nun fiir
diesen, dass

Vo = Vou¥ + v1 = paén, .1
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20 4. Einfaktormodell

wobei Y, e, ~ N(0, 1) und Y und €, sowie €, und ¢, stochastisch unabhéngig fiir n # m,
so spricht man von einem Einfaktormodell.® Die Bedeutung der p, wird wenig spiter in Glei-
chung 4.2 verdeutlicht.

Es gibt also genau einen Faktor, den Faktor Y, der fiir alle Bonititsindikatoren gleich ist. Man
spricht von einem gemeinsamen oder systematischen Faktor. Dieser konnte zum Beispiel die
konjunkturelle Lage widerspiegeln. Andererseits existiert ein unternehmensspezifischer oder
idiosynkratischer Faktor, der sich nur auf das jeweilige Unternehmen beziehungsweise den je-
weiligen Schuldner bezieht. Abbildung 4.1 veranschaulicht diese Idee noch einmal graphisch.
Der Parameter +/p, misst den Einfluss des systematischen Faktors Y auf den Bonitétsindikator
V.

Schuldner 1 H idiosynkratischer Einﬂuss‘

/ Schuldner 2 H idiosynkratischer Einﬂuss‘

Systematischer
Faktor

Schuldner NH idiosynkratischer Einfluss

Abbildung 4.1: Grundidee Einfaktormodell

Bildet man in Gleichung 4.1 Varianzen und niitzt die Unabhingigkeit sowie die Standardnor-
malverteilung von Y und ¢,, so ergibt sich

Var(vn) = ana”(Y) + (1 - Pn)Va”(fn)
Pn + (1 _pn) =1
~—— ~—

systematisch  spezifisch/idiosynkratisch

Eine solche Varianzzerlegung findet sich auch in komplizierteren Faktormodellen wieder. Sie
beschreibt den Anteil einer erkldrenden Variablen (in diesem Fall Y) und jenen Teil, der nicht
durch diese Variable beschrieben werden kann.

Allgemein gilt, dass
Corr(V, Vi) = \Pu NPms n £ m 4.2)

Da es sich im urspriinglichen Merton-Modell bei den Bonitétsindikatoren um Asset-Werte be-
ziehungsweise deren Log-Renditen handelt spricht man hier hiufig von Assetkorrelation. Diese
flieBt in die Berechnung der gemeinsamen Ausfallwahrscheinlichkeiten und daher in die Aus-
fallkorrelation mit ein, siehe Henking, Bluhm und Fahrmeir [2006], Kapitel 6.1.2. Wichtig ist

$Die Verallgemeinerung des Modells fiir den Fall einer beliebigen Verteilung an Stelle der Normalverteilung
erfolgt im Zuge des Projekts und wird in Kapitel 5 nédher besprochen.
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zu bemerken, dass sich die Assetkorrelation auf die Bonitidtsindikatoren bezieht, die Ausfall-
korrelation hingegen auf die Ausfallvariablen Dy, ..., Dy, wobei D,, den Wert 1 annimmt, wenn
Schuldner n ausfillt, sonst 0.

Héufig wird in der Literatur davon ausgegangen, dass alle Schuldner dieselbe Korrelationsva-
riable p besitzen, das heilit p, = p Vn = 1,..., N. In diesem Fall sind die Bonitétsindikatoren
von zwei Schuldnern n und m korreliert mit linearem Korrelationskoeffizienten p (Einsetzen
von p, = p,, = p in Gleichung 4.2).°

Der zentrale Punkt ist, dass bedingt auf eine Realisation des systematischen Faktors Y der Bo-
nitdtsindikator und die Ausfille unabhéngig sind.

Im Folgenden bezeichne ®(x) die Verteilungsfunktion und ¢(x) die Dichtefunktion einer Stan-
dardnormalverteilung.

Ein Ausfall, der durch den Ausfallindikator D beschrieben wird, tritt genau dann ein, wenn der
Bonititsindikator eine vorgegebene Schranke K, unterschreitet (diese konnte zum Beispiel die
Schuldenhohe des Kreditnehmers darstellen):

D,=1eV,<K,. (4.3)

Da die gewichtete Summe normalverteilter Zufallsvariablen wieder normalverteilt ist und damit
per Definition auch V, (wegen Y,e, ~ N(0,1) ist V, sogar standardnormalverteilt) kann die
Schranke K, explizit durch die Ausfallwahrscheinlichkeit angegeben werden:

pn =PV, < K,) = ®(K,) = K, = (D_l(pn)- 4.4)

Umgekehrt kann auch die Ausfallschranke K, vorgegeben (zum Beispiel im Zuge einer Bilan-
zanalyse) und daraus die Ausfallwahrscheinlichkeit p, berechnet werden.

In weiterer Folge wird ein uniformes oder homogenes Portfolio betrachtet. Von einem solchen
spricht man im Fall p, = p,p, = p,¥n =1,..., N. Man geht also von einer iiber alle Schuldner
gleichen Ausfallwahrscheinlichkeit sowie Assetkorrelation aus (und damit, wegen Gleichung
4.4, auch von einer fiir alle Schuldner gleichen Austfallschranke K,, = K).

Wie schon im vorhergehenden Kapitel bezeichne D := D; + ... Dy die Anzahl an Ausfillen in
der betrachteten Zeitperiode. Nimmt man an, dass die Defaultvariablen D, unabhingig sind, so
ist D als Summe unabhéngiger Bernoulli-Variablen binomialverteilt mit den Parametern N und
p (das heiBt D ~ B(N, p)).'° Daher gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Gesamtanzahl
von N genau n Kredite ausfallen

N
P(D =n) = (n)p"(l -p. (4.5)

Daraus ergibt sich durch Summation die Wahrscheinlichkeit, dass bis zu n Schuldner austallen:

n

N\ . .
P(D<n) =) ( ; )p’(l -

i=0

°Der typische Wertebereich fiir p liegt zwischen 10 und 50%.
'Da die Korrelation von zwei Bonititsindikatoren wegen Gleichung 4.2 im Allgemeinen nicht Null ist, ist dies
eine sehr einschrinkende Bedingung.
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Ziel ist es nun, die Verteilungsfunktion fiir die Ausfélle herzuleiten. Im Folgenden soll ange-
nommen werden, dass alle Schuldner den selben Ausfallbetrag L, = 1 haben. In diesem Fall
kann die Wahrscheinlichkeit, dass genau n Schuldner ausfallen als Durchschnitt aller beding-
ten Wahrscheinlichkeiten, gewichtet mit der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ¢(y) berechnet
werden:

P(D = n) = f P(D = nlY = yp(y)dy, 4.6)

wobei die bedingte Wahrscheinlichkeit P(D = n|Y = y) gemil Gleichung 4.5 bestimmt werden
kann:
N n N-n
P(D =nlY =y)={ J(pO)"(L=pG)=.

Die Ausfallwahrscheinlichkeit p(y) bezeichnet dabei die (generell fiir jeden Schuldner indivi-
duelle) Wahrscheinlichkeit, dass der Bonitétsindikator V,, unter die gegebene Schranke K fillt,
gegeben, dass Y in y realisiert wird:

p() = P(V, <K|Y =)
= P(VpY + V1 - pe, < KIY =y)
il /4 @Y|Y=y)
Ner

:P(e,, <

4.7)

Man beachte, dass iiber die Beziechung K = ®~!(p) die unbedingte Ausfallwahrscheinlichkeit
p in die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit p(y) mit einflieft. Weiters kann man erkennen,
dass die Ausfallwahrscheinlichkeiten im Portfolio geringer sind, je ,,besser” es um den Faktor
y bestellt ist (das heifit je weiter rechts er sich in der GauBBschen Glockenkurve befindet) und
umgekehrt.

Dies kann nun in Gleichung 4.6 eingesetzt werden:

o (S ol

Summation ergibt die Verteilungsfunktion der Ausfille - die Wahrscheinlichkeit, dass bis zu n
Schuldner ausfallen:

P(D<n)= ZO: I : (]Z] ) [@(%Di (1 ) [%DM o(y)dy (4.8)

Diese Form der Verlustverteilung ist sehr gut zur Implementation geeignet, da gingige Soft-
wareprodukte numerische Integration beherrschen und daher die Verlustverteilung direkt, ohne
Simulation, berechnet werden kann.

Die wichtigste Eigenschaft fiir das Risikomanagement besteht in der erhohten Masse der Ver-
lustfunktion in den Rindern (siehe Kapitel 5.2).
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4.1.2 Das Merton-Einfaktormodell

Einen Spezialfall des Einfaktormodells stellt das Merton-Einfaktormodell dar. Dieses gehort
zur Gruppe der Unternehmenswertmodelle (engl. structural models) und modelliert daher im
Vergleich zu den intensititsbasierten Modellen (engl. reduced form models) explizit die Ent-
wicklung des Unternehmenswertes. Die Beschreibung des Merton-Einfaktormodells in diesem
Unterkapitel folgt jener in Albrecht [2005].

Es wird der besseren Lesbarkeit halber nur ein Schuldner betrachtet, es sei aber an dieser Stelle
darauf hingewiesen, dass das Vorgehen fiir alle Schuldner n = 1,... N dasselbe ist.

Der Bonititsindikator V in Gleichung 4.1 wird im Rahmen dieses Modells nédher definiert. Von
zentraler Bedeutung ist aber zuniichst die Modellierung der Assetwerte A; zum Zeitpunkt z.
Diese hidngen in einfacher Weise mit dem Borsenwert des Unternehmens (dem Marktwert des
Eigenkapitals) E, zusammen. Dieser ergibt sich zum Zeitpunkt ¢ als Differenz der Marktwerte
der Aktiva A, (engl. Assets) und der Passiva L, (engl. Liabilities);

E =A -L,. 4.9)

Es wird angenommen, dass ein Schuldner nur am Ende der betrachteten Zeitperiode [0, T'] aus-
fallen kann. Dies wird in Abbildung 4.2 veranschaulicht.

Default
Probability

Abbildung 4.2: Ausfall im Merton-Modell
[aus: Giesecke [2004], S.5]

Weiters findet ein Ausfall genau dann statt, wenn der Wert der Aktiva Ay zum Zeitpunkt 7'
eine kritische Grenze K unterschreitet. Diese ergibt sich, da man hinsichtlich der Struktur der
Verpflichtungen von einem Zerobond mit Riickzahlungsbetrag K ausgeht und die Passiva daher
(bei konstantem Zinssatz ) durch

L=K- exp(—r(T — 1))

ausgedriickt werden konnen. Gilt nun zum Zeitpunkt T, dass A; < K, so kann den Verpflich-
tungen nicht mehr vollstindig nachgegangen werden und ein Ausfall tritt ein.
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Im Merton-Modell sind die Variablen des Basismodells aus Gleichung 2.1 durch

EAD =K
LGD = (K -A7)/K =1-As/K

gegeben, wobei EAD den ausfallbedrohten Betrag bezeichnet und LGD die Verlustquote bei
Eintritt des Ausfalls. Die Assetwerte A, folgen einer geometrischen Brownschen Bewegung,
das heift es gilt

A, = Ay - exp (mt + o VIW(D)), (4.10)

wobei W(t) ~ N(0, 1) und m = u — 0> /2. u bezeichnet dabei den Drift und o die Volatilitit der
Brownschen Bewegung.

Da ein Ausfall genau dann stattfindet, wenn der Wert der Aktiva Ay zum Zeitpunkt 7" eine
kritische Grenze K unterschreitet, kann die Ausfallwahrscheinlichkeit durch

p=PAr <K)

definiert werden. Nutzt man die Beziehung in Gleichung 4.10, so kann man

_ In(K/A¢) = mT

K
o NT

setzen und erhilt in weiterer Folge
p=PW(T) < K). 4.11)

Mithilfe dieser Umformung ist es nun gelungen, die Ausfallwahrscheinlichkeit durch W(T') als
normierten Assetwert zum Zeitpunkt 7" auszudriicken. Jenes W(T') setzt man nun als Bonitits-
indikator und unterstellt ein Einfaktormodell wie in Gleichung 4.1, das heif3t

In(A;/Ag) — mT
V= W(T) = : 4.12
(T) T 4.12)

W(T) = \JpY + 41 — pe

wobei Y, e ~ N(0, 1) und Y und € sowie ¢, und ¢, stochastisch unabhéngig sind fiir n # m.

Diverse Erweiterungen des Merton-Basis-Modells finden sich iiberblicksartig etwa in Albrecht
[2005], eine Diskussion der Nachteile des Modells zum Beispiel in Filipovic [2016].

Eine populdre Anwendung dieses Modells stellt das KMV-Modell dar, das in Kapitel 7.1 be-
sprochen wird.

4.1.3 Approximation durch ein unendlich groBes Portfolio

In diesem Abschnitt wird ein Portfolio mit einer sehr groen Anzahl von Schuldnern betrachtet
- hier kann die Verlustfunktion in einer geschlossenen Form angegeben werden.

Vasicek [1991] befasste sich als einer der ersten mit diesem Thema, daher erhélt das Einfak-
tormodell in diesem Fall auch oft den Namen Vasicek-Modell. Dieses Unterkapitel folgt dem
Aufbau in Schonbucher [2001], der Beweis in der zweiten Hélfte wurde Martin, Reitz und Wehn
[2006] entnommen.
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Bessere Handhabbarkeit als in Gleichung 4.8 lgmn dadurch erzielt werden, dass die Anzahl
der Schuldner N beliebig gro3 wird. Bezeichne Dy den Bruchteil jener Kreditnehmer, die Zah-
lungsaustall erleiden:

— 1
Dy = N(Dl +...DN).
Der Grenzwert dieses Ausdrucks fiir N — oo wird mit D bezeichnet:

D = lim Dy.

N—>oo

In diesem Fall gilt folgender Satz.

Satz 4.1.1 In einem Portfolio, in dem die Zahl N der Schuldner gegen Unendlich geht, N — oo,
kann die Verlustfunktion durch

- [—p0"' (1)~ ©(p)
PD<x)=®
(D <) 7

angegeben werden.

Beweis Gegeben eine Realisation y von Y sind die einzelnen Kredite stochastisch unabhéngig
(Konzept der bedingten Unabhingigkeit, Kapitel 2.3). Nach dem starken Gesetz der groflen
Zahlen gilt in einem Portfolio mit N — oo, dass der Bruchteil der zahlungsunfihigen Schuldner
fast sicher der Ausfallwahrscheinlichkeit entspricht:

P(D=py)lY =y) = L. (4.13)

Die Ausfallwahrscheinlichkeit ist durch Gleichung 4.7 gegeben. Daher kann der Prozentsatz
der Schuldner, die Zahlungsausfall erleiden, vorhergesagt werden, wenn Y bekannt ist. Aber
auch wenn Y nicht bekannt ist, so kann wie folgt vorgegangen werden, um letzten Endes die
Verteilungsfunktion des Verlustes angeben zu konnen.

Dafiir bedarf es zuerst der Einfiihrung einer Hilfsvariablen y*

B K — /1 -p®~'(x)

\/15

£l

y

Dann gilt
P(D < x) = E(P(D < x|Y))

:f'mﬁsﬂY=wﬂw@

413 f P(p(y) < xIY = y)p(y)dy

= f Lyy<xp(V)dy = f e(dy =1 - 0(y") = (-y")
—00 y*

_ q)( 1-—p®d'(x)-K

\p
®( 1—p®*u»—®*u»]
\/ﬁ

4.

»~
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Obige Gleichung ist giiltig, da

— 1
P(D = ply) <alY =) = { o s

und diese Bedingung aus Gleichung 4.7 zu

y> %(K— V1 —pCD‘l(X)) =y

umgeformt werden kann. O

In diesem Fall kann die Verlustverteilung also in geschlossener Form angegeben werden. Wei-
ters ist sie sehr gut dazu geeignet, den Zusammenhang zwischen der Ausfallwahrscheinlichkeit
p und der Assetkorrelation p zu veranschaulichen.

Offensichtlich spielen hier die idiosynkratischen Effekte €, des einzelnen Kreditnehmers keine
Rolle mehr. Dies resultiert aus der Tatsache, dass der Anteil eines einzelnen Kredits in einem
Portfolio mit sehr vielen Kreditnehmern gegen null tendiert und daher das kreditspezifische Ri-
siko wegdiversifiziert wird.

Weiters gilt folgendes Lemma.

Lemma 4.1.2 In einem Portfolio, in dem die Zahl N der Schuldner gegen Unendlich geht, N —
oo, geht die Varianz des Verlustes im Grenzfall gegen Null:

l\l]im Var(LylY =y) = 0.

Beweis Die bedingte Varianz des Portfolioverlustes

N
Ly = Z EAD, - LGD, - D,

n=1

kann generell (siehe Gleichung 2.6) und daher auch im Spezialfall des Einfaktormodells via

N
Var(LylY =y) = ) EAD; - LGD; - p,(») (1 = pa(y))

n=1

ermittelt werden. LG D gibt dabei einen Prozentsatz an und kann daher nach oben mit 1 abge-

schitzt werden. Auch die Ausfallwahrscheinlichkeit p, nimmt Werte im Intervall [0, 1] an, des-

wegen kann das Produkt p,(y) (1 — p,(y)) nach oben mit 1 - 1 = 1 begrenzt werden. Unterstellt

man nun eine obere Schranke E fiir die Summe aller ausstehenden Forderungen Y., EAD, und
auBerdem EAD,, < k% mit k beliebig, aber fest, so folgt

EV 1 (kE)
ILyvlY = < . - - =
Varbyly =y < N (kN) 4~ 4N
und somit
(KE) _

0.

15520 Var(Ly|Y = y) = 155{30 AN
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Schonbucher [2001] beschreibt die Qualitit der Approximation als bemerkenswert. Henking,
Bluhm und Fahrmeir [2006] streichen den praktischen Nutzen dieser Annédherung in der schnel-
len und effizienten Bewertung von uniformen Subportfolios in Banken hervor. Anstatt jeden
Kunden einzeln zu betrachten macht es oft Sinn, ein homogenes Subsegment zu bewerten. Der
Informationsverlust bleibt dabei sehr gering und ist daher vernachléssigbar.

4.2 Basel und der Bezug zum Einfaktormodell

Der Baseler Ausschuss fiir Bankenaufsicht verabschiedete am 26.Juni 2004 eine neue Eigenka-
pitalvereinbarung: Basel II. Der auf drei Sdulen (I- Kapitalanforderungen, II- Aufsichtsrechtli-
che Uberpriifungsverfahren, I1I- Offenlegung) basierende Ansatz soll zur Sicherheit und Stabi-
litdt im nationalen und internationalen Bankenumfeld beitragen. Aulerdem wird durch die fiir
international titige Banken geltenden Richtlinien die Harmonisierung des Bankenwesens ver-
stirkt.!!

Eine erste Stellungnahme aus dem Jahr 1988 (Basel I) beinhaltete nur das Marktrisiko. Dieser
Bereich wird in Basel IT um die zwei Bereiche Kreditrisiko und operationales Risiko erweitert.'?
Grafik 4.3 soll dies noch einmal zusammengefasst veranschaulichen.!'?

STABILITAT DES FINANZSYSTEMS

Séule | Séule Séule NI
. " , Bankau fsichtlicher Markitdisziplin
¥ sennTen Uberprifungsprozess - Kontrolle durch den Markt
Eigenmittelerfordernis fir ... Vorschriften fir Banken Offenlegungspfiichten der
Kreditrisiko (ICAAP) Banken
- Standardansatz - Kapitalsteuerung inklusive y X
- IRB-Basisansatz - Risikomanagement - Transparenz fir Marktteil-
- Fortgeschrittener IRB-Ansatz nehmer bezlglich der Risiko-
Anforderungen an die situation der Bank
Marktrisiko Aufsicht (SRP) (Anwendungsbereich, Risiko-
- Standardansatz - Evaluierung der bankintemen managama_nl. Detailangaben
- Intemne VaR-Modelle Systeme zu Eigenmitteln ...)
- Einschatzung des - Erhéhte Vergleichbarkeit der

Risikeprofils Institute
- Uberwachung der Einhaltung

aller Vorschriften
- Aufsichtsmalnahmen

Operationelles Risiko
- Basisindikatoransatz
- {Alternativer) Standardansatz
- Forigeschritlene Messansilze

Abbildung 4.3: Grundaufbau Basel 11
[aus: Nationalbank und Finanzmarktaufsicht [2006], S.7]

Dieses Kapitel widmet sich dem Kreditrisiko, im Speziellen den Kapitalanforderungen und der
Anwendung des Einfaktormodells in Basel II. Die in diesem Kapitel verwendeten Formeln und
Zusammenhinge stiitzen sich weitestgehend auf die Formulierungen in [3], der mathematische

Diese Richtlinien werden von den einzelnen Staaten in nationales Recht umgewandelt.

12Eine dritte Erweiterung in Form von Basel III wurde Ende 2010 verdffentlicht und ist seit 1.Jidnner 2014
EU-weit in Kraft.

3Ein kurzer geschichtlicher Uberblick iiber die Entwicklung von Basel wird in McNeil, Frey und Embrechts
[2005] gegeben (Kapitel 1.2.2 sowie 1.3).
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Hintergrund wurde Martin, Reitz und Wehn [2006] entnommen.

In Basel II gibt es drei Moglichkeiten zur Berechnung der Eigenkapitalanforderungen: Den
Standardansatz (engl. Standardised Approach), sowie den Internen Ratingansatz (engl. Internal
Ratings Based Approach, IRB-Ansatz), in Form des IRB-Basisansatzes (engl. Foundation Ap-
proach) oder des fortgeschrittenenen IRB-Ansatzes (engl. Advanced Approach).**

4.2.1 Mathematischer Hintergrund

In diesem Kapitel wird der mathematische Hintergrund von Basel II beleuchtet. Ziel ist es, eine
Formel fiir den Value at Risk des Verlustes herzuleiten, da diese (bis auf eine kleine Anderung)
in den Richtlinien von Basel II einen Grundstein fiir die Mindestkapitalanforderungen bildet.

Geht man von einem Einfaktormodell der Form

Vo = \/p_nY+ Vl — Pnén,

wobei Y, €, ~ N(0, 1) und Y und €, sowie €, und ¢, stochastisch unabhiingig fiir n # m,

fir die Bonititsindikatoren V,,n = 1,..., N aus (sieche Gleichung 4.1), so tritt Ausfall genau

) ) ) ) 44 ) ) )
dann ein, wenn diese Variable eine Schranke K, e ®~!(PD,) unterschreitet, wobei PD, die

einjahrige Ausfallwahrscheinlichkeit der jeweiligen Ratingklasse, in die der Kreditnehmer n
eingeordnet ist, bezeichnet (mindestens aber 0,03%).!> Das jeweilige Rating eines Unterneh-
mens beeinflusst daher die Ausfallwahrscheinlichkeit (diese steigt, je schlechter das Unterneh-
men geratet ist) und somit auch die Hohe der Ausfallschranke. Sinkt der Unternehmenswert
unter diesen Wert K,,, in Basel der Buchwert der Verbindlichkeiten, so fillt das betrachtete Un-
ternehmen aus.

Umformen ergibt nun (siehe Gleichung 4.7) fiir die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit gege-
ben, dass Y in y realisiert wird

PD,(y) = P(V, < K,|Y =y) = P(D, = 1|]Y =)

o Y(PD,) — /o,
N i ‘/‘Ty], (4.14)
Y 1 - Pn
Gilt nun, dass PD,, =: PDund p,, =: pVn =1,..., N, so folgt daraus PD,(y) = PD(y).
Bezeichne
_ N
Ly:= Y wl-LGD,- D, (4.15)

n=1

Y4"Von Banken, die einen IRB-Ansatz eingefiihrt haben, wird die Beibehaltung dieses Ansatzes erwartet. Eine
freiwillige Riickkehr zum Standardansatz wird nur unter auflergewohnlichen Umstinden gestattet [...] und muss
von der Bankenaufsicht genehmigt werden."-aus: [3],S.65

ISBisher wurde immer p statt PD verwendet, um aber mit der Notation in den Baseler Richtlinien konform zu
gehen wird hier gewechselt.
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mit
) EAD,
n - N
Yome1 EAD,,
die zufillige Verlustquote. Falls
al 2
i (MY~ —
lim 3 (W) =0 (4.16)

gilt, so spricht man von einem homogenen, perfekt diversifizierten Portfolio.

Die w, stellen dabei Gewichte dar, die den Anteil des n-ten Kredits am Gesamtportfolio be-
schreiben. Gleichung 4.16 bedeutet nun, dass kein Kredit die anderen groenordnungsmifig
dominiert.

Sei nun der Einfachheit halber EAD,, = LGD,, = 1 und PD,, =: PD ¥n = 1,..., N. Gleichung
4.15 vereinfacht sich dementsprechend zu

_ N 1 N
Ly= ) wVD, = . > D,
n=1 n=1

Die zufillige Verlustquote entspricht daher der durchschnittlichen Anzahl an Ausfillen. In die-
sem Spezialfall kann der bedingte Erwartungswert in einem homogenen Portfolio durch

n

N
ELyIY =y) = Y wV - LGD, - PD(y)
n=1

N
= PD(y) Z w™ . LGD, = PD(y) (4.17)

n=1

=1
(4.14) (D[CD_I(PD) - \/15)’]
vi-p

ermittelt werden.

Nach Lemma 4.1.2 gilt fiir

N
Ly = Z EAD, - LGD, - D,

n=1

folgendes:

Al]im Var(LylY =y) = 0.

Da in diesem Fall Ly = L Ly gilt auch

lim Var(LyY = y) = 0.
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Dies kann genutzt werden, um die Konvergenz der Folge (Ly)yey im quadratischen Mittel gegen
PD(Y) zu beweisen:

E((Ly - PD(Y)) "2 E((Ly - E@CIY = )

—Var(ylY = y) =50

Aus der Konvergenz im quadratischen Mittel folgt die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. Dazu
wendet man die Markov’sche Ungleichung auf 7 = (Ly — PD(Y))? an und es folgt

P(Ly - PD(Y)| > €) < éE((H — PD(Y)®) =50

Daher kann das a-Quantil ¢,(PD(Y)) bei groen Werten von N als Ndherungswert fiir das
a-Quantil (und daher aufgrund von Gleichung 3.2 fiir den Value at Risk) der Verlustquote ver-
wendet werden. Dies wird iiber die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen PD(y) berechnet:

®~'(PD) - +Jpy
ol
=P(-vpy<@'(x): 1-p-@7'(PD))
~ q)( 1 —pd'(x) - CD‘I(PD))
\p

Aus der allgemeinen Definition des a-Quantils (siehe Gleichung 3.1) folgt durch Umformen
von

P(PD(y) < x) 2"

(D[ 1 —pd'(x) - cp—l(PD))
=«
\p

ianD@D=®(

®~'(PD) + \/E(D“(a)]
yl-p

Somit ergibt sich

O '(PD) + \p® ()
Vi-p
fiir N grof} genug. Wird auf die Einschrinkung EAD, = LGD, = 1 verzichtet, aber weiterhin

angenommen, dass EAD,, = EAD und LGD, = LGD VYn so muss der Wert in Formel 4.18 noch
mit EAD - LGD multipliziert werden.

VaR,(Ly) ~ VaR,(PD(y)) = ® (4.18)

Man kann zeigen, dass im Fall eines heterogenen Portfolios, das sich als Vereinigung A ho-
mogener Portfolios ergibt, das @-Quantil des Gesamtportfolios als Summe der a-Quantile der
Subportfolios berechnet werden kann: !

h -1 -1
O (PD;) + +p;, 0 («
VaR, = Z EAD; - LGD; - ® (PD) + Npi® (@)

=1 VI -pi

1Der Beweis findet sich zum Beispiel in Wehrspohn [2003].

(4.19)
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4.2.2 Berechnung der Mindesteigenkapitalanforderungen

Generell gilt, dass das Verhiltnis von haftendem Eigenkapital EK zu den gewichteten Risiko-
aktiva RWA nicht weniger als 8% betragen darf, siehe [3] (1.40):

EK Z 0, 08 . RWAgesamta

wobei sich die Summe aller gewichteten Risikoaktiva als (gewichtete) Summe der Anforderun-
gen der drei Risiken Marktrisiko, operationelles Risiko und Kreditrisiko ergibt:

RWAgesamt = RWAKIedit + 12’ 5- EKMarktrisiko + 12, 5- EKOperationelles Risiko
Die gewichteten Risikoassets fiir einen Einzelkredit berechnen sich durch
RWAKeair = 12,5 - EAD - K, (4.20)

wobei K die Eigenkapitalanforderung fiir den jeweiligen Kredit bezeichnet und EAD die aus-
stehenden Forderungen bei Ausfall.

Formt man diese Gleichung nun nach K um, so kann die Mindest-Eigenkapitalanforderung K
in Abhingigkeit des Risikogewichts und EAD angegeben werden:

K = 8% . EAD . RWAKredit-

Ein wichtiger Punkt im Einfaktormodell-Ansatz in Basel II ist, dass sich die Mindesteigenkapi-
talanforderungen eines einzelnen Kredits unabhiingig von der Zusammensetzung des Portfolios
berechnen lassen. Das Risiko des gesamten Portfolios ergibt sich dann als Summe der Einzelri-
siken.

4.2.2.1 Standardansatz

Im Standardansatz wird das Risikogewicht RWA durch ein externes Rating bestimmt und darf
nicht durch interne Modelle berechnet werden, wie in Tabelle 4.1 dargestellt. Wenn kein exter-
nes Rating zu einem Unternehmen vorliegt, so wird fiir dieses ein Risikogewicht von 100% wie
schon in Basel I angenommen.

Insbesondere dieser Punkt zéhlt zu den groften Kritikpunkten im Standardansatz, da sich viele
Klein- und Mittelbetriebe kein externes Rating leisten konnen und eben beschriebene Erweite-
rung um externe Ratings in der Praxis kaum angewandt werden kann. Daher dndert sich im Fall
des Standardansatzes in Basel II im Vergleich zu Basel I sehr wenig.

Standard & Poor’s | AAA | AA A BBB | BB| B |CCC | CC|C
Bankenaufsicht AAA bis AA A BBB | BB bis B unter B
offentliche Schuldner 0% 20% | 50% 100% 150%
Banken 20% 50% | 100% 100% 150%
Unternehmen 20% 100% | 100% 100% 150%

Tabelle 4.1: Risikogewichte Standardansatz in Basel II [aus: Konigshofer, S.45]
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4.2.2.2 Interner Ratingansatz

Der IRB-Ansatz ermdoglicht es den Banken zwar nicht, interne Kreditrisikomodelle zur Berech-
nung der Mindest-Eigenkapitalanforderungen zu verwenden, aber er berechtigt dazu, einzelne
Parameter, die in die bankaufsichtlich vorgegebenen Formeln einflieBen, selbst zu ermitteln.
So flieBt in die Berechnung des Risikogewichts nicht nur die Ausfallwahrscheinlichkeit PD in
Form eines internen Ratings ein, sondern auch die Verlustrate bei Ausfall (LGD), sowie die
Restlaufzeit M (engl. Maturity) in Jahren. Diese Groflen diirfen im IRB-Ansatz teilweise oder
ganz von den Banken selbst berechnet werden. Der Unterschied zwischen den beiden IRB-
Ansitzen wird in Grafik 4.4 verdeutlicht.

Saulel Saule ll Saule lll

(Mindest-Eige nkapitalanforderungen)

|
I |

Standardansatz Interner Ratingansatz (IRB)
IRB-Basisansatz fortgeschrittener IRB-Ansatz
(Foundation Approach) {Advanced Approach)
I I
PO |eD [ED || M ] PD [[eD [ ErD | ™

Eigene vorgegeben(| vorgegeben|| vorgegeben Eigene eigene eigene eigene
Schatzung Schatzung || Schatzung || Schatzung || Ermittlung

Abbildung 4.4: Berechnungsansétze Basel 11

Innerhalb dieses Ansatzes wird zwischen unterschiedlichen Forderungsklassen unterschieden,
fiir die das erforderliche Mindesteigenkapital jeweils unterschiedlich berechnet wird:

e Unternehmen: Hier gibt es leichte Unterscheidungen in der Berechnung, wenn ein Klein-
oder Mittelunternehmen bewertet werden soll.
Es gibt fiinf Unterklassen an Spezialfinanzierungen:'”

Projektfinanzierung

Objektfinanzierung

Rohstoffhandelsfinanzierung

Finanzierung von Mietimmobilie

Hochvolatile gewerbliche Realkredite

e Staaten: Hierzu zdhlen Staaten und ihre Zentralbanken, bestimmte sonstige offentliche
Stellen, sowie bestimmte multilaterale Entwicklungsbanken.

""Diese werden hier nur der Vollstindigkeit halber erwihnt - eine genaue Beschreibung kann in [3], S.56, nach-
gelesen werden.
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¢ Banken: Dieser Teil umfasst Kredite an Banken und Wertpapierfirmen, sowie Forderungen
an sonstige inldndische offentliche Stellen (PSE), die im Standardansatz wie Forderungen
an Banken behandelt werden und solche an jene multilaterale Entwicklungsbanken, die
nicht in den vorherigen Fall fallen.

o Retail: Hier enthalten sind zum Beispiel Kredite an Einzelpersonen, private Wohnbaukre-
dite und (unter bestimmten Voraussetzungen) Kredite an kleine Unternehmen.'®
Innerhalb dieser Klasse werden wiederum drei Unterklassen gebildet:

— Kredite, die durch Wohnimmobilien besichert sind
— Qualifizierte revolvierende Retailkredite

— Alle anderen Retailkredite

o Beteiligungen: Unter Beteiligungen versteht man Anteile an anderen Unternehmen, die
bestimmt sind, dem eigenen Geschiftsbetrieb durch eine dauernde Verbindung zu diesen
Unternehmen zu dienen. In diese Kategorie fallen sowohl direkt als auch indirekt gehaltene
Beteiligungen an Vermogen und Ertrdagen eines gewerblichen Unternehmens oder Finanz-
unternehmens.

Diese Klassifizierung entspricht im Allgemeinen der gingigen Bankenpraxis.

Nach Basel gibt es nun fiir jede dieser Forderungsklasse innerhalb des IRB-Ansatzes drei Ele-
mente: Die Risikokomponenten (darunter versteht man die einzelnen Parameter, die individuell
zu schitzen sind), die Risikogewichtsfunktionen (diese bestimmen, wie viel die einzelnen Ri-
sikokomponenten zur Mindestkapitalanforderung beitragen), sowie die Mindestanforderungen,
die eine Bank erfiillen muss, um den IRB-Ansatz verwenden zu diirfen. Wie zuvor schon er-
wihnt gibt es zwei mogliche Arten der Berechnung: Den Basisansatz und den fortgeschrittenen
Ansatz. Zu bemerken ist allerdings, dass es die Moglichkeit zur Auswahl zwischen den beiden
Ansitzen zwar fiir viele dieser Forderungsklassen gibt, aber nicht fiir alle (im Bereich der Re-
tailforderungen miissen die Banken immer alle Parameter PD, LGD und EAD selbst schiitzen;
die Regeln fiir Beteiligungspositionen werden spiter ndher erldutert).

Im Folgenden wird die Berechnung der Mindest-Eigenkapitalanforderung K in Gleichung 4.20
fiir die einzelnen Forderungsklassen im IRB-Ansatz dargestellt.

Fiir die Forderungsklassen Unternehmen, Staaten und Banken (ausgenommen einiger Spezial-
fille) gibt es eine gemeinsame Risikogewichtsfunktion und damit eine gemeinsame Mindestei-
genkapitalforderung K:

K = LGD - VaR - MF, 4.21)

mit der Restlaufzeitanpassung (engl. maturity factor)

_1+(M=2,5)-b(PD)

MF
1-1,5-b(PD)

8Genaue Zuordnungsdetails konnen auch hier wieder [3], S.58, entnommen werden.
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wobel
b(PD) = (0,11852 —0,05478 - ln(PD))Z.

Im IRB-Basisansatz ist die Restlaufzeit M mit einem Wert von 2,5 Jahren fest vorgeschrieben,
Wertpapierpensions- und dhnliche Geschifte erhalten einen Wert von 6 Monaten. Im fortge-
schrittenen Ansatz wird M intern berechnet, der Wertebereich liegt aber jedenfalls zwischen
einem und fiinf Jahren.'” Je nach Art des Ansatzes wird LGD intern geschiitzt oder dessen Wert
wird vorgegeben.

Der Value at Risk ist durch

O~ '(PD) + p®'(0,999)
- PD
Vi-p

vorgegeben. Dieser ist identisch mit dem modelltheoretischen Value at Risk zum Niveau @ =
0,999 aus Gleichung 4.18 bis auf die Subtraktion der Ausfallwahrscheinlichkeit p. Dieser Term
taucht in den neuen Anforderungen das erste Mal auf und spiegelt den Wunsch einer Reduktion
des Risikogewichts und daher der Eigenkapitalanforderungen wider.

VaR = © (4.22)

Der Korrelationskoeffizient p ist in dieser Forderungsklasse abhingig von der Ausfallwahr-
scheinlichkeit PD und durch

1= -50PD 1 - -50PD
p(PD) =0, 12(16—) +0, 24(1 - e—)

e—50 1 —e50

gegeben. Die Terme in den Klammern sind nicht negativ und summieren sich gegenseitig auf 1,
daher liegt der Korrelationskoeffizient immer im Intervall [0, 12; 0, 24].Eine Grolenanpassung
des Risikogewichts fiir Klein- und Mittelunternehmen findet in einer Anderung des Korrelati-
onskoeffizienten statt, indem der Jahresumsatz mit einfliet und somit p leicht verringert.

Der Bereich Retail wird wie oben beschrieben in drei Unterkategorien eingeteilt, dementspre-
chend gibt es auch fiir jede dieser Gruppen eine eigene Mindesteigenkapitalanforderung K. Die
Berechnung erfolgt in allen drei Féllen tiber

K =LGD - VaR,

wobei VaR wie in Gleichung 4.22 definiert ist und dem Value at Risk zum Niveau @ = 0,999
entspricht. Im Vergleich zur Berechnung fiir den Fall Unternehmen, Staaten und Banken (Glei-
chung 4.21) fillt also die Multiplikation mit dem Faktor MF weg. Die Einteilung in Unterka-
tegorien im Bereich Retail erfolgt nun, da sich die Berechnung des Korrelationskoeffizienten p
unterscheidet:

o Wohnwirtschaftliche Realkredite:

p=0,15

¢ Qualifizierte revolvierende Retailforderungen:

0 =0,04

YDetails siehe [3], Nr.320, S.77
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e Ubrigens Retail:

_ ,-35PD

pPD) = 0,037 g

| — =35PD
+0,16 (1 - e—)
Der Korrelationskoeffizient p(PD) liegt dabei (gleiche Argumentation wie im Unterneh-

mensfall) immer zwischen 0, 03 und 0, 16.

Beispielhafte Risikogewichte im IRB-Ansatz in Abhédngigkeit der Ausfallwahrscheinlichkeit
PD mit gegebenem LGD von 45% und einer Restlauftzeit M von 2,5 Jahren (ist zugleich
Benchmark-Restlaufzeit) werden in Tabelle 4.2 dargestellt.

Forderungsklasse | Unternehmens- | Wohn- I"Jbriges Retail-
PD kredite immobilien geschiift
0,03% 11.30% 4.15% 4.45%
0.10% 23.30% 10.69% 11.16%
0.25% 39.01% 21.30% 21.15%
0.50% 54.91% 35.08% 32.36%
1.00% 72.40% 56.40% 45.77%
2.00% 88.55% 87.94% 57.99%
5.00% 112.27% 148.22% 66.42%
10.00% 146.51% 204.41% 75.54%
20.00% 188.42% 253.12% 100.28%

Tabelle 4.2: IRB-Risikogewichte in Basel II [aus: [3], Anhang 3]

Fiir den Bereich Beteiligungen, die nicht im Handelsbuch gehalten werden, gibt es die Moglich-
keit zwischen dem marktbasierten Ansatz und dem PD/LGD-Ansatz zu wihlen. Die nationale
Bankenaufsicht gibt vor, welcher der beiden Ansitze verwendet werden muss. Im marktbasier-
ten Ansatz wird ebenfalls unterschieden, ob vorgegebene Risikogewichte verwendet werden
(einfache Risikogewichtsmethode) oder die jeweilige Bank ihre eigenen Modelle zur Berech-
nung verwendet (auf bankinternen Marktrisikomodellen basierende Methode). Im PD/LGD-
Ansatz wird im Prinzip nach dem IRB-Basisansatz fiir Unternehmenskredite vorgegangen.?

4.2.3 Kritik am Einfaktormodell

Da das Einfaktormodell, das auch in Basel II verwendet wird, sehr einschrinkend ist und viele
Annahmen trifft, die in der Praxis nicht zutreffen, wird immer wieder Kritik an diesem Modell
laut.

Zum einen wird von einem homogenen Portfolio ausgegangen, das heif3t kein Exposure verfiige
iber einen signifikanten Anteil. Zum anderen wird das Einfaktormodell selbst kritisiert, da es

20Unterscheidungen konnen in [3], Nr.350, S.83, nachgelesen werden.
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nur einen Faktor miteinbezieht.

Einen Vergleich des Einfaktormodells in Basel II mit verschiedensten anderen Modellen, die

gewisse Annahmen, die in Basel II getroffen werden, fallen lassen bietet Meier [2004], sieche
dazu Abbildung 4.5.
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Abbildung 4.5: Vergleich verschiedenster Modellerweiterungen von Basel 11
[aus: Meier [2004], S.258]

Dabei fillt auf, dass die Kapitalanforderungen im klassischen Einfaktormodell, wie es in Basel

IT verwendet wird, im Vergleich zu anderen verwendeten Modellen bis auf eine Ausnahme im-
mer hoher sind.

Meier [2004] meint zusammenfassend: ,, Der Einfaktoransatz ist am ehesten noch fiir das Ri-
sikomanagement regional tdtiger Institute geeignet, deren Schuldner eine starke Abhdngigkeit
vom Verlauf der lokalen Wirtschaft aufweisen. Dieser Ansatz macht branchenspezifische Klum-
penrisiken jedoch nicht transparent und unterstiitzt ein aktives Kreditportfoliomanagement nur
ungeniigend.

[...] Der Basel Il zugrunde liegende Einfaktoransatz blendet bestimmte Risiken bewusst aus und
delegiert sie an die Sciule 2 der zukiinftigen Eigenkapitalvereinbarung.

4.3 Erweiterungen

Im Einfaktormodell werden vereinfachende Annahmen getroffen, die in der Praxis allerdings
hiufig nicht mehr bestehen. In diesem Unterkapitel werden drei Moglichkeiten der Erweiterung
des Basismodells aufgezeigt. Alle drei ermoglichen eine geschlossene Darstellung des Value at
Risk des Verlustes. Aufbau und Inhalt der ersten zwei Unterkapitel sind an Wehrspohn [2003]
angelehnt, das letzte Unterkapitel wurde Kupiec [2007] entnommen.
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Die Annahmen in den einzelnen Unterkapiteln sind teilweise sehr einschridnkend, um gut hand-
habbare Formeln angeben zu konnen, allerdings zeigen sie sehr deutlich die Wichtigkeit auf,
die einzelnen Korrelationen in ein allgemeines Modell miteinzubeziehen.

4.3.1 Landerrisiko

Ein Risiko, das oft unterschitzt und daher in vielen Kreditrisikomodellen gar nicht oder nur
teilweise beriicksichtigt wird ist das Linderrisiko.?! So kann ein Unternehmen, das seinen Sitz
im Ausland hat, seinen Zahlungen nur nachkommen, wenn Geldtransfers uneingeschriankt mog-
lich sind. Dies muss aber aufgrund von politischen Krisen oder dhnlichem nicht immer der Fall
sein.?

Meist wird dieser Effekt dadurch kompensiert, indem ein grundsitzlich gut bewertetes Unter-
nehmen auf das meist niedrigere Rating seines Herkunftslandes herabgestuft wird und sich da-
her dessen Ausfallwahrscheinlichkeit erhoht. Oft wird iibersehen, dass es nicht nur ausgewdhlte
Unternehmen eines Staates trifft, sondern alle lokalen Firmen, die Geschifte im Ausland be-
treiben, diese aber vielleicht unterschiedlich stark. Diese Abhingigkeit (Korrelation) zwischen
dem Sitz eines Unternehmens und dessen Ausfallwahrscheinlichkeit soll im Folgenden in das
klassische Einfaktormodell miteinbezogen werden.

In diesem Modell werden zwei vereinfachende Annahmen getroffen. Zum einen spiegle das Ra-
ting eines Unternehmens dessen individuelle Kreditfidhigkeit dar, unabhiingig davon, wie dessen
Land bewertet wurde. Andererseits wird davon ausgegangen, dass Firmen entweder géinzlich
ohne Bezug zum Landerrisiko (und daher aus anderen Griinden) ausfallen oder aber alle Unter-
nehmen eines Landes fallen aus, sofern dieses zahlungsunfihig wird.

Satz 4.3.1 In einem homogenen Portfolio aus Unternehmen, von denen ein Bruchteil s € (0, 1)
seinen Sitz in einem anderen Land mit Ausfallwahrscheinlichkeit p. hat, ist die Verlustverteilung
iiber

N (—2x V!
P(L<x) = (l—pc)cl)(\/l p-® (LT%EAD) @ (p))+pcA(X), © < EAD - LGD

1, sonst
mit
0, x<s-EAD-LGD

ao=] (VT (e
\@

, sonst

und p. = P(Land fdllt aus) gegeben.

2! Ausnahmen stellen hier die zwei Kreditrisikomodelle Credit Portfolio View und das Credit Risk Evaluation
Model dar.

21m Folgenden wird immer von Léndern oder Staaten die Rede sein, dasselbe Argument lésst sich aber auch
auf Bundesldnder, Regionen oder dhnliches libertragen.
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Beweis Da der Verlust nicht groler als EAD-LGD werden kann gilt fiir den Fall x > EAD-LGD
immer P(L < x) = 1. Allgemein gilt wegen p. = P(Land fillt aus)

P(L < x) = (1 = p.)P(L < x|Land fillt nicht aus) + p.P(L < x|Land fillt aus) (4.23)

Bereits in Satz 4.1.1 wurde die Wahrscheinlichkeit angegeben, dass der Bruchteil jener Kredit-
nehmer, die Zahlungsausfall erleiden, kleiner gleich x ist:

‘ﬂ—pmkm—Q*@j
\o

Im Fall, dass das Land nicht zahlungsunféhig ist kann dlese Formel ohne Zusatziiberlegung

P(BSx):CD(

angewandt werden. Da L = LGD - EAD - D und damit ;-5-— D s = = D gilt folgt
1— (D 1 —1
P(L < x|Land fillt nicht aus) = @( (LG\’;EAD) v )] (4.24)
o

Wird nun das Land insolvent, so fallen nach der Annahme zu Beginn des Unterkapitels alle Un-
ternehmen mit Sitz in diesem Land aus und der Verlust betriigt mindestens s- LGD - EAD. Uber-
schreitet der Verlust diese Grenze, so miissen zusitzlich noch andere Unternehmen zahlungs-
unfihig werden. Soll nun der Gesamtverlust eine fixe Grenze x nicht iiberschreiten, so kann der
»sichere® Verlust vom Gesamtverlust abgezogen werden und es muss L(1—s) < x—s-LGD-EAD
gelten. Formt man diese Ungleichung nach D um kommt man auf folgendes Ergebnis:
L(l -s)<x—-s-LGD-EAD
LGD-EAD-D-(1-s)<x-s-LGD-EAD
D-(1-5)< S S—
LGD EAD
D < GD-EAD ~ S
-5
Eine Division durch LGD - EAD ist in diesem Fall ohne Umkehrung des Ungleichheitszeichens
immer moglich, da stets LGD - EAD > 0 gilt; auch 1 — s ist wegen s € (0, 1) immer positiv.
Zusammengefasst ergibt sich daher folgende Gleichung

- p0~! (2= — 07! (p)
P(L < x|Land fillt aus) = 4.25)
\Vp
Fiigt man nun Gleichungen 4.24 und 4.25 in 4.23 ein, kann die Verlustverteilung durch
_ Vl—P'Q)_I(m)—‘D_I(P)
P(L < x) = (1 pC)CD( 7 + pA(x), x<EAD-LGD (4.26)
1, sonst
mit
0, x<s-EAD-LGD
A =] [ Ve (mmE e g
()] 7 , sonst

bestimmt werden, was zu beweisen war. O
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Die Formel in Satz 4.3.1 ist zwar etwas komplexer als im Basismodell, allerdings kann die
Verlustverteilung noch immer in geschlossener Form angegeben und direkt implementiert wer-
den. Der direkte Vergleich des Einfaktormodells mit der Erweiterung wird in Abbildung 4.6
dargestellt.”® Ein groBer Unterschied zeigt sich um das Konfidenzniveau von 1 — p,, bei kleine-
ren und groBBeren Werten sind die einzelnen Modelle sehr dhnlich. Ersichtlich ist auch, dass in
jedem Fall ohne Miteinbeziehen des Lénderrisikos das Ausfallrisiko unterschétzt wird.

— | 1) ignaring country risk
5% — PLD including courtry risk
=P} with conventional integration of country risk

2%

0%

ontfalio exposure

Loss in percent of g

0 ne iR D208 0.9200
Confidence level

Abbildung 4.6: Einbeziehung des Lénderrisikos im Einfaktormodell
[aus: Wehrspohn [2003], S.10]

4.3.2 Abhangigkeit zwischen den Schuldnern

Hiufig entsteht Insolvenz eines Unternehmens durch die Zahlungsunfihigkeit eines wichtigen
Handelspartners desselben. Dieses Thema soll in diesem Unterkapitel besprochen werden.

Fillt in diesem Modell ein Unternehmen aus, so gleitet das von ihm abhéngige Unternehmen
mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit 7 selbst in die Zahlungsunfihigkeit (der Ausfall ei-
nes Unternehmens bedingt allerdings nicht zwingend den Ausfall seines Partners/Kunden). Im
Folgenden werde angenommen, dass ein Bruchteil v € [0, 1] aller Unternehmen von einem an-
deren in dieser Form abhiingig sind. Weiters wird davon ausgegangen, dass jede Firma nur von
einem Partner abhiingig ist und umgekehrt.

Das betrachtete Gesamtportfolio setze sich aus 4~ homogenen Portfolios zusammen. In diesen
liegen identische Werte fiir den ausfallbedrohten Betrag EAD, die Verlustquote LG D, die Aus-
fallwahrscheinlichkeit p sowie die Assetkorrelation p vor. Auch der systematische Faktor Y sei
fiir alle derselbe.

Betrachtet man mehrere Perioden, so wirkt sich diese Abhédngigkeit erst nach und nach aus.
In der ersten Periode fallen Unternehmen unabhingig voneinander aus. Diese Ausfille konnen
dann in der nichsten Periode Zahlungsschwierigkeiten bei anderen Unternehmen verursachen

BDiese wurde mit den Parametern p=0,05%, p. = 1%,p = 20%, LGD = 100%, s = 10% erstellt.
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und so weiter. Diese Idee wird im Folgenden prizisiert.

Satz 4.3.2 In einem Portfolio mit einer Abhdingigkeitsstruktur zwischen den einzelnen Schuld-
nern wie beschrieben kann das a-Quantil und daher auch der Value at Risk zum Niveau a nach
n Perioden durch

n

VaRi(L) ~ ap(@) +v ) ai(@) (4.27)

i=1

h
ag(@) = Y LGD; - EAD; - ®

=1

(‘D’l(pj) + x//o_jq)’l(a)]

und rekursiver Definition der weiteren Summanden

i—-1
ai(@) = 7~ ai (@) - [1 - ak<a)) (4.28)

k=0

approximiert werden.

Beweis a((@) ergibt sich direkt aus Gleichung 4.19, da in der ersten Periode noch keine Ab-
hingigkeiten vorkommen. Fiir den Fall v = 1 folgt aus dem starken Gesetz der groflen Zahlen,
dass der Bruchteil jener Unternehmen, die zwischen Periode i — 1 und i ausfallen genau dem
Erwartungswert 7 - a;_ (@) entspricht. Mit Wahrscheinlichkeit 1 sind aber schon Z};IO a(a) %
davon ausgefallen. Insgesamt ergibt sich daher Formel 4.28 und fiir den Spezialfall v = 1

Vari(L) = ap(a) + ) ai(a).
i=1

Ist v < 1 so muss dies beriicksichtigt werden, indem die Summe noch mit diesem Wert multi-
pliziert wird. o

Wehrspohn [2003] misst den Einfluss der Abhingigkeit zwischen einzelnen Schuldnern auf den
Portfoliogesamtverlust beziehungsweise dessen Value at Risk auch anhand numerischer Daten.
Dieser macht sich speziell fiir hohe Abhéngigkeiten und eine groe Anzahl von betrachteten
Perioden bemerkbar.

4.3.3 Stochastizitat von EAD und LGD

Im Basismodell des Ausfallrisikos und daher auch im Einfaktormodell wird meist davon ausge-
gangen, dass der ausfallbedrohte Betrag EAD sowie die Verlustrate bei Ausfall LGD determi-
nistische GroBen darstellen.

Dass diese Annahme nicht immer gerechtfertigt ist zeigen diverse Studien. So ist zum Beispiel
eine erhohte Variabilitdt von LG D innerhalb von Ratingklassen festzustellen. Bei Erhhung der
Ausfallwahrscheinlichkeit steigt auch der potentielle Verlust und die Wiedereinbringungsquo-
te RC = 1 — LGD sinkt. All diese Ergebnisse lassen auf einen Zusammenhang zwischen der
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Ausfallwahrscheinlichkeit und der Wiedereinbringungsquote beziehungsweise der Verlustquote
bei Eintritt eines Ausfalls schlieBen, der im traditionellen Einfaktormodell nicht beriicksichtigt
wird. Diverse praktische Beispiele zeigen auch einen Zusammenhang zwischen der Ausfall-
wahrscheinlichkeit und dem ausfallbedrohten Betrag EAD.

Im Folgenden sollen die Verteilungen von LGD sowie EAD durch Treppenfunktionen ange-
ndhert werden. Dadurch erreicht man einerseits, dass die einzelnen Variablen nicht mehr als
deterministisch angenommen werden miissen. Andererseits kann dadurch die Inverse der Ver-
lustverteilung beschrieben werden, deren Genauigkeit beliebig erhoht werden kann, indem man
die einzelnen Treppenfunktionen verfeinert.

Bezeichne Fx(x) die Verteilungsfunktion einer Variablen X mit x € [0, 1]. Dies wird im weiteren
Verlauf wichtig sein, das Modell aber nicht einschrianken, da nur Verteilungsfunktionen von
Variablen mit Wertebereich [0, 1] betrachtet werden.

4.3.3.1 Stochastizitat von LGD

Da LGD als Quote per Definition nur Werte im Intervall [0, 1] annehmen kann wird die Vertei-
lungsfunktion fiir LGD direkt betrachtet. Die Verlustquote des Ausfalls hingt in diesem Modell
vom jeweiligen Schuldner n = 1,..., N ab und wird daher mit Index geschrieben. LGD,, sei
abhingig von einem Faktor F,,, der selbst einem Einfaktormodell unterliegt:

Fn: \/P_FY+ Vl_pFEn,F

LGD, soll nun (in Abhéngigkeit von F,) durch

O, Bn,l < Fn
rlz’ Bn,2 < Fn < Bn,l
2, Bn,3 < Fn < Bn,Z
LGD,(F,) =" )
mT_l’ Bn,m < Fn < Bn,m—l
1, F, < Bunm
mit B, ,, < By -1 < ... < B, approximiert werden.
Nun gilt
FLGD(O) = P(LGD S 0) = P(Fn Z Bm,l)
= 1_P(FvnsBm,l): 1- FF,, (Bm,l)
——
=P
und daher

B,1 = ®'(1 = F15p(0)).
Allgemein kann dies mittels

B, =®'(1-Fpi-1),i=1,...m
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formuliert werden. Die Modellierung von LG D kann also zuriickgefiihrt werden auf die Model-
lierung der Schranken B. Je nach Portfoliozusammensetzung wird eine andere Verteilungsfunk-
tion Fyp gewidhlt werden.

Kupiec [2007] nennt als Beispiele die Beta(1.6,7)-Verteilung, die als rechtsschiefe Verteilung
gut zur Modellierung revolvierender Unternehmensanleihen® herangezogen werden kann, die
linksschiefe Beta(4,1.1)-Verteilung fiir revolvierende Retail-Kredite und die Beta(7,7)-Verteilung
als symmetrische Verteilung zur Modellierung von investitionswiirdigen Unternehmensanlei-
hen.

4.3.3.2 Stochastizitat von EAD

Dasselbe Prinzip kann nun auch auf den ausfallbedrohten Betrag EAD angewandt werden. Da-
zu sei ein maximaler Kreditrahmen M, gegeben. Dr,, bezeichne den Prozentsatz des maxi-
malen Kreditrahmens, der vom n-ten Schuldner am Beginn der betrachteten Periode tatsdch-
lich genutzt wird. Der Gesamtbetrag des n-ten Schuldners zu Beginn der Periode betrigt daher
Dr, - M,,. Insgesamt konnte innerhalb der Periode ein Betrag von (1 — Dr,o)M, aufgenommen
werden. Bezeichne 9, € [0, 1] jenen Bruchteil, der vom n-ten Schuldner tatsdchlich aufgenom-
men wird. Der Betrag am Ende der betrachteten Periode ist dann

Mn(DrnO + 5n . (1 - DrnO))~

Nun wird analog zu vorhin vorgegangen. ¢, sei abhdngig von einem Faktor G,,, der einem Ein-
faktormodell unterliegt, also die Gleichung

Gn = \/p_GY+ Vl ~ PGEnG

erfiillt. Dieses ¢ wird in Abhingigkeit von G durch eine Treppenfunktion angenéhert:

0’ Am,l < Gn

1

m’ An,2 < Gn < An,l
2

m’

An,3 < Gn < An,2
6n(Gn) = .

-1
mT’ An,m < Gn < An,m—l
la Gn < An,m

mit A, < Aym-1 <...<A,;. Auch hier gilt mit derselben Uberlegung wie vorhin

Ay =01 =Fs(i—1)),i=1,...,m.

4.3.3.3 Zusammenfiihrung

Ausgangspunkt in dieser Erweiterung ist das bereits bekannte Einfaktormodell aus Gleichung
4.1, das die Bonitétsindikatoren Y, spezifiziert:

V. = \pY + /1 —pe,,

2 Unter revolvierenden Krediten versteht man Kredite, die vom Kreditnehmer bis zur maximalen Hohe einer
Kreditlinie wiederholt in Anspruch genommen werden konnen
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wobei Y, €, ~ N(O, 1) und Y und €, sowie €, und ¢, stochastisch unabhéngig fiir n # m.

Ausfall tritt genau dann ein, wenn der Bonititsindikator eine vorgegebene Schranke K, unter-
schreitet: V,, < K,,. In diesem Fall ist der Ausfallindikator D,, aus der Basisgleichung

N
L= Z EAD, - LGD, - D,

n=1

gleich 1,das heift D, =1 & V, < K,.

Da nun EAD und LGD nicht mehr als deterministisch festgelegt werden, kommen nun noch
zwel Gleichungen, die der Grundidee des Einfaktormodells entsprechen, hinzu - jene fiir die
Variable 6,,(G,) fir EAD

G, = \/p_GY-i- \/1 — PGEnG mit

A= O 1 =Fs(i—1)),i=1,....m (4.29)
und jene fiir LGD,,(F,)

F,= \//)_FY+ \/1 — PFEnF mit
B,i=®'(1=Fgpi—=1)),i=1,...,m. (4.30)

Diese Gleichungen wurden bereits in den Kapiteln 4.3.3.1 und 4.3.3.2 hergeleitet. m bezeichnet
dabei die Feinheit der zwei Approximationen mittels Treppenstufen. Zu beachten ist auch, dass
alle drei Variablen V,, G, und F, den Faktor ¥ gemeinsam haben. Damit bleiben bedingt auf
eine Realisation y des Faktors Y nur mehr die idiosynkratischen Risiken iibrig. Da sich diese
nur auf einen einzelnen Kredit beziehen kann man hier von einer Unabhéngigkeit untereinander
ausgehen. Die bedingten Indikatorfunktionen sind also stochastisch unabhingig.

Mithilfe der Ausfallindikatoren

I, V,<K,
1k, (Vo) =

0, sonst

1, G,<A,;
lAm-(Gn) = {

0, sonst

la Fn < Bni
1, (F) =

0, sonst

kann nun die Verlustrate fiir den n-ten Kreditnehmer angegeben werden:

1 v 1 v
LoV, Gy ) = 1, (Vi) ([Drio +(1=Dro)— > 1A,,,.(Gn>] (% > 13,,,,.<Fn>]] :
i=1 i=1

Nun kann auf eine Realisation y des Faktors Y bedingt werden:

1 & 1 &
LV, G, FulY = y) = 1 (Vuly) - ((Drio + (1= Dr)— > 1A,1,.(Gn|y>) [% > 13,1,,.<Fn|y>]] .
i=1 i=1
4.31)
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Betrachtet man den Erwartungswert des Produkts dieser drei Indikatorfunktionen, so gilt auf-
grund der Unabhingigkeit der bedingten Verteilungsfunktion der einzelnen Variablen:

E (1x,(Valy) - 14,,(Galy) - 15,(Fuly)) = E(Lg, (Valy)) - E(14,(Guly)) - E(1p,(Fuly))

Dies kann direkt zur Berechnung der erwarteten Verlustrate in Gleichung 4.31 verwendet wer-
den und es ergibt sich

E(Ln(vna Gn,Fnly = y)) :E(lKn(Vn|y))

1 m 1 m
- ((Drio +(1=Dro)— > E(lAm.(an))) (;1 > E(lg,,,,.<Fn|y>>]] .
i=1 i=1

Die Erwartungswerte der Indikatorfunktionen konnen wegen der Annahme der Normalvertei-
lung explizit angegeben werden:

K, -
W [—\/ﬁy und analog

E(1k,(Valy)) =
" W=y
Ani — @y
Nl
B, — \/Ey

E(1,,(Galy)) = CD[

E(1,(F,ly) =

womit insgesamt

E@AWJLJMY:y»:Q[Ei;ﬂ@}

Ner

L o (A= VP || (L S5 o B = VoY
(vt S el

folgt.

Da die Verlustrate monoton fallend in y ist entspricht E(L,(V,,G,, F,|Y = ® (1 — @))) dem
a-Quantil der Funktion (und damit dem Value at Risk zum Niveau a). Wegen ®~!(1 — @) =
—®~!(a) sowie den Gleichungen 4.29 und 4.30 gilt somit im Spezialfall y = ®~!(1 — @)

©(p,) + PO (@)
vi-p
: ((Dr,.0 + (1= Drg)~ >o

(520

VaR.(L,) =0

@1 - Fs(i— 1) + V55®‘%a)n

V1 -pc
Q1 = Frop(i — 1) + yor® (@) ))
V1-pr .

Der erste Term entspricht exakt jenem aus Gleichung 4.18 - dies stellt den Value at Risk im Fall,
dass EAD und LGD deterministisch gewihlt werden dar. Der Unterschied im Vergleich zum
Basis-Einfaktormodell besteht also in der Multiplikation der letzten zwei Terme. Der mittlere
Term stellt dabei eine Approximation der bedingten Ausfallhéhe dar, der dritte Term spiegelt
eine Anndherung der bedingten Verlustrate bei Ausfall wider.

i=1
i=1
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4.4 Granularitatsanpassung

Das Konzept der Granularitdtsanpassung fiir den Fall des Einfaktormodells wurde von Gordy im
Jahr 2000 das erste Mal angedacht. Seither gab es zahlreiche Zusatziiberlegungen und Erweite-
rungen, zum Beispiel durch Wilde (2001), Phytkin und Dev (2002), Gordy und Liitkebohmert
(2007) aber auch durch Emmer und Tasche (2005). Deren Ansatz soll im Folgenden allgemein
vorgestellt und im Fall des Einfaktormodells prizisiert werden.

Die Idee der Granularitdtsanpassung findet sich auch im Kontext von Basel II wieder. Dort wird
im Internen Ratingansatz grundsétzlich davon ausgegangen, dass das betrachtete Portfolio per-
fekt diversifiziert (granular) ist, das heif3t, dass die idiosynkratischen Faktoren €, des einzelnen
Schuldners keinen Beitrag zum Portfoliorisiko leisten. Dies ist genau dann der Fall, wenn der
Anteil eines einzelnen Portfolios gegen Null geht und dessen unternehmensspezifisches Risiko
daher nicht mehr beriicksichtigt werden muss - eine genaue mathematische Definition findet
sich in Gleichung 4.16.2° Dies kann in der Praxis auf sehr groBe Portfolios zutreffen, ist aber
bei weitem nicht immer der Fall. Die Methode der Granularititsanpassung erlaubt es nun, kre-
ditnehmerspezifische Risiken miteinzubeziehen.

Die Grundidee besteht darin, den Portfolioverlust L in Abhingigkeit eines Faktors ¥ zu model-
lieren. Der auf Y bedingte Erwartungswert des Verlustes E(L|Y) soll den systematischen Teil
des Verlustes darstellen.?®

Zu Beginn soll ein Lemma formuliert werden, das im Laufe dieses Unterkapitels seine Anwen-
dung findet.

Lemma 4.4.1 (Faktorisierungslemma)

Sei (F,F) ein messbarer Raum und Y : Q — F eine Abbildung. Eine Abbildung X : Q — R
ist messbar beziiglich der von Y erzeugten Sigma-Algebra o(Y) = Y\ (F) genau dann, wenn
X = f(Y) fiir eine F -messbare Funktion f : F — R gilt.

Beweis »’ "<" Gilt X = f(Y) fiir eine messbare Funktion f, dann folgt
XY(B) = Y '(f {(B)) € oY) fiir alle B € B(R),

(wobei B die Borelsche o-Algebra der reellen Zahlen bezeichne), weil f~!(B) € ¥. Daher ist
X o(Y)-messbar.
"=" Um zu zeigen, dass X eine messbare Funktion von Y ist wird schrittweise vorgegangen:

(i) Sei fiir A € o(Y) X = I, eine Indikatorfunktion. Dann gilt A = Y~}(B) fiir B € ¥ und
somit

X(w) = Iy p)(w) = Ig(Y(w)), Yw € Q.

ZDie Risikogewichte in Basel II beinhalten einen Sicherheitsaufschlag, um nicht perfekt diversifizierte Risiken
zu beriicksichtigen. Zusitzlich gibt es auch dort die Moglichkeit der Granularitdtsanpassung, indem die Risikoge-
wichte noch einmal zusitzlich die Granularitdt der Bankportfolios miteinbeziehen (Details siehe [2] [2001]).

26Im Fall des Einfaktormodells wird Y jenes aus Gleichung 4.1 sein, der systematische Faktor.

?Tsiehe Eberle [2014].
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(ii) Gilt nun fiir A; € o(Y)und ¢; € R, dass X = Y}, ¢;l,,, so folgt

n

X =Y cils(Y)

i=1
mit A, = Y_I(Bl') fiir B; € F.

(ii1) Fiir eine beliebige nichtnegative, o(Y)-messbare Abbildung X : Q — R existiert eine
Folge (X,) von o(Y)-messbaren Funktionen mit X,, — X. Nach dem zweiten Punkt gilt
X, = fu(Y) fiir eine ¥ -messbare Funktion f,. Somit gilt

X =sup X, = sup f,(Y) = f(Y)
mit f = sup f, ¥ -messbar.

(iv) Fiir eine allgemeine o(Y)-messbare Abbildung X : Q — R sind sowohl X*als auch X~
messbare Funktionen von Y und daher auch X = X + X~ O

Istnun Y : Q — F eine Zufallsvariable, so ist E(L|Y) o(Y)-messbar und kann daher nach dem
Faktorisierungslemma als Funktion g in Abhéngigkeit von Y angegeben werden:

E(L|Y) =: g(Y),

wobel g eine reelle, messbare Funktion ist. Im Folgenden soll angenommen werden, dass g ste-
tig und monoton ist.2® Wie sich herausstellen wird ist g im Fall des Einfaktormodells monoton
fallend, daher wird auch hier im Folgenden nur dieser Fall betrachtet (das heif3t, der Fall, dass
g monoton steigend ist wird hier nicht diskutiert).

Allgemein gilt nun folgender Satz.

Satz 4.4.2 Seien zwei Zufallsvariablen L und Y gegeben. Die Funktion g(Y) = E(L|Y) sei stetig
und monoton fallend. Dann kann der Value at Risk der Variable L zum Niveau a durch

hy) &)

1 oVar(LlY =y)

qa(L) ® go(E(LIY)) = = 70 By

+ Var(L|Y = y)(
y:fﬂ—a(Y)

approximiert werden, wobei h die Dichte von Y darstellt.

Beweis Es gilt wegen L = E(L|Y) + L — E(L|Y) auch L = E(L|Y) + h(L — E(L|Y)) mit h = 1.
Diese an sich triviale Beobachtung kann nun genutzt werden, um die Taylorentwicklung zweiten
Grades des a-Quantils von L (und damit wegen Gleichung 3.2 auch des Value at Risk zum
Niveau «) angeben zu konnen:

q4o(L) = g (E(LIY) + h(L - E(LIY))) |
h=1

04,

~ qu(E(LIY)) + =

+— (E(L)Y) + h(L - E(LY)))
h=0 2 ahz th

(E(LIY) + h(L = E(L|Y)))

| 10%q,

BDjes stellt natiirlich eine Einschriankung dar, wird in Emmer und Tasche [2005] aber so angenommen, um
Kennzahlen wie Quantile leichter berechnen zu kénnen.
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Die Differenz g,(L)—q,(E(L|Y)) beschreibt dabei die Anpassung fiir den Fall eines nicht perfekt
diversifizierten Portfolios. Diese kann nicht in analytischer Form angegeben werden, deswegen
wird auf Ndherungen (hier in Form der Taylorentwicklung) zuriickgegriffen, siehe Gordy und
Litkebohmert [2007].

Die erste partielle Ableitung kann nach einem Ergebnis aus Gourieroux, Laurent und Scail-
let [2000] berechnet werden, indem beriicksichtigt wird, dass bei monoton fallendem g stets

qo(E(LIY)) = E(L|q1-o(Y)) gilt:

94
%(E(LIY) +h(L - EL|Y)) | = E(L - EQY)ELIY) = q.(E(L|Y)))

h=0
= E(L - E(LIg1-o(Y)))
= E(L) - E(E(Llq1-(Y))) = 0

=E(L)

Gourieroux, Laurent und Scaillet [2000] kann ein d@hnliches Ergebnis wie vorhin fiir die zweite
partielle Ableitung entnommen werden:
0%q,
Oh?

1 9 Var(LIY = y)h(y)
E(L)Y) + h(L — E(L|Y == e
(E(LIY) + h( (LIY))) hlo 2h(y) Ay g y:ql|am

B 1 oVar(LlY =y) h(@y) |
T O20) g0,
Var(LIY =y) 0 h(y)
20 )
3 1 oVar(LlY =y)
2-g0) 9y

_ (PO g
+ Var(LlY = y) ( hy) &) ) ¥=41-a(Y)

wobei A(y) die Dichte von Y darstellt.
Die dritte Gleichheit gilt wegen

9 h(y) NG -g0)—hy)-g"()
g (&'
_PO) k) -8"O)
IO ECD;
Ll 0y He) g0
h(y) dyg'(y) h(y)-g() ()
Zusammengefasst ergibt dies nun obige Gleichung. O

Betrachtet man nun das iibliche Einfaktormodell unter dem Basisausfallmodell, in dem

N
L= ZEAD,, .LGD, - D,

n=1

Vo = VoY + V1 —pu€,

D,=1eV, <K,

gelten, so kann die Gleichung in Satz 4.4.2 spezifiziert werden.
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Satz 4.4.3 Im Einfaktormodell kann der Value at Risk zum Niveau « durch

1 N
o(L) ~ g(q1-o(Y)) + ———— - Y EAD?-LGD?*
4all) = 8(@1-o (V) + 5o Z; 2+ LGD,
) [ \/p_n (P(Kn - \/qu_a(Y)](l _20 Kn - \/EQI—a(Y)]]
Vl_pn Vl_pn Vl_pn
gN(QI—a(Y))) K, - «ABqua(Y)]( [ﬁﬁl— \ﬂ5;qla(Y)))
Y ) 1-@
+(QI SRPTPNGG) [ Ny T |

approximiert werden.

Ein Spezialfall dieser Gleichung ergibt sich durch

N
on=p,K, = K, und ZEAD,,-LGDn: Ln=1,...,N

n=1

Das Produkt EAD,, - LGD, reprdsentiert dabei das relative Gewicht des n-ten Schuldners im
Gesamtportfolio. Insgesamt ergibt sich somit vereinfachend

K- \/ﬁql_am) [ P K- \/ﬁql_ﬂ)]]‘l g
qo(L) = @ +(2- X - » EAD. - LGD;-
VI-p I-p Vi-p Z‘
| VP w(K‘ \/ﬁql_a<Y>J(1_2®(K— @ql_am])
Ji=p Vi=p Vi-p
p K- +plia(Y) K — vpg1-o(Y) K — vpq1-o(Y)
W)= ] o) 1-@
+[CI1 D=1 Vi-p ( Vi-p )( ( Vi-p ]]]
Beweis Nach 4.7 gilt
g(Y) = E(LIY)
ul K, - \/p_nY]
= Y EAD, - LGD, - ®| —=— (4.32)
; [ Vl_pn

g(Y) ist in diesem konkreten Fall also monoton fallend in ¥, da ® monoton wachsend ist. Auch
die bedingte Varianz wurde bereits in Gleichung 2.6 hergeleitet:

N - —
Var(Liy)= Y EAD? - LGD? - @D[Kl_\/ﬂ)[l i Q(Kl_\/p—Y])
VI~ Pn VI~ Pn

Da Y standardnormalverteilt ist ist die dazugehorige Dichte durch h(y) = ¢(y) = \/#2? -exp [—%yz]

gegeben. Damit ist auch deren Ableitung bekannt: ¢’(y) = —y- Lﬂ -exp [— %yz]. Um obige Formel

V2r
vollstdandig angeben zu konnen wird noch der Quotient

n=1

¢ (@1-a(Y)) = V21 q_o(Y) - e 0@
e(qi-o(Y)) D re—05i-a(1)?
= _CII—Q(Y)-
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benotigt.

Die Approximation des a-Quantils des Verlustes ergibt sich durch Einsetzen in die Gleichung
aus Satz 4.4.2 und mehrmaliger Verwendung der Kettenregel. O

Emmer und Tasche [2005] zeigen anhand numerischer Beispiele, dass die Granularititsanpas-
sung im Fall hoher Konzentrationen zwischen den einzelnen Schuldnern zu falschen Aussagen
fiihren kann; existieren diese Konzentrationen aber nicht, so ist die Qualitidt der Approximation
sehr gut.
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Kapitel 5

Verallgemeinerung Einfaktormodell und
numerische Analyse

In Kapitel 4.1.1 wurde fiir das Einfaktormodell fiir ¥ und € eine Standardnormalverteilung
angenommen. Diese Annahme soll in diesem Kapitel fallen gelassen und mit anderen Vertei-
lungsannahmen verglichen werden. Das geschieht im Zuge einer numerischen Analyse. Diese
erfolgt an dieser Stelle, da sie sich einschlieBlich auf das Einfaktormodell bezieht. Im Kontext
des Kreditrisikos wird meist anstelle der Normalverteilung von einer t-Verteilung ausgegangen,
da diese bei geeigneter Wahl der Freiheitsgrade mehr Gewicht in den Réndern aufweist. Mit
steigender Anzahl an Freiheitsgraden kann die Normalverteilung durch die t-Verteilung ange-
nihert werden, sieche Abbildung 5.1.%

Vergleich Dichtefunktion NV, t-Vert.

04

03
\

Dichtefit.
02
I

0.1

00
I

Abbildung 5.1: Vergleich Dichtefunktion Normalverteilung, t-Verteilung

Eine Motivation zur Verwendung der t-Verteilung anstelle der Normalverteilung findet sich auch

29 Ab einer Anzahl an Freiheitsgraden von 30 kann man sagen, dass die t-Verteilung nahe an der Normalvertei-
lung ist, siehe Stoyanov, Rachev, Racheva-Iotova und Fabozzi [2011].
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in Frey, McNeil und Nyfeler [2001] wieder:

[...] Some of these copulas, such as the t copula possess tail dependence and, in contrast to
the multivariate normal, they have a much greater tendency to generate simultaneous extreme
values. This effect is highly important in latent variable models [...].

5.1 Mathematische Grundlagen

Im Fall allgemeiner Verteilungen gelte fiir die Bonitétsindikatoren

Vu= \/p_nY+ Vl — Pnén, (5.1)

wobei ¥ ~ G und €, ~ H, und Y und ¢, sowie €, und ¢, stochastisch unabhingig fiir n # m.
Weiters bezeichne F, die Verteilung von V,, diese ist aufgrund obiger Gleichung von G und H,,
abhiéngig.

Auch in diesem Fall wird ein homogenes Portfolio betrachtet, das heifit p, = p,p, = p und
damit auch K, = K,Yn=1,...,N.

Schon in Gleichung 4.4 wurde auf die Beziehung zwischen der Ausfallschranke K und der
Ausfallwahrscheinlichkeit p verwiesen. In allgemeiner Form gilt dies auch hier:

p=PV,<K)=F,K)=K=F,'(p). (5.2)
Im Fall allgemeiner Verteilungen gilt folgender Satz.

Satz 5.1.1 Bezeichne D := D +... Dy die Anzahl an Ausfdllen in der betrachteten Zeitperiode.
Nimmt man an, dass die Defaultvariablen D, unabhdngig sind, so gilt fiir die Wahrscheinlich-
keit, dass genau n Schuldner ausfallen:

_a_ [TV F'® -\ (, _ 7' (P) = \py
N = [ = I

wobei g die Dichtefunktion zur Verteilung G des systematischen Faktors Y bezeichnet.
Die Verteilungsfunktion der Ausfille - die Wahrscheinlichkeit, dass bis zu n Schuldner ausfallen
- berechnet sich iiber

X (M (FL@ =\ () (P
P(DS”)‘;L(i)(H’( JT=p D(l H[ N )) sy 6D

Beweis Der Beweis geht analog zum Fall der Standardnormalverteilung, sieche Kapitel 4.1.1
und wird daher an dieser Stelle nicht gebracht. O

Wie auch im Fall der Standardnormalverteilung fiir Y und € kann die Verlustverteilung in einem
Portfolio, in dem die Anzahl der Schuldner N beliebig grol wird, N — oo, in geschlossener
Form angegeben werden.
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Satz 5.1.2 In einem Portfolio, in dem die Zahl N der Schuldner gegen Unendlich geht, N — oo,
und F, .= F,H,=HVn=1,...,N kann die Verlustfunktion durch

A —— -1
PD<n=1-c| PN -pH® (5.5)

\/ﬁ

angegeben werden.

Beweis Auch in diesem Fall kann der Beweis analog zum Fall der Standardnormalverteilung
erbracht werden, siehe Satz 4.1.1. O

Auch fiir den Value at Risk im Falle allgemeiner Verteilungen kann eine Aussage getroffen
werden.

Satz 5.1.3 Fiir den Value at Risk zum Niveau « in einem homogenen Portfolio mit EAD, =
LGD, =1Vnsowie F, .= F,H, = HVn gilt:

F\(p) - V5G‘%1—cw]
yl-p

fiir N grof3 genug. Wird auf die Einschrinkung EAD, = LGD, = 1 verzichtet, aber weiterhin
angenommen, dass EAD, = EAD und LGD,, = LGD, Vn, so muss der Wert in Formel 5.6 noch
mit EAD - LGD multipliziert werden.

VaRdiZ)zl%[ (5.6)

Beweis Der Beweis geht analog zum Fall des klassischen Einfaktormodells, sieche Kapitel 4.2.1.
O

Im konkreten Fall der t-Verteilung mit v Freiheitsgraden anstelle der Normalverteilung fiir G
und H, im allgemein gehaltenen Einfaktormodell 5.1 ergibt sich folgende Form:

= 3 (vBay + T pie)

wobei Y, ¢, ~ N(0,1) und Z ~ Xf und Y und ¢, sowie €, und ¢, stochastisch unabhéngig fiir
n # m. Damit folgen nach Definition \/g Y und \/gen einer 7-Verteilung mit v Freiheitsgraden.
Nach Konstruktion ist somit auch V,, t-verteilt: V,, ~ ¢,.

Daher gilt in Satz 5.1.1, 4.1.1 sowie in Satz 5.1.3,dassG=H,=F, ~t,VYn=1,...,N.
Aufgrund der Symmetrie der t-Verteilung lisst sich Gleichung 5.6 zu

w%p»+vﬁﬁ%aq
yl-p

VaR,(Ly) ~ rv( (5.7)

vereinfachen.
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5.2 Numerische Analyse

Dieses Unterkapitel - die Simulationsstudie - ist an Butenko [2014] angelehnt. Ziel ist es, die
empirische Verlustverteilung mittels Monte-Carlo-Simulation zu berechnen und daraus Aussa-
gen iiber diverse Risikokennzahlen wie den Erwartungswert oder den Value at Risk (in Abhin-
gigkeit der gewdhlten Verteilung) treffen zu konnen. Alle vorliegenden Beispiele wurden in R
erstellt.

Die Vorgehensweise der Simulation in den folgenden Beispielen beruht immer auf folgendem
Schema:

1. Fixiere die Grof3e des Portfolios NV sowie die Anzahl der Monte-Carlo-Simulationen Ny,
2. Fixiere die zu betrachtende Verteilung F' (N(0, 1) oder ¢,).

3. Firi =1,..., Nyc berechne den Portfolioverlust L;, der sich aus dem i-ten Simulations-
schritt ergibt, wie folgt:

(a) Erzeuge unabhingige Zufallsvektoren p, p, EAD, LGD der Linge N, indem aus einer
vorgegebenen Verteilung simuliert wird

(b) Erzeuge unabhingige Zufallsvektoren Y, €, ..., ey ~ F. Daraus ergibt sich

Vo= oY + 1 —pu&, n=1,....N

(c) L; berechnet sich schlieBlich iiber

N
L= EAD,-LGD, 1y (5-8)

n=1

Werden gewisse Parameter deterministisch vorgegeben, so entfillt Punkt 3a (ganz oder teilwei-
se).

Nun werden verschiedenste Beispiele betrachtet. Der jeweilige Code findet sich im Projekt, das
im Zuge dieser Masterarbeit entstanden ist.

Beispiel 2 Das erste Beispiel in diesem Unterkapitel ist an Martin, Reitz und Wehn [2006],
Beispiel 3.4, angelehnt. Dabei werden die Parameter EAD, = LGD,, = 1 Vn =1,..., N sowie
p = 0.1 und auch die Ausfallwahrscheinlichkeit p (siehe Tabelle 5.1) auf fixe Werte gesetzt
und die Auswirkungen der einzelnen Verteilungsannahmen fiir Y und € untersucht. Es wird von
einem Portfolio mit N = 2000 Schuldnern ausgegangen, pro Portfolio werden Ny = 10000
Simulationen durchgefiihrt.

Den Ergebnissen, siehe Abbildung 5.2, kann man entnehmen, dass fiir eine t-Verteilung mit 100
Freiheitsgraden eine sehr, sehr grofie Ahnlichkeit mit der Normalverteilung besteht, auch fiir 10
Freiheitsgrade erkennt man eine Ahnlichkeit.
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Kategorie 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Anzahl Kredite | 150 | 200 | 150 | 300 | 450 | 200 | 150 | 200 | 100 | 100
p (in Prozent) | 0.09 | 0.14 | 0.4 | 0.81 | 0.82 | 098 | 1.17 | 1.27 | 1.79 | 1.84

Tabelle 5.1: Ausfallwahrscheinlichkeiten, Beispiel 2
aus: Martin, Reitz und Wehn [2006], Beispiel 3.4
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Abbildung 5.2: Verlustverteilung fiir p = 0.1, EAD = LGD =1

Beispiel 3 Durch Fixieren der Variablen EAD,,, LGD,,, p,,n = 1,..., N sowie p sollen nun die
Schdtzer der einzelnen Risikomafe der zufdlligen Verlustquote

N
— EAD,
Ly = E W;N) -LGD,, - D,, mit W;N) = m (5.9)
m=1 m

n=1

durch Monte-Carlo-Simulation berechnet und infolgedessen mit den analytischen Werten ver-
glichen werden. Setze EAD := EAD, = 1, LGD := LGD,, = 1Vn=1,...,N, p = 0.1. Dann
gilt wiV = # Die Ausfallwahrscheinlichkeiten p seien wie in Tabelle 5.1 mit jeweils halber
Anzahl an Krediten gegeben. Daher wird von einem Portfolio mit N = 1000 Schuldnern ausge-
gangen. Die Anzahl der Monte-Carlo-Simulationen betrage 10000. Die Ergebnisse finden sich

in Tabelle 5.2.

Durch Bildung des Erwartungswerts in Gleichung 5.9 ergibt sich insgesamt fiir den Erwar-
tungswert der zufdlligen Verlustquote in diesem Beispiel:

| N
E(Ly) = - LGDZ pn = 0.00851
n=1
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t-Vert. NV
v=2 | v=10 | v=100
EL | 0.00889 | 0.00808 | 0.00855 | 0.00845
std ] 0.02319 | 0.00691 | 0.00863 | 0.00853
VaRyeo | 0.01200 | 0.01500 | 0.01900 | 0.01900
VaRyes | 0.01400 | 0.02000 | 0.02500 | 0.02500
ECoo | 0.00311 | 0.00692 | 0.01044 | 0.01055
ECpos | 0.00511 | 0.01192 | 0.01644 | 0.01655

Tabelle 5.2: Schitzer Risikokennzahlen, Beispiel 3

Da Ly nur von den (in diesem Fall) deterministischen Variablen EAD, LGD und p, abhdngig
ist ist auch der Erwartungswert E(Ly) unabhingig vom gewdiihlten Modell, also fiir alle Mo-
delle konstant. Die restlichen Kennzahlen hingegen sind abhdngig vom gewdhlten Modell. Die
Varianz kann aus Gleichung 5.9 iiber

N N
Var(Ly)= > > wl" - LGD, - W' - LGDyy - pun - 5+ o
n=1 m=1
TR
= ﬁzzpan—nO—m
n=1 m=1
berechnet werden. Dabei bezeichne o, := 0(D,) = \/p,(1 — p,) die Varianz von D,, und p,,, :=

p(D,, D,,) die Ausfallkorrelation. Nach Martin, Reitz und Wehn [2006] kann diese im Fall der
Normalverteilung fiir Y und € durch

— (I)Z(q)_l(pn)’ (I)_l(pm), E) — PnPm
T WO m ’

nm

wobei ©, die Verteilungsfunktion einer bivariaten Normalverteilung mit Mittelwertsvektor u =

1
chung ergibt sich dann als Wurzel aus der Varianz. Im Fall einer t-Verteilung ersetze iiberall
die Verteilungsfunktion der Normalverteilung durch die der t-Verteilung.
Der Value at Risk ergibt sich dabei aus den Gleichungen 4.18 und 5.7, jeweils durch Multipli-
kation mit wW und LGD und anschliefender Summation. Da das okonomische Kapital durch
den Value at Risk und den Erwartungswert definiert ist bedarf es zu dessen Berechnung keiner
gesonderten Formel.

(0,0) und Korrelationsmatrix ¥ = (/1) p ) bezeichnet, berechnet werden. Die Standardabwei-

Die simulierten Werte in Tabelle 5.2 sind in allen Fdllen sehr nahe an den theoretischen aus
Tabelle 5.3. Die theoretische Formel fiir den Value at Risk gilt nur fiir grof3e Werte von N (Anzahl
der Kredite) als gute Niherung fiir den tatsdchlichen Wert, dies ist hier bei N = 1000 schon der
Fall.

Beispiel 4 Das dritte Beispiel dieses Unterkapitels erfolgt in Anlehnung an Butenko [2014].
Dort werden (aufgrund historischer Erfahrungswerte) folgende Annahmen fiir die Simulation
der einzelnen Parameter getroffen: LGD ~ U(0.5,1), EAD ~ U(0,1), p ~ U(0.01,0.075),
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t-Vert. NV
v = 2 ‘ vy = 10 v = 100
Erwartungswert 0.00851 | 0.00851 | 0.00851 | 0.00851

Standardabweichung 0.03858 | 0.01814 | 0.00937 | 0.00816
Value at Risk, @ = 0.90 0.00921 | 0.01442 | 0.01773 | 0.01819
Value at Risk, @ = 0.95 0.01025 | 0.01850 | 0.02346 | 0.02414

Okonom. Kapital, @ = 0.90 | 0.00070 | 0.00591 | 0.00922 | 0.00968
Okonom. Kapital, @ = 0.95 | 0.00174 | 0.00999 | 0.01495 | 0.01563

Tabelle 5.3: Risikokennzahlen, Beispiel 3

o ~ U(0.3,0.6). Dabei bezeichnet U(a, b) die Gleichverteilung im Intervall (a,b). Im Gegen-
satz zu Beispiel 3 werden die Parameter hier also nicht fixiert, sondern simuliert. Die Anzahl
der Monte-Carlo-Iterationen liege bei 50000, die Anzahl der Kredite bei 1000. Ziel ist es nun,
verschiedenste Kennzahlen fiir die einzelnen Verteilungen zu berechnen und zu analysieren.

Unter den oben genannten Annahmen erhalten wir das Ergebnis in Tabelle 5.4.

t-Vert. NV
yv=2 | v=10 | v=100
Erwartungswert 1891 | 16.47 15.93 15.88
Standardabweichung 42.76 | 32.18 29.74 | 29.46

Value at Risk, @ = 0.90 25.17 | 40.67 | 44.57 | 4548
Value at Risk, @ = 0.95 53.26 | 69.95 | 73.27 | 73.65
Value at Risk, @ = 0.99 287.65 | 171.34 | 152.22 | 148.48
Okonom. Kapital, @ = 0.99 | 268.75 | 154.87 | 136.29 | 132.61
Expected Shortfall, = 0.90 | 103.02 | 91.29 | 88.50 | 88.30
Expected Shortfall, = 0.95 | 171.02 | 129.99 | 120.17 | 119.13

Tabelle 5.4: Schitzer Risikokennzahlen, Beispiel 4

Bildung des Erwartungswerts in Gleichung 5.8 ergibt in diesem Fall, da die einzelnen Parame-
ter zwar nicht mehr deterministisch, aber unabhdngig und gleichverteilt sind*°

N
E(L) = Z E(EAD,) - E(LGD,) - E(p,) = (0.5-0.75 - 0.0425) - N = 15.94

n=1

Auch in diesem Fall liefern die Normalverteilung sowie die t-Verteilung brauchbare Schditzer
fiir den Erwartungswert. Da die einzelnen Parameter nun nicht mehr deterministisch sind, kon-
nen fiir die anderen Risikokennzahlen keine geschlossenen Formeln mehr angegeben werden.

Auffdllig ist, dass der Value at Risk zum Niveau a = 0.90 sowie a = 0.95 mit zunehmender An-
zahl an Freiheitsgraden steigt, zum Niveau a = 0.99 aber sinkt. Der Expected Shortfall nimmt

ODer Erwartungswert einer auf dem Intervall (a, b) gleichverteilten Zufallsvariable ist 0.5 - (a + b).
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fiir eine sinkende Anzahl an Freiheitsgraden einen immer hoheren Wert an, es kann also bei
Uberschreitung des Value at Risk durchschnittlich mit einem hoheren Verlust gerechnet werden.
Um die einzelnen Verteilungsannahmen fiir Y und € besser vergleichen zu konnen, sollen noch
die Werte der oben tabellarisch erfassten Risikokennzahlen der t-Verteilung in relativem Ver-
hdltnis zu denen der Normalverteilung erfasst werden, siehe Tabelle 5.5.

t-Vert. NV
y=2|v=10|v =100
Erwartungswert 119% | 104% | 100,3% | 100%

Standardabweichung 145% | 109% | 101% | 100%
Value at Risk, @ = 0.90 55% | 89% 98% 100%
Value at Risk, @ = 0.95 72% | 95% 99% 100%
Value at Risk, @ = 0.99 194% | 115% | 103% | 100%

Okonom. Kapital, = 0.99 | 203% | 117% | 103% | 100%
Expected Shortfall, @ = 0.90 | 117% | 103% | 100,2% | 100%
Expected Shortfall, @ = 0.95 | 144% | 109% | 100,9% | 100%

Tabelle 5.5: Schitzer Risikokennzahlen - relative Verhiltnisse, Beispiel 4

Beispiel 5 Dieses Beispiel dient der Weiterfiihrung von Beispiel 4. Die Annahmen fiir die ein-
zelnen Parameter seien dieselben, nur wird nun ein wesentlich kleineres Portfolio betrachtet. Es
werde von 200 Krediten ausgegangen. Ziel ist es wieder, die Schditzer der Risikokennzahlen zu
berechnen und mit jenen aus Beispiel 4 zu vergleichen. Das Ergebnis findet sich in Tabelle 5.6.

t-Vert. NV

v=2|v=10 | v =100
Erwartungswert 3.74 | 3.28 3.15 3.20
Standardabweichung 8.44 | 6.51 5.95 6.03

Value at Risk, @ = 0.90 5.43 8.21 8.96 9.19
Value at Risk, @ = 0.95 10.68 | 14.33 14.67 | 15.14
Value at Risk, o = 0.99 54.84 | 3430 | 29.79 | 30.29
Okonom. Kapital, « = 0.99 | 51.11 | 31.02 26.64 | 27.09
Expected Shortfall, @ = 0.90 | 20.43 | 18.49 17.65 | 18.02
Expected Shortfall, @ = 0.95 | 33.65 | 26.27 23.89 | 24.25

Tabelle 5.6: Schitzer Risikokennzahlen, Beispiel 5

Analog zu vorhin ldsst sich der erwartete Verlust berechnen. Dieser liegt in diesem Fall bei
E(L) =0.01594 - N = 3.188, da N = 200.

Fiir ein kleineres Portfolio wie in diesem Fall ergeben sich kleinere Werte fiir alle Kennzahlen:
den Erwartungswert, die Standardabweichung, den Value at Risk und infolgedessen auch das
Okonomische Kapital, den Expected Shortfall. Der Unterschied zwischen den Risikokennzahlen
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fiir die jeweiligen Verteilungsannahmen ist in diesem Fall aber (absolut betrachtet) nicht mehr
so stark wie in Beispiel 4.

t-Vert. NV
v=2|v=10 | v=100
Erwartungswert 117% | 102% 98% 100%

Standardabweichung 140% | 108% 99% 100%
Value at Risk, @ = 0.90 59% | 89% 97% | 100%
Value at Risk, @ = 0.95 1% | 95% 97% | 100%
Value at Risk, @ = 0.99 181% | 113% 98% | 100%

Okonom. Kapital, @ = 0.99 | 189% | 115% 98% | 100%
Expected Shortfall, « = 0.90 | 113% | 103% 98% | 100%
Expected Shortfall, @ = 0.95 | 139% | 108% 99% | 100%

Tabelle 5.7: Schitzer Risikokennzahlen - relative Verhiltnisse, Beispiel 5

Was die relativen Verhdltnisse der einzelnen Verteilungsannahmen zueinander betrifft, siehe
Tabelle 5.7, so macht es nicht viel Unterschied, ob ein grofles Portfolio mit 1000 Krediten oder
ein eher kleineres mit 200 Krediten betrachtet wird. Geringfiigige Unterschiede ergeben sich
durch die Ungenauigkeit der Simulation.

Beispiel 6 Im Folgenden wird von den gleichen Annahmen fiir die einzelnen Parameter wie in
Beispiel 4 ausgegangen. Die Anzahl der Monte-Carlo-Iterationen sei 20000, die Anzahl der
Kredite in einem Portfolio 2000. Nun soll der empirische Value at Risk zu verschiedenen Kon-
fidenzniveaus fiir die einzelnen Verteilungsannahmen fiir Y und € geplottet und verglichen wer-
den. Das Ergebnis der Simulation findet sich in Abbildung 5.3.

NV
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Var zum Niveau alpha
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Abbildung 5.3: Value at Risk zu verschiedenen Konfidenzniveaus, Beispiel 6
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Auch an diesem Beispiel ist die Anndherung der t-Verteilung an die Normalverteilung mit
steigender Anzahl an Freiheitsgraden gut ersichtlich. Bis zu einem Konfidenzniveau von ca.
a = 0.97 liegt der Wert des Value at Risk fiir die t-Verteilung unter dem Wert der Normalvertei-
lung, danach ist es umgekehrt.

5.3 Zusammenfassung

In den vorhergehenden zwei Unterkapiteln wurde eine allgemeine Form des Einfaktormodells
zur Modellierung des Kreditrisikos betrachtet. Dabei wurde in Gleichung 4.1 die Annahme der
Standardnormalverteilung fiir Y und €,,n = 1, ..., N fallengelassen und durch die Annahme der
t-Verteilung mit v Freiheitsgraden ersetzt. Diese Verteilung wird im Kontext des Kreditrisikos
hdufiger verwendet, da sie bei geeigneter Wahl der Freiheitsgrade mehr Gewicht in den Rén-
dern als die Normalverteilung aufweist, aber analytisch trotzdem gut handhabbar bleibt. Weiters
kann eine obere sowie untere Tail-Abhingigkeit ungleich Null erreicht werden.

Ziel des Projekts war es daher, verschiedene Verteilungsannahmen fiir Y und € zu untersuchen:

e Yunde, ~ N0, 1)

e Yund ¢, ~ t, fiir verschiedene Werte von v

Im theoretischen Teil wurde gezeigt, dass sich die Ergebnisse, die in Kapitel 4 fiir den Fall der
Standardnormalverteilung hergeleitet wurden, eins zu eins auf den Fall der t-Verteilung iiber-
tragen lassen.

Um die Auswirkungen dieser verdnderten Verteilungsannahme zu betrachten widmete sich der
zweite Teil dieses Kapitels einer Simulationsstudie. Dabei wurde die empirische Verlustvertei-
lung mittels Monte-Carlo-Simulation berechnet, infolgedessen konnten diverse Risikokennzah-
len miteinander verglichen werden.?!

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass Erwartungswert und Standardabweichung fiir eine
sinkende Anzahl an Freiheitsgraden wachsen. Fiir ein Konfidenzniveau von @ = 0.90 oder 0.95
steigt der Wert des Value at Risk bei steigender Anzahl an Freiheitsgraden der t-Verteilung, fiir
a = 0.99 verhilt es sich umgekehrt. Dies bestétigt (im Fall von deterministischen Werten fiir
EAD, LGD, p und rho) auch der Vergleich mit den theoretischen Werten.

Der erwartete Verlust bei Uberschreitung des Value at Risk (Expected Shortfall) zu den Niveaus
a = 0.90 und 0.95 sinkt fiir steigende Anzahl an Freiheitsgraden.

Die empirische Analyse zeigte, dass keine generelle Aussage liber die Beziehung des Value at
Risk der t-Verteilung und der Standardnormalverteilung getroffen werden kann. Je nach Werten
fiir die Assetkorrelation, die Ausfallwahrscheinlichkeit und das Konfidenzniveau liegt der Wert
des Value at Risk im Fall der t-Verteilung iiber beziehungsweise unter dem der Standardnor-
malverteilung.

Weiters konnte anhand zweier Beispiele gezeigt werden, dass der relative Unterschied der t-
Verteilung zur Standardnormalverteilung unabhéngig von der GroBe des betrachteten Portfolios
ist.

3'Weitere numerische Untersuchungen kénnen im Projekt, das zu dieser Masterarbeit entstand, nachgelesen
werden.



Kapitel 6

Mehrfaktormodelle

Im Einfaktormodell wurde von einem Faktor ausgegangen, der die Bonitétsindikatoren beein-
flusst, im Mehrfaktormodell sind es dementsprechend mehrere Faktoren, die Auswirkungen auf
die Bonititsindikatoren haben.

Eine Motivation zur Verwendung eines Mehrfaktormodells statt des Einfaktormodells gibt Wil-
son [1998]. Er zeigt in Abbildung 6.1, dass ein einziger Faktor nur 77,5% der gesamten Va-
riation der Ausfallraten in ausgewdhlten Lindern wiedergibt. Dies entspricht dem Anteil des
systematischen Risikos, der durch die meisten Einfaktormodelle beschrieben wird.

. Factor 1 Factor 2 D Factor 3 Rest

Total

Moody's

United
States

Japan

United
Kingdom

Germany

0 percent 100 percent

Note: The factor 2 band for Japan is 79.7; the factor 3 band for the
United Kingdom is 82.1.

Abbildung 6.1: Motivation Mehrfaktormodelle
[aus: Wilson [1998], S.74]

Weiters konnen Mehrfaktormodelle ein wesentlich differenzierteres Bild des Portfoliorisikos
abgeben. Dies bedeutet insbesondere eine Beriicksichtigung der lander- und branchenspezi-
fischen Gegebenheiten sowie die Moglichkeit, Korrelationen zwischen einzelnen Schuldnern
besser abbilden zu konnen.
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Die genaue Spezifikation eines Mehrfaktormodells hiangt von der jeweiligen Herangehensweise
ab - einige Ansitze werden in diesem Kapitel prisentiert. Kapitel 6.1 beschreibt den einfachsten
Fall im Mehrfaktorkontext: Das Zweifaktormodell. Dieses wird zuerst allgemein vorgestellt, im
Weiteren erfolgt ein Vergleich mit dem Einfaktormodell aus Basel II. Im Fall mit mehr als zwei
Faktoren gibt es sehr unterschiedliche Herangehensweisen: Sehr weit verbreitet ist eine hier-
archische Struktur der Faktoreinfliisse, aber es wird auch ein allgemeiner Ansatz ohne diese
Hierarchie prasentiert. Ein Schwerpunkt in diesem Unterkapitel liegt auf der Anwendung von
Copulas fiir Mehrfaktormodelle.

6.1 Zweifaktormodell

Ein Modell, das zwei statt einen Faktor beriicksichtigt bringt viele Vorteile gegeniiber einem
Einfaktormodell. In diesem Unterkapitel wird das Zweifaktormodell theoretisch betrachtet, um
die Verlustverteilung herzuleiten. Die Berechnung dieser kann man auf das Losen eines Dop-
pelintegrals zuriickfiihren. Im zweiten Teil wird das Zweifaktormodell mit dem Einfaktormo-
dell verglichen. Dabei wird sich herausstellen, dass letzteres sehr einfach und gut handhabbar
ist, aber dazu neigt, hohere Kapitalanforderungen zu stellen.

Der Ansatz in diesem Unterkapitel folgt weitestgehend Cespedes und Martin (2002).

6.1.1 Modelldefinition

Im Zweifaktormodell, das an dieser Stelle prasentiert wird, geht man von zwei korrelierten Fak-
toren Y1, Y, aus. Es wird angenommen, dass es zwei Typen von Unternehmen A und B gibt, die
von jeweils einem Faktor beeinflusst werden. Weiters wird angenommen, dass es keine Unter-
nehmen geben kann, die von beiden Faktoren beeinflusst werden.

Diese Faktoren konnen zum Beispiel linderspezifische Variablen sein (wie etwa die Ausfall-
wahrscheinlichkeit des jeweiligen Landes). Geht es nun einem Land finanziell nicht so gut, so
wird sich das auch auf alle Firmen mit Sitz in diesem Land auswirken.

Die Bonititsindikatoren V4 und V2 fiir Firmen vom Typ A beziehungsweise B folgen einem
Einfaktormodell

V= \piY1 + V1 - pien,
anj = \/p_QYZ + \/1 — P26 m5 wobei

Yi,Ys, €l Em % N(0, 1)

Die Korrelation zwischen den beiden Faktoren wird iiber

Y, =pyY1 + \/1—9%/57 (6.1)

py = Corr(Y,,Y,), wobei
iid

YI’YZaé: ~ N(O’ 1)
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beriicksichtigt.

Ausfall tritt ein, wenn die Bonititsindikatoren eine Schranke K; beziehungsweise K, unter-
schreiten. In diesem Fall konnen die bedingten Ausfallwahrscheinlichkeiten wie im Einfaktor-
Fall durch

payn) = P(Vy < Ki|Y1 = y))
@ CI)(—K1 _ \/p_1y1] und
Vi-p1
() = P(Vy < Ko|Ys = )
@D (D(Kz - \/P_M]
NEr

angegeben werden.

Nach dem starken Gesetz der grolen Zahlen gilt in einem Portfolio mit sehr vielen Schuldnern
(N — o), dass der Bruchteil der zahlungsunfdhigen Schuldner X fast sicher der Ausfallwahr-
scheinlichkeit entspricht:?

P(X =nipa(y1) + moppy)lY1 =y, Yo =y) =1,

wobei n, (ng) den Anteil der Firmen Typs A (B) im Gesamtportfolio angibt. Dies kann nun mit
der Turmeigenschaft dazu verwendet werden, die Wahrscheinlichkeit, dass weniger als x% der
Schuldner ausfallen zu berechnen:

P(X < x)=EPX < x|Y1 =y1,Y2 = y))

= f f PXX < xlYy =y, Y2 =y2) - o1, y2)dy1dy,

= f f P(X = nipa(y1) + nopp(y2) < x1Y1 = y1, Y2 = y2) - o(y1, y2)dy1dy

:ff e(y1,y2)dy dy> (6.2)
A

mit A = {(y1,y2) : mpa(y1) + nopp(y2) < x}. Nun gilt es (in Abhiingigkeit von n; und n,)
herauszufinden, welche Kombinationen von y; und y, die Gleichung

npa(y1) + napp(y2) < x und daher

K, - \/plyl) (Kz— \/szz)
ndo|—1+nd|——\|<x (6.3)
1 [ V1-pi ’ Vi-p2

16sen. Sei 0.B.d.A. n; < n,.>* Die Losungsmenge dieser Gleichung kann in tabellarischer Form
angegeben werden, siche Tabelle 6.1.

32 An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass X = (X, ..., Xj) nun nicht mehr den Vektor der Faktoren, die
die Defaultindikatoren beeinflussen darstellt.

33Fiir den Fall ny < n; konnen die zwei Unternehmen einfach umbenannt werden. Gilt n; = n, = %, so gibt es
nur zwei Zonen, die in Abbildung 6.2 durch die Gerade durch die zwei Punkte (1,0) und (0, 1) getrennt werden
(Zone B fillt also weg), die Vorgehensweise bleibt aber die gleiche.
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Zone | Einschriankung y, Einschrinkung y,
Ki— l—p|®_l(ﬁ) Ko 1—p2®-1(%)
x<n<nmn A ylzT y22 5
K>— 1—p2®*1(%)

n<x<n B keine Einschrinkung | y, > NG

Ki-l-pio!(52)

)71 . . ..
> keine Einschriankun
n<n <x C - /T mg
Ki-\1=pro!(522) , B T=p20 (55101
<
1 \pi Y2 2 N

Tabelle 6.1: Einschrinkungen y;,y, im Zweifaktormodell [aus: Cespedes und Martin,
S.12]

Die Grundidee des Beweises besteht darin, alle Kombinationen der gewichteten Summe der bei-
den Verteilungsfunktionen wie in Abbildung 6.2 als Fliche darzustellen und sie dann in oben
genannte drei Fille einzuteilen.

Reprisentativ sollen hier nur die Grenzen fiir Zone A hergeleitet werden, Zone B und C funk-
tionieren analog und konnen in Cespedes und Martin [2002] nachgelesen werden.

10 ¢

09 — Zone C

08 ¢
3 X=n2

07 + /—\

06 ¢

05 + Zone B

04 f

0,3 4

02 Zone A
0,1 4

0,0 —
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1,

Normal Distribution 2

MNormal Distribution1

Abbildung 6.2: Idee Doppelintegral Zweifaktormodell
[aus: Cespedes und Martin [2002], S.34]

In dieser Zone sind alle Paare (yy, y,), fiir die

Ky — \pin K> — \p2y»
o | ————— |+ | ———| < n
VI-pi VI-p2

gilt. Da nun nach Gleichung 6.3 x < n; betrachtet man nicht die gesamte Fliche A, sondern nur
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jenen Teil, der durch

Ky — o K> — \p2y>
nmo| ——— |+, o| ——— | ==x
VI-p VI=p2

=:0; =:0;

begrenzt ist. Diese Gerade schneidet die x-Achse im Punkt (%, 0) (setze @, = 0 und forme nach
®; um).Daher miissen fiir ®; und ®, folgende Bedingungen gelten:

K - K -0 () yl-p
0<<D1:d>1—\/p_1y1<1 =y > (1)
\ll_Pl np \/p_l
K> — o2y2|  x—n® K, - (X_Z;q}l) V1=p2
0<D, =D < =y >
yll—pz np \/E

Damit wurde die erste Zeile in Tabelle 6.2 gezeigt.

Nachdem nun die Grenzen des Integrals in Gleichung 6.2 betrachtet wurden, soll nun noch die
Dichtefunktion ¢(y;, y,) niher erldautert werden. Diese kann im allgemeinen Fall einer bivariaten

. .. . T 0'% 0'10'2[)}, .
Normalverteilung fiir Y = (Y1, ¥2) ~ No(u, X) mit u = (uy, (p)" , X = ) iiber
010720y 0'2

1

2no102 41 = p3
1 01 =) 20001 =) - (2 —p2) | (2 — )’
XPp|— B : 0 - + 2
2(1 = py) o 010> o,
angegeben werden. Liegt nun, wie im Fall des Zweifaktormodells, eine Standardnormalvertei-
lung von Y; und Y, vor (gilt also uy = u, = 0,0y = 0, = 1), so kann dies zu

(i, y2) =

1 [ (Y] = 2pvV1y2 + Y3
ey, y2) = ——F——=-exp|- 2
241 - p3 2(1 = py)
1 ((yz —pyyD)* +yi(1 —pzy))]
=———— .exp|- >
' ll—p%, | 2(1 - py)

__ exp [_(0’2 _prl)z)] 1 exp [_y_%] 64)
V21— p2 2(1 - p3) \2n 2

umgeformt werden.
Die Dichte einer normalverteilten Zufallsvariable X mit Erwartungswert x4 und Varianz o ist
durch

1 14 x—p\2
px(x) = e_i(T)
2no?

gegeben. Eine solche Gestalt findet sich in Gleichung 6.4 zwei Mal. Der erste Teil spiegelt
die Dichte einer normalverteilten Zufallsvariable mit Erwartungswert pyy; und Varianz 1 — p%
wider, der zweite Teil die einer standardnormalverteilten Zufallsvariable. Insgesamt folgt also

001.72) = 001 By 12 (07) (6.5)



66 6. Mehrfaktormodelle

Die Ergebnisse aus Tabelle 6.1 sowie Gleichung 6.5 konnen zur Berechnung von Gleichung 6.2
genutzt werden:

P(X <x) = ff o(y1,y2)dy1 dy,

A
= ff SD(M) : Sppyyl,l—pf,(yZ)dyl dyZ
A

Auch im Endergebnis werden wieder drei Fille betrachtet.

Ky~ \T=p207 (252
=@ 10 N dyi

e x<n <njp.

00

P(X <x)= f’;‘ “ro-1(+) o(y1) -

Vo1

o N <x<n.

P(XSx)=f o) -

Ky = \[T=pp0! (=)
- Dpyyii2 dy,

N

o N <n <Xx:

K- 0! x;i X—n
%l(l) K, — 4/1 _p2(D—1 ( n;q)l)
P(X S ‘x) = B 90()}1) : 1 - q)pyyl,l—p%/ \/p—2 dy1+
+ ﬁl ool (52) e(y1)dy,
—

Diese Integrale konnen mithilfe numerischer Integration (Cespedes und Martin [2002] nutzen
die Simpsonregel) ausgewertet werden.

6.1.2 Vergleich mit dem Einfaktormodell

Das Zweifaktormodell wurde von Cespedes und Martin [2002] in Matlab implementiert. Dabei
wurde ersichtlich, dass ein Modell mit zwei Faktoren besser dazu geeignet ist, Diversifikations-
effekte abzubilden als ein Modell mit nur einem Faktor. Dies geschieht iiber die Spezifikation
der Faktorkorrelation. Die genauen Ergebnisse sollen an dieser Stelle besprochen werden.

Erinnern wir uns an Gleichung 6.1, die von folgender Struktur ausgeht
Y, = pyY1 + /1 - p3é,
py = Corr(Y,Y>)

so ist ersichtlich, dass sich im Fall py = 1 ein Einfaktormodell ergibt, da dann Y; = ¥, gilt. Am
meisten Diversifikation liegt im Fall py = 0 vor.

Abbildung 6.3 links zeigt die Verlustverteilung fiir ein Portfolio, das zu 50% aus Firmen des
Typs A und zu 50% aus Firmen des Typs B besteht. Bei beiden Firmenarten wird von einer 2
prozentigen Ausfallwahrscheinlichkeit ausgegangen.



6.1. Zweifaktormodell 67

Portfolio com position: Assumptions: ”
50% firms type A(PD 2%) Equal PD in A,B firms 2%
50% firmstype B (PD 2%) Factor Correlation 50%

100,00%
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7/

— 9970% 99,70%
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Abbildung 6.3: Vergleich Ein- und Zweifaktormodell I
[aus: Cespedes und Martin [2002], S.17 und 19]

Die beiden Grafiken widmen sich der Darstellung der Ausfallrate in Abhédngigkeit eines vorge-
gebenen Konfidenzniveaus. Als Ausfallrate wird in diesem Zusammenhang das jeweilige Quan-
til (zu vorgegebenem Konfidenzniveau) bezeichnet. Dabei wird ersichtlich, dass der Tail flacher
wird, je hoher die Korrelation py ist. Bei gegebenem Konfidenzniveau von 99, 7% ergibt sich
bei einer Faktorkorrelation von 0% fiir die Ausfallrate ein Wert von ca. 12%, bei einer Korrela-
tion von 100% hingegen ein Wert von rund 18%.

Wird nun nicht die Zusammensetzung des Portfolios festgehalten und die Verianderung der Fak-
torkorrelation betrachtet, sondern umgekehrt, das heiit, die Faktorkorrelation wird auf einen
fixen Wert von 50% gesetzt und die Zusammensetzung des Portfolios variiert (sieche Abbildung
6.3 rechts), so erkennt man, dass der Tail flacher wird, je mehr Diversifikation vorliegt.

Bisher wurden die Tails der Verlustverteilung betrachtet. Nun wird wieder von zwei Firmen-
typen ausgegangen, die dieselben Ausfallwahrscheinlichkeiten von 2% haben und es wird das
99, 9%-Perzentil der Verlustverteilung betrachtet, dies entspricht dem Value at Risk zum Niveau
99,9 (in den folgenden Graphiken mit ,,Kapitalanforderungen ““ bezeichnet).
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(Equal PD example) One-factor vs. two-factor model
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Abbildung 6.4: Vergleich Ein- und Zweifaktormodell II
[aus: Cespedes und Martin [2002], S.20 und 24]
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Abbildung 6.4 links veranschaulicht dies graphisch. Zum einen erkennt man hier, dass im Fall
einer 100 prozentigen Korrelation (also im Einfaktormodell) die Kapitalanforderungen konstant
sind, unabhiingig von der Portfoliozusammensetzung. Generell sinken die Anforderungen, je
ausgeglichener das Portfolio ist, das Minimum wird bei einem perfekt diversifizierten Portfolio
(0% Korrelation) und jeweils der Hilfte Typ A-Firmen und Typ B-Firmen erreicht.

Betrachtet man nun dieselbe Fragestellung, aber unter der Annahme, dass die Ausfallwahr-
scheinlichkeiten fiir die beiden Typen von Firmen nicht iibereinstimmen (in diesem Fall gelte
fiir Typ A-Firmen eine Ausfallwahrscheinlichkeit von 1%, fiir Typ B-Firmen eine Ausfallwahr-
scheinlichkeit von 3%), so ergibt sich ein leicht verdndertes Bild, sieche Abbildung 6.4 rechts.
Im Fall des Einfaktormodells ergibt sich eine streng monoton fallende Gerade. Das heifit. je
mehr Firmen des Typs A im Portfolio vertreten sind, desto weniger Kapital wird benotigt. Das
macht insofern Sinn, da Firmen dieses Typs aufgrund ihrer geringeren Ausfallwahrscheinlich-
keit ,,besser* sind als Firmen des Typs B.

Sinkt die Faktorkorrelation, so wird das Minimum nicht mehr bei einer 50 — 50 Verteilung
angenommen - je nach Hohe der Korrelation befindet sich das Minimum nun zwischen einer
70 — 30 und einer 100 — 0 Verteilung (die erste Zahl bezieht sich immer auf den Anteil der Typ
A-Firmen).

In beiden Fillen (gleiche und unterschiedliche Ausfallwahrscheinlichkeit der zwei Typen von
Firmen) impliziert eine Verwendung des Einfaktormodells anstelle des Zweifaktormodells einen
hoheren Kapitalbedarf.

6.2 Modelle mit mehr als zwei Faktoren

Im vorherigen Kapitel wurde der Spezialfall eines Zweifaktormodells betrachtet, nun geht es
um die generelle Beschreibung von Mehrfaktormodellen im Kontext des Kreditrisikos. Daher
werden zu allererst die verschiedensten Arten von Mehrfaktormodellen vorgestellt. Es folgt ein
Unterkapitel iiber die Anwendung von Copulas auf Mehrfaktormodelle. Es werden einige Er-
gebnisse zu Abhingigkeitsparametern priasentiert, ebenso wie die Vorteile der Anwendung von
Copulas hervorgehoben.

Als Literaturgrundlage dienten vor allem die Werke von McNeil, Frey und Embrechts [2005],
sowie von Oh und Patton [2015]. Weitere Autoren, die sich mit dem Thema der Mehrfaktormo-
delle beschiftigen sind Schonbucher [Schonbucher] oder auch Résch und Scheule [2005], die
das Thema eines Mehrfaktormodells fiir die Ausfallrate und Wiedereinbringungsquote aufgrei-
fen.

6.2.1 Arten von Mehrfaktormodellen

In Mehrfaktormodellen hingt der Bonititsindikator des n-ten Schuldners V, immer von mehre-
ren Faktoren ab. Die genaue Art der Abhingigkeit kann aber auf verschiedenste Arten spezifi-
ziert werden. Die gingigsten sollen in diesem Unterkapitel vorgestellt werden.



6.2. Modelle mit mehr als zwei Faktoren 69

6.2.1.1 Linearer Ansatz

Jeder Faktor j beeinflusst den Wert des n-ten Bonititsindikators mit einem Gewicht g,;. Es gilt
daher

J
Va= > B+ €
=1

wobei Y ~ N;(0,Qy), €, ~ N(O, wﬁ) und Y, €, . . ., ey unabhiingig seien.
Y = (Y;,...,Y;) bezeichnet dabei den Vektor der J systematischen Faktoren und ¢, die idiosyn-
kratischen Faktoren beziehungsweise Fehler, siehe Schonbucher [2001].

6.2.1.2 Nichtlinearer Ansatz

Die generellste Form, die Abhingigkeit des Bonititsindikators V,, von einem oder mehreren

Faktoren Y = (Y,...,Y;) darzustellen geschieht iiber eine allgemeine Funktion 4 : R’*! — R:
Vn = h(Y, Gn),
wobei wie vorhin Y ~ N;(0,Qy), e, ~ N(O, wﬁ) und Y, €, ..., €y unabhingig seien, siche Oh

und Patton [2015].

Der lineare Ansatz ergibt sich iiber die (lineare) Funktion A(Y €,) = Z]J.:l ,8,]; Y; + €,, andere Bei-
spiele werden im nédchsten Unterkapitel tiber Copulas vorgestellt.

6.2.1.3 Hierarchische Struktur der Faktoreinfliisse

Ein Mehrfaktormodell, das auf einer hierarchischen Struktur der Faktoreinfliisse beruht, ist
meist iiber vier Ebenen aufgebaut, wie in Abbildung 6.5 dargestellt, sieche Albrecht [2005].
Im Gegensatz zu den in den Kapiteln 6.2.1.1 und 6.2.1.2 vorgestellten Ansitzen wird hier also
nicht nur die erste Ebene zur Modellierung der Bonitétsvariable V,, spezifiziert, es folgen wei-
tere Ebenen zur genaueren Beschreibung.

Die oberste Ebene geht von einem systematischen und einem schuldnerspezifischen (idiosyn-
kratischen) Einfluss auf den n-ten Schuldner aus:

Vo, = bnYn + €,

wobei Y, ~ N(uy, %), € ~ N(ue, o) mit Erwartungswert p und Varianz 0. Weiters seien die
GroBen €,, n = 1,..., N, unabhiingig. Dies gelte auch fiir ¥, und ¢,.

Wie schon im Fall des Einfaktormodells ldsst sich auch hier die Varianz in einen systematischen
und einen idiosynkratischen Teil aufspalten:

Var(V,) = bﬁVar(Yn) + Var(eg,)
———— —

systematisch idiosynkratisch
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Schuldner
|
lfaktoriellel Einfliisse IdiOS}’l]k_l‘Eltiihe Einfliisse
|
Indusrriisektoren Lﬁjder
l l
Globalfaktoren

Abbildung 6.5: Mehrfaktormodell mit hierarchischer Struktur
[aus: Albrecht [2005], S.48]

In der zweiten Ebene wird der Faktor Y, in einen Industriesektor- und einen Linderanteil auf-
geteilt. G, fir m = 1,...,m spiegle dabei die Sektorindizes wider, G,, firm =my+ 1,...,. M
die Linderindizes. Die dazugehorigen Sektor- beziehungsweise Lindergewichte werden mit
Wom-m = 1, ..., M bezeichnet.

mo M
Yn - Z anGm + Z anGm

m=1 m=mg+1
M

= Z anGm
m=1

Fiir die Gewichte w,,, gelte

mo M

D= ), W =1

m=1 m=mgy+1

Diese Industriesektor- und Lénderanteile werden wiederum von globalen Faktoren H, beein-
flusst:

G, = ZR: AnrHy + &
r=1

Diese Faktoren Hy, ..., Hg seien unkorreliert mit Varianz jeweils 1. Sonst werden keine weite-
ren Bedingungen an die Faktoren G,,,m = 1,..., M sowie H,,r = 1,..., R gestellt.

In Matrixschreibweise bedeutet dies
V = BY + ¢,

Y = WG,
G=AH+¢
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und somit insgesamt
V=BW(AH +§) +e.

Dieser Aufbau wird unter anderem im KMV-Modell verwendet und dort (Kapitel 7.1) niher
erldutert.

In den allermeisten Fillen wird das Mehrfaktormodell iiber die Annahme der Normalverteilung
definiert, das heiflt wie oben Y ~ N,(0, Qy), an dieser Stelle sei aber explizit darauf hingewie-
sen, dass dies nicht immer der Fall sein muss. Einige andere Verteilungen werden im néchsten
Kapitel diskutiert.**

Die geeignete Wahl der Anzahl der Faktoren kann auf verschiedenste Arten bestimmt werden
- eine gingige Variante erfolgt unter Zuhilfenahme des sogenannten Scree-Plots von Cattell
(Ellenbogenkriterium). Die Anwendung dessen auf Mehrfaktormodelle findet sich in Oh und
Patton [2015], Kapitel 2.4.

6.2.2 Die Anwendung von Copulas auf Mehrfaktormodelle

Im Folgenden soll die Verwendung von Copulas auf Mehrfaktormodelle in Anlehnung an Oh
und Patton [2015] beschrieben werden. Ziel ist es, eine Formel fiir die obere und untere Tail-
Abhingigkeit im Mehrfaktormodell anzugeben.

Sei ein Vektor V von N Variablen mit gemeinsamer Verteilungsfunktion Fy sowie Randvertei-
lungen F,,n =1...,N und Copula C gegeben:

V=(V,...V)~F, B CF,, ... .Fy (6.6)

Die Klasse von Copulas, die verwendet wird, um den Vektor V zu beschreiben sei nun diejenige,
die sich aus einem linearen Mehrfaktormodell der Form

J
Vo= Bu¥i+e&n n=1,.,N 6.7)

=

wobei Y; ~ Fy und €, ~ F ergibt. Dabei seien Y und €, sowie Y; und Y; fiir i # j stochastisch
unabhiéngig. Die Verteilung F'y ist demnach abhingig von der Spezifizierung der Verteilungen
Fyund F..

Bezeichne nun 6 den Vektor der Parameter der Verteilungen Fy und F, erweitert um die Matrix
B = (Byj)i<n<ni<j<s, dann gilt V ~ Fy = C(F(0),..., Fy(0);0). Diese Copula C ist im All-
gemeinen nicht in geschlossener Form bekannt. Der am weit verbreitetste Fall ist jener, wo Fy
und F. und damit auch Fy einer Normalverteilung entsprechen. In diesem Fall impliziert dies

das Vorliegen einer Gaul3-Copula.

Die Wahl der Copula C(6) ist bedingt durch die Wahl der Verteilungsfunktionen Fy, F, fiir die
Faktoren. Diese sollten so gewdhlt werden, dass Asymmetrie und ein bestimmtes Verhalten in

34Wird von einer anderen Verteilung ausgegangen, so wird nicht die Unabhingigkeit der Y, €, . . ., ey gefordert,
sondern nur die Unkorreliertheit, siche McNeil, Frey und Embrechts [2005], Kapitel 3.4.1.



72 6. Mehrfaktormodelle

den Tails gut wiedergegeben werden kann. Weiters muss auch die Anzahl J der systematischen
Faktoren spezifiziert werden. Je mehr Faktoren es gibt, desto flexibler kann das Modell werden,
allerdings erhoht sich auch die Anzahl der Parameter.

Auch wenn die meisten Copulas in keiner geschlossenen Form dargestellt werden konnen, so
kann man im Fall des Mehrfaktormodells die obere und untere Tail-Abhéngigkeit analytisch
herleiten.

Der Einfachheit halber soll zuerst die Tail-Abhéngigkeit fiir das Einfaktormodell als Spezialfall
des Mehrfaktormodells angegeben werden. Dieses ergibt sich fiir / = 1 aus Gleichung 6.7.
Dabei wird der Index j = 1 aus Griinden der Ubersicht nicht mehr angeschrieben. x; ~ y;
bedeute in diesem Zusammenhang x,/y; — 1, s — oo.

Satz 6.2.1 Sei ein Einfaktormodell der Form
% :ﬁ,’Y'FE,', i=1,...,N

gegeben. Haben Fy und F¢ reguldir variierende Tails mit einem gemeinsamen Tail-Index a > 0,
das heifst es gilt

P(Y > s) ~AY - s und P(e, > s) ~ AV - 577 fiir s — oo
P(Y < —s) ~ AL 57" und P(e, < —s) ~ AL - s7° fiir s — o0,

wobei AY, AL, AY, AL positive Konstanten seien, dann gilt abhéingig vom Vorzeichen der Para-
meter B;,i =1,...,N:

1. ﬁiaﬁj > 0:

o minGuB)tAy , _ min(B.B)" Ay
N min(ﬂiaﬁj)aA)L, + Aé’ ij min(ﬁi,ﬁj)wA;/ + Ag

2. ,Bi’ﬂj <0:

L min(|Bil, |8, AL U min(|Bil, |B;))*AY
Y min(Bil, |B)AL + ALY min(Byl, 1B;)*AY + AV

3. ﬂ,‘ > O,ﬁj < Ooder,Bi < O,ﬁ] > 0:

4. ﬁi:ﬁj:()-'

Beweis Da das Einfaktormodell einen Spezialfall des Mehrfaktormodells darstellt, ist auch die-
se Aussage ein Spezialfall des Mehrfaktor-Falls. Jener wird in Satz 6.2.2 bewiesen, weswegen
hier fiir einen detaillierten Beweis auf Oh und Patton [2015], Proposition 1, verwiesen wird.
Die Vorgehensweise ist analog zum Mehrfaktor-Fall. O
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Im Fall, dass die Koeffizienten §;, 8; das gleiche Vorzeichen haben, kann daher (anders als im
Fall der Normalverteilung) eine Tail-Abhingigkeit ungleich Null erzeugt werden.

In allgemeiner Form gilt obiger Satz auch fiir das Mehrfaktormodell.

Satz 6.2.2 Sei ein lineares Mehrfaktormodell der Form

J
Va= Y BuYj+ 6 (6.8)

=

wobei Y; ~ Fy,, € ~ F. gegeben. Dabei seien Y und €, sowie Y; und Y fiir i # j stochastisch un-
abhiingig. Wenn Fy,, ..., Fy,, F. reguldir variierende Tails haben mit gemeinsamem Tail-Index
a > 0, das heifit es existieren positive Konstanten AL, . . . ,Aﬁ,Aé,A{], .. ,A?,Aij, sodass

P(Yj>S)~A§.]~s‘“,j=1,...,JundP(E,,>s)~Ag.S—aﬁl-rs_>oo
P(Yj<_5)~AJL~'S_a,j=1,...,JundP(en<—s)~A£.s—f’f,;irs_)oo

dann folgt im Fall B;; > 0 V1, j fiir die untere und obere Tail-Abhiingigkeit

J L
TL _ lﬁuﬁAPO Bl] L,ijk
* AL+ 37, AL,
J U
U = l[ﬁtlﬂl\;>0 A Bl] U,ijk
ik — U

wobei fiir Q € {L, U}
5 max(1,y0u5t), Bibi >0
oik =y, BiBrj =0

0 J Qpa \1/
y L [AE +Zj:1Ajﬁkj]
Qiik - 0 J 0 pa
Aé + L AFB

gesetzt werden.

Beweis Der Beweis wird an dieser Stelle nur fiir die untere Tail-Abhéngigkeit erbracht, jener
fiir die obere Tail-Abhéngigkeit erfolgt analog. Erstere ist nach Gleichung 3.3 durch

P(Vi> G ' (@), Vi > G (g)
f,i = lim ( il )

g1 P(Vi>G(g))

gegeben. In weiterer Folge bezeichne der Einfachheit halber s; := s;(g) = Gi‘l(q).

Betrachte zuerst den Nenner. Dabei wird verwendet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass eine
gewichtete Summe von Zufallsvariablen eine Schranke s tiberschreitet fiir s — oo gleich der
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Summe der Wahrscheinlichkeiten, dass jede einzelne dieser Zufallsvariablen die Schranke iiber-
schreitet ist (der Beweis kann zum Beispiel in Feller [1971], Kapitel XVII.4, nachgelesen wer-
den). Daher gilt fiir den Nenner nach Voraussetzung

J
P(V; > 5) P[Zﬁijyj 6> s,-]

J=1

J
- P(El‘ > Si) + ZP(ﬁUY] > Si)
=1

J
- U U pa
~s; (AE +ZAJ.,8U]
=1

Um einen geeigneten Ausdruck fiir den Zihler zu finden miissen zunichst einige Zusatziiberle-
gungen angestellt werden. Aufgrund von Gleichung 3.4, die die Wahrscheinlichkeit beschreibt,
dass die Variable V; unter ihrem g-Quantil liegt

P(Vi<G'@) = GG, @) = q

folgt, dass P(V; < s;) = P(Vi < s¢) und somit P(V; > s;) = P(V, > s) Viok € {1,2,...,N}
gelten muss. Daher muss das Paar (s;, s;) die Gleichung

J
[Z,BUAy+AU] - Z,szA,ﬁf+Ag]
=1

j=1
(Ae + ijlAj,B;jj)
= Sk =

=S T A Uoa = Si - YUk (6.9)
AL+ L AjBY
erfiillen.
Um das Maximum von ﬁ— und fur Jj=1,...,J herauszufinden wird eine neue Variable 0y, jx
via
Si ©69) : Bij ) 5i
max ma ——YU.ik L max —Yuik| = ————— (6.10)
(ﬁl] ﬁk}) (ﬁl] ﬁk] ) ﬂl] ( ﬁk] ﬁlj 5Ul]k

eingefiihrt. Daher gilt

_ Bij )
0 ll-- :max(l,— ;
U,ijk ,Bkij’k

In der Definition von 6y, j in obigem Satz wird auch der Fall g;;8;; = 0 berlicksichtigt. In die-
sem Fall wird 6y, auf eine beliebige Zahl ungleich Null gesetzt, da die Variable in der Formel
der Tail-Abhédngigkeit mit Null multipliziert wird und es daher egal ist, welchen Wert sie an-
nimmt.

Nach Feller [1971] gilt auch, dass die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Zufallsvariablen eine
Schranke s iiberschreiten fiir s — oo nur durch ihre gemeinsamen Komponenten bestimmt
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wird. Damit kann nun ein geeigneter Ausdruck fiir den Zihler gefunden werden:

J J
P(V, > 5i, Vi > Sk) = P[ZﬁUYJ + € > S,',Zﬁijj + € > Sk]
| j=1 j=1
~ ZP(BUYJ > Si,ﬁijj > Sk)
=1
:Zjll P(Y; > max|--, 2%
o pup=0) ( ! ax(ﬁ "ﬁkj))

J=1 i

(6.10)

J
Si
g 5 <01PlY; >
= [£u>0) (j ﬁi.i5U,ijk)

J
J

—a U pa ca
~ S Z I[Bi_fﬁkj>0]Aj ﬁide,ijk

=1

Letzte Gleichheit gilt wieder nach Voraussetzung. Insgesamt folgt daher fiir die untere Tail-
Abhingigkeit

J @ Sa
TU — 1 P(Vl > Si(Q), Vi > Sk(q)) _ Zj:] l[ﬁijﬁkPO]A;]ﬁijéU,ijk
ik q—1 P(V, > S,(q)) Ag + ij‘=1 Ayﬁ;lj

was zu zeigen war. O

Wird der allgemeine Fall eines nicht zwingend linearen Mehrfaktormodells betrachtet, wie er
in Kapitel 6.2.1.2 vorgestellt wurde

Vn = h(Y, en)a

so kann eine Reihe bekannter Copulas erzeugt werden, wie auch in Tabelle 6.2 dargestellt.

Copula h(Y, €) Fy F.

Normal Y+e€ N(,03) N(0,02)
Student’s t VYe Inv-Gamma(v/2,v/2) | N(0,0?)

Clayton | (1+€/Y)™® I'(a, 1) Exp(1)

Tabelle 6.2: Copulas nichtlineares Mehrfaktormodell [aus: Oh und Patton [2015], S.14]
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Kapitel 7

Industriemodelle

Viele der Modelle, die zur Bestimmung und Berechnung der Kreditrisiken entwickelt wurden
werden heutzutage als Industriestandard angesehen, man nennt sie daher auch Industriemodel-
le. Zwei dieser Modelle mit direktem Bezug zum Thema Faktormodelle sollen in diesem Kapi-
tel vorgestellt werden: Das KM'V-Modell und CreditMetrics. Unterschiede, Gemeinsamkeiten,
Vor- und Nachteile der beiden Modelle sollen in einem abschlieBenden Unterkapitel diskutiert
werden.

Kapitel 7.1 hilt sich weitestgehend an die Werke von Martin, Reitz und Wehn [2006] sowie
Albrecht [2005], Kapitel 7.2 stiitzt sich auf die Aussagen in Gupton, Finger und Bhatia [1997]
und Eckert [2016]. Schwarz [2004] diente als Grundlage fiir beide Unterkapitel.

Generell unterscheidet man drei Arten von Industriemodellen- die zwei Modelle, die hier ni-
her betrachtet werden fallen in die Klasse der Asset Value Modelle, siehe Abbildung 7.1. Die
Idee hinter beiden Modellen ist, dass der Ausfall eines Unternehmens von bestimmten Vermo-
genswerten (engl. asset values) abhingig ist. Fillt der Wert dieser Vermogenswerte unter eine
vorgegebene Schranke, so fillt das Unternehmen aus.

Industriemodelle

/ ‘, ey

Asset Value Makrotkonomische Aktuarielle
Modelle Modelle Modelle
» KMV-Modell = Credit Portfalio View » CreditRisk"

» CreditMetrics

Abbildung 7.1: Ubersicht Industriemodelle
[in Anlehnung an Albrecht [2005], S.77]

77
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7.1  KMV-Modell

Von Kealhover, McQuown und Vasicek entwickelt wurde die Firma KMV im Jahr 2002 von
Moody’s tibernommen.

Die Grundlage fiir dieses Modell bildet das Unternehmenswertmodell von Merton, das bereits
in Kapitel 4.1.2 besprochen wurde. Dabei wird zu Beginn ein Zeithorizont [0, 7] festgelegt,
meist ein Jahr. Das Eigenkapital zum Zeitpunkt ¢ € [0, T'] ergibt sich als Differenz der Aktiva
A, und der Passiva L;:

Et:At_Lt

Im KMV-Modell geht man allerdings nicht von Marktwerten, sondern von Buchwerten aus.
Die Assetwerte (zum Zeitpunkt 7) A, folgen einer geometrischen Brownschen Bewegung, das
hei3t es gilt

A, =Ap- exp(mt + 0o \/EW(t)),
wobei W(t) ~ N(0, 1) und m = p — 02 /2. u bezeichnet dabei den Drift und o die Volatilitit der
Brownschen Bewegung. Daher gilt bei Bildung des Erwartungswertes zum Zeitpunkt 7’

2
= In(Ag) + mT (7.1)

o2
E(In(A7)) = In(Ao) + (/J - —) T

Nun fiithrt man eine Variable Ausfallpunkt (engl. Default Point) DP ein, die iiber

1
DP = kurzfristige Verbindlichkeiten + ilangfristige Verbindlichkeiten

berechnet wird. Diejenigen Verpflichtungen, die im betrachteten Zeithorizont erfiillt werden
miissen werden dabei der Variable Kurzfristige Verbindlichkeiten (engl. Short Term Debt) zu-
geordnet, alle anderen Verpflichtungen flieBen in der zweiten Variable ein, den langfristigen
Verbindlichkeiten (engl. Long Term Debt). Erstere erhalten ein hoheres Gewicht, weil sie zuerst
zu bedienen sind. Zu bemerken ist weiters, dass der Ausfallpunkt vom Endzeitpunkt 7" abhingt,
da auch die Hohe der Verbindlichkeiten vom gewihlten Zeithorizont abhidngt. Die Wahl von
DP wurde nicht zufillig getroffen, sondern durch diverse empirische Studien untermauert.
Damit kann nun die Variable eingefiihrt werden, die im KMV-Modell zur Berechnung des Risi-
kos herangezogen wird: Die Entfernung zum Ausfall (engl. Distance to Default) DD, die iiber

_ E(In(Ap)) - In(DP)
o NT

gegeben ist. Die Distance to Default misst somit den (standardisierten) Abstand des erwarteten
Werts der Aktiva von den Verpflichtungen (logarithmiert). Mithilfe von Gleichung 7.1 kann
diese zu

DD

_ In(Ay/DP) + mT
o \NT

3Der Marktwert beschreibt den Preis, zu dem man ein Objekt oder dhnliches aktuell verkaufen kann. Der
Buchwert hingegen ist derjenige Wert, der im Zuge einer Bilanzanalyse ermittelt wird.

DD

(7.2)
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umgeformt werden. Je groBer der Zihler ist, desto unwahrscheinlicher ist ein Ausfall.

Da Ausfall genau dann eintritt, wenn der Wert der Aktiva Ay die Schranke DP unterschreitet
(Ausfall kann nur zum Zeitpunkt 7 eintreten, siehe Kapitel 4.1.2), so gilt fiir die Ausfallwahr-
scheinlichkeit p

p = P(Ar < DP)
In(DP/Ao) — mT)

o NT
@ p(W(T) < ~DD) = ®(—-DD)

= P(W(T) <

Aufgrund dieses Zusammenhangs geht man davon aus, dass Unternehmen, die {iber eine glei-
che Distance to Default verfiigen auch die gleiche Ausfallwahrscheinlichkeit besitzen. Wurde
DD berechnet werden alle Unternehmen mit annéhernd gleicher Distance zu Default in einer
Gruppe zusammengefasst und deren Héaufigkeit der Zahlungsunfihigkeit wird als Schitzer fiir
die Ausfallwahrscheinlichkeit verwendet (expected default frequency). Die Aktualisierung die-
ser GroBe erfolgt einmal pro Monat, daher konnen wesentlich bessere kurzfristige Prognosen
zu Ausfallereignissen als zum Beispiel durch die Verwendung von Ratings abgegeben werden.

Wie schon im Kapitel iiber das Merton-Modell (Kapitel 4.1.2) hergeleitet unterstellt man den
standardisierten logarithmierten Renditen des n-ten Unternehmens zum Zeitpunkt 7

_ ln(AnT/AnO) - mnT
o, NT ’

sieche Gleichung 4.12, ein Einfaktormodell der Form

Vi

V,=b,Y, +€,. (7.3)
In der zweiten Ebene wird der Faktor Y, in Abhingigkeit von Industriesektoren G,,,m = 1,...,m
und Linderanteilen G,,,m = my + 1,..., M gebracht:
mo M
Yn = Z anGm + Z anGm
m=1 m=mg+1

Die Gewichte w,,, beschreiben dabei die Abhédngigkeit vom jeweiligen Sektor oder Land. Diese
Industriesektor- und Linderanteile werden wiederum von globalen Faktoren H, beeinflusst:

G, = ZR: an-H, + &,
r=1

Letztere sind unbeobachtbare, unkorrelierte Faktoren mit Varianz jeweils 1. Weiters seien &, €
unkorreliert und unabhéngig von H.
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In Matrixschreibweise bedeutet dies zusammengefasst

V =BWG + € (7.4)
= BW(AH +¢) + €. (7.5)
Fiir rechnerische Zwecke wird letzte Gleichung verwendet, aus 6konomischer Sicht ist Glei-

chung 7.4 praktischer, da Sektor- und Regionalindizes leichter zu interpretieren sind als globale
Faktoren.

Standardisiert man die Asset-Log-Returns V,, iiber

. V,—E®,
y .= Ve BV
On

so ergibt sich aus Gleichung 7.3

S
7, =2y + & mit E(V,) = E@E,) = 0.
o, o,

Aufgrund der Unkorreliertheit der Residuen €, kann die Asset-Korrelation zweier Unternehmen
n,mvia

b, by

Corr(V,,V,) = EV,V,) = ——=E{,Y,) (7.6)
Op O
berechnet werden. Nun fiihrt man die Variable
b2
R? := —'; -Var(V,)
O-I’l

ein. Diese wird als systematischer Teil der standardisierten Varianz der V,, verstanden. Damit
kann Gleichung 7.6 zu

R, R,

VVar(Y,) VVar(Y,,)

__R R gy (7.7)

VVvar(Y,) VVar(¥,)

umgeformt werden. Die zweite Gleichheit gilt, da nach Konstruktion Var(Y,) = Var(Y,).
Fiihrt man die Standardisierung im gesamten Mehrfaktormodell durch, so ergibt sich aus Glei-
chung 7.5

C orr(Vn, Vm)

nm)

V=BWAH+& +emit EH)=E@E) =E@) =0

Nun wird die Tatsache, dass & und & unkorreliert und von A unabhingig sind verwendet, um die
Korrelation in Gleichung 7.7 zu berechnen. Zunéchst gilt

E(FY") = E(W(AH +8) (WAH + 5))T)
= WE(AA + & (AH + &) )W

=W [AE(FIFIT)AT + AEHE )+ EEHT)A" +E(§$T>] w’
N——— N———

=0 =0
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und damit
E(¥Y") = W(AEAAA" + EEE) W'

Diese Tatsache kann nun genutzt werden, um im KMV-Modell Asset-Korrelationen zu berech-
nen. Fir den Fall, dass zwei Firmen in der KMV-Datenbank gespeichert sind stellt KMV ein
Programm (GCorr) zur Verfiigung, um deren Asset-Korrelationen zu berechnen.

Martin, Reitz und Wehn [2006] bemerken iiber die praktische Ausfithrung des Modells: ,, Das
KMV-Modell erfordert eine ganze Reihe von historischen Daten und daraus abgeleiteten sta-
tischen Schdtzungen. Das entsprechende Datenmaterial wird vom Anbieter zur Verfiigung ge-
stellt. Beim Einsatz des Modells ist darauf zu achten, dass die Datengrundlage fiir das Modell
[...] auch reprdiisentativ fiir das zu analysierende Portfolio ist; hier konnten sich sonst fehlerhafte
Aussagen ergeben. Dem Nutzer des Modells kommt die Aufgabe zu, fiir jedes Unternehmen die
verwendeten Gewichte innerhalb des Faktormodells festzulegen bzw. zu plausibilisieren. Des
Weiteren sind die Volatilititen der Firmenwerte zu bestimmen sowie die notwendigen Daten zu
Berechnung des Default Points.

7.2 CreditMetrics

CreditMetrics geht auf Gupton, Finger und Bhatia [1997] zuriick und basiert ebenso wie das
KMV-Modell auf dem Merton-Modell, stellt allerdings eine Erweiterung dessen dar. Dabei
werden die Wertidnderungen der Unternehmenswerte nicht nur in Beziehung zum Ausfallri-
siko gestellt, es werden auch Ratingveridnderungen miteinbezogen.

Im Gegensatz zum KMV-Modell gibt es fiir einen Kreditnehmer nicht nur die Méglichkeit von
Ausfall und Nicht-Ausfall. Im CreditMetrics-Modell existieren verschiedene Ratingklassen mit
sinkender Bonitit. Die letzte Ratingsklasse entspricht dem Ausfall des Schuldners. Die Aus-
fallwahrscheinlichkeit kann als Wahrscheinlichkeit angegeben werden, in diese letzte Klasse zu
migrieren.

Innerhalb einer Ratingklasse wird die Annahme getroffen, dass die einzelnen Kreditnehmer
homogen beziiglich der Ausfall- und (Rating)migrationswahrscheinlichkeit sind. Dies stellt
gleichzeitig den wichtigsten Unterschied zum KMV-Modell dar, wo kreditnehmerspezifische
Ausfallwahrscheinlichkeiten berechnet werden.

Eine Anderung der Kreditqualitit des Kreditnehmers spiegelt sich in einer Anderung der Ra-
tingklasse wider. Um die Wahrscheinlichkeiten der Migration von einer Klasse zu einer anderen
zu erfassen wird eine sogenannte Migrationsmatrix verwendet. Deren Eintrige werden durch hi-
storische Daten ermittelt.*® Die Migrationsbewegungen zweier Schuldner sind im CreditMetrics-
Modell nicht stochastisch unabhéngig, fiir die Modellierung einer gemeinsamen Migrationsbe-
wegung werden die (positiv korrelierten) Asset-Renditen verwendet, bei borsennotierten Unter-
nehmen die Korrelation der Aktienkurse.

Auch in diesem Modell wird ein Zeithorizont [0, T'] zu Beginn festgelegt, meist ein Jahr. Danach
wird jedem der N Kreditnehmer eine Zufallsvariable (die logarithmierte Assetrendite) V,, n =

36Migrationsmatrizen von Moody’s oder Standard & Poor’s sind bereits in CreditMetrics eingebunden. Das
bedeutet, dass insbesondere die Ausfallwahrscheinlichkeit im CreditMetrics-Modell als Input-Parameter gehandelt
wird.
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1,...,N, zugewiesen. Da auch hier von einem Faktormodell ausgegangen wird tritt Ausfall
genau dann ein, wenn diese Zufallsvariable eine bestimmte Grenze unterschreitet. Wie bereits
in den vorherigen Kapiteln wird das Ausfallereignis durch den Ausfallindikator D, beschrieben.
Insgesamt gilt daher, siehe auch Gleichungen 4.3 sowie 4.4:

D, - {1, Vo <67 (pa)

0, sonst

wobei p, die Ausfallwahrscheinlichkeit des n-ten Schuldners bezeichnet. Diese kann aus der
Migrationsmatrix abgelesen werden.

Wie bereits erwihnt wire im CreditMetrics-Modell die Ermittlung der Korrelation eines Schuld-
ners zu allen anderen Kreditnehmern im Portfolio notwendig. Um die Rechenzeit zu verkiir-
zen wird das Modell vereinfacht, indem jeder Kreditnehmer einem oder mehreren Sektoren
p = 1,..., P zugeordnet wird.>’ Die dazugehorigen Sektorvariablen X = (X,,...,Xp) seien
multivariat normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz-Kovarianz-Matrix I'. Die Faktorla-
dungen R,;, des n-ten Kreditnehmers und des p-ten Sektors werden in der Matrix R € {-1, 1}V=P
zusammengefasst, wobei R'I'R, < 1¥n = 1,...,N mit R, := (R, ...,R,p)" gilt. Mithilfe des-

sen wird das Faktormodell iiber
V, =R X+ /1 - R'TR€,,

wobei €, ~ N(0, 1) und € und X unabhiingig sind, definiert.*® Der Wert /1 — R'T'R,, stellt dabei
den Einfluss des idiosynkratischen Faktors €, auf den Bonitétsindikator V,, dar. Aufgrund der
Definition des Faktormodells ist V,, standardnormalverteilt, da Var(V,) = R\TR,+(1-R.I'R,) =
1. Fiir die Korrelation zweier latenter Faktoren gilt

Corr(V,,V,) =R TR,, nm=1,...,Nn#m (7.8)

Da Var(V,) = 1,n = 1,...,N ist dies auch gleichzeitig die Kovarianz von V,, und V,,. Im
CreditMetrics-Modell werden die Faktorladungen R, sowie die Korrelationsmatrix I" als gege-
ben angenommen.

Nach Simulation der logarithmierten Asset-Renditen und Einteilung dieser in die verschiedenen
Ratingklassen wird eine Neubewertung der Kredite durchgefiihrt. Dazu wird der Kapitalwert
der Kredite, diskontiert mit den Forward-Rates der jeweiligen Ratingklasse, berechnet. Anhand
der Barwerte dieser neu bewerteten Kredite konnen die Verlustverteilung des Portfolios und
daraus viele Kennzahlen wie der Value at Risk oder der Expected Shortfall ermittelt werden.
Um eine geeignete Approximationsgiite garantieren zu konnen erfordert das Modell eine hohe
Anzahl an Monte-Carlo-Simulationen fiir V,,.

Im Folgenden werde ein Schuldner » fixiert, auf die Angabe des Index bei den Assetvariablen
und Wahrscheinlichkeiten wird daher verzichtet. Die Grundidee um Ratingmigration zu erfas-
sen besteht darin, eine Abbildung zwischen dem Assetwert V in (zum Beispiel) einem Jahr
und dem Rating nach dieser Zeit zu bilden. Dabei bedient man sich sogenannter asset levels
Zaets Zece, Zp ete. Die Schwellenwerte geben jeweils den kleinsten und grofiten Assetwert an,
zwischen denen ein Kreditnehmer in eine bestimmte Ratingkategorie féllt, sieche exemplarisch
Abbildung 7.2.

¥Wie schon im KMV-Modell wird zwischen Linder- und Industriesektoren unterschieden. Details konnen Gup-
ton, Finger und Bhatia [1997], Kapitel 8.5.1 entnommen werden.

31m Falle eines Sektors vereinfacht sich obige Beziehung zu V,, = /p, Y + 4/1 — p, &, mit den bereits bekannten
Eigenschaften.
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Abbildung 7.2: Bedeutung der Asset Levels in CreditMetrics
[in Anlehnung an Gupton, Finger und Bhatia [1997], S.86]

Wiire in diesem Fall der Assetwert nach einem Jahr 40, so entspriche dies einer Migration in
die Ratingklasse B. Mithilfe dieser Idee kann auch die Grenze Z,, ; angegeben werden, unter die
der Assetwert eines Schuldners fallen muss, um den Ausfall dieses Schuldners herbeizufiihren.

Da V standardnormalverteilt ist gilt:

P(Ausfall) = p = P(V < Zy;) = D(Zae))
P(CCC) = P(Zgey <V £ Zcce) = OZecc) — P(Zyey)
P(B) = P(Zccc <V £ Zp) = O(Zp) — P(Zccc) usw.

Kennt man nun die Migrationswahrscheinlichkeiten, so konnen mithilfe dieser Beziehung ite-
rativ die Schwellenwerte Zy,. ¢, Zccc, - . . bestimmt werden.

Zusammengefasst wird also die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung in Abschnitte
gegliedert, sodass die Wahrscheinlichkeitsmasse innerhalb der jeweiligen Grenzen der Wahr-
scheinlichkeit, in diese Klasse zu migrieren entspricht, siche Abbildung 7.3.

Die Vor- und Nachteile des Modells fassen Martin, Reitz und Wehn [2006] wie folgt zusam-
men: ,, Es konnen zahlreiche Informationen (z.B. CVaR, Erwartungswert und Standardabwei-
chung der zukiinftigen Marktwerte, Risikobeitrige einzelner Geschidifte, Diversifikationsgrad
des Portfolios) [...] abgelesen werden. Die Methodik erfordert die Eingabe ratingabhdingiger
Forward-Zinskurven durch den Anwender und leistet insofern keinen Beitrag zur eigentlichen
Bewertung des Kreditrisikos, lediglich zur Aggregation desselben. Die Stochastik zukiinftiger
Zinsdnderungen wird ignoriert. [...] Zusdtzliche Dimensonen wie etwa Grofle oder Region fin-
den keine Beriicksichtigung, ebensowenig wie eine stochastische Modellierung des Exposure at
Default. Die Verwendung von vorgegebenen Ausfallwahrscheinlichkeiten |[...] kann dazu fiihren,
dass die [...] Ausfallraten nicht korrekt geschdtzt werden.



84 7. Industriemodelle

Downgrade to B Upgrade to BBB

Firm remains

Firm defaults BB rated

ZOCC ZB ZEIE,B Z.-\ Z.il_é. Z.-L-\A

Asset return over one year

Abbildung 7.3: Migrationswahrscheinlichkeiten in CreditMetrics
[in Anlehnung an Gupton, Finger und Bhatia [1997], S.37]

7.3 Vergleich CreditMetrics/KMV-Modell

Bluhm, Overbeck und Wagner [2010] heben als die zwei wichtigsten Unterschiede zwischen
den beiden Modellen folgendes hervor: Zum einen verwendet das KMV-Modell Buchwerte
(engl. asset returns) zur Kalibrierung, das CreditMetrics-Modell hingegen den Wert des Ei-
genkapitals (engl. equity value). Dabei werden die Korrelationen zwischen equity returns als
Néherungswerte fiir die Korrelationen von Buchwerten verwendet. Gupton, Finger und Bhatia
[1997] wissen um den Nachteil, dass Unterschiede zwischen asset und equity returns nicht be-
riicksichtigt werden, weisen aber darauf hin, dass dieses Verfahren wesentlich genauer ist als
fixe Korrelationen anzunehmen.

Andererseits werden bei CreditMetrics gemeinsame Indizes fiir Sektoren und Linder verwen-
det, wohingegen dies im KMV-Modell getrennt betrachtet wird. Ein spanisches Bauunterneh-
men wiirde demnach bei CreditMetrics der spanischen Baubranche zugeordnet, im KMV-Modell
wiirde ein Index fiir den Sitz in Spanien existieren und einer fiir die Baubranche.

McNeil, Frey und Embrechts [2005] gehen einen Schritt weiter und fassen ausgehend von den
Unterschieden zwischen den beiden Modellen deren Vor- und Nachteile zusammen.

Das KMV-Modell hat den Vorteil, dass durch die Modellierung der erwarteten Ausfallhidufigkeit
(und in weiterer Folge der Distance to Default) finanzielle Verdnderungen eines Unternehmens
wesentlich schneller beriicksichtigt werden konnen als beispielsweise iiber Ratings. Weiters
wird die makrookonomische Umwelt durch die Distance to Default sehr gut wiedergegeben. In
Zeiten der Rezession nimmt diese generell niedrigere Werte an. Auch dieses Phinomen kann
iber historische Ratingverdnderungen schlecht beriicksichtigt werden.

Die Nachteile des KMV-Modells (die gleichzeitig die Vorteile von CreditMetrics darstellen)
bestehen in der Sensitivitit gegeniiber globaler Uber- und Unterreaktionen des Aktienmark-
tes. Wihrend ein rating-basierter Ansatz fiir alle Firmen, fiir die ein internes Rating existiert,
verwendet werden kann ist dies beim KMV-Modell nur fiir Firmen mit 6ffentlich gehandelten
Aktien moglich.



Kapitel 8

Schlussfolgerungen

In dieser Arbeit werden das klassische Einfaktormodell vorgestellt und diverse Erweiterungen
prasentiert. Diese bestehen zum einen im Fallenlassen diverser Annahmen im klassischen Mo-
dell wie das Nichteinbeziehen des Linderrisikos, der Abhédngigkeit zwischen einzelnen Schuld-
nern, der Stochastizitit diverser Parameter und dem Wegfallen der Normalverteilungsannahme
fiir zentrale Variablen, zum anderen aber auch in der Erweiterung auf Mehrfaktormodelle, um
eine Abhingigkeit der Bonitétsindikatoren von mehr als einem Faktor besser darstellen zu kon-
nen.

Innerhalb des klassischen Einfaktormodells kann die Verlustverteilung in geschlossener Form
in Abhingigkeit der Ausfallwahrscheinlichkeit sowie der Assetkorrelation angegeben werden,
ebenso wie bei einer Approximation durch ein unendlich groes Portfolio. Diese Tatsache
macht sich auch das Einfaktormodell in Basel II zu Nutze und legt die Mindesteigenkapitalan-
forderungen fiir Kreditrisiko als angepassten Value at Risk des zuvor erwidhnten Modells fest.
Auch die drei Erweiterungen unter Einbeziehen des Léanderrisikos, der Abhiingigkeit zwischen
einzelnen Schuldnern sowie der Stochastizitidt des ausfallbedrohten Betrags sowie der Verlust-
quote bei Eintritt des Ausfalls ermdglichen eine geschlossene Darstellung des Value at Risk des
Verlustes. Durch Losen eines Doppelintegrals via numerischer Integration kann auch im Fall ei-
nes Zweifaktormodells die Verlustverteilung berechnet werden. Wie sich zeigen ldsst impliziert
die Verwendung des Einfaktormodells anstelle des Zweifaktormodells einen hoheren Kapital-
bedarf.

Liasst man die Annahme der Normalverteilung fiir die zentralen Variablen im Einfaktormodell
fallen und ersetzt diese durch die t-Verteilung mit unterschiedlicher Anzahl an Freiheitsgraden,
so wird durch eine numerische Analyse ersichtlich, was die Theorie vorgibt: Fiir eine wach-
sende Anzahl an Freiheitsgraden nihert sich die t-Verteilung der Normalverteilung an, in vie-
len Fillen war dies bereits bei zehn Freiheitsgraden der Fall. Die empirische Analyse zeigte,
dass keine generelle Aussage iiber die Beziehung des Value at Risk der t-Verteilung und der
Standardnormalverteilung getroffen werden kann. Je nach Werten fiir die Assetkorrelation, die
Ausfallwahrscheinlichkeit und das Konfidenzniveau liegt der Wert des Value at Risk im Fall
der t-Verteilung iiber beziehungsweise unter dem der Standardnormalverteilung. Der erwartete
Verlust bei Uberschreitung des Value at Risk (Expected Shortfall) zu den Niveaus & = 0.90
und 0.95 sank bei den betrachteten Beispielen fiir steigende Anzahl an Freiheitsgraden. Weiters
konnte anhand zweier Beispiele gezeigt werden, dass der relative Unterschied der t-Verteilung
zur Standardnormalverteilung unabhéngig von der GroBe des betrachteten Portfolios ist.
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In einem generellen Mehrfaktormodell kann durch die Verwendung von Copulas von der An-
nahme der Normalverteilung abgewichen werden. Die Auswirkung auf das betrachtete Modell
kann insbesondere durch Angabe der oberen und unteren Tail-Abhingigkeit wiedergegeben
werden. Die Relevanz der Faktormodelle im Kreditrisikobereich zeigt sich auch durch Betrach-
tung der gingigsten Industriemodelle (KMV-Modell, CreditMetrics).

Eine groBe Liicke in der bestehenden Literatur besteht in der numerischen Untersuchung des
Einfaktormodells mithilfe empirischer Daten. Es ist sehr schwer geeignetes Datenmaterial zu
finden und das existierende Material erfiillt oft nicht die Annahmen, die in den einzelnen Mo-
dellen getroffen werden. Daher greifen viele Autoren auf simulierte Daten zuriick, so wie es
auch in dieser Arbeit geschieht.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass aufgrund der guten analytischen Handhabbarkeit
das klassische Einfaktormodell mit Annahme der Normalverteilung theoretisch am besten er-
forscht ist- dieses wird auch in der Praxis neben den gingigsten Industriemodellen am hédufig-
sten verwendet. Ergebnisse dieser Arbeit zeigen, dass Missachtung oder Fehlspezifikation di-
verser Abhingigkeiten zur Unterschitzung des Risikos eines Portfolios fithren konnen. Die hier
vorgestellten Modelle zeigen daher diverse Moglichkeiten auf, das klassische Einfaktormodell
zu erweitern, um das tatsidchliche Risiko eines Portfolios besser abbilden zu konnen.
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