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ZUSAMMENFASSUNG

Survivalmodelle sind Regressionsmodelle mit denen Lebensdauern bzw. Uber-
lebensdauern modelliert werden konnen. Diese Klasse von Modellen ist einge-
bettet in die Theorie der Survival Analysis. In dieser Arbeit wurde ein Survi-
valmodell entwickelt, welches die Vertragslaufzeit von Versicherungsnehmern
einer Krankenversicherung modelliert. Durch dieses Modell konnten Merk-
male gefunden werden, welche Auswirkungen auf das Stornorisiko haben.
Die Modellierung der Vertragslaufzeit erlaubt es, die Stornowahrscheinlich-
keit {iber den Verlauf der Vertragsjahre zu gewinnen.

ABSTRACT

Survival models are regression models which are able to model survival times.
This class of models is embedded in the theory of Survival Analysis. In this
thesis a survival model has been developed, which describes the term of the
contract of health insurance policy holders. With this model, characteristics
can be identified which have an impact on the cancellation risk. Modeling
the term of the contract allows us to get the cancellation probability over the
course of the contract years
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1. Einleitung und Motivation

Die Ereigniszeitanalyse bzw. Survival Analysis beschéftigt sich mit der sta-
tistischen Analyse von Lebensdauern bzw. Uberlebensdauern. Beispiele fiir
solche Lebensdauern sind unter anderem die Uberlebenszeit eines Patienten
nach diagnostizierter Krebserkrankung, Dauer einer Ehe oder Funktionsdauer
einer Gliihbirne. Der Ursprung der Ereigniszeitanalyse liegt in der Medizini-
schen Forschung in der Untersuchung von Uberlebenszeiten, jedoch haben
sich im Laufe der Zeit auch weitere Anwendungsgebiete in der Biologie, Epi-
demiologie, Wirtschaft oder Ingenieurwissenschaft aufgetan.

Ein Aspekt welcher die Ereigniszeitanalyse von anderen statistischen Diszi-
plinen unterscheidet ist das Auftreten von Zensierung. Eine Zensierung tritt
auf, wenn eine gewisse Information iiber den Ausfallszeitpunkt existiert je-
doch der exakte Zeitpunkt des Ausfalls nicht bekannt ist. Es existieren meh-
rere Typen von Zensierung wobei alle diese Typen gemeinsam haben, dass
sie die statische Analyse der Daten erschweren.

In Kapitel 2 wird die Lebensdauer formal definiert und danach die vier cha-
rakterisierenden Funktionen der Lebensdauer, das sind Survival-, Hazard-,
erwartete Restlebensdauer- und Dichtefunktion, eingefiihrt. Weiters werden
die verschiedenen Zensierungstypen vorgestellt sowie die Likelihoodfunktio-
nen der Lebensdauern fiir diese Zensierungstypen hergeleitet.

In Kapitel 3 wird im ersten Teil ein Schéitzer der Survivalfunktion, der so-
genannte Kaplan-Meier Schitzer, hergeleitet und dafiir Konfidenzintervalle
besprochen. Im zweiten Teil wird der Log Rank Test vorgestellt anhand des-
sen die Survivalfunktion fiir mehrere Gruppen auf Unterschiede iiberpriift
werden kann.

In Kapitel 4 werden parametrische Survivalmodelle behandelt. Im ersten Teil
werden Verteilungen besprochen welche zur Modellierung von Lebensdauern
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besonders vorteilhaft sind. Im zweiten Teil wird mit dem Accelerated-Failure-
Time Modell (AFT-Modell) ein parametrisches Survivalmodell besprochen.
Fiir das AFT-Modell werden die Likelihoodfunktion und die Maximum Li-
kelihood Schiitzer (MLE) hergeleitet sowie Methoden zur Uberpriifung der
Modellanpassung besprochen.

In Kapitel 5 wird das Proportional Hazard (PH) Modell eingefiihrt und disku-
tiert. Dieses Modell zeichnet sich dadurch aus, dass keinerlei Verteilungsan-
nahmen fiir die Lebensdauern getroffen werden miissen. Fiir das PH Modell
wird die Likelihoodfunktion und weiters der Maximum Partial Likelihood
Schiitzer (MPLE) hergeleitet. Anschliefend werden einige Erweiterungen fiir
das PH Modell vorgestellt. Das Kapitel wird mit einem Abschnitt zum The-
ma Diagnostik abgeschlossen. In diesem Abschnitt werden spezielle Residuen
eingefithrt und definiert um danach damit die Modellanpassung iiberpriifen
zu konnen.

Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln dieser Masterarbeit die Theo-
rie der Ereigniszeitanalyse ausgefiihrt wurde, widmet sich das Kapitel 6 der
praktischen Anwendung der Ereigniszeitanalyse. Es wird hier die Verweildau-
er krankenversicherter Personen innerhalb einer Versicherungspolizze mittels
eines Survivalmodells modelliert. Weiters sollen mithilfe dieses Modells die
Stornowahrscheinlichkeiten geschétzt werden.

Das Kapitel 7 widmet sich der Auswertung des in Kapitel 6 entwickelten
Stornierungs-Modells. Hierbei wird der Einfluss von Alter, monatlicher Pra-
mie, Beginnjahr und Gruppe/Rabatt auf die Stornowahrscheinlichkeit bzw.
Vertragslaufzeit diskutiert. Abschlieftend werden danach die Ergebnisse die-
ser Arbeit nochmals in Kapitel 8 kurz zusammengefasst.
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2.1. Grundbegriffe der Survival Analysis

Es wird nun die Lebensdauer formal definiert. Die Ausfiihrungen in diesem
Abschnitt orientieren sich dabei an |Lawless (2003), [Liu| (2012) und Glomb
(2007). Die Lebensdauer wird als eine Zufallsvariable 7" > 0 definiert wel-
che die Dauer bzw. Wartezeit (engl. time to event) bis zum Eintritt eines
wohldefinierten Ereignisses beschreibt. Weitere géingige Bezeichnungen fiir
die Lebensdauer T sind Lebenszeit (engl. survival time), Wartezeit oder
Verweildauer.

Beispiele fiir Lebensdauern mit dazugehorigen Ereignissen sind:

Beispiel 1: Sei T die Uberlebenszeit eines Patienten nach einer Operation,
wobei der Tod des Patienten das Ereignis reprasentiert.

Beispiel 2: Sei T die Lebensdauer einer Glithbirne. Das Ereignis/der Ausfall
ist in diesem Fall der Defekt der Gliihbirne.

Beispiel 3: Sei T' die Remissionszeit fiir Krebspatienten. Das Ereignis ist
somit das neuerliche Auftreten von Krebszellen.

Bemerkung 1.
Der FEintritt des Ereignisses wird auch oft mit Ausfall bezeichnet.

2.1.1. Stetige Lebenszeiten

In diesem Abschnitt werden die vier charakterisierenden Funktionen der Le-
benszeit, fiir den Fall dass T eine stetige Lebenszeit ist, hergeleitet.



2. Grundlagen

Die Survivalfunktion S(¢) beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass ein In-
dividuum ¢ Zeiteinheiten iiberlebt (d.h. das Ereignis tritt erst nach ¢ Zeit-
einheiten auf). Somit kann die Survivalfunktion S(¢) definiert werden durch

S(t):=Pr(T >1). (2.1)

Die Survivalfunktion S(t) ist eine stetig monoton fallende Funktion. Aus
folgt aukerdem S(0) = 1 und lim;_,, S(t) = 0. Synonym verwendete Bezeich-
nungen fiir die Survivalfunktion sind Survivorfunktion, Uberlebensfunktion
oder Zuverlassigkeitsfunktion (vgl. Glomb) 2007).

Da T eine stetige Zufallsvariable ist, kann die Survivalfunktion umformuliert
werden zu

S(H) = 1— F(t) = /too Fu)du, (2.2)

mit F(t) der stetigen Verteilungsfunktion von 7" und f(¢) der stetigen Dich-
tefunktion von 7.

Die Hazardfunktion A(t) ist definiert durch

P <T< AT >
h(t) := lim rt<T<t+MT>1)

At—0 At ’ (23)

Sie gibt das momentane Ausfallsrisiko pro Zeiteinheit an, unter der Bedin-
gung dass das Individuum bis zum Zeitpunkt ¢ noch lebt. Man beachte, dass
die Hazardfunktion keine Wahrscheinlichkeit ist sondern eine Rate, welche
nur nicht-negative Werte annehmen kann.

Weiters kann die Wahrscheinlichkeit, fiir ein Individuum welches bis zum
Zeitpunkt ¢ lebt und unmittelbar danach ausfillt, durch h(t)At approximiert
werden (siehe (2.3))). Die Hazardfunktion ist unter anderem auch bekannt als
die conditional failure rate in reliability, die Intensitatsfunktion bei Stochasti-
schen Prozessen und als altersspezifische Ausfallsrate in der Epidemiologie.

Da T eine stetige Zufallsvariable ist gilt,

_f(t) _ dlog(5(t))

CS(t) .’ (2.4)
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wegen
L Pr(<T<t+ AT >t) . 1 Prt<T<t+At,T>t)
hlt) = lim, At = A A Pr(T > 1)
_Hnifm§T§t+my_mnijﬁ+Aw—ﬂw
At—0 At Pr(T > t) A0 At S(t)
_ Fl+A)—F@#) 1 f()
= lim = .
AL-0 At S(t)  S(t)

Eine eng verwandte Funktion der Hazardfunktion ist die kumulative Ha-
zardfunktion H(t), welche definiert ist durch

H(t) = /0 h(u)du = —log(S(#). (2.5)

Daher kann die Survivalfunktion durch die kumulative Hazardfunktion H ()
ausgedriickt werden als

S(t) = exp (—H(1)) . (2.6)

In der Abbildung sind drei verschiedene Hazardfunktionen mit zugehori-
gen Survivalfunktionen abgebildet. In dieser Abbildung ist gut zu erkennen,
dass die Hazardfunktion im Gegensatz zu der Survivalfunktion verschiedens-
te Formen annehmen kann wihrend die Survivalfunktion immer monoton
fallend sein muss.

Die erwartete Restlebensdauer (mean residual life function) mrl(t) ist
die vierte charakterisierende Funktion der Survival Analysis. Diese Funktion
gibt an, welche restliche Lebensdauer einem Individuum im Alter ¢ im Mittel
noch verbleibt. Die erwartete Restlebendauer mri(t) ist definiert als

mrl(t) =BT —tT >+, t>0. (2.7)
Weiters gelten folgende Beziehungen falls 7" stetig verteilt ist:

mrl(t) = ﬁ /too S(u)du, t>0,

p=E[T] =mrl(0) = /000 S(u)du und

Var[T] = 2 /0 T iSs(de — < /0 N S(t)dt)2 |
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Abbildung 2.1.: Beispiele unterschiedlicher Hazardfunktionen mit zugehori-
gen Survivalfunktionen

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Lebenszeit T dquivalent
durch die Dichtefunktion, die Survivalfunktion, die Hazardfunktion und die
erwartete Restlebensdauer charakterisiert werden kann. Daher wird die Le-
benszeit in Regressionsmodellen immer mithilfe einer der vier charakterisie-
renden Funktionen modelliert (meistens wird hierfiir die Hazardfunktion oder
die Survivalfunktion verwendet).

Bemerkung 2.

In dieser Arbeit wird fast ausschliefilich von stetigen Lebenszeiten T; ausge-

gangen. Falls diskrete Lebenszeiten behandelt werden, wird dies explizit er-
wéhnt.

2.1.2. Diskrete Lebenszeiten

In manchen Fillen treten Lebenszeiten nur in diskreter Form auf. Daher
wird in diesem Fall 7" als diskrete Zufallsvariable modelliert. Angenommen

T kann nur die Werte t1,%,, ... annehmen, mit 0 < t; < ty < ---, dann sei
die Wahrscheinlichkeitsfunktion
ft;))=Pr(T'=t;) j=12,.... (2.8)
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Die Survivalfunktion ist somit
St)=Pr(T >t)=>_[(t;). (2.9)
>t

Betrachtet man S(t) als eine Funktion von ¢ > 0 dann ist S(¢) eine mono-
ton fallende Treppenfunktion, mit S(0) = 1 und S(co) = 0. Die diskrete

Hazardfunktion ist definiert als

h(t;) = Pr(T = ;T > t;)

_ J()
S(t;)
Ahnlich wie im stetigen Fall charakterisieren die Wahrscheinlichkeitsfunktion,
die Survivalfunktion und die Hazardfunktion die Verteilung von 7. Wegen

f(t;) = S(t;) — S(tjr1) folgt

=1,2.... (2.10)

hity) =1 - 2
Weiters gilt
C S(t)S(ts)  S(t) S(tga)
Sltri1) = S(ty) S(ta)  S(t,_) 5(7;)
17 Sltin)
_jzl S(ty)

wegen S(t;) = 1 und somit

S(t) =[] @ -n)). (2.11)
ti<t
Ein diskretes Gegenstiick zu der stetigen Funktion H (¢) kann auf zwei Arten
definiert werden: zum einen iiber —log S(t), mit S(¢) aus (2.11) oder zum
anderen iiber 3, _, h(t;), wobei beide Zugangsweisen nicht denselben Wert
liefern. -

Mithilfe von Riemann Stieltjes Integralen und Produkt Integralen ist es ge-
lungen ein allgemeineres Konzept fiir die Survival Analysis zu formulieren.
Mithilfe dieses Konzeptes kénnen diskrete, stetige und gemischte Lebensver-
teilungen innerhalb eines Konzeptes eingebettet werden. Fiir mehr Informa-
tion zu diesem verallgemeinerten Konzept siche Abschnitt 1.2.3 in [Lawless
(2003).
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2.2. Zensierung und Trunkierung (Stutzung)

Die bisher besprochenen Begriffe kdnnen auch in anderen Gebieten der Sta-
tistik gefunden werden. Die grundlegende Eigenschaft, welche Survival Ana-
lysis von anderen Gebieten der Statistik unterscheidet, ist die Zensierung. Im
Wesentlichen tritt Zensierung dann auf, wenn eine gewisse Information iiber
den Ausfallszeitpunkt existiert jedoch der exakte Zeitpunkt des Ausfalls nicht
bekannt ist (vgl. [Klein und Moeschberger, 2003). Es existieren drei Zensie-
rungsarten, namlich Rechtszensierung (right censoring), Linkszensierung (left
censoring) und Intervalzensierung (interval censoring).

Allgemein gilt, dass die Rechtszensur die am héaufigst auftretende Zensie-
rungsart ist (im speziellen die Rechtszensierung Typ I). Zusétzlich sind die
meisten Ergebnisse fiir rechtszensierte Lebenszeiten theoretisch leichter her-
leitbar und somit existieren fiir diese Art der Zensierung auch die meisten
Arbeiten bzw. Ergebnisse.

2.2.1. Rechtszensierung

Man spricht von einer rechtszensierten Lebenszeit T, wenn der Ausfall
noch nicht beobachtet wurde und dieser rechts des Zensurzeitpunktes c liegt.
Somit wird statt der exakten Lebenszeit nur

Y =min(7,¢c), (2.12)

beobachtet. Zum Beispiel wurde in einer Studie nicht der Tod aller Patienten
abgewartet sondern nach einer gewissen Dauer abgebrochen.

Rechtszensierung kann weiters in Typ I und Typ II Rechtszensur unterteilt
werden, wobei der Typ I die gingigere Variante ist.

Typ | Rechtzensur

Die Typ I Rechtszensierung tritt auf wenn jedes Individuum einen fixen
(deterministischen) Zensurzeitpunkt ¢; besitzt (vgl. Lawless, 2003). Somit
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wird Y; tatsdchlich beobachtet wenn 7; < ¢; gilt. Formal ausgedriickt bedeu-
tet dies
Y; = min(T;, ¢;) .

Ein typisches Beispiel fiir Typ I Zensierung ist, wenn eine Studie eine vorher
festgelegte Zeitdauer besitzt.

Typ Il Rechtszensur

Diese Art der Rechtszensierung tritt genau dann auf, wenn nur die r kleinsten
Lebenszeiten T{y),...,T{) von n moglichen beobachtet werden. Ein grofer
Nachteil bei dieser Art der Zensierung ist, dass das Ende der Studie bis zum
Schluss unbekannt ist (vgl. Lawless| (2003)).

In den Abbildungen und werden Typ I und Typ IT Rechtszensierung
visuell aufbereitet. Im Beispiel der Abbildung ist der Zensurzeitpunkt fiir
alle Individuen gleich und im voraus festgelegt. Im Beispiel der Abbildung/[2.3]
tritt die Zensur erst dann auf wenn 4 Individuen ausgefallen sind.

5 Z-oeeee
4 ~ A

3 Zoeoee
2| <A

1 « A

t=0 t, t, t t=C

Abbildung 2.2.: Typ I Rechtszensierung. Mit A werden Ausfille markiert,
mit Z werden zensierte Lebenszeiten markiert und ¢y, %o, %4
bezeichnen die beobachteten Ausfallszeitpunkte.

2.2.2. Linkszensierung

Ist eine Lebenszeit linkszensiert, bedeutet dies, dass der Ausfall vor dem
Beginn der Studie erfolgte. Daher liegt der Ausfallszeitpunkt links des Stu-
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6 A

5 Zeee
4 A

3 A

2 « A

1 Z-eeeee
t=0 5 t t3 t=C

Abbildung 2.3.: Typ IT Rechtszensierung mit r = 4. Mit A werden Ausfille
markiert, mit Z werden zensierte Lebenszeiten markiert und
to, t3, 14 bezeichnen die beobachteten Ausfallszeitpunkte. Die
Zensur setzt sofort ein, nachdem 4 Individuen ausgefallen
sind (hier fillt Individuum 6 als Viertes aus). Daher gilt,
c = tg.

dienbeginns bzw. Beobachtungstarts, es ist jedoch nicht bekannt wann ge-
nau dieser stattgefunden hat. Der exakte Ausfallszeitpunkt ist somit nur ge-
nau dann bekannt, wenn der Ausfallszeitpunkt nach dem Zensierungspunkt
c stattfindet, dh. T" > ¢ gilt. Somit wird anstatt der exakten Lebenszeit T
nur

Y = max (T,c) , (2.13)

beobachtet, mit 7" der exakten Lebenszeit und ¢ dem Studienbeginn bzw.
dem Beobachtungsstart.

Beispiel 1.

Ein Beispiel fiir Linkszensierung ist die Studie zur Untersuchung der Zeit
bis zum ersten Marihuana Konsum von High School Schiilern in Kalifornien.
Angenommen ein Schiiler gibt bei der Befragung an, bereits Marihuana kon-
sumiert zu haben, aber kann sich nicht mehr an den Zeitpunkt des Beginns
erinnern. Somit wére dann die Zeit des ersten Marihuana Konsums fiir diesen
Schiiler linkszensiert (vgl. Klein und Moeschberger, [2003)).

Mithilfe der Abbildung [2.4] soll die Linkszensierung noch einmal veranschau-

10



2.2. Zensierung und Trunkierung (Stutzung)

licht werden. Bei den Individuen 2 und 4 tritt das Ereignis bereits auf, bevor
die Studie iiberhaupt begonnen hat.

‘.Z

_.Z

5
4
3
2
1

[ »

v

t=0=C 5 & t
Studienbeginn

Abbildung 2.4.: Linkszensierung. Mit A werden Ausfille markiert, mit Z wer-
den zensierte Lebenszeiten markiert und ¢, t3, 5 bezeichnen
die beobachteten Ausfallszeitpunkte.

2.2.3. Intervallzensierung

Die Intervallzensierung ist die allgemeinste Art der Zensierung. Diese Zensie-
rung tritt dann auf wenn fiir Individuen nur bekannt ist, dass das Ereignis
innerhalb eines Intervalls aufgetreten ist, dh.

Y =T € (& f. (2.14)

Intervallzensierung ist ein typisches Produkt bei Studien von regelméfigen
Nachuntersuchungen. Wird hier eine Krankheit diagnostiziert, so ist ledig-
lich bekannt, dass der Zeitpunkt des Ausbruchs zwischen den letzten beiden
Untersuchungen liegt (vgl. |Glomb, 2007).

Die Intervalzensierung ist eine Verallgemeinerung der Links- und Rechtszen-
sierung. Sei die linke Intervallgrenze ¢ = 0 und die rechte Intervallgrenze
gleich ¢ erhdlt man Rechtszensierung. Umgekehrt ergibt sich Linkszensie-
rung falls die rechte Intervallgrenze unendlich ist und die linke Intervallgrenze
gleich ¢ ist. (vgl. Klein und Moeschberger, 2003).

11
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2.2.4. Trunkierung (Stutzung)

Eine weitere Eigenschaft die viele Survival Daten besitzen, aber oft mit Zen-
sierung verwechselt wird, ist die Trunkierung (engl. truncation) oder auch
Stutzung genannt. Trunkierung bedeutet, dass lediglich die Individuen be-
obachtet werden deren Ausfallszeitpunkt innerhalb von (S%, S%) fallen. Das
wiederum hat zur Folge, dass Individuen deren Ausfallszeitpunkte nicht in
dieses Intervall fallen, nicht beobachtet werden.

Der Unterschied zwischen Zensierung und Trunkierung ist, dass obwohl ein
Individuum zensiert wurde eine gewissen Information iiber das Individuum
besteht (Ausfallszeitpunkt liegt links von ¢, Ausfallszeitpunkt liegt rechts
von ¢, Ausfallszeitpunkt liegt in (c%, cf]), wihrend es bei trunkierten (ge-
stutzten) Daten absolut keine Information tiber Individuen gibt deren Aus-
fallszeitpunkte auferhalb von (S, S%) liegen (vgl. Klein und Moeschberger!
2003). Es existieren zwei Arten von Trunkierung (Stutzung) ndmlich Links-

trunkierung und Rechtstrunkierung.

Linkstrunkierung

Gelte fiir die rechte Intervallgrenze bei einer Trunkierung s = oo, dann
nennt man diese Trunkierungsform Linkstrunkierung (engl. left truncati-
on). Wir beobachten 7' genau dann wenn s* < T gilt.

Beispiel 2.

Die Lebensdauern von Bewohnern eines Altersheimes sollen untersucht wer-
den. In der Studie werden nur Individuen beobachtet, die noch im Senioren-
heim leben. Alle Personen die bereits vor dem Beginn der Studie verstarben,
sind linkstrunkiert und werden somit in der Studie nicht beriicksichtigt (vgl.
Klein und Moeschberger, [2003)).

Rechtstrunkierung

Gelte fiir die linke Intervallgrenze bei einer Trunkierung s = 0, dann nennt
man diese Trunkierungsform Rechtstrunkierung (engl right truncation).
Die Lebenszeit 7' wird genau dann beobachtet wenn T’ < s’ gilt.
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2.3. Likelihoodfunktion fiir zensierte und trunkierte Daten

Beispiel 3.

In einer Studie wurde das Alter von Schiilern erhoben in dem sie zu rauchen
begonnen haben. Man erhilt hier rechtstrunkierte Daten, da die Schiiler die
nach ihrer Schulzeit begonnen haben zu rauchen, nicht inkludiert sind.

Falls Daten trunkiert sind, hat dies einen Einfluss auf die Likelihoodfunktion.
In diesem Fall muss eine bedingte Verteilung verwendet werden.

Daten konnen auch gleichzeitig trunkiert und zensiert sein. Die in der Praxis
am haufigsten auftretende Kombination sind rechtszensierte und linkstrun-
kierte Daten.

2.3. Likelihoodfunktion fiir zensierte und
trunkierte Daten

In diesem Abschnitt werden die Likelihoodfunktionen fiir die in Abschnitt
beschriebenen Zensierungs- und Trunkierungsarten hergeleitet. Im ersten
Teil des Abschnitts wird die Likelhoodfunktion fiir rechtszensierte Lebens-
zeiten des Typ I behandelt und danach wird diese Herangehensweise auf
linkszensierte, intervallzensierte und trunkierte Lebenszeiten angewandt.

Die Ausfithrungen in diesen Abschnitt folgen [Liu| (2012)), Klein und Moesch-
berger (2003) und |Glomb| (2007). Um die Likelihoodfunktion fiir Rechtszen-
sierung Typ I herleiten zu konnen, muss zuerst etwas an Notation eingefiihrt
werden. Es wird angenommen, dass n individuelle Lebenszeiten Ti,...,T,
studiert werden. Auflerdem werden nicht alle Lebenszeiten T; beobachtet son-
dern

Y; = min(T;, ¢;) .

Zusatzlich wird noch die Rechtszensur-Indikatorvariable R; eingefiihrt, mit

Ry =1(T;=Y;) = I(T; < &;). (2.15)

Mithilfe der Rechtszensur-Indikatorvariable R; kann man nun zwischen rechts-
zensierten und tatsichlich beobachteten Lebenszeiten unterscheiden. Somit
erhalten wir die drei Zufallsvariablen T}, Y; und R; fiir das i-te Individuum.

13



2. Grundlagen

Die Likelihoodfunktion fiir Typ I Rechtszensierung, gegeben den drei Zufalls-
variablen, kann als die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung von (Y;, R;)
formuliert werden (vgl. Liu, 2012). Die gemeinsame Dichtefunktion von
(Yi, R;) fiir stetige und diskrete rechtszensierte Lebenszeiten des Typ I lautet

flyismi) = fr,(y)" Pr(T; > ;)77 (2.16)
Fiir den Fall, dass die Lebenszeit T; diskret verteilt ist, gilt

Pr((Y;, R;) = (¢;,0)) = Pr(T; > ¢;)

mit fr,(y;) = Pr(7; = y;). Fiir den Fall, dass die Lebenszeit T; stetig ist,
betrachte man die Approximation Pr(Y; € [y;,y; + €]) mit € > 0. Es gilt
nun

li_r)réPr(Y; €lyyite),Ri=1)= li_r)r(l)Pr(E € lyinyite))

Yite

= lim fr,(w)du = fr,(y:)

e—0 vi

lim Pr(Y; € [y, yi + ), Ri = 0) = Pr(Ti > ¢;) .

Somit ist die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung von (Y;, R;) fiir ste-
tige und diskrete Lebenszeiten dquivalent (vgl. Herleitung der gemeinsamen
Dichtefunktion in (Glomb, 2007).

Unter der Annahme, dass die n Lebenszeiten T7,...,7T, unabhingig sind,
erhdlt man die folgende Likelihoodfunktion fiir rechtszensierte Typ I
Daten

L = H fTi (yi)mSTi(yi‘}')l_” ) (217)
i=1
wobei im allgemeinen St,(y;+) = Pr(7; > y;) gilt. Falls jedoch Sr,(¢) in y;
stetig ist, gilt St (vi+) = S, (y;) (vgl. Lawless, 2003).
Bemerkung 3.

In der Literatur wird die Rechtszensur-Indikatorvariable auch oft andersrum

definiert, d.h. R; = I(T; > Cj;).

14



2.3. Likelihoodfunktion fiir zensierte und trunkierte Daten

Um die Likelihoodfunktion fiir linkszensierte Daten (siehe Abschnitt [2.2.2)
herleiten zu konnen wird eine andere Indikatorvariable bendtigt und zwar

Li=1T,=Y;)=I1(T; > ¢ (2.18)
und es ist
Y; = max(T;, ¢;) .
Unter der Annahme, dass die n Lebenszeiten 77, ..., T, unabhéngig und ste-

tig sind, erhédlt man die Likelihoodfunktion fiir linkszensierte Daten

L =] fr.w:)" Fr.(y)" " (2.19)
i=1
Die Herleitung von L fiir linkszensierte Daten lauft dquivalent zu der Herlei-
tung im rechtszensierten Typ I Fall ab.

Fiir intervallzensierte Lebenszeiten (siehe Abschnitt 2.2.3) mit V; € (cf, ]
ist die Wahrscheinlichkeit einer solchen Lebenszeit gleich Pr(Y; € (cF, cF]) =
Fr.(cf) — Fr.(cF). Unter der Annahme, dass die n Lebenszeiten Ty, ..., T,
unabhéngig und stetig sind, erhéilt man die Likelihoodfunktion fiir inter-
vallzensierte Daten

L

[ (Fret) = Fr(ch)) . (2.20)

=1

Um die Likelihoodfunktion fiir trunkierte Daten (siehe Abschnitt [2.2.4)) her-
zuleiten, muss die gemeinsame Verteilung von Y darauf bedingt werden, dass

der Ausfall in (st s®) erfolgt. d.h. Pr(Y € (sf,s%)) = #@;ﬂ#) Unter
der Annahme, dass die n Lebenszeiten 77, . .. ,T unabhéngig und stetig sind,

erhalt man die Likelihoodfunktion fiir trunkierte Daten

- fT yz
L=
g Fr.(s%) — Fr.(s5)

2
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3. Nicht-parametrische
Schatzer

3.1. Kaplan-Meier und Nelson-Aalen Schatzer

In diesem Abschnitt werden Schétzer fiir die Survivalfunktion hergeleitet. Die
Ausfithrungen folgen hierbei in grofen Teilen Liu| (2012).

Die Survivalfunktion S(t) ist per Definition (siehe (2.1])) die Wahrscheinlich-
keit, dass ein Individuum alter als ¢ Zeiteinheiten wird. Angenommen die
n Beobachtungen v, ..., y, der Lebenszeiten Ti,...,7,, sind weder zensiert
noch trunkiert, dann kann durch die empirische Survivalfunktion

Anzahl Ausfallzeitpunkte > ¢

Sps(t) = p

(3.1)

die Survivalfunktion auf sehr einfache Art und Weise geschétzt werden (vgl.
Collett, 2003). Diese Treppenfunktion sinkt somit jeweils zu einem Ausfall-
zeitpunkt um d/n Einheiten, mit der Anzahl an Ausfillen d zu diesem Aus-
fallzeitpunkt.

Sind jedoch die beobachteten Lebenszeiten zensiert, muss die empirische Sur-
vivalfunktion (3.1) modifiziert werden, da nicht mehr klar ist, wie viele Aus-
fallzeitpunkte groker als ¢ sind. Der von [Kaplan und Meier (1958)) eingefiihr-
te Schitzer behebt dieses Problem. Um diesen Schitzer herleiten zu kénnen,
miissen im ersten Schritt die verschiedenen beobachteten Ausfall- und Zen-
surzeitpunkte geordnet werden, dh.

Ya) <Y < < Ywn-1) < Yr) -
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3. Nicht-parametrische Schatzer

Mit n wird die Anzahl voneinander verschiedener Ausfall- und Zensurzeit-
punkte bezeichnet (d.h. wenn alle Individuen zu unterschiedlichen Zeitpunk-
ten ausfallen bzw. zensiert sind, gilt 77 = n). Die Survivalfunktion S(¢) wird
nun mithilfe einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung, welche auf den
Massezeitpunkten y(y), ..., y(s) definiert ist, geschatzt.

In (2.11)) wurde gezeigt, dass die Survivalfunktion S(t¢) fiir diskret verteilte

Lebenszeiten durch
s(t) =TT (1= h(w) (3.2

Yi <t

ausgedriickt werden kann. Um die Survivalfunktion schitzen zu kénnen, muss
nun noch ein Schétzer fiir h(t;) gefunden werden. Solch ein passender Schétzer
ist

- di e .
h(y;)) = — firi=1,...,n, (3.3)

mit der Anzahl der zum i-ten Ausfallzeitpunkt gefihrdeten Individuen n;
und der Anzahl an Ausfillen d;. Durch Einsetzen von h(y;) aus in (3.2)
erhdlt man den Kaplan-Meier Schitzer Sk fiir die Survivalfunktion und

T sen(eH-mt e

Yi) <t Y <t

Es kann weiters gezeigt werden, dass der Kaplan-Meier Schitzer konsistent
und asymptotisch normalverteilt ist (sieche Kapitel 3.2.4 in Lawless| 2003).
Weiters kann gezeigt werden, dass der Kaplan-Meier Schatzer und die empi-
rische Survivalfunktion fiir nicht-zensierte Daten iibereinstimmen.

Bemerkung 4.

Der Kaplan-Meier Schdtzer kann auch als nicht-parametrischer Mazimum,
Likelihood Schétzer (MLE) der Survivalfunktion S(t) hergeleitet werden. Aus
diesem Grund wird er auch oft als Product Limit Estimator (PL) bezeichnet.

Der Kaplan-Meier Schitzer kann wegen (2.5)) als Schitzer der kumulativen
Hazardfunktion verwendet werden und zwar

H(t) = —log H nln_dz . (3.5)

Yi) <t
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3.1. Kaplan-Meier und Nelson-Aalen Schétzer

Durch die Approximation log(1 + x) &~ z fiir kleines = kann der Schétzer fiir
die kumulative Hazardfunktion (3.5)) weiter umgeformt werden zu

Ht)=- log (1—%)

Yi) <t
d; d;
-y (__): > - (3.6)
n; n;
Y <t Y <t

Der Schétzer in (3.6) wurde von [Nelson| (1969) bzw. Aalen| (1978)) eingefiihrt
und wird daher oft als Nelson-Aalen Schitzer bezeichnet. Weiters kann
der Nelson-Aalen Schitzer mithilfe von (2.6) umgeformt werden zu

Swa(t) =exp | — Z % , (3.7)

Yy St ‘
einem weiteren Schitzer der Survivalfunktion.

Der Kaplan Meier Schitzer und der Nelson-Aalen Schétzer sind Grundwerk-
zeuge jeder deskriptiven Survival Datenanalyse. Fiir die beiden Schitzer miis-
sen aufker der Unabhingigkeit keinerlei Verteilungsannahmen getroffen wer-
den (daher sind sie nicht-parametrisch) und beruhen somit rein auf den em-
pirischen Daten.

Beispiel 4.

In diesem kurzen Beispiel wird der Kaplan-Meier Schétzer und der Nelson-
Aalen Schitzer fiir die Beispieldaten 5, 17, 20+, 24, 32, 35+, 40, 46, 47, 50,
59, 74 berechnet (das + Symbol kennzeichnet rechtszensierte Lebenszeiten).

Anhand der Abbildung kann man sehen, dass die Treppenfunktion des
Kaplan-Meier Schétzers zum Zeitpunkt jedes beobachteten Ausfalls fillt,
jedoch nicht bei Auftreten eines zensierten Ereignisses. Der Nelson-Aalen
Schitzer in Abbildung wirkt wegen der exp()-Funktion in glatter,
dennoch liefert auch er eine dhnliche Schitzung der Survivalfunktion wie der
Kaplan-Meier Schétzer.
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3. Nicht-parametrische Schatzer
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Abbildung 3.1.: Kaplan-Meier Schétzer fiir Beispiel . Das Symbol + kenn-
zeichnet rechtszensierte Lebenszeiten.

R-Code 3.1: Kaplan-Meier- und Nelson-Aalen-Schétzer

>y <- c(b, 17, 20, 24, 32, 35, 40, 46, 47, 50, 59, 74)
>r <-c(1,1,0,1,1,0,1, 1,1, 1,1, 1)

> bsp.surv <- Surv(y, r)

> bsp.surv

(1] 5 17 20+ 24 32 35+ 40 46 47 50 59 74

>

> # KAPLAN-MEIER Schaetzer

> bsp.km <- survfit(bsp.surv ~ 1, conf.int = F)

> summary (bsp.km)

time n.risk n.event survival std.err

5 12 1 0.917 0.0798
17 11 1 0.833 0.1076
24 9 1 0.741 0.1295
32 8 1 0.648 0.1426
40 6 1 0.540 0.1544
46 5 1 0.432 0.1568
47 4 1 0.324 0.1503
50 3 1 0.216 0.1335
59 2 1 0.108 0.1014
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3.1. Kaplan-Meier und Nelson-Aalen Schétzer

74 1 1 0.000 NaN

> plot(survfit(bsp.surv ~ 1), xlab = "t",

+ ylab = expression(hat(S)(t)), conf.int = F, 1lwd=3)

>

> # NELSON-AALEN Schaetzer fuer Survivalfunktion

> na_schaetzer <- exp(-cumsum( bsp.km$n.ev / bsp.km$n.risk))
> plot(times, na_schaetzer,type="1", xlab = "t",

+ ylab = expression(hat(S)(t)), lwd = 3)

>

> # NESLON-AALEN-Schaetzer fuer kum. Hazardfunktion

> na_kum_hazard <- cumsum(bsp.km$n.ev / bsp.km$n.risk)
> plot(times, na_kum_hazard, type="1", xlab="t",

+ ylab = expression(hat(H) (t)), lwd = 3)
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Abbildung 3.2.: Nelson-Aalen Schitzer fiir Beispiel [4 Links ist der Schiitzer
fiir die Survivalfunktion abgebildet und rechts der Schétzer
fiir die kumulative Hazardfunktion.
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3. Nicht-parametrische Schatzer

3.1.1. Varianzschatzung der Survivalfunktion

Es gibt eine Vielzahl an Mdoglichkeiten die Varianz des Kaplan-Meier Schét-
zers zu schitzen. Die hier vorgestellte Variante wird als Greenwood For-
mel bezeichnet und wird mithilfe der Delta Methode hergeleitet (siehe An-

hang Satz [A.1.1)).

Die Herleitung beginnt mit der Betrachtung von log(Sku(t)), mit Sk (t)

definiert in (3.4) also

log (S, =) log (

Y@ )<t

> Z log y(’L )

Yi) < <t

mit 5(ye)) = " % der bedingten Survivalwahrscheinlichkeit im Intervall
I; = (Yi-1), Ya))- Angenommen die Anzahl an Uberlebenden zum Zeitpunkt
y(;) folgt einer Binomialverteilung, d.h. (n; — d;) ~ Bin(n,;,m;), dann kann
5(y()) als Schitzer von ; angesehen werden. Somit ist ein Schétzer fiir die
Varianz von 5(y(;) gleich

S(ye) (1= 3(yw))

Var[5(y)] =

(vgl. [Hosmer und Stanley, 1999). Unter der Verwendung der Delta Methode
hat die Varianz von log(s(y;))) folgende Form:

1 )2 S(ym) (1 = 3(y@m))
)

n;

Varllog(3(y(s))] ~ (A(

S\Y)
~ 1 - /S\(y(i)>
g(y(i))ni

Da 5(y(;))n: = (n; —d;) gilt, wird nun der Nenner und Zéhler mit n; erweitert,
wodurch

ni(1 —5(yw))
g(l/(i))”zz
d;
(nz’ - di)ni

Var[log 5(y))] =

Q
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3.1. Kaplan-Meier und Nelson-Aalen Schétzer

folgt. Aufgrund der Unabhéngigkeit der verschiedenen Ausfallszeitpunkte y;

~

kann nun die Varianz von log(S(t)) geschitzt werden, in dem alle Varianzen
von log(5(y@)) fiir yu) < ¢ aufsummiert werden, also

d;

= dm (3.8)

\//a\r[log S\KM(t)] ~ Z

Y <t

Im letzten Schritt muss \//a\r[log Sk (t)] wieder riicktransformiert werden zu
\//a\r[gKM(t)] Diese Riicktransformation erfolgt wieder mithilfe der Delta Me-
thode, unter Verwendung der exp() Funktion. Dies ergibt folgenden Ausdruck
fir die Varianz des Kaplan-Meier Schitzers (Greenwood Formel)

di

Var(Siu ()] & (Ska(t)? Z (n; — di)n;

Y <t

(3.9)

Die Varianz des Nelson-Aalen Schéatzers kann ebenfalls dquivalent wie

die Greenwood Formel, unter Verwendung der Delta Methode, hergeleitet
werden und lautet J

Var[Ht) ~ Y =%, 3.10

alln] = Y o (310

Yi) <t ‘

3.1.2. Lokale Konfidenzintervalle und Konfidenzbander

Da der Kaplan-Meier Schitzer §KM(75) asymptotisch normalverteilt ist gilt

_ %@‘)S@ 25 N(0,1), (3.11)

mit 02(t) = Va\r[g e (t)] der Varianz aus (3.9). Somit kann folgendes lokales
(bzw. punktweises) Konfidenzintervall, zum Niveau 1 — «, fiir die Survival-
funktion formuliert werden:

Z(t)

Sicar(t) £ 21_0)204(t) (3.12)

mit z1_q/2 dem 1 — /2 Quantil der Standard Normalverteilung. Jedoch ist
dieses Konfidenzintervall nur bedingt brauchbar. Wéhrend normalverteilte
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3. Nicht-parametrische Schatzer

Variablen Werte aus (—o0, c0) annehmen kénnen, kann S(¢) nur Werte von 0
bis 1 annehmen. Somit kann es vorkommen, dass die Intervallgrenzen Werte
aufserhalb von (0, 1) annehmen.

Dieses Problem kann mithilfe von Transformation umgangen werden, wie Lo-
git Transformation, arcus sinus Transformation und log-log Transformation.
Bei diesen Methoden wird im ersten Schritt Sk (¢) transformiert, im zweiten
Schritt wird ein Konfidenzintervall fiir die Transformation berechnet und im
dritten Schritt wird dieses Konfidenzintervall wieder riicktransformiert.

Die meist verwendete Methode ist die log-log Transformation, welche hier
nun vorgestellt wird. Durch diese Transformation wird S(t) := Sku(t) auf
einen Wertebereich von (—oo, 00) transformiert. Dafiir muss zuerst v(¢) de-
finiert werden mit

() = log (— log §(t)) . (3.13)

Aus ist bekannt, dass log(S(t)) die kumulative Hazardfunktion darstellt.
Deswegen wird ©(t) auch als logarithmierte Hazardfunktion bezeichnet.
Mithilfe der Delta Methode, unter Verwendung von (3.8), erhélt man fiir die
Varianz von 0(t) folgenden Ausdruck:

1 : — ~
m) Var[log S(t)]

2
1 d;
- <log §(t)) y%;t (ni —di)n;

Das ergibt das punktweise Konfidenzintervall fiir log (—log S(t)) zum Ni-
veau 1 — «

Var[o(t)] ~ (

: _ e (a0
log (—log SKM(t)> + 21-0/20,(t), mit G.(t) := Var[o(t)] = (log §(t)> :

Das Konfidenzintervall von log(—log S(t)) kann nun durch Riicktransformati-
on mithilfe von exp(— exp(z)) umgeformt werden zu einem Konfidenzintervall

fiir S(t), d.h.
Sk (t) exp (— exp(:l:zl,a/gé\v(t)))

24



10

11

12

13

14

15

16

3.2. Log Rank Test

Das punktweise Konfidenzintervall fiir S(¢) zum Niveau 1 — « lautet
somit

(§(t)1/@, §(t)é) mit 0 = exp (21_a /280 (t)) . (3.14)
Beispiel 5 (Fortfiihrung von Beispiel .

Fiir den in Beispiel 4] berechneten Kaplan-Meier Schétzer wird nun ein Kon-
fidenzintervall zum Niveau o = 0.05 erstellt.

> bsp.konf_int <- survfit(bsp.surv™l, conf.int = .95)
> summary(bsp.konf_int)
Call: survfit(formula = bsp.surv ~ 1, conf.int = .95)
time n.risk n.event survival std.err lower 95}, CI upper 95% CI
5 12 1 0.917 0.0798 0.7729 1.000
17 11 1 0.833 0.1076 0.6470 1.000
24 9 1 0.741 0.1295 0.5259 1.000
32 8 1 0.648 0.1426 0.4211 0.998
40 6 1 0.540 0.1544 0.3084 0.946
46 5 1 0.432 0.1568 0.2121 0.880
47 4 1 0.324 0.1503 0.1306 0.804
50 3 1 0.216 0.1335 0.0644 0.725
59 2 1 0.108 0.1014 0.0171 0.680
74 1 1 0.000 NaN NA NA

> plot(bsp.konf_int, xlab="t",
+ ylab = expression(hat(8)(t)), lwd = 3)

3.2. Log Rank Test

Im vorangegangenen Kapitel wurde versucht die Survivalfunktion S(t) zu
schatzen und punktweise Konfidenzintervalle dafiir anzugeben. Nun wird ver-
sucht die Survivalfunktionen von mehrerer Gruppen zu vergleichen und auf
Unterschiede zu iiberpriifen. Der bekannteste Test hierfiir ist der sogenann-
te Log Rank Test. Die Ausfiihrungen zur Herleitung des Log Rank Tests
orientieren sich hierbei an |Liu (2012) und Klein und Moeschberger| (2003).
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3. Nicht-parametrische Schatzer

S(t)

Abbildung 3.3.: Punktweises Konfidenzintervall der Survivalfunktion zum Ni-
veau 1 — a = 0.95 basierend auf den Daten aus Beispiel .

3.2.1. Log Rank Test fiir zwei Gruppen

Angenommen die Daten lassen sich in zwei Gruppen GG; und G5 unterteilen,
so soll nun iiberpriift werden, ob sich die Survivalfunktionen dieser beiden
Gruppen statistisch unterscheiden. Somit testet man die Hypothese

Hy: Si(t) = Sa(t) Vt>0 gegen
Hy : Si(t) # S»(t) fiir zumindest einen Zeitpunkt ¢,

wobei S1(t) bzw. Sy(t) die Survivalfunktionen fiir Gruppe Gy bzw. G4 sind.

Fiir die 7 sortierten beobachteten Ausfallzeitpunkte yy < yp) < -+ < ym),
mit 77 der Anzahl an unterschiedlichen Ausfallzeitpunkten (d.h. 7 < n), sei
ny bzw. ngy die beobachtete Anzahl an Individuen in Gy bzw. G5. Weiters sei
ny; sowie ny; die beobachtete Anzahl an gefihrdeten Individuen zum i-ten
Ausfallzeitpunkt und dy; sowie do; die Anzahl an beobachteten Ausfille zum
i-ten Ausfallzeitpunkt fiir G; und G5 (siehe Tabelle [3.1).

Es kann die Anzahl an Ausfillen dy; zum i-ten Ausfallzeitpunkt y,) fiir Gy
als hypergeometrisch verteilte Zufallsvariable (siehe Definition [A.1.1)
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3.2. Log Rank Test

Gruppe Ausfall Anzahl unter Risiko
Ja Nein
Gy dy; ny — di; Ny
Gy da; No; — da; N2;
Insgesamt: d; =dy; +doy;  n;—d; n; = Ny + No;

Tabelle 3.1.: Anzahl an Ausfallen und Nichtausfillen zum ¢-ten Ausfallzeit-
punkt y;) fiir zwei Gruppen.

angesehen werden, mit Wahrscheinlichkeitsfunktion

(a) (i)
()

und Erwartungswert und Varianz (siehe Satz [A.1.2)

Pr(Dy; = dyi;ni, i, di) =

ding;
E[D,;] = “
di(”i - di)nlin%

ng(ni —1)

Var[Dli] =

Die Idee hinter dem Log Rank Test ist, die Differenz zwischen beobachteten
und erwarteten Ausfillen pro Zeitpunkt zu untersuchen, also

.
n

D =Y (Dy-E[Dy))

=1

mit deren Erwartungswert

und deren Varianz
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3. Nicht-parametrische Schatzer

Es kann gezeigt werden, dass D durch eine Normalverteilung approximiert
werden kann falls die Anzahl an unterschiedlichen Ausfallzeitpunkten 7 nicht
zu klein ist, somit gilt

D
Zrogrank = ——=—=~ N(0, 1) (3.15)
Var[D|
bzw. ~
D? 9
ogrank — ~_ " . 3.16
@) grank Var[D] X1 ( )

Falls Hy gilt, muss D die Summe der Differenzen zwischen beobachteten und
erwarteten Ausfillen pro Zeitpunkt klein sein. Umgekehrt deutet ein grofer
Wert von D auf eine Verletzung von Hy. Mithilfe von Ziggrank bzw. Qlogrank
und den Quantilen der Normalverteilung bzw. x2-Verteilung kann somit die
Nullhypothese Hj iiberpriift werden (vgl. Collett, [2003]).

3.2.2. Log Rank Test fiir drei oder mehr Gruppen

Die Hypothesen fiir diesen Test lauten:

Hy: Si(t) = Sa(t) =+ = Sk(t), Vt>0 gegen

Der Log Rank Test fiir mehrere Gruppen basiert auf den gleichen Uberle-
gungen wie der Log Rank Test fiir zwei Gruppen. Es wird hier ebenso die
Differenz zwischen beobachteten und erwarteten Ausfillen zu den verschie-
denen Ausfallzeitpunkten untersucht. In Tabelle [3.2] wird die Notation fiir
mehrere Gruppen vorgestellt.

Um eine iibersichtlichere Forumulierung des Log Rank Tests zu erhalten,
wird dieser in Matrix Vektor Schreibweise formuliert. Sei O; der Vektor der
zum i-ten Ausfallzeitpunkt y(; beobachteten Ausfille O; = (dysy - - - s dk—1)i)T
Die Verteilung des Vektors O; kann als multivariat hypergeometrisch
verteilt angenommen werden (vgl. Definition Liu, 2012). Fiir den

28



3.2. Log Rank Test

Gruppe Ausfall Anzahl unter Risiko
Ja Nein
G1 dy; ny; — dy; ni;
Go dy; Ng; — da; U>
G, dp; Npi — dii N
Insgesamt: dz = ngk’ dji n; — dz n; = ngk i

Tabelle 3.2.: Anzahl an Ausfiallen und Nichtausfallen zum i-ten Ausfallzeit-
punkt y;) fiir & Gruppen.

Vektor E; = E(O;) mit den erwarteten Anzahlen an Ausfillen zum Zeitpunkt

y(i) gﬂt :
diny; din(k—1)i
E,:< Mi S ”) . (3.17)

n; ’ n;

Die Kovarianzmatrix von O; (vgl. Satz |A.1.3)) lautet

V114 Vi2i - V1(k—1)i
Vi = U2'1i U2¢ - U?(k:.—l)i 7
Vk-1)15 - V(k—1)(k—1)i
mit
vy = nlz’(ni - nli)di(ni - di) und vy = nlz’nmidi<ni - di)
n?(n; — 1) n?(n; — 1)

Die Log Rank Teststatistik lautet somit
Qlogrank = -ﬁTV?lD (318)

mit
1=1

=1
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3. Nicht-parametrische Schatzer

Da D = (Dy,...,D;) durch eine multinomiale Normalverteilung mit k — 1
Freiheitsgraden approximiert werden kann und E[D} = 0 gilt, ist Qiogrank
asymptotisch x?_, verteilt. Falls die Anzahl an beobachteten und erwarte-
ten Ausfillen pro Zeitpunkt und Gruppe stark voneinander abweichen (d.h.
f)j, j=1,... kist grok), deutet dass auf eine Verletzung von Hy hin. Somit
kann die Nullhypothese mithilfe von Qjogrank und den Quantilen der X2 -

Verteilung iiberpriift werden.

Der Log Rank Test beinhaltet keine Gewichtung der Gruppen bei der Be-
rechnung der Teststatistik. Da beim Vergleich von mehreren Gruppen die
Gruppen untereinander zumeist unterschiedlich grofe Anzahl an Individuen
haben, kann es zu Verfilschungen kommen. Um diese Ungleichheiten unter
den Gruppen auszugleichen wurde der Log Rank Test zu einer gewichteten
Teststatistik erweitert (vgl. [Liuj, 2012]).

In Anlehnung an (3.19) wird eine neue gewichtete Differenz der erwarteten
und beobachteten Ausfille formuliert und zwar

n

=1

mit dem Gewichten w(y;)) zum Ausfallszeitpunkt y;). Der gewichtete Log
Rank Test lautet somit

Q. = DIV, 'D, (3.21)

mit

und ist asymptotisch x% , verteilt. Abhiéngig von der Wahl der Gewichte
ergeben sich unterschiedliche Teststatistiken. In der Tabelle [3.3| sind die gén-
gigsten Teststatistiken mit den zugehorigen Gewichten aufgelistet.
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3.2. Log Rank Test

Test Gewicht w(y())

Log Rank w(ye)) =

Gehan Wilcoxon w(ya)) = ni

Fleming & Harrington w(yqu)) = S(y;-1))"(1 — S(y-1)))? mit p,qg > 0
Taron Waron w(ym)) = Vi

Tabelle 3.3.: Einige Teststatistiken mit den dazugehérigen Gewichten w(y;).

Bemerkung 5 (Warum nur k — 1 Elemente verwendet werden).

Da die Komponenten der Vektoren D und Dy, linear abhdngig sind (d.h.
Z§:1 D; = 0 baw. Z?Zl Dy, = 0), werden nur k — 1 Komponenten des
Vektors betrachtet werden (vgl. |[Klein und Moeschberger, |2005). Zum Beispiel
wird auch fiir den Log Rank Test fir zwei Gruppen aus Abschnitt nur
die erste Gruppe betrachtet.
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4. Parametrische Modelle

4.1. Gangige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Fiir die Survival Analysis existieren Wahrscheinlichkeitsverteilungen welche
die Verteilung von Lebenszeiten besonders gut beschreiben. Zu diesen Vertei-
lungen gehdren u.a. die Exponential-Verteilung, die Weibull-Verteilung, die
Log-Normal-Verteilung und die Log-Logistik-Verteilung. Diese Verteilungen
werden nun genauer diskutiert und auf die Eignung zur Beschreibung von Le-
benszeiten iiberpriift. Die Ausfiihrungen in diesem Abschnitt folgen in grofen
Teilen Lawless| (2003), |Glomb)| (2007) und [Tableman und Kim| (2004).

Bemerkung 6.
In diesem Abschnitt werden Verteilungen fiir die Lebenszeit T betrachtet. Es
wird somit Zensierung und Trunkierung nicht bericksichtigt.

4.1.1. Log-Lokation-Skalen-Modell

Die in den Abschnitten 4.1.3] [4.1.5] und [4.1.6] vorgestellten Verteilungen sind
alle Teil der Log-Lokations-Skalen-Verteilungsfamilie. Aus diesem Grund wird
in diesem Abschnitt die Log-Lokations-Skalen-Verteilungsfamilie nun genauer
betrachtet.

Eine Zufallsvariable W stammt aus der parametrischen Lokation-Skalen-
Familie falls sich die Zufallsvariable, mithilfe von Lokationsparameter u und
Skalenparameter b, schreiben lasst als

W=u+bZ ucR b>0, (4.1)
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4. Parametrische Modelle

mit Z der standardisierten Lokation-Skalen-Zufallsvariable mit v = 0 und
b = 1. Die dazugehorige Dichte- und Survivalfunktion lautet

—Uu

Jw(w )=—fz< ) wu R, b>0 (4.2)

und

Sw(w) = S (“’ - “) . (4.3)

Zu der Lokation-Skalen-Familie gehéren die Extremwert-, Logistik- und Nor-
malverteilung. Die standardisierten Survivalfunktionen fiir diese Verteilungen
lauten

Sz(z) =exp(—exp(z)) Extremwert-Verteilung
Sz(z) =1—®(z2) Normal-Verteilung
Sz(2) = (1 +exp(z))”"  Logistik-Verteilung

Eine Zufallsvariable T' stammt aus der Log-Lokation-Skalen-Familie falls sich
die Zufallsvariable schreiben lédsst als

log(T)=W=u+bZ ueR b>0, (4.4)

mit der Zufallsvariable W aus der Lokation-Skalen-Familie. Fiir die Dichte-
und Survivalfunktion von 7" = exp(W) gilt nun

prlt) = bz () (15

und

Sr(t) = Sy (%) . (4.6)

Zu der Familie der Log-Lokation-Skalen-Verteilungen gehoren Weibull-, Log-
Normal- und Log-Logistik-Verteilungen. In der Tabelle ist nochmals der
Zusammenhang der einzelnen Verteilungen aus der Lokations-Skalen-Famile
und der Log-Lokations-Skalen-Familie zusammengefasst.
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4.1. Gangige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

T W =log(T)

<~

Weibull-Verteilung <= [Extremwert-Verteilung
<~
<~

Log-Normal-Verteilung Normal-Verteilung
Log-Logistik-Verteilung Logistik-Verteilung

Tabelle 4.1.: Zusammenhang zwischen den Lokations-Skalen-Modellen und
den Log-Lokations-Skalen-Modellen.

4.1.2. Exponential-Modell

Das Exponential-Modell hat die Dichtefunktion
f(t) =Xexp(=At) t>0,A>0, (4.7)
die Survivalfunktion und Hazardfunktion

S(t) =exp(—At) und h(t)=X t>0,A>0. (4.8)

Die Exponential-Verteilung war eine der ersten verwendeten Verteilung der
Survival Analysis. Jedoch ist sie aufgrund ihrer konstanten Hazardfunktion,
welche aus der Gedachtnislosigkeit der Exponential-Verteilung resultiert, nur
bedingt brauchbar.

Die Beziehung zwischen der Survivalfunktion und der kumulativen Hazard-
funktion lautet

log(H (t)) = log(—log(S(t)) = log()) + log(t)

oder mithilfe von log(t) ausgedriickt

log(t) = —log(\) + log(—log(S(t)) . (4.9)

Folglich weist der Plot log(t) gegen log (—log(S(t)) einer exponentialverteil-
ten Lebenszeit eine Steigung von 1 und einen Intercept von — log(\) auf.
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4. Parametrische Modelle
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Abbildung 4.1.: Links zu sehen ist die Dichtefunktion fiir ein Exponential-
Modell und rechts ist die Survivalfunktion zu sehen.

4.1.3. Weibull-Modell

Das Weibull-Modell hat die Dichtefunktion
(&) =28 exp (—(A)?) A, Bt >0, (4.10)
die Survivalfunktion
S(t) =exp(—(A)") A, B,t>0 (4.11)
und die Hazardfunktion
h(t) = AP X B, t>0. (4.12)

Die Hazardfunktion einer Weibull-Verteilung ist monoton steigend fiir § > 1,
monoton fallend fiir 8 < 1 und konstant A fiir § = 1, daher wird S auch als
Gestaltparameter (engl. shape parameter) bezeichnet. In Abbildung ist
die Hazardfunktion und Survivalfunktion fiir verschiedene 5 Werte zu sehen.
Der Parameter A wird oft als Skalenparameter bezeichnet, da er fiir unter-
schiedliche Werte nicht die Form der Funktion &ndert sondern die Position
auf der horizontalen (¢) Achse.
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4.1. Gangige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Bemerkung 7.
Die Weibull-Verteilung ist eine FExponential-Verteilung fir g = 1.

Die Dichte-, Hazard- und Survivalfunktion des Weibull-Modells weisen ei-
ne duferst simple Form auf. Aufgrund dieser Eigenschaften ist das Weibull-
Modell auch das wohl meist verwendete parametrische Survival Modell.

Die Beziehung zwischen der Survivalfunktion und der kumulativen Hazard-
funktion lautet

log(H (t)) = log(—1log(S(t)) = B(log(A) + log(t)) ,

oder anders ausgedriickt

log(t) = —log(A) + o log(—log(S(t)), (4.13)

mit o = 1/3. Folglich muss der Plot von log(t) gegen log(—log(S(t)) einer
weibullverteilten Lebenszeit einer Gerade mit Steigung o = 1/8 und Inter-
cept — log(\) entsprechen.

15

* =05

1.0
h(t)

2

1

()

0.5

0.0

Abbildung 4.2.: Links ist die Dichtefunktion und rechts ist die Hazardfunk-
tion fiir das Weibull-Modell dargestellt.
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4. Parametrische Modelle

4.1.4. Extremwert-Modell (Gumbel-Modell)

Das Extremwert-Modell hat die Dichtefunktion

f(w)—blexp(w;u—exp<wgu)> w,u € R,b>0 (4.14)

und Survivalfunktion

S(w) = exp (—exp (w;“» wu€R,b>0. (4.15)

Die Extremwert-Verteilung ist vor allem aufgrund der Beziehung mit der
Weibull-Verteilung interessant. Ist ndmlich die Zufallsvariable T weibullver-
teilt, so folgt W = log(T') einer Extremwert-Verteilung mit uv = —log A und
b =1/ (siehe Abschnitt [£.1.1)). Da bei der Analyse von Lebenszeiten oft mit
den logarithmierten Lebenszeiten gearbeitet wird, ist diese Verteilung auch
fiir die Survival Analysis relevant.

o
-
o | o |
o o
©
N S
T o 7 2
— [} <
I -
-
S 7 ~
N
o | e
© T T T T T T I e T T T T T T I
-4 -3 -2 -1 0 1 2 -4 -3 -2 -1 0 1 2
w w

Abbildung 4.3.: Dichtefunktion (links) und Survivalfunktion (rechts) fiir die
Standard Extremwert-Verteilung EV(0,1).
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4.1. Gangige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

4.1.5. Log-Normal-Modell

Das Log-Normal-Modell hat die Dichtefunktion

f(t) = mexp <—% (%) ) peR, o t>0 (4.16)

und Survivalfunktion

St)=1—® (@) pER, o2t >0. (4.17)

Eine Lebenszeit T ist log-normalverteilt, falls W = log(T") einer Normalver-
teilung folgt (siehe Abschnitt , mit Erwartungswert p und Varianz o2.
Folglich hat W die Form W = u+0Z, wobei Z eine standard-normalverteilte
Zufallsvariable ist.

2.0
|
5
|

™ — 0=0.5 N

(t)
1.0
|
|
o,
h(t)

0.5

0.0
|

Abbildung 4.4.: Dichtefunktion (links) und Survivalfunktion (rechts) fiir die
Log-Normal-Verteilung, mit ¢ = 0 und o = 0.25, 0.5, 1.5

Die Hazardfunktion hat den Wert 0 fiir ¢ = 0 und steigt an bis sie ihr Ma-
ximum erreicht hat, danach ist diese Funktion monton fallend (siehe Abbil-

dung [4.4)).
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4. Parametrische Modelle

Durch eine Umformung der Survivalfunktion von Log-normalverteilten Zu-
fallsvariablen erhélt man folgende Beziehung

O (1—5(t) = ! (1 _1+® (log(t) - “)) _ log(t) —

o o

oder anders ausgedriickt
log(t) = p+o® (1 —5(t)) . (4.18)

Folglich muss der Plot log(t) gegen @~ (1—S(t)) bei einer log-normalverteilten
Zufallsvariable einer Gerade mit Steigung o und Intercept p entsprechen.

4.1.6. Log-Logistik-Modell

Das Log-Logistik-Modell hat die Dichtefunktion
FE) = Q)N 1+ () ta, >0, (4.19)
die Survivalfunktion
St) = (1—- (N ta,8>0 (4.20)
und die Hazardfunktion
h(t) = M)A (14 () ta,8>0. (4.21)

Eine Lebenszeit T heikt Log-Logistikverteilt, falls W = log(T") einer Logistik-
Verteilung folgt (siehe Abschnitt [4.1.1)).

Diese Verteilung ist sehr beliebt, da sie wie die Weibull-Verteilung eine ein-
fache algebraische Form fiir die Survival- und Hazardfunktion aufweist. Die
Hazardfunktion ist abgesehen vom Nenner (1 + (£/A)®)~2 identisch mit der
Hazardfunktion der Weibull-Verteilung.

Fiir die Gestaltparameter Werte o < 1 fillt die Hazardfunktion monoton,
wobei hier limy ,o_ h(t) = oo gilt. Andererseits dhnelt die Form der Ha-
zardfunktion fiir Gestaltparameter Werte o > 1 stark einer Log-Normal-
Verteilung Hazardfunktion, da die Funktion bis t = (a—1)Y/®/\ ansteigt und
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4.1. Gangige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

2.0
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Abbildung 4.5.: Dichtefunktion (links) und Hazardfunktion (rechts) fiir Log-
Logistik-Verteilung, mit A = 1 und o = 3,1.5,0.5.

danach wieder abfallt. Aus diesem Grund und der einfachen algebraischen
Form wird die Log-Logistik-Verteilung auch oft anstelle einer Log-Normal-
Verteilung verwendet.

Die Chance (odds) nach dem Zeitpunkt ¢ noch zu leben ist

St)  ca
Tam =0

Somit besteht eine lineare Beziehung zwischen logt und der logarithmierten
Chance (log-odds) nach ¢t noch zu leben. Diese Beziehung lautet

ot o (-1on (120, az

mit © = log A und 0 = 1/c. Somit kann die Modellanpassungsgiite mithilfe
5(t)

des Plots log(t) gegen — log (P—S(t)> beurteilt werden.

41



4. Parametrische Modelle
4.2. AFT-Modelle

Mit dem Accelerated-Failure-Time-Modell (AFT-Modell) wird nun
ein parametrisches Modell vorgestellt, welches zum einen den Einfluss von Ko-
variablen X7 = (X3, ..., X,) auf die Lebenszeit beriicksichtigt und zum an-
deren eine Verteilungsannahme fiir die beobachteten Lebenszeiten trifft. Die
am hdufigst angenommenen Verteilungen fiir AFT-Modelle stammen aus der
Log-Lokations-Skalen Verteilungsfamilie und lauten Weibull-, Log-Normal-
und Log-Logistik-Verteilung (siche Abschnitt [4.1)). Die Ausfithrungen in die-
sem Abschnitt folgen Glomb, (2007), Klein und Moeschberger| (2003) und
Collett| (2003)).

Bei AFT-Modellen wirken sich die Kovariablen eines Individuums multiplika-
tiv auf die Zeitskala aus. Somit beeinflussen die Kovariablen die Geschwindig-
keit in welcher ein Individuum auf der Zeitskala voranschreitet. Durch diese
Art der Modellierung ist das Modell und seine Parameter sehr gut interpre-
tierbar (vgl. |Collett], 2003).

Fiir ein AFT-Modell lasst sich die Survivalfunktion fiir ein Individuum mit
Kovariablenvektor X zum Zeitpunkt ¢ (¢ > 0), schreiben als Basis Survival-
funktion (engl. baseline survival function) Sy zum Zeitpunkt ¢ - exp(y7X),
d.h.

St X) = So(t - exp(y"X)). (4.23)

Der Faktor exp(y7X) wird acceleration factor genannt, da er abhéngig
vom Kovariablenvektor den Wert der Zeitskala fiir die Basis Survivalfunktion
verdndert (der acceleration factor bestimmt die Geschwindigkeit in welcher
ein Individuum auf der Zeitskala voranschreitet).

Mithilfe von (2.4)) gilt fiir die Hazardfunktion eines AFT-Modells
Bt X) = exp(vTX ot - exp(r7 X)) (4.24)
mit ho(t) der Basis Hazardfunktion (vgl. Klein und Moeschberger, 2003)).

Beispiel 6 (Kleinbaum und Klein, 2005).

Seien Sys(t) und Sy (t) die Survivalfunktionen fiir Menschen und Hunde. Es
wird oft angenommen, dass Hunde 7-mal so schnell altern als Menschen. Um-
gelegt auf das AFT-Modell bedeutet dies, dass die Survivalwahrscheinlichkeit
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4.2. AFT-Modelle

eines Hundes fiir ¢t Jahre gleich der Survivalwahrscheinlichkeit eines Menschen
fiir 7t Jahre ist, d.h.
Sy (t) = Su(7t).

Somit ist der acceleration factor fiir Hunde gleich 7.

Eine parametrische Beziehung zwischen Kovariablenvektor und Lebenszeit
lasst sich auch mit einem log-linearen Modell beschrieben, d.h.

W =log(T) =By +B"X +bZ, (4.25)

mit dem Vektor der Regressionskoeffizienten 8 = (f1,...,0,), dem Inter-
cept By, der Zufallsvariabe Z und dem unbekannten Variabilitdtsparameter
b. Hierbei wird angenommen, dass Z aus der Lokation-Skalen Verteilungsfa-
milie stammt (siehe Abschnitt und somit auch W.

Somit gilt flir die Survivalfunktion im log-linearen Modell des i-ten Individu-
ums mit Lebenszeit T; und zugehorigen Kovariablenvektor X;

S(t|X;) =Pr(T; > t) = Pr(exp(8o + B7X; + bZ) > t).. (4.26)
Ein Zusammenhang des AF'T-Modells und des log-linearen Modells ist gege-
ben durch

S(t|X;) = Pr(exp(Bo + BTX; + bZ) > t)
= Pr(exp(ﬂo +b0Z)>t- exp(—BTXi))
= So(t - exp(—B"X;)) , (4.27)

mit Sy der Survivalfunktion der Zufallsvariable exp(f8y + bZ), somit gilt
So(t) = Pr(exp(Bo+0Z) > t). In Folge entspricht das log-linere Modell (4.25))
dem AFT-Modell (4.23)) fiir v = —3 (vgl. Klein und Moeschberger} |2003).

4.2.1. Inferenz

Bisher wurden fiir das log-lineare Survivalmodell die tatséchlichen Lebens-
zeiten T modelliert, d.h.

W =1log(T) = flo + BTX + b2,
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4. Parametrische Modelle

mit Z aus der Log-Lokation-Skalen Famlie. Ab sofort wird angenommen, dass
rechtszensierte Lebenszeiten Y;, ..., Y, mit Y; = min(7},¢;), i = 1,...,n, und
dazugehorigen Rechtszensur-Indikatorvariablen R; = I(T; = Y;) beobachtet

werden (siche Abschnitt [2.3). Somit gilt fiir das log-lineare Modell fiir rechts-
zensierte Lebenszeiten

W; = log(Y;) = Bo + BT X + b7 . (4.28)

Ziel ist es nun eine Likelihoodfunktion fiir das log-lineare Survival Modell mit
rechtszensierten Lebenszeiten herzuleiten.

Aus Abschnitt ist bekannt, dass fiir rechtszensierte Lebenszeiten die Li-
kelihoodfunktion folgende Form aufweist

L(6) = | [ fr.(wil6)" S, (i)' fiix 8 = (o, BT, H)T. (4.29)

=1

Laut (4.5) und (4.6)) gilt fiir die Survival- und Dichtefunktion von Zufallsva-
riablen aus der Log-Lokations-Skalen Familie

Fr(t]0) = %fz (W) und

Sp(110) = Sy (%) | (4.30)

Da angenommen wurde, dass W aus der Log-Lokation-Skalen Familie stammt
bzw. Y = exp(W) aus der Lokation-Skalen Familie, folgt aus (4.30) fiir die
Dichte- und Survivalfunktion von Y

S1(016) = 5 (5

mit u(X) := By + BTX (u(X) fungiert als Lokationsparameter).

Wird nun die Dichte- und Survivalfunktion fr(y|@) und Sr(y|0) (4.31) in
die Likelihoodfunktion (4.29)) eingesetzt, kann nun die Likelihoodfunktion
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4.2. AFT-Modelle

fiir die logarithmierten rechtszensierten Lebenszeiten (y;,r;) folgen-
dermafen formuliert werden:

110~ T (7 (800~ 060 Y g, () —atX0)

i=1

(4.32)
Folglich gilt fiir die log-Likelihoodfunktion, wenn man z; := (log(y;)—u(X;))/b
setzt, gleich

1(0) =log L(0)

= > (—riog(by) + rif () + (1 = 1) log(S(=0)

n

= c —rlog(b) + Z(TifZ(zi) +(1—r) 10%(52(2’1))) ) (4.33)

=1

mit r = Z?:l ri und ¢ ;= Z?zl rilog(ys).

Die folgenden Ausfithrungen zur Herleitung der ersten und zweiten partiel-
len Ableitung von [(€) orientieren sich stark an |Glomb| (2007) und Lawless
(2003). Fiir die ersten partiellen Ableitungen von z; := z;(fy, 3,b) fiir 5; #

ﬁﬂvj: 17"'7p7 gllt

8zi 1 821‘ 1 8zi 1
_ 1 _ L und 1 4.34
5, b o5, pLi  un 2 (4.34)

Nun konnen mithilfe der in (4.33) hergeleiteten Log-Likelihoodfunktion und
den partiellen Ableitungen aus (4.34)) die Scorefunktionen fiir 5y, 3; und b
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4. Parametrische Modelle

berechnet werden. Damit resultieren

BCUC RS 0log fz(z) 0z _\OlogSz(2) 0z
Un(®) =35, = 2 . R )
1 - 0Olog f7(z) _\0log Sz(2)
=-3 2 (n—aZi + (1 Tz)—azi ) , (4.35)
_OlO) (. Olog fz(zi) Dz _\Qlog Sy(z) 0%
Usi(8) = 55, _Z;(” s ap, T LT T4 aﬁj)

ri) 0z

1 ¢ dlog fZ(%’)
= e AN (]
i1 (TZ 821- + (

dlog SZ(Zz')) T
17 9

(4.36)

Uio) = 210) _ 3 (Tialogfz(zz')% e _m)alog_sz(zz-)%)

ob i1 8zi ob (922- ob
o1 “ dlog fz(2) 0log Sz(z)
B b b (Tl 822 + (1 Tl) 82’2 “i

(4.37)

(vgl. \Glomb), |2007; Lawless, 2003). In Matrix-Schreibweise ldsst sich der Sco-
revektor schreiben als
Uﬁo (0)
Uue)=|Us0) | . (4.38)

mit Ug(8) = (Us, (0),...,Us,(6))". Die ML-Schétzer (Maximum-Likelihood-
Estimator MLE) von 8 = (3, 37,b)T lassen sich durch Losen des Gleichungs-
systems U(6) = 0 finden. In der survreg-Funktion in R wird der MLE fiir
die unbekannten Parameter 8 mithilfe des Newton-Raphson-Verfahrens be-
stimmt (siehe Therneau, 2015).
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4.2. AFT-Modelle

Weiters sind die zweiten partiellen Ableitungen gleich

2’10) 1< 0?log f7(2) 0?log Sz(z)
0% v (” oz T T ) | 439
i—1 : 5
9°%1(0) 1 & 0% log fr(z 0% log Sz (z;
06008, B? <nTQZ() - 8Z2Z( )) o (4.40)
i=1 (2 (2
0%1(0 1 & 0?log fz(z; 02 log Sz (2
aﬁaﬁ)k R (” &zQZ( L) 8222( )) vt (441)
j Py i 5
PUO) 2~ Dlogfy(z) Dlog 5,2
Dhdb B L (“ i Sl > i
1 & 02 log fz(z; 0?log Sz (z;
5 (hTQZ() +(1—mr) 822Z( )) ) (4.42)
i—1 i i
PUO) 2O dlog f7(2) dlog Sz(zi)
AP (n2ElE) 1 TR RS
1 « 0%log fz(z 0%log Sz (%
+ 5 > (“T?ZH +(1- 7‘,~)ng<>> 22, (4.43)
i—1 i i
8@86 N b2 i1 ! 822 ! 82,» "
1 & 0?log fz(z 0?log Sz(z;

(vgl. |Glomb), 2007; [Lawless, 2003).
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4. Parametrische Modelle

Die (p +2) x (p + 2) Informationsmatrix lautet schlieklich

22l 021 L 021 021
B35 9Bo9p1 0BodBp  OBuOb
021 o2 . 021 021
9819080 dp7 0B810Bp  0B10b
I6)=-E| SN : : (4.45)
021
o8}
021 cee e 22l
96080 b2

Fiir groke Stichproben kann die gemeinsame Verteilung von 6 durch eine
(p + 2)-dimensionale Normalverteilung approximiert werden, d.h.

V(6 —8) = N,12(0,27(6)) (4.46)
(siehe [Lawless, [2003).
Da (3o, BT, b)T die Losungen fiir 91(0) /05, = 0, d1(8) /8B = 0 und 91(0) /0b =
0 sind, vereinfachen sich die partiellen Ableitungen (4.43)),(4.44) und (4.42)

in der geschiitzten Varianz-Kovarianzmatrix Z ' (0), somit gilt

0l(0) 1 ¢ 0% log fz(2) P log Sz(z)\ -
Bodb | 5_s b?Z:(“ 9 T=m) = )4,

ol(0) 1< 0?log f7(2) 0?log Sz(z)\ -
Rt =X A2 (VAT S I Sl =St A2 R
0B;0blg_g 1 Z ( oz TUTTIT o ) At

ol(0) r1l 02 log fz(2) 0?log Sz () -
- (Tz 62’12 + (1 - TZ) 62’12 Zi

mit % = (log(y:) — fo — B)/b (vgl. Glomb, 2007).

|, L

Es wird nun kurz das Testen von Hypothesen in verschachtelten (nested) log-
linearen Modellen behandelt. Sei @ = (64, 60,)T der Vektor der unbekannten
Parameter, wobei 6; und 6, Vektoren sind mit Dimensionen m und ((p +
2) —m). Nun soll die Hypothese Hy : 62 = 0yy gegen Hy : Oy # Oy, getestet
werden, wobei 0, ein fester Vektor der Dimension ((p 4+ 2) — m) ist.
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4.3. Beispiel Kehlkopfkrebs Studie

Durch den Likelihood-Ratio Test kann nun die Hypothese Hy iiberpriift wer-
den. Die Likelihood-Ratio Teststatistik lautet

Air =2(1(6) — 1(9)) (4.47)

und folgt unter Hy einer X%l—v\/erteilung. Hierbei entspricht @ = (8y,0,) dem
MLE unter Hy und 8 = (61, 8;) dem uneingeschréankten MLE (vgl. Medeiros,
da Silva-Junior, Valencia und Ferrari, [2014)).

4.3. Beispiel Kehlkopfkrebs Studie

Mithilfe eines Beispiels soll nun das AFT-Modell besser veranschaulicht wer-
den. Die Daten fiir das Beispiel stammen aus Abschnitt 1.8 von [Klein und
Moeschberger (2003)) und sind im Paket KMsurv unter dem Namen larynx
enthalten.

Die Daten gehdren zu einer Studie, welche die Uberlebenszeit von 90 minn-
lichen Patienten mit diagnositiziertem Kehlkopfkrebs (engl cancer of the la-
rynx) zwischen 1970 und 1978 in einem Spital in der Niederlande untersuch-
te. Bei der Studie wurde zum einen das Alter (age) des Patienten bei der
Diagnose und zum anderen das Stadium des Kehlkoptkrebs bei der Diagno-
se (stage) aufgenommen. Hierbei bezeichnet Stadium I den am wenigsten
fortgeschrittenen Fall und Stadium IV den am meist fortgeschrittenen Fall
(sieche Abschnitt 1.8 in |[Klein und Moeschberger, 2003).

Das log-lineare Modell fiir die rechtszensierten Kehlkopfdaten mit den Haupt-
effekten age und stage ist gegeben durch

W =1log(Y) = fo + 51Xy + B2 Xo + B3 X3 + SaXy + 02,

mit X;,j = 1,2,3, den Indikatorvariablen fiir Stadium II, IIT und IV und
X4 dem Alter. Weiters wird angenommen, dass die Zufallsvariable Z einer

Extremwert-Verteilung folgt womit die Lebenszeit Y dann Weibullverteilt ist
(siehe Abschnitt [4.1.1)). Im R-Code [1.1] wird nun das Weibull AFT Modell an
die Kehlkopfkrebs Daten angepasst.

49



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

4. Parametrische Modelle

R-Code 4.1: Weibull AFT Modell

library(survival)
library(KMsurv)
data("larynx")
attach(larynx)

# MODELLANPASSUNG

larynx.weib <- survreg(Surv(time,delta) ~ as.factor(stage) + age,
dist = "weibull")

summary (larynx.weib)

Call:

survreg(formula = Surv(time, delta) ~ as.factor(stage) + age,

dist = "weibull")

vV + V V V V V Vv V

Value Std. Error z P
(Intercept) 3.5288 0.9041 3.903 9.50e-05
as.factor(stage)2 -0.1477 0.4076 -0.362 7.17e-01
as.factor(stage)3 -0.5866 0.3199 -1.833 6.68e-02
as.factor(stage)4 -1.5441 0.3633 -4.251 2.13e-05
age -0.0175 0.0128 -1.367 1.72e-01
Log(scale) -0.1223 0.1225 -0.999 3.18e-01
Scale= 0.885

Weibull distribution

Loglik(model)= -141.4 Loglik(intercept only)= -151.1
Chisq= 19.37 on 4 degrees of freedom, p= 0.00066

Number of Newton-Raphson Iterations: 5

n= 90

# LIKELHOOD RATIO TEST nachgerechnet

larynx.weib2 <- survreg(Surv(time,delta) ~ 1, dist = "weibull")

larynx.loglik.diff <- larynx.weib$loglik[2] -
larynx.weib2$loglik[2]

1 - pchisq(2 * larynx.loglik.diff, 4)

[1] 0.0006636971

vV + V V V V

Die Lebenszeit eines Patienten im Stadium IV ist, wie in R-Code [4.1] ersicht-

lich, hier nun um den Faktor

exp(7s) = exp(—p3) = exp(—(—1.5441)) ~ 4.68
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4.3. Beispiel Kehlkopfkrebs Studie

kiirzer verglichen mit einem Patienten im Stadium I und dem selben Al-
ter. Somit lautet der accelaration-factor exp(—/f3) ~ 4.68 aufgrund des Zu-
sammenhangs zwischen dem log-linearen Modell und dem AFT-Modell sie-

he (129,

Laut Abschnitt 1.1l kann die Survivalfunktion einer Weibullverteilten Le-
bensdauer Y mithilfe der Survivalfunktion zu Z, Sz(z) = exp(—exp(z)),
folgendermafsen dargestellt werden

S(y|X) = exp (_ exp <logy — Bo — 51Xy —bﬁzxg — B3X3 — 54)(4))

(vgl. \Glomby, 2007).

Mithilfe der ML-Schitzer aus dem R-Code gilt fiir die geschitzte Survi-
valfunktion S(y|X) eines Kehlkopfkrebspatienten

logy — 3.53 + 0.15X, + 0.59X,
0.885
1.54X5 + 0.02X
0.885 )) ‘

S %) = exp(— exp(

(4.48)

Die Hazardfunktion fiir dieses Beispiel lautet
_dlog(S(y[X))

dy
1ag) 1
= b exp(logy — fo — b1 X1 — B2 Xo — B3 X5 — BuXy) . (4.49)

h(y| X)

Mithilfe des MLE aus dem R-Code [4.1] gilt fiir die geschétzte Hazardfunktion
h(y|X) eines Kehlkopfkrebspatienten

h(y|X) =

exp(logy — 3.53 + 0.15X; + 0.59X5 + 1.54.X5 + 0.02Xy) .

(4.50)
In Abbildung [£.6|wird die geschéitzte Hazardfunktion (£.50) und die geschétz-
te Survivalfunktion (4.48) eines 30-jahrigen Patienten fiir die vier verschie-
denen Stadien des Kehlkopfkrebs abgebildet.

0.89y
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Abbildung 4.6.: Die geschétzte Survivalfunktion (links) und Hazardfunktion

(rechts) fiir einen 30-jahrigen Patienten der Kehlkopfkrebs
Studie in den vier verschiedenen Stadien, d.h. fiir Stadium
I gilt X = (0,0,0,30), fiir Stadium IT gilt X = (1,0,0,30)
USW..

R-Code 4.2: Weibull AFT Modell (Fortsetzung)

VvV VV V 4+ VvV V 4+ V 4+ YV 4+ V 4+ VYV

02

# PLOT von S(t)

surv.func.w.0 <- function(y){exp(-exp((log(y)-3.5288 +
30%0.0175)/.885))}

surv.func.w.l <- function(y){exp(-exp((log(y)-3.5288 + 0.1477 +
30%0.0175)/.885))}

surv.func.w.2 <- function(y){exp(-exp((log(y)-3.5288 + 0.5866 +
30%0.0175)/.885))}

surv.func.w.3 <- function(y){exp(-exp((log(y)-3.5288 + 1.5441 +
30%0.0175)/.885))}

y<- seq(0,50,0.1)

plot(y, surv.func.w.0(y), type="1", col="black", xlab="t", lwd = 2,

ylab=expression(hat(S) (t)))

lines(y, surv.func.w.1(y), lwd = 2, lty = 2)
lines(y, surv.func.w.2(y), lwd = 2, 1ty = 3)
lines(y, surv.func.w.3(y), lwd = 2, lty = 4)
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4.4. Diagnostik

># P L 0O T von h(t)

> haz.func.w.0 <- function(y){exp((log(y)-3.5288 +

+ 30%0.0175)/.885)/(.885*xy)}
> haz.func.w.1<- function(y){exp((log(y)-3.5288 + 0.1477 +
+ 30%0.0175)/.885)/(.885%y)}
> haz.func.w.2 <- function(y){exp((log(y)-3.5288 + 0.5866 +
+ 30%0.0175)/.885)/(.885%y)}
> haz.func.w.3 <- function(y){exp((log(y)-3.5288 + 1.5441 +
+ 30%0.0175)/.885)/(.885%y)}
>

> plot(y, haz.func.w.0(y), type="1", col="black", xlab="t", lwd = 2,
+ ylab=expression(hat(h) (t)),ylim = c(0,.4))

> lines(y, haz.func.w.1(y), lwd = 2, 1ty = 2)

> lines(y, haz.func.w.2(y), lwd = 2, 1ty = 3)

> lines(y, haz.func.w.3(y), lwd = 2, 1ty = 4)

4.4. Diagnostik

In diesem Abschnitt werden graphische Methoden besprochen, um die An-
passungsgiite und Verteilungsannahme eines AFT-Modells iiberpriifen bzw.
beurteilen zu kénnen. Die Ausfiihrungen in diesem Abschnitt folgen in grofen
Teilen (Collett (2003)), Klein und Moeschberger| (2003) und Glomb| (2007).

4.4.1. Uberpriifung der Verteilungsannahme

Bevor die Anpassungsgiite eines AFT-Modells untersucht wird, sollte iiber-
priift werden, ob die Verteilungsannahme fiir dieses Modell iiberhaupt kor-
rekt ist. Bei den hier vorgestellten Methoden wird versucht eine Funktion der
Survivalfunktion S(t) zu finden, welche linear in log(t) ist.

Im Abschnitt wurden fiir die Weibull-, Log-Logistik- und Log-Normal-
Verteilung solche Methoden hergeleitet anhand derer die Verteilungsannahme
iiberpriift werden kann. In der Tabelle sind diese Ergebnisse nochmals
zusammengefasst. Falls ein Plot aus der Tabelle einer Geraden gleicht, spricht
nichts gegen die jeweilige Verteilungsannahme.
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4. Parametrische Modelle

Modell Plot log(t) <= H(t)

Weibull = log(—log(S(t)) (413
Log-Normal ( S(t ) 4.18
Log-Logistik —log (1 S()t > (4.22)

Tabelle 4.2.: Graphische Methode, um die Verteilungsannahme zu
iiberpriifen.

Beispiel 7.

Fiir die Kehlkopfkrebs Studie aus Abschnitt wird die Weibull Vertei-
lungsannahme iiberpriift. Anhand der Abbildung ist zu erkennen, dass
die Weibull Verteilungsannahme plausibel ist.

R-Code 4.3: Uberpriifung der Weibull Verteilungsannahme

> larynx.km <- survfit((Surv(time,delta)) ~ 1)

>

>#PLOT 1log(t) gegen H(t)

> plot(log(larynx.km$time), log(-log(larynx.km$surv)), pch=19,

+ col = "grey75", xlab= "ln t", ylab="1n(-1n(S(t)))")

> weib.1m <-1m( log(-log(larynx.km$surv)) ~ log(larynx.km$time))
> abline(weib.lm, 1lwd = 2, col = "black")

4.4.2. Cox Snell Residuen

Fiir das log-lineare Survivalmodell (AFT-Modell in log-linearer Darstellung)
mit rechtszensierten Lebenszeiten

Wi =log(Y;) = o + BT X + b7

(siehe (4.28))), soll nun die Modellanpassungsgiite mithilfe von Cox Snell Re-
siduen iiberpriift werden. Die Cox Snell Residuen sind die gédngigsten Gro-
f'en um die Modellanpassung fiir AF'T-Modelle zu tiberpriifen. Fiir ein AFT-
Modell sind die Cox Snell Residuen definiert als

roi = ﬁ(yz|Xz) = _10g<§(yi|Xi)) , 1=1,...,n (4.51)
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log(~log(S(t)) )
_3 - -
I I
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|

log (t)

Abbildung 4.7.: Uberpriifung der Weibull-Verteilungsannahme fiir die
Kehlkopfkrebsstudie.

y;] X;) der geschétzten kumulativen Hazardfunktion eines AFT-Modells

mit A
nd S(y;|X;) der geschiitzten Survivalfunktion.

(
(y
Da F(T) ~ U(0,1) gilt, folgt
S(T)=1-F(T)~U(0,1).
Fiir die Verteilung von log S(T") gilt deshalb
Pr(—log S(T) < x) =Pr(S(T) > exp(—x))

— 1 exp(—x) ~ Eap(1),

womit log S(T') standard-exponentialverteilt ist.

Falls ein AFT-Modell ausreichend gut an die Daten angepasst wurde, dann
liefert ein Schéitzer der Survivalfunktion S (y), basierend auf dem angepassten
AFT-Modell, fast die selben Werte wie die wahre Survivalfunktion S(y), d.h.
fiir ein ausreichend gut angepasstes AFT-Modell gilt, S(y;) ~ §(yl), 1
1,...,n.

Somit kann angenommen werden, dass fiir ein ausreichend gut angepasstes
AFT-Modell der Schitzer der Survivalfuntion S(y;), ¢ = 1,...,n, dhnliche

25



- w [N -

4. Parametrische Modelle

Eigenschaften wie die wahre Survivalfunktion S(y;) aufweist. Demzufolge
konnen nun —log(g (yl)) als n Beobachtungen einer Exponentialverteilung
mit Erwartungswert 1 angesehen werden (Exp(1)) und somit auch die Cox
Snell Residuen, weil rg; = — log(g(yz-)) gilt.

Falls die beobachtete Uberlebenszeit 4 eines Individuums rechtszensiert ist,
dann ist das dazugehdrige Cox Snell Residuum ebenso rechtszensiert. Da-
durch sind die Cox Snell Residuen eine zensierte Stichprobe aus einer Exp(1)-
verteilten Population und ein Test dieser Verteilungsannahme liefert einen
Test der Modellanpassung des AFT-Modells.

Die Expontial-Verteilungsannahme der Cox Snell Residuen kann mithilfe von
iiberpriift werden. Daher wird ro; = — log(S(yi)) gegen H(rg;) =
—log(g(rcl-)) .1 = 1,...,n, aufgetragen. Gleicht dieser Plot einer Geraden
mit Steigung 1 dann scheinen die Cox Snell Residuen epxonentialverteilt und
somit ist das AFT-Modell ausreichend gut an die Daten angepasst.

Beispiel 8.

Nachdem die Weibull-Verteilungsannahme fiir die Kehlkopfkrebs Studie aus
Abschnitt in Beispiel [7] iiberpriift wurde, wird nun die Modellanpassung
des Weibull AFT Modells iiberpriift. Das in Abschnitt 4.3 aufgestellte Modell
lautet

W =log(Y) = Bo + b1 X1 + B2 X + f3X5+ Xy + b7,

mit X;,j = 1,2,3 den Indikatorvariablen fiir Stadium II, III und IV und X,
dem Alter. Die Cox Snell Residuen fiir dieses Modell sind dann

Tc; = — 10g<§(y‘Xi))
(K logy — Bo + BrX i + BoXoi + B Xai + BaXui .
exp = 1=1,...,90.

B b

R-Code 4.4: Uberpriifung der Modellanpassung des Weibull AFT Modells

> # Berechnen der Cox Snell Residuen

> larynx.weib <- survreg(Surv(time,delta) ~ as.factor(stage) + age,
+ dist = "weibull")

> hat.b <- larynx.weib$scale
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reg.linear <- larynx.weib$linear.predictor
cs.resid <- exp( (log(time) - reg.linear)/hat.b)
cs.fit <- survfit(Surv(cs.resid, delta)~1)

# Plot der Cox Snell Residuen

plot(cs.fit$time, -log(cs.fit$surv), col = "grey75", pch = 19,
ylim =c(0,2.5), xlab = expression(r[Ci]),

ylab = expression(paste("H ", (r[Cil), sep =" ")))

abline(1m(-log(cs.fit$surv) ~ cs.fit$time),lwd = 2)

In der Abbildung ist zu erkennen, dass die meisten Cox Snell Residu-
en sehr nahe einer Geraden mit Steigung 1 liegen. Somit kann von einer
ausreichend guten Modellanpassung des Weibull AFT Modells fiir die Kehl-
kopfkrebs Studie ausgegangen werden.

H (rC\)

1.0

Abbildung 4.8.:

2.0 25
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0.0
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Cox Snell Residuen zum Weibull-AFT-Modell.
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5. Proportional Hazard Modell

In parametrischen Modellen siche Abschnitt 4] und Abschnitt wird eine
Verteilungsannahme fiir die Lebenszeiten getroffen. Oft ist es jedoch sehr
schwierig wenn nicht sogar unmoglich solch eine korrekte Verteilung fiir die
Lebenszeiten zu finden. Vielfach ist auch die Form der Survivalfunktionskur-

ve bzw. Hazardfunktionskurve gar nicht von Interesse sondern lediglich der
Effekt der Kovariablen auf das Uberlebensrisiko.

Als Resultat dieser Uberlegungen wurde das Proportional Hazard Modell
(Cox Modell bzw. PH Modell) von |Cox| (1972)) eingefiihrt. Der Grundgedanke
des Proportional Hazard Modells ist, dass jedes Individuum einer Populati-
on einem unbekannten nicht spezifizierten Grundrisiko, mit Baseline Hazard
ho(t) bezeichnet, ausgesetzt ist und sich die Kovariablen multiplikativ auf die-
ses Grundrisiko auswirken. Fiir das Proportional Hazard Modell sind keiner-
lei Verteilungsannahmen notwendig und die Hazardfunktion kann sdmtliche
Formen annehmen (auch die Form einer Treppenfunktion ist moglich). Die
Eigenschaften des Proportional Hazard Modells haben dazu gefiihrt, dass es
das am weitest verbreitete Survival Modell ist.

5.1. Definition und Eigenschaften

In dem von |Cox (1972) formulierten Proportional Hazard (PH) Mo-
dell wird die Hazardfunktion eines Individuums mit Kovariablenvektor X =
(X1,...,X,)7 zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 modelliert als

h(t|X) = ho(t) exp (BTX) | (5.1)

mit dem Vektor der unbekannten Parameter 3 = (fi,...,,)T und der un-
bekannten nur von ¢ abhidngigen Baseline Hazardfunktion hg(¢). Die Baseline
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5. Proportional Hazard Modell

Hazardfunktion hg(t) stellt die Hazardfunktion fiir X = 0 dar. Es gilt zu be-
achten, dass der lineare Pradiktor 87X = ;X +- -+ 3,X, keinen Intercept
Bo enthélt, da dieser bereits in der Baseline Hazardfunktion ho(t) enthalten
ist.

Bemerkung 8.

Da fiir das Proportional Hazard Modell die Baseline Hazardfunktion hg(t)
nicht spezifiziert ist, wird das Modell auch oft als semi-parametrisches Survi-
valmodell bezeichnet.

Man betrachte zwei Individuen mit Kovariablenvektor X und X*, dann ist
das Verhéltnis deren Hazardfunktionen (engl. hazard ratio) in einem PH Mo-
dell gleich

&ﬁ@ - fff))xlf (%Tjgﬁ) =exp(BT(X ~ X)) vi=0  (52)

(vgl. Kleinbaum und Klein| 2005). Somit sind die Hazardfunktionen h(t|X)
und A(t|X*) in einem Proportional Hazard Modell zu jedem Zeitpunkt ¢
proportional zueinander (daher der Name Proportional Hazard Modell). Das
Verhéltnis der Hazardfunktion ist das relative Risiko eines Individuums
mit Kovariablenvektor X auszufallen im Vergleich zu einem Individuum mit
Kovariablenvektor X*. Aus diesem Grund werden die Kovariablen X;, i =
1,...,p auch oft als Risikofaktoren bezeichnet.

Fiir stetige Lebensdauern gilt laut (2.6) fiir die Survivalfunktion S(t) =
exp(—H (t)). Mithilfe dieser Beziehung kann nun die Survivalfunktion im PH
Modell hergeleitet werden

+

S(t|X) = exp(—H(1|X)) = exp (— /0 ho(u) exp(BTX)du)

fo o)

= So(t)>PBTX) (5.3)

mit der Baseline Survivalfunktion Sy(¢) := exp (— f(f ho(u)du>.
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5.2. Inferenz fiir bindungsfreie Lebenszeiten

Betrachtet man das PH Modell zeigt sich, dass der Parametervektor 3 den
Effekt von X spezifiziert. Somit sollte man sich bei der Inferenz auf 3 konzen-
trieren und die Baseline Hazardfunktion hg(¢) als nuisance Parameter (Stor-
parameter) betrachten.

Da die Baseline Hazardfunktion hgo(t) im PH Modell villig unspezifiziert
bleibt, kann ein gewdhnlicher Maximum Likelihood Schitzer (MLE) nicht
zur Schitzung von 3 verwendet werden und eine andere Methode wird be-
no6tigt. In |Cox| (1972, 1975) wurde mit dem partiellen Likelihood (siehe Defi-
nition eine Methode vorgestellt, welche den nuisance Paramater hg(t)
zur Génze aus den Gleichungen zur Schéitzung der Parameter 3 entfernt.

Die Herleitung der partiellen Likelihood in diesem Abschnitt folgt in grofsen
Teilen |Hohle| (WS 2008,/2009) und Liu| (2012). Fiir n rechtszensierte, stetige
und unabhéingige Lebenszeiten T7,...,7T,, mit rechtszensierten Lebenszeiten
Y1, ..., Y, und dazugehoriger Rechtszensur-Indikatorvariable R; ist die Like-
lihoodfunktion laut gleich

L=1] fr(v) Sn(y:)'
=1

Wegen h(t) = f(t)/S(t) laut (2.4) kann die gemeinsame Dichtefunktion um-

geschrieben werden zu

L= H h, (yi)" St, (yi)

i=1

und wegen S(t) = exp(—H(t)) (siehe (2.6)) kann die Likelihoodfunktion
nochmals umgeformt werden zu

L= ﬁhn(%)” exp (- /0 " (u)du) | (5.4)

Nun wird die Darstellung der Likelihoodfunktion in (5.4)) dazu verwendet eine
Likelihoodfunktion fiir das PH Modell herzuleiten. Diese Likelihoodfunktion
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5. Proportional Hazard Modell

wird dann so lange umgeformt bis man eine partielle Likelihoodfunktion fiir
3 erhilt.

Fir das PH Modell gilt hr, (y;) = h(yi|x;) = ho(y;) exp (BTx;). Eingesetzt in
(5.4) ergibt das die Likelihoodfunktion

L(8, ho(t) lj [ ho(y:) exp(B72:))" exp (— /O " ho(u) exp(BTwi)du)]

1
n

= T [(ho(ws) exp(BTa:)) " So )@= . (5.5)

=1

i

&
|IM

Um die Likelihoodfunktion fiir das PH Modell herleiten zu kénnen miissen
die Zensurzeitpunkte sortiert werden yi) < y@2) < -+ < Y und es wird
zusatzlich angenommen, dass alle Zensurzeitpunkte voneinander verschieden
(bindungsfrei) sind. Somit lautet die Likelihoodfunktion fiir bindungs-
freie Lebenszeiten

L(B, ho(t) H ) exp BT )) So(y(i))eXp(ﬁTw(”)} , (5.6)

=1
wobei T(; den Kovariablenvektores des i-ten Individuums mit Ausfallszeit-

punkt y bezelchnet

Weiters wird R(t) := {i : y; > t} eingefiihrt, die Menge der Individuen welche
unmittelbar vor dem Zeitpunkt ¢ noch unter Beobachtung stehen. Wird nun

(5.6) mit <Ej€7€(y<q;)) ho(y)) exp(ﬁTa}j)> i erweitert, so erhdlt man folgenden
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5.2. Inferenz fiir bindungsfreie Lebenszeiten

Ausdruck fiir die Likelhoodfunktion des PH Modells

ho(y(i)) exp(ﬁTaz(i)) ) "
)

h =
L(B, ho(t)) ZjER(y(i)) ho(yay) exp(BTx;

—.

N
Il
—

@
I
—

Y holyw) exp(B7z;) Hs )R (8T=m)
JER(y(:))
exp(8Tz(;)) '
)

ZjGR(y(i)) eXp(’Bij

(5.7)

I

@
I
—

Z ho(y(i)) exp(8Tx;) H So (Y )P (BTx(;))

JER(Y())

N
Il
—

Bemerkung 9. _
Der Ausdruck (ZjeR(y() ho(y@y) exp(BTx;) ) in (5.7)) beschreibt die Summe
der Hazardfunktionen aller Individuen in R(yq)) zum Zeitpunkt yg

Betrachtet man das erste Produkt der Likelhoodfunktion (5.7)) genauer er-
kennt man, dass es die Baseline Hazardfunktion hg(t) gar nicht beinhaltet
und somit als partielle Likelihoodfunktion (siehe Definition angesehen
werden kann mit nuisance Parameter ¢ = ho(t), d.h. die partielle Likelihood-
funktion von 3 lautet

L(8) = ﬁ ( exp(ﬁTm(i)) )) . (5.8)

i=1 ZjeR(y(i)) exp(BTx;

Da fiir rechtszensierte Lebenszeiten (d.h. r; = 0) der Faktor in obiger Like-
lihoodfunktion gleich 1 ist, kann die partielle Likelihoodfunktion von
3 fiir rechtszensierte, stetige unabhingige und bindungsfreie Lebenszeiten in
einem Proportional Hazard (PH) Modell geschrieben werden als

L,(B) = ﬁ xp(fe ) (5.9)
’ i=1 ZJ'GR(Z/@)) eXP(Bij) ’

mit der Anzahl an beobachteten Ausfillen k := " 7, und den dazu-
gehorigen sortierten beobachten (d.h. nicht zensierten) Ausfallszeitpunkten
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5. Proportional Hazard Modell

yay < Yoy < -+ < ym). Man beachte, dass die rechtszensierten Ausfalls-
zeitpunkte die partielle Likelihoodfunktion L,(3) beeinflussen, da zu jedem
Ausfallszeitpunkt y(;) die dazugehérige Risikomenge R(y(;)) die rechtszensier-
ten Ausfallszeltpunkte enthélt.

Bemerkung 10.

Es existieren noch alternative Ansdtze zur Herleitung der partiellen Like-

lihoodfunktion. Einer dieser Ansdtze beruht auf der bedingten Wahrschein-
lichkeit, dass ein Individuum im Zeitintervall (yu), (ye) + A)) ausfdllt, d.h.

Pr ([ndividuum 1 mit Kovariablenvektor x; fdllt aus in (y(i), (Y + A)))

ZjeR(y(i)) Pr (Individuum g fallt aus in (y(i), (Y@ + A)))
(5.10)
Nun wird (5.10) erweitert mit 1/A, d.h.

Pr (Individuum i mit Kovariablenvektor a; fillt aus in (yu), (yu) + A))) /A
ZjER(y(“) Pr (Individuum j fillt aus in (yu), (ye) + A))) /A '

(5.11)
Die bedingte Wahrscheinlichkeit wird zur Hazardrate fir A — 0 (vgl. (2.3))),

d.h. aus (5.11) wird fir A — 0

Hazardfunktion von Individuum i mit Kovariablenvektor x;

ZjeR(y(_>) Hazardfunktion zum Zeitpunkt ygy fir Individuum j -

Somit kann die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das i-te Individuum zum Zeit-
punkt yuy 1m PH Modell geschrieben werden als

ho(y(i)) exp(BT@ i) _ exp(BTx ;)
Zje'R(y(i)) hO(y(i)) exp(BTz;) ZjeR(y(i>) exp(BTz;)

und somit ist die partielle Likelihoodfunktion fir das PH Modell gleich

n exp IBT$(1 ) T .
H (ZJER(y())eXp<,8T33])) (5.12)

=1

(vgl. \Liu, |2012).
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5.2. Inferenz fiir bindungsfreie Lebenszeiten

Logarithmiert man (5.9) so erhélt man die log partielle Likelihoodfunktion
von (3

k k
,(B) = ZBTa:(i) — Zlog Z exp(BTx;) | . (5.13)
i=1 i=1

JER(yY())

Aquivalent zum MLE ist der Maximum partial Likelihood Schétzer (MPLE)
definiert als

B = arg max L,(B) = argmax,(03) . (5.14)
B B

Somit ist die Score Statistik fiir die h-te Kovariable (h =1,...,p) gleich

ol k D jeR(y) Lin €XP(BT®;)
p(ﬁ) :Z i — JER(Y())

U =
(ﬂh) aﬁh i1 ZjeR(ym) eXp(ﬁT:vj)

(5.15)

Der MPLE B kann durch Losen des Gleichungssystems

U(B) = (U(B),...,UB,))T =

gefunden werden.

In R wird das Newton-Raphson Verfahren genutzt um das Gleichungssystem
U(B) = 0 zu losen. Gestartet mit 3© wird das Verfahren iterativ ange-
wandt

B — GO L TN ENU(AY), s =01,
bis 3+ konvergiert, mit Z(3) der beobachteten Fishermatrix (vgl. Thernea
und Grambsch, [2000).

In|Andersen und Gill| (1982)) wurde gezeigt, dass der MPLE 8 ein konsistenter
Schétzer fiir B ist und multivariat normalverteilt ist, d.h.

B~ N,(8,Z7(B)). (5.16)

Nun wird die Likelihood Ratio Teststatistik vorgestellt, anhand derer die
Relevanz der Parameter (3 iiberpriift werden kann. Zuerst soll die einfache
Nullhypothese Hy : B = (B gegen H; : B # B3y getestet werden. Die Like-
lihood Ratio Teststatistik beruht fiir PH Modelle auf der Tatsache, dass der
MPLE B asymptotisch normalverteilt ist (vgl. (5.16))). Fiir die Likelihood
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5. Proportional Hazard Modell

Ratio Teststatistik zur Uberpriifung der einfachen Nullhypothese Hj gilt

Arr = 2(1,(8) — 1,(Bo)) ~ X2 (5.17)
unter Hy (vgl. Klein und Moeschberger, 2003)).

Zumeist ist man auch daran interessiert zu testen, ob eine Teilmenge des
Parameters B relevant ist. Dafiir wird die Nullhypothese Hy : B2 = Bpo
tiberpriift, mit 8 = (B34, B2)T und 3y dem ¢-dimensionalen Vektor der freien
Parameter sowie 35 dem p — ¢-dimensionalen Vektor der festgelegten restli-
chen Parameter. Fiir die Likelihood Ratio Teststatistik zur Uberpriifung der
Nullhypothese H, gilt

Arr = 2(L,(8) — L,(B1, Bo2)) ~ X2, (5.18)

unter Hy, mit Bl dem MPLE von 3; und B dem MPLE von 3 (vgl. Klein
und Moeschberger, 2003]).

5.3. Inferenz fiir gebundene Lebenszeiten

In Abschnitt wurde bei der Herleitung der partiellen Likelihoodfunkton
von 3 angenommen, dass die n sortierten Ausfallszeitunkte voneinander ver-
schieden bzw. bindungsfrei sind (engl. no ties), d.h. yq) < -+ < Y.

Jedoch ist diese Annahme nicht praxisnah, da in den meisten Studien Le-
benszeiten mit dem exakt gleichen Ausfallszeitpunkt auftreten. Einige Sta-
tistiker haben daraufhin Methoden bzw. Ansétze entwickelt um fiir gebunde-
ne Lebenszeiten die Parameter im PH Modell schitzen zu kénnen. Die hier
vorgestellten Methoden beruhen auf der Herleitung der partiellen Likelhood-
funktion iiber die bedingten Wahrscheinlichkeiten (siehe Bemerkung .

Seien y(1) < - -+ < y(») die 71 verschiedenen sortierten Ausallszeitpunkte. Sei d;
die Anzahl an Ausfillen zum Zeitpunkt y(;) und D; die Menge aller Individuen
welche zum Zeitpunkt y;) ausfallen (d.h. |D;| = d; fiir 1 < i < 7). Sei s,
die Summe {iiber alle Kovariablenvektoren X, der Individuen welche zum
Zeitpunkt y;) ausfallen, d.h. s; :== 3", X;. Weiters sei R(t) := {i : y; >t}
die Menge der Individuen welche unmittelbar vor dem Zeitpunkt ¢ noch unter
Beobachtung stehen.
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Bemerkung 11.

Da hier angenommen wurde, dass den Daten ein zeilstetiges Modell zugrunde
liegt (PH Modell), entstehen Bindungen durch Gruppieren von Ausfallzeit-
punkten wegen zu ungenauer Messmethoden. Somit haben d; Ausfille zum
Zeitpunkt y;y tatsichlich voneinander verschiedene Ausfallszeitpunkte (Glomb,

2007).

Die erste vorgestellte Methode ist die Breslow Approximation. Diese Appro-
ximation hat die einfachste Form der hier vorgestellten Methoden und war
lange Zeit die einzig implementierte Methode in allen Statistik Programmen
und ist auch nach wie vor die default Methode in fast allen Statistik Pro-
grammen (auch in R). Die Breslow Approximation fiir die partielle Likelihood
lautet

exp(BTs;)
4
<Zje7€(y(i)) eXP(ﬂT%‘)>

In der Breslow Approximation werden gebundene Lebenszeiten als Lebens-
zeiten mit dem exakt selben Ausfallszeitpunkt angesehen (vgl. Bemerkung|[11]
und Bemerkung. Diese Approximation ist die ungenaueste der hier vorge-
stellten Methoden jedoch mit der kiirzesten Laufzeit (vgl. [Klein und Moesch-
berger, [2003).

LEreslow(ﬁ) — ﬁ (519)
i=1

Die Efron Approximation fiir die partielle Likelihood lautet
Ton . exXp ﬂT'gi
L B) =11 = ( )
=1 Hj:l <Zk€R(y(k)) exp(BTxy) — 4 ZkeDi eXP(IBT:Bk)>
(5.20)

(vgl Borucka, [2014)).

Bei Stichproben mit wenig gebundenen Lebenszeiten liefern die Breslow Ap-
proximation und die Efron Approximation nahezu identische Werte fiir die
partielle Likelihoodfunktion (vgl. |[Klein und Moeschberger, 2003).

Die exakte partielle Likelihood Methode (engl. exact partial likelhood) be-
riicksichtigt samtliche Kombinationsméglichkeiten bzw. Permutationen der
Reihenfolge der d; Ausfille zum Ausfallszeitpunkt y;). Somit gibt es zum
Zeitpunkt y(;) genau d;! mogliche Kombinationen der Reihenfolge. Sei nun Q;
die Menge der d;! Kombinationsmoglichkeiten der Ausfallreihenfolge, mit P =
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5. Proportional Hazard Modell

(p1,- -, pa,) fiir P € Q;. Weiters sei R(y(), P, k) definiert als R(yq), P, k) :=
R(y@)\{p1, - -, o} (vel. [Liu} 2012).

Der Beitrag zur partiellen Likelihoodfunktion zum Zeitpunkt y(;y nach der
exakten partiellen Methode lautet nun

exp(87s;)

. (5.21)
d;
d;! ZPeQi [T <ZZER(y(i),P,k) eXP(BTml))

Die partielle Likelihoodfunktion mit der exakten partiellen Likelihood Me-
thode lautet somit

n

rp=(8) =11 e 62
i=1 dj! Zpegi [T (Zlen(ym,ﬂk) eXP(5T$Z)>

Diese Methode benotigt aufgrund der Beriicksichtigung aller Permutationen
mit Abstand am meisten Laufzeit (vgl. Liu, 2012).

Bemerkung 12.
Bei der Formulierung der exakten partiellen Likelihood Methode wird meis-

tens der Faktor H?Zl d%_! weggelassen.

5.4. Beispiel Kehlkopfkrebs Studie

Mithilfe eines Beispiels soll nun das Proportional Hazard Modell besser ver-
anschaulicht werden. Die Daten fiir das Beispiel stammen aus der Kehlkopf-
krebs Studie, welche auch in Abschnitt [4.3| verwendet und auch dort genauer
erkldrt wurden.

Das postulierte Proportional Hazard Modell
h(t|X) = ho(t) exp(Br X1 + 5o Xs + B3 X3 + B4 Xy4)

mit X;, 1 = 1,2, 3, den Indikatorvariablen fiir Stadium II, III und IV und X},
dem Alter. In R-Code wurde dieses Modell an die Kehlkopfkrebs Studi-
endaten angepasst.
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5.4. Beispiel Kehlkopfkrebs Studie

R-Code 5.1: Proportional Hazard Modell Beispiel

library(survival)
library(KMsurv)
data("larynx")
attach(larynx)

# MODELL ANPASSEN
larynx.coxph <- coxph(Surv(time,delta) ~ as.factor(stage) + age,
method = "breslow")

vV + V V V V V Vv V

summary (larynx.coxph)
n= 90, number of events= 50

coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|zl)
as.factor(stage)2 0.14004 1.15032 0.46249 0.303 0.7620
as.factor(stage)3 0.64238 1.90100 0.35611 1.804 0.0712 .
as.factor(stage)4 1.70598 5.50678 0.42191 4.043 5.27e-05 *x*x
age 0.01903 1.01921 0.01426 1.335 0.1820

exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95

as.factor(stage)2 1.150 0.8693 0.4647 2.848
as.factor(stage)3 1.901 0.5260 0.9459 3.820
as.factor(stage)4 5.507 0.1816 2.4086 12.590
age 1.019 0.9811 0.9911 1.048
Likelihood ratio test= 18.31 on 4 df, p=0.001072

Wald test = 21.15 on 4 df, p=0.0002958

Score (logrank) test = 24.78 on 4 df, p=5.573e-05

# LIKELHOOD RATIO TEST fuer H_O = Nullmodell nachrechnen
larynx.coxph2 <- update(larynx.coxph, formula = . ~ -1)
larynx.loglik.diff <- larynx.coxph$loglik[2] - larynx.coxph2$loglik
1 - pchisq(2#larynx.loglik.diff, df = length(coef(larynx.coxph)))
[1] 0.001072204

VvV V V V V

Mithilfe des Verhéltnisses der Hazardfunktionen kann der geschétzte Effekt
der Kovariablen untersucht werden. Aus (5.2) ist bekannt, dass fiir dieses
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Verhaltnis
h(t]X)

h(t]X)
gilt. Dieses Verhéltnis der Hazardfunktionen kann im R-Code[5.1]in der Spalte
exp(coef) von summary (larynx.coxph) abgelesen werden. Fiir Patient A im

Stadium I und Alter 30 und Patient B im Stadium IV und Alter 30 gilt fiir
das Verhiltnis der Hazardfunktionen
h(t|B)  h(t| Stadium IV, Alter=30)

R(EIA) ~ h(t] Stadium I, Alter—30) _ P(f) = 5507,

= exp(BT(X — X*)) vVt >0

Somit hat der Patient B zu jedem Zeitpunkt ¢ das 5.5-fach hohere Risiko zu
versterben als der Patient A.

Umgekehrt sieht man, dass das Verhiltnis der Hazardfunktionen zwischen
einem Patienten C im Stadium IT und Alter 30 und Patient A lediglich
Z&‘gg = exp(fy) = 1.067 betriagt. Somit hat Patient C zu jedem Zeitpunkt ¢
ein um blof 6.7 Prozent hoheres Risiko zu versterben als Patient A.

Man sollte das Verhéltnis der Hazardfunktionen auch immer hinterfragen.
So kann ein Verhéltnis der Hazardfunktionen mit dem Wert 5.5 zum Beispiel
von 5500/1000 oder auch 0.0055/0.001 stammen (vgl. Liul 2012). Aus diesem
Grund ist es ratsam auch die geschitzte Survivalfunktion fiir ein PH Modell
zu betrachten. In R kann die Survivalfunktion des PH Modells mithilfe der
survfit Funktion geschitzt werden (siehe R-Code [5.2).

R-Code 5.2: Proportional Hazard Modell Beispiel (Fortsetzung)

> larynx$stadium.factor <- factor(larynx$stage,

+ labels = c("StageI","StageIl","StageIII","StagelIV"))
> attach(larynx)

> larynx.coxph <- coxph(Surv(time,delta) ~ stadium.factor,

+ data = larynx)

>

> # SCHAETZUNG VON S(t) FUER DAS PH MODELL

> plot(survfit(larynx.coxph,

+ newdata = data.frame(stadium.factor = "StageI", age=30),
+ conf.int = F),1lwd=3, xlab="Jahr t",

+ ylab = expression(hat(S)(t)), col = "darkgreen")

>
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> lines(survfit(larynx.coxph,

+ newdata = data.frame(stadium.factor = "StageIl", age=30),
+ conf.int = F), lwd = 3, col = "gold2")

> lines(survfit(larynx.coxph,

+ newdata = data.frame(stadium.factor = "StageIII", age=30),
+ conf.int = F), 1lwd = 3, col = "darkorange2")

> lines(survfit(larynx.coxph,

+ newdata = data.frame(stadium.factor = "StageIV", age=30),

+ conf.int = F), 1lwd = 3, col = "firebrick2")

Anhand der Abbildung soll noch einmal der Effekt des Stadiums auf
das Ausfallrisiko veranschaulicht werden. In der Abbildung sind nun die
Survivalkurven fiir die verschiedenen Stadien eines 30-jahrigen Patienten der
Kehlkopftkrebs Studie aufgetragen.

In der Abbildung [5.1] erkennt man, dass die Survivalkurven von Stadium I
und Stadium II nahezu identisch sind. Ein erster Hinweis auf diesen Umstand
lieferte bereits der p-Wert 0.7620 von as.factor(stage)2 in R-Code [5.2]

S(t)

Abbildung 5.1.: Geschétzte Survivalkurven unter dem Modell fiir 30-jahrige
Kehlkopfkrebs Patienten im Stadium I (griin), Stadium II
(gelb), Stadium IT (orange) und Stadium IV (rot).
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5.5. Erweiterungen des PH Modells

In diesem Abschnitt werden drei Erweiterungen fiir das PH Modell vorge-
stellt. Zuerst wird ausgefiihrt wie ein PH Modell mit Splines aussieht. Danach
wird das Stratifizierte PH Modell diskutiert, welches fiir jedes Stratum eine
eigene Baseline Hazardfunktion schatzt. Abschliefend wird das PH Modell
fiir zeitabhingige Kovariablen diskutiert.

5.5.1. PH Modell mit Splines

Die Ausfithrungen in diesem Abschnitt folgen in grofsen Teilen [Sleeper und
Harrington (1990). Angenommen die Beziehung zwischen der stetigen Kova-
riable Z und der Hazardfunktion hg(t) ist nicht linear. Falls eine Funktion g
existiert welche diese Beziehung beschreibt, dann kann ein verallgemeinertes
PH Modell formuliert werden als

h(t|Z) = ho(t) exp(g(Z)) VE>0, (5.23)

mit der unbekannten Baseline Hazardfunktion ho(t) der Hazardfunktion fiir
g(Z) = 0 und der stetigen Kovariable Z.

Da jedoch im allgemeinen die Funktionen g unbekannt ist, muss auf eine Ap-
proximationen dieser Funktionen zuriickgegriffen werden. Eine solche Appro-
ximation ist die durch Basisfunktionen erzeugte glatte Funktion s(Z) mog-
lich. Das PH Modell mit einer glatten Funktion lautet

h(t|Z) = ho(t) exp(s(Z)) WVt >0, (5.24)

wobei die glatte Funktion s(Z) eine Linearkombination der Basisfunktionen
b;j(.) fiir j=1,...,mist d.h.

S(2) =Y b 2).

Das PH Modell kann weiters verallgemeinert werden zu

ht| X, Z) = ho(t) exp(BTX + s1(Z1) + -+ + 54(Z,)) YE>0,  (5.25)
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fiir Kovariablen X = (Xl, . 7Xp)T und Z = (Zl, cee Zq)T, glatten Funk-
tionen s1(.),..., s,(.) und der unbekannten Baseline Hazardfunktion hg(t).

Fiir mehr Informationen zu Splines und PH Modellen wird auf [Sleeper und
Harrington| (1990) und [Therneau und Grambsch| (2000) verwiesen.

5.5.2. Zeitabhdngiges PH Modell

Bisher wurde angenommen, dass sich die Werte der Kovariablen iiber die
ganze Studien- bzw. Beobachtungsdauer nicht verdndern. Diese Annahme ist
korrekt fiir solch Kovariablen wie Geschlecht, Ethnizitit oder Alter bei der
ersten Ehe. Jedoch ist diese Annahme problematisch fiir solch Kovariablen
wie Blutdruck, Ehestatus oder Beschaftigungsverhiltnis, welche sich iiber
den Lauf der Zeit immer wieder verdndern konnen (vgl. [Liu, 2012). Eine
zeitabhdngige Kovariable ist nun definiert als Kovariable, welche im Lauf der
Beobachtungs- bzw. Studienzeit ihren Wert verdndern kann.

Das zeitabhingige PH Modell ist eine Erweiterung des Proportional Ha-
zard Modells, welches auch zeitabhingige Kovariablen zulésst. Dieses Modell
lautet

h(t|X) = ho(t)exp(BTX (t)) Vt>0, (5.26)

mit dem unbekannten Paramatervektor B = (51, e ,Bp)T, der unbekann-
ten Baseline Hazardfunktion hy(t) und dem Kovariablenvektor X (¢), wobei
der Kovariablenvektor X (¢) sowohl zeitabhéngige als auch zeitunabhéngige
Kovariablen enthélt, d.h. X (t) = (X1,..., Xy, Xpp1(2), ..., Xp(1) .

Die partielle Likelihoodfunktion fiir ein zeitabhingiges PH Modell mit bin-
dungsfreien Ausfallszeitpunkten ist praktisch dquivalent zu der partiellen Li-
kelhoodfunktion des klassischen PH Modells (siehe (5.9))). Die partielle Like-
lihoodfunktion lautet

k
exp (BT ) (v)))
LB =] > o~ , (5.27)
i=1 £~JE€ERY)) exp(,@ Ly (y(i))>
mit den sortierten bindungsfreien Ausfallszeitpunkten y) < --- < y@), der

Menge der Individuen welche unmittelbar vor dem Zeitpunkt ¢ noch unter
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Beobachtung stehen R(t) := {i : y; > t} und der Wert des (i)-ten Kova-
riablenvektors ausgewertet zum y;)-ten Zeitpunkt ;) (y)) (vgl. Klein und
Moeschberger, [2003). Die weitere Herleitung der log-Likehoodfunktion, der
Likelihood Ratio Teststatistik und der Likelihoodfunktion fiir gebundene Le-
benszeiten ist dquivalent zum klassischen PH Modell.

Im klassischen PH Modell wurde die Hazardfunktion in zwei Teile aufge-
teilt, der erste Teil beschreibt das zeitabhéingige Grundrisiko (Baseline Ha-
zardfunktion) ho(t) und der zweite Teil beschreibt den multiplikativen bzw.
proportionalen Effekt der Risikofaktoren exp (BTX ) Fiir das zeitabhingige
PH Modell ist der zweite Teil der Hazardfunktion jedoch nicht mehr zeitun-
abhingig weswegen in diesem Modell nicht mehr die proportionale Hazard
Annahme gilt.

Man betrachte zwei Individuen mit zeitabhéingigen Kovariablenvektoren X ()
und X*(¢). Das dazugehorige Verhéltnis der Hazardfunktionen bei einem
zeitabhingigen PH Modell lautet dafiir

h(t1X(t))

X () exp(BT(X (t) — X*(1))). (5.28)

Da sich beim Verhéltnis der Hazardfunktionnen in die zeitabhéingigen
Kovariablen von X (t) und X *(¢) iiber die Zeit verdndern, ist (X (¢) — X*(t))
eine von ¢ abhingige Funktion und somit nicht mehr konstant. Das beweist,
dass fiir das zeitabhingige PH Modell die proportionale Hazardfunktion An-
nahme nicht mehr giiltig ist (vgl. [Liu, [2012]).

5.5.3. Stratifiziertes Proportional Hazard (PH) Modell

Manchmal ist die Proportionale Hazard Annahme fiir eine Kovariable nicht
zutreffend. In diesen Fall wird versucht nach dieser Kovariable zu stratifi-
zieren. Als Folge ist diese Kovariable nicht mehr als Kovariable anzusehen
sondern als Stratifizierungsfaktor.

Angenommen der Kovariablenvektor X = (X1,...,X,)T erfiillt die Propor-
tionale Hazard Annahme und die Kovariable Z verletzt diese Annahme. Zu-
dem wird angenommen, dass Z genau s verschiedene Werte annimmt (d.h.
Z ist eine faktorielle Kovariable).

74



5.5. Erweiterungen des PH Modells

Mit dem PH Modell wurde das PH Modell dahingehend erweitert, sodass
nach der Kovariable Z stratifiziert werden kann. Dieses Modell ist definiert
als

hin(t| X, Z) = hom(t) exp(BTX) VYVt >0, (5.29)

mit der unbekannten Baseline Hazardfunktion h,,(t) fiir jedes Stratum m =
1,...,s und dem unbekannten Paramatervektor 3 = (51, e ,ﬁp)T(vgl. Klein
und Moeschberger, 2003).

Bemerkung 13.

Lediglich die Baseline Hazardfunktionen hg,,(t) unterscheiden sich fir ver-
schiedene Strata m, hingegen bleiben die Parameter B fiir unterschiedliche
Strata gleich.

Bemerkung 14.

Angenommen es wird nach den Kovariablen Z = (Zy, Z3)7 stratifiziert mit
Wertebereichen Zy = {a,b,c} und Zy = {1,2}. Dann ezistieren fir das stra-
tifzierte PH Modell s = 6 = 3 -2 verschiedene Strata. Die Strata sind Kombi-
nationen aus Werten von Zy und Zs und lauten: {a,1},{a,2},{b,1}, {b, 2},
{c¢,1} und {c,2}. Fir Z = (Zy,...,Zy)" mit k > 2 werden die Strata nach
dem gleichem Prinzip gebildet wie im Fall k = 2.

Der Unterschied zum klassischen PH Modell ist, dass im stratifizierte PH
Modell fiir jedes Stratum eine eigene Baseline Hazardfunktion angenommen
wird. Dies hat zur Folge, dass die Proportionalitit der Hazardfunktionen
fiir verschiedene Strata nicht mehr giiltig ist. Somit gilt fiir das Verhéltnis
der Hazardfunktionen fiir Kovariablenvektoren X und X* mit verschiedenen

Strata j # k

h(t|X, 2 =j) _ hoi(t)exp (BTX)  ho,(t)
h(t| X*,Z =k)  hox(t)exp (BTX*)  hox(t)

exp(BT(X — X*)) , V>0,

d.h. das Verhéltnis ist nicht mehr konstant.

Die partielle Likelihoodfunktion des stratifizierten PH Modells fiir das Stra-
tum m = 1,...,s lautet gleich wie im klassischen PH Modell (5.8)), d.h.

k
i exp(BTx(,,))
Lm /6 = - )
p( ) EZ]ER(y(Zm))exp<ﬁTCﬂJm>
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5. Proportional Hazard Modell

mit der Anzahl an beobachteten Ausfillen im Stratum £k, und den dazuge-
horigen sortierten beobachteten Ausfallszeitpunkten y(,.) < -+ < y(r,,) im
Stratum m. Folglich gilt fiir die dazugehorige log partielle Likelihoodfunktion
fiir das Stratum m

o Fon
Lop(B) =Y BT,y — Y log | Y exp(BTay,,)
=1 =1

JER(Y(im))

Die vollstandige stratifzierte partielle Likelihoodfunktion ist das Produkt al-
ler partiellen Likelihoodfunktionen der m verschiedenen Strata, d.h.

Ly () = [ [ Lnn(8)-

Folglich gilt dann fiir die stratifizierte log partielle Likelihoodfunktion

l;trat<:6> = Z lmp(ﬁ) = Z log me(ﬁ) (5.30)

(vgl. Liul 2012).

Fiir ein stratifiziertes PH Modell wird angenommen, dass sich die Kovaria-
blen X in den verschiedenen Strata identisch verhalten. Um diese Annah-
me iiberpriifen zu kénnen wird nun ein Likelihood Ratio Test entwickelt. Sei
B (B) = > 0.1 lnp(B) die log partielle Likelihoodfunktion des strati-
fizierten PH Modells. Weiters sei 7' (3™) die teilweise log partielle Likelihood-
funktion eines PH Modells welches nur an die Daten des m-ten Stratums an-
gepasst wurde. Folglich ist die log partielle Likelihoodfunktion eines PH Mo-

dells mit unterschiedlichen Parametern pro Stratum gleich > _, I7"(8™).

Der Likelihood Ratio Test iiberpriift nun ob sich die Kovariablen in jedem
Strata gleich verhalten, womit die Hypothese Hy : 3 = 8™ ,m = 1,....s
gepriift wird. Fiir die Likelihood Ratio Teststatistik A;r zur Uberpriifung
der Nullhypothese gilt

Apg =2 (Z (B - z;“a%ﬁ)) ~ o (5.31)
m=1

unter Hy, mit 8™ dem MLE von [(B™) und B dem MLE von 5 (B)
(vel. Klein und Moeschberger, 2003).
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5.6. Diagnostik

5.6. Diagnostik

5.6.1. Residuen

Wie iiblich in der Regressionsanalyse wird die Anpassungsgiite mithilfe von
Residuen graphisch untersucht. Aufgrund von Zensierung gestaltet sich die
Beurteilung der Anpassungsgiite jedoch als duferst schwierig. Aus diesem
Grund wurden eigens fiir die Survival Analysis, bzw. sogar fiir das Propor-
tional Hazard Modell, spezielle geeignete Residuen eingefiihrt. Es werden nun
einige dieser speziellen Residuen diskutiert, welche spater dazu benutzt wer-
den, um die Modellanpassung, die funktionale Form der Kovariablen und die
proportionale Hazard Annahme zu untersuchen. Die Ausfithrungen in diesem
Abschnitt basieren zu grofen Teilen auf|Collett| (2003)), |Liu (2012)) und Klein
und Moeschberger| (2003).

Es wird angenommen, dass n Lebenszeiten beobachtet wurden, wobei diese
Lebenszeiten rechtszensiert sein konnen, d.h. es werden die rechtszensierten
Ausfallszeitpunkte y1, . . ., y,, beobachtet. Weiters wird angenommen, dass ein
Proportional Hazard Modell an die Lebenszeiten angepasst wurde fiir den
Kovariablenvektor X = (Xj,...,X,)T. Die angepasste Hazardfunktion fiir
das i-te Individuum, ¢ = 1, ..., n, lautet somit

hi(t]a;) = ho(t) exp(BT=;) .

mit der geschitzten Baseline Hazardfunktion ﬁo(t) und dem geschétzten Pa-
rametervektor 3.

Cox Snell Residuen

Die Cox Snell Residuen sind die meist verwendeten Residuen in der Survival
Analysis und wurden in allgemeiner Form in (Cox und Snell| (1968)) erstmals
eingefiihrt.

Das Cox Snell Residuum, fiir das i-te Residuum ¢ = 1,...,n im PH Modell,
ist definiert als

re; = ﬁ(yzm) = ﬁo(yi) eXp(BTmi) , (5.32)
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5. Proportional Hazard Modell

mit dem Schétzer der kumulativen Baseline Hazardfunktion f[o(y,-) ausge-
wertet zum Ausfallszeitpunkt y; dieses Individuums.

Falls das Proportional Hazard Modell korrekt ist und der geschéitzte Parame-
tervektor B nahe dem wahren Parametervektor 3 liegt, dann sollten die Resi-
duen r¢;, i = 1,...,n, einer zensierten Stichprobe aus einer Exp(1)-verteilten
Population gleichen (siehe Herleitung der Cox Snell Residuen fiir das AFT-
Modell in Abschnitt . Somit sollte fiir ein ausreichend gut angepasstes
PH Modell der Plot von r¢; gegen H(re;) = —10g(§(r0i)), i=1,...,n,
einer Geraden mit Steigung 1 entsprechen (siehe Exponentialverteilung Ab-

schnitt [£.9).

Man beachte, dass die Cox Snell Residuen grundlegend verschiedene Eigen-
schaften als die Residuen der Linearen Regression aufweisen. So sind Cox
Snell Residuen nicht symmetrisch um 0 verteilt und nicht-negativ!

Martingal Residuen

Das i-te Martingal Residuum ¢ = 1,...,n im PH Modell ist definiert als
'y o — Rl —To; = Rl — ﬁO(yz) exp(BTazi) s (533)

mit der Rechtszensur-Indikatorvariable R; und dem Cox-Snell Residuum r¢;.

Das Martingal Residuum rj;; kann als Differenz zwischen der beobachteten
Anzahl an Ausféllen (0 oder 1) fiir ein Individuum ¢ in [0, y;] und der er-
warteten Anzahl an Ausfillen basierend auf dem angepassten PH Modell
angesehen werden.

Die Herleitung der Martingal Residuen erfolgt iiber die Martingal Theorie
und der Formulierung des PH Modells als Zdhlprozess. Die detaillierte Herlei-
tung kann unter anderem in [Therneau und Grambsch| (2000) und Liu (2012)
nachgeschlagen werden.

Fiir den wahren Parametervektor 3 eingesetzt in (5.33)), ist r; ein Martin-
gal (d.h. E(rp;) = 0). Weiters haben Martingal Residuen den Wertebereich
(—o0, 1], wobei fiir zensierte Lebenszeiten (r; = 0) die Martingal Residuen
negative Werte annehmen und fiir nicht zensierte Lebenszeiten (r; = 1) die
Martingal Residuen positive Werte annehmen. Zudem sind Martingal Resi-
duen unkorreliert fiir grofe Stichproben und es gilt ", rar; = 0.
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5.6. Diagnostik

Deviance Residuen

Ein grofer Nachteil der Martingal Residuen ist, dass sie nicht symmetrisch
um 0 verteilt sind wie die Residuen der Linearen Regression. Folglich sind
Plots von Martingal Residuen schwer interpretierbar.

Die Deviance Residuen fiir ein PH Modell sind definiert durch

rpi = sign(ra;) (_Q[TMi + R;log(R; — 7"1\41‘})1/2 ’ (5.34)

mit der Vorzeichenfunktion sign, dem Martingal Residuum r,;; und der Rechts-
zensur-Indikatorvariable R;. Somit sind die Deviance Residuen transformierte
Martingal Residuen, welche symmetrisch um 0 verteilt sind falls das Modell
korrekt ist.

5.6.2. Uberpriifung der Modellanpassung

In diesem Abschnitt wird die Untersuchung der Modellanpassung mithilfe der
Cox Snell Residuen und der Deviance Residuen diskutiert. Es wird in beiden
Fillen das Modell fiir die Kehlkopfkrebs Studie aus Beispiel untersucht,

fiir das gilt
h(t|X) = ho(t) exp(ﬁle + o Xy + B3 X3 + 54X4) ;

mit X;, 1 = 1,2, 3, den Indikatorvariablen fiir Stadium II, IIT und IV und X4
dem Alter.

Uberpriifung der Modellanpassung mit Cox Snell Residuen

Es wird nun das Kehlkopfkrebs Beispiel darauf untersucht, ob das Modell
ausreichend gut an die Daten angepasst wurde.

-~

Dafiir werden in R-Code [5.3| die Cox Snell Residuen r¢; gegen —log(S(r¢;))
abgebildet (siche Abschnitt [5.6.1). Anhand von Abbildung sieht man,
dass die Cox Snell Residuen eine Gerade mit Steigung 1 bilden und daher
das Modell als gut angepasst angesehen werden kann.
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5. Proportional Hazard Modell

In der Abbildung wurden ebenfalls Cox Snell Residuen aufgetragen, je-
doch fiir ein Weibull AFT Modell. Bei der Betrachtung der beiden Abbildun-
gen und der Cox Snell Residuen scheinen beide Modelle eine in etwa
gleich gute Modellanpassung aufzuweisen.

R-Code 5.3: Uberpriifung der Modellanpassung mit Cox Snell Residuen

vV + + V V V V V V 4+ V V

data("larynx")

larynx.coxph <- coxph(Surv(time,delta) ~ as.factor(stage) + age,
data = larynx)

# Berechnen der Cox Snell RESIDUEN

r.cs <- delta - residuals(larynx.coxph, type = "martingale")

r.surv <- survfit(Surv(r.cs, delta) ~ 1, data = larynx)

# Plot der Cox Snell RESIDUEN
plot(r.surv$time, -log(r.surv$surv), col = "greybs", pch = 21,
xlab = expression(r[Ci]),
ylab = expression(paste("H ", (r[Ci]), sep =" ")))
abline(0, 1, lwd = 1.5)

30
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Abbildung 5.2.: Cox Snell Residuen des PH Modells.
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5.6. Diagnostik

Uberpriifung der Modellanpassung mit Deviance Residuen

Die kommenden Ausfithrungen in diesem Abschnitt orientieren sich stark an
Collett| (2003). Das Martingal Residuum r);; kann als Differenz zwischen der
beobachteten Anzahl an Ausfillen (0 oder 1) fiir Individuum ¢ in [0, y;] und
der erwarteten Anzahl an Ausfillen basierend auf dem angepassten Propor-
tional Hazard Modell angesehen werden. Somit heben die Martingal Residuen
Individuen hervor, welche geméf dem angepassten PH Modell zu friih (grofke
negative Martingal Residuen) oder zu spit (Martingal Residuen nahe 1) aus-
gefallen sind.

Somit sollten, mithilfe eines Plots der Martingal Residuen, Ausreifter gefun-
den werden. Leider sind die Martingal Residuen jedoch asymmetrisch um
0 verteilt, was die Aufgabe erheblich erschwert. Da die Deviance Residuen
transformierte Martingal Residuen sind, welche symmetrisch um 0 verteilt
sind, werden Deviance Residuen zur Auffindung von Ausreifern verwendet.

Da der lineare Pradiktor BTa:Z» das geschéitzte Ausfallrisiko fiir ein Individuum
1 mit Kovariablenvektor a; angibt, ist es sinnvoll rp; und BTax; miteinander
zu vergleichen.

Bemerkung 15. R

Der lineare Pridiktor BTx; wird im Zusammenhang mit PH Modellen auch
Risk Score genannt.

Fiir eine niedrige bis mittlere Anzahl an zensierten Beobachtungen sollte
der Plot BTx; gegen rp; einem normalverteilten Weifen Rauschen &hneln.
Fiir eine groffe Anzahl an zensierten Beobachtungen liegt ein Grofsteil der
Residuen nahe bei 0.

Es wird nun wieder das Kehlkopfkrebs Beispiel aufgegriffen und dafiir mithilfe
der Deviance Residuen auf Ausreifer untersucht. Im linken Bild der Abbil-
dung ist der Plot der Deviance Residuen zu sehen und im rechten Bild
der Abbildung ist der lineare Pradiktor B8Tx; gegen rp; aufgetragen.

R-Code 5.4: Uberpriifung der Modellanpassung mit Deviance Residuen

> data("larynx")
> larynx.coxph <- coxph(Surv(time,delta) ~ as.factor(stage) + age,
+ data = larynx)
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Abbildung 5.3.: Index Plot der Deviance Residuen rp; (links), Plot des linea-
ren Pradiktors 37x; gegen rp; (rechts).

> # ERSTELLEN DER DEVIANCE RESIDUEN

> r.d <- residuals(larynx.coxph, type = "deviance")

> plot(r.d, col = "greyb5", pch = 21)

> plot( larynx.coxph$linear.predictors, r.d,col = "greyb55", pch = 21)

Grundsétzlich sind in der Abbildung keine Ausreifser zu erkennen. Inter-
essehalber betrachten wir nun trotzdem das grofste Deviance Residuum mit
Wert 2.44 und Index 34 bzw. linearem Pradiktor 0.0815. Der dazugehdrige
Kehlkopfkrebs Patient war 86 Jahre Alt, im Stadium IT und verstarb bereits
nach 0.2 Jahren. Somit verstarb der Patient gemif dem angepassten PH
Modell viel zu friith, womit dieses hohe Deviance Residuum erklirt werden
kann.

5.6.3. Uberpriifen der funktionalen Form der Kovariable
Mithilfe von Martingal Residuen ry;; (siehe Abschnitt |5.6.1]) kann die funk-

tionale Form des Effekts von metrischen Kovariablen im Priadiktor bestimmt
werden. Mogliche funktionale Formen fiir eine Kovariable X; € X sind
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e die lineare Form (3, X;
e oder nichtlineare Form von X, d.h. f(X}).

Um die funktionale Form zu bestimmen, wird im ersten Schritt ein Null PH
Modell (PH Modell ohne Kovariablen) an die Daten angepasst. Im zweiten
Schritt werden die Martingal Residuen r,;; des angepassten PH Modells gegen
die Werte der Kovariable X; abgebildet (vgl. Hohle, WS 2008 ,/2009).

Beispiel 9.

Zur Veranschaulichung wird die funktionale Form anhand eines Beispiels dis-
kutiert. Die Daten aus dem Beispiel stammen aus |Klein und Moeschberger
(2003) und beinhalten die Daten von Knochenmarktransplantationen von
43 Patienten mit Morbus Hodgkin oder Non-Hodgkin-Lymphom. Die Da-
ten beinhalten die zwei Transplantationsformen autogenisch oder allogenisch
sowie die Kovariablen Wartezeit bis zur Transplantation und den Karnofksy-
Index (quantifiziert die Lebensqualitiat der Krebspatienten).

Im R-Code B.5] wird nun untersucht welche funktionale Form die Kovariable
Wartezeit bis zur Transplantation aufweist. Anhand von Abbildung ist
klar zu erkennen, dass die Kovariable Wartezeit bis zur Transplantation keine
lineare Form aufweist. In Klein und Moeschberger| (2003]) wurde vorgeschla-
gen die Kovariable als Indikatorvariable mit

B 0, falls Wartezeit < 70
] 1, falls Wartezit > 70

zu verwenden.

R-Code 5.5: Uberpriifung der funktionalen Form

data("hodg")

# ANPASSEN DES MODELLS

m.hodg <- coxph(Surv(time, delta) ~ gtype * dtype + score,
data = hodg)

# BERECHNEN DER MARTINGAL RESIDUEN
r.m <- residuals(m.hodg, type = "martingal')
plot(x <- hodg$wtime, r.m, col = '"grey55", pch = 21,
xlab = "Wartezeit (Monate)", ylab = expression(r[Ci]))

+ V V V V 4+ V V V
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5. Proportional Hazard Modell

10 > lines(lowess(hodg$wtime, r.m), lwd = 2)

1.0
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Abbildung 5.4.: Wartezeit bis zur Transplantation gegen Martingal Residuen
TMi-

5.6.4. Uberpriifung der Proportional Hazard Annahme

Fiir ein PH Modell
h(t|X) = ho(t)exp (BTX) Vt>0,

ist die zentrale Annahme, dass die Hazardfunktionen zu jedem Zeitpunkt ¢
proportional zueinander sind. Somit ist das Verhéltnis der Hazardfunktionen
zweier Individuen, mit Kovariablenvektoren X und X*, zu jedem Zeitpunkt
t konstant 6, d.h.

= exp(BT(X — X*)) =60, bzw.

h(t|X) = Oh(t|X7) .
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Aus diesem Grund sollte bevor ein PH Modell {iberhaupt angepasst wird die
proportionale Hazardfunktion Annahme iiberpriift werden. Die Ausfiihrun-
gen im kommenden Abschnitt folgen dabei in grofen Teilen Kleinbaum und
Klein| (2005)).

Graphische Beurteilung der proportionalen Hazard Annahme

Mit der hier vorgestellten Methode kann graphisch beurteilt werden, ob die
proportionale Hazard Annahme fiir eine Kovariable giiltig ist. Die Methode
beruht darauf, dass durch die log(— log)-Transformation von S(¢|X) eine
lineare Beziehung zwischen log(H (t/X)) und 87X entsteht.

Laut (5.3) gilt die Beziehung

S(t|X) = So(t)=PB™X) (5.35)

mit der Baseline Survivalfunktion Sy(t) := exp (— f(f ho(u)du). Logarith-

miert man S(¢|X) aus (5.35), so erhilt man laut (2.5) die kumulierte Ha-
rzardfunktion, d.h.

H(t]X) = —1log(S(t| X)) = —log(So(t)) - exp(B7X) . (5.36)

Durch nochmaliges Logarithmieren von (5.36)) erhélt man die lineare Bezie-
hung

log(H(t|X)) = log (—log(S(t|X))) = —log (log(Ss(t))) + BTX . (5.37)

Folglich miissen die Graphen des Plots ¢ gegen log (—log(S(t/X))), fiir ver-
schiedenen Werte der Kovariable X, parallel zueinander sein, falls die pro-
portionale Hazard Annahme giiltig ist.

Beispiel 10.

Es wird nun das Kehlkopfkrebs Beispiel aus Abschnitt aufgegriffen, um
die graphische Beurteilung des proportionalen Hazards fiir den Faktor des
Krebsstadiums durchzufiihren. Aus diesem Grund wird die Variable fiir das
Alter X, im Modell weggelassen. Das abgednderte PH Modell lautet nun

h(t| X)) = ho(t) exp(B1X1 4 B2X2 + 83X3)
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5. Proportional Hazard Modell

mit X;, 7 = 1,2,3, den Indikatoren fiir Stadium II, III und IV. Es wird
nun t gegen log (—10g(§(t]X)> in einem Plot aufgetragen, fiir die Indika-

torvariablen X;, i = 1, 2,3, des Kehklkopfkrebs Stadiums und §(t]X) dem
Kaplan-Meier Schétzer.

Falls die Annahme einer proportionalen Hazardfunktionen korrekt ist, gelten
laut (5.37) folgende Aussagen:

e der Abstand der Graphen fiir Stadium I und Stadium II betrégt kon-
stant [,

e der Abstand der Graphen fiir Stadium I und Stadium III betrégt kon-
stant (s,

e der Abstand der Graphen fiir Stadium II und Stadium IIT betrigt kon-
stant (53 — fa),

® USW.

R-Code 5.6: Graphische Uberpriifung der proportionalen Hazard Annahme

> larynx.stage.km <- survfit(Surv(time, delta) ~ as.factor(stage))
> plot(larynx.stage.km, fun = "cloglog", col =
+  c("darkgreen", "gold2", "darkorange2", "firebrick2"), lwd = 3)

In der Abbildung sind die verschiedenen Graphen zur Beurteilung der
proportionalen Hazardfunktion Annahme fiir die Stadien der Kehlkopfkrebs
Studie abgebildet. Die Graphen in Abbildung fiir Stadium IV, Stadium
III und Stadium II wirken parallel. Einzig der Graph fiir Stadium I kreuzt
den Graph von Stadium II etwas. Da aber diese Graphen sowieso sehr nah
zusammen liegen, wird die proportionale Hazardfunktionen Annahme hier
nicht verworfen.
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log(log(S(t))

Abbildung 5.5.: log (— 1og(§(t|X)) fiir Kehlkopfkrebs Patienten im Stadi-

um I (griin), Stadium II (gelb), Stadium II (orange) und
Stadium IV (rot).
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6. Stornierungs-Modelle

In den vorangegangenen Abschnitten wurde die Theorie der Survival Ana-
lysis aufbereitet. Nun werden diese theoretischen Konzepte eingesetzt die
Vertragslaufzeiten von Krankenversicherungspolizzen zu modellieren, um da-
durch Stornowahrscheinlichkeiten schéitzen zu koénnen.

Es wird nun kurz die Aufgabenstellung motiviert. Versicherungsunternehmen
mit einer Krankenversicherungssparte halten eine Vielzahl an Krankenversi-
cherungspolizzen. Eine Krankenversicherungspolizze ist ein Vertrag, welcher
zwischen einem Versicherungsnehmer und einer Versicherung abgeschlossen
wird. Er regelt die teilweise oder volle Kostenerstattung fiir die Behandlung
von Krankheiten, Mutterschaft oder Unfillen des Versicherten gegen eine
monatliche Versicherungspramie an die Versicherung.

Die Kennzahl Stornowahrscheinlichkeit ist fiir eine Krankenversicherung es-
sentiell. Sie gibt das Risiko an, mit welcher eine Krankenversicherungspolizze
storniert wird.

Es gilt nun ein Modell zu finden, welches die Stornowahrscheinlichkeiten be-
schreibt. Der klassische Zugang zur Losung dieses Problems wire die Model-
lierung der Stornowahrscheinlichkeiten pro Kalenderjahr mithilfe eines logis-
tischen Modell (sieche Moosbrugger, [2016). Der Ansatz dieser Arbeit ist es,
die Stornowahrscheinlichkeit {iber den Verlauf der Versicherungslaufzeit von
Krankenversicherungspolizzen zu modellieren.

Hauptziel ist es nun ein Modell zu finden, welches Antworten auf folgende
Fragen zu finden:

e Existieren Faktoren, welche Einfluss auf die Stornowahrscheinlichkeit
und dadurch auf die Vertragslaufzeit haben? Wie wirken sich diese Fak-
toren aus?
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6. Stornierungs-Modelle

e Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Versicherungsnehmer nach
t Jahren noch nicht storniert hat?

6.1. Beschreibung der Daten

Der Datensatz fiir das Beispiel wurde von der Merkur Versicherung AG zur
Verfiigung gestellt. Er umfasst ca. 280000 Krankenversicherungspolizzen, wel-
che im Zeitraum 2001 bis 2014 beobachtet wurden. Somit beinhaltet der
Datensatz samtliche Polizzen, die im Zeitraum 2001 bis 2014 abgeschlossen
wurden. Zusédtzlich beinhaltet der Datensatz aber auch den Bestand an Poliz-
zen zum Stichtag 1. Januar 2001. Das bedeutet, dass auch sidmtliche Polizzen
die vor 2001 abgeschlossen aber erst nach 2001 storniert wurden erfasst sind.
Dadurch konnen Polizzen analysiert werden deren Beginnjahr bis ins Jahr
1967 reichen.

Im folgenden werden die verschiedenen erfassten Merkmale einer Polizze ge-
nauer erklart:

e PRAEMIE_MONATLICH: Die monatlich zu zahlende Pramie.
e BEGINN_JAHR: Das Jahr in dem die Polizze abgeschlossen wurde.
e SEX: Das Geschlecht des Versicherungsnehmers.

e GRUPPE_RABATT: Polizzen kénnen Teil einer Gruppenversicherung sein
und in diesem Fall auch einen Rabatt erhalten. Polizzen die nicht Teil
einer einer Gruppenversicherung sind, konnen jedoch keinen Rabatt
erhalten.

Der Faktor GRUPPE_RABATT beschreibt nun diese Beziehung zwischen
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Rabatt und Gruppenversicherung und hat deswegen die Auspragungen

Keine Gruppe, Polizze ist nicht Teil
einer Gruppenversicherung.
Gruppe, Polizze ist nicht rabattiert, je-
GRUPPE_RABATT — doch Teil einer Gruppenversi-
cherung.
Rabatt, Polizze ist Teil einer Grup-
penversicherung und ist rabat-
\ tiert.

e DELTA: Ist die Rechts-Indikatorvariable mit

1, falls die Polizze storniert wurde,
DELTA =
0, sonst.

Polizzen konnen aus genau zwei Griinden rechtszensiert werden (d.h.
DELTA = 0):

1. Die Polizze wurde bis zum Ende des Beobachtungsraum 2014 nicht
storniert

2. Die Polizze wurde aufgeldst, weil der Versicherungsnehmer verstarb.
e LAUFZEIT: Die beobachtete Laufzeit der Polizze.

e ALTER_STORNO: Gibt das Alter an, zu dem der Versicherungsnehmer
das letzte mal beobachtet wurde. ALTER_STORNO kann somit das Alter
zum Zeitpunkt des Stornos, Todes oder Ende 2014 sein.

Bei den hier untersuchten Daten handelt es sich um rechtszensierte Daten.
Von den insgesamt ca. 280000 zu untersuchenden Versicherungspolizzen sind
ca. 230000 rechtszensiert. Es gilt diesen hohen Anteil an rechtszensierten
Daten immer zu beachten da, er spater eventuell der Grund fiir Probleme
sein kann.
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6.2. Deskriptive Analysis

Es wird nun versucht die Datensitutation der 280000 Polizzen bestmoglich
darzustellen. Dafiir wird der beobachtete relative Stornoanteil (d.h. Prozent-
satz der stornierten Polizzen) in Abhéngigkeit von den Merkmalen Beginn-
jahr, Stornoalter und monatlicher Prémie in den Abbildungen und
dargestellt. In diesen Abbildungen wird der relative Stornoanteil noch
weiters fiir die Merkmale SEX und GRUPPE_RABATT aufgeteilt.

6.2.1. BEGINN_JAHR

In der Abbildung[6.1]ist der relative Stornoanteil in Abhéngigkeit von Beginn-
jahr abgebildet. Allgemein ist fiir den relativen Stornoanteil in Abhingigkeit
von Beginnjahr in Abbildung ein Anstieg bis zum Jahr 2001 zu erkennen,
gefolgt von einem Abfall. Dieses Verhalten ist durch die spezielle Datensi-
tuation zu erkldren, welche abgeschlossene Krankenversicherungspolizzen im
Zeitraum 2001 bis 2014 beobachtet sowie den Bestand an Krankenversiche-
rungspolizzen zum Stichtag 1. Januar 2001.

Der Anstieg des relativen Stornoanteils kann wie folgt erklirt werden: Be-
trachtet man eine Polizze mit BEGINN_JAHR = 1968, dann hat diese Polizze
bereits 33 Jahre Vertragslaufzeit bis zum Beginn der Untersuchung und so-
mit ein geringes Restrisiko in verbleibenden Zeit storniert zu werden. Im
Gegensatz dazu hat eine Polizze mit BEGINN_JAHR = 2001 ein viel hoheres
Stornorisiko, da gerade in den ersten Vertragsjahren die Versicherungspolizze
vermehrt storniert wird.

Der Abfall des relativen Stornoanteils ab 2001 lisst folgendermafien erklaren.
Betrachtet man eine Polizze mit BEGINN_JAHR = 2001, dann kann die Polizze
in den Jahren bis 2014 storniert werden. Es besteht somit die Moglichkeit die
Polizze 13 Jahre lang zu stornieren. Fiir eine Polizze mit BEGINN_JAHR =
2012 besteht die Moglichkeit nur 2 Jahre lang zu stornieren. Folglich ist der
relative Stornoanteil fiir Polizzen mit BEGINN_JAHR = 2001 deutlich héher
als fiir Polizzen mit BEGINN_JAHR = 2012 bzw. allgemein fiir Polizzen mit
BEGINN_JAHR > 2001.
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in Abhéngigkeit von Beginnjahr.

Fiir die relativen Stornoanteile iiber BEGINN_JAHR in Abbildung ist be-

ziiglich Geschlecht (SEX) kein Unterschied

beobachtbar. Auch beziiglich des

relativen Stornoanteils des Merkmals GRUPPE_RABATT sind keine grofen Ab-

weichungen feststellbar.
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6. Stornierungs-Modelle

6.2.2. PRAEMIE_MONATLICH

In der Abbildung ist der relative Stornoanteil in Abhéngigkeit von der
monatlichen Pramie abgebildet. Fiir die relativen Stornoanteile sind beziig-
lich Geschlecht (SEX) keine Unterschiede und beziiglich GRUPPE_RABATT nur
leichte Unterschiede feststellbar. Der Stornoanteil iiber PRAEMIE_MONATLICH
in Abbildung weist eine nur schwer interpretierbare Form auf.
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Abbildung 6.2.: Beobachteter Stornoanteil {iber der monatlichen Pramie.
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6.2.3. ALTER_STORNO

In der Abbildung ist der relative Stornoanteil in Abhéngigkeit des Stor-
noalters abgebildet. Der relative Stornoanteil iiber ALTER_STORNO hat um
Anfang 20 ein Maximum. Ein Grund hierfiir liegt darin, dass in diesem Alter
die Pramien nicht mehr die Eltern bezahlen, sondern der jeweilige Versiche-
rungsnehmer.
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Abbildung 6.3.: Beobachteter Stornoanteil {iber ALTER_STORNO.
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Ein weiteres lokales Maximum ist um ALTER_STORNO=55 erkennbar. In dieses
Alter féllt fiir viele Versicherungsnehmer der Pensionsantritt. Offenbar ent-
scheiden sich viele Versicherungsnehmer in den ersten Pensionsjahren gegen
eine Krankenversicherung.

Fiir die relativen Stornoanteile {iber ALTER_STORNO in Abbildung sind
beziiglich Geschlecht (SEX) keine Unterschiede und beziiglich GRUPPE_RABATT
nur kleine Unterschiede feststellbar.

Allgemein ist anhand der Abbildungen [6.] und fir die Merkmale
BEGINN_JAHR, ALTER_STORNO und PRAEMIE_MONATLICH feststellbar, dass der
relative Stornoanteil fiir diese Merkmale als nicht konstant angesehen wer-
den kann. Dies deutet darauthin, dass diese Merkmale in Survival Modellen
mithilfe von glatten Funktionen modelliert werden sollten.

6.3. Deskriptive Survival Analysis

Mithilfe der deskriptiven Survival Analysis wird nun ein genaueres Bild von
den Stornierungen iiber die Vertragslaufzeit gezeichnet. Mit der Survivalfunk-
tion S(t) wird hierbei die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, nach ¢ Vertragsjah-
ren die Versicherungspolizze nicht storniert zu haben.

In der Abbidlung wurde der Kaplan Meier Schétzer der Stornierungs-
wahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit von der Vertragslaufzeit abgebildet. Es
ist zu erkennen, dass vor allem in den ersten 10 Vertragsjahren die Polizze
haufiger storniert wird. Weiters erkennt man, dass ab ca. 20 Vertragsjahren
die Stornorate pro Jahr als ,konstant“ angesehen werden kann. Allgemein
scheitn selbst nach iiber 40 Jahren Vertragslaufzeit, die Wahrscheinlichkeit
die Polizze nicht storniert zu haben grofer, als 50% zu sein.

In Abbildung[6.5ist der Kaplan Meier Schétzer der Stornierungswahrschein-
lichkeit iiber die Vertragslaufzeit beziiglich des Merkmals SEX abgebildet.In
dieser Abbildung ist kein Unterschied in den geschétzten Survivalfunktionen
fiir mannliche und weibliche Versicherungsnehmer festzustellen. Auch der Log
Rank Test fiir SEX mit p-Wert 0.22 (siehe R-Code unterstiitzt die Hy-
pothese, dass die Survivalfunktionen fiir Frauen und Méanner als identisch
anzusehen sind.
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Abbildung 6.4.: Kaplan-Meier Schétzer fiir die Survivalfunktion der
Stornierung.

Fiir die geschitzten Survivalfunktionen des Kaplan Meier Schétzers beziig-
lich des Merkmals GRUPPE_RABATT in Abbildung sind grofse Unterschiede
festzustellen. Auch der Log Rank Test mit p-Wert 0 (siehe R-Code lehnt
die Hypothese von identischen Survivalfunktionen ab.

Das Stornorisiko in Abbildung fiir GRUPPE (d.h. Gruppenversicherung
ohne Rabatt) ist deutlich am niedrigsten. Die Survivalfunktionen fiir Rabatt
(d.h. Gruppenversicherung mit Rabatt) und Keine Gruppe (d.h. keine Grup-
penversicherung kein Rabatt) sind bis zum 20. Vertragsjahr nahezu identisch,
erst danach sind Abweichungen feststellbar, wobei Keine Gruppe die héhere
Survivalwahrscheinlichkeit aufweist.
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Abbildung 6.5.: Kaplan-Meier Schétzer fiir die Survivalfunktion der Stornie-
rung fiir Frauen (pink) und Méanner (blau).
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Abbildung 6.6.: Kaplan-Meier Schétzer fiir die Survivalfunktion der Stornie-
rung fiir GRUPPE_RABATT mit Gruppe (rot) Rabatt (blau) und
Keine Gruppe (grau).
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6.3. Deskriptive Survival Analysis

R-Code 6.1: Deskriptive Analysis

>
>
>
>
>
>
+
>
>
>
>
+
>

C

attach(polizzen)
polizzen.surv <- Surv(polizzen$LAUFZEIT, polizzen$DELTA )
polizzen.km  <- survfit(polizzen.surv™l, type = "kaplan-meier")
# KAPLAN MEIER SCHAETZER
plot(polizzen.km, lwd = 2, main = "Kaplan Meier",
conf.int = F, xlab = "Laufzeit", ylab = "S(t)")
# SEX: KAPLAN MEIER UND LOG RANK
sex.km <- survfit(polizzen.surv ~ SEX, type = "kaplan-meier")
plot(sex.km , col = c("navy","hotpink"),
lwd = 3, xlab = "Laufzeit", ylab = "S(t)")
survdiff (polizzen.surv ~ SEX)
all:

survdiff (formula = polizzen.surv ~ SEX)

S
S

>
>
>
>
>

C

N Observed Expected (0-E)~2/E (0-E)~2/V
EX=M 132959 23391 23526 0.778 1.49
EX=W 145105 26059 25924 0.706 1.49

Chisgq= 1.5 on 1 degrees of freedom, p= 0.222

# GRUPPE_RABATT: KAPLAN MEIER UND LOG RANK
gruppe.rabatt.km <- survfit(polizzen.surv ~ GRUPPE_RABATT)
ggsurvplot (gruppe.rabatt.km, risk.table = TRUE)

survdiff (polizzen.surv ~ GRUPPE_RABATT)
all:

survdiff (formula = polizzen.surv ~ GRUPPE_RABATT)

G

G

G

N Observed Expected (0-E)~2/E

(0-E)~2/V
RUPPE_RABATT=Keine Gruppe 158589 28752 27480 58.9
133
RUPPE_RABATT=Gruppe 34960 5568 9715 1769.9
2255
RUPPE_RABATT=Rabatt 84515 15130 12256 674.1
917

Chisq= 2582 on 2 degrees of freedom, p= 0
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6.4. Modell

In diesem Abschnitt wird nun versucht ein geeignetes PH Modell zu finden,
welches die Stornierungswahrscheinlichkeit iiber die Vertragslaufzeit der Po-
lizzen ausreichend genau beschreibt. Die Auswahl der Modellklasse ist sehr
entscheidend, weswegen hier nun die Hauptgriinde aufgelistet werden welche
zur Wahl des PH Modells fiihrten:

Verteilung: Bei der Analyse des Datensatzes konnte keine geeignete
Verteilung fiir die Versicherungslaufzeiten gefunden werden. Dadurch
ist ein PH Modell vorzuziehen, da es im Gegensatz zum AFT Modell
keine Verteilungsannahme braucht.

Verbreitung: Das PH Modell ist das mit Abstand meist verwendete
Survivalmodell. Dementsprechend gibt es auch fiir dieses Modell die
meiste Literatur, die meisten Artikel und auch die meisten Pakete bzw.
Losungen in R.

Funktionelle Form: Die deskriptive Analyse hat gezeigt, dass eine
nichtlineare Abh#ngigkeitsstruktur zwischen Stornowahrscheinlichkeit
und einigen Kovariablen vorherrscht. Fiir PH Modelle kénnen Kova-
riablen als Funktionen oder auch als glatte Funktionen sehr einfach
modelliert werden.

Im ersten Schritt wird nun das PH Modell m1 in R-Code[6.2|mit den gegebenen
Kovariablen BEGINN_JAHR, PRAEMIE_MONATLICH, ALTER_STORNO, SEX und
GRUPPE_RABATT an die Daten angepasst. Simtliche Kovariablen von m1 schei-
nen signifikant zu sein, was auch der Likelihood Ratio Test von anova(m1)
bestatigt.

R-Code 6.2: Volles Modell

> ml <- coxph(polizzen.surv ~ ALTER_STORNO + PRAEMIE_MONATLICH +

+ BEGINN_JAHR + SEX + GRUPPE_RABATT)
> ml

coef exp(coef) se(coef) z P
ALTER_STORNO -0.019086 0.981095 0.000437 -43.65 < 2e-16
PRAEMIE_MONATLICH -0.001735 0.998266 0.000171 -10.18 < 2e-16
BEGINN_JAHR 0.082668 1.086181 0.000728 113.50 < 2e-16
SEXW 0.064907 1.067060 0.009195 7.06 1.7e-12

100



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

6.4. Modell

GRUPPE_RABATTGruppe -0.172735 0.841361 0.015122 -11.42 < 2e-16
GRUPPE_RABATTRabatt -0.050369 0.950878 0.010171 -4.95 7.3e-07

Likelihood ratio test=41047 on 6 df, p=0
n= 278064, number of events= 49450

>

> anova(ml)
Terms added sequentially (first to last)

loglik Chisq Df Pr(>|Chil)
NULL -581450
ALTER_STORNO -569431 24038.134 1 < 2.2e-16 *%x*
PRAEMIE_MONATLICH -569400 61.778 1 3.886e-1b x*x*
BEGINN_JAHR -561021 167568.549 1 < 2.2e-16 *%x*
SEX -560997 47.980 1 4.306e-12 *x**
GRUPPE_RABATT -560927 140.377 2 < 2.2e-16 *xx*

Interpretation von m1 bzw. anova(ml):

Anhand der y2-Werte 24038 und 16759 in anova (m1) fiir ALTER_STORNO
und BEGINN_JAHR sieht man, dass diese beiden Kovariablen den mit Ab-
stand grofsten Einfluss bzw. Effekt auf die Vertragslaufzeit der Polizzen
haben.

Der Koeffizient von PRAEMIE_MONATLICH mit Wert -0.0017 wirkt sehr
klein. Fiir PRAEMIE_MONATLICH = 100 betragt der Effekt auf die Ha-
zardfunktion jedoch exp(—0.0017 % 100) = 0.84. D.h. das Stornorisiko
fiir eine monatliche Pramie von 100 ist um ca. 16% niedriger, verglichen
mit einer monatlichen Prémien von O.

Das Modell m1 besagt, dass das Stornorisiko fiir Frauen (W) um 6.7%
Prozent hoher ist als fiir Ménner (M), wegen exp(0.064) = 1.067.

Weiters besagt das Modell m1, dass das Stornorisiko fiir Gruppe ca. 16%
niedriger (wegen exp(—0.17) = 0.84) und fiir Rabatt ca. 5% niedriger
(wegen exp(—0.05) = 0.95) ist, im Vergleich zu Keine Gruppe.

Allgemein scheinen alle Kovariablen signifikant zu sein. Man beden-
ke jedoch, dass die y?-Werte in anova(ml) von PRAEMIE_MONATLICH,
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SEX und GRUPPE_RABATT mit 61.7, 47.9 und 140.3 sehr niedrig sind im
Verhiltnis zu Log-Likelihodfunktionswerten von <-500000.

Das Modell m1 sieht nun auf den ersten Blick recht zufriedenstellend aus. Je-
doch ist die Annahme, dass sich die stetigen Kovariablen PRAEMIE_MONATLICH,
BEGINN_JAHR und ALTER_STORNO linear auf die Hazardfunktion der Vertrags-
laufzeiten auswirken zu hinterfragen. Aus diesem Grund wird die funktionale
Form fiir diese drei Kovariablen im néchsten Abschnitt ndher studiert.

6.4.1. Uberpriifung der funktionalen Formen

Bisher wurde angenommen, dass sich im Modell die stetigen Kovariablen
PRAEMIE_MONATLICH, BEGINN_JAHR und ALTER_STORNO linear auf die Hazard-
funktion der Vertragslaufzeiten auswirken. Die Abbildungen [6.1], und
aus Abschnitt geben jedoch dazu Anlass, die funktionale Form der Ko-
variablen PRAEMIE_MONATLICH, BEGINN_JAHR und ALTER_STORNO genauer zu
untersuchen. Es wird namlich vermutet, dass eine nichtlineare Abhéngigkeit-
struktur fiir diese Kovariablen vorherrscht.

Zur Uberpriifung der funktionalen Form wird jeweils ein PH Modell ge-
schétzt, wobei hier eine der drei stetigen Kovariablen mittels glatter Funk-
tionen durch kubische Splinefunktionen pspline(, degree = 3) modelliert
wird. Danach wird mittels Likelihood Ratio Test iiberpriift, ob das neue ge-
schétzte Modell signifikant besser ist, als das Modell m1. Zusétzlich wird auch
noch graphisch iiberpriift, ob die resultierende funktionale Form der Kova-
riablen sich von einer linearen Form unterscheidet.

Bemerkung 16.
Glatte Funktionen von Kovariablen konnen in R mithilfe von pspline () mo-
delliert werden.

ALTER_STORNO

Als erstes wird nun die funktionale Form der Kovariable ALTER_STORNO unter
die Lupe genommen. Bereits die Abbildung der deskriptiven Analyse
deutete daraufhin, dass eine lineare Form der Kovariable ALTER_STORNO nicht
angebracht sein konnte. Sowohl der Plot der geschétzten funktionellen Form
in Abbdilung [6.7] sowie der Likelihood Ratio Test in R-Code [6.3] mit p-Wert
2.2e-16 lehnen eine lineare Form der Kovariable ALTER_STORNO ab.
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R-Code 6.3: Funktionelle Form fiir Alter

# ALTER_STORNO
> m.alter_spline <- coxph(polizzen.surv ~ BEGINN_JAHR +
+ PRAEMIE_MONATLICH + GRUPPE_RABATT + SEX +
+ pspline (ALTER_STORNO, df = O, caic = T, degree = 3))
> anova(m.alter_spline, ml)
Analysis of Deviance Table
loglik Chisq Df P(>|Chil)
1 -559032
2 -560901 3736.7 15.574 < 2.2e-16 *x**
> termplot(m.alter_spline, se=T, terms=5, ylabs="Log hazard",
+ col.term=1, col.se=1)

Log hazard

0 20 40 60 80

ALTER_STORNO

Abbildung 6.7.: Geschétzte funktionale Form fiir die Kovariable
ALTER_STORNO.

PRAEMIE_MONATLICH

Weiters wird nun die funktionale Form der Kovariable PRAEMIE_MONATLICH
untersucht. Auch hier spricht die deskriptive Analyse in Abbildung 6.2 gegen
eine lineare Form der Kovariable. Diese Vermutung wird bestétigt, denn der
Plot der geschitzten funktionellen Form in Abbildung sowie der Like-
lihood Ratio Test in R-Code [6.4| mit p-Wert 2.2e-16 lehnen eine lineare Form
der Kovariable PRAEMIE_MONATLICH ab.
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R-Code 6.4: Funktionelle Form fiir monatliche Pramie

> #PRAEMIE_MONATLICH
> m.preamie_spline <- coxph(polizzen.surv ~ BEGINN_JAHR +
+ ALTER_STORNO + GRUPPE_RABATT + SEX +
+ pspline (PRAEMIE_MONATLICH, df = 0, caic = T, degree = 3))
> anova(m.preamie_spline, ml)
Analysis of Deviance Table
loglik Chisg Df P(>|Chil)
1 -560486
2 -560901 830.16 12.704 < 2.2e-16 *x**
> termplot(m.preamie_spline, se=T, terms=5,
+ ylabs="Log hazard", col.term=1, col.se=1)

0.2

Log hazard

-0.4

T T T T T T
0 50 100 150 200 250

PRAEMIE_MONATLICH

Abbildung 6.8.: Geschéitzte funktionale Form fiir die Kovariable
PRAEMIE_MONATLICH.

BEGINN_JAHR

Abschliefsend wird auch noch die funktionelle Form des Kovariable Beginn-
jahr iiberpriift. Bei der Betrachtung der Abbildung in der deskriptiven
Analyse ist auch hier die lineare Form fraglich. Sowohl der Plot der geschitz-
ten funktionellen Form in Abbdilung sowie der Likelihood Ratio Test in
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R-Code [6.5] mit p-Wert 2.2e-16, lehnen hier eine lineare Form der Kovariable
BEGINN_JAHR ab.

R-Code 6.5: Funktionelle Form fiir Beginnjahr

> #BEGINN_JAHR

> m.beginn_jahr <- coxph(polizzen.surv ~ PRAEMIE_MONATLICH +
+ ALTER_STORNO + SEX + GRUPPE_RABATT +
+
>

pspline (BEGINN_JAHR, df = 0, caic = T, degree = 3))

anova(m.beginn_jahr, mil)

Analysis of Deviance Table
loglik Chisq Df P(>|Chil)

1 -558309
2 -560901 5183.9 13.783 < 2.2e-16 *x*x
> termplot(m.beginn_jahr, se=T, terms=5,
+ ylabs="Log hazard", col.term=1, col.se=1)

Log hazard

T T T T T
1970 1980 1990 2000 2010

BEGINN_JAHR

Abbildung 6.9.: Geschétzte funktionale Form fiir die Kovariable
BEGINN_JAHR.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass der Effekt der stetigen Kovaria-
blen PRAEMIE_MONATLICH, BEGINN_JAHR und ALTER_STORNO auf die Hazard-
funktion als nicht-linear angesehen werden muss. Als Folge dessen werden
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diese Kovariablen ab sofort nur mehr mithilfe von glatten Funktionen model-
liert.

6.4.2. Modell Auswahl

Es wird nun ein PH Modell, bezeichnet mit m2 (siehe R-Code [6.6)), an die
Daten angepasst bei dem die Kovariablen PRAEMIE_MONATLICH, BEGINN_JAHR
und ALTER_STORNO mittels glatter Funktionen modelliert werden.

R-Code 6.6: PH Modell mit Splines

> m2 <- coxph(polizzen.surv ~ pspline(ALTER_STORNO, df = O,
+ caic = T, degree = 3) +
+ pspline (PRAEMIE_MONATLICH, df = O,
+ caic = T, degree = 3) +
+ pspline (BEGINN_JAHR, df = O,
+ caic = T, degree = 3) +
+ GRUPPE_RABATT + SEX)
> m2

coef se(coef) Chisq DF P
pepline (ALTER_STORNO, df -1.92e-02 4.72e-04 1.66e+03 1.0 < 2e-16
pspline (ALTER_STORNO, df 9.94e+03 15.0 < 2e-16
pspline (PRAEMIE_MONATLICH -1.27e-03 1.94e-04 4.31e+01 1.0 5.3e-11
pspline (PRAEMIE_MONATLICH 3.41e+02 12.4 < 2e-16
pspline (BEGINN_JAHR, df = 8.11e-02 8.28e-04 9.59e+03 1.0 < 2e-16
pspline (BEGINN_JAHR, df = 9.35e+03 16.0 < 2e-16
GRUPPE_RABATTGruppe -7.88e-02 1.54e-02 2.61e+01 1.0 3.3e-07
GRUPPE_RABATTRabatt -9.08e-02 1.02e-02 7.87e+01 1.0 < 2e-16
SEXW 4.01e-02 9.37e-03 1.83e+01 1.0 1.9e-05
Degrees of freedom for terms= 16.0 13.4 17.0 2.0 1.0
Likelihood ratio test=54696 on 49.4 df, p=0 n= 276829
>
anova(m2)
Analysis of Deviance Table
Terms added sequentially (first to last)

loglik Chisq Df Pr(>|Chil)
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NULL -581425

pspline (ALTER_STORNO, -b67752 27346.1875 17.0000 < 2.2e-16 **x*
pspline (PRAEMIE_MONATLICH-567598  308.5395 17.0000 < 2.2e-16 *xx
pspline (BEGINN_JAHR -554129 26945.6121 16.0000 < 2.2e-16 *x*x*
GRUPPE_RABATT -554086 87.0249 2.0000 < 2.2e-16 *x**
SEX -554077 18.299 0.9984 1.881e-0b

Anhand von anova(m2) aus R-Code ist ersichtlich, dass durch Hinzunah-
me von SEX in das Modell die Deviance um 18.3 abnimmt und die Likelihood
Ratio Teststatistik einen p-Wert von 1.881e-05 fiir Hy : Sspx = 0 liefert (sie-
he (5.18)). Die Kovariable SEX scheint nicht relevant zu sein, da eine Redukti-
on der Deviance von nur 18.3 in Relation zu den Log-Likelihoodfunktionswer-
ten von <-500000 als zu gering angesehen wird.

Als Konsequenz wurde die Kovariable SEX aus dem finalen Modell entfernt.
Die Tatsache, dass SEX nicht signifikant ist, ist wenig iiberraschend wenn
man bedenkt, dass bereits der Log-Rank Test keine Unterschiede in den Sur-
vivalkurven fiir SEX festmachen konnte (siehe Abschnitt und auch die
Plots der deskriptiven Analyse keinen Unterschied fiir SEX lieferten (siche

Abschnitt [6.2)).

Als néchstes wire noch interessant, ob eine signifikante Interaktion von Grup-
pe/Rabatt mit Stornoalter, monatlicher Pramie und Beginnjahr besteht. Lei-
der unterstiitzt die Funktion coxph() in R keine Interaktionen im Zusam-
menhang mit pspline(). Womit die Modellierung und Uberpriifung dieser
Interaktionen hinfallig wird.

Folglich beinhaltet nun das finale Modell m3 zur Modellierung der Vertrags-
laufzeiten von Krankenversicherungen die Kovariablen fiir Stornoalter, mo-
natliche Préamie, Beginnjahr und Gruppe/Rabatt, wobei jeweils Stornoalter,
monatliche Pramie und Beginnjahr mittels glatter Funktionen modelliert wer-
den.

R-Code 6.7: Finale Modell

> m3 <- coxph(polizzen.surv ~ pspline(ALTER_STORNO, df = O,
caic = T, degree = 3) +
pspline (PRAEMIE_MONATLICH, df = O,
caic = T, degree = 3) +
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pspline (BEGINN_JAHR, df = 0, caic = T,
degree = 3) + GRUPPE_RABATT)

> m3

coef se(coef) Chisq DF P
pspline (ALTER_STORNQ, df -1.98e-02 4.66e-04 1.80e+03 1.0 < 2e-16
pspline (ALTER_STORNO, df 9.98e+03 15.0 < 2e-16
pspline (PRAEMIE_MONATLICH -1.02e-03 1.89e-04 2.94e+01 1.0 6.0e-08
pspline (PRAEMIE_MONATLICH 3.54e+02 12.4 < 2e-16
pspline (BEGINN_JAHR, df = 8.12e-02 8.28e-04 9.61e+03 1.0 < 2e-16
pepline (BEGINN_JAHR, df = 9.36e+03 16.0 < 2e-16
GRUPPE_RABATTGruppe -7.81e-02 1.54e-02 2.56e+01 1.0 4.2e-07
GRUPPE_RABATTRabatt -8.91e-02 1.02e-02 7.59e+01 1.0 < 2e-16

Nachdem nun das finale Modell ausgewahlt wurde, muss nun im kommenden
Abschnitt die proportionale Hazard Annahme und die Modell Anpassung
eingehend {iberpriift werden.

6.4.3. Uberpriifung der PH Annahme

In diesem Abschnitt wird die PH Annahme fiir die faktoriellen Kovariable
GRUPPE_RABATT untersucht. Dazu wird die graphische Methode aus dem Ab-
schnitt herangezogen. Es werden daher die logarithmierten Kaplan-
Meier Survivalkurven daraufhin iiberpriift, ob sie parallel zueinander lau-
fen.

Auf Basis der Abbildung bleibt die proportionale Hazard Annahme
fiir die Kovariable GRUPPE_RABATT aufrecht. Obwohl der Graph fiir Keine
Gruppe zwischen den beiden anderen Graphen hin und her pendelt, ist dies
nicht ausreichend um die PH Annahme abzulehnen.

6.4.4. Modellanpassung

In diesem Abschnitt wird die Modellanpassung fiir das PH Modell m3 stu-
diert. Zu diesem Zweck werden die beiden auf Cox Snell Residuen und De-
viance Residuen basierenden Methoden aus Abschnit [5.6.2] auf das Modell
angewendet.
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6.4. Modell
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Keine Gruppe
== Gruppe
=) e Rabatt

Abbildung 6.10.: Uberpriifung der PH Annahme fiir die Kovariable
GRUPPE_RABATT mit Gruppe (rot), Rabatt (blau) und Keine
Gruppe (grau).

H (reg

Abbildung 6.11.:
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|
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Plot der Cox Snell Residuen r¢; des Modells m3 .

Bei einer ausreichend guten Modellanpassung eines Modells sollte der Plot der
Cox Snell Residuen r¢; gegen H(r¢;) einer Geraden mit Steigung 1 gleichen.

109



6. Stornierungs-Modelle

In Abbildung wurde dieser Plot fiir die Cox Snell Residuen von Modell
m3 ausgefiihrt. Die Abbildung zeigt, dass r¢; gegen H(rc;) der Geraden mit
Steigung 1 gleicht, womit eine ausreichend gute Modellanpassung fiir das
Modell m3 gewéhrleistet ist.

Bei der zweiten Methode zur Uberpriifung der Modellanpassung werden die
Deviance Residuen rp; gegen den linearen Pradiktor BTx; aufgetragen. Falls
das Modell ausreichend gut an die Daten angepasst ist, sollten keine Aus-
reifser erkennbar sein. Bei der Betrachtung der Abbildung sind keinerlei
Ausreifer zu erkennen. Weiters ist zu beobachten, dass ein Grofsteil der De-
viance Residuen um 0 liegen. Der Grund dafiir liegt in der grofen Anzahl an
zensierten Versicherungspolizzen.

In Summe kann durch den Deviance Plot aus Abbildung auf eine aus-
reichend guten Anpassung des Modells m3 an die Versicherungspolizzen ge-
schlossen werden.

Lineare Pradiktor

Abbildung 6.12.: Plot der Deviance Residuen rp; gegen den linearen Pradik-
tor BTax; des Modells m3 .
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Im vorangegangen Abschnitt wurde die Wahl des Proportional Hazard (PH)
Modell m3 zur Modellierung der Vertragslaufzeit von Krankenversicherungs-
polizzen motiviert. In diesem Modell werden die drei stetigen Prédiktoren des
.Ahﬁrs(ALTER_STORNO),derrnonaﬂhimn.Prénﬁe(PRAEMIE_MONATLICH)und
dem Beginnjahr der Versicherungspolizze (BEGINN_JAHR) mithilfe von glat-
ten Funktionen modelliert. Zusétzlich enthilt das Modell noch einen Faktor
(GRUPPE_RABATT) welcher angibt, ob eine Gruppenversicherung, keine Grup-
penversicherung oder eine rabattierte Polizze vorliegt.

> m3 <- coxph(polizzen.surv ~ pspline(ALTER_STORNO, df = O,
caic = T, degree = 3) +
pspline (PRAEMIE_MONATLICH, df = O,
caic = T, degree = 3) +
pspline (BEGINN_JAHR, df = 0, caic = T,
degree = 3) + GRUPPE_RABATT)

Es wird nun der Einfluss der Pradiktoren im Modell auf die Vertragslaufzeit
eingehend studiert. Dafiir wird die durch das Modell geschétzte Survival-
funktion S(t), Tabellen mit den Quantilen der Survivalfunktion sowie die
geschitzten funktionalen Formen der Priadiktoren betrachtet.

Bemerkung 17.

Mit der Survivalfunktion S(t) wird in diesem Zusammenhang die Wahrschein-

lichkeit bezeichnet, nach t Jahren Vertragslaufzeit die Polizze nicht storniert
zu haben.
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7.1. Einfluss des Alters

Um den Effekt des Alters (ALTER_STORNO) zu studieren, wird die Survival-
funktion fiir verschieden Werte ausgewertet, wobei die verbleibenden Pradik-
toren fixiert werden. Anhand der Abbildung 7.1 erkennt man, dass allgemein
mit zunehmenden Alter das Stornorisiko abnimmt. Weiters wurden in der
Tabelle fiir die Survivalkurven aus Abbildung die 25%, 50% und 75%
Quantile aufgelistet.

S(t)

Laufzeit

Abbildung 7.1.: Geschétzte  Survivalfunktion in  Abhéngigkeit  von
ALTER_STORNQ fiir die Werte 3 (rot), 20 (blau), 50 (gelb)
und 70 (griin).

Mithilfe des Plots der glatten Funktion des Alters (ALTER_STORNO) wird nun
der direkte Effekt auf die logarithmierte Hazardfunktion ho(t) der Vertrags-
laufzeit dargestellt. Anhand der Abbildung|[7.2]sieht man, dass um die Geburt
das Stornorisiko am hochsten ist. Weiters ist feststellbar, dass das Stornori-
siko mit zunehmendem Alter abnehmend ist. Jedoch sind um 20, 60 und 70
Jahren deutliche Anstiege in der Funktion und somit im Stornorisiko fest-
stellbar. Zudem erkennt man, dass die Konfidenzintervalle fiir die glatten
Funktion des Alters ab 80 immer breiter werden. Der Grund darin liegt in
der immer kleiner werdenden Anzahl an Versicherten mit zunehmendem Al-
ter.
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Quantile
Merkmal 0.25 0.50 0.75
ALTER_STORNO = 3 2.2 4 7

ALTER_STORNO
ALTER_STORNO
ALTER_STORNO

20 7.1 161 22
50 16.7 23.9 28.7
70 222 283 34.2

Tabelle 7.1.: Quantile der Survivalfunktion unter dem Modell m3 fiir verschie-
dene Werte von ALTER_STORNO.

Log hazard

0 20 40 60 80

ALTER_STORNO

Abbildung 7.2.: Glatte Funktion fiir die Kovariable ALTER_STORNO.

7.2. Einfluss von Beginnjahr

Der Effekt des Beginnjahres wird studiert, in dem die Survivalfunktion fiir
verschiedene Werte ausgewertet wird (siehe Abbildung , wobei die rest-
lichen Pradiktoren fixiert werden. Zusétzlich wird auch die glatte Funktion
des Préadiktors betrachtet (sieche Abbildung um den direkten Effekt auf
die logarithmierte Hazardfunktion ho(t) beobachten zu kénnen.
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Abbildung 7.3.: Geschétzte  Survivalfunktion in  Abhéngigkeit  von
BEGINN_JAHR fiir die Jahre 1975 (rot), 1990 (blau),
2000 (gelb) und 2010 (griin).

Quantile
Merkmal 0.25 0.50 0.75

BEGINN_JAHR = 1975 34.2 45.5

BEGINN_JAHR = 1990 24.3 30.8 36.9
BEGINN_JAHR = 2000 7 16 21.9
BEGINN_JAHR = 2010 10.7 19.5 24.7

Tabelle 7.2.: Quantile der Survivalfunktion unter dem Modell m3 fiir verschie-
dene Werte von BEGINN_JAHR.

Die Tabelle zeigt wie stark die Vertragslaufzeiten fiir verschiedene Be-
ginnjahre abnehmen kann. So haben 50% aller Polizzen mit Beginnjahr =
1975 eine Vertragslaufzeit > 45.5 Jahren im Vergleich zu > 16 Jahren bei
Beginnjahr = 2000.

Sowohl die Abbildung [7.3] als auch die Abbildung [7.4] zeigen, dass das Stor-
norisiko bis zum Jahr 2001 stetig ansteigt und danach bis zum Ende der
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Beobachtung 2014 wieder abfillt.

Generell ist fiir Polizzen mit Beginnjahr 1968 das Stornorisiko am niedrigs-
ten. Eine Erklarung dafiir liegt in der speziellen Art des Datensatzes, welcher
zum einem alle abgeschlossenen Polizzen im Zeitraum 2001 bis 2014 beob-
achtet und zum anderem den Bestand an Polizzen zu Beginn des Jahres 2001
beinhaltet.

Log hazard

-2

T T T T T
1970 1980 1990 2000 2010

BEGINN_JAHR

Abbildung 7.4.: Glatte Funktion fiir die Kovariable BEGINN_JAHR.

Der Anstieg der glatten Funktion kann wie folgt erklért werden: Betrachtet
man eine Polizze mit BEGINN_JAHR = 1968, dann hat diese Polizze bereits 33
Jahre Vertragslaufzeit bis zum Beginn der Untersuchung und somit ein ge-
ringes Restrisiko in der verbleibenden Zeit storniert zu werden. Im Gegensatz
dazu hat eine Polizze mit BEGINN_JAHR = 2001 ein viel hoheres Stornorisi-
ko, da gerade in den ersten Vertragsjahren die Versicherungspolizze vermehrt
storniert wird.

Der Abfall der glatten Funktion ab 2001 kann wie folgt erkldrt werden: Be-
trachtet man eine Polizze mit BEGINN_JAHR = 2001, dann kann die Polizze
in den Jahren bis 2014 storniert werden. Es besteht somit die Mdglichkeit
die Polizze 13 Jahre lang zu stornieren. Fiir eine Polizze mit BEGINN_JAHR
= 2012 besteht die Mdoglichkeit nur 2 Jahre lang zu stornieren. Dadurch
ist das Stornorisiko fiir Polizzen mit BEGINN_JAHR = 2001 deutlich héher
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als fiir Polizzen mit BEGINN_JAHR = 2012 bzw. allgemein fiir Polizzen mit
BEGINN_JAHR > 2001.

7.3. Einfluss der monatlichen Pramie

Um den Effekt der monatlichen Primie (PRAEMIE_MONATLICH) auf die Ver-
tragslaufzeit zu studieren, wird der Plot der geschitzten Survivalfunktion
(siche Abbildung[7.5)) und der Plot der glatten Funktion (siehe Abbildung|[7.6)
betrachtet. Weiters werden in der Tabelle [[.3 fiir die Survivalkurven aus Ab-
bildung |7.5| die 25%, 50% und 75% Quantile aufgelistet.

Anhand Abbildung[7.6lerkennt man, dass das hchste Risiko zu stornieren bei
einer monatlichen Pramie von 60 auftritt. Zudem ist ein Auf- und Absteigen
der glatten Funktion fiir die monatliche Pramie zu beobachten. Dieses Ver-
halten spiegelt sich in auch den geschétzten Survivalkurven in Abbildung
wieder. Weiters ist zu beobachten, dass das Band der Konfidenzintervalle fiir
sehr hohe Pramien (>150) und sehr kleine Pramien (<5) immer breiter wird,
da sowohl sehr hohe, wie sehr niedrige Primien weniger oft vorkommen.

s(y)

T T T T
0 10 20 30 40

Laufzeit

Abbildung 7.5.: Geschétzte Survivalfunktion unter PRAEMIE_MONATLICH fiir
die Pramien 25€ (rot), 50€ (blau) und 150€ (gelb).
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Der Effekt der monatlichen Pramie auf die Survivalfunktion bzw. Vertrags-
laufzeit in der Tabelle ist um einiges geringer als der Effekt von Beginn-
jahr oder Alter (vergleiche Tabelle und Tabelle [7.2)). Da sich die Werte
der Quantilie fiir unterschiedliche Werte von PRAEMIE_MONATLICH nicht so
stark dndern.

Quantile
Merkmal 0.25 0.50 0.75

PRAEMIE_MONATLICH = 25 9.3 185 238
PRAEMIE_MONATLICH = 50 8 17.3 229
PRAEMIE_MONATLICH 150 14 21.9 26.7

Tabelle 7.3.: Quantile der Survivalfunktion unter dem Modell m3 fiir verschie-
dene Werte von PRAEMIE_MONATLICH.

0.2

Log hazard

0.4

-0.6
|

0 50 100 150 200 250

PRAEMIE_MONATLICH

Abbildung 7.6.: Glatte Funktion fiir die Kovariable PRAEMIE_MONATLICH.
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7.4. Einfluss von Gruppenversicherung und
Rabatt

In diesem Abschnitt wird der Einfluss von Gruppenversicherung und Rabatt
auf die Vertragslaufzeit besprochen. Eine Polizze kann nur dann einen Rabatt
erhalten wenn sie Teil einer Gruppenversicherung ist. Mithilfe des dreistufigen
Faktors GRUPPE_RABATT wurde die Beziehung zwischen Gruppenversicherung
und Rabatt kodiert.

Im Modell m3 wurde der Unterschied von Gruppe und Rabatt zu Keine
Gruppe modelliert (siehe Tabelle . Allgemein gilt, dass das Stornorisiko
fiir Gruppe und Rabatt im Vergleich zu Keine Gruppe abnimmt.

Fiir nur gruppenversicherte Polizzen (Gruppe) besagt das Modell, dass das
Risiko nach ¢ Jahren die Versicherungspolizze zu stornieren 0.92-fach bzw.
8% kleiner ist als im Vergleich zu Polizzen die nicht Teil einer Gruppenversi-
cherung sind (siehe Tabelle [7.4)).

Weiters besagt das Modell fiir rabattierte Polizze (Rabatt), dass das Risiko
nach ¢ Jahren die Versicherungspolizze zu stornieren 0.91-fach bzw. 9% klei-
ner ist als im Vergleich zu Polizzen die nicht Teil einer Gruppenversicherung

sind (siehe Tabelle [7.4).

Koeffizient exp(Koeffizient)

Gruppe -0.078 0.924
Rabatt -0.089 0.914

Tabelle 7.4.: Koeflizienten der Kovariable GRUPPE_RABATT.

In Abbildung|[7.7]sind nochmals die geschitzten Survivalkurven in Abahngig-
keit von GRUPPE_RABATT abgebildet. Die Abbildung zeigt, dass das Stornorisi-
ko fiir Gruppe sowie Rabatt im Vergleich zu Keine Gruppe abnimmt. Weiters
erkennt man in der Abbildung auch, dass die Survivalkurven fiir Gruppe sowie
Rabatt praktisch identisch sind und somit auch das Stornorisiko.
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Abbildung 7.7.: Geschétzte Survivalfunktion unter GRUPPE_RABATT fiir Keine
Gruppe (rot), Gruppe (blau) und 150€ (gelb).
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8. Conclusio

Das Ziel dieser Arbeit war es, die Vertragslaufzeit bis zur Stornierung von
Versicherungsnehmern in der privaten Krankenversicherung zu modellieren.
Hierbei sollten Eigenschaften des Versicherungsnehmers gefunden werden,
von denen die Versicherungslaufzeit abhiangt. Der zu analysierende Daten-
satz umfasst simtliche im Zeitraum 2001 bis 2014 abgeschlossenen und stor-
nierten Versicherungspolizzen. Zuséatzlich beinhaltet der Datensatz auch den
Gesamtbestand an Versicherungspolizzen zum Zeitpunkt 1. Januar 2014. Da-
durch konnten Versicherungsvertrage analysiert werden, deren Beginnjahr bis
ins Jahr 1967 reichen. Weiters standen zu jeder Polizze Informationen zum
Versicherungsnehmer sowie zur Polizze selbst zur Verfiigung. Die Informatio-
nen beinhalteten Alter und Geschlecht des Versicherungsnehmers sowie die
monatliche Priamie, das Beginnjahr, die Laufzeit, die Gruppenzugehorigkeit
und etwaige Rabattierung der Polizze.

Der Zugang um die Vertragslaufzeit modellieren zu kénnen, erfolgte {iber die
Theorie der Survival Analysis. Denn im Gegensatz zu Linearen oder Genera-
lisiert Linearen Modellen, welche Grofen wie Wahrscheinlichkeiten, Anzahlen
etc. modellieren, beschiftigt sich die Survival Analysis mit der Analyse und
Modellierung von Zeitdauern. Die Idee die hinter dieser Arbeit steckt war,
die Vertragslaufzeit mittels eines Regressionsmodells der Survival Analysis
(kurz Survivalmodell) zu modellieren.

Bei der Auswahl eines geeigneten Survivalmodells zur Modellierung der Ver-
tragslaufzeiten fiel die Wahl auf das Proportional Hazard Modell. Dieses Mo-
dell zeichnet sich dadurch aus, dass einerseits keinerlei Verteilungsannahmen
fiir die Vertragslaufzeiten getroffen werden miissen und andererseits das Mo-
dell sehr einfach zu interpretieren ist.

Die Modellauswahl ergab, dass das Geschlecht wohl keinen Einfluss auf die
Vertragslaufzeit hat. Des weiteren konnte festgestellt werden, dass eine nicht-
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lineare Abhéngigkeitsstruktur zwischen der Vertragslaufzeit und einigen Pra-
diktoren besteht. Daraufhin wurden diese Pradiktoren durch stetige glatte
Funktionen, welche durch kubische Splinefunktionen erzeugt werden, model-
liert.

Das finale Modell beinhaltet schlussendlich die durch stetige glatte Funk-
tionen modellierten Pradiktoren Alter, monatliche Primie und Beginnjahr.
Weiters enthélt das Modell auch noch einen dreistufigen Faktor fiir die Be-
ziehung zwischen Gruppenversicherung und Rabatt.

Durch das Modell konnten die Vertragslaufzeit bis zur Stornierung und die Ef-
fekte darauf ausgewertet werden. Es konnte festgestellt werden, dass die Ver-
tragslaufzeit von Polizzen welche innerhalb einer Gruppenversicherung sind
oder einen Rabatt erhalten im Schnitt spiter storniert werden als Polizzen die
nicht Teil einer Gruppenversicherung sind. Bei Betrachtung der geschitzten
glatten Funktionen konnten Muster entdeckt werden, wie die Vertragslaufzeit
von Alter, monatlicher Pramie und Beginnjahr abhéngt. Fiir das Alter konnte
hierbei eine etwas komplexere Abhingigkeitsstruktur ausgemacht werden. In
den ersten Lebensjahren sowie um die zwanzigsten Lebensjahre konnte ein
erhohtes Stornorisiko und dadurch verkiirzte Vertragslaufzeiten festgestellt
werden. Generell nimmt jedoch das Stornorisiko mit zunehmendem Alter ab
und somit die Vertragslaufzeit zu. Fiir monatliche Pramie wird das hochste
Stornorisiko bei einer Pramie von 60€ beobachtet und fiir Beginnjahr das
niedrigste Stornorisiko im Jahr 1968.

Generell bietet die Modellierung der Vertragslaufzeit durch ein PH Modell
ein sehr leicht zu interpretierendes Modell der Abhingigkeiten. Zudem kann
durch die Modellierung der Vertragslaufzeit, die Wahrscheinlichkeit zu stor-
nieren iiber den Verlauf der Vertragsjahre gewonnen werden.
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A. Anhang

A.1. Definitionen und Satze

Satz A.1.1 (Delta Methode).
Sei T, eine Folge von Zufallsvariablen die

Vn (T, — 6) 2 N(0,0?)
gentigt. Sei g eine reellwertige Funktion mit ¢'(0) # 0. Dann gilt
D
v (9(T,) = 9(0)) = N (0,07¢'(0)°) -
Falls g zweimal stetig differenzierbar mit ¢'(0) = 0 und ¢”(6) # 0, dann gilt

n (oL~ 9(0) 2 2T

Definition A.1.1 (Hypergeometrische Verteilung).
FEine Zufallsvariable X ist hypergeometrisch verteilt, falls die Wahrscheinlich-
keitsfunktion die Form
MY (N—M
(i) Cack )
N

Pr(X =k;N,n, M) = kE=0,1,...,n (A.1)

hat, mit der Populationsgréfie N, der Gesamtanzahl an vorhandenen Erfolgen
in der Population M, der Anzahl der Ziehungen ohne Zuricklegen n und der
Anzahl an beobachteten FErfolgen k.
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Satz A.1.2 (Momente der hypergeometrischen Verteilung).
Sei X eine hypergeometrisch verteilte Zufallsvariable wie in Definiti-

on[A.1.1, dann gilt

EX]=— (A.2)
und
nM(N — M)(N —n)
N2(N —1)
Definition A.1.2 (Multivariate hypergeometrische Verteilung).
Seien X; hypergeometrisch vertedlt fiir « = 1,...,n. Dann ist die gemeinsa-

me Wahrscheinlichkeitsfunktion von X = (X1,...,X,) mit den Parametern
(M, ..., M,)

Var[X]| = (A.3)

M M,
(kll) (kl)
N Y
()
mit My + My + -+ M, = N und ki + ke +---+ k, = k. Man nennt X
multivariat hypergeometrisch verteilt.

PI'(XI = kl,XQ = kg, ce 7Xn = kn) = (A4)

Satz A.1.3 (Momente der multivariaten hypergeometrischen Ver-
teilung).
Sei X = (Xy,...,X,) multivariat hypergeometrisch verteilt wie in der Defi-

nition[A.1.3, so gilt firi,7=1,...,n

E[Xi] = " (A.5)
Var[X;] = NN - 1) und (A.6)
M, M, k—1 o

Definition A.1.3 (Partielle Likelihood).
Sei Y ein Zufallsvektor mit Dichtefunktion fy(y|0), mit 0 = (¢, 3) wobei
der Vektor B der Parameter von Interesse ist und ¢ ein nuisance Parameter

ist. Kann'Y in'Y = (W, V) zerlegt werden, so dass die gemeinsame Dichte
durch

fr(y|0) = fW\V('w|'Uve) - fv(v|0) (A.8)
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gegben ist, dann nennt man den ersten Faktor fwv partielle Likelihood
falls er nur von B nicht aber von ¢ abhdingt, d.h.

fW\V(w"U> 0) = fWIV(w’va B)

(vgl. |Coz, |1975).
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