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gefchnittene Stück (4 g, bezw. a‘ {, a" g”) mit dem Polabltand ][ multiplicirt. Dabei mufs das Stück ag

auf dem Längenmafsftabe, der Polabfland H auf dem Flächenmafsfiabe gemeffen werden, nach welchem

die Werthe von f aufgezeichnet find.

Rückt die Axe X X Weiter nach oben, fo wird das von den äufserften Seilpolygon-Seiten auf der—

felben abgefchnittene Stück immer kleiner; geht die Axe durch den Schnittpunkt E der äufserflen Seil-

polygon-Seiten, fo in: das abgefchnittene Stück gleich Null; alfa wird auch das fiatifche Moment in Bezug

auf diefe Axe gleich Null; diefelbe ifl alfa eine Schwerpunktsaxe. Hieraus folgt: Die durch den Schnitt-

punkt E der äufserflen Seilpolygon-Seiten parallel zu XX gelegte Axe enthält den Schwerpunkt der Fläche.

Das foeben gefundene Ergebnifs folgt auch mit Nothwendigkeit aus nachfiehender Ueberlegung.

Da. die Flächen als Kräfte eingeführt find, fo kann man annehmen, diefe Kräfte feien die Gewichte der

einzelnen Theile einer an allen Stellen gleich ftarken Platte, welche diefelbe Form hat, wie die gegebene

Fläche, und in eben

folche Theile getheilt Fig- 41.

in, wie diefe. Um

die wirklichen Ge-

wichte zu erhalten,

N

  

      

     

 

braucht man nur alle

Werthe f mit demfel-

ben Factor 7, dem Ge-

wichte der Flächen-

einheit, zu multipli—

ciren. Da man aber

die Platte aus beliebi-

gem Material herge- \_

fiellt und beliebig ftark

annehmen kann, fo in

1 ganz beliebig, kann

alfo auch gleich 1

\
\
.
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gefetzt werden; die //{//

Werthef können dem-

nach auch als die Ge-

wichte felbftangefehen ' \\ |" 4/ /‘

werden. Die Mittel— .? °»\ „= ‚/ ,"

kraft aller diefer paral- "\ \_ |“ ./ ,"

. .. -_ || - _.

lel gerichteten Krafte \ T /

geht demnach durch \ I /'

den Schwerpunkt der \_ l 5/

Fläche; fie geht aber \\ !]

auch durch den Schnitt- \l/

punkt der äufserften

Seilpolygon-Seiten und ilt der Richtung der anderen Kräfte parallel. Die durch diefen Schnittpunkt

parallel zur Axe X X gezogene Linie in alfa die Mittelkraft nach Richtung und Lage und geht durch

den Schwerpunkt. Das Gleiche gilt von jeder anderen beliebigen Lage, welche für die Richtung der

Axe, alfo auch der Kräfte f angenommen wird. Man kann demnach leicht noch eine zweite Axe

finden, auf welcher der Schwerpunkt liegt; der Schnittpunkt beider Axen if’c dann der gefuchte

Schwerpunkt. _

Die gezeigte graphifche Ermittelung des Schwemunktes ill befonders bei unregelmäßigen Quer

fchnitten empfehlenswerth; Fig. 41 zeigt diefe Beftimmung für den Querfchnitt eines Vierungspfeilers.

c) Trägheitsmomente.

Wird jedes Theilchen df einer gegebenen Querfchnittsfläche F mit dem

Quadrate feines fenkrechten Abfiandes u von einer Axe A A multiplicirt und die

Summe aller diefer Producte hergeftellt, fo erhält man einen Ausdruck

at:/„uff,
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welchen man das Trägheitsmoment der Querl'chnittsfläche F für die Axe AA nennt.

Die Trägheitsmomente haben eine fehr große Wichtigkeit in der Elafticitätslehre;

es fallen defshalb die wichtigf’ten Sätze über diefelben hier vorgeführt und zugleich

die Trägheitsmomente fiir eine Reihe häufig vorkommender Querfchnittsformen ent-

wickelt werden. Am Fufse von _? foll als Zeiger angegeben werden, auf welche Axe

das Trägheitsmoment bezogen im _?A bedeutet demnach: das Trägheitsmoment be-

zogen auf die Axe A A.

Das Trägheitsmoment eines Querfchnittes, bezogen auf eine zu einer Schwer- Trä*g;-éß_

punktsaxe parallele Axe, ii’t gleich dem Trägheitsmomente fiir diel'e Schwerpunkts- momcme fü,

axe, vermehrt um das Product aus der Querfchnittsfläche in das Quadrat des Ab- “" s°““’°"
. punktsaxe

flandes beider Axen. parallele Axen.

Geht die Axe Y Y (Fig. 42) durch den Schwer-

Fig- 42. punkt der Fläche, fo ift demnach

.?A = ?Y + F 42.

Nach der Erklärung des Trägheitsmomentes if’c

y„ = /'u2 df.

Die Summirung [011 alle Flächentheile df umfaffen;

die Integration ift alfo über den ganzen Querfchnitt aus-

zudehnen. Nun ift

u=a+z und u2=a2+2az+zg‚

alfa %. =fu* df= a“"fd’f+ 2 afz df+fz2 d’]-

Es ift jedoch/df= F undj??? df: _‘7y‚ ferner nach der Lehre vom Schwer-

 

punkt]z a’f= 0, weil Y Y eine Schwerpunktsaxe if’c, mithin in der That

_?A=Faz+f7y. . . . . . . . . . 18.

Im Folgenden follen für einige häufiger vorkommende Querfchnittsformen die

Trägheitsmomente rechnerifch ermittelt werden.

a) Trägheitsmoment für den rechteckigen Querfchnitt (Fig. 43). 48.

Für diefen iii, bezogen auf die Schwerpunktsaxe Y Y, Träg:‘°'?f_

Fig. 43.
momene ur.

]:

+ i Rechteckige

2 Querfchnitte. '

?y = 29 dj.

2

Da für alle Theile eines zu YY parallelen Streifens z diefelbe Größe hat,

; fo kann man ‚if: 6dz fetzen, und es wird

A

+? 3+_h‘ ; 3
éz 2 11 /z' 11 511

25 2d = ——- :—-—- ——- =—. .

” f. ' z [3 _i 3[8+8] 12 "’

2

"?

Das Trägheitsmoment für eine Axe A A, welche mit einer Kante des Rechteckes zufammenfällt, in

nach Gleichung 18

 

& 113 /z ’ & /1' 6 113 6 I:8

= -— b b —— : ————- —— :: —— .

7“‘ 12 + (2) 12 + 4 3

Für eine zu Y Y normal flehende Schwerpunktsaxe Z Z ift nach Obigem

Handbuch der Architektur. I. x,b. (2. Aufl.) 3
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1163

7z—— 12 -

und für die Kante BB ill

3 ___/LP

B— 3 '

Man kann dies in Worten folgendermaßen ausdrücken: Das Trägheitsmoment eines Rechteckes für

eine zu einer der Seiten parallele Schwerpunktsaxe iii gleich dem Producte: Breite mal dritte Potenz der

Höhe, dividirt durch zwölf; für eine mit einer Kante des Rechteckes zufammen-

fallende Axe ill. das Trägheitsmomeut dagegen gleich dem Producte: Breite mal Fig. 44-

dritte Potenz der Höhe, dividirt durch drei. Als Breite gilt {die Abmefl'ung des 8 Z

Rechteckes in der Richtung der betreffenden Axe, als Höhe die zu der erften

fenkrechte Abmefl"ung.

 

Mit Zuhilfenahme diefes Ergebuifl‘es kann man leicht für eine grofse Zahl Y Y

von Querl'chnitten der Praxis die Trägheitsmomente finden.

Das Quadrat ill ein Rechteck mit gleich langen Seiten; iit delfen Seiten- A A

länge & = h = d, fo wird (Fig. 44)
4 d‘ 8 Z

?z=7r=% und ?A=_73=—3—-

 

  

  

ß) Trägheitsmomente für aus Rechtecken zufammengefetzte Quer-

fchnitte. Die für das Rechteck gefundenen Werthe von ? werden vielfach an-

gewendet, um für zufammengefetzte Querfchnitte die Trägheits-

momente zu finden. Fig' 45“

Das Trägheitsmoment des. Querfchnittes in Fig. 45 ill gleich der Differenz

des Trägheitsmomentes des ganzen Rechteckes a6a'c weniger dem Trägheits-

moment des Rechteckes !f ig, d. h. es ill

1 \

1

__l_ 8_____ B_.£_ _8y_ 12 BH 2 311 - 12(1fl l.).

Ffir den fymmetrifchen I—förmigen (Fig. 46) und für den E-förmigen

Querfchnitt (Fig. 47) ergiebt lich hiernach

__ 1 s _ __ s 3
?y- T2—3 & [h (h 20 ]+d<h—‘h) ;

Diefer für die Berechnung unbequeme Ausdruck kann wefent- ' ‚

lich vereinfacht werden. Wird der Abfiand der Schwerpunkte des Flg' 46' Flg' 47'

oberen, bezw. unteren Rechteckes mit [) bezeichnet, alfo ]: — t = 5 '

gefetzt und im letzten Gliede obigen Ausdruckes hatt lt -— 2 ! (nicht

ganz genau, jedoch mit kleinem Fehler) [) eingeführt, fo i[t

 

. _L ‚_ = l 3 121]y__2bt(h 2ht+t)+6bt 12.

 Wir fetzen & I = f; alsdann wird

 

 

1 f!” dt?

= _ Iz——t2 —-—— w ‚„, 2f< ) + 6 + 12

2

f; ill; gegen das erfte Glied fehr klein und kann ohne Bedenken vernachläffigt werden; dann ift

der Ausdruck für das Trägheitsmoment:

_1 . „= „b”( “;)
_‘7Y‘_2fb+12_2 f+6‚ .........20.

Denkt man lich die ganze Querfchnittsfläche f des oberen Rechteckes im Schwerpunkt delfelben

vereinigt, alfo im Abftande —g- von der Axe YY, und eben fo die des unteren Rechteckes in dem bez.

Schwerpunkt, fo in das Trägheitsmoment eines folchen Quert'chnittes

. _ 5 Y__ f i)’

"“(2, “ 2 '

Dies in aber der erfle Theil unferes obigen Ausdruckes 20 für _‘7y; der zweite Theil des Aus-

druckes flellt demnach den Beitrag dar, welchen der Steg zum Trägheitsmoment leiltet. Mit ziemlich
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genauer Annäherung erhält man demnach das Trägheitsmoment des fymmetrifchen I-förmigen Querl'chnittesY

indem man die Querfchnittsfläche des oberen und unteren Gurtes vermehrt um je ';’s der Querfchnittsfläche

des Steges (bis zu den Gunfchwemunkten gerechnet), im Schwerpunkt des oberen und unteren Gurtes

vereinigt denkt und dafür das Trägheitsmoment auffucht.

Wird beim T-förmigen Querfchnitt (Fig. 48) der Abfland des Schwerpunktes von der durch die

 

eine Kante gelegten Axe A A mit zo bezeichnet, fo in: nach der Schwer-

Fig. 48, punktslehre

, ........ 5 ....... . on=d(ö—d)i+dlti‚fernerF:(l>—rl)d+rl/z.

A : | 5 A 2 2

j“t:;j3“* Sonach „|

Y ' 5 Y 20: (b—d)d*+dlfl _(&_d)d+lz2‚
 

2 [(&—d) d+a’h] 2(5 _ d)+ 2a

und das Trägheitsrnoment für die wagrechte Schwerpunktsaxe Y Y

35»: % [d(h _ zo)3 +dzo3 + (| _ d) z03 -- (a _ d) (zo .. d)°].

Das Trägheitsmoment für die Axe A A ifl:

7,4 =% [diß—l—(é—d) f].

Für den unfymmetrifchen I-förmigen Querfchnitt (Fig. 49) ift, wenn man die früheren Bezeich-

„
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.
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.

.
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.
-
.
.
.

| | | | | | | | | |
|

| | | | | | | | | | | .

 

 

nungen beibehält,

dir.]: ! (li—d)!”

20: 2 +(b_d)t(b_'2—)+ 2 :dh?+(ä-d)t(2h—t)+(ß_d)fi

dlz+(ä—d)t+(B—d)t 2[dlz+(ä——d)t+(ß—d)t]

und 7y=%[6(11 —z0)3+8303— (é—d)r‘—(B—rl) (zo—IV].

  

 

   

Fig. 49.
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Bei den Querfchnitten der Blechträger (Fig. 50) liegt der Schwerpunkt in halber Höhe. Alsdann

iii, falls nur das lothrechte Blech und die 4 Winkeleifen vorhanden find, für die durch den Schwerpunkt

gelegte wagrechte Axe

7=1—12(5113—611113—28I113).

Falls noch Blechplatten vorhanden find, ermittelt man deren Trägheitsmomente am heiten befonders

und zählt fie zum Trägheitsmoment des Querfchnittes ohne Deckplatten. Das Trägheitsmoment (liefer

Deckplatten (Fig. 50) in alsdann /

1

= ——B H3 — h‘ .? 12 ( )
o

7) Träghei’tsmoment für kreisförmige Querfchnitte (Fig. 51).

Der Halbmeffer des kreisförmigen Querfchnittes fei r, der Durchmell'er d. Es fell zuerft das Träg-

heitsmoment der oberen Halbkreisfläche für die Axe Y Y beflimmt werden. Man zerlege die Kreisfläche

in fchmale Ringe, deren Mittelpunkte mit demjenigen der gegebenen Flächen zufammenfallen, und beltimme

zunächi\ das Trägheitsmoment einer folchen Ringfläche. Der Halbmeil'er eines folchen Ringes fei p, feine

fehr geringe Breite fei d 9. Der Flächeninhalt eines Theilchens (if diefer Ringflz'iche, welches zum Mittel-

_punktswinkel d'<p gehört, ift (ff: 9 ‚II:? .dp, und defien Trägheitsmoment bezogen auf die Axe Y Y

50.

T-fo'rmige

Querfchnine.

5 x .

Unfymmetrifche

I-fo‘rmige

Querfchnilte.

51.

Blechträger-

Querfchnitm.

53 >

Kreisfijrmige

Querfchnitte.
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(!(i) =y*.df= pz.slna<p.df= psdp sin2cp dtp.

Das Trägheitsmoment des halben Ringes wird erhalten, indem

man für alle Theile df deffelben d (i) auffucht, d. h. indem man

zwifchen den Grenzen zp : 0 bis :p : 1v. integrirt, wobei natür-

lich p und d 9 als Feftwerthe (Confiante) zu betrachten find, da

fie für alle Theilchen des Ringes gleiche Größe haben. Man

erhält

fl

.: 3 «. 2 ' = “d i—sinzpcosqp] n=pidp.n
: ? zig/sm (Pl/P p p[2 ——————2 ° 2 _

 

 

0

Um aus diel'em Trägheitsmomente einer halben Ringfiäche dasjenige der halben Kreisfläche zu er«

halten, beachte man, dafs die letztere lich aus lauter halben Ringflächen zufammenfetzt; demnach i{t

_Z___ -__/.73 _T‘__" 4
2 _2(1)—. p tip. 2 ...?r,

0

und das Trägheitsmoment der ganzen Kreisfläche für die Axe Y Y

it ;" rt d‘

_? =: T = ——6—4— . . . . . . . . . . . . . 21,

5" Bei allen Angaben von Trägheitsrnomenten iii das Folgende wohl zu beachten.
Maßeinheit ru.

dieTrägheits- Die Mafsemhert der Traghe1tsmornente 1f’t die Längenemhe1t m der werten Potenz

”°'"°“‘°‘ (alfo entweder: Meter zur vierten, oder Centimeter zur vierten, oder Millimeter zur

vierten Potenz etc.); denn jeder Theil des Trägheitsmomentes, alfo auch das Ganze

ift das Product einer Fläche in das Quadrat einer Länge. Es ift defshalb itets mit

der zifi‘ermäfsigen Gröfse auch die Maßeinheit des Trägheitsmomentes anzugeben.

Meißens gefchieht dies allerdings nicht; doch iii fireng darauf zu achten, dafs diefe

Vorfchrift befolgt werde, weil fonft leicht grofse Fehler gemacht werden.

Um ein Trägheitsmoment, welches in cm‘ angegeben ifl, in ein folches zu verwandeln, defi'en

Maßeinheit mm4 find. mnfs man mit io‘ = 10000 multipliciren; umgekehrt m mit 104 = 10000 zu divi-

diren, wenn ein in mm‘ gegebenes Trägheitsmoment in eines mit der Maßeinheit cm‘ verwandelt werden fell.

Für die Statik und die Aufgaben derfelben empfiehlt es (ich, die Trägheitsmomente in cm‘ an-

zugeben.

Graääifche Wenn die Querfchnitte eine unregelmäfsige Form haben, fo iii es oft vortheil-

Ermittelung der haft, die Trägheitsmomente graphifch zu ermitteln. Nennt man, wie oben, die ein-

:f:f;l: zelnen Flächentheile, in welche die ganze Querfchnittsfläche zerlegt wird, f„ fg,

f8 . . . f„, die Abfiände der Schwerpunkte derfelben von derjenigen Axe XX, für

welche das Trägheitsmoment gefucht wird, bezw. ]„ y„ 33. . . y„, fo ift

?:i,+i2+ia+.„i„= 2(fy*)=j1yf+f„yj+f,)yf+...

?=fiyyyl +fgyg.yg +f31'3—3'3 + - --

Nun find f1 y„ f2 y„ f3 y‚ . . . die (tatifchen Momente der einzelnen Flächen-

theile für die Axe XX; fetzt man f1 J’1 :: m„ f& 312 = m„ f3 % : m3 . . ., fo wird

_?=z',+i„+i„+...:m,y,+meyg+mayg+„.

563 Man braucht alfo nur mit den Werthen m„ m„ m„ . .. genau fo zu verfahren,

C;Z:;,f:“ wie oben (in Art. 44, S. 30) mit den Werthen ]„f„ f_, . . ., um die flatifchen Momente

von m„ m„ »:3 . . ., d. h. die Trägheitsrnomente zu erhalten. Darauf beruht das

nachfolgende von Culmmz angegebene Verfahren (Fig. 52). ‘

Man zerlege den Querfchnitt in Streifen, die zu derjenigen Axe parallel find, für welche das Träg—

heitsmoment gefucht wird, und ermittele zunächfl, wie oben (in Art. 44) gezeigt, die itatifchen Momente

ftir die Axe XX Die Stücke a &, ä c, c d . . . find den ftatifchen Momenten proportional. Man nehme

nun einen neuen Pol 01 an, ziehe die Strahlen Ola, OM, 0‚c . . . und confiruire für die Kräfte m;, m;,

„13 . . ., die in denfelben Linien wirkend angenommen werden, wie die f„ f„ f3 . . ., das zugehörige Seil-

polygon 0 I' ]I‘ III‘ . . . g‘ . Werden die Seilpolygonfeiten über die Eckpunkte hinaus bis zu den

Schnittpunkten mit der Axe X X verlängert, fo iii
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Al'a'b’mA0;ab‚ alfo “„ =L’AT.

Es iit aber (fiehe Art. 44, S. 31)

  

 
 

_ 2 - _

a b = % mithin a' 6' = 221 = 12% und z'1 = !] H1 a' b’.

Eben fo ergiebt lich

_ . b‘ d 57 f2 „ f2 y? i2
[' IL" 0‘b th :—= d b"'=——-=———A] b NA ;, ml m „ ”1 „Hi un Ic HH1 HH."

fonach ig=H.bfl.b_'_c7; eben fo i3=H.11l.c7_a_" ......

Man erhält demnach

7:2(1'):H11; [a'b’+b’d+c‘d'+.„] =H1fial—g'.

Das Trägheitsmoment der Fläche F für eine Axe X X iR alfa gleich dem von den äufserfien Seiten

des Seilpolygons 0 1’ II' III' . . . auf der Axe abgefchnittenen Stücke a'_g‘, multiplicirt mit dem Producte

der beiden Polabitände H und 11‚.

Genau eben fo, wie oben bei den flatifchen Momenten (liebe Art. 44) nachgewiefen in, ergrebt fich

auch hier, dafs die Strecke a' g’ und H‚ auf dem Längenmal'sflabe, H auf demjenigen Flächenmafsfiabe

zu mell'en ift, nach welchem fi, f2, f3 . . . aufgetragen find; das Ergebnifs ill jedoch das gleiche, wenn

Z'_g‘ auf dem Flächenmafsfiabe, H und 111 auf dem Längenmafsfiabe gemeffen werden.

Es fei ein Querfchnitt in natürlicher Gröfse aufgezeichnet, H: 5 cm und H, = 5 cm; ferner feien
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f„ f2, f3 . . . in einem Mafsfiabe aufgetragen, in welchem lem : 10 qcm iii; alsdann wird, wenn

B_‘_g_’ = 4,6 Cm ift,

..

_‘7=4,s-10-5-5°"“-

Wenn die Axe X X eine Schwerpunktsaxe in (Fig. 53), fo find zunächfi die flatifchen Momente

genau wie oben gezeigt zu ermitteln; die fiatii'chen Momente der oberhalb von X X liegenden Flächen-

theile haben entgegengefetzten Sinn, wie diejenigen der unterhalb von XX liegenden Flächen, weil die

Hebelsarme verfchiedene Vorzeichen haben. Der Sinn der einzelnen Momente ift :: b, b [, cd, dt, ea;

Anfangspunkt a und Endpunkt a fallen zufammen. Wird jetzt der Pol 01 angenommen, fo find die

Strahlen 01a, 016, O‚t‚ Old, 01:, Ola; der letzte Strahl fällt mit dem erfien zufammen. Als Seilpolygon

erhält man 01“ II" . . . V", und es iii.

75 = H. H1 . ;; .

Ein anderes Verfahren hat Mohr angegeben.

Wenn die flatifchen Momente nach dem in Art. 44 (S. 30) vorgeführten Verfahren conftruirt find

(Fig. 52), fo ilt der Flächeninhalt des Dreieckes 1a b

 

  

  

___ 5741 : f1y1__);1_-= fm" : ii

“" 2 H 2 - 2 H 2 11

und der Flächeninhalt des Dreieckes ]]b c

„ _ 77_r-yz _ f21’2 _ £__ fzyz2 _ i2

?'_2—H 2—2H_2H'

Eben fo kann man für jeden Flächentheil f nachweifen, dafs fein Trägheitsmoment für eine Axe X X

gleich in dem Flächeninhalte des Dreieckes, welches von der Axe und den das betreffende Flächen-

theilchen begrenzenden Seilpolygonfeiten eingefchlofi'en ifl'., multiplicirt mit dem doppelten Polabfiand. Es

ift alfo

i1=2Hcp1, ig:2Htpg, i3:2Hcpg .....

und _7=2(i)=2112(cp)=217f3.

wenn F1 = 2 (:p) ift.

Handelt es [ich um das Trägheitsmoment für die Schwerpunktsaxe (Fig. 53), fo bleibt Alles giltig‚

und es wird

‚75 = 2 H F. 2 7

wenn F:: den Flächeninhalt der Figur ] 11 111 IV Va 1 bedeutet.

Handelt es fich um das Trägheitsmornent eines Querfchnittes fiir eine beliebige,

nicht durch den Schwerpunkt gehende Axe, [0 kann man dafl'elbe aus demjenigen

fiir die parallele Schwerpunktsaxe nach Art. 47 ermitteln; diefes letztere if‘t aber im

Vorftehenden nur fiir [ehr einfache Querfchnittsforrnen und felbf’t bei diefen nur für

einige wenige Lagen der Axen rechnerifch beiliimmt. Für beliebig liegende Axen,

alfo beifpielsweife beim Rechteckquerfchnitt fiir eine Axe, welche keiner Seite parallel

iii, wird die Berechnung meift recht umi’tändlich. Dagegen iit die Ermittelung fehr

bequem, wenn man das gefuchte Trägheitsmoment fiir eine beliebige Schwerpunkts-

axe durch diejenigen für zwei andere Schwerpunktsaxen ausdrückt, welche einen be-

liebigen, zweckmäfsig einen rechten Winkel mit einander bilden. Die Beziehungen

zwifchen den Trägheitsmomenten zweier fenkrecht zu einander fiehender Schwerpunkts—

 

   

axen und demjenigen fiir eine andere Fig. „_

Axe ergeben floh folgendermaßen. Z

Das Trägheitsmoment eines Quer- Z: f1f_—gifil__„-_„__.‚

   
fchnittes für die beliebige Axe A VI

(Fig. 54), welche den Winkel an mit der

Axe Y Y einfchliefst, if’t nach Art. 47

(S- 33)

4
.
-
.
.
.
.
.
.
.
.
-
N
.
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.

.
.
.
.

 

7x», = /z,” df; Y A ' „„.n Y

Nach Fig. 54 ift

z,:scosa—ysina, Z
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folglich -

_?y1=/z2 cos2 adf+/y2sin2adf—/2yzsinacosocdf.

Die Integration if’c über den gefammten Querfchnitt auszudehnen; für die ganze

Integration ift aber an conftant, alle

yy1=cos2afz2df+sin2afy2df_sin2a/yzdf.

Nun if’c

fzfldf=yy=y und ß2df=f}fzzjfl;

mithin, wenn man noch ßz df: H fetzt,

?ylzycosfla+ylsinga—Hsin2a. . . . . . 22.

Das Trägheitsmoment für die Axe A Z1 wird erhalten, indem man an Stelle

von a den Winkel einführt, welchen A Z1 mit Y Y bildet, (1. h. 90 + 01. Dann er-

giebt fich

?leylcosaa+3fsinza+lfsin2a. . . . . . 23.

Die beiden Gleichungen 22 u. 23 geben die Abhängigkeit des Trägheits-

momentes von der Lage der Schweraxen an. Befonders wichtig ift die Lage der

Axen, fiir welche das Trägheitsmoment ein Maximum und ein Minimum wird. _‘}’„1

wird ein Maximum für den Werth von a, für welchen

 déi“:—2Ycosasina+2?lsinacosa—2Hcos2a=0‚

d. h. für welchen (_‘}'1 __?) sin 2 a=2Hcos2 an wird. Es if’c alfo

2a '— 2H 24
tg „„„_yl_y . . . . . . . . . .

Diefer Gleichung genügen zwei Winkelgröfsen 2 an, welche um 180 Grad aus

einander liegen, da tg (180 + 2 a) : tg 2 a ift. Es giebt alfo zwei Axen, für welche

ein Maximum, bezw. Minimum des Trägheitsmomentes fiattfindet, und diefe beiden

Axen bilden mit der angenommenen Axe Y Y die Winkel a„„„, bezw. 90 + a‚„„;

diefe beiden Axen Reben fonach fenkrecht zu einander. Ob Maximum oder Mini-

mum fiir die eine oder andere Axe flattfindet, ergiebt die zweite Differentiation.

 

 

 

Es ifi dd3;y1 =(yl_y)sin2a—2Hcos2a,

2

“'Ä;1 :2(9r1_ _?)cos 2 a+4Hsin 2 «.

Setzt man ftatt a den um 90 Grad abweichenden Werth (90 + a) ein, [O in

a’2 .
dän=+2(yl _y) cos (180 +2 a)+4stn<180+2 a).

2
ddi1;‚ =_2(}’1_})c052a—4H5in2a.

Die zweiten Ableitungen find alfo für zwei Winkel, welche um 90 Grad ver-

fchieden find, der Größe nach gleich, haben aber entgegengefetztes Vorzeichen;

entfpricht demnach dem Winkel a das Maximum, fo tritt für den Winkel (90 + a)

das Minimum des Trägheitsmomentes ein.

Es folgt daraus der Satz: In jedem Querfchnitt ift eine Schwerpunktsaxe vor-

handen, für welche das Trägheitsmoment ein Maximum, eine andere, für welche

das Trägheitsmoment ein Minimum wird. Beide Axen flehen zu einander fenkrecht.

59-

Hauptaxen.
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Man nennt diefe Axen die Hauptaxen. Diejenige, für welche das Träg-

heitsmoment ein Maximum wird, nennt man die erfte H aupta—xe, diejenige, fiir

welche das Trägheitsmoment ein Minimum wird, heifst die zweite Hauptaxe.

Wir bezeichneten oben /:;1 z a'f= H; fetzt man entfprechend H1 =ßl z1 df,

führt man ferner für 31 den oben gefundenen Werth und endlich nach Fig. 54 für

1/1 :y cos an + 3 sin a ein, fo wird

1571 ::./(_ycosa—l—zsin a) (zcosa—ysin a)df,

H1 =(cos* an —sin 2 a)p/}zdf+ _s_inäa_(/é (if—f]? df)‚

sin2 on
 Hl=Hcos2a+ 2 (‚?—93). . . . . . . 25.

H1 wird gleich Null für (_‘}’— _‘}’1) sin 2 a:— 2H cos 2 a, fonach für

tg2a——— 2H __ 2H

.?_y1 ‘?1_"7.

Dies iii derfelbe Werth, für welchen nach Gleichung 24 Maximum, bezw. Mi-

nimum des Trägheitsmomentes flattfindet. Für die Hauptaxen ifi fonach

H1 =ß. 21 df= 0.

Für viele Querfchnitte if’c hierdurch ein bequemes Kennzeichen zur Beftimmung

der Hauptaxen gefunden. Man fuche diejenigen Axen, für welche H1 = 0 iii; als-

dann find die gefundenen Axen die Hauptaxen. Es genügt, eine Hauptaxe zu

fuchen, da ja die andere nach Früherem fiets einen Winkel von 90 Grad mit der-

felben einfchliefst.

Bei Himmtlichen zu einer oder mehreren Axen fymmetrifch liegenden Quer-

fchnitten find die Symmetrieaxen auch zugleich die Haupt-

axen. Denn fei etwa die Z-Axe eine Symmetrieaxe, fo

entfpricht jedem df mit den Coordinaten y1, zl ein d f

mit den Coordinaten — yl, z1 (Fig. 55). Die Beiträge

der beiden df zu H1 find alfo df.ylzl—df.ylzlzo.

Genau eben fo ift es mit fämmtlichen übrigen Quer

fchnittstheilen; die Summe der Beiträge je zweier fym-

metrifch liegender Flächentheile ift gleich Null, fo dafs

alfo auch die Gefamrntfumme H1 = /_i/1 31 df= 0 ift.

Bei den in Fig. 56 bis 60 dargefiellten Querfchnitten find die Hauptaxen an—

gegeben. In den im vorhergehenden Halbbande diefes »Handbuches« mitgetheilten

Tabellen über die »Deutfchen Normal-Profile für Walzeifen« find die Trägheitsmomente

Fig. 55.

 

Fig. 56. Fig. 57. Fig. 58. Fig. 59. Fig. 60.

£=F% -L J/“\\_
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fiir folche Axen mit aufgenommen werden, welche beim Berechnen von Hochbau—

Conitructionen eine Rolle fpielen.

Wählt man die Hauptaxen als Axen der Y und 2 (Fig. 55), fo if‘c fiir diefe

nach Obigem/y 3 df= H: O; mithin ift, wenn man das Trägheitsrnoment in Be—

zug auf die eine Hauptaxe mit A, dasjenige in Bezug auf die andere mit B be-

zeichnet, in den Gleichungen 22 und 23 für _‘3‘ und _?1 bezw. A und B, fo wie für

H: () einzufetzen. Man erhält:

?leAcos?a—l—Bsin2a

‚?‘Zl: A sin2 0. + B cos2a.
22 26.

=—(A3) sin a

 

Sind A und B, (1. h. die beiden Hauptträgheitsmomente einander gleich, fo ift

_‘?y1 : A (cos2 (1 + sin2 0.) = A ,

d. h. 3‘1/1 if’c alsdann von a unabhängig, alfo für jedes a gleich A.

Hieraus folgt: Sind die beiden Hauptträgheitsmomente gleich grofs, fo find

alle Trägheitsmomente gleich groß.

Bei vielen fiatifchen Unterfuchungen ii‘c es wichtig, die Lage der Hauptaxen

und die Gröfse der Werthe von A und B zu kennen. Für die Ermittelung diefer

Werthe aber bedarf man nach vorf’cehenden Entwickelungen der Kenntnifs von

H :: /yz df. Man nennt H das Centrifugalmoment des Querfchnittes für die

Axen A Y und A Z.

 

 

  

 

 

Fig.“ Legt man durch einen beliebigen Punkt: A in der

Zn'"""Z ____,_Z__‚_ Ebene eines Querfchnittes (Fig. 61) und durch den Schwer-

:y.._ punkt 5 deffelben je zwei parallele Axen A Y1 und A Z .

E____ „___,W; bezw. 5 Y und 5 Z, bezeichnet man die Coordinaten des

T S 1 Y Schwerpunktes für die erfien beiden Axen mit zo und yo,

! z die Centrifugalmomente für die Axenpaare bezw. mit H',

T" ;' und H, fo 111

; ; H = H+ Fy z

A ‘ ‘” Denn es ift 1 0 0 
H1=ßlzldfl J’1=7+J’o und z1=z+zo, alfo

=f(3f+ß„)(Z+zo)df=fyzdf+yofzdf+sz)/df+rozofdf-

Nun iftfyzdf=H, fdf=F, fzdf=0 und fydf=0; die

letzteren beiden Werthe ergeben lich, weil 5 Y und 5 Z Schwerpunktsaxen find

(vergl. Art. 31, S. 25, unter an). Es wird fomit

H: H+ Fyo zo. . . . 27.

Wenn die Schwerpunktsaxen Hauptaxen find, fo if’t H—_. O, demnach

H1: Fyo0 . . . . . . 28.

Diefe Formel ii’c fehr bequem. Soll beifpielsweife das Centrifugalmoment für

die Axen A Y1 und A 21 (Fig. 62) und den Rechtecksquerfchnitt ermittelt werden,

60.

Wahl del

Hauptaxen

als Axen der

Y und Z.

6 :.

Centrifugal-

moment: .



62.

Maximal- u.

Minimal-

Trägheits—

momente fiir :

Winkeleil'en .
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deffen Seiten parallel zu den Axen find, fo lege man durch Fig- 62-

den Schwerpunkt zwei den erlteren bezw. parallele Axen 5 Y

und 5 Z; alsdann wird

H1 : Fj/o zo .

Fällt etwa A mit einer Ecke zufammen, fo wird

62 /z2

”1 =T

Beifpiel. Es fell das Centrifugalmoment eines ungleichfchenkeligen

\Vinkeleifens (Fig. 63) für zwei durch deffen Schwerpunkt gelegte Axen er-

mittelt werden, welche den Winkeleifenfchenkeln parallel find.

Zerlegt man den Querfchnitt in zwei Rechtecke, deren eines den ganzen lothrechten Schenkel enthält,

deren anderes den wagrechten Schenkel nach Abzug des fchon beim erften mitberechneten Rechteckes in

der Ecke bildet, und nennt man die Flächeninhalte F1 und Fig. 63.

F:», fo wie die Abflände der Einzelfchwerpunkte von den Axen

bezw. yo’, zo', yo“, zo”, fo ift

H= Fi yo' 2o' + F2 yo“ 20".

Es fei die Länge des großen und kleinen Schenkels

bezw. 12 und Sein, die Stärke beider Schenkel 1,0 cm (Deut—

fches Normal-Profil Nr. 8/12) und der Abftand des Schwer-

punktes von der äußeren Kante des langen, bezw. kurzen

Schenkels 1,97 cm, bezw. 3,97 cm; alsdann ift

[!= 12. 1 . 1,41(6 — 3,91)+7 . 1 . 3,41 (4.5—1,97) = 97,260m‘.

Die Einheit, in welcher die Centrifugalmomente er—

halten werden, ii’t diefelbe, wie bei den Trägheitsmomenten,

und es wird auf das hierüber in Art. 54 (S. 36) Gefagte ver—

wiefen. Befondere Aufmerkfamkeit ift aber hier auf die

Vorzeichen der Coordinaten yo und zo zu verwenden. In

obigem Beifpiel find für das erfle Rechteck beide pofitiv, für

das zweite Rechteck beide negativ einzuführen; das Product

ift hier alfo für jedes der Theilrechtecke pofitiv.

 

   

  
‘

  
8 _______

Für einige häufiger vorkommende Querfchnittsformen follen im Nachllehenden

die Maximal- und Minimal-Trägheitsmomente ermittelt werden.

a) Maximal und Minimal-Trägheitsmoment für ein gleichfchen-

keliges Winkelei fen (Fig. 64).

Hauptaxen find die Symmetrieaxe Yl Y], welche den Winkel Fig. 64.

halbirt. und die zu diefer im Schwerpunkte fenkrechte Axe 21 21.
é‘-/

Die erfiere bildet mit der Axe Y Y den Winkel a = 45 Grad. f:

Somit in: nach Gleichung 22 E

_7Yl=}ycos“a+725inä—llsin2m Z:: Z );

und, da a = 45 Grad in, \

‚7Y-l- _72 '
7r, =—2 —II. ’? \

Y'. Y
 

Die Werthe auf der rechten Seite vorfiehender Gleichung

find leicht zu finden. \
  .

.
-
-
-
-
-

 

   
 

Für ein Winkeleifen mit 10 Cm Schenkellänge, 1 cm Schenkel A l ?”.4

ßärke (Deutfches Normal-Profil Nr. 10) iii yo : 40 = 2,37 cm; mithin 3 Z "" \\Zz '

7Y=_7A—on' und _72=7B—F)’02; '

_ 1 - 103 9 . 13 2 4 . - 4—y„ _ 3 + _3__ _ (10 + 9).1_2‚„ : 179‚„ cm , eben fo grofs dt ?2 = 179,83 cm .

H= — 10.1 .(5 — 2,87) (2,87 -— 0,5) — 9- 1 .(5,5 —— 2,91) (2,81 — 0,5) = — 106,55 CB“—

(Die Werthe der v und : find nach rechts, bezw. oben als pofitiv eingeführt.) Es wird fonach

_7Y, : 179,81 + 106,58 : 286,41Cm4
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und _?z, = 7r ein 2a + 72 cos 2a + Hsin 2a : £;—7Z— + H = 179,sa —— 106..=.e : 73,2.r. cm“.

Mithin ill, _7‘y, : A = 286,41 cm4 (Maximum),

721 = B = 73,25 cm‘ (Minimum).

(3) Maximal- und Minimal-Trägheitsmoment für ein ungleichfchen-

keliges Winkeleifen (Fig. 63).

Zunächft iß die Lage der Hauptarten aufzufuchen. Da hier keine Symmetrie-Axe vorhanden iß,

fo ift diefelbe nach Formel 24

2 H

tg2amax : =7 __ },

zu berechnen.

Für das in Fig. 63 dargeßellte Winkeleifen (Deutfches Normal-Profil Nr. 8/12) in

}' = _7Y = _‘7A — F202 = % [1,0 .123 + 7.0 . l,o°] — (12 + 7) 1,0 . 3,972 = 278,81üfl‘,

_‘71 = 72 = 78— F}'o2 = + [1,0 . 8° + 11 - 1,03] — (12 + 7) 1,0 -1,912 = 100,59 cm“,

3

H= 97,25 cm‘ (fiehe Art. 61, S. 41).

. 2 . 97 26
H h "it t : ___—*... = _ .

1ernac 1 g 2amax 100,“ _ 278,87 1,09100

Nun ifl:, wenn man 2 am“, : 180 — 2 5 fetzt, tg 2 «max : — tg 23; fomit tg 2 3 = 1,09109 und

23 : 47°29'40", woraus @ = 23° 44'50"; mithin

“max = 90 — B, bezw. 180 — 3 .

Hieraus ergiebt (ich etwa; = 156°15‘ 10" und am» = 6601510”-

Die Axen Y' Y’ und Z‘ Z' find demnach die Hauptaxen; man erhält nach Gleichung 22

7Y; = ? 6052156°15' 10" + 71 Sin2 156°15’ 10” — H sin 312° 30‘20”,

= 7 cos2 23° 44‘ 50" + _?‘1 Sin2 23° 44'50” + Hsin 47°29'40“ = 321,43 Cm“ : A;

721 = ? COS2 66° 45‘ 10“ + _?'1 Sin2 66° 15‘ 10" — Hsin 47° 29‘40“ = 57,80 Cm“ : B.

7) Maximal- und Minimal-Trägheitsmoment für ein Z-Eifen. 6}.

Die Ermittelung foll für das Deutfche Normal-Profil Nr. 12 (Fig. 65) vorgenommen werden. z'Elren'

3 8 _ 3

Es m y = yY= 31.12i2_ + 2[%31Q] : 395,3 cm4‚

a 3 a

71 : „: —1°'”1'2°" + 2 [———_—(5’“;r0’“ ) .0‚.] : 108,mm4‚

”= 0 -- 0,9 .5,3 —5‚55 -3,0 .2 = — 158,84°m‘‚

__ _ 2 . 158,84 _ 2 -158‚s4 _ _ __ 0 _, .„
tg 2a„„„„ _ _—108‚53_ 395,3 _ _T6,71— _ 1,1018, woraus 20.max — 47 ab ,

fomit amax = 23° 58' und amz'n = 113° 58'-

_‘}'Y‘ = 395,3 . cos2 23° 58' + 108,53 . sin2 23° 58‘ + 158.84 - sin 47°56’ = 465,9 cm‘ = A,

721 = 395,3 . sin2 23°58‘ + 108,53 .cos2 23° 58‘ —— 158,84 . sin 47°56’ = 38,1 cm‘ = 3-

Fig- 55. Bedeutet ‚‘? das Trägheitsmoment für 64-

21 Z . b l. b. A {. k F R2 Trägheiks-

6—-\ F eine e le 1ge xe, o ann man _? : ‚adius_

" '“ \ fetzen, in welcher Gleichung F die Quer-

*——————— 5‚„- —«—a fchnittsfläche bedeutet. Es ift dann

% R: Z
v . ’

}; und es wird R der Trägheitsradius für

., Y die betreffende Axe genannt. Beifpiels-

; weife würden fich die Trägheitsradien fiir die

55 Hauptaxen aus den Gleichungen:

";” A:FR3 und B=FRQ zu

 

 

 

 

 

 

/

. _ 3-——
’

= I—E 7 ‚ R1 : i und R., \/ B

_______
aß

V F
_ F( ————-\---6""'—_>3 ergeben-
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Egg-f Die den Gleichungen 22 und 23 entfprechende Veränderlichkeit des Trägheits-

de, T‚äl;h‚its_ momentes mit der Veränderung des Winkels a kann man graphifch veranfchaulichen,

m°m°“‘°- indem man vom Schwerpunkte aus auf jeder Axe eine Länge abträgt, welche

dem Trägheitsmomente fiir diefe Axe entfpricht. Wählt man die Hauptaxen als

K

Coordinatenaxen und trägt auf jeder Axe V“?— ab, in welcher Gleichung K eine

zunächf’c beliebige Conflante, _? das Trägheitsmoment fiir die betreffende Axe be-

deutet, fo erhält man als Endpunkt eines Radius vector etwa den Punkt P(Fig. 66).

 

 
 

Alsdann if’c

K y \/? Z ’—
: :—:y y1 ' “"—= Z\‚?y1” \/.7Y1 ‚ 005 01 r —K—__ und sm a .. r —K_ _

Nach Gleichung 26 Hi

2 2

?“}le cosza+Bsin2a=éJk—fyl+—Bjc—Tyfi.

K2=Ay2+832 und 1: 29.

y? Z2

Ts+"7r_z °

(V?) (V?)

Gleichung 29 ifl die Gleichung der Curve für die Punkte P; die Endpunkte

K

der Radiz' wctores liegen alfo auf einer Ellipfe, deren beide Halbaxen W— und

K K K

V?- find; 0—7— iPc der Radius veclor auf der Hauptaxe 0 Y, V? derjenige 

auf der Hauptaxe 0 Z.

Man nennt diefe Ellipfe die Ellipfe der Trägheitsmomente. Diefelbe

kann fiir jeden beliebigen Punkt der Ebene als Mittelpunkt confiruirt werden;

gehen lämmtliche Axen, wie hier, durch den Schwerpunkt des Querfchnittes, fo

nennt man diefelbe die Centralellipfe. '

Der Werth K kann beliebig angenommen werden. Durch palTende Wahl diefes Werthes kann

man erreichen, dafs der fenkrechte Abftand einer Schwerpunktsaxe und der zu erßerer parallelen Tangente

an die Ellipfe gleich dem Trägheitsradius für die

betreffende Schwerpunktsaxe, dafs alfa : (Fig. 66) Fig. 66- '

der Trägheitsradius für die Axe Y1 Yl iii. z

Alsdann iii

_7yl : Fe’.

Der für K zu diel'em Zwecke zu wählende

Werth ergiebt fich wie folgt. Zieht man die vier

Tangenten, welche dem Durchmeffer Y1 Y1 und dem

zugehörigen conjugirten Durchmefl‘er 8 8 entfprechen,

fo fchliefsen diefelben bekanntlich eine Fläche ein,

welche : 4 ab iii. Diefe Fläche iii aber auch

: 4re; daher ill: aä : r.»: und

 

 

 

ab

e=-—
‚.

K ' K K“ *T
Nun um:-:, b=é_‚r=t‚ alfo :=—V£‘v =Kl/ä.

VA VB \/3'r1 K\/AB ”
Soll : gleich dem Trägheitsradius für Y1 Yl fein, fo mul's F:” :: _7y, fein, d. h.

FK’ FK*
?YI:Feiz———Ä oder 11:——-;

A8 A8
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daher __

Alf

Wird alfo !( : VT gewählt, fo ifl‚ für jede Axe der Trägheitsradius ohne Weiteres durch

Ziehen der parallelen Tangente und Abmefl'en des fenkrechten Abftandes diel'er beiden Linien zu er-

mitteln. Sodann ift a der Trägheitsradius für die Z-Axe, & der Trägheitsradius für die Y-Axe, d. b.

A : F62 und 5: Fa?


