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DRITTES ZAHLENBEISPIEL

(Bevechnung der Unbekannten durch eine Ausgleichung)

Die Beobachtungsdaten zu diesem Beispiel entnehmen wir der Azimut-
bestimmung, welche das militairgeographische Institut Ruméiniens im Jahre 1938
auf dem Triangulationspunkt erster Ordnung Trifesti hat ausfiihren lassen*).
Die Richtung des Objektes, des Triangulationspunktes Sabaoani, weicht nur um
80 von N gegen E von der Meridianrichtung ab. Die Beobachtungen wurden auf
sechs Nichte erstreckt; in der einzelnen Nacht wurden bis zu 16 Sterndurchginge
beobachtet. :

Befiirchtet man den EinfluB von systematischen Fehlern, die der Zeit pro-
portional zu- oder abnehmen, so empfiehlt es sich, vier aufeinanderfolgende
Sterne in der Anordnung NSSN oder SNNS zu beobachten; die Nord- und Siid-
sterne sind in solchen Zenitdistanzen zu wihlen, daB ihr durchschnittlicher Ab-
stand nicht erheblich von 90° abweicht. In mittleren Breiten hat diese Vorschrift
zur Folge, daB auf der Nordseite auch Sterne in das Programm aufgenommen
werden miissen, die in der Ndhe der groBten Digression zu beobachten sind.
Wenn man die Beobachtung der Durchgangszeiten durch Einstellungen des be-
weglichen Fadens ersetzen kann, so entstehen daraus keine Schwierigkeiten.
Will man aber in der Néhe der groSten Digression die Durchgénge mit dem un-
personlichen Mikrometer registrieren, so mufB das Instrument wegen der schiefen
Bewegungsrichtung des Sternes mit einer Vorrichtung versehen sein, die das
Fernrohr dem Stern in Zenitdistanz automatisch nachfiihrt. Das zur Azimutbe-
stimmung beniitzte Bambergsche Passageninstrument war nicht mit einer solchen
Vorrichtung ausgeriistet; der Beobachter hat deshalb darauf verzichtet, Sterne
in der Néhe der groBten Digression heranzuziehen, und beschrinkte auf der Nord-
seite seine Auswahl auf Sterne, deren Zenitdistanz kleiner als 34° ist. In der
Regel wurden gleichviel Nord- und Siidsterne beobachtet, dagegen wurde auf
eine symmetrische Anordnung der Sterne kein Bedacht genommen.

Die Messungen sind nicht nach den hier entwickelten Formeln reduziert wor-
den insofern, als der Uhrfehler nicht als zweite Unbekannte neben dem Instru-

*) Azimut astronomique direct (avec une application) par le Capitaine JOAN STAMATIN.
Imprimerie de I'Institut géographique militaire (Roumanie), 1941.
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mentenazimut aus den Beobachtungen abgeleitet wurde; der Uhrfehler wurde
vielmehr aus Aufnahmen der drahtlosen Zeitzeichen in Verbindung mit der be-
kannten Linge der Beobachtungsstation ermittelt, und mit dem so bestimmten
Wert wurde das Azimut der Sterne berechnet. Es soll am Schluf3 unserer Durch-
rechnung die Frage beantwortet werden, wie die doppelte Bestimmung des Uhr-
fehlers, nimlich der aus den Beobachtungen selber abgeleitete Wert und der aus
den drahtlosen Zeichen ermittelte, in korrekter Weise zur Azimutbestimmung ver-
wertet werden kann.

Der zitierten Verdffentlichung entnehmen wir die in der Tabelle 1 vereinigten
Daten von vier Sternen, die am 26. August 1938 innerhalb einer Stunde in der
Reihenfolge NSSN beobachtet worden sind. Die aufeinanderfolgenden Zeilen
enthalten:

1. die arithmetischen Mittel U der an je 10 Kontakten vor und nach dem
Umlegen beobachteten Uhrzeiten; -

2. die beobachteten Neigungen i, bezogen auf das dem Stern im Azimut
um 90° vorangehende Achsenende;

3. die mikrometrisch gemessenen Azimutunterschiede 44 des Instrumenten-
und Objektvertikales.

Es folgen weiter die zur Reduktion erforderlichen Werte von
eb + i cosz

mite= + 1 (*S),e= — 1 (* N), b= 05050 und die scheinbaren Orter der Sterne
(ohne Beriicksichtigung der taglichen Aberration).

Tabelle 1

€ Drac N € Aqu S ¢ Aqu S 98 H Ceph N
U . . . . .|19b09m32581 | 19h15m(028910| 19h21m185594 | 19h42m(2%66
i e b — 0718 + 0730 + 0733 + 0742
A A T — 4,13 — 4,13 — 4,13 — 4,16
eb+1icosz . — 05061 + 05067 + 05068 — 05026
eOB BT S P10{016 0,847 0,835 0,848
gsinizen B paioil 0402 0,532 0,550 0,530
®. « . . . .| 19n48m26585 | 18h56m515917| 19002m375100( 21h06m52533
Prgrinn 1t 5% A9BSR 5707 3p 159007 44 51| 16018/27749: |1112007/05,01

Die Ableitung der auf den Instrumentenvertikal reduzierten Durchgangs-
zeiten ist in der Tabelle 2 dargestellt. Die Kenntnis eines Naherungswertes der
Uhrkorrektion verschaffen wir uns auf folgendem Weg. Sieht man die Uhr-
zeiten U als Ndherungswerte der Zeiten des Durchganges durch den Instrumenten-
vertikal an, so kann die Uhrkorrektion mit Hilfe der Reduktionsformeln der
Déllenmethode ermittelt werden; sie lauten, wenn sich der Index 1 auf den
Nordstern, der Index 2 auf den Siidstern bezieht:

tg p, cotg py sin (t; — 25)
1 — tg p, cotg Py cos (¢ — 1)

tgx =

sin m = cotg @ tg p, sin #,

u= (= Up) + (¥ — m).
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Wir beniitzen die Sterne e Drac und & Aqu zu dieser Rechnung und erhalten:

U, — a, = 23h21m05%96 . D = 43°5,0

U,— o= 018 10,99 IeiPieiiad .+ . 9,55829

L— tg= 2302 55,0 GOLE Das.. '+ 1% 09142770
eotg'd & . . . 0,02908

Unter Verwendung von Subtraktionslogarithmen ergibt sich die folgende
Berechnung

SII (g o) e i isbie ot ot siscnabon i 9,39 183
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tg p, cotg p, cos (¢; — tz) “be wor V807238
1g (a ) 1g(®) = B o A Vel 00200060
A ¢ ithbagse T 098482
1g (a-b) = 1g(b) + A v imuer sndr e 9595720
tg P, cotg p, sin (zt1 — tz) ¢l 3tk % i8,37.782.
L . L e . . 11|
SID s e S s il et ey B 842046
cotg D tg pz S purek varieoow ok deisie b it (560138
BHEOE o o oo L T ST 900 184,
¥ = — 06m02512, ¥ —m = + 18m06855,
m = — 24 08,66, o, — Uy= — 18 11,0,
n= — 4,5.

Das gendherte Azimut des Instrumentenvertikals betrigt
891473 respektive 188°14;3.

Damit erhdlt man fiir die Koordinaten u und » der Achsenenden die folgenden
Werte:

Achsenende im Azimut © »
98014/ 6h24m(Q8s 8492372
188 14 18 24 08 95 36,8

Oeiin ; i :
In der Tabelle 2 ist die von m” = 2 sin? = / sin 1” abhingige Korrektion nach

den Angaben STAMATINS angesetzt worden, da in der Publikation die Werte von
# =} (U" — U’) nicht angegeben werden. Der Koeffizient von (eb + i cos 2) ist
mit C bezeichnet; es ist

C = cosec p cosec » cosec (u — 7).
In der letzten Zeile der Tabelle 2 sind die mit den Werten
Uy = — 43500
berechneten Stundenwinkel #,; der Sterne angegeben.
In der Tabelle 3 ist ausfiihrlich die Berechnung der Azimutwerte a; dar-

gestellt, die der Ausgleichung zugrunde gelegt werden; sie sind loganthmlsch
siebenstellig unter Verwendung von Subtraktionslogarithmen nach der Formel

tg p; cosec D sin ty;
1 — tgp; cotg D cos ty,

tga; = —
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berechnet worden; zur Kontrolle sind sie auch in sechsstelliger Rechnung mit
Hilfe des folgenden Systemes ermittelt worden:

tg ¥; = costy; tg P,

tg a; = sin W, cosec (¥; — D) tg 7,;.
Der genaue Wert von @ ist @ — 4390570711,

Tabelle 2

& Drac € Aqu { Aqu 98 H Ceph
Ff=U+uy—oa . . .|—0b38m5835] + 0h18m0635 | + 0h18m3750 | — 1h24m5432
Pt P G 19 03 06 6 06 02 6 05 31 19 49 02
cosec (u— %) [sinv sinp — 307 + 1,04 + 1,04 — 5,38

”

cotg (u—7) = - - + 0502 + 03001 + 05001 4 0510
(eb+icosz)-C. . . + 0,19 + 0,070 + 0,071 + 0,14
Iy s T T Rvimap AR + 0,21 10,071 + 0,072 4- 0,24
Uginpis dai v in o ioiia 19hQ9m33502 19515’“02?981 19h21m185666| 19242m02590
QM s 4s g 19 48 31,35(18 56 56,417|19 02 41,600 21 06 56,83
toi .|1-0 38 58,33|+0 18 06,56 |+0 18 37,07 [—1 24 53,93

Die Korrektion, die an den Werten a; wegen der téglichen Aberration anzu-
bringen ist, betrigt (vergleiche Seite 130):
* Nord — 07322 sin @ cos ay = + 07218,

* Siid — 0 322sin @cosag = — 0,218.
Als Niherungswert a, des unbekannten Azimutes a des Instrumentenverti-
kales-ist eingefihrt ' _ go respektive 188°1416700.
Tabelle 3
& Drac € Aqu  Aqu 98 H Ceph
TEP e 9,5582928 0,5722972 0,6105259 9,3318545
sinfg; . . .« . .| 9,2284768,| 8,8972678 8,9092688 9,5587405,
tg p; cosec{D . vivr OF 9,7288329 0,7378373 0,776 0660 9,497 3946
tg p;cotg® v o 9,5873702 0,6013746 0,6396033 9,3609319
A P AT 6904 9,998 6428 9,998 5654 9,9694941
tgp, cotgPcosty; . .| 9,581 0606 0,6000174 0,6381687 9,3304260
lg(a) —1g®) . . . .| 0,4189393 | 0,6000174 | 0,6381687 | 0,6695740
(4) resp. (C) . . . .| 0,2083929 0,1256217 0,1135402 0,104 5808
1g(a-b) . . . .1 9,7916071 0,4743957, | 0,5246285, | 9,8954192
tg p, cosec @ sin t,,, .| 8,9523097,| 9,6351051 9,6853348 9,0561351,
tga;= . . . . . 9,1607026 9,1607094 9,1607063 9,1607159
Bpe=iiid U0 Nl & 188914716754 | 8°14’17700 8014716779 (18801417744
S e L + 0754 + 1700 + 0779 + 1744
sinz; = . . A 100,402 0,532 0,550 0,530
(j maly iz = o + 0,217 + 0,532 + 0,434 + 0,763
— 07322 sin® cos a;= + 0,218 — 0,218 — 0,218 + 0,218
B 0L L e +-:0,435 + 0,314 + 0,216 + 0,981
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Die Fehlergleichungen, die der Ausgleichung zugrunde zu legen sind, kénnen
entweder in der Form
xsinz; Fycosz;=1I;sinz; 4+ A;
mit
du = y cosec @ sec a,
da = x + du cos @

oder in der Form (vergleiche Beziehung (67), Seite 132):
da sin z; — du sin p; cos ¢; = I;sin z; + A;

angesetzt werden. Wir wihlen die zweite Form, trotzdem sie wegen der Be-
rechnung des Koeffizienten sin p cos ¢ eine Mehrarbeit erfordert, weil die dieser
Form zugehérigen Normalgleichungen in einfacher Weise erlauben, den Einflu
des Uhrfehlers, der aus den Aufnahmen der Zeitzeichen abgeleitet worden ist, zu
beriicksichtigen.

Die Koeffizienten sin p, cos g; berechnen wir mit Hilfe der Beziehung

sin p; cos ¢; = cos D sin z; + sin D cos z; Cos a;,

worin fiir ¢; der in der Richtung des Sternes liegende Wert des Instrumenten-
azimutes einzufithren ist. Die Fehlergleichungen lauten dann, wenn' die Ge-
wichte von /; proportional sin? z; angenommen werden:

0,402 da + 0,326 du = + 07435 + A,
0,532 da — 0,961 du = + 0,314 + 1,,
0,550 da — 0,967 du = + 0,216 + A,
0,530 da + 0,186 du = + 0,981 + A,.

Die Normalgleichungen in der reduzierten Form sind:

1,028 da — 0,813 du = + 07981,
1,358 du = + 0,589,
[A1] = + 0,1041;

sie fithren zu den folgenden Werten der unbekannten Verbesserungen und ihrer
mittleren Fehler:

du = + 07434 + 07195,

da = + 1,297 + 0,274.

Schreibt man die reduzierten Normalgleichungen in der Form:

da + oy du = y,, Gew. [aa],
du = y,, Gew. [bb;],

so sind y, und y, fingierte, voneinander unabhingige Beobachtungswerte, welche
den urspriinglichen BeobachtungsgroBen 7; in bezug auf die Unbekannten da
und du vollstindig dquivalent sind, wenn ihnen die Gewichte
[aa] = 1,028
und
[bb,] = 1,358
beigelegt werden.
Liegt nun fiir du ein zweiter, auf anderem Weg gewonnener Wert vor:

du = x;,

so kann y, mit dem Wert du = y, nach MaBgabe der Gewichte zu einem Mittel
vereinigt werden. Ist mj; der mittlere Fehler von y; und m der mittlere Fehler
des Gewichtes 1 in der Ausgleichung, so wird das Gewicht g’ von y; gleich

g = mimiz.
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Der definitive Wert von du wird also gleich

_ Dl + ' 25
i ST b

und das Quadrat des mittleren Fehlers m, von du wird gleich

m2
byl + ¢ °

Infolge der Anderung des Wertes von du dndert sich auch der Wert von da;
es wird

mg =

4 , Bhlya+ & 22
BT T g

und der mittlere Fehler m, von da wird gegeben durch den Ausdruck:
1 o o )
g § 0 ymedeid ot . R Ry
ot ( ] * Wb+ &

Der Publikation STAMATINS entnehmen wir nun den aus den Zeitsignal-
aufnahmen abgeleiteten Wert des Uhrfehlers fiir die mittlere Epoche %, = 19)37:

u = — 43488 = — 45500 + 05012,
Es ist somit zu setzen
%5 = + 05012 = 07180.

Uber den mittleren Fehler dieses Wertes von y; werden keine Angaben ge-
macht. Wir nehmen willkiirlich das Gewicht von y; gleich groB8 an wie das Gewicht
von x,, setzen also

1
du = 5 (07434 + 07180) = 07307.
Es wird dann mit a; = — 0,790:
da = 07954 + 0,790 - 07307 = 1720.

Das reziproke Gewicht dieses Wertes wird gleich 1,20; somit ist

0,1041 i
my= £ |/ 7—5 1,20 = + 0725.

Das SchluBresultat lautet also:
a = 188°14’16700 + 1720 = 188°14’17720 4+ 0725,
A=a+ AA = 188 14 17,20 — 4,14 = 188 14 13,05 4 0,25
4+ 0,25 4+ 0,01.




