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Zusammenfassung

Erstellung eines Wasserschlossmodells mit Freispiegelstromung

Das Ziel dieser Arbeit bestand in der Entwicklung eines Verfahrens zur Berechnung von
Freispiegelstromungen. Das erarbeitete Charakteristiken-Verfahren wurde im Programm
MATLAB programmiert und mit Hilfe analytischer Testfélle {iberpriift. Anschlieend wur-
de das Charakteristiken-Verfahren in das bereits am Institut fiir Hydraulische Stromungs-
maschinen vorhandene Wasserschlossmodell im Programm FLOWMASTER implementiert.

Abstract

Development of a water chamber model that is able to calculate the
free surface flow (Saint-Venant-Equations)

The aim of this thesis was to work out an algoithmus which can be used to calculate
the free surface flow. The developed method of characteristics was programmed using the
software MATLAB and comparing the results with analytical test cases. Afterwards the
method of caracteristics was implemented in the water chamber model used at the Intitute
of Hydraulic Fluid Machinery.

Philipp G. Kandutsch IT11






Inhaltsverzeichnis

0 Nomenklatur Al
1 Einleitung 1
1.1 Wasserkraftanlage . . . . . . . . ... . oo 1
1.2 Freispiegelleitung . . . . . . . . . .. 3
1.3 Wasserschloss . . . . . . . . . . 4
1.4 Aufbau der Arbeit . . . .. .. 7

2 Grundgleichungen 9
2.1 Kontinuumsmechanik . . . . . ... ... 9
2.1.1 Kontinuitdtsgleichung . . . . . . . .. ..o 10

2.1.2 Impulsgleichung . . . . . . . . ... .. ... . 11

2.2 Rohrstromung . . . . . . ..o 15
2.2.1 Modellbildung . . . . . . . . . .. 15

2.2.2  Kontinuitdtsgleichung . . . . . . . .. .. o000 15

2.2.3 Impulsgleichung . . . . . . ... ... 15

2.3 Freispiegelstromung . . . . . . .. ..o 16
2.3.1 Modellbildung . . . . . . .. ..o 16

2.3.2  Kontinuitdtsgleichung . . . . . .. .. ..o 16

2.3.3 Impulsgleichung . . . . . .. . ... ... 16

2.4 Modellierung des Reibungsterms . . . . . . . . .. .. .. ... 17
24.1 Darcy-Weilbach . . . . . .. ..o 17

24.2 Chézy . . . . 19

24.3 Strickler . . . ... 19

244 Manning . . . ..o 19

2.4.5 Umrechnung der Reibungsansétze . . . . . . . . .. ... ... ... 19

3 Berechnungsverfahren 21
3.1 Charakteristiken-Verfahren . . . . . . . .. .. ... L. 22
3.1.1 Herleitung der charakteristischen Gleichungen . . . . . .. .. ... 22

3.1.2  Allgemeines zu den charakteristischen Gleichungen . . . . .. . .. 23

3.1.3 Charakteristische Gleichungen der Rohrstromung . . . . . . . . .. 23

3.1.4 Charakteristische Gleichungen der Freispiegelstromung . . . . . . . 24

3.1.5  Linearisierung der Charakteristiken . . . . . . . . ... .. .. ... 25

3.1.6 Interpolation . . . . . . ... ... ... 28

3.1.7 Integration der Freispiegelstromung . . . . . . . .. ... ... ... 29

3.2 Charakteristiken-Verfahren Kontinuitatskorrektur . . . . . . . . . .. . .. 32
3.2.1 Volumen im Rechengebiet . . . . . . . .. .. ... .. ... ... 32

3.2.2  Volumen iiber die Réander . . . . . .. .. ... ... ... ... .. 32

3.2.3 Ansatz . . ... 33

Philipp G. Kandutsch [ITIIT



2%

' Inhaltsverzeichnis
3.2.4 Gewichtungskonstante . . . . . .. ... ... ... ... ..., 33

3.2.5  Skalierungskonstante . . . . . . .. .. ... L. 34

3.3 Finite-Differenzen-Verfahren . . . . . . . . . ... ..o 35
3.3.1 Verfahren . . . . . . . .. ..o 35

3.3.2 Dissipationsterm . . . . . . ..o 37

4 Berechnungssoftware 39
4.1 MATLAB . . . . 39
4.2 Flowmaster . . . . . . .. . 39
5 Berechnungsergebnisse 41
5.1 Vergleich der Berechnungsverfahren . . . . . .. . ... ... ... . ... .. 42
5.2 Vergleich der Charakteristiken-Verfahren . . . . . . . .. ... .. .. ... 49
5.3 Anwendung der Kontinuitatskorrektur . . . . . . .. . ... ... ... 60
5.4 Anwendung der Wasserschlossmodelle . . . . . . .. .. ... .. ... ... 71
6 Zusammenfassung & Ausblick 79
A Mathematik |
A.1 Differentialoperatoren . . . . . . . . . ... I
A2 Taylor-Reihe . . . . . . . . . . I
A3 Integralsiitze . . . . . . . .. IT
A4 Diskretisierung . . . . . ... 11
A.4.1 Zeit-Diskretisierung . . . . . . . . ... 11

A.4.2 Ort-Diskretisierung . . . . . .. .. ..o \Y

A5 Interpolation 1.0Ordnung . . . . . . . . .. ... VII

B Grundgleichungen IX
B.1 Rohrstromung . . . . . . . .. o X
B.1.1 Konservative Formulierung . . . . . . . . . ... ... ... . .... X

B.1.2 Nichtkonservative Formulierung . . . . . . . .. ... ... ..... X

B.1.3 Charakteristische Formulierung . . . . . . ... .. ... ... ... XI

B.2 Freispiegelstromung . . . . . . ..o XIV
B.2.1 Konservative Formulierung . . . . . . . ... ... o000 XIV

B.2.2 Nichtkonservative Formulierung . . . . . . . .. ... ... ... .. X1V

B.2.3 Charakteristische Formulierung . . . . . . .. ... ... ... ... XV

C Testfalle XIX
C.l Testfall T. . . . 0 . oo XX
C.2 Testfall IT . . . . . . o oo XXI
C.3 Testfall TIT . . . . . . . . . oo XXIIT
Cd Testfall IV . . . . . . o o XXVI
Abbildungsverzeichnis XXXVII
Tabellenverzeichnis XLI
Literaturverzeichnis XL

Philipp G. Kandutsch



0 Nomenklatur

Formelzeichen und Definitionen

Lateinisches Alphabet

Symbol Dimension Bedeutung
A Ansatzfunktionsmatrix
D/ Matrixkomponente
D/ Matrixkomponente
A [m?] Fliche
A [m?] Korrigierte Fliche
a [m/ s Ausbreitungsgeschwindigkeit
B; Vektorkomponente
B; Vektorkomponente
b [m] Breite
C Koeffizientenmatrix
C [m] Kurve

tC Positive Charakteristik

C Negative Charakteristik
C [m/s] Geschwindigkeitsvektor
& [m/s] Geschwindigkeitsvektorkomponente
c [m/s] Geschwindigkeit
D Dissipationsvektor
d [m] Durchmesser
dy, [m] Hydraulischer Durchmesser d;, = 4r, = %
E Einheitsmatrix
e Einheitsvektor
€; Einheitsvektorkomponente
F Vektor der Fliisse
f [N/kg| Massenspezifischer Kraftvektor
fi [N/kg] Massenspezifische Kraftvektorkomponente
f [N/kg] Massenspezifische Kraft
g [m/s?] Erdbeschleunigung ¢ ~ 9,81 m/s?
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Symbol Dimension Bedeutung
h [m] Wasserspiegelhche
h [m] Druckhéhe  h = 2
Ry [m] Verlusthohe
I Integrationsvektor
i Diskreter Integrationsvektor
1 Zeilenindex
i 1] Diskrete Ortskoordinate (z; = o + (i — 1) Az)
J Jakobi-Matrix
J Spaltenindex
K Eigenvektormatrix
K Konstante
K 1] Skalierungskonstante
K, Ortliche Gewichtungskonstante
K, Zeitliche Gewichtungskonstante
K¢ (mz /s Chézy-Konstante
,Kp Dissipationskonstante 2.0Ordnung
Kb Dissipationskonstante 4.Ordnung
Ky [m3 /s] Manning-Konstante
Kg [s/m3] Strickler-Konstante
k [m)] Rauigkeit
l [m] Lénge
n 1] Normalvektor
n; 1] Normalvektorkomponente
n 1] Diskrete Zeitkoordinate (" =t + (n — 1) At)
ng 1] Anzahl der t-Knoten
Ny 1] Anzahl der z-Knoten
N 1] Anzahl der Spalten
n, 1] Anzahl der Zeilen
@) [m?] Oberflidche
P [N/m?] Druck
Q [m?3/s] Volumenstrom / Durchfluss
Q (m?/s] Korrigierter Volumenstrom / Durchfluss
r [m)] Radius
Th [m)] Hydraulischer Radius rj, = % = Uih
S Quellen- & Senkenvektor
S Diskreter Quellen- & Senkenvektor
S Allgemeiner Skalar
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0 Nomenklatur %
Symbol Dimension Bedeutung
s [m] Natiirliche Koordinate
T Allgemeiner Tensor
T Allgemeine Tensorkomponente
t [s] Zeit
U Zustandsvektor
ﬂ Diskreter Zustandsvektor
U [m)] Umfang
Up [m] Hydraulischer (benetzter) Umfang
\% Allgemeiner Vektor
Vi Allgemeine Vektorkomponente
%4 [m?] Volumen
W Riemann-Invarianten-Vektor
W; Riemann-Invarianten-Vektorkomponente
T,Y, 2 [m, m, m] Kartesische Koordinaten
z [m] Hohenlage
Griechisches Alphabet
Symbol Dimension Bedeutung
a [rad| Winkel
a, B,y 1] Verfahrenskonstanten
0 Variation
dij 1] Kronecker-Tensor (Tensor 2.Stufe)
Eijk 1] Epsilon-Tensor (Tensor 3.Stufe)
,E Disssipationsparameter 2.0rdnung
4+ Disssipationsparameter 4.0Ordnung
A Eigenwertmatrix
A Eigenwertvektor
A Diskreter Eigenwertvektor
A Eigenwert
Ar 1] Reibungsbeiwert
v 1] Dissipationsgewichtungsparameter
p [kg/m3] Dichte
T [N/m?] Schubspannungstensor
Tij [N/m?] Schubspannung
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Symbol Dimension Bedeutung
2 Verlaufsfunktionsmatrix
g Diskrete Verlaufsfunktionsmatrix

Hebrdisches Alphabet

Symbol Dimension Bedeutung
N Koeffizient
N Koeffizientenvektor
Symbole
Symbol Dimension Bedeutung
L; Vektorkomponente
0 Tensorkomponente
O Wert an der Stelle (z;,t")
on Wert an der Stelle (z,t")
g Wert an der Stelle (z_, ")
O Wert zu positiver Charakteristik
o Wert zu negativer Charakteristik
[} Vektor
Q Diskreter Vektor
Operatoren
Symbol Dimension Bedeutung
dl] Totales Differential
o Partielles Differential
vO [1/m] Nabla-Operator
A [1/m?] Laplace-Operator
A(O7) Vorwértsdifferenz-Operator
V() Riickwértsdifferenz-Operator
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Kennzahlen
cd
Reynolds-Zahl Re = — (0.1)
v
Froude-Zahl 5 G (0.2)
Ca gh '
o A At
Courant-Friedrichs-Levy-Zahl CFL = A (0.3)
T
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1 Einleitung

Zur Berechnung von stationdren und instationédren Stromungen in einer Wasserkraftanlage
werden eindimensionale Simulationen angewendet, da diese im Vergleich zu dreidimensio-
nalen Simulationen eine signifikant geringere Berechnungszeit aufweisen.

Diese Simulationen dienen zur Ermittlung der Betriebsparameter der Wasserkraftanlage
und ermoglichen so eine gezielte Untersuchung des stationédren und des instationdren Ver-
haltens. Dadurch konnen die zuldssigen Lastfélle definiert und somit die Betriebssicherheit
der Wasserkraftanlage gewéhrleistet werden.

Am Institut fiir Hydraulische Stromungsmaschinen der TU Graz wird zur Durchfithrung
solcher eindimensionaler Simulationen das kommerzielle Programmpaket FLOWMASTER
mit zusétzlichen selbst programmierten Berechnungsmodulen verwendet. Diese Berech-
nungsmodule umfassen hydraulische Maschinen und hydraulische Anlagenkomponenten.

Das Ziel der Arbeit bestand darin, ein numerisches Verfahren zu erarbeiten, mit dem
eine stationédre und instationére Freispiegelstromung berechnet werden kann. Anschliefend
sollte unter Anwendung des numerischen Verfahrens im Programm FLOWMASTER das
institutseigene Berechnungsmodul ,,Wasserschloss® erweitert werden.

1.1 Wasserkraftanlage

Eine Wasserkraftanlage dient zur Umwandlung der potentiellen und kinetischen Energie
des Wassers in elektrische Energie. In Tabelle 1.1 ist eine systematische Klassifizierung
der Wasserkraftanlagen abgedruckt. Die Abbildungen 1.1 & 1.2 zeigen die zugehérigen
schematischen Darstellungen.

’ \ Niederdruckanlage \ Mitteldruckanlage \ Hochdruckanlage ‘

Fallhohe < 1bm 15m <+ 50m > 50m
Typ und Laufkraftwerk Speicherkraftwerk Speicherkraftwerk
Stauhaltung Wehre Talsperre Talsperre
Bauelemente Fluss / Kanal Speicher Speicher
Einlauf Einlauf Einlauf
- Druckstollen Druckstollen
- - Wasserschloss
- Druckrohrleitung Druckrohrleitung
Maschinenhaus Maschinenhaus Maschinenhaus
Auslauf Auslauf Auslauf
Maschinen Francis / Kaplan Francis / Kaplan Pelton / Francis

Tabelle 1.1: Klassifizierung der Wasserkraftanlagen nach [GHM14]

Philipp G. Kandutsch
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1 Einleitung

Unterwasserspiegel

Abbildung 1.1: Schema eines Laufkraftwerks (Quelle: Verbund)

Speicher Wasserschloss

Schieberkammer

Abbildung 1.2: Schema eines Speicherkraftwerks (Quelle: Verbund)

Philipp G. Kandutsch
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1.2 Freispiegelleitung

Bei Wasserkraftanlagen, vor allem bei Niederdruckanlagen, wird der Triebwasserweg als
Freispiegelleitung ausgefiihrt. Es handelt sich dabei um offene Kanéle oder teilweise ge-
fillte Rohre bzw. Stollen (siehe Abbildung1.3).

Abbildung 1.3: Freispiegelleitungsquerschnitte nach [GHM14]

In Folge von Regelvorgéingen an der Maschine oder der Stauanlage treten instationére
Freispiegelstromungen auf, die auch als Schwall- bzw. Sunkwellen bezeichnet werden (siehe

Abbildung 1.4).

Abbildung 1.4: Definition von Schwall und Sunk nach [GHMI14] a.) Offnungsschwall
b.) Absperrsunk c.) Offnungssunk d.) Absperrschwall

Philipp G. Kandutsch 3
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1.3 Wasserschloss

In Wasserkraftanlagen treten in Folge von Regelvorgéngen an der Maschine Druckénde-
rungen mit unterschiedlicher Wellenlénge auf.

Kurzwellige Druckéinderungen mit einer Frequenz im Bereich von Sekunden/Minuten
werden auch als Druckstofle bezeichnet und haben ihre Ursache in der Kompressibilitét
des Fluids und der Verformungsfihigkeit der Rohrwandung bzw. des Gesteins. [GHM14]

Langwellige Druckinderungen mit einer Frequenz im Bereich von Minuten/Stunden
werden auch als Massenschwingungen bezeichnet und haben ihre Ursache in der Massen-
triagheit des Fluids. [GHM14]

Speicher Max.
~ b _____L
= Wasserschloss
Min.
Verschlusskammer
P ——
Einlauf Druckstollen

Druckrohrleitung
Max.
Unterwasser
Massenschwingung | Druckstof3 Min.

<
<

Abbildung 1.5: Wasserkraftanlage nach [GHM14]

Das Wasserschloss hat die Aufgabe, die Druckschwankungen im System zu begrenzen. Wie
in Abbildung 1.5 ersichtlich, bewegen sich die kurzwelligen Druckénderungen zwischen Ma-
schine und Wasserschloss, da sie am Wasserschloss vollsténdig oder teilweise reflektiert
werden und so durch Druckiiberlagerungen gedampft werden. Die langwelligen Druckén-
derungen bewegen sich zwischen Speicher und Wasserschloss und werden direkt durch das
Wasserschloss gedampft. Die Aufgaben des Wasserschlosses konnen nach [GHM14] wie
folgt zusammengefasst werden:

e Hydraulische Trennung von Druckstollen und Druckrohrleitung

Ausgleich der Wasservolumina

Déampfung des Druckstofles

Dampfung der Massenschwingungen

Verbesserung der Regelung

Diese Aufgaben fithren zu verschiedenen Wasserschlossbauarten, deren Unterscheidungs-
merkmale hauptséichlich in der hydraulischen Wirkungsweise liegen.

4 Philipp G. Kandutsch
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Wasserschlossbauarten

Die folgende Beschreibung der einzelnen Wasserschlossbauarten ist in verkiirzter Form
dem Standardwerk WASSERKRAFTANLAGEN [GHM14] entnommen.

Schachtwasserschloss

Das Schachtwasserschloss (siche Abbildung1.6 a-d) weist einen grofien Anschlussquer-
schnitt und somit auch eine grole Wasseroberfldche auf, wodurch eine totale Reflexion
des DruckstoBes erfolgt. Mit einem Uberlauf kann die Dampfung der Massenschwingung
vergroflert werden, wobei das iiberstromende Wasser einen Verlust darstellt.

Kammerwasserschloss

Das Kammerwasserschloss (siehe Abbildung 1.6 e-k) besitzt einen Steigschacht, an dem
mindestens eine Kammer angeschlossen ist. Meistens wird das Kammerwasserschloss mit
zwei iibereinander angeordneten Kammern gebaut und so ausgefiihrt, dass der Ruhewas-
serspiegel (Betriebsstillstand) zwischen den Kammern liegt. Der vergleichsweise schmale
Steigschacht ermoglicht eine schnelle Beschleunigung der Wasserséaule. Die Kammern ver-
langsamen die Wasserspiegelbewegung, wihrend sie befiillt oder entleert werden.

@ o Opgp © @ ©
-

v z aa R e N

5 E

@

K
®
K

1K

Abbildung 1.6: Wasserschlossbauarten nach [GHM14]

Philipp G. Kandutsch 5



2%

n 1 Einleitung

Gedrosseltes Wasserschloss

Das gedrosselte Wasserschloss (siehe Abbildung 1.6 1-n) ist ein Schacht- oder Kammer-
wasserschloss, das zur Erh6hung der Dampfung und somit zur Verbesserung der Regelsta-
bilitat bei der Wasserschlossanbindung an den Druckstollen eine Drossel besitzt. Der Dros-
selquerschnitt muss um mindestens 50% kleiner ausgefiihrt werden, als der Querschnitt
des Druckstollens, um eine Drosselwirkung zu erreichen. Wenn der Drosselquerschnitt zu
klein dimensioniert wird, tritt nur eine Teilreflexion des Druckstofles auf, was eine hchere
Belastung des Druckstollens nach sich zieht.

Differentialwasserschloss

Das Differentialwasserschloss (sieche Abbildung 1.6 0-s) besteht aus einem ungedrosselten
Steigschacht mit kleinem Querschnitt und einem gedrosselten Hauptschacht mit groflem
Querschnitt, die iiber einen Uberlauf miteinander verbunden sind. Meistens besitzt das
Differentialwasserschloss zusétzlich zwei iibereinander angeordnete Kammern, die durch
die Schéchte miteinander verbunden werden. Durch diese Anordnung wird eine erhohte
Drosselwirkung erreicht und der Druckstof trotzdem total reflektiert.

6 Philipp G. Kandutsch



2%

1 Einleitung »ny

1.4 Aufbau der Arbeit

Am Beginn der Arbeit (Kapitel 2) werden die dreidimensionalen Grundgleichungen der
Kontinuumsmechanik auf die eindimensionalen Grundgleichungen der Kontinuumsmecha-
nik reduziert. Davon ausgehend kénnen durch Anwendung der in der Literatur angegebe-
nen Modellannahmen die Grundgleichungen der Rohrstrémung und der Freispiegelstro-
mung abgeleitet werden.

Auf Grund dieser Vorgehensweise kann gezeigt werden, dass die Grundgleichungen der
Rohrstromung und der Freispiegelstromung eine dhnliche Form aufweisen. Deshalb liegt
es nahe, das bei der Berechnung von Rohrstromungen fast ausschlieflich verwendete
Charakteristiken-Verfahren auch auf die Freispiegelstromung anzuwenden. Da die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit bei der Freispiegelstromung im Gegensatz zur Rohrstrémung nicht
konstant ist, sondern eine Funktion der Wasserspiegelhohe, muss das Charakteristiken-
Verfahren entsprechend erweitert werden. Des Weiteren muss der numerisch schwer zu
behandelnde Fall der Befiillung eines leeren Berechnungsgebiets untersucht und auf Sta-
bilitat iiberpriift werden.

In Kapitel 3 wird das erarbeitete Charakteristiken-Verfahren ausfiihrlich erldutert. Des
Weiteren werden mehrere Finite-Differenzen-Verfahren vorgestellt, die zum Vergleich her-
angezogen werden, die die Genauigkeit des Charakteristiken-Verfahrens jedoch nicht er-
reichen.

Anschlieend werden die zur Bearbeitung notwendigen Programme kurz vorgestellt und
ihre Funktionsweise erldutert (Kapitel 4). Am Ende der Arbeit (Kapitel 5 & 6) werden
die erzielten Berechnungsergebnisse vorgestellt und die gewonnenen Erkenntnisse zusam-
mengefasst.

Philipp G. Kandutsch 7






2 Grundgleichungen

In diesem Kapitel erfolgt eine systematische Herleitung der Grundgleichungen fiir die
Rohrstromung und Freispiegelstromung ausgehend von den dreidimensionalen Grundglei-
chungen der Kontinuumsmechanik.

Zuerst werden die eindimensionalen Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik hergelei-
tet, ohne eine Einschrinkungen beziiglich des Kontrollvolumens vorzunehmen. Anschlie-
Bend erhélt man durch Anwendung der in der Literatur angegebenen Modellannahmen
die Grundgleichungen der Rohrstromung und der Freispiegelstromung.

Auf Grund dieser Vorgehensweise kann gezeigt werden, dass die Grundgleichungen der
Rohrstromung und der Freispiegelstromung eine dhnliche Form aufweisen und auf alle
Fluide angewendet werden kénnen, die die Kontinuumshypothese erfiillen.

Die Modellierung des Reibungsterms wird mittels mehrerer empirischer Ansétze durchge-
fithrt. Alle Ansétze weisen eine Abhéangigkeit vom Quadrat der Fluidgeschwindigkeit auf.
Die empirischen Ansétze sind notwendig, da fiir die Spannung in einer eindimensionalen
Stromung kein analytischer Zusammenhang angegeben werden kann.

Die ausfiihrlichen mathematischen Definitionen der bei der Herleitung angewendeten Vektor-
und Tensoranalysis werden hier nicht angefiihrt. In diesem Punkt sei auf die im Litera-
turverzeichnis angegeben Quellen [Alt12] und [Ari89] verwiesen.

2.1 Kontinuumsmechanik

Die Kontinuumsmechanik ist nach [Alt12] eine phénomenologische Feldtheorie, die ba-
sierend auf beobachteten Phinomenen und experimentellen Erfahrungen mathematische
Modelle fiir das mechanische Verhalten der Materie formuliert.

Ausgehend von der Definition von Raum, Zeit und Masse, wie in [Alt12] ausfiihrlich
beschrieben, kann die Definition des Kontinuums vorgenommen werden.

Definition - Kontinuum: Ein Kontinuum ist eine Punktmenge, die den Raum oder
Teile des Raumes zu jedem Zeitpunkt stetig ausfiillt. Den Punkten werden bestimmte
Materieeigenschaften zugeordnet. [Alt12]

Auf dieser Definition aufbauend kénnen nun allgemeine Bilanzgleichungen fiir Masse und
Impuls aufgestellt werden. Diese dreidimensionalen Grundgleichungen der Kontinuums-
mechanik sind das Fundament der Herleitungen in dieser Arbeit.

Philipp G. Kandutsch 9
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2.1.1 Kontinuitatsgleichung

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der eindimensionalen Kontinuitéitsgleichung fiir eine
Stromrohre ist die dreidimensionale Kontinuitétsgleichung der Kontinuumsmechanik fiir
ein ortlich und zeitlich variables Kontrollvolumen V' (s, t) mit der Oberfliche O(s, t).

0 N
a/panL/pc-ndO—O

V(s,t) O(s,t)
(2.1)
0
5% pdV + pcin; dO =0
V(s,t) O(s,t)
Durch Anwendung des Gauf’schen Integralsatzes folgt:
0 = N
e pdV +V - pcdV =0
V(s,t) V(s,t)
(2.2)
0 0
— dV + — AV =0
5 | Vg [
V(s,t) V(s,t)

Das Integral iiber das Kontrollvolumen V'(s,¢) kann nun in ein Integral iiber die Quer-
schnittsfliche A(s,t) und ein Integral entlang einer Kurve C' aufgespalten werden.

//pdAds+V //,ochds—O

C A(s)t) C A(syt)

(2.3)
//pdAds+—//pc]dAds—O
C A(s,t) C A(s,t)

Die Integration iiber die normal zur Kurve stehende Querschnittsfliche liefert die ge-
wiinschte Reduktion auf ein eindimensionales System.

0 /pAds+§/pcAds:O bzw. 8P—Ads+/apCA ds =0 (2.4)

ot ot 0s
c C c

Diese Integrale konnen zusammengefasst werden und sind fiir stetige Funktionen erfiillt,
wenn die Integranden die Gleichung erfiillen. Die differentielle Kontinuitétsgleichung kann
somit angeschrieben werden.

OpA | 9pcA

e =0 (2.5)

10 Philipp G. Kandutsch
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2.1.2 Impulsgleichung

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der eindimensionalen Impulsgleichung fiir eine Strom-
rohre ist die dreidimensionale Impulsgleichung der Kontinuumsmechanik fiir ein 6rtlich
und zeitlich variables Kontrollvolumen V (s, t) mit der Oberfliche O(s, t).

0 N I N N =
a/pch+/pcc-ndO: / —pn dO + / ‘r-ndO+/pde
v

V(s,t) O(s,t) O(s,t) O(s,t)

(2.6)
% pc; AV + / pcicin; dO = / —pn; dO + / 7,15 dO + / pfidV

V(s,t) O(s,t) O(s,t) O(s,t) V(s,t)

Durch Anwendung des Gaufi’schen Integralsatzes folgt:

%/pcd‘/—l—v / ccd v_—ﬁ/pdv+ﬁ / ?—dv+/p?dv

V(s,t) V(s,t) V(s,t) V(s,t) V(s,t)
(2.7)

0 0 0 0
& / pcldV—i—a—x] / pCideV__aJ}i /pdV—i—a—x] / Tijdv—F / prdV

V(s,t) V(s,t) V(s,t) V(s,t) V(s,t)

~
I II II1

Integration der linken Terme (LHS)

Das Integral iiber das Kontrollvolumen V' (s,¢) kann nun in ein Integral iiber die Quer-
schnittsfliche A(s,t) und ein Integral entlang einer Kurve C' aufgespalten werden.

at//pchds—l—V //p@édAdSZRHS

C A(s,t) C A(spt)
(2.8)
0 0
&/ / pcidAd8+a—xj/ / pcic; dAds = RHS
C A(s,t) C A(s,t)

Die Integration iiber die normal zur Kurve stehende Querschnittsfliche liefert die ge-
wiinschte Reduktion der linken Terme auf ein eindimensionales System.

gt/pcAds—l——/pczAdS—RHS

(2.9)

dpcA OpctA
/ T ds + / 95 ds = RHS
C C

Philipp G. Kandutsch 11
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Integration der rechten Terme (RHS)

Die Integration der rechten Terme muss fiir jeden Term separat ausgefithrt werden. Zur
Veranschaulichung wird ein eindimensionales differentielles Kontrollvolumen (sieche Abbil-
dung2.1) herangezogen, an dem die Bilanzen gebildet werden.

p_|_8pds

o) 0 OTss
p ds p+ 8—€ds Tss Tss+ =5 s

Abbildung 2.1: Kontrollvolumen mit Fliche A, Umfang U, Druck p und Spannung 7,

Term I: Druck

0 B dp 0A Opds\ 0A
~ 98 / pdV = (pA (p—l—asds) (A+ 95 ds> (p+a ) asds)

B 0A op Jp 0A 0A Op OA ds*
- (M_M_pasds_Aasd " 95051 TP Mt 50 as s )
— —
< <
0 OpA 0A
~ 7 / pdV—/(—E +p§) ds (2.10)
V(s,t) C
Term II: Spannung
0 87’83 ds oU ds
O [ rav= /(( )(m - 2))ds
V(s,t) C
/ Uds + Ud_82+ aTSSd_SQ 87558_Ud_s3
T 8T T g0 T 9s 2 9s 9s 4
“ < < <
0
— =— 2.11
P Tes AV /TSSU ds (2.11)
V(s,t) C

Damit die Impulsgleichung sowohl auf Rohrstromungen als auch auf Freispiegelstromun-
gen angewendet werden kann, wird zur Verallgemeinerung der hydraulische (benetzte)

Umfang U}, eingefiihrt.
0
% TSSdV:—/TSSUhdS (212)
V(s,t) C

12 Philipp G. Kandutsch
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Term III: Massenkraft

Ausgehend vom 3D-System miissen alle Komponenten des massenspezifischen Kraftvek-
tors f in Richtung des Vektors € projiziert werden. (siehe Abbildung2.2)

ox oy 0z
fs - f:c% + fy% + fz%

Durch die bei 1D-Strémungsberechnungen iibliche Vernachlissigung der Stromlinienkriim-
mung folgt fiir den massenspezifischen Kraftvektor:

f = fy = 0 (2.13)
fz —g
Z“

«
0s
es €1 0z
or Js
e A 9z
ox

Sy
\

€

Abbildung 2.2: Allgemeine und spezielle Betrachtung der spezifischen Massenkraft

Das Massenkraftintegral kann somit berechnet werden:

[ otav = [ pas.as

V(z,t) C
ox oy 0z
C
0z
/ pfsdV = —/pgAa— ds (2.14)
s
V(z,t) C

Zusammenfassend ergibt sich fiir die rechten Terme somit:

OpA 0A 0z
LHS = —/gds—i—/pgds—/TssUhdS—/pgA%ds (2.15)
C C C C

Philipp G. Kandutsch 13
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Vollstandige Impulsgleichung

dpcA dpc*A B OpA 0A 0z
BT ds+ Ep ds = —/ 95 ds—l—/pas ds—/TSSUhds—/pgAaS ds (2.16)
c c c c C

Q

Diese Integrale konnen zusammengefasst werden und sind folglich fiir stetige Funktionen
erfiillt, wenn die Integranden die Gleichung erfiillen. Die differentielle Impulsgleichung
kann somit angeschrieben werden.

OpcA  OpctA  OpA DA 0z

14 Philipp G. Kandutsch
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2.2 Rohrstromung

2.2.1 Modellbildung

A Totalenergiehohe

huy
e

“-\‘.‘_‘_.“““‘“‘ 2. g
‘-.-._-‘_-__.‘._‘.‘__‘ Nruckhéhe

N, 079

|<3

Lo

HV

Abbildung 2.3: Modellbildung fiir die Rohrstréomung nach [Tru80]

Modellannahmen

e Der konvektive Geschwindigkeitsterm kann gegeniiber dem konvektiven Druckterm
vernachléssigt werden, da die Variation der Geschwindigkeit im Vergleich zur Va-
riation des Drucks unerheblich ist. d¢ K dp

e Das Fluid ist nur wenig kompressibel und das das Fluid umgebende Material nur
leicht elastisch. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit kann daher als konstant angenom-
men werden. a = konstant

e Die Modellierung der Stromungsverluste erfolgt proportional zum Quadrat der Fluid-
geschwindigkeit. h, = §(c?)

Detailliertere Uberlegungen zu Modellierung und Modellannahmen finden sich in [Gui08].

2.2.2 Kontinuitatsgleichung

OpA  OpcA
—_ = 2.1
ot " ow " (2:18)
2.2.3 Impulsgleichung
dpcA  OpA DA 0z
5 +%—p%—TmUh—pgA% (2.19)
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2.3 Freispiegelstromung

2.3.1 Modellbildung

Z“

Totalenergiehohe

2.9

‘»‘““‘“ Nserspiegel

xr

Abbildung 2.4: Modellbildung fiir die Freispiegelstromung nach [Tru80]

Modellannahmen

e Die Dichte des Fluids wird als konstant angenommen. p = konstant

e Die Stromlinienkriimmung ist gering, wodurch nur die Beschleunigung in Richtung
der Laufkoordinate beriicksichtigt wird. Folglich stellt sich im Stromungsquerschnitt
ein hydrostatischer Druckverlauf ein. p = pgh

e Die Modellierung der Stromungsverluste erfolgt proportional zum Quadrat der Fluid-

geschwindigkeit. S, = F(c?)

Detailliertere Uberlegungen zu Modellierung und Modellannahmen finden sich in [Gui08].

2.3.2 Kontinuitatsgleichung

%_’;1 T+ g_cj =0 (2.20)

2.3.3 Impulsgleichung
aa—cf + a% (72 + ghA) = ghg—i — gAT;ZZh — QA% (2.21)
0.2 (%2 i ghA> — GA(S. — 5) + 54 (2.22)

16
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2.4 Modellierung des Reibungsterms

2.4.1 Darcy-WeiBBbach

62

— 2.23 S, =\
J (2.23)

2

Q

ho = Ar (2.24)

SHE
SHN
\V)

9

Der Ansatz nach Darcy-Weiflbach hat seinen Ursprung in der Rohrstromungsberechnung
und kann auf umfangreiche Untersuchungen zuriickgreifen. Der Reibungsbeiwert A\, ist
von der Reynolds-Zahl Re, dem Rohrdurchmesser d und der Wandrauigkeit £ abhéngig.

A, = 3(Re, d, k) (2.25)

Zur Ermittlung der Funktion wurden analytische Berechnungen sowie aufwéndige Messun-
gen an Rohren durchgefiihrt. Die Ergebnisse dieser Bemiithungen kénnen der Abbildung 2.5
nach Moody fiir die technische Rauigkeit und der Abbildung 2.6 nach Nikuradse fiir die
kiinstliche Sandrauigkeit entnommen werden. Fiir die einzelnen Bereiche der Diagramme
gelten folgende Gleichungen:

1 - Laminarer Bereich

64

A= —
Re

(2.26)

2 - Turbulenter Bereich (hydraulisch glatt)

1 2,01
=-201 — 2.27
7 = 20 o () 220

3 - Turbulenter Bereich (Ubergang)

Moody-Diagramm.:

1 2,51 k
=-201 ——— +0,27 - 2.28
o™ 0810 (Re o d) ( )
Nikuradse-Diagramm:
1 2,01 k —31,13
= —2,0 logy, (’— + 0,27 = exp —’] > (2.29)
VA Re v\, d Re v\, g

4 - Turbulenter Bereich (hydraulisch rau)

1

k
= —2,0 logy, (0,27 E) (2.30)

5
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0.08 —
P 0.06
~ T 0055
7 —
0.07 = = AN 0.05
S~ 3.35
< ] T '
0.06 ~ L - 0.035
\ Nt T TT 0.03
= =
oo \ N Sl 0.025
i NN T 0.0:
0.045 \ NN \\‘t\\~~ T 0,018
X = 0016
N \\:\t\s\__ 0.014
0.04 0012
N ~— T r\
\ X T R @ 0.01
0.035 T = 0.008
\ N 0.006
A N T N
w003 = N 1 0005 s
< 002 \1' N 13 - 0.004
0.026 N A — 0.003 =
+ E —— 5]
T 0024 Y
a 3 \ \\\\\\\~ 0.002 'T;do
= 0022 = = 00015 o
= E N =
Qo002 et A e = =
2 = 0.001
\ Ll
F‘.Zb 0018 u N T oo0s A
- v O T 00006 O
= \ N y ! >
2 0016 e 00004 3
Q2 ~ — N =
= 0015 v H 0.000 3
3] \ LT =
o 00 T NG 00002 2
0013 S S
T ———L!
0012 = = M - 0.000 1
~ N,
0011 > i I
& L] T N 0.000 05
001 NN ——— 0000 03
N T ] N -
0.009 N — S 0.000 02
NSNS TN
0.008 o 0.000 01
SSmaaail N
0.007 T D 0.000 005
’ T 0.000 003
\::Q\\ 0.000 002
0.006 )
\\ 0.000 001
~
3
0.005
10° 14 2 3 456 q0° 14 2 3 456 10514 2 3 456 10814 2 3 456 1o/ 14 2 3 456 108 14 2 3 456 109 x
cd
Reynolds-Zahl Re = <~
Abbildung 2.5: Moody-Diagramm nach [McG11]
0.08 N 006
H e 0055
007 T TN ] 005
: LT 0045
— 0.04
C-r T - ———
0.06 A T 0035
\ AT T 0.03
\ AT 0.025
005 bt
- — 0.02
\ s LT — I 0018
0045 = — == 0016
> Ll T LT, .01
0.04 NN T 3.81;
} T T T @) 001
Sl — | | s &) .
N g
0.035 N B —. 0.008
\ N
| | | N 0.006
\ N — 0.005 -
,<F 0.03 4 T \ g —— 0.004 s
0.028 = & -
4 ~ —
0.026 i L /f}( 0.003 -
E — (O =
£ oo N = ¥
=0 1 NS+ 0.002 <
Qo K \ | L =0
B 0.022 — BRE — 0.0015  «—
£ 3 L LA =
& oo - ~ 11 0.001 ch
[ \ | 0.000 8
0018
o0 v NI 0.000 6 o
=] \ %—-———‘ I ey >
5 0016 N = s 00004 3
o 0o v H 00003 %
\
o 00 v 00002 Cqé
0013
0012 0.000 1
0011
0.000 05
001
0.000 03
0.009 0.000 02
0.008 0.000 01
0007 0.000 005
’ 0.000 003
0.000 002
0.006
0.000 001
0.005
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Reynolds-Zahl Re = Cu_d

Abbildung 2.6: Nikuradse-Diagramm nach [McG11]
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2.4.2 Chézy

hy = — & (2.31) S, = — — (2.32)

[ 1
he = —5 — (2.33) S, =— = (2.34)
2.4.4 Manning
c? c?
he =1 K3 — (2.35) S, =K3i — (2.36)
7,5 7"5
h h

Anmerkung:

Laut [Cha04] ist der Verlustansatz nach Darcy-Weifibach die einzig richtige Wahl zur Mo-
dellierung des Reibungsterms. Die sich immer noch in Verwendung befindlichen Ansétze
nach Chézy, Strickler und Manning sind ,,highly inaccurate and improper<.

Es sei hierbei noch angemerkt, dass der Beiwert nach Chézy seiner Definition nach keine
Konstante ist. Er wird in der Literatur jedoch héufig als konstanter Wert angegeben. Im
folgenden Unterkapitel wird ersichtlich, dass der Beiwert nach Chézy mit dem Reibungs-
beiwert A\, korreliert.

2.4.5 Umrechnung der Reibungsansatze

Im Bereich des Wasserbaus sind die Beiwerte nach Chézy, Strickler und Manning weit
verbreitet. Da oft nur diese Beiwerte angegeben sind und genauere Informationen fehlen,
werden hier die Umrechnungen der Beiwerte nach Chézy, Strickler und Manning in dem
dimensionslosen Reibungsbeiwert A, angegeben.

8¢ 8
A\ = Tz (2.37) A, = 8_91/3 (2.38) A= K3, _lg (2.39)
¢ K3, T
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3 Berechnungsverfahren

Die Berechnungsverfahren dienen dazu, die in Kapitel 2 hergeleiteten partiellen Diffe-
rentialgleichungen fiir ein gegebenes Anfangsrandwertproblem zu 16sen. In der Literatur
[BSMM12] finden sich analytische und numerische Verfahren zur Berechnung der Losung.
In Abbildung 3.1 werden die wichtigsten Verfahren iibersichtlich aufgelistet.

Partielle Differentialgleichung
|

I
Diskretisierung
I
Analytische Verfahren Numerische Verfahren
— Charakteristiken — Charakteristiken
— Produkt-/Separationsansatz — Finite-Differenzen
— Riemann’sche Methode — Finite-Volumen
— Green’sche Methode — Finite-Elemente

Abbildung 3.1: Einteilung der Berechnungsverfahren

Die analytischen Verfahren ermoglichen die Berechnung einer Losung fiir das kontinuier-
liche Berechnungsgebiet. Auf Grund der Komplexitéat der Grundgleichungen kénnen Lo-
sungen nur fiir Sonderfille errechnet werden, die fiir die Entwicklung eines numerischen
Verfahrens jedoch von hoher Bedeutung sind, da sie die Uberpriifung des numerischen
Verfahrens ermoglichen.

Die numerischen Verfahren diskretisieren das kontinuierliche Berechnungsgebiet durch ein
Gitter mit konstanter/variabler Schrittweite. Die das System beschreibenden Grundglei-
chungen werden sodann nur mehr an den Knotenpunkten ausgewertet.
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3.1 Charakteristiken-Verfahren

3.1.1 Herleitung der charakteristischen Gleichungen

Ausgangspunkt, um die fiir das Charakteristiken Verfahren benétigten Gleichungen zu
ermitteln, ist die konservative Formulierung.
ou JF

ou | OFE _ 1
o T 2 (3.1)

Unter Verwendung der Jakobi-Matrix erhélt man:

ou ou
-~ =~ !/ . 2
ot _£ ox S (3:2)

Nun werden die Eigenwerte und Eigenvektoren der Jakobi-Matrix berechnet. Die Eigen-
vektoren werden anschlieflend zur Eigenvektor-Matrix K zusammengefasst. Somit kann
die Eigenwert-Matrix berechnet werden:

A=K 'JK (3.3)

In die nicht-konservative Formulierung eingesetzt folgt:

ou 0
—+KAK'—=¢
ot TRAZ x
k0 Ak Ky
= o == 0r =
Unter Verwendung der Bedingung
oW =K 'ou (3.4)
lautet die charakteristische Formulierung:
oW oW
= A= =5" 3.5
ot 2or (3:5)

Die Eigenwert-Matrix A ist eine Diagonalmatrix, wodurch die Gleichungen entkoppelt
werden. Daher kann fiir jede Zeile einzeln geschrieben werden:

ow; ow;

o TN

s (3.6)

Nun wird die partielle Differentialgleichung entlang der Charakteristik in eine gewéhnliche
Differentialgleichung umgewandelt:

. d
awi =S (3.7) entlang d—f =\ (3.8)

dt
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3.1.2 Aligemeines zu den charakteristischen Gleichungen

Sowohl fiir die Berechnung einer Rohrstromung als auch bei der Berechnung einer Frei-
spiegelstromung ergeben sich jeweils zwei Charakteristiken mit den zugehorigen charak-
teristischen Gleichungen (siehe Anhang B). Wie in Abbildung 3.2 und Abbildung3.3 er-
sichtlich, ergeben sich fiir den Knoten (i, ) durch die Charakteristiken zwei Gebiete. Das
Abhéngigkeitsgebiet, welches Einfluss auf den Knoten hat und das Einflussgebiet, welches
vom Knoten abhéngig ist. Das auf den Charakteristiken beruhende Berechnungsverfahren
wird nur fiir ein Ortlich eindimensionales System mit zwei Charakteristiken beschrieben.
Das Berechnungsverfahren kann jedoch auch auf 6rtlich mehrdimensionale Systeme und
Gleichungen mit einer grofleren Anzahl an Charakteristiken erweitert werden.

3.1.3 Charakteristische Gleichungen der Rohrstrémung

Die charakteristischen Gleichungen der Rohrstromung werden im AnhangB hergeleitet

. . . . . . . . . 2 _ OpA
und ergeben sich mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit (Schallgeschwindigkeit) a* = 8%4
YAV

dpcA  1dpA  0A I Aaz dr

dt o dt  Por =UhTPISH a ¢
dpcA  1dpA  0A 0z dov

i o Vo U9y, a -

Es ergeben sich zwei Charakteristiken mit einer konstanten Steigung im gesamten Be-
rechnungsgebiet. Abbildung 3.2 zeigt einen allgemeinen Fall fiir die Rohrstromung bei
Uberlagerung von kontinuierlichen und diskreten Berechnungsgebiet.

\ Einflussgebiet /
n—+1— ! —

n — -
+C -C
n—1— I -
Abhéngigkeitsgebie\
1—1 ’Z 1 +1

Abbildung 3.2: Charakteristiken bei der Rohrstromung

Die Diskretisierung kann so gewéahlt werden, dass die Berechnungspunkte genau auf den
Charakteristiken zu liegen kommen. Dadurch erhilt man ein theoretisch exaktes Verfah-
ren.
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3.1.4 Charakteristische Gleichungen der Freispiegelstromung

Die charakteristischen Gleichungen der Freispiegelstromung werden im Anhang B herge-
leitet und ergeben sich mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit a® = 8;—}/3‘4 und der Fluidge-

schwindigkeit ¢ = % zu:

dQ dA dz
ar et g = 9ALS =S+ 5 @
dQ dA dz

%—(C—CL)%—QA(SZ—ST)‘FSA E—C‘i‘a

Es ergeben sich zwei Charakteristiken mit einer Steigung, die im gesamten Berechnungs-
gebiet variieren. Abbildung3.3 zeigt einen allgemeinen Fall fiir die Freispiegelstromung
bei Uberlagerung von kontinuierlichen und diskreten Berechnungsgebiet.

\ Einflussgebiet /
n+1— } —

no — -
e —C
n—1-— i —
/ Abhéngigkeitsgebiet\
1—1 L 1+ 1

Abbildung 3.3: Charakteristiken bei der Freispiegelstromung

Die Charakteristiken weisen eine gekriimmte Form auf und werden fiir die numerische
Berechnung linearisiert. Fiir die Durchfithrung der Linearisierung stehen mehrere Mog-
lichkeiten zur Auswahl, welche auf den folgenden Seiten beschrieben werden.

Die Diskretisierung kann bei der Freispiegelstromung unter der Pramisse konstanter Schritt-
weite, im Gegensatz zur Rohrstromung, nicht so gewiahlt werden, dass die Berechnungs-
punkte immer auf der Charakteristik liegen, weshalb eine Interpolation angewendet wer-
den muss.
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3.1.5 Linearisierung der Charakteristiken

Um die Integration entlang der Charakteristiken durchfithren zu koénnen, miissen die
Schnittpunkte mit dem vorherigen Zeitschritt und somit die Formen der Charakteristiken
bekannt sein. Auf Grund der nicht-linearen Grundgleichungen kann jedoch keine Aussage
iiber die Formen der Charakteristiken getroffen werden. Daher werden die allgemeinen
Charakteristiken durch lineare Charakteristiken (siche Abbildung3.4) angenéhert.

dr  x; —x_

+er. + g — . — T
C: )\_dt Y — r_=x; — TAAL (3.9)
¢, o T = 2 — “AAE (3.10)
T a T T A T =& '
n+1
n

1—1 1+ 1
Abbildung 3.4: Linearisierte Charakteristiken

Explizite Linearisierung 0.Ordnung |

A=A (3.11)
A=A (3.12)
Explizite Linearisierung 0.Ordnung II
1
A= 3 ("AZ L+ A (3.13)
- 1 —\n —\n
Explizite Linearisierung 0.Ordnung Il
1
A= 1 (FAZL +2 AP+ FA8) (3.15)
- L. n —\n —\n
A= 1( A +2 7N+ 7)) (3.16)
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Explizite Linearisierung 1.0rdnung

Bei der expliziten Linearisierung 1.0rdnung muss eine Fallunterscheidung vorgenommen
werden, welche in Tabelle 3.1 abgedruckt ist. Fiir die Unterscheidung sind die Eigenwerte
i)\? ausschlaggebend, wodurch eine Einteilung in unterkritische Stromungszusténde (Ab-
bildung 3.5), kritische und iiberkritische Stromungszustiande (Abbildung3.6) erméglicht
wird.

Zustand Stromungsrichtung tan A7
Uberkritisch == >0 >0
Kritisch — >0 =0
Unterkritisch = >0 <0
Kritisch <— =0 <0
Uberkritisch — <0 <0

Tabelle 3.1: Fallunterscheidung bei einer expliziten Linearisierung 1.0Ordnung

Die Herleitungen der fiir die explizite Linearisierung 1.Ordnung notwendigen Interpolati-
onsgleichungen sind im Anhang A abgedruckt. Es ist ersichtlich, dass die Interpolations-
gleichungen fiir die positive Charakteristik und die negative Charakteristik im jeweiligen
Bereich identisch sind. Daher konnen die Charakteristiken zusammen betrachtet werden,
was durch den Index 4= bzw. F beschrieben wird, stellen jedoch nach wie vor zwei separate
Gleichungen dar.

n+1 N¢
=
"o = | +
71— 1 7 7+ 1

Abbildung 3.5: Unterkritische Strémungszustéinde

n—+1

n—+1

n > i/
1 —1

i
!
i
i

1+ 1 1—1
Abbildung 3.6: Uberkritische (—) und kritische (— - —) Strémungszusténde
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£\n + + Li —Tx | 4yn T3 — Ti1
Al A=)\, — T )\t S 3.17
i >0 1T Ay TN T Ag (3.17)

T; — (xZ - i)\At) Lt (a:z — i)\At) — (z; — Ax)

i + 7} '(z
= A Az ¢ Az
=1 Ax ! Az
At At
+y + + +y +
= AT\, — AP — FEATEN —
1—1 Al’ + 7 7 Al‘
+
AR
+ 7
_ 3.18
T+ A (N =N (315)
AP =0 X =EA7 (3.19)
£yn + +yn Titl — T 4yp Ty T T
r — Fyn 0l F (R 9
A <O A A; Ar + )\Z+1 Ar (3 0)
oy (2; + Az) — (z; — “AAL) L (z; — TAAL) — 2
Azx Azx
_ oy Ozt AL tyn AL
- 7 AI 141 ACU
At At
::I:)\n :t)\:t)\n__:t)\:t)\n =
7 + % ALE i+1 Al’
+y\n
)\ = Al (3.21)

L+ AL, -
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3.1.6 Interpolation

Die Berechnung der Werte an den Fupunkten der Charakteristiken wird mit einer Inter-
polation 1.0rdnung durchgefiihrt. Die Herleitungen der verwendeten Interpolationsglei-
chungen sind im Anhang A abgedruckt.

Es ist ersichtlich, dass die Interpolationsgleichungen fiir die positive Charakteristik und
die negative Charakteristik im jeweiligen Bereich identisch sind. Daher konnen die Cha-
rakteristiken zusammen betrachtet werden, was durch den Index + bzw. F beschrieben
wird, stellen jedoch nach wie vor zwei separate Gleichungen dar.

n __mm Ly Lx n LF Li-1
mp-op, ACE e B (3.22)
o T — (.751 — jE)\At) o (:cz — jE)\At) — (z; — Ax)
i Az ' Az
o EAAL o Ar — ENAL
-t Az ' Az
07 =0, *CFL+ 0O (1—*CFL) (3.23)
Xt = Xj Or =07 (3.24)
n _ m Litl — LF n LF — Li
o -y HH T Ly, BT (3.25)
i+ Az) — (2, — EAAL i — EAAL) — 2
_ o (x x) (x ) fo, (x ) x
Az Az
e Aot TAAE L FAAE
- = Ax i+1 Ax
0% =07 (1+*CFL) —0O%,, *CFL (3.26)
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3.1.7 Integration der Freispiegelstromung

Die charakteristischen Gleichungen der Freispiegelstromung (siche Anhang B) lauten:

dQ dA dz

o~ (et a) = = gA(S. = 5) + 54 r=c—a  (327)

%—(c—a)%:gA(SZ—ST)—i—SA Z—f:c—i-a (3.28)
Unter Verwendung der Eigenwerte folgt:

% - +/\% = gA(S. — S;) + Sa Z—f ="\ (3.29)

19 NI A5~ 5+ 5 Lo 6

Nun konnen die charakteristischen Gleichungen entlang der zuvor ermittelten linearisier-
ten Charakteristiken integriert werden:

n+1 n+1 n+1 n+1 d

/ dQ — / TNdA = /gA(SZ—ST) dt + / Sadt d—f:_)\ (3.31)
N SVV+ 7/

n+1 n+1 n+1 n+1 d

[da- [raa= [oas-syder [saa G=ta @a
N }Sv? 7

Integration der linken Terme

Auf Grund der totalen Differentiale und der Konstanz der Eigenwerte entlang der Cha-
rakteristiken kann die Integration ohne Probleme durchgefiihrt werden:

n+1 n+1

[ da=ar - [ Enda=saa - a

n n

Angewendet auf die beiden charakteristischen Gleichungen folgt:

Q?+1 o Q?}r Y (A;ﬁl _ Ai) — S+ (3.33)

QI — Q1 — TA(AT — AT =5 (3.34)
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Integration der rechten Terme
Die Integration der Quellen- & Senkenterme kann auf drei Arten durchgefiihrt werden:

e Vorwiérts-Integration

n+1
/ Odt ~ At O (3.35)
e Riickwirts-Integration
n+1
/ Odt ~ At O (3.36)
e Trapez-Integration
n+1
At
/ Odt ~ =~ @y 40yt (3.37)

n

Es ist sofort ersichtlich, dass die Trapez-Integration das genaueste Ergebnis liefert. Es
muss jedoch beachtet werden, dass das Ziel ein explizites Verfahren ist und somit ein
Kompromiss gefunden werden muss. Im Zuge der Arbeit wurden mehrere Versionen ge-
testet und die im Folgenden abgedruckte Variante implementiert.

Steigungsterm

n+1
At
Reibungsterm
i1 S, =gKj —Q: ‘gil At (3.41)
+ Tha?
Sri = / gAST dt (340)
Spi=A QLI (3.42)

"2g AL dy,

Flachenanderungsterm

Der Flachendnderungsterm erreicht nur bei Unstetigkeiten und starken Flachen&n-
derungen (z.B. Wechselsprung) mafigebende Groflenordnungen. Wenn die betroffenen
Stellen genau aufgelost werden, ist er nicht notwendig. Im Gegenzug begiinstigt er je-
doch Instabilitdten im restlichen Berechnungsgebiet. Daher wurde dieser Term in dem
in dieser Arbeit entwickelten Verfahren gleich Null gesetzt.

n+1
A

n
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Die entlang der Charakteristiken integrierten charakteristischen Gleichungen ergeben sich
nach Trennung der bekannten und unbekannten Werte somit zu:

QI — FAATT = Q" — TAAT + S, (3.45)
QI — TMNAM =Q" — A" + S (3.46)

Dieses Gleichungssystem kann in die Vektor-Matrizen-Schreibweise iibergefiihrt werden:

—FtA 1] [ A [er- TAAT + Sy (347
—A 1] | et Q" — “MA" + S ‘
< o i

Fiir die Koeffizientenmatrix C folgt:

—tA 1
—) 1

[o!
I

ol 1 -1 1
= A=A A ¢
A A

A nt1
Um den diskreten Zustandsvektor H?+ zu berechnen, wird die Gleichung von links mit
der inversen Koeffizientenmatrix gfl multipliziert.

[ AP 1 [ -1 1][Qr—" AT+ 5,
Q] A=A A Qi aan v s
Pl T . i —QU+TANAT — S, + Q" — TANA" + S
Qi TN | STAQE A TATAAT — TAS, 4+ PAQT — FATAAT +TAS

Somit folgen die zur Berechnung der Zustandsvariablen notigen entlang der linearisierten
Charakteristiken integrierten charakteristischen Gleichungen zu:

1
P

{@ -y -(ran—xan+(s -5} (3.48)

1
n+1l __
Qi =7

ﬁ{m@’z —TAQT) — FATA(A" — A7) + (FAS_ — ‘AS+)} (3.49)

Philipp G. Kandutsch 31



2%

W 3 Berechnungsverfahren

3.2 Charakteristiken-Verfahren Kontinuitatskorrektur

Die Kontinuitédtskorrektur dient zur Beriicksichtigung auftretender numerischer Fehler.
Dabei wird die im Kontrollvolumen vorhandene Fluidmasse bzw. bei inkompressiblen
Fluiden das Fluidvolumen berechnet, mit den Massen bzw. Volumenstromen iiber die
Systemgrenzen verglichen und bei Abweichungen entsprechend korrigiert.

Die im folgenden beschriebene Kontinuitédtskorrektur basiert auf einer Bilanz iiber die
gesamte Berechnungszeit und stellt somit einen absoluten Vergleich ¢! — ¢"*1 dar. Das
hat den Vorteil, dass durch die Korrektur keine zusétzlichen Ungenauigkeiten eingebracht
werden.

Aus programmiertechnischen Griinden kann es jedoch sinnvoll sein, einen relativen Ver-
gleich " — t"*! anzustellen. Der Ubergang auf einen solchen relativen Vergleich kann
ohne Probleme durchgefiithrt werden. Es miissen die folgenden Gleichungen nur entspre-
chend angepasst werden.

Es sei darauf hingewiesen, dass zwischen absoluten und relativen Verfahren theoretisch
kein Unterschied besteht.

3.2.1 Volumen im Rechengebiet

Kontinuierliche Beschreibung

Vit = / Az, ") da (3.50)
Diskrete Beschreibung
Azr e Az
ntl _ pAn+l n n+l
3.2.2 Volumen iiber die Rander
Kontinuierliche Beschreibung
g+l gntl
Vil = / Qlar, t) dt — / Qlan, . 1) dt (3.52)
+1 t1
Diskrete Beschreibung
Vigt =Y QlAat—> Q) At (3.53)
j=1 j=1
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3.2.3 Ansatz

Der Ansatz fuit auf der Annahme, dass die Volumenstrome Q7'*' exakt berechnet wer-
den und nur die Flichen A?*! einer Anpassung bediirfen. Die durchzufiihrende Korrektur
wird in mehrere Faktoren zerlegt. Eine fiir alle Flichen A?*! identische Skalierungskon-
stante K1 eine értliche Gewichtungskonstante K ™1 ynd eine zeitliche Gewichtungskon-
stante K]*"'. Dies erméoglicht eine gezielte Korrektur.

n+1
K'L

At = gol 4 gt ZK;L;A n Kz;&l;A?Jrl (3.54)

Qrtt =it (3.55)

3.2.4 Gewichtungskonstante

Die Gewichtungskonstanten beriicksichtigen, dass in Bereichen grofler ¢rtlicher oder zeit-
licher Gradienten die numerischen Fehler stérker zu Tage treten, als in Bereichen kleiner
Gradienten.

A n+1 OA n+1

o (3.56) K= —— (3.57)

+1 _

Gewichtungskonstante - Variante |

Ortliche Gewichtungskonstante (Gebiet)

ntl _ sl AT — AT+ GATT - AT
le -

Nny—1 ny—1
AP AR S AR AT AT A A - A
1= 1=

Ng—

) (3.58)
Ortliche Gewichtungskonstante (Rand)

|A£L+1 . A?+1|

KnlJrl —
z Nge—1 Nge—1
A — AP S A - AT S AT A g - Ay
3.59
|An+1 _ An+1 | ( )
Kn+1 — Ng Ne—1
Tng ng—1 ng—1
AT — AT+ 5 22 AL = AT+ 5 ZJQ AP = AT+ A — AT
(3.60)
Zeitliche Gewichtungskonstante
AL An
KthL'Jrl — ’ 7 7 ’ (361)

Nz
> AT — Ay
=1
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Gewichtungskonstante - Variante |l

Ortliche Gewichtungskonstante (Gebiet)

AT — AT 4 AT — AT

Kt = =12 A, (3.62)
Ortliche Gewichtungskonstante (Rand)
An—f—l _ An—i—l
Kyt = 43 A | (3.63)
An+l _ gntl
Koft = =t Az ne1] (3.64)
Zeitliche Gewichtungskonstante
n |j4?+l __14?|
Kt = ——g (3.65)

3.2.5 Skalierungskonstante
Die Skalierungskonstante beriicksichtigt den fehlenden Volumenanteil. Um die Skalie-

rungskonstante berechnen zu konnen, wird das Berechnungsgebiet als Kontrollvolumen
betrachtet. Die Bilanz an diesem Kontrollvolumen kann wie folgt angeschrieben werden:

Vit = Vi, 4 Vit (3.66)

Durch einsetzen des Ansatzes folgt:

- Az S A
Vggl 4+ Kt <K?+1A?+17‘r + Z K:LJrlA:LAx_i_KZL:;lAZlex) _ V}%g_i_vggl (367)
=2

Durch Umformung erhélt man somit die Skalierungskonstante:

1 n+1 n+1
Vee + Ve — Vee

Kt = (3.68)

ng—1
n+l gn+lAz n+l An n+l An+1Az
KT ATT S +2Ki AZ-A:E—I—KHMAW 5
1=
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3.3 Finite-Differenzen-Verfahren

Ausgangspunkt fiir die Anwendung des Finite-Differenzen-Verfahrens ist die konservative
Formulierung der Grundgleichungen. Die auftretenden Differentiale im kontinuierlichen
Berechnungsgebiet werden hierbei durch Differenzen im diskreten Berechnungsgebiet an-
genihert, was als Diskretisierung bezeichnet wird. Eine Ubersicht iiber die Diskretisie-
rungsmoglichkeiten bei Finite-Differenzen-Verfahren findet sich im Anhang A.

Im Zuge der Arbeit wurden die nachfolgend abgedruckten Verfahren ausgiebig getestet.
Die Abbildungen Abbildung 3.7, Abbildung 3.8 & Abbildung 3.9 zeigen die Verfahrensbil-
der zu den jeweiligen Verfahren und geben Information iiber die Funktionsweise der Ver-
fahren. Es fallt auf, dass die Verfahren einander sehr dhnlich sind.

Die Ergebnisse lieferten wie erwartet keine signifikanten Unterschiede zwischen den Ver-
fahren. Bei der Berechnung traten jedoch starke Instabilitdten auf, welche durch die un-
gefdhre Einhaltung der CFL-Bedingung verbessert werden konnten. Die Ergebnisse waren
trotzdem nicht zufriedenstellend (siehe Kapitel 5), da vor und hinter den StéBen Schwin-
gungen auftreten. Dieses fiir Finite-Differenzen-Verfahren typische Verhalten entspricht
nicht der Realitéit und kann durch Anwendung eines Dissipationsterms gemildert werden.

Die Dissipationskonstanten ,Kp & ,Kp werden durch Abgleich mit analytischen Test-
fillen ermittelt. Die Giiltigkeit dieser Konstanten fiir allgemeine Félle kann nur unter
Verwendung von Messergebnissen ermittelt werden. Des Weiteren wird durch den Dissi-
pationsterm zusétzliche Reibung im Fluid verursacht, die physikalisch nicht vorhanden
ist. Daher wird der Einsatz des Dissipationsterms nicht weiter verfolgt.

3.3.1 Verfahren
1 Schritt Lax-Wendroff-Verfahren

Homogenes Gleichungssystem

Ut = Uy -

(B B 0 (1 (B, ) - (B )
(3.69)

Inhomogenes Gleichungssystem

n n At n n AtQ n n n n n n
U =0 - o1 (B —EL) + ((Ai‘) (27, (B7y —E7) 07, (BF -~ E7))
ears - G (380 -3 st ) .70

Die Vektoren und Matrizen an den Zwischengitterpunkten berechnen sich wie folgt:

1

iy =5 (87 +8i) (3.71)
n 1 n n

I, =5 (L) (3.72)
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2 Schritt Lax-Wendroff-Verfahren

Homogenes Gleichungssystem

n+i 1 n n At n n
szg = 5 (Uz+1 + U ) 2 A (Eerl EZ)
n+t3g _ 1 n At n n
Hzeg ) (U + UL ) 2Ar (Ez Ei—l)

Ut =ur - At (E P _ F”*%)
it+3

Inhomogenes Gleichungssystem

n+tsy n n At n n At n n
HJ; =3 (Um +U) — 557 (Bl —F) + o (88, +87)
n+tsy 1 n At n n l n n
Q:% =5 U+ ) - o (B - Ey) + - (87 +81)

At ntl At [ il el
Ut = Uy - S (B - F ) S (s s
Ax 7t

MacCormack-Verfahren

Homogenes Gleichungssystem

At 1 At
Uy =07 — — (F}, — E} Ut =-(Ur+U;) — —— (F!' -
=1 =1 Axr (—H—l —z) =1 2 ( + ) 2 Ax (
(3.79)
Ax g1 —z 2A =—i+1
(3.81)

Inhomogenes Gleichungssystem

x __ TN At n n n n+l _ n * —A n
Ei_gi_E(Ei—H_Ei)—’_Atgi 10k (U Ei>_2Ax (E:
(3.83)

At

sar &

i+1

At 1
O At ST UM — 2 (UM + U
U H Am ( _7,—1) + t §z E'L 2 (HZ + Hz)
(3.85)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

F )
(3.80)

—F7)
(3.82)
—F ) +AtS;

(3.84)

—F}) + At S;
(3.86)
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n+1

i-1 i 41
Abbildung 3.7: Verfahrensbild des 1 Schritt Lax-Wendroff-Verfahrens

i—1 i i+1
Abbildung 3.8: Verfahrensbild des 2 Schritt Lax-Wendroft-Verfahrens

n+1

i—1 7 1+1
Abbildung 3.9: Verfahrensbild des MacCormack-Verfahrens

3.3.2 Dissipationsterm

Ein Dissipationsterm erzeugt zusétzliche numerische Disspiation, die dazu dient, die nu-
merischen Rundungs- bzw. Abbruchfehler zu kompensieren (Dissipationsterm 2.0rdnung)
und eine Oszillation bei starken Gradienten und Diskontinuitéten (Dissipationsterm 4.Ord-
nung) zu unterbinden.

LU U

DI (U") = ,¢; gz TS g (3.87)
Die Dissipationskonstanten berechnen sich wie folgt:
&5 =, Kp max(v 1", v ) ,Kp =~ 0O(1) (3.88)
LEF =max(0,,Kp — ,e7) Kp =~ 0(0,01) (3.89)
Fiir die Rohrstrémung gilt:
no_9pn 4 pn
P — 207 + i,
Fiir die Freispiegelstromung gilt:
Al —2AT + AT
yzﬂ — | i+1 i + z—1| (391)
Al =247 + A7
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4 Berechnungssoftware

4.1 MATLAB

MATLAB (MATriz LABoratory) ist ein Programm des Unternehmens MATHWORKS zur
numerischen Berechnung angewandter mathematischer Problemstellungen und deren gra-
phische Darstellung. MATLAB stellt alle Werte als Matrizen mit entsprechender Dimensi-

o8 4\ MathWorks

on dar (siehe Tabelle4.1). Dabei wird die Anzahl der Dimensionen und Matrizeneintréige
nicht vom Programm, sondern allein von der Leistungsfahigkeit des Rechners beschréinkt.

Bezeichnung Dimension Notation
Skalar 1x1 [ 0 }
Zeilenvektor 1 x ng [ Oy -0 O, }
FO,
Spaltenvektor n, x 1 :
U,
[ O - Dig,
Matrix Ny X Ng : U
Dnzl e Dnzns

Tabelle 4.1: Ubersicht der MATLAB-Matrizen

4.2 Flowmaster

FLOWMASTER ist ein Programm des Unternehmens MENTOR GRAPHICS zur numeri-
schen Berechnung eindimensionaler Stromungsvorgénge in komplexen Systemen. Es kon-

6
Flowmaster GMSRI?s';

nen sowohl stationére als auch instationédre Stromungen inkompressibler oder kompres-
sibler Fluide berechnet werden. Das Programm besitzt des Weiteren eine umfangreiche
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Datenbibliothek der haufigsten Komponenten und Fluide. Die graphische Benutzerober-
flache ermoglicht einen iibersichtlichen Aufbau des zu untersuchenden Systems.

Die im Programm FLOWMASTER verwendeten Komponenten greifen zur Berechnung auf
das entsprechende Component Analytical Model (CAM) zu. Diese CAMs besitzen min-
destens einen Arm (siehe Tabelle 4.2) mit dem dazugehorigen Berechnungsknoten. In den
Berechnungsknoten werden der Druck prnoten = P + Prin und die geodétische Hohe z
gespeichert. Die Massenstrome vom CAM zum Knoten besitzen im FLOWMASTER ein
positives Vorzeichen.

CAM

{77’11 my = Ay p1 + By (4.1)
b1

mp =2A +2A + B
Pl CA . P 1 1 D1 12 P2 1
My Mo (4.2)

g = Aay p1 + Az pa + By

Pro<— CAM —>—p2 my = Aqq pr + 2Uig po + Az p3 + By
mq mo
(4.3)
s g = 2y p1 + Az pa + Az p3 + Bo
(4.4)
ps3

Mg = As; p1 + Asz pa + Ass p3 + B3

Tabelle 4.2: Ubersicht der FLOWMASTER-CAMSs

Fiir jedes CAM miissen nun geniigend von den Knotendriicken abhéngige Gleichungen
aufgestellt werden, um die Massenstréme berechnen zu konnen. Diese Gleichungen miissen
auf ein lineares Gleichungssystem, wie in Tabelle 4.2 abgebildet, umgeformt werden. Da
dies nicht immer explizit moglich ist, besitzt das Programm FLOWMASTER einen iterativen
Losungsalgorithmus.

Bei komplexen Systemen wird aus den Gleichungen fiir die einzelnen Komponenten mit
den hinterlegten CAMs ein Gleichungssystem mit allen Parametern in Matrizenform er-
stellt, welches mit Hilfe des Gaufy’schen Losungsalgorithmus fiir die einzelnen Iterationen
gelost wird.

my élll éllns D1 ‘31
SN S (4.5)

mnz an 1 " anz Ng pnz %nz

Fiir detailliertere Informationen sei auf die FLOWMASTER-Dokumentation [Flo09] verwie-
sen.
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In diesem Kapitel werden die im Zuge der Arbeit durchgefithrten Berechnungen systema-
tisch beschrieben.

e Vergleich der Berechnungsverfahren

e Vergleich der Charakteristiken-Verfahren
e Anwendung der Kontinuitatskorrektur

e Anwendung der Wasserschlossmodelle

Die Entwicklung der Verfahren wurde im Programm MATLAB durchgefiihrt. Hierbei
dienten die stationdren und instationéren analytischen Testfille (siche Anhang C) als Re-
ferenz, um die Genauigkeit der Verfahren iiberpriifen zu kénnen.

Anschlieend wurde das ausgewéhlte Verfahren im Programm FLOWMASTER implemen-
tiert und das so erhaltene Wasserschlossmodell mit Freispiegelstromung mit dem bisher
verwendeten Wasserschlossmodell an Hand eines realen Kraftwerks verglichen werden.

Initialisierung

Um eine Berechnung starten zu konnen, muss das Berechnungsgebiet zum Beginn in-
itialisiert werden. Bei den stationdren Testfillen I & II wurden zwei Initialisierungen
untersucht:

o [nitialisierung mit der analytischen Losung: Diese Initialisierungsvariante dient da-
zu, aufzuzeigen, an welcher Stelle das Verfahren beginnt, von der analytischen Lo-
sung abzuweichen. Somit kann eine gezielte Problemsuche durchgefiihrt werden.

o [nitialisierung mit einer konstanten Wasserspiegelhohe: Diese Initialisierungsvarian-
te priift, ob das Verfahren in der Lage ist, auf eine stabile Losung zu konvergieren.

Bei den instationdren Testfillen I1I & IV werden die Initialisierungen verwendet, wie sie
im Anhang C angegeben sind.

Randbedingung

Fiir die Randbedingungen wurden die analytischen Losungen verwendet. Bei den Testfal-
len I & IT wurde sowohl die Fléche als auch der Durchfluss als Randbedingung angewendet.
Bei den Testfillen IIT & IV nur Fliachenrandbedingungen.

Um die Vergleichbarkeit zu gewéhrleisten, werden im Folgenden nur Berechnungsergeb-
nisse wiedergegeben, die mit einer Flachenrandbedingung errechnet wurden.
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5.1 Vergleich der Berechnungsverfahren

Fiir den Vergleich der Berechnungsverfahren wurden folgende Verfahren verwendet:
e Charakteristiken-Verfahren: Linearisierung 1.Ordnung ohne Kontinuitétskorrektur
e Finite-Differenzen-Verfahren: 1 Schritt Lax-Wendroff-Verfahren

Als Referenzlosung dienen die im Anhang beschriebenen analytischen Losungen der Test-
fdlle. In den Diagrammen werden folgende Abkiirzungen verwendet:

e AL ... Analytische Losung
e CV ... Charakteristiken-Verfahren
e FDV... Finite-Differenzen-Verfahren

Testfall |

Das Charakteristiken-Verfahren als auch das Finite-Differenzen-Verfahren konnen die
Stromung in einem Gerinne bei stromenden oder, wie in Abbildung5.1 gezeigt, schie-
Benden Normalabfluss berechnen. Die Berechnung der Stromung ergibt mit beiden Initia-
lisierungsvarianten das selbe, mit der analytischen Losung identische, Ergebnis.

Die Berechnung einer Staukurve wurde nicht durchgefiihrt, da diese Art der Stromung in
der Oberkammer eines Wasserschlosses nicht auftritt. Fiir eine Anwendung des Verfahrens
in einem Kanalmodul wird dies jedoch empfohlen.

Testfall Il

Der Vergleich des Testfalls II ist in Abbildung5.2 dargestellt. Der Ubergang vom unter-
kritischen Stromungszustand (Stromen) zum tiberkritischen Stromungszustand (Schiefien)
wird von beiden Verfahren ohne Probleme berechnet. Des Weiteren ist die Berechnung
der Stromung wie schon bei Testfall I von den Initialisierungsvarianten unabhéngig.

Das Charakteristiken- Verfahren berechnet den Stofi/ Wechselsprung an der richtigen Posi-
tion. Die Wasserspiegelhohe nach dem Stof} ist jedoch zu gering. Auf Grund der Kopplung
von Wasserspiegelhohe und Durchfluss tritt beim Durchfluss ebenfalls eine Abweichung
auf.

Auffallig ist, dass im Bereich O0m < z < 600m der Durchfluss zunimmt, je gréfer die
Steigung S, des Bodens wird. Der Durchfluss ) weist eine dhnliche Form auf wie die
Steigung S,. Dies kann auf eine fiir diesen Anwendungsfall zu ungenaue Integration des
Quellen- & Senkenterms zuriickgefithrt werden. Das wird auch dadurch bestétigt, dass die
Abweichung bei feinerer Diskretisierung geringer wird.

Fiir die Anwendung des Verfahrens in einem Wasserschloss ist dies nicht von Bedeutung,
da die Steigungen in der Oberkammer nur gering und meistens konstant sind.

Fiir die Anwendung des Verfahrens in einem Kanalmodul sind weitere Untersuchungen
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unabdingbar, um die bei starken Steigungen und Steigungsgradienten auftretenden Ab-
weichungen zu eliminieren.

Das Finite-Differenzen- Verfahren berechnet keinen Stofi/ Wechselsprung, wodurch die Was-
serspiegelhche im Bereich z > 450 m nicht korrekt berechnet wird. Der Durchfluss ist kon-
stant, weist an der Stelle, an der der Stoff/ Wechselsprung stehen sollte, eine Schwingung
auf. Des Weiteren ergibt sich eine Durchflussabweichung von circa 10%.

Testfall 111

Das Charakteristiken- Verfahren weist, wie in Abbildungb5.3 gezeigt, bei der Berechnung
des Wasserspiegels einen Stofl auf, da das Verfahren fiir eine stabile Berechnung eine
Mindestfliche benotigt. Daher muss sich physikalisch ein Stof3 ausbilden, welcher sich
langsamer fortbewegt, als die analytische Losung. Es ist jedoch ersichtlich, dass sich die
Losung im restlichen Gebiet der analytischen Losung sehr gut anndhert. Der Durchfluss
weist hingegen eine Abweichung von bis zu 200% auf.

Das Finite-Differenzen-Verfahren konnte auch bei einer feineren Diskretisierung keine
stabile Losung errechnen.

Testfall IV

Der Vergleich des Testfalls IV ist in Abbildung 5.4 dargestellt und ermé6glicht den Vergleich
der Verfahren bei unterschiedlichen Initialisierungswasserspiegelhéhen h,.. Dadurch kénnen
die Einsatzgrenzen der Verfahren bei Stoflen ausgelotet werden.

Das Charakteristiken-Verfahren berechnet fiir alle Initialisierungswasserspiegelhohen h,. ei-
ne stabile Losung, wohingegen das Finite-Differenzen-Verfahren ab Initialisierungswasser-
spiegelhohen h,. < 0,4 m keine stabile Losung mehr errechnet. Daher wurde zum Vergleich
exemplarisch der Testfall mit einer Initialisierungswasserspiegelhche h, = 0,5m gewéhlt.

Das Charakteristiken- Verfahren berechnet die Wasserspiegelhhen ziemlich genau. Die
Sunkwelle und der Stofl befinden sich an der richtigen Position, weisen jedoch eine etwas
geringere Steigung auf, da die scharfen Ecken nicht so ausgeprégt sind. Der Durchfluss wird
ebenfalls sehr genau berechnet. Die Ubergiinge sind wie auch bei der Wasserspiegelhdhe
nicht so stark ausgeprégt, sondern weisen einen abgerundeten Verlauf auf.

Das Finite-Differenzen-Verfahren berechnet die Wasserspiegelh6he im mittleren Bereich
korrekt. Die Sunkwelle als auch der Stofl befinden sich jedoch an der falschen Stelle. Der
Durchfluss weist eine Abweichung von bis zu 45% auf. Des Weiteren treten in der Losung
starke Schwingungen auf.
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Zusammenfassung

Das Charakteristiken-Verfahren erweist sich gegeniiber dem Finite-Differenzen-Verfahren
als weitaus iiberlegen. Die Berechnung ist stabil und liefert gute Ergebnisse.

o Testfall I: Das Ergebnis entspricht der analytischen Losung.

e Testfall II: Die Berechnung des Quellen- & Senkenterms muss fiir starke Steigungen
und Steigungsgradienten weiter untersucht werden.

o Testfall II1 & IV: Bei Initialisierungswasserspiegelhohen h, — 0 weicht die Lo-
sung im Bereich des Stofles immer mehr von der analytischen Losung ab. Wenn
die Initialisierungswasserspiegelhohe h, = 0 ist, tritt auf Grund der Minimalflache
trotzdem ein Stof auf, der laut analytischer Losung nicht vorkommt und so eine
starke Durchflussabweichung zur Folge hat.

Die scharfkantigen Ubergiinge der analytischen Losung werden beim Charakteristiken-
Verfahren abgerundet wiedergegeben. Bei feiner Diskretisierung néhert sich die Lo-
sung immer mehr der analytischen Losung an, wobei der Effekt der abgerundeten
Ecken, wenn auch in geringerem Ausmaf, erhalten bleibt. Es muss jedoch angemerkt
werden, dass die analytische Losung einen idealisierten Fall darstellt, der in der Na-
tur so nicht vorkommt. In geringem Mafl abgerundete Kanten kénnen also durchaus
als korrekt angesehen werden.

Es konnte gezeigt werden, dass das Charakteristiken-Verfahren im Vergleich zu allen be-
schriebenen Finite-Differenzen-Verfahren, die untereinander keine groflen Unterschiede
aufweisen, wesentlich stabiler ist und auch eine exaktere Losung liefert. Durch die An-
wendung einer Dissipationsfunktion, wie in Kapitel 3 beschrieben, wére es moglich, die
Finite-Differenzen-Verfahren zu stabilisieren und die Losung zu glétten. Die Bestimmung
der Dissipationskonstanten kann jedoch nur anhand der analytischen Testfille durchge-
fithrt werden. Die Auswirkung auf allgemeinere Félle kann jedoch nicht abgeschétzt wer-
den.

Daher wurde das Augenmerk auf die Verbesserung des Charakteristiken-Verfahren gelegt
und die Finite-Differenzen-Verfahren ad acta gelegt.
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5.2 Vergleich der Charakteristiken-Verfahren

In Kapitel 3 wurden fiir das Charakteristiken-Verfahren jedoch vier verschiedene Lineari-
sierungen vorgestellt. Diese unterschiedlichen Verfahrensvarianten ohne Kontinuitatskor-
rektur werden im Folgenden anhand der Testfélle 111 & IV verglichen.

In den Diagrammen werden folgende Abkiirzungen verwendet:
e AL ... Analytische Losung
e CV 0-I ... Charakteristiken-Verfahren mit Linearisierung 0.Ordnung I
e CV O-IT ... Charakteristiken-Verfahren mit Linearisierung 0.Ordnung II
e CV O-III ... Charakteristiken-Verfahren mit Linearisierung 0.Ordnung III
e CV 1 ... Charakteristiken-Verfahren mit Linearisierung 1.Ordnung

In den Abbildungen 5.5 bis 5.14 ist ersichtlich, dass zwischen den Linearisierungen nur bei
geringen Initialisierungswasserspiegeln h, merkliche Unterschiede auftreten. Diese Unter-
schiede sollen nun untersucht werden, um das am besten geeignete Verfahren auswéhlen
zu konnen.

Testfall 111

Die Wasserspiegelhohe der Linearisierung 0. Ordnung I und der Linearisierung 1.Ordnung
liegen nahe beieinander, weisen jedoch einen Stof§ auf, der auf die numerisch notwendige
Mindestflache zuriickzufiihren ist. Der Stof ist bei der Linearisierung 1.0Ordnung geringer
ausgepragt als bei der Linearisierung 0.Ordnung 1.

Die Linearisierung 0.Ordnung II weist bei x = 0,5m eine Diskontinuitéit in der Wasser-
spiegelhohe auf. Das ist nicht korrekt, weshalb das Verfahren verworfen wird.

Die Linearisierung 0.Ordnung III néhert die analytische Losung am besten an und es tritt
auch kein ausgepragter ungewollter Stofl auf.

Testfall IV

Die Position des Stofles weist bei allen Verfahren bei Initialisierungswasserspiegeln h,. eine
Verschiebung auf, die auch schon beim Testfall III aufgetreten ist.

Die Linearisierungen 0.Ordnung weisen untereinander sehr dhnliche Ergebnisse auf. Die
Sunkwelle wird gut wiedergegeben, doch weist die Wasserspiegelhthe im mittleren Bereich
einen zu groflen Wert auf.

Die Linearisierung 1.0Ordnung erreicht eine sehr gute Losung der Wasserspiegelhdhe. Die
Sunkwelle wird richtig berechnet und auch im mittleren Bereich stimmt die Wasserspie-
gelhohe gut mit der analytischen Losung iiberein.

Der Durchfluss wird bei allen Verfahrensvarianten gut berechnet, weist jedoch bei geringen
Initialisierungswasserspiegeln h, im Vergleich die grofiten Abweichungen auf.
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Abbildung 5.11: Vergleich der Charakteristiken-Verfahren
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Abbildung 5.13: Vergleich der Charakteristiken-Verfahren

Testfall IV mit A, =0,8m beit =0,1s
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Zusammenfassung

Das Charakteristiken-Verfahren mit Linearisierung 1.0Ordnung erweist sich als die geeig-
netste Verfahrensvariante. Eine Linearisierung héherer Ordnung ist nicht zielfiihrend, da
dann die Eindeutigkeit des Interpolationswertes verloren geht und so das Ergebnis ver-
falscht wird.

5.3 Anwendung der Kontinuitatskorrektur

In den Abbildungen werden folgende Abkiirzungen verwendet:
e AL ... Analytische Losung
e CV 1 ... Charakteristiken-Verfahren mit Linearisierung 1.Ordnung

e CV 1-KK ... Charakteristiken-Verfahren mit Linearisierung 1.Ordnung und Kon-
tinuitédtskorrektur

In den Abbildungen 5.15 bis 5.24 ist ersichtlich, dass bei den Testfdllen mit geringen In-
itialisierungswasserspiegeln h, mehr korrigiert werden muss. Die Annahme der Kontinui-
tatskorrektur, dass im Bereich grofler ¢rtlicher und zeitlicher Gradienten die numerischen
Fehler stiarker zu Tage treten, erweist sich somit als korrekt.

Testfall 111

Die Wasserspiegelhche wird durch die Kontinuitétskorrektur im Bereich zwischen Sunk-
welle und Stofl angehoben. Der auf Grund der numerischen Mindestfliche auftretende
Stofl wird abgeschwécht. Der Durchfluss weist eine Verschiebung auf, doch bleibt die Ab-
weichung von bis zu 200% erhalten.

Testfall IV

Die Wasserspiegelhohe wird bei Initialisierungswasserspiegeln h, < 0,3 iiber die analyti-
sche Losung angehoben. Die Sunkwelle und der Stofl werden nach rechts verschoben. Bei
Initialisierungswasserspiegeln h, > 0,3 wird die Wasserspiegelhhe nicht mehr so stark
angehoben und weist daher eine gute Ubereinstimmung mit der analytischen Lésung auf.
Der Durchfluss wird in allen Féllen wesentlich genauer berechnet.

Zusammenfassung

Die Kontinuitatskorrektur ist unbedingt notwendig und erzielt bei Initialisierungswasser-
spiegeln h, > 0,0 eine wesentlich bessere Berechnung des Durchflusses. Die Wasserspiegel-
hohe wird bei starken Gradienten etwas iiberkompensiert. Die Berechnung der Gewich-
tungskonstanten bedarf einer weiteren Untersuchung. Ein Wechsel von den Gradienten
hin zu den Eigenwerten als Grundlage fiir die Berechnung der Gewichtungskonstanten ist
anzudenken.
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5.4 Anwendung der Wasserschlossmodelle

Woasserschlossmodell mit horizontalen Wasserspiegeln

Das bisher am Institut fiir Hydraulische Strémungsmaschinen verwendete Wasserschloss-
modell, welches ein gedrosseltes 2-Kammer Wasserschloss mit durchstromter Unterkam-
mer beschreibt, das in Abbildung 5.25 dargestellt ist, legt der Berechnung die Annahme
stets horizontaler Wasserspiegel zugrunde. Mit diesem Wasserschlossmodell wurden schon
viele reale Wasserkraftanlagen analysiert. Dieses Wasserschlossmodell mit horizontalen
Wasserspiegeln dient als Ausgangspunkt und Referenz fiir die Programmierung des erwei-
terten Wasserschlossmodells.

Wasserschlossmodell mit Freispiegelstromung

Das bisher verwendete Wasserschlossmodell wurde mit dem im Zuge dieser Arbeit entwi-
ckelten Berechnungsverfahren so erweitert, dass die Wasserspiegelhohe in der Oberkam-
mer als Freispiegelstromung und nicht mehr wie bisher als stets horizontaler Wasserspiegel
modelliert wird.

Fiir die Berechnung der Freispiegelstromung in der Oberkammer ist der Ubergang zwi-
schen Steigschacht und Oberkammer (siche Abbildung5.26) essentiell zur Ermittlung der
Randbedingungen, welcher aus einem Uberfall und der Spirale mit den zugehérigen An-
schliissen besteht. Daher muss eine detaillierte Modellbildung und Programmierung, wel-
che alle moglichen Stromungszustidnde physikalisch richtig wiedergibt, durchgefiihrt wer-
den.

Die linke Randbedingung bei der Spirale bzw. dem Ubergang kann als Q- oder A-Rand-
bedingung ausgefithrt werden, wohingegen fiir die Wand am rechten Rand nur die Q-
Randbedingung in Frage kommt. Die Berechnung der Randbedingungen erfolgt mit den
Werten des vorherigen Zeitschritts. Die fiir die Berechnung der Freispiegelstromung ge-
wéhlten Randbedingungen sind in Tabelle 5.1 abgedruckt.

Linker Rand (Spirale) |  Rechter Rand (Wand)
Q = §(hws. hox) | Q = 0,0m*/s

Tabelle 5.1: Randbedingungen fiir die Oberkammer

Die Randbedingung am linken Rand erfordert mehrere Fallunterscheidungen, um das
physikalische Verhalten des Uberfalls und des Anschlusses wiedergeben zu kénnen und
wurde als Q-Randbedingung ausgefiihrt, da der interne Ubergabeparameter im Wasser-
schlossmodell mit horizontalem Spiegel ebenfalls als Volumenstrom ausgefiihrt war. Die
Q-Randbedingung neigt bei starken Wasserspiegelgradienten zu Schwingungen, was in
weiterer Folge noch besprochen wird.

Die Randbedingung am rechten Rand ist wie bereits zuvor angesprochen als Q-Rand-
bedingung ausgefiihrt, da die Kammer hier eine Wand aufweist. Die in Abbildung 5.25
ersichtliche Entliiftung am Ende der Kammer muss nicht beriicksichtigt werden, da ein
solch hoher Wasserspiegel fiir den Betrieb nicht zuléssig ist.
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Vergleich der Wasserschlossmodelle

Der Vergleich der Wasserschlossmodelle wird mittels einer realen Wasserkraftanlage durch-
gefiihrt. Hierbei konnte auf bereits durchgefiithrte Untersuchungen [Jab11] zuriickgegriffen
werden. Die Abbildung 5.27 zeigt den schematischen Aufbau der Wasserkraftanlage.

Speicher Max.
~ L ______L
= Wasserschloss
Min.
Verschlusskammer
—cp—
Einlauf Druckstollen

Druckrohrleitung
Max.
Unterwasser
Massenschwingung | Druckstof3 Min.

<
<

Abbildung 5.27: Wasserkraftanlage nach [GHM14]

Anhand von Abbildung5.28 wird nun der exemplarische Lastfall ,, Abstellen aus Voll-
last“ besprochen. Dargestellt sind nur die fiir den Vergleich essentiellen Parameter des
Wasserschlossmodells mit horizontalem Wasserspiegel in der Oberkammer und des Was-
serschlossmodells mit Freispiegelstromung in der Oberkammer. Es werden die folgenden
Abkiirzungen verwendet, wobei die Berechnungswerte der Oberkammer den Zustand am
linken Rand beim Ubergang zum Steigschacht zeigen.

e h WS ... Wasserspiegelhthe im Wasserschloss

e h WS-FS ... Wasserspiegelhthe im Wasserschloss mit Freispiegelstromung

e h OK ... Wasserspiegelhthe in der Oberkammer

e h OK-FS ... Wasserspiegelhohe in der Oberkammer mit Freispiegelstromung
e Q OK ... Volumenstrom in der Oberkammer

e Q OK-FS ... Volumenstrom in der Oberkammer mit Freispiegelstromung

Vergleicht man die Wasserspiegelhohe hox und hox_rg, erkennt man klar den Einfluss
der Schwall- und Sunkwellen. Das Befiillen der Oberkammer beginnt bei ¢ ~ 40s und
fithrt zu einer Schwallwelle, die nach der Reflexion an der Wand des rechten Randes bei
t ~ 70 s wieder den Ubergang am linken Rand erreicht. Hier wird die Welle wiederum
reflektiert. Nach der Reflexion nimmt die Wasserspiegelhohe hpi g bis zum Eintreffen
der néchsten Schwallwelle kontinuierlich ab, da in das Berechnungsgebiet mehr einstromt,
als vom Steigschacht hinzukommt.

Im Berechnungszeitraum treffen zu den Zeitpunkten ¢ ~ [110s, 145 s, 185 5,225 5,270 s]
weitere Reflexionen am linken Rand auf. Bei ¢ &~ 200 s tritt beim Wasserschlossmodell
mit Freispiegelstromung eine Spiegeltrennung zwischen hys_ps und hox_ps auf, welche
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Abbildung 5.28: Exemplarisches Berechnungsergebnis im Programm FLOWMASTER

beim Modell mit horizontalem Wasserspiegel bereits zum Zeitpunktt ~ 185 s zwischen
hws und hog auftritt. Besonders schon ersichtlich ist, dass die bei t ~ 225 s eintreffende
Welle bis t &~ 230 s einen starken Anstieg der Wasserspiegelhthe hyy g pg im Steigschacht
zur Folge hat.

Vergleicht man die Volumenstrime Qox und Qox_rg, erkennt man, dass bis t &~ 75 s,
wo das erste Mal die reflektierte Schwallwelle den linken Rand erreicht, die Volumenstro-
me beider Wasserschlossmodelle identisch sind. Die jeweils bei der Ankunft der Welle am
linken Rand auftretenden starken Wasserspiegelgradienten fithren zu starken Volumen-
stromausschlidgen. Dies ist nicht korrekt und kann auf die Modellierung der Randbedin-
gung zuriickgefiihrt werden, welche noch weiter zu modifizieren ist.

Trotz der starken Ausschlige der Volumenstromrandbedingung ist das Berechnungsver-
fahren in der Lage, die Schwingungen zu kompensieren und im weiteren Verlauf eine
stabile, glatte Losung zu gewéhrleisten.

Die Berechnungsergebnisse der Oberkammer konnen als Funktion von Ortx und Zeitt
in einem 3D-Diagramm (siche Abbildungen5.29 & 5.30) dargestellt werden. Hierbei ist
darauf zu achten, dass dies nur zum groben Uberblick herangezogen werden kann, da
das Programm FLOWMASTER nicht alle Berechnungspunkte zur Erstellung der Flichen
heranzieht.

Fiir die detaillierte Analyse der Ergebnisse miissen die Berechnungsergebnisse an den
Knotenpunkten als Funktion der Zeitt ausgewertet werden. In den Abbildungen 5.31
und 5.32 wird die Flidche Apx und der Volumenstrom QQpx an den Berechnungspunk-
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ten z/l = |0, %, %, 1] dargestellt. Es ist ersichtlich, dass dadurch eine wesentlich genauere
Analyse der Berechnungsergebnisse ermoglicht wird. Im gezeigten Fall sind die Schwall-

und Sunkwellen sehr gut erkennbar.

Ein Vergleich des Wasserschlossmodells mit Freispiegelstrémung mittels einer Messung
konnte nicht durchgefiihrt werden, da nur Messergebnisse am Wasserschlossfufipunkt vor-
handen waren, mit denen jedoch keine detaillierten Riickschliisse auf die Stromung in der
Oberkammer gezogen werden kénnen.

Zusammenfassung

Das im Wasserschlossmodell mit Freispiegelstromung implementierte Berechnungsverfah-
ren ist in der Lage, instationdre Wasserschlossschwingungen zu berechnen. Der numerisch
schwer zu behandelnde Fall der Befiillung eines leeren Berechnungsgebiets konnte gelost
werden. Die interne Randbedingung fiir die Oberkammer verursacht bei starken Gradi-
enten ungewollte Schwingungen, weshalb eine weitere Untersuchung der Randbedingung
durchgefiihrt werden muss. Das Verfahren stellt sich trotz allem auch unter schwierigen
Bedingungen als stabil heraus.

Philipp G. Kandutsch 5



Q)
&%
/13

5 Berechnungsergebnisse

NI
el

‘[ 3 !"i,'m it aclp

TR

mo

W 262526
[0 525053
m7.87579
m 10,5011
o 13,1263
0 15,7516
m 18,3763
m 21,0021

Abbildung 5.29: A-x-t-Diagramm im Programm FLOWMASTER

Q_0K [m¥s]

I |

ll';"&,;'(',,
NI

|7
".
&

|
i i Mo f’ / _‘.
\}\ li I" \\ l'.'.l! 'l'u,! ';
vatn '
i il
Il .

I,

m-30
m-21,6742
m-13,7484
[ -5,62256
m2,50325
0 10,6291
00 18,7549
@ 26,3807
W 35,0065

Abbildung 5.30: Q-x-t-Diagramm im Programm FLOWMASTER

76 Philipp G. Kandutsch




- SN,
5 Berechnungsergebnisse %

—4— A_OK =0 —@— A_OK xI=1/3 —— A_OK x1=2/3 —s— A_OK x=1
25 —

| N \f\\
N\ Q\\%

A_OK[mz_
>

-

-

A

-

1
0 20 40 60 a0 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300
t[s]

Abbildung 5.31: A-t-Diagramm im Programm FLOWMASTER

0 40 0K xi=0 @ Q_OK xI=1/3 — Q_OK x1=2/2 —# Q_OK x/l=1

30 (Ko
SR
. NN
D A \\
. | AN N
z F Wl ‘ \ N
é 0 .3 =N ) | \ /“\\
i A J N _ N /""‘\‘"H—-—-_____
. \] Ht | H\A{; ) / /__A:L
A VJ MU /
20 \ | ‘

-30

40

1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300
IE]
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6 Zusammenfassung & Ausblick

Im Zuge dieser Arbeit konnte ein numerisches Verfahren entwickelt werden, welches in
der Lage ist, eine Freispiegelstromung zu berechnen. Ausgehend von den dreidimensio-
nalen Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik wurden durch konsequente Modellbil-
dung die Grundgleichungen der Rohrstrémung und der Freispiegelstromung hergeleitet.
Es konnte dadurch gezeigt werden, dass die Grundgleichungen der Rohrstrémung und der
Freispiegelstromung eine dhnliche Form aufweisen.

Daher lag es nahe, das zur Rohrstromungsberechnung fast ausschliellich verwendete Cha-
rakteristiken-Verfahren fiir die Freispiegelstromungsberechnung zu erweitern. Zum Ver-
gleich wurden allseits bekannte Finite-Differenzen-Verfahren herangezogen, welche jedoch
schlechtere Ergebnisse lieferten als das Charakteristiken-Verfahren. Daher wurde das Cha-
rakteristiken-Verfahren ausgewéhlt und stetig verbessert und weiteren Tests unterzogen.
Dabei stellte sich heraus, dass ganz geringe Wasserspiegelhhen und starke Randbedin-
gungsgradienten numerisch sehr schwer zu behandeln sind.

Das Charakteristiken-Verfahren mit Linearisierung 1.0rdnung, Interpolation 1.0Ordnung
und Kontinuitatskorrektur wurde nach den ausgiebigen Tests im Programm MATLAB in
das bereits vorhandene Wasserschlossmodell im Programm FLOWMASTER implementiert.

Das Berechnungsmodul wurde so programmiert, dass die Berechnung entweder mit oder
ohne Freispiegelstromung durchgefiihrt werden kann. Dadurch wird bei Berechnungen, in
denen die Oberkammer nicht anspricht, die Berechnungszeit nicht unnotig verlédngert.

Die anhand einer realen Wasserkraftanlage durchgefithrten Berechnungen zeigten, dass
das Charakteristiken-Verfahren stabil lauft und auch mit stark schwingenden Randbedin-
gungen und starken Gradienten zurecht kommt. Die Schwall- und Sunkwellen konnten
dargestellt und anschlieflend analysiert werden.

Es léasst sich somit zusammenfassen, dass das Charakteristiken-Verfahren sehr gut fiir die
Berechnung von Freispiegelstromungen geeignet ist. Um korrekte Ergebnisse zu erhalten,
muss eine gewissenhafte Betrachtung der Diskretisierung durchgefiithrt werden. Des Wei-
teren ist die Kontinuitétskorrektur bei der Berechnung von geringen Wasserspiegelhhen
und groflen Gradienten unbedingt notwendig. Die Berechnung der Gewichtungskonstanten
fiir die Kontinuitéatskorrektur bedarf noch weiterer Untersuchungen.

Ein Vergleich des Wasserschlossmodells mit Freispiegelstromung mit einer bei der Inbe-
triebnahme einer Wasserkraftanlage durchgefithrten Messung der Driicke im Bereich der
Oberkammer ist anzudenken.

Die Entwicklung und Programmierung eines Kanalmoduls fiir das Programm FLOWMAS-
TER sollte weiterverfolgt werden, da dies die Berechnung von Freispiegelkanélen bei Aus-
leitungskraftwerken erméglichen wiirde.
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A Mathematik

A.1 Differentialoperatoren

Nabla-Operator

Der Nabla-Operator ist ein Differentialoperator 1. Ordnung und ein formaler Vektor, d.h.
er ergibt inhaltlich nur Sinn, wenn er von links auf eine Funktion (Skalar- oder Vektorfeld)
einwirkt.

o,
ox

od,
dy

o,

L 0z

<
O
I

Laplace-Operator

Der Laplace-Operator ist ein Differentialoperator 2. Ordnung.

N N 2 2D 2\:\
AD:VD-VD:(aDI+a y+a )

0x? oy? 0z

A.2 Taylor-Reihe

=1 0" "
3(2) :;m mf (@ =0)
0 1 62
3(@) = Fo) + | @m0+ 2 TS| @z
axx 2 Ox .
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A.3 Integralsitze

Gratienten-Theoreme

V/[v T} dvzo/{ﬁ ?] dO

Rotations-Theoreme

v 9)
/[ﬁx’ﬂ dV:/lﬁx'ﬂ dO
v 9)

IT
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A.4 Diskretisierung

Bei der Diskretisierung Erfolgt der Ubergang von einem kontinuierlichen Berechnungs-
gebiet auf ein Berechnungsgebiet mit diskreten Punkten. Die Differentiale werden dabei
durch Differenzen angenéhert.

A.4.1 Zeit-Diskretisierung
o
— = t,O
8t S(I’ ) )
Durch die Diskretisierung folgt fiir die Ableitung an einem Gitterpunkt an der Stelle z;:

o]

il §(z,t,0;)

7

Eine Integration iiber das Zeitintervall At liefert:

tn+1

tTL

Die numerische Integration des Integrals wird mit einem Einschrittverfahren der Ord-
nung no durchgefiihrt:

no
O =07 4+ At Z v K

j=1
no

Kj = (i t" + oy AL O] + ALY Bk K;)
k=1

Die fiir die Berechnung nétigen Faktoren konnen in einem einer Matrix dhnlichen Tableau
iibersichtlich dargestellt werden.

aq 51,1 ce ﬁlmo
ano ﬁno,l s ﬁno,no
‘ 71 ce Tno

Tabelle A.1: Allgemeines Tableau

Je nach Wahl der Koeffizienten kénnen nun unterschiedliche Verfahren generiert werden.
Fiir ein explizites Verfahren muss jedoch folgende Bedingung erfiillt sein:

/3j7k=0 Vi <k

Philipp G. Kandutsch 11
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Euler-Verfahren (np = 1)
0o Ot =0 + At K,
Ky = §(a;, t", 007)

Heun-Verfahren (np = 2)

At At

010 0 D?+1=D?+7K1+7K2
171 0
L Ky = §(an . 0)

Runge-Kutta-Verfahren (np = 2)

010 0 Ol = 07 + At K,
AR
0 1 Kl - &(xi7tn7 D?)
At At
ngg(xl,tn‘i‘_,l:'?"’_[(l)
2 2
Runge-Kutta-Verfahren (ng = 3)
At 2At At
O =0+ — K1+ — Ky, + — K
00 0 0 i I
13 00
11-1 2 0 Kl = S(xiatnv D?)
At At
12 1 Ky = § (i, t" + —, 07 + — K1)
6 3 6 A2 2
t
K3 = §(z;, t" + - OF — At Ky 4 2At K,)
Runge-Kutta-Verfahren (np = 4)
At At At At
n+l __ n = I _ -
0lo 0 0 0 O —DZ+6K1—|—3K2+3K3+6K4
% % 0 0 0
Lig 1L o o Ky = § (@, t",07)
X > At At
1 0O 0 1 0 KQ = S(xi,t" + T,D? + 7 Kl)
101 1 1 At JAN?
NN Ky = oo " + 5,0 4+ 5 )
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A.4.2 Ort-Diskretisierung

Fiir die {ibersichtlichere Darstellung und Herleitung werden folgende Operatoren definiert:

Vorwdrtsdifferenz Riickwdrtsdifferenz
o, =0 Or — O
A:v ") = i+1 7 N ") = % i—1
Op) = == V. (Op) =
Differential 1.0rdnung
oal” 1
T AL (O = — (O — O
ax ; T ( % ) AZL‘ ( i+1 % )
oal”
—| =V, (O =— (O - 0O~
ax . V ( z) Al’ ( 7 7 1)
oo™ 1 n n 1 " "
e i ~3 (A (OF) + V. (87)) AT (Di+1 - Di—l)
Differential 2.0rdnung
Fre i ~ AA, (OF) = (Az)? (OF, — 203, +007)
o*0al" 1
|~ A » ro=20r O
o2 . xvﬂﬂ( z) (A[L’)2 ( i+1 % + z—l)
o*al" 1
P PN ") = Oor —200% (s
axg . vﬂﬁvfﬁ ( 7 ) (Al’)2 ( 7 1—1 + 2—2)
Differential 3.0rdnung
923 | ~ AAA, (OF) = W (Di+3 — 3L, #3005, — Dz’)
% i ~ A AV, (Dz) = W (Di—I—Q - 3|:|i+1 + 305 — Di—l)
o0O" A Ory — o 0" 300" . — [
25|~ +VaVa ( i)—m( P 300+ 300, -0y
ag—DnNVVV(D")— (D"—BD” +30r , —0r )
0x* |, ~ Va Ve Ve (L) = (Az)s i—1 i—2 i3
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Differential 4.0rdnung

70
Ozt

70
Ozt

00

ox4

00
oxt

o0
oxt

n

i

n

i

n

i

n

i

n

%

~ AAAA (O =

~ AAAN V(O =

~ ANV, (OF) =

~ AV, V,V, (O7) =

~ V.V, V.V, (OF) =

1
(Az): (

n
Di+4

1 n
ZZEF(D”3

1 n
@y (T

1 n
@y

(Az)t

(-

— 400 + 60, — 407, — D?)

— 400, + 607, — 407 —O7 )

(i Y R i R

— A0 4607, 407, 007 y)

407, + 6007, — 4007 5 — 007 )

VI
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A.5 Interpolation 1.0rdnung
Bereich x;_; +— x;

Kontinuierliche Beschreibung

R
n _ + + 0
= Nk e [D"} {11;_0 0} N
0% = "No+ Nyzy as | 0|1 o N
— N —~ _ -,
g @
a N
Diskrete Beschreibung
D?—l = +N0 + +N1 Ti-1 D?_l 1 2,110 0 +N0
n +
n = - . ’Zr'l—]. Ti—1 0
Uiy = Ro+ Ryaiy 0 0 0 |1 = .
O = "No+ Ny —_— ~ —_——
| & R

Man erkennt, dass die Matrixi aus Untermatrizen i aufgebaut ist:

K ~ |
Q — _ t mlt i :|:1 $1_1:|
- (o @ -
(&' 0
= — = = = — 1 1 —X;
21: - mit 21:—{1611 3011—1}
| 0 & .

Somit kann die Ansatzfunktionsmatrix A ermittelt werden, welche den Zusammenhang

zwischen dem Interpolationsvektor [ und dem diskreten Interpolationsvektor [] herstellt.

-0 Al
ar
(2
o | 1 Ti—XT_ T_ — X ‘ 0 0 ar
o Ti — Ti_q 0 0 ‘ Ti— Ty Ty — Ty o,
—— ~~ 7| O»
d A %
o A —_——
m]
Interpolationsgleichungen
T;— T T — T
U kS e
Li — Ti—1 Li — Ti—1
T —T Ty — T
on = e ? + + K + 7
* o - boxp— i
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Bereich x; «+— x4

Kontinuierliche Beschreibung

R
0
" = +No ++N1 xT_ |: i :| B |: 1 7. ‘ 0 0 :| +N1
0% = "Ng+ Ny oy O L0 0 1 x4 || R
al kS Ry
- R
Diskrete Beschreibung
OF ;= "No+ "Ry i 1 z; |0 0 R
n +
OF = "Ro+ "Ny 2, g;’jl I R (1) 0 §1
D?—l — +N0 + +N1 i :1 0 0 x; ) 0
Di+1 0 0 1 Tit1 Nl
OF  ="No+ "Ry 244 ~— N ~~ —
& S R
Man erkennt, dass die Matrix i aus Untermatrizen i aufgebaut ist:
(& 0 _ |
@ = mit d = { Lo }
o 0 @ - L @i
-~ -1
- @ 0 . R
le - B mit glz—l {IZ“ x,}
o 0 ifl - T —x | —1 1

Somit kann die Ansatzfunktionsmatrix A ermittelt werden, welche den Zusammenhang

zwischen dem Interpolationsvektor [J und dem diskreten Interpolationsvektor L] herstellt.

Interpolationsgleichungen

o» — n Li+l — T Lo T — &
- == T i+l
Lit1 — Li Lit1 — Li

" = » Lit1 — Tt + Ty — T
+ =S i+l
Tit1 — Li Tit1 — Li

VIII Philipp G. Kandutsch



B Grundgleichungen

Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik

Kontinuitatsgleichung

OpA  OpcA
ot * s =0
Impulsgleichung
OpcA  Opc*A  OpA 0A 0z
= p— — — g A
o " Tos T as Pas  TeUnmeody
Grundgleichungen der Rohrstromung
Kontinuitatsgleichung
OpA  OpcA
ot + ox =0
Impulsgleichung
dpcA  OpA  0A 0z
Grundgleichungen der Freispiegelstromung
Kontinuitatsgleichung
0A  0Q
o ow Y
Impulsgleichung
0oQ 0 2 0A TezUn 0z
— 4+ — | = +ghA) = gh— — gA — gA—
8t+893<A+g ) I ox pgA S
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B.1 Rohrstromung

B.1.1 Konservative Formulierung

a_g + a_E =S
o or
Zustandsvektor:
pA
U=
pc
Vektor der Fliisse:
pcA
E p—
pA
Vektor der Quellen € Senken:
0
S5=1 o4 o0
pg TeaUh Py %
B.1.2 Nichtkonservative Formulierung
ou ou
=4 ] ==¢
o Zor  °
Zustandsvektor:
pA
a pcA
Jakobi-Matriz:
F 0 1
J — 8_— —
= 00U a® 0
Mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit (Schallgeschwindigkeit) a? = gﬁ—f‘.

Vektor der Quellen € Senken:
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B.1.3 Charakteristische Formulierung

oW oW
= A==9"
R

Riemann-Invariante:

1 | a 9pA —OpcA
OW = —
a OpA + OpcA

2a

FEigenwert-Matriz:

—a 0
A=
o 0 +a
Vektor der Quellen € Senken:
O rlUn+ pg A2
g _ i p@x Tezth T PY ox
- Za 04 o 402
p% TexUh P9 8_1‘
Charakteristische Gleichungen

dpcA dpA  0A 0z

0 Yo ~Par TexUn — pgA(?_m

dpcA  dpA  0A 0z

ai T ar =Py e oA,

Oder

dpcA  1dpA 0A 0z

- - =P — CL‘JSU A—

dt a dt pax Taeth =PI ox

dpcA  1dpA 0A 0z

- =P — CL‘JSU A—

dt a dt pax Taeth =PI ox

Philipp G. Kandutsch
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Herleitung der charakteristischen Gleichungen

Berechnung der Eigenwerte der Jakobi-Matrix

det (J — AE) = 0

0— A\ 1
det

=220
a> 0—A

)\172 = *a

Berechnung der Eigenvektor-Matrix

0— )\1?2 1 T
=0
CL2 0— )\172 i)

Wahle fiir beide Eigenvektoren x; = 1 und berechne x,:
A oxr=1 To = —a

A x1=1 To = +a

Somit kann die Eigenvektor-Matrix angeschrieben werden:
1 1
—a +a

Berechnung der Eigenwert-Matrix:

i

1 [+a 1770 17 1 1
A=K 'JK=_—
- T 2a_+a +1__a20 | —a +a
[ +a =171 [ —a a ]
_2a_+a +1 ]| &* @
1_—2a2 0
2| 0 4202
—a 0
A=K 'JK=
- 7 0 +a
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Berechnung der Riemann-Invarianten:
1 | ta —1 OpA 1 | @ OpA — OpcA
OW =K 1ou = — —
- 20 | 40 +1 OpcA 2a | q 9pA + dpcA
Berechnung des Quellen € Senken-Vektors:
S// K*ls/ 1 +a _1 0
S 0A 0z
2a +a +1 P — Taca:Uh - pgA—
ox ox
U+ pgAS
B i —D or TexUh P9 ox
2a 9A - PG
+p Or — TxaUnh — PG or
Berechnung der charakteristischen Gleichungen:
dpcA dpA 0A I A@z dx
—a—F— = P57 — Tax - a — = —a
dt it  ox " P dt
dpcA dpA 0A 0z dx
— =p— — TpUp — pgA— — =
@ ar T Pagp T TR T PG, a -
Unter Verwendung des in der Jakobi-Matrix vorkommenden Zusammenhangs a? = lefp’—ﬁ

konnen die charakteristischen Gleichungen auch wie folgt angeschrieben werden:

dpcA  1dpA 0A T A@z de.
dt a dt —pf)x Teath = P9 ox dt “
dpcA  1dpA 0A 0z dz
- — g A e
dt + a dt p@x TeeUn = P9 ox dt +a

Philipp G. Kandutsch
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B.2 Freispiegelstromung

B.2.1 Konservative Formulierung

8U OF _g
ot 8x =
Zustandsvektor:
A
U=
Q
Vektor der Fliisse:
Q
F = 2
= Q
— hA
49
Vektor der Quellen € Senken:
0
S = haA ATmUh Pz
I or ogA o
B.2.2 Nichtkonservative Formulierung
ou ou
=] ==9g
ot e or
Zustandsvektor:
A
H f—
Q
Jakobi-Matriz:
0 1
) OE
= 0u a’> —c* 2¢

Mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit a? agZA 94 ynd der Fluidgeschwindigkeit ¢ = %

b
Vektor der Quellen € Senken:

0
= JOA Tl 0z
e pgA i
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B.2.3 Charakteristische Formulierung

oW OW
= A==9"
o T20r T2
Riemann-Invariante:
1 (c+a) 0A —0Q
OW = —
20 | —(¢—a) 0A+0Q
FEigenwert-Matriz:
c—a 0
A=
- 0 c+a

0A TezUn 0z

) —gha—x—i-gA A gAﬁ_x
Y 0A  T,U, 0z
—i—gh%— A A —g b

Charakteristische Gleichungen

dQ dA 0z T Up 0A dx
2 A== - -
dt (c+a) a7 <8x pgA)+gh8 at
dQ dA 0z TuUn 0A dr
E—“—“)E—M(E‘ pgA) drn a =t
Oder
A

L v =gais.-s)+ s, S =c-a

d dA dx

d—?—(c—a)E:gA(SZ—ST)—FSA E:c—i—a
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Herleitung der charakteristischen Gleichungen

Berechnung der Eigenwerte der Jakobi-Matrix

0— A 1
det
a?—c2 2c—\

det (J — AE) = 0

(=N)(2c =) = (* = )

/\172:C:|:CL

Berechnung der Eigenvektor-Matrix

0— )\172 1 T
=0
a?—c 2c— Mg T9
Wahle fiir beide Eigenvektoren x; = 1 und berechne x,:
A or1=1 To=C—a
A x1=1 To=c+a
Somit kann die Eigenvektor-Matrix angeschrieben werden:
1 1 1 [ +le+a) -1
K= K=
- c—a c+a - 20 | —(c—a) +1
Berechnung der Eigenwert-Matrix:
1 (c+a) —17[ 0 1 1 1
A=K 'JK=—
— T T 2a| —(c—a) +1 || - 2 c—a c+a |
(c+a) -117[ (c—a) (c+a) ]
_QG_—(c—a) +1 | | a* —2ca+c* a*+2ca+*
[ 2ca — 2a? 0
 2a 0 2ca + 2a®
c—a 0
A=K 'JK=
T cta

XVI
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Berechnung der Riemann-Invarianten:

1 (c+a) —1 0A 1 (c+a) 0A—0Q
OW =K '9U = — =
= 20 | —(c—a) +1 || 0Q 2a | —(c—a) DA +0Q
Berechnung des Quellen € Senken-Vektors:
§ _ kg 1 (c+a) —1 0
B =B B = - 0A TezU, 0z
- 20 | —(c—a) +1 h— — ol gA—
(c—a) gh= oA g,
h@A N ATmUh A@z
oz 79 pgA i
2a Ly 0A Tl 0z
S pgA G

Berechnung der charakteristischen Gleichungen:

dQ dA 0z TuxUn 0A dr
%—(c—f—a)%—gfl( o pgA>+gh% S =¢—a
dq) dA 0z T Up 0A dx

_ — —_ = A —_ —_— _— =

dt (c=a) at Y ( Or  pgA ) gh Oz it ¢ a

Unter Verwendung der in der Hydraulik iiblichen Abkiirzungen

0A TezUn 0z
Sa=gh— S, = S, =——=
A= I pgA ox

kénnen die charakteristischen Gleichungen wie folgt angeschrieben werden:

dQ dA dx
—dt—(c—i—a)—dt—gA(SZ—ST)+SA - =c—a
dQ dA dz
ar ~em o) g =oAL =S+ 5 @t
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C Testfalle

In diesem Kapitel werden die in der Arbeit verwendeten Testfille der Freispiegelstromung
detailliert beschrieben. Alle Testfille stellen vereinfachte Losungen der Grundgleichungen
der Freispiegelstromung dar. Es wird zwischen stationdren und instationédren Testféllen
unterschieden.

In allen Féllen ist der Stromungsquerschnitt ein Rechteck mit der Fldche A und dem

benetzten Umfang U.
A=b-h

U=b+2h

Eine Ubersicht iiber die Testfille sowie die zugehorigen allgemeinen Berechnungsparame-
ter der Testfélle sind in Tabelle C.1 abgedruckt.

Testfall Zustand | Lange | Breite Q S, K Ky

ml | Il | [P/ | 1) | [m3/s] | [s/m3]
I  Gerinne Stationar 100 10 1 0,01 50 0,02
IT  Wehr Stationar | 1000 10 20 S, (x) 50 0,02
IIT Dammbruch | Instationir 1 1 Q(z,t) | 0,00 00 0,00
IV Dammbruch | Instationir 1 1 Q(z,t) | 0,00 00 0,00

Tabelle C.1: Allgemeine Parameter der Testfalle
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n C Testfalle

C.1 Testfall |

Testfall I beschreibt die stationédre Stromung in einem rechteckigen Gerinne mit konstan-
tem Sohlgefille. Zur Berechnung des Stromungsquerschnitts und somit des Wasserspiegels
wird die Formel von Manning-Strickler angewendet:

4 1
Q:KSt'T;f “A-S?
Einsetzen der Definition des hydraulischen Radius ergibt:
Q=Kg- A3 U552

Unter Verwendung von A =0b-h und U = b+ 2h sowie anschlieSender Umformung folgt:

3 3
b3h3—2h< @ ) —b( @ ) =0
KStSz2 KSth

Nun kann mit Hilfe eines numerischen Verfahrens der Wasserspiegel berechnet werden.

172 T T T T T T T T T

1,1
1,0
0,9
0,8
0,7

0,6

Hohe [m)]

0,5
0,4
0,3

0,2

0,1

070 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung C.1: Diagramm zu Testfall I
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C.2 Testfall 1l

Testfall I beschreibt die stationére Strémung in einem rechteckigen Gerinne mit variablem
Sohlgefille. Die fiir diesen Testfall herangezogene Stromung léasst sich wie folgt beschrei-

ben:

Unterkritische Stromung (Strémen) 0<x<300 IFr<i1

Kritische Stromung r=300 Fr=1
Uberkritische Stromung (Schieen) 300 <x <600  Fr > 1
Kritische Stréomung (Sprung) r=600 Fr=1

Unterkritische Stromung (Stromen) 600 <z <1000 Fr <1

Fiir die Berechnung dieser Stromung ist in [MBNS97] eine Losung angegeben:

K; =—-0,111051 Ky =0,026876 K3 = —0,217567

Wasserspiegelhdhe
(0723449 {1 — tanh (xl_og’go)} 0 <z <300
o 0,723449 {1 - étanh (6 3”1_0550)] 300 < z < 600
2) =
% + jin exp (—20j ( 1_0580»
\ +% exp<10%—1> 600 < z < 1000

Wasserspiegelhéhengradient

(0723449 0,723449 2 — 300
— - ’ tanh? 0 <z <300
w000 " “1o00 " ( 1000 ) =T=
0,723449  0,723449 z — 300
— = ’ tanh? ( 6 300 < z < 600
Oh(z) 000 “1oo0 " ( 1000 ) ==
oxr 20/ < x — 600
-2 Nk, —20
1000 jzl J eXp( j( 1000 )>
600 x
T L 1) 600 < = < 1000
(" Tooooo0 P (1000 ==
Sohlgefille
4
Q? oh(z)  Q* (b+2h(x))3
SZ(I) = (1 T a2 h(z)3 ) + K2 10
g b* h(z) x 50 (bh(z))®
Sohlhohe
1000
z(z) = —/ S, dx
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6,0
£
O
=
:O
)
— z(x)
—z(x) + h(x)
070 | | | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
x [m]
1072
B
=
=
)
s9)
<
@}
[p]
0,0

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
z [m]

Abbildung C.2: Diagramm zu Testfall 11

XXII Philipp G. Kandutsch



2%

C Testfalle A

C.3 Testfall 1l

Testfall ITT beschreibt den idealisierten (instantanen) Dammbruch in ein leeres, horizonta-
les, rechteckiges Gerinne. Die Stromung ist instationédr und reibungsfrei. Die analytische
Losung ist [Sto57], [DLK*13] und [Cha04] entnommen.

Initiallosung (t = 0)

h =1 < a;=+/gh r<ax
h(a:,()):{ l =T a(a:,O):{ tT VIl = %o

h,=0 x>x

Analytische Lésung (t > 0)

hl .T<£Bl
1 (z—=x 2
h(z,t) =< — 0 _ 2q, r <z<uz,
9¢g t
hy x>,
(a r < a
1 _
a(x,t) = §<$ $0—2al) r<z<uz,
L Qr T > x,
(0 x <
9 _
c(x,t) = §<x t$0+al) n<z<aua,
L 0 T > X,

Durch Anwendung der Charakteristiken folgt:

T =T9—at T, =x0+2aq;t
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n C Testfille
c A
c(x,t)
c(x,0)
>
X
A
h
| -t -
h(x,0)
h
h(x,t)
Y >
X
A
t
7 —ayt +2a;t
>
99 0 x, <L
Abbildung C.3: Testfall III nach [GuiO§]
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s/ gwi] ssngypang

0,0

1,0

0,7

0,3
0,05 )

0,2

0,1

--- h(xz,t =0,00s)
h(z,t = 0,05 5)
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C.4 Testfall IV

Testfall IV beschreibt den idealisierten (instantanen) Dammbruch in ein teilweise gefiilltes,
horizontales, rechteckiges Gerinne. Die Stromung ist instationdr und reibungsfrei. Die
analytische Losung ist [Sto57], [DLK™13] und [Cha04] entnommen.

Initiallésung (t = 0)

h(z,0) = =1 zsz a(xz,0) = w=vgh T % c(x,0) =0 Vz
T ke >0 x> e > e

Analytische Losung (t > 0)

(hl ZL’<1’1
1 (z—=x 2
9—( 0—2al) T <z<uz
g
h(z,t) = !
- T < x <z,
g
[ hr T > T,
(qy T <
1 /x—x
— 0—2al T <x<uzx
a(x,t) =< 3
\ @y T 2> Ty
(0 z < x
2 (rx—=
5 "t T <x < Ty
clx,t) =< 3 t
2 (a; — am) Tm <z < T)
L 0 T > x,

Durch Anwendung der Charakteristiken folgt:

2a2 (a; — an,
r=x9—at T = To+ 24t —3a,,t xr:xo+Mt

2 _ 42
U a

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit a,,, errechnet sich aus folgender Gleichung:

-8 af afn (a; — am)2 + (ail — af)2 (afn + af) =0
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