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Zweites Buch.

Erforschung der Bahnen der Himmelskörper aus geocentrischen

Beobachtungen.

Erster Abschnitt.

Bestimmung der Bahn aus drei vollständigen Beobachtungen.

115.

Zur vollständigen Bestimmung der Bewegung eines Himmelskörpers in

seiner Bahn sind sieben Elemente erforderlich, deren Zahl sich aber um ein

Element verringern lässt, wenn die Masse des Körpers entweder bekannt ist, oder

vernachlässigt wird. Diese Licenz lässt sich kaum vermeiden bei Bestimmung

einer noch gänzlich unbekannten Bahn, wo man alle zur Ordnung der Störun-

gen gehörenden Grössen so lange bei Seite lassen muss, bis die Massen, von

welchen sie abhängen, anderswoher bekannt geworden sind. Da ich nun bei

der gegenwärtigen Untersuchung die Masse des Körpers vernachlässige, so

reducirt sich die Zahl der Elemente auf sechs, und es ist daher klar, dass

zur Bestimmung einer unbekannten Bahn ebenso viele von den Elementen

abhängige, von sich selbst aber gegenseitig unabhängige Grössen erfordert

werden. Diese Grössen können keine andere, als von der Erde aus beob-

achtete Orte des Himmelskörpers sein, und da die einzelnen Orte je zwei Daten

liefern, nämlich Länge und Breite, oder Rectascension und Declination, so ist

es das Einfachste, drei geocentrische Orte anzunehmen, welche, im Allge—

meinen gesprochen, zur Bestimmung der sechs unbekannten Elemente ausreichen.

Diese Aufgabe ist als die wichtigste dieses Werkes zu betrachten, und soll

daher mit der höchsten Sorgfalt in diesem Abschnitte abgehandelt werden.
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In dem besondern Falle aber, wo die Ebene der Bahn mit der Ecliptik

zusammenfällt, und deshalb der Natur der Sache nach alle heliocentrischen

und geocentrischen Breiten verschwinden, können die drei verschwindenden

geocentrischen Breiten nicht weiter als drei von einander unabhängige Daten

betrachtet werden. Es würde daher dann diese Aufgabe unbestimmt bleiben,

und den dreien geocentrischen Orten durch unendlich viele Bahnen genügt

werden können. In einem solchen Falle müssen mithin nothwendig vier

geocentrische Längen gegeben sein, um die vier übrigen unbekannten Elemente

(mit Ausfall der Neigung der Bahn und der Länge des Knotens) zu finden.

Obgleich nun „per principium indiscernibilium“ nicht zu erwarten ist, dass

jemals in der Natur der Dinge ein solcher Fall sich zutragen werde, so ist

doch leicht abzusehen, dass eine Aufgabe, welche beim vollständigen Zu—

sammenfallen der Bahn mit der Ecliptik gänzlich unbestimmt wird, auch

bei denjenigen Bahnen, die nur sehr wenig, gegen die Ecliptik

geneigt sind, wegen der beschränkten Genauigkeit der Beobachtungen

beinahe ebenso unbestimmt bleiben müsse, wo selbst die kleinsten Beob—

achtungsfehler die Bestimmung der Unbekannten gänzlich zu stören vermögen.

Um deshalb auch auf diesen Fall Rücksicht zu nehmen, wird man sechs andere

Daten auswählen müssen, und ich will daher im zweiten Abschnitte zeigen,

wie sich die unbekannte Bahn aus vier Beobachtungen bestimmen lässt, von

denen zwar zwei vollständig sind, die beiden übrigen aber unvollständig,

indem entweder die Breiten oder die Declinationen fehlen.

Da endlich alle unsere Beobachtungen wegen der Unvollkommenheit

unserer Instrumente und Sinne nur Annäherungen zur Wahrheit sind, so

wird eine Bahn, die lediglich auf die sechs absolut nothwendigen Daten sich

stützt, noch beträchtlichen Irrthümern unterworfen sein können. Um nun die

letzteren, so weit es angeht, zu verkleinern, und so die grösstmöglichste

Genauigkeit zu erreichen, giebt es keinen andern Weg, als von den besten

Beobachtungen so viele als möglich zu sammeln, und die Elemente so auszu—

feilen, dass sie nicht allein diesen oder jenen mit unbedingter Schärfe sich

anschliessen, sondern mit allen so gut als möglich übereinstimmen. Durch

welches Verfahren man nun eine solche Uebereinstimmung (wenn auch nirgends

eine absolute, aber doch allenthalben eine so nahe als mögliche) nach den
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21

(132)



(133)

162 Zweites Buch. Erster Abschnitt.

Grundsätzen der \Vahrscheinlicl1keits—Rechnung erlangen kann, will ich im

dritten Abschnitte zeigen.

Auf diese Weise wird sich also die Bestimmung der Bahnen, soweit

sich in ihnen die Himmelskörper nach den Kepler’schen Gesetzen bewegen,

zu aller wünschenswer-then Vollkommenheit erheben. Die letzte Ausfeilung

lässt sich freilich erst dann unternehmen, wenn man auch den Störungen

Rechnung trägt, mit welchen die übrigen Planeten auf die Bewegung ein—

wirken. Diese Rechnung, soweit sie zu unserem Zwecke gehört, will ich in

dem vierten Abschnitte kürzlich anzcigen.

116.

Bevor man die Bestimmung einer Bahn aus geocentrischen Beobachtungen

unternimmt, muss man, wenn die grösste Schärfe erfordert wird, gewisse

teductionen wegen Nutation, Präcession, Parallaxe und Aberration anbringen.

Bei einer mehr beiläufigen Rechnung kann man diese Kleinigkeiten ver—

nachlässigen.

Die Beobachtungen der Planeten und Oometen werden gewöhnlich so

gegeben, dass sie in scheinbaren Rectascensionen und Declinationen ausge—

drückt sind, d. h. sie sind auf die scheinbare Lage des Aequators bezogen.

Da diese Lage wegen der Nutation und Präcession veränderlich, und daher

für verschiedene Beobachtungen verschieden ist, so muss man vor allen

Dingen an Stelle der veränderlichen Ebene irgend eine fixe Ebene einführen,

zu welchem Zwecke man entweder den Aequator nach seiner mittleren Lage

für irgend eine Epoche, oder die Ecliptik wählen kann. Die letztere Ebene

pflegt gemeiniglieh angewendet zu werden, aber auch die erstere Ebene

empfiehlt sich durch einige eigenth‘rimliche, nicht zu verachtende Vortheile.

Falls es daher beliebt, die Ebene des Aequators zu wählen, so müssen

vor Allem die Beobachtungen von der Nutation befreit werden, und sind

solche alsdann mit Anbringung der Präcession auf irgend eine beliebige

Epoche zu reduciren. Dieses Verfahren kommt ganz mit demjenigen überein,

mittelst dessen man aus dem beobachteten Orte eines Fixsterns dessen mittlere

Position für eine gegebene Epoche ableitet, und dasselbe bedarf daher hier

keiner Erklärung. Hat man aber beschlossen, die Ebene der Ecliptik zu
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adoptiren, so erhellt daraus eine doppelte Methode. Es können nämlich ent-

weder aus den für Nutation und Präcession verbesserten Rectascensionen

und Declinationen die Längen und Breiten vermöge der mittleren Sehiet'e

abgeleitet werden, woraus man sodann die bereits auf das mittlere Aequinox

bezogenen Längen erhält; oder man kann bequemer aus den schein—

baren Rectaseensionen und Declinationen, mit Anwendung der schein-

baren Schiefe, die Längen und Breiten berechnen und diese sodann von der

Nutation und Aberration befreien.

Aus denSonnentafeln werden die, den einzelnen Beobachtungen ent—

sprechenden Erdorte berechnet, die man dann natürlich auf die nämliche Ebene

beziehen muss, auf welche die Beobachtungen des Hinnnelskörpers bezogen

sind. Man vernachlässigt daher die Nutation bei Berechnung der Sonnen—

länge, reducirt aber sodann diese Länge durch Anbringung der Präcession

auf eine feste Epoche, und vermehrt die Länge um 180“; der Breite der

Sonne, wenn es der Mühe werth ist, sie in Rechnung zu nelnnen, giebt man

das entgegengesetzte Zeichen. Auf diese Weise erhält man die heliocentrische

Position der Erde, welche, wenn man den Aequator zur Grundebene gewählt

hat, unter Anwendung der mittleren Schiefe in Rectascension und Deciination

verwandelt wird.

117.

Die auf diese Weise aus den Tafeln berechnete Erdposition bezieht sich

auf den Mittelpunkt der Erde, der beobachtete Ort des Himmelskörpers

aber auf einen Punkt der Erdoberfläche; eine Nichtübereinstinnnung, der sich

auf dreierlei Weise Abhült'e schaffen lässt. Man kann nämlich die Beobachtung

entweder auf den Erdmitteipunkt reduciren, d. h. sie von der Parallaxe be—

freien; oder aber den heliocentrischen Ort der Erde auf den Beobachtungsort

reduciren, was sich dadurch bewirken lässt, dass man an den, aus den Tafeln

berechneten Sonnenort die Parallaxe gehörig anbringt; oder endlich lassen sich

auch beide Positionen auf irgend einen dritten Punkt übertragen, als welchen

man am bequemsten den Einschnittspunkt des Visions—Radius mit der Ebene

der Ecliptik annimmt: die Beobachtung selbst bleibt dann ungeändert, und

die Reduction des Erdortes auf diesen Punkt ist im Art. 72 gelehrt. Die (134)
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erste Methode lässt sich nur dann anwenden, wenn der Abstand des Himmels-

körpers von der Erde wenigstens näherungsweise bekannt ist; dann aber ist

sie äusserst bequem und besonders in dem Falle, wenn die Beobachtung im

Meridiane angestellt ist, wo nur die Declination allein von der Parallaxe afficirt

wird. Uebrigens ist es vorzuzieheu, diese Reduction unmittelbar an den beob—

achteten Ort anzubringen, bevor man die Umformungen des vorhergehenden

Artikels unternimmt. Ist aber der Abstand von der Erde noch gänzlich unbe—

kannt, so muss man auf die zweite oder dritte Methode recurriren, und zwar

auf die zweite, wenn der Aequator als Grundebene angenommen wird, auf

die dritte aber, falls man alle Positionen auf die Ecliptik beziehen will.

118.

Wenn der einer Beobachtung entsprechende Abstand eines Himmelskörpers

von der Erde schon sehr nahe bekannt ist, so lässt sich diese Beobachtung

vom Einflusse der Ab erration auf mehre Arten befreien, die sich auf die

verschiedenen, im Art. 71 behandelten Methoden stützen. Es sei 15 die wirkliche

Zeit der Beobachtung; 19 der Zeitraum, welchen das Licht gebraucht, um von

dem Himmelskörper zur Erde zu gelangen, und den man erhält, wenn man

die Distanz mit 493 Zeitsecunden multiplicirt; Z der beobachtete Ort; !” derselbe,

mit Hülfe der geocentrischen täglichen Bewegung auf den Zeitpunkt H—z9

reducirte Ort; !” der Ort l, aber befreit von demjenigen Theile der Aberration,

welche den Planeten mit den Fixsternen gemeinsam ist; L der wahre, der

Zeit t entsprechende Erdort (d. h. der Tafelort um 20”25 vermehrt); endlich

’L der wahre, der Zeit t—3 entsprechende Erdort. Dann ist:

I. l: der wahre Ort des Himmelskörpers aus 'L zur Zeit 23—3

gesehen;

II. Z’ : der wahre Ort des Himmelskörpers aus L gesehen zur Zeit 25.

III. Z”: der wahre Ort des Körpers aus L gesehen zur Zeit t—3.

Bei der Methode I wird daher der beobachtete Ort unverändert beibehalten,

für die wirkliche Zeit aber die fingirte Zeit t—3 substituirt, und dabei der

Ort der Erde für diese fingirte Zeit berechnet. Die Methode Il bringt die

Aenderung lediglich an die Beobachtung an, erfordert aber ausser dem

Abstande auch noch die tägliche Bewegung. Bei der Methode HI erleidet
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die Beobachtung eine von dem Abstande unabhängige Verbesserung, für die

wirkliche Zeit wird die fingi1te t—3 substitui1t, aber unter Beibehaltung des

der wirklichen Zeit entsprechenden Erdortes. Von diesen Methoden ist die

erste die bei weitem bequemste, sobald die Entfernung wenigstens in soweit

bekannt ist, dass die Reduction der Zeit mit der erforderlichen Genauigkeit

berechnet werden kann.

Ist aber diese Entfernung noch gänzlich unbekannt, so leidet keine

dieser Methoden eine unmittelbare Anwendung" bei der ersten hat man zwar

den geocentrischen 01t des Himmelskörpers, abe1 zu wünschen bleibt noch

die Zeit und die Stellung der Erde, die von der unbekannten Entfernung

abhängig sind; bei der zweiten sind zwar letzte1e gegeben, abe1 der erstere

fehlt, bei der d1itten endlich hat man zwa1 den geocent1ischen Ort des

Hin1melskörpers und die Position der Erde, aber die mit jenen Daten zu ver—

bindende Zeit fehlt.

Was ist daher bei unse1e1 Aufgabe zu thun, wenn in einem solchen

Falle eine, auch mit Rücksicht auf die Abe11ation genaue Lösung ve1]angt

wird? Es ist dann sicherlich das Einfachste, die Bahn zuerst unter Beiseite—

lassung der Abe11ation zu bestimmen, und da diese niemals eine erhebliche

Einwi1kung äussern kann, so e1ha'lt man da1aus die \bstande wenigstens mit

einer solchen Genauigkeit, dass sich 111111 die Beobachtungen mittelst einer der

so eben auseinandergesetzten Methoden von der Aberration befreien lassen,

und man dann die Bestimmung der Bahn genauer wiederholen kann. Bei

dieser Arbeit verdient nun die dritte Methode vor den übrigen den Vorzug.

Denn es sind bei der ersten Methode alle die von der Position der Erde

abhängigen Operationen ganz von Frischcm wieder zu beginnen. Bei der

zweiten Methode (welche ausserdem nur Anwendung leidet, wenn man eine so

grosse Menge von Beobachtungen besitzt, dass sich daraus die tägliche Be—

wegung ableiten lasst) muss man alle Rechnungsope1ationen von Neuem an—

stellen, die von dem geocent1ischen 01te des Himmelskö1pe1s abhängig sind.

Bei der dritten Methode dagegen (wenn nämlich die e1ste Rechnung bereits

auf solche geocentrische Orte gebaut war, die von der Fixstern—Aberration

befreit sind) können alle vorläufige, von der Position der Erde und dem

geocentrischen Orte des Körpers abhängige Operationen bei der neuen Rechnung

unverändert beibehalten werden. Man kann daher gleich bei der ersten

(135)
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Rechnung die Aberration mit erfassen, wenn die Methode der Bahnbestimmung

so angethan ist, dass man daraus die VVerthe der Abstände eher erhält, bevor

es erforderlich wird, die verbesserten Zeiten in die Rechnung einzuführen. Es

ist dann der Aberration wegen keine doppelte Rechnung nöthig, wie bei der

weiteren Behandlung unserer Aufgabe noch klarer werden wird.

119.

Es würde nicht schwierig sein, aus der in unserer Aufgabe zwischen

den gegebenen und den unbekannten Grössen bestehenden Verbindung ihren

Stand auf sechs Gleichungen zu reduciren, oder noch auf weniger-e, da die

eine oder die andere der Unbekannten sich ganz bequem eliminiren liesse.

Weil aber diese Verbindung eine äusserst verwickelte ist, so würden die

Gleichungen sich meist als intractabelc erweisen. Eine solche Trennung der

Unbekannten aber, dass schliesslich eine Gleichung herauskäme, die nur eine

einzige unbekannte Grösse enthielte, kann, allgemein gesprochen"), für un—

möglich gehalten werden, und es lässt sich daher um so weniger die ganze

Auflösung des Problems nur durch direete Operationen erledigen.

Aber auf die Lösung zweier Gleichungen X= () und Y = 0, wobei

nur zwei unbekannte %, y untermischt verbleiben würden, lässt sich allerdings

unser Problem zurückführen und zwar auf verschiedene Arten. Es ist

nämlich nicht nothwendig, dass cc und 3} zwei“ von den Elementen selbst sind,

sondern es können Grössen sein, die auf irgend eine Art mit den Elementen

zusammenhängen, wenn die letzteren nur nach Auffindung von m und y sich

bequem daraus herleiten lassen. Ausserdem ist es offenbar nicht nöthig, dass

X, Y durch entwickelte Functionen von x und 3} dargestellt werden, sondern

es genügt, dass sie mit jenen durch ein System von Gleichungen so verbunden

sind, dass man es in der Gewalt hat, von den gegebenen W'erthen für a:, 3}

zu den entsprechenden \Verthen von X, Y zu gelangen.

*) Falls die Beobachtungen so wenig von einander entfernt sind, dass die Zwischenzeith als unend-

li0h kleine Grössen sich behandeln lassen, so kann eine solche Trennung allerdings von Erfolg sein, und das

ganze Problem auf die Auflösung einer algebraischen Gleichung des siebentcn oder achten Grades reducirt werden.
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120.

Da nun die Natur der Aufgabe eine weitere Reduction als auf zwei

Gleichungen, in denen zwei mit einander vermischte Unbekannte enthalten

sind, nicht gestattet, so besteht die Hauptsache vorerst in einer schicklichen

Auswahl der Unbekannten und in einer solchen Anordnung der Gleichun—

gen, dass nicht nur X, Y auf die einfachste WVeise von 13, y abhängig

erscheinen, sondern dass auch nach Auffindung dieser Werthe daraus die

Elemente so bequem als möglich hervorgehen. —— Andererseits muss aber

auch in Betracht gezogen werden, durch welches Verfahren man die den

Gleichungen Genüge leistenden W'erthe der Unbekannten durch nicht zu müh-

same Operationen ermittelt. Wenn dies nur durch gleichsam blinde Versuche

zu bewerkstelligen wäre, so würde eine ungeheuere und kaum zu ertragende

Arbeit erforderlich sein, welcher nichts destoweniger die Astronomen sich

häufig unterzogen haben, welche Cometenbahnen durch eine sogenannte indirecte

Methode bestimmt haben. Hierbei wird die Arbeit allerdings dadurch er—

heblich erleichtert, dass bei den ersten Versuchen minder scharfe Rechnung

genügt, bis man zu genäherten Werthen der Unbekannten gelangt ist. Hat

man aber erst eine genäherte Bestimmung, so lässt die Sache sich stets durch

sichere und rasche Methoden zu Ende führen, welche ich hier auseinander—

setzen will, bevor ich weiter gehe. ‘

Den Gleichungen X: 0, Y: 0 geschieht von selbst ganz vollständig

Genüge, wenn man für x, y deren wahre Werthe selbst getroffen hat; sind

aber dafür Werthe angenommen, die von den wahren verschieden sind, so

werden X und Y daraus von Null verschiedene Werthe erhalten. Je näher

daher dieselben an die wahren herankommen, desto kleiner müssen auch die

Werthe für X und. Y herauskommen, und wenn ihre Verschiedenheiten von

den wahren erst sehr klein sind, so darf man voraussetzen, dass die Aende—

rungen in den Werthen von X und. Y sehr nahe der Aenderung in x

proportional sind, wenn y unverändert bleibt, und proportional der von 31,

falls 90 sich nicht ändert. Bezeichnet man daher die wahren Werthe

von x, y resp. mit £, 1], so werden die der ‘ Voraussetzung cc _ g+l,

y= ?H—‚u entsprechenden Werthe von X, Y durch die Form X : al+ß;z,
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Y : yl+d‚tt darzustellen sein7 so dass man die Coefficienten a, ß, % (" als

constant annehmen kann, so lange 1 und. ‚u, sehr klein bleiben. Hieraus lässt

sich schliessen‚ dass, wenn für drei Systeme von Werthen für x, 9, die von

den wahren nur wenig verschieden sind7 eine Bestimmung der entsprechenden

Werthe von X, Y Statt gefunden hat7 man daraus die wahren Werthe von

„T, y wenigstens insoweit ableiten könne‚ als dabei jene Voraussetzung zulässig

ist. Wir wollen setzen, dass

für ac=a‚ y=b werde: X=A‚ Y=B

y=b' X=A/‚ Y=B'

x = a”, y = b” X = A”, Y : B”

und man hat dann

A = a(@—£H—ß(b*n)‚ B: r

A/:a<a/—B>+B<B—nt B 7(66’—5)+5(5'—77)

A”=a(a”*'é)+ß(b”—n)‚ B= 7<a“—é>+ö<b"—n>

Daraus entsteht nach Eliminirung von a, ß, 9/‚ (?

a(A/B”— A”B’ +a (A”B— AB”)+a”(AB’-—A’B)

(CL—5)+Ö(b—n)

H

 

 

g : A/BI/__ AllB/+AIIB_ ABI/+AB/__ A/B

_ b(A/BN__ANBI)+b/(A/IB__ABH)+b/I(ABI_A/B)

77 _ A’B”—A”B’+A”B—AB”+AB’—A’B ’

oder in einer zur Rechnung bequemeren Gestalt:

"g _ a+(a’-a)(ANB—AB”)+W_a)(AB’ AB’B)

_ A/B/l_Af/B/+A
NB_ABN+AB/_

A/B

_ b+(b’——b)(A”B—AB”)+(b”—b)(AB’——A’B)

77— A/BN_AHB/+ANB—ABN+AB_A'B'

 

 

Offenbar ist es auch in diesen Formeln gestattet7 die Grössen @, b, A, B mit

a’, b', A“, B'‚ oder mit a”, b”, A”, B” zu vertauschen.

Der gemeinschaftliche Nenner aller dieser Ausdrücke, den man auch

unte1 die Form (A ——A)(B”—B)—(A”—A)(B’——B) bringen kann, wird

: <aä—By>{<a—a>(b“—b>—<a"—a><b'—b>};

woraus man sieht, dass a‚ (L’, a”, b, b'‚ b” so genommen werden müssen, dass

ct”—a _ a'—a

b”—b _ b’——b

sein‚ sondern für 5 und 77 gebrochene Werthe liefern würde, deren Zähler und

nicht wird, widrigenfalls diese Methode nicht anwendbar
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Nenner zugleich verschw'a'nden. Ebenso ist hieraus klar, dass, wenn zufällig

(rd—ß}! : 0 wird, derselbe Mangel den Gebrauch der Methode ganz zer-

stören würde, auf welche Weise man auch a, a', a”, b, b’, b” annehmen möchte.

In einem solchen Falle müsste man für die WVerthe von X folgende Form

voraussetzen al+ [ip-{—HIL+CZ,u—[—19,1‚L,u, und eine ähnliche für die \Verthe

von Y, wo dann die Analyse Methoden an die Hand geben würde, die der

vorhergehenden ‘analog sind, um aus den \Verthen von X, Y, die für vier

Systeme der \Verthe von x, y gerechnet wären, die wahren \Verthe der

letzteren zu bestimmen. Auf diese Weise würde aber die Rechnung äusserst

besehwerlich ausfallen und ausserdem lässt sich zeigen, dass in einem solchen

Falle die Bahnbestimmung die erforderliche Schärfe der Natur der Sache nach

nicht zulässt. Da diese Unzuträglichkeit nicht anders vermieden werden

kann, als wenn man neue, mehr geeignete Beobachtungen heranzieht, so will

ich bei diesem Gegenstande hier nicht verweilen.

121.

Sobald man daher für die Unbekannten bereits über genäherte VVerthe

disponirt, so lassen sich daraus die wahren mit aller nur zu wünschenden

Schärfe durch die so eben erklärte Methode ableiten. Zuerst werden nämlich

die jenen approximirten Werthen (a, b) entsprechenden VVcrthe von X, Y be—

rechnet. Wenn letztere dann nicht von selbst verschwinden, so wird die

Rechnung mit zwei anderen, davon wenig verschiedenen l/Verthen (a', 5) wieder—

holt, und dann mit einem dritten Systeme (a”, b”), wenn nicht zufällig schon

beim zweiten )( und Y verschwinden. Dann lassen sich durch die Formeln

des vorhergehenden Artikels die wahren Werthe finden, insofern die Voraus-

setzung, auf welcher jene Formeln beruhen, von der Wahrheit nicht merklich

abweicht. Um sich über die Sache ein. desto besseres Urtheil zu bilden, mag

die Rechnung der \Verthe von X, Y mit jenen verbesserten \Verthen wieder—

holt werden, und falls diese zeigt, dass dadurch den Gleichungen X = 0, Y = 0

noch nicht Genüge geschehe, so wird man wenigstens sehr viel kleinere NVerthe

von X und Y daraus erhalten, als durch die drei früheren Hypothesen, und

deshalb werden die hieraus abgeleiteten Bahnelemente weit genauer sein, als die

den ersten Hypothesen entsprechenden. Will man sich hierbei nicht beruhigen,

GAUSS, Theorie (1. Beweg. d. Himmelsk. 22
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so wird es am gerathensten sein, unter Weglassung derjenigen Hypothese,

welche die grössten Unterschiede hervorgebracht hatte, die beiden übrigen mit

einer vierten von Neuem zu verbinden und so nach Anleitung des voran—

gehenden Artikels ein fünftes System der Werthe von m, 3} zu bilden. Auf

dieselbe Weise kann man, WO es der Mühe werth erscheint, zu einer

sechsten u. s. w. Hypothese übergeben, bis dadurch den Gleichungen X = 0,

Y : 0 so genau Gcnüge geleistet wird, als es die logarithmischen und trigono—

metrischen Tafeln gestatten. Sehr selten jedoch wird es nöthig sein, über das

vierte System hinauszugehen, wenn man als erste Hypothesen nicht solche

angenommen hat, die noch zu sehr von der Wahrheit abweichen.

122.

Da die bei der zweiten und dritten Hypothese anzunehmenden \Verthe

der Unbekannten in gewisser Weise willkürlich sind, wenn sie nur von der

ersten Hypothese nicht gar zu verschieden sind, und man ausserdem in

Acht nimmt, dass das Verhältniss (d’—a) : (If—«b) nicht zur Gleichheit mit

(cd—a):(b'—b) hinneigt, so pflegt gemeiniglich gesetzt zu werden: al : a,

b" = b. Hieraus ervächst ein doppelter Vortheil; denn es kommen nicht nur

die Formeln für E und 5 noch etwas einfacher heraus, sondern es bleibt auch

ein Theil der ersten Rechnung derselbe bei der zweiten Hypothese und ein

anderer Theil bei der dritten.

Es giebt aber einen Fall, wo andere Gründe eine Abweichung von dieser

Gewohnheit rathsam machen. Nimmt man nämlich an, dass X die Form

X'—:c habe, und Y die Form Yl——g/, und dass die Functionen X', Y/ durch

die Natur der Aufgabe so angethan seien, dass sie von mässigen, bei den

\Verthen von cc, }} begangenen Fehlern nur sehr wenig afficirt werden, oder dass

„ ‚ / „

(%;f), (%,/‚f), (idljf)’ (id—177) äusserst kleine Grössen seien, so ist klar,

dass die Unterschiede zwisehen den Functionswerthen, die dem Systeme 36 : f,

y = 17 entsprechen, und zwischen denen, welche aus x = a, y : 6 entstehen,

auf eine gleichsam höhere Ordnung bezogen werden können, als die Differenzen

Efia, n—b; nun sind jene \Verthe X/ = 5, Y' = 77, diese aber

X'=a+A, Y’:b—|—B, woraus folgt, dass G+A, b+B viel genauere
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VVerthe für a" und y sind, als @ und b. Wenn man auf dieselben die zweite

Hypothese stützt, so geschieht dadurch sehr häufig den Gleichungen X: 0,

Y = 0 schon so genau Genüge, dass man nicht weiter zu gehen braucht.

Andernfalls wird auf dieselbe Weise aus der zweiten Hypothese eine dritte

gebildet, indem man a” : a'—[—A’ : a—l—A—l—A’, b” : b'+B' : b+B—{—B'

setzt, und wenn auch diese noch nicht als genau genug sich erweist, so

wird daraus endlich eine vierte nach Anleitung des Art. 120 abgeleitet.

123.

In dem Vorhergehenden habe ich vorausgesetzt, dass man schon

anderswoher im Besitze genäherter \Verthe für die Unbekannten 33, y sich

befindet. Falls man bereits über genäherte Bestimmungen der ganzen Bahn

gebietet (die vielleicht aus anderen Beobachtungen durch frühere Rechnungen

abgeleitet und nun durch neue Beobachtungen zu verbessern sind), so lässt

sich jener Bedingung ohne Schwierigkeit Genüge leisten, welche Bezeichnung

man auch den Unbekannten beilegen mag. Dagegen ist es bei Bestimmung

einer noch gänzlich unbekannten Bahn (eine Aufgabe, die sehr schwierig ist}

keineswegs gleichgültig, welche Unbekannten man anwendet; vielmehr müssen

letztere dann mit Kunst und in solcher Weise gewählt werden, dass man die

genäherten Werthe aus der Natur der Aufgabe selbst schöpfen kann. Dies

gelingt am besten, falls die drei, zur Bahnerforschung angewandten Beobach—

tungen keine zu grosse heliocentrische Bewegung des Hinnnelskörpers umfassen.

Derartige Beobachtungen sind daher stets zur ersten Bestimmung anzuwenden,

welche man nachher durch weiter von einander entfernte Beobachtungen nach

Belieben verbessern kann. Denn man sieht ohne Weiteres, dass die unver—

meidlichen Beobachtungsfehler die Rechnung um so mehr stören, je näher an

einander liegende Beobachtungen dazu verwendet werden. Daraus folgt, dass

die Beobachtungen zur ersten Bestimmung nicht blindlings ausgewählt werden

dürfen, sondern man sich hüten müsse, erstens, dass die Beobachtungen sich

nicht zu nahe sind, und dann, dass sie nicht zu weit von einander entfernt

liegen. Im ersten Falle wird zwar die Berechnung von Elementen, welche den

Beobachtungen Genüge leisten, sehr rasch beendigt; diesen Elementen selbst wäre (140)

22 *
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jedoch wenig zu trauen, und könnten dieselben daraus mit Irrthümern so

enorm entstellt herauskomrnen, dass sie nicht einmal als Annäherungen zu

gelten vermöchten. Im zweiten Falle dagegen würde man von den künstlichen

Mitteln verlassen werden, welche zur genäherten Bestimmung der Unbekannten

zu benutzen sind, und man würde daraus nur eine ganz rohe Bestimmung

ableiten können und doch sehr viel mehr Hypothesen brauchen, oder eine

gänzlich ungereimte, und doch die langweiligsten und widerwärtigsten Versuche

nicht vermeiden können. Ein erfahrenes Urtheil aber über diese Methoden—

grenzen wird besser durch häufige Anwendung, als durch Vorschriften

erworben. Die unten zu behandelnden Beispiele werden zeigen, dass aus

Beobachtungen der Juno, die nur 22 Tage von einander entlegen sind und

eine heliocentrische Bewegung von 7"35l umfassen, die Elemente sich

schon mit vieler Genauigkeit ableiten lassen, und dass wechselsweise unsere

Methode sich auch mit dem besten Erfolge auf die Ceres—Beobachtungen an—

wenden lässt, welche 260 Tage von einander abstehen und eine heliocentrische

Bewegung von 62°55' einschliessen, sowie, dass durch Anwendung von vier

Hypothesen, oder vielmehr successiven Annäherungen, Elemente erhalten

werden, die aufs Beste mit den Beobachtungen übereinstimmen.

124.

Ich gehe nun zur Aufzählung derjenigen Methoden über, welche vor—

züglich zweckmässig sind und sich auf die vorangehenden Vorschriften stützen,

deren hauptsächlichste Momente im ersten Buche auseinandergesetzt wurden und

die hier nur unserem Zwecke angepasst zu werden brauchen.

Die einfachste Methode scheint die zu sein, wobei für SC, 9 die Abstände

des Himmelskörpers von der Erde in zwei Beobachtungen angenommen werden,

oder vielmehr entweder die Logarithmen dieser Abstände, oder die Logarithmen

der auf die Ecliptik oder den Aequator prjScirten Abstände. Hieraus leitet

man vermittelst Art. 64, V die heliocentrischen Orte und die hierzu gehörenden

Abstände von der Sonne ab; daraus ferner nach Art. 110 die Lage der

Bahnebene und die heliocentrischen Längen in der Bahn, und hieraus, sowie

aus den Radien Vectoren und den entsprechenden Zeiten durch die in den

Artikeln 85#105 ausführlich behandelte Aufgabe alle übrigen Elemente,
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wodurch offenbar jene Beobachtungen genau dargestellt werden, welche

VVerthe man auch dem 33 und y beigelegt haben würde. Wenn nun mittelst

dieser Elemente der geocentrische Ort zur Zeit der dritten Beobachtung

berechnet wird, so muss dessen Uebereinstimmung mit, oder dessen Ab-

weichung von dem beobachteten Orte entscheiden, ob die angenommenen

Werthe die wahren sind, oder davon abweichen. Man gewinnt daraus eine

doppelte Vergleichung, indem man die eine Differenz (in Länge oder gerader

Aufsteigung) für X, und die andere (in Breite oder Declination) für Y an—

nimmt. Falls daher die Werthe dieser Differenzen X, Y nicht von selbst

: Null herauskommen, so lassen sich die wahren Werthe von x, 9 durch die

im Artikel 120 und folg. beschriebene Methode ermitteln. Uebfigens ist

es an und für sich gleichgültig, welche von den drei Beobachtungen man

hierbei zu Ausgangspunkten wählen will. Gemeiniglich empfiehlt es sich jedoch,

die erste und letzte zu nehmen, mit Ausnahme eines besonderen Falles,

von dem ich gleich sprechen will.

Diese Methode ist sehr vielen, später zu erklärenden in dem Betrachte

vorzuziehen, weil sie eine sehr allgemeine Anwendung gestattet. Ausgenommen

muss dabei der Fall werden, wo die beiden 'ztussersten Beobachtungen eine

heliocentrische Bewegung von 1800 oder 360“ oder 540° 11. s. w. umfassen,

denn dann kann die Lage der Bahnebene aus zwei heliocentrischen Orten

nicht bestimmt werden (Art. 110). Ebenso ist es nicht angemessen, die

Methode dann anzuwenden, wenn die heliocentrische Bewegung zwischen den

beiden äussersten Beobachtungen nur wenig von 180U oder 3600 etc.

verschieden ist, weil man in diesem Falle keine genaue Bestimmung der Lage

der Bahn erhalten kann, oder vielmehr weil dann die kleinsten Veränderungen

in den angenommenen iWerthen der Unbekannten so grosse Veränderungen in

der Bahnlage und folgeweise auch in den \Verthen von X, Y hervorbringen

würden, dass diese jenen nicht mehr als proportional angesehen werden können.

Hier ist aber eine Abh'ulfe zur Hand, indem man nämlich in einem solchen

Falle nicht von den beiden äussersten Beobachtungen ausgeht, sondern von

der ersten und mittleren, oder von der mittleren und letzten, wobei man dann

für X, Y die Unterschiede zwischen Rechnung und Beobachtung im dritten

oder ersten Orte annimmt. Wenn aber sowohl der zweite Ort vom ersten,

als der dritte vom zweiten nahezu um 180 Grade abstehen sollten, so wurde

(141)
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auf jene Weise dieser Naehtheil nicht gehoben werden, und es ist dann vor—

zuziehen, solche Beobachtungen, aus denen man der Natur der Sache nach

eine genaue Bahnbestimmung überall nicht ableiten kann , zur Elementen-

berechnung nicht zu verwenden.

\Ausserdem empfiehlt diese Methode sich noch dadurch, dass man daraus

ohne Mühe zu schätzen vermag, welche Veränderungen die Elemente erleiden,

wenn, unter Beibehaltung der beiden äussersten Orte, der mittlere um ein

\Veniges geändert wird. Auf diese Weise kann man sich also ein Urtheil

über den Grad der Genauigkeit bilden, welche man den gefundenen Elementen

beilegen darf.

125.

Durch Anbringung einer leichten Veränderung an die vorige Methode

lässt sich daraus eine zweite ableiten. Ganz wie bei der ersten bestimmt

man alle Elemente, indem man von den Abständen in zwei Beobachtungen

ausgeht. Aus diesen Elementen berechnet man dann aber nicht den geocen—

trischen Ort für die dritte Beobachtung, sondern führt die Rechnung nur bis

zum heliocentrisdhen Orte in der Bahn und leitet dann denselben heliocen—

trischen Ort mittelst der in den Art. 74 und 75 behandelten Aufgabe aus

dem beobachteten geocentrisehen Orte und der Lage der Bahnebene ab; Diese

beiden Bestimmungen, die unter sich differiren (wenn nicht zufällig die wahren

\Verthe von a", g} bei der Annahme getroffen sein sollten) werden, uns X und

Y liefern, wo für X der Unterschied der beiden \Verthe für die Länge in

der Bahn genommen wird, und für Y der Unterschied zwischen den beiden

\\'erthen für den Radius Vector, oder vielmehr für dessen Logarithmus. Diese

Methode ist den nämlichen Anständen unterworfen, welche ich im vorher—

gehenden Artikel berührt habe. Man muss ihr aber noch die fernere Be—

merkung beifügen, dass der heliocentrische Ort in der Bahn aus dem geocen-

trischen nicht gefunden werden kann, falls der Ort der Erde in einen der

beiden Knoten der Bahn fallt. Dann lässt sich daher diese Methode nicht

anwenden. Man thut jedoch wohl, dieser Methode auch in dem Falle sich

zu enthalten, wenn der Ort der Erde nur wenig von einem der beiden

Knoten absteht, weil die Voraussetzung, dass geringen Aenderungen von



Bestimmung der Bahn aus drei vollständigen Beobachtungen. 175

x, 9 auch proportionale Aenderungen von X, Y entsprechen, dann zu fehlsan1

sein würde, und zwar aus einem ähnlichen Grunde, wie der im vorhergehenden

Artikel angedeutete. Aber auch hier lässt sich durch Vertauschung des

mittleren Orts rnit einem der äusseren Orte, dem ein mehr von den Knoten

entfernter Erdort entspricht, Abhülfe schaffen, wenn nicht zufällig bei allen

drei Beobachtungen die Erde in der Nähe der Knoten sich befunden hat.

126.

Die vorhergehende Methode bahnt sofort zu einer dritten den Weg.

Zunächst bestimme man wie vorher aus den Abständen des Himmelskörpers von

der Erde in den äussersten Beobachtungen die entsprechenden Längen in der

Bahn mit den Radien Vectoren. Mit Hülfe der Lage der Bahnebene, welche

diese Rechnung liefert, leite man aus der mittlern Beobachtung die Länge in

der Bahn und den Radius Vector ab. Dann aber bereclme man aus diesen

drei heliocentrischen Orten die übrigen Elemente vermittelst der in den Art. 82

und 83 behandelten Aufgabe, wobei das Verfahren unabhängig von den Zeiten

der Beobachtungen. ist. Auf diese WVeise werden also die drei mittleren

Anomalien und die tägliche Bewegung bekannt, woraus sich die Zeitintervalle

zwischen der ersten und zweiten und zwischen der zweiten und dritten

Beobachtung berechnen lassen. Deren Unterschiede von den walnen Intervallen

nimmt man dann für X und Y.

Diese Methode wurde weniger zweckmässig sein, falls die heliocentrische

Bewegung nur einen kleinen Bogen umfasst. Denn in einem solchen Falle

hängt (wie ich schon in Art. 82 bemerkt habe) diese Bahnbestinnnung von

Grössen der dritten Ordnung ab und lässt daher genügende Schärfe nicht zu.

Die leichtesten Aenderungen in den Werthen von cc, 31 könnten übergrosse

Aenderungen in den Elementen und also auch in den Werthen von X, Y

erzeugen, und man dürfte diese nicht als jenen proportional erachten. So oft

aber die drei Orte eine beträchtliche heliocentrische Bewegung umfassen, so

ist der Gebrauch der Methode allerdings vom besten Erfolge begleitet, voraus—

gesetzt, dass er nicht durch die in den vorangehenden Artikeln dargelegten

Ausnahmen gestört wird, die daher offenbar auch bei dieser Methode zu

berücksichtigen sind.
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127.

Hat ‚man die drei heliocentrischen Orte auf die im vorangehenden

Artikel beschriebene Art ermittelt, so kann man auch in folgender Weise

verfahren. Man bestimme die übrigen Elemente vermittelst der Aufgabe in

den Artikeln 85—105 zuvörderst aus dem ersten und zweiten Orte mit der

entsprechenden Zwischenzeit, sodann aber auf dieselbe Weise aus dem zweiten

und dritten Orte und der zugehörigen Zwischenzeit. So wird man für die

einzelnen Elemente zwei W'erthe erhalten, aus deren Unterschieden man nach

Belieben zwei für X und Y annehmen kann. Diese Methode empfiehlt sich

ausserordentlich durch den nicht zu verachtenden Vortheil, dass man bei den

ersten Hypothesen die übrigen Elemente, abgesehen von den beiden, welche

man zur Feststellung von X, Y auswählt, überhaupt bei Seite lassen kann,

und dass diese erst durch die letzte, auf bereits corrigirte VVerthe von zu, y

gestützte Rechnung bestimmt werden, entweder allein aus der ersten Combination,

oder allein aus der zweiten, oder, was gemeiniglich vorzuziehen ist, aus

der Combination des ersten Orts mit dem dritten Orte. Im Uebrigen gewährt

die Auswahl jener beiden Elemente, welche, allgemein gesprochen, willkürlich

ist, eine grosse Mannigfaltigkeit der Auflösungen. Es können z. B. genommen

werden der Logarithmus des halben Parameters mit dem Logarithmus der

grossen Halbaxe, oder ersterer mit der Excentricität, oder der letztere mit

der Excentricität, oder mit einem dieser Elemente die Länge des Perihels.

Irgend eins dieser vier Elemente kann auch combinirt werden mit der excen—

trischen Anomalie, die dem mittleren Orte in jeder der beiden Rechnungen

entspricht, wenn nämlich eine elliptische Bahn sich ergeben sollte, wo dann

die Formeln 27«30 des Art. 96 eine sehr rasche Rechnung gewähren. In

besondern F'a'llen aber bedarf diese Auswahl einer gewissen Vorsicht. So z. B.

würde bei Bahnen, die zur Aehnlichkeit mit der Parabel hinneigen, die grosse

Halbaxe @ oder ihr Logarithmus weniger zweckmässig sein, weil deren un—

1n'ztssige Variationen den Aenderungen von :.r, y nicht proportional erachtet

werden dürtten. In diesem Falle würde es chenhcher sem, ? auszuwahlen.

Ich halte mich aber bei diesen Vorsichtsmaassregeln um so weniger auf, als
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die fünfte, im folgenden Artikel auseinanderzusetzende Methode vor den

bislang erörterten vier Methoden fast in allen Fällen die überwiegendsten

Vorzüge besitzt.

128.

Es sollen die drei, auf die nämliehe Weise wie in den Artt. 125, 126 er-

mittelten Radien Vectoren mit r, r'‚ 7'” bezeichnet werden; sodann soll die

heliocentrisehe Winkelbewegung in der Bahn vom zweiten zum dritten Orte

mit 2f‚ vom ersten zum dritten mit 2f', vom ersten zum zweiten mit 2f"

angedeutet sein7 so dass f' = f-I—f” ist. Es sei ferner 7"r” sin 2f = n,

rr”sin2f'=n', r7“sin2f”= n". Endlich seien die Producte der constanten

Grösse 16 (Artikel 2) mit den Zwischenzeiten von der zweiten zur dritten Beob—

achtung, von der ersten zur dritten, von der ersten zur zweiten beziehungsweise

&, 3', 3”. Man beginne nun mit einer doppelten Berechnung der Elemente

(ganz wie im vorhergehenden Artikel) sowohl aus 7', r', f” und 3”, als aus

7", r”, f, 3. In beiden Rechnungen gehe man aber nicht bis zu den

Elementen selbst vor, sondern halte ein, sobald die Grösse, welche das

Verhältniss des elliptischen Sectors zum Dreiecke ausdrückt, und welche oben

(Art. 91) mit y oder —Y bezeichnet wurde‚ gefunden ist. Es sei der Werth

dieser Grösse in der ersten Rechnung n", in der zweiten 17. Man erhält daher (144)

mittelst der Formel [18] des Art. 95 für den halben Parameter }) den

doppelten Werth:

1/1) = %; und Vp = "T".

Nach Art. 82 hat man aber überher einen dritten Werth

_ %rr’r"sinfsinf'sinf”

_ n—n’+n” ’

welehe drei \Verthe offenbar identisch sein müssten, falls man für a:, y gleich

von Anfang an die wahren Werthe getroffen hätte. Es müsste deshalb sein

 

8” 1771 nl/

? __ nn ’

, „ 430”r1-'r"sinfsinf'sinf" 11'33”

‚Il—[n +” = n “I: = . 11 ['n r H -

„7,1111 21177 1‘rr cosfcosf cosf

GAUSS, Theorie (1. Beweg. d, Bimmelsk.
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Wenn daher diesen Gleichungen nicht bereits bei der ersten Rechnung von

selbst Genüge geleistet wird, so kann man setzen

717273"

X=10gm

/ //

71 &&

Y= 77—77’+77"—

Diese Methode leidet eine ebenso allgemeine Anwendung wie die zweite,

im Art. 124 gegebene. Es ist aber ein grosser Gewinn, dass bei dieser fünften

Methode die ersten Hypothesen eine Entwickelung der Elemente selbst nicht

erfordern, sondern man dabei gleichsam auf halbem Wege stehen bleiben kann.

Sobald man übrigens bei diesem Verfahren soweit gelangt ist, dass sich voraus—

sehen lässt, wie eine neue Hypothese von der Wahrheit nicht merklich ver—

schieden sein werde, so genügt es, darin die Elemente selbst entweder lediglich

aus 7°, 7°', f”, 3”, oder aus 7“, 7°”, f, 3, oder, was vorzuziehen ist, aus

7", 7"”, f', 3' zu bestimmen.

129.

Die bis jetzt erläuterten fünf Methoden bahnen sofort den Weg zu

ebensovielen andern, welche sich von „jenen nur dadurch unterscheiden, dass

für J; und g] an Stelle der Abstände von der Erde die Neigung der Bahn

und die Länge des aufsteigenden Knotens genommen werden. Mit diesen

neuen Methoden verhält es sich so:

I. Es werden aus cc und 3], sowie aus den beiden äussersten geocen—

trischen Orten nach Art. 74, 75 die heliocentrischen Längen in der Bahn und

die Radien Vectoren bestimmt, und hieraus und aus den entsprechenden

Zwischenzeiten alle übrigen Elemente; aus letzteren endlich der geocentrische

Ort zur Zeit der mittleren Beobachtung, dessen Unterschiede mit dem beob-

achteten Orte in Länge und Breite X und Y liefern.

Die vier übrigen Methoden kommen darin überein, dass aus der Lage

der Bahnebene und den geocentrischen Orten alle drei heliocentrischen Längen

in der Bahn und die entsprechenden Rachen Vectoren berechnet werden.

Sodann aber werden
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II. die übrigen Elemente nur aus den beiden äussersten Orten und

den entsprechenden Zeiten bestimmt. Nach diesen Elementen werden für die

Zeit der mittleren Beobachtung die Länge in der Bahn und der Radius Vector

berechnet, und die Verschiedenheiten dieser Grössen von den zuvor dafür ge—

fundenen, d. h. aus dem geocentrischen Orte abgeleiteten \Verthen, stellen X

und Y dar.

III. Oder man leitet die übrigen Bahndimensionen aus allen drei

heliocentrischen Orten (Art. 82, 88) her, eine Rechnung, wobei man die Zeiten

nicht braucht. Dann berechnet man die Zwischenzeiten, welche in der so

gefundenen Bahn zwischen der ersten und zweiten Beobachtung, und zwischen

dieser und der dritten hätten verstreichen müssen, und deren Unterschiede mit

den wahren liefern uns X und Y.

IV. 'Man berechne die übrigen Elemente auf doppelte Weise, nämlich

sowohl aus Oombination des ersten Orts mit dem zweiten, als aus Combination

des zweiten mit dem dritten, unter Hinzunalnne der entsprechenden Zeit—

intervalle. Durch Vergleichung dieser beiden Elementensysteme unter sich

kann man aus den Unterschieden irgend welche zwei für X und Y nehmen.

V. Oder endlich führe man dieselbe doppelte Rechnung nur bis

zu den VVerthen der im Art. 91 mit 31 bezeichneten Grösse fort, und

nehme dann für X und Y die im vorhergehenden Artikel gegebenen

Ausdrücke an.

Um sich dieser vier letzten Methoden mit Sicherheit zu bedienen,

dürfen die Orte der Erde für alle drei Beobachtungen den Knoten der Bahn

nicht zu nahe liegen. Dagegen erfordert der Gebrauch der ersten Methode

nur, dass diese Bedingung bei den beiden 'ziussersten Beobachtungen Statt

findet, oder vielmehr (weil man den mittleren Ort an Stelle eines der beiden

äussersten setzen kann), dass von den drei Erdorten nicht mehr als einer in

der Nähe der Knoten liegt.

130.

Die zehn, vom Art. 124 an erklärten Methoden stützen sich auf die

Voraussetzung, dass man bereits genäherte Werthe für die Abstände des Himmels-

körpers von der Erde, oder für die Lage der Bahnebene besitzt. Falls es sich

23'
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darum handelt, die Bahndimensionen, deren genäherte Werthe bereits anders-

woher bekannt geworden sind (zum Beispiel aus einer früheren, auf andere

Beobachtungen gestiitzten Rechnung), durch Beobachtungen zu verbessern,

die weiter von einander entfernt sind, so stehen einer solchen Anforderung

offenbar keine Schwierigkeiten im Wege. Hieraus aber ist noch nicht klar,

auf welche Weise die erste Berechnung in Angriff zu nehmen ist, wo noch

alle Bahndimensionen gänzlich unbekannt sind. Dieser Fall unserer Aufgabe

ist der bei weitem wichtigste und schwierigste, wie man schon aus dem analogen

Probleme in der Theorie der Cometen abnehmen kann, das bekanntlich schon

lange die Geometer gequä.lt und so viele vergebliche Versuche hervorgerufen

hat. Um unsere Aufgabe als richtig gelöst ansehen zu können, muss offenbar

den nachfolgenden Bedingungen Genüge geleistet sein, wenn anders die Auf-

lösung nach der vom Art. 119 an erklärten Vorschrift geschehen soll. Zuerst

müssen die Grössen 176, @} auf solche Weise gewählt werden, dass man für sie

genäherte \Verthe aus der Natur der Aufgabe selbst erzielen kann, wenigstens

so lange die von den Beobachtungen umschlossene heliocentrische Bewegung

des Himmelsk'o'rpers nicht zu beträchtlich ist. Zweitens aber wird erfordert,

dass kleine Aende1‘ungen der Grössen ;c, 9 nicht zu starken Aenderungen in

den daraus abzuleitenden Grössen entsprechen, damit nicht die bei der Werth-

annahme jener Grössen etwa begangenen Fehler verhindern, dass man auch

diese als genühertc ansehen kann. Endlich drittens verlangt man, dass die

Rechnungsoperationen, durch welche man von den Grössen x, y nach und nach

bis zu X, Y vorschreitet, nicht gar zu weitläuftig werden.

Diese Bedingungen geben ein Criterium an die Hand, nach welchem

man sich über die Vorzüglichkeit jeder Methode ein Urtheil bilden kann, die

sich noch sichtlicher aus häufigen Anwendungen offenbaren wird. Diejenige

Methode, zu deren Auseinandersetzung ich jetzt übergehe und welche ge—

wissermaassen als der wichtigste Theil dieses Werkes zu betrachten ist, leistet

diesen Bedingungen in einer Weise Geniige, dass nichts mehr zu wünschen übrig

erscheint. Bevor ich „jedoch damit beginne, dieselbe in der für die Praxis

bequemsten Gestalt zu erklären, will ich einige vorläufige Betrachtungen vor—

ausschicken, um gleichsam den Zugang zu dieser Methode, der sonst vielleicht

zu dunkel und weniger nahe liegend erscheinen könnte, zu beleuchten und zu

eröffnen.
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131.

Im Artikel 114 ist gezeigt, dass, wenn das Verhältniss zwischen den

dort und im Art. 128 mit n, n', %” bezeichneten Grössen bekannt ist, man die

Abstände des Himmelskörpers von der Erde durch sehr einfache Formeln be—

//

'
.. . . n %

stimmen kann. Wenn daher fur x, g die Quot1enten 73,—, ? genommen

würden, so böten sich für diese Grössen in dem Falle, wo die heliocentrische

Bewegung innerhalb der Beobachtungen keine übermässige ist, sofort die Werthe

& H . l
/ // l

. .

?„ ? dar (wobei die Symbole &, 3, 3 in derselben Bedeutung Wie im

Art. 128 zu nehmen). Hieraus scheint mithin eine nahe liegende Auflösung

unserer Aufgabe sich zu eröffnen, falls man aus rc und 9 die beiden Abstände

von der Erde herleitet, und sodann nach Maassgabe “einer der fünf in den

Artt. 124—128 gegebenen Methoden verfährt.

In der That wird, wenn man auch die Symbole ?], 77” in der Be—

deutung des Art. 128 nimmt, und dem analog mit 77' den Quotienten bezeichnet,

welcher aus der Division des zwischen beiden Radien Vectoren enthaltenen

Sectors durch die zwischen ebendenselben befindliche Dreiecksfiäche entsteht,

n 19 17' n” 19” 7/ . . .

", — % .—‚ —‚ = —, - ”„ sem, und man s1eht leicht, dass, wenn n, n', n

n 47 17 n 19 77

//

als kleine Grössen der ersten Ordnung angesehen werden, dann, allgemein

gesprochen, 77—1, 77'—1, n”—1 Grössen der zweiten Ordnung sind, und dass

I/

3 19 .. ..

daher ?, 37 als genaherte VVerthe der Grossen zu, y von den wahren nur

um Grössen der zweiten Ordnung verschieden sind. Nichts desto weniger

findet sich bei näherer Betrachtung der Sache, dass diese Methode überhaupt

ungereimt ist, eine Erscheinung, deren Grund ich mit wenig Worten

erklären will.

Ohne viele Mühe erkennt man, dass die Grösse (0 . 1 . 2), mit welcher

die Abstände in den Formeln 9, 10, 11 des Art. 114 multiplicirt sind,

mindestens von der dritten Ordnung wird, wogegen z. B. in der Gleichung

[9] die Grössen (0.1 .2), (I. 1 .2), (II. 1 .2) von der ersten Ordnung

sind; hieraus folgt aber leicht, dass ein bei den \Verthen der Grössen

(147)
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%

_„_,7 %; begangener Fehler zweiter Ordnung in den Werthen der Abstände

einen Fehler von der Ordnung Null erzeugen werde. Es würden deshalb

nach dem gewöhnlichen Sprachgebrauche die Abstände nur dann mit einem

begrenzten Fehler herauskommen, wenn die Zwischenzeiten unendlich klein

sind, und man würde mithin sowohl diese Abstände7 als die übrigen daraus

abzuleitenden Grössen nicht einmal für Annäherunan halten können, und die

Methode würde daher mit der zweiten Bedingung des vorangehenden Artikels

im Widerspruche stehen.

132.

Setzt man der Kürze wegen (0 . 1 . 2} = a, (O . I . 2) D' : _ b,

(0 . O . 2)D : +6, (0 . ll . 2)D” : +d, so ' dass die Gleichung [10] des

Art. 114 wird ad, : b+c.

TL

 

//

TL
. —. .

n, + d . 77, so werden zwar die Ooetfimenten c

und d von der ersten Ordnung sein, es lässt sich jedoch leicht zeigen, dass die

Differenz c—d zur zweiten Ordnung gehören müsse. Hieraus folgt aber, dass

‚ „ cn da”
. .

der Werth der Grosse —n—__,l%nT-, der aus der approxnmrten Voraussetzung

„ : n” = 3 : 19'” entsteht, nur mit einem Fehler von der vierten Ordnung behaftet

sei, 3a sogar nur von der fünften, falls die mittlere Beobachtung von den

äusseren um gleiche Zwischenräume absteht. Denn es wird jener Fehler

0 3 + d 19” cn + d 77.” On?” (d — c) (n” —— n)

3+6” n—l—n” (Ö—l—b”) (77”ü—-}—11b”)’

wo der Nenner von der zweiten Ordnung ist, der eine Factor des Zählers

f)‘f)”(d——C) von der vierten, der andere (ff—T)) von der zweiten oder in

jenem speciellen Falle von der dritten. Stellt man daher jene Gleichung in

. // Il

folgender Gestalt dar: ad" : b+£%j—Sf—,f’— . iil;n), so ist klar, dass der

Fehler der im vorhergehenden Artikel vorgetragenen Methode nicht daraus

herrührt, dass die Grössen 72, 71” hier den Grössen &, 19” proportional ange—

nommen sind, sondern daraus, dass man noch überdies die Grösse nl der

Grösse 3 proportional gesetzt hat. Auf diese Weise wird nämlich an der

//
(H

'" 71 . v - ..

Stelle des Factors ——15—, der minder genaue Werth e“ = 1 e1ngefuhrt,
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0,3”

2 1717”M’r” cosfcosf’ cosf”

der zweiten Ordnung versChieden ist. (Art. 128).

von welchem der wahre 1Verth : 1 + um eine Grösse

133.

Da die Oosinusse der Winkel f, f/, f”, ebenso wie die Grössen 77, 77”

von der Einheit um eine Differenz der zweiten Ordnung verschieden sind,

so sieht man, dass ein Fehler vierter Ordnung begangen wird, wenn statt

//

n+,nn” der genäherte Werth 1 +-;——?——q„„ eingeführt wird. Falls daher

anstatt der Gleichung des Art. 114 die folgende angewandt wird:

——b+ f—“’+d— (l+ 2—.732’12„)

so wird sich in dern VVerthe des Abstandes d' ein Irrthum zweiter Ordnung

ergeben, wenn die äusseren Beobachtungen von den mittleren gleiehen Abstand

haben, oder ein Fehler erster Ordnung in den übrigen Fallen. Diese neue

Form jener Gleichung ist jedoch zur Bestimmung von d' nicht geeignet, weil sie

die noch unbekannten Grössen 7°, 7°', r” enthält.

„
. . . __ r r .

Allgemem gesprochen entfernen SlOll die Grossen 7’ 7 von der Ern—

„„

heit um eine Differenz der ersten Ordnung, und ebenso das Product —7—, .

In dem besonderen, schon oft erwähnten Falle sieht man leicht, dass dieses

Product nur um eine Differenz der zweiten Ordnung von der Einheit ver—

schieden sei. Ja, wenn die Bahnform der Ellipse nur wenig excentrisch ist, so

dass die Excentricität als eine Grösse der ersten Ordnung sich betrachten

‚N

lasst, so wurde die D1fierenz von —q—,;,— zu einer noch um e1nen Grad hoheren

Ordnung gehören können. Es ist daher klar, dass jener Fehler von derselben

. . . . . ea”

Ordnung w1e vorher ble1ben werde, wenn in unserer Gleichung statt W

//

319

gesetzt wird 2r,——3 , wodurch sie folgende Form erhält:

(td =b+M(l—l— g——?,Z——).
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Auch diese Gleichung enthält zwar noch die unbekannte Grösse 7“, welche

sich aber offenbar eliminiren lässt, da sie nur von d" und bekannten Grössen

abhängig ist. Würde die Gleichung alsdann gehörig geordnet, so wäre sie

eine des achten Grades.

134.

Aus dem Vorstehenden ist bereits der Grund ersichtlich, warum wir in

II

71 n %

unserer Methode für cc, y resp. die Grössen ? _P und 2 (-jf — 1>7'“3 —

annehmen wollen. Denn es ist zuerst klar, dass, wenn P und Q als bekannt

angesehen werden, sich daraus dv mittelst der Gleichung

“J,:b+ c1tLdi-Oli(\l + 233)‘
  

bestimmen lasse iind sodann d und d” durch die Gleichungen [4] und [6] des

Artikels 114, indem man hat

n n"

77: 1+P (1+2/3 72 1+P(1+Q21“3

Zweitens ist offenbar, dass bei der ersten Hypothese für die Grössen P und

‚ @”
T/1‘H 19 311 .

Q, deren genau wahre “ erthe ! . L„ und „—,————,———7 Sind,

79 77 97 1171 cosfeosf cosf ‚

//

. . ‚ 19 „ . . .

soiort die genäherten Werthe ? und 93 s1ch darb1eten, eine Hypothese,

aus \\elcher in die Bestimmung von d/ und mithin auch von Ö‘, Ü” Fehler der

ersten Oid11u11g übe1gehen, oder von der zweiten Oid111111g in dem melnfach

e1v»älmten Specialfalle. Obgleich man sich üb1igens im Allgemeinen auf diese

Schlussfolge1ungen fest ve1lassen darf, so können sie doch in einem besondern

Falle ihre Beweiskraft verlie1en, falls nämlich die G1össe (0.1 .2), die im

Allgemeinen von der dritten Ordnung ist, zufällig : Null wird, oder doch

so klein, dass sie einer höheren Ordnung angehö1en muss. Dies geschieht, falls

die geocent1ische Bewegung an der Himmelskugel nahe an dem mittleren Orte

einen Einbiegungspunkt zeigt. Um dahe1 diese Methode benutzen zu können,

ist es schliesslich offenbar nothwendig e1f01de1lich, dass die heliocent1ische

Benegung inne1halb de1 d1ei Beobachtungen nicht zu beträchtlich sei. Diese

E1nsclnankuno abe1 kann nach der \atur der sel11 verwickelten Aufgabe



Bestimmung der Bahn aus drei vollständigen Beobachtungen. 185

in keiner Weise vermieden werden, und ist auch nicht für einen Nachtheil

zu halten, da man stets wünschen wird, die erste Bestimmung der unbekannten

Bahn eines neuen Hinnnelskörpers baldmöglichst zu beginnen. Ausserdem ist

jene Einschränkung, wie die unten gegebenen Beispiele zeigen werden, in

ziemlich weitem Sinne zu verstehen.

135.

Die vorstehenden Untersuchungen sind zu dem Zwecke angeführt,

damit die Grundsätze, worauf sich meine Methode stützt, und gleichsam ihr

wahrer Nerv desto klarer durchblickt werden. Die Durchführung selbst aber

wird die Methode in einer ganz verschiedenen Gestalt darstellen, welche ich

nach sehr häufigen Anwendungen als die bequemste unter vielen andern von

mir versuchten empfehlen kann. Da bei der Bestimmung einer unbekannten

Bahn aus drei Beobachtungen das ganze Geschäft sich stets auf einige

Hypothesen, oder vielmehr successive Annäherungen zurückführen lässt, so ist es

als ein sehr grosser Vortheil zu erachten, wenn es gelingt, die Rechnung derartig

anzuordnen, dass gleich von Anfang an so viele Operationen als möglich, die

nicht von P und Q, sondern einzig von der Oombination bekannter Grössen

abhängen, von den Hypothesen selbst sich trennen lassen. Man braucht dann

offenbar die vorläufigen, allen einzelnen Hypothesen gemeinsamen Operationen

nur einmal auszuführen, und die Hypothesen selbst werden auf so wenig

Operationen wie möglich reducirt. Auch ist es dabei von grossem \Verthe,

wenn man nicht nöthig hat, bei den einzelnen Hypothesen bis zu den Elementen

selbst vorzuschreiten, sondern wenn man sich deren Berechnung bis zur letzten

Hypothese aufsparen kann. In beider Hinsicht dürfte meine Methode, welche

ich jetzt auseinandersetzen will, nichts zu wünschen übrig lassen.

136.

Vor allen Dingen muss man die drei heliocent1ischen Orte der Erde

an der Himmelskugel A, A', A” (Fig. 4) mit den drei entsprechenden geocen-

trischen Orten des Himmelskörpers B, B], B” durch grösste Kreise verbinden,

und sowohl die Lage dieser grössten Kreise in Beziehung auf die Ecliptik

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk.
24
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(wenn man nämlich letztere zur Grundebene wählt), als in ihnen die Lage

der Punkte B, B”, B” berechnen. Es seien oe, a“, a” drei geocentrische

Längen des Himmelskörpers, ß, ß', ß” dessen Breiten, l, l', Z” die heliocen—

trischen Längen der Erde, deren Breiten = Null gesetzt werden (Artt. 117, 7 2).

Es seien ferner y, ;/', 7” die Neigungen der grössten Kreise, welche von A,

A“, A” beziehungsweise nach B, B', B” gezogen‘ sind, gegen die Ecliptik.

Um in Bestimmung dieser Neigungen eine feste Regel zu befolgen, wollen

wir sie beständig in Beziehung auf denjenigen Theil der Ecliptik messen,

welcher von den Punkten A, A', A” nach der Ordnung der Zeichen belegen

ist, so dass ihre Grösse von 0 bis zu 3600 durchgezäthlt wird, oder, was auf

dasselbe herauskommt, im nördlichen Theile von 0 bis 180”, im südlichen

von 0 bis —180°. Die Bogen AB, A'B’, A”B”, die man stets zwischen 0

und 180" setzen kann, bezeichne ich mit 3, Ö" , 8". So hat man für die

Bestimmung von 7, d die Formeln:

tan (?

[1] tang7 : ———sin,f_,)

__ tang (ec—l)

[2] tangd __W’

welchen man zur Prüfung der Rechnung hinzufügen kann:

sinß

sin 7

 sind : , cost? : cosßcos(a—l).

Zur Bestimmung von 7', (Y, 7", 0” dienen ofi'enbar ganz analoge Formeln.

Würde gleichzeitig {3 =0, a—l :D oder—— 180”, d. h. befände sich der

Körper zugleichm der Opposition oder Conjunction und in der Ecliptik, so

wt11de 7 unbestimmt bleiben, aber ich setze voraus, dass dieser Fall bei keiner

der drei Beobachtungen Statt habe.

Wenn statt der Ecliptik der Aequator als Grundebene gewählt wird,

so müsste man, um die Lage der drei grössten Kreise in Beziehung auf den

Aequator zu bestimmen, ausser den Neigungen noch überher die Rectascensionen

der Einschnitte mit dem Aequator berechnen, und auch ausser den Abständen

der Punkte B, B’, B” von diesen Einsehnitten annoch die Abstände der Punkte

A, A’, A” von denselben bestimmen. Da dies von der im Art. 110 behan—

delten Aufgabe abhängig ist, so halte ich mich hier bei der Entwickelung der

Formeln nicht weiter auf.
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137.

Das zweite Geschäft bildet die Bestimmung der relativen Lage jener

drei grössten Kreise unter sich, die von der Lage der gegenseitigen Ein-

schnitte und von den Neigungen abhängig ist. Da ich dieses ohne Zwei—

deutigkeit auf klare und allgemeine Begriffe zurückzuführen wünsche, so dass

man nicht für die einzelnen verschiedenen Falle auf besondere Figuren zu

recurriren braucht, so muss ich einige vorgängige Erläuterungen voranschicken.

Zuerst muss man nämlich in jedem grössten Kreise zwei entgegengesetzte

Richtungen unterscheiden, was dadurch geschieht, dass man die eine als

eine vorschreitende oder positive, die andere als eine rückgängige oder negative

betrachtet. Da dies an sich ganz willkürlich ist, so will ich, um eine feste

Norm aufzustellen, stets die Richtungen von A, A', A” nach B, B„ B” hin

als positive betrachten, so z. B. wenn die Einschneidung des ersten Kreises mit

dem zweiten durch eine positive Distanz vom Punkte A dargestellt wird, so

ist dies so zu verstehen, dass sie von A gen B hin (wie D” in unserer Figur)

zu nehmen sei; wenn sie aber negativ wäre, so müsste sie von der anderen

Seite von A genommen werden. Sodann aber zweitens, werden auch die

beiden Halbkugeln, in welche jeder grösste Kreis die ganze Kugel zertheilt,

durch schickliche Benennungen von einander zu unterscheiden sein. Und zwar

will ich diejenige Halbkugel die obere nennen, welche dem an der inneren

Kugelfiäche einen grössten Kreis in vorschreitender Richtung Durclnvandernden

zur Rechten ist, die andere die uritere. Die obere Region wird daher analog

sein der nördlichen Halbkugel in Beziehung auf Ecliptik oder Acquator, die

untere der südlichen.

Hat man dies richtig verstanden, so wird man leicht beide Einschnitte

der grössten Kreise von einander unterscheiden können; in dem einen Ein—

schnitte nämlich lenkt der erste Kreis aus der unter-n Region des zweiten in

die obere, oder, was dasselbe ist, der zweite aus der oberen Region des ersten

in die untere. Bei dem zweiten Einschnitte findet das Gegentheil Statt.

An und für sich ist es freilich ganz gleichgültig, welche Einschnitte wir bei

unserem Problem auswählen wollen. Um aber auch hier nach einer unver—

änderlichen Norm zu verfahren, wollen wir stets diejenigen (D, D', D” in Fig. 4)

24*
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annehmen, wo resp. der dritte Kreis A"B” in des zweiten A'B’, der dritte in

des ersten AB, der zweite in des ersten obere Region übergeht. Die Lage

dieser Einschnitte wird durch ihre Abstände von den Punkten Al und A”,

A und A”, A und Al bestimint, welche wir einfach mit A'D, A”D, AH, A”D',

AD”, ÄD" bezeichnen wollen. Sodann werden die gegenseitigen Neigungen

der Kreise die Winkel sein, welche resp. in diesen Einschnittspunkten D, D',

D" zwischen denjenigen Theilen der sich schneidenden Kreise enthalten sind,

die in vorschreitender Richtung liegen. — Diese, stets innerhalb 0 und. 180U

zu nehmenden Neigungen bezeichne ich mit 5, e, e". Die Bestimmung dieser

neun unbekannten Grössen aus den bekannten hängt offenbar von derselben

Aufgabe ab, die im Art. 55 abgehandelt ist. Man hat daher folgende

Gleichungen :

[3] sin % 5 sin % (All) —I— A”D)_— sin % (Z”— Z’) sin %(n/ + 7’)

[4] sin iecos %(AD—[—A”D) : cos%(l”——Z)g'111 %(fl/’—7’)

[5] cos 7 8 sin —‘,— (ÄD—A”D)—_ sin %(Z”—Z') cos % 7” + g/)

[6] cos, 8 cos ;(A'D——A”D)—_ cos % (l”— l’) cos % (7” ___7’)‚

Aus den Gleichungen [3] und [4] wird %(A'D—l—A”D) und sin%s gefunden,

die beiden übrigen geben %(A'D——A”D) und cos%s, und so A/D, AND und e.

Der Zweifel bei Bestimmung der Bögen %(A'D+A”D), %(A'D—A”D) durch

die Tangenten wird mittels der Bedingung entschieden, dass sin%s und cos%e

positiv herauskommen miissen, und die Uebereinstimmung von sin%e und cos%s

dient zur Prüfung der ganzen Rechnung.

Die Bestimmung der Grössen AD„ A”D', e„ Al)”, A'D”, s” geschieht

auf ganz ähnliche Weise, und es wird nicht nöthig sein, die zu dieser Berech—

nung anzuwendenden acht Gleichungen hierher zu übertragen, da sie von selbst

aus den Gleichungen 3—6 folgen, wenn

AD A”D £ Z”—Z' y” 7“

mit AD/ A”I/ s, l”—l 7” ? oder

mit AD” A'D” &” l’—Z y, ;/

resp. vertauscht werden.

Eine neue Prüfung der ganzen Rechnung lässt sich noch aus der gegen—

seitigen Relation zwischen den Seiten und den Winkeln des von den Punkten

D, D', J)" gebildeten sphärischen Dreiecks ableiten, woraus man folgende
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ganz allgemein geltenden Gleichungen erhält, welche Lage auch diese Punkte

haben mögen:

sin(AD’—AD”) __ sin(A’D—A’D”) _ sin(A”D——A”D’)

sin 8 sin 8 sin 3”

 
 

Wenn endlich der Aequator an Stelle der Ecliptik zur Grundebene

gewählt wird, so erleidet die Rechnung nur die Aenderung, dass man für die

heliocentrischen Orte der Erde A, A„ A" diejenigen Punkte des Aequators

substituiren muss, wo er von den Kreisen AB, A'B’, A”B” geschnitten wird.

Man nimmt daher für [, l/, l” die Rectascensionen dieser Einschnitte, und für

A'D die Distanz des Punktes I) vom zweiten Einschnitte u. s. w.

138.

Das dritte Geschäft besteht nun darin, dass man die beiden äussersten

geocentrischen Orte des Himmelskörpers, d. h. die Punkte B, B" durch einen

grössten Kreis verbindet, und des letzteren Einschnitt mit dem grössten Kreise

A'B' bestimmt. Es sei B* dieser Einschnitt, und d'——G dessen Abstand vom

Punkte A', sowie a* dessen Länge, ß* die Breite. Man hat also, weil B, B*,

B” in demselben grössten Kreise liegen, die bekannte Gleichung:

0 : tangß sin (a”— of) —tangß* sin (a”— oa) + tang /3’” sin (of— oe),

welche, wenn man tang7sin(oc*—lö für tangß* substituirt, folgende Gestalt

annimmt:

cos (of— l/) {tang {3 sin (oc”— l’)—tang ß” sin (a—— Z')}

— sin (oc* —— l') {tangß cos (a”—— l’) + tang 7' sin (a”—— a) —— tang / " cos (oz—l 3}.

Da nun tang(oc*—l’) : cos7'tang(d“—o), so hat man

tang (? sin (a” — Z’) —— tang ß” sin (oa -— l’)

cos 7’ (tang (3 cos (a”— l/) -— tang ß” cos (a—- l’)) + sin ;/ sin (a”— a) '

 tang(d“‘—o) :

Hieraus leitet man die folgenden, zur numerischen Rechnung be—

quemeren Gleichungen ab.

Man setze

[7] tangßsin (oc”——ZÖ——tangß” sin (oz—Z“) : S

[8] tangß cos (a”—l')——tangß" cos (a—l’) : Tsint

[9] sin(oc”—a) : Tcos t,

(153)
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(Art. 14, II), und es wird sein:

[10] tang(d'—o) = TJ;(€47T

Die Zweideutigkeit in Bestimmung des BogenS d"—o durch die Tangente

entsteht daraus, dass die grössten Kreise A’B', BB” in zwei Punkten sich

schneiden. Ich nehme für B* stets den dem Punkte B' nächsten Einschnitt,

so dass 0 immer zwischen die Grenzen —900 und +900 fällt, wodurch jene

Zweideutigkeit gehoben wird. Gemeiniglich wird dann der Werth des Bogens 0

(der von der Ourvatur der geocentrischen Bewegung abhängt) eine hinlänglich

mässige Grösse sein, und zwar, allgemein gesprochen, von der zweiten

Ordnung, wenn die Zeitintervalle als Grössen erster Ordnung ange-

sehen werden.

Welche Modificationen bei der Rechnung anzubringen sind, wenn statt

der Ecliptik der Aequator als Grundebene gewählt wird, ist aus der Anmerkung

des vorhergehenden Artikels von selbst klar.

Uebrigens bleibt die Lage des Punktes B* dann offenbar unbestimmt,

wenn die Kreise B B”, A’B' überhaupt zusammenfallen sollten; diesen Fall,

wo die vier Punkte A', B, B', B” in demselben grössten Kreise liegen würden,

schliesse ich von unserer Untersuchung aus. Es ist aber auch angemessen,

bei Auswahl der Beobachtungen selbst den Fall zu vermeiden, wo die Lage

dieser vier Punkte nur wenig von einem grössten Kreise abweicht, widrigen-

falls die Lage des Punktes B*, welche bei den nachfolgenden Operationen von

grosser Wichtigkeit ist, durch die kleinsten Beobachtungsfehler zu sehr afficirt

werden und sich nicht mit der nöthigen Genauigkeit bestimmen lassen würde.

Ebenso würde der Punkt B" dann unbestimmt bleiben, wenn die Punkte B, B”

in einen einzigen zusammenfielent), in welchem Falle die Position des Kreises

B B” unbestimmt bleiben würde. Ich schliesse deshalb auch diesen Fall aus,

sowie man sich denn auch aus ähnlichen Gründen wie die vorigen derjenigen

Beobachtungen zu enthalten hat, bei welchen der erste und letzte geocentrische

Ort in Punkte der Kugel fallen, die sich sehr nahe sind.

";) Oder auch dann, wenn letztere sich entgegengesetzt sind, aber von diesem Falle spreche ich nicht,

weil unsere Methode nicht auf Beobachtungen ausgedehnt werden kann, die einen so grossen Zeitraum

umfassen.
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139.

Es seien an der Himmelskugel C', C’, C” die drei heliocentrischen Orte

des Himmelskörpers, welche resp. in den grössten Kreisen AB, A/B/, A”B”,

und zwar zwischen A und B, A' und B', A” und B” belegen sein werden

(Art. 64, III); ausserdem werden die Punkte 0, C’, C” in demselben grössten

Kreise liegen, nämlich in demjenigen, welchen die Bahnebene an der Himmelskugel

projieirt. Ich bezeichne mit fr, r', r” die drei Entfernungen des Himmelskörpers

von der Sonne; mit g, 9', 9” dessen Abstände von der Erde; mit R, R', R”

die drei Abstände der Erde von der Sonne. Ferner setze ich die Bögen C“C”,

CC”, 00' resp. : 2f, 2f, 2f", und 7“'7'”3in2f : %, 7°Wsin2f’ : #,

7°T'sin2f“: 72”. Man hat daher fl =f+f”, AC—l— GB: 5, AÜ—l—ÜB' : d',

A”C"+C”B" : d‘" und sodann

 

 

 

sin 6 __ sin A C _ sin CB

?“ _ g) _ R

sin 6’ __ sin A' C” _ sin C” B/

7_/ "— Qi “_ R’

sin 6” sin A” 0” sin C” B”

T” : el! _“ RN -

Hieraus sieht man, dass, sobald die Lage der Punkte C, C", 0” bekannt

” und. @, (f, @” bestimmen

//

sein würde, sich daraus die Grössen ?, r', r

u . . I - -- “

hessen. Ich Wlll nun zeigen, w1e SlCh erstere aus den Grossen ? = P,

 

//

2 (ni—„n — 1) r'3 = Q ableiten lässt, von denen, wie ich bereits oben erklärt

habe, unsere Methode ausgeht.

140.

Zuerst bemerke ich, dass, wenn N irgend ein Punkt des grössten

Kreises 000” ist, und. man die Abstände der Punkte 0, C’, C” von dem

Punkte N nach der nämlichen Richtung zählt, welche von C nach C” geht,

so dass allgemein wird:

NC”-—NÜ : 2f, NC”—NC'= 2f, NC’——NC= 2f”,

(155)'
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man folgende Gleichung habe:

0 : sin2fsinNÜ—sin2_;”sinNCYl +sin 2f”sinN0” ................... (I).

Nun gehe ich davon aus, dass N im Einschnitte der grössten Kreise

BB‘“ B”, (JC/C” genommen sei, gleichsam im aufsteigenden Knoten des

ersteren auf dem zweiten. Ich bezeichne mit 6„ @, CS”, SD, @, @” resp. die

Abstände der Punkte 0, C”, C”, .D, D', D” von dem grössten Kreise B B“B",

die von einer der beiden Seiten positiv, von der anderen entgegengesetzten

negativ zu nehmen sind. Darnach werden offenbar sin(£, sin(—S', sin@” resp.

proportional sein sinN0, sinN0/, sinN0”, wodurch die Gleichung (I) folgende .

Gestalt erhält:

‚0 : sin‘2fsinQ—sin2fsinßf+sin2f”sin(£”,

oder, wenn man mit 71 7“ r” multiplicirt,

0 : nrsinG—n'r'sinßf+n”r”sin(é” ................................. (II).

Ferner ist klar, dass sich verhalte sin@ zu sinf©' wie der Sinus des Abstandes

des Punktes C von B zum Abstande des Punktes D' von B, wobei jeder

Abstand nach derselben Richtung hin gemessen wird. Man hat daher

—sin@ : ——S;Eä/3illb%

und auf ähnliche Weise erhält man:

sin iD” sin CB

 

*Sln@ :m

. , sin SD sin C“ B" sin SD” sin C’ B*

——SIII@ : —t—T—/äi : °_—l_lll /

sm(A D—ö+a) sm(AD —ö+o)

. (S” __ sin ED sin C” B” _ sin fD' sin C” B”

—81n _ sin(A”D——ö”) “ sin(A”D’—ö”) '

(156) Dividirt man daher die Gleichung (II) mit ?” sin (&”, so entsteht:

0 __ r sin CB sin (A” D] — (ü _ „, r’sin C’B* sin (A”D—ö“) + n„

* n ' i7' sin C”B” ' sin (A D/—ö) ' r”sin C” B” ' sin fA’D—ö’ +0) '
 

Wenn man nun hier den Bogen 03 mit z bezeichnet, für 7“, 7“', 1’” ihre

Wer-the aus dem vorhergehenden Artikel substituirt, und der Kürze wegen setzt:

l11l Rsinöslin.(A”D’z—ö”) :

' R” s1nö s1n(AD ——ö)

R’ sin 6’ sin (A” D — ö")

“21 B”sinö”sin(A’D—ö’+o) : b’

a
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so verhält sich unsere Gleichung wie folgt:

sin 2 + n” ..................................... (III).

Der Coefficient 6 lässt sich auch vermittelst der, leicht aus den eben gege—

0 : an—bn' ————Sin(zßal

benen Gleichungen abzuleitenden Formel

R' sin 6/ sin (A D”— ö) __

[13] ax Tänösin(A'D”—ö’+o) _

 

berechnen. Zur Prüfung der Rechnung wird es gut sein, beide Formeln [12]

und [13] zu benutzen.

Falls sin(A'D”—Ö"+o) grösser ist als sin(A'D—d'+o)‚ so wird die

zweite Formel von den unvermeidlichen Tafelfehlern weniger afficirt, als die

erste, und ist daher dieser vorzuziehen7 wenn sich eine kleine, hieraus zu

erklärende Verschiedenheit in den VVerthen von 19 ergeben sollte. Dagegen

verdient die erste Formel mehr Vertrauen7 sobald sin(A'D”—d'+o) kleiner

ist als sin(ÄD—d'+o). Wenn man will, kann man ein schickliches Mittel

zwischen beiden VVerthen nehmen.

Zur Prüfiing der Rechnung lassen sich auch die nachfolgenden Formeln

brauchen, deren nicht so schwierige Ableitung ich indess der Kürze wegen

 

weglasse:

__ asin(l”—l') bsin (L”—l) sin (d’—o) sin(l’——l)

0 _ 1a — 1a’ ' sin 6’ + R”

R' sin 6’ Ucos ßc(fl3f’
 

b:
R” sin 6” ' sin(Alfiö) sine’ ’

wo U den Quotienten

S Tsin (t + y’)

sin(ö’—-a) _ cos(ö’——o)

(Art. 138, Gleichung 10) bezeichnet.

141.

Aus P = —ZL und der Gleichung (III) des vorhergehenden Artikels folgt:

 (n-l—ü“) ‚iii : bn'fill—slgéfl. Hieraus aber sowie aus

// ( ] RI ' öl

Q = 2 (Ein— —— l)?" 3 und 7' = —.SI—n erhält man
72 Slnz

GAUSS, Theorie (1. Beweg. d, IIimmelsk.
25
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. Qsinz“ P —|— 1 .

SID Z +m—— b—P—_,—:T 5111 (‚4 oder

Q sin z“ P

W= (b P__l,l_%—— cos 0) sin (z—o)—sino cos(z ——u).

Setzt man der Kürze wegen

1

[14] 'rna'iwsrang = 0

und führt den Hülfswinkel w so ein, dass

t1110' w—— —————"—————Sin

‘ b _ ,)P-|—1 0
P+a—— c so

wird, so erhält man die Gleichung (IV)

0 Q sin (0 sin 24 — sin (Z—w——o), 

woraus man die Unbekannte z bestimmen muss. Zur bequemeren Berechnung

des Winkels w lässt sich die vorige Formel für tangw so darstellen:

(P+ a)tanga

P(co’;„ — >+(cj;„— „)

tang w : 

  

Setzt man daher

5

— CL

[15] 30,5“— : d

003 0

 

 

[16] ÄZ?£ga : 67

_" _ 1
cos 0'

 

so hat man zur Bestimmung von a) die einfache Formel:

e(P+a)

P+d '

Die Berechnung der Grössen @, b, c, d, 6 aus den Formeln 11—16, welche

tang w :

lediglich von gegebenen Grössen abhängt, kann man als das vierte Gescha'it

betrachten Die Grössen Ö, 0, 6 selbst hat man nicht nöthig, sondern nur

ih1e Logarithmen.

U ebrigens giebt es einen besonde1n Fall, in welchem obige Vorschriften

einigen Abänderung bediülen. Falls namlich de1 g16sste Kreis BB mit A"Bll

zusannnent'ällt und deshalb die Punkte B, B mit D, D, so würden a, b

unendliche Werthe erhalten. Setzt man in diesem Falle



Bestimmung der Bahn aus drei vollständigen Beobachtungen. 195

Rsinösih(A’D/’ _ ö’+3 _

R’sin 6' sin (A D“ — ö) _ ”’

n’sin(z——a)

so hat man statt der Gleichung III folgende: 0 : rm— woraus
sinz ’

man dieselbe Gleichung IV erhält, wenn man macht

nsino

tanga) : P+(l—ncos a)‘

Ebenso wird in dem besonderen Falle, wo 0 = O, die Grösse 0 unend—

lich und w = O, woraus der Factor csinw in der Gleichung IV unbestimmt

zu sein scheint; nichtsdestoweniger ist er in Wahrheit bestimmt und sein Werth

P—[—a

:mm, Wie eine kleine Aufmerksamkert lehren Wird. In

2(b—l)(P+d)
diesem Falle wird daher sinZ : R/Sinövla/ Q(P+a)

142. '

Die Gleichung IV, welche entwickelt zur achten Ordnung aufsteigen

würde, wird in ihrer ungeänderten Form durch Versuche sehr rasch aufgelöst.

Uebrigens zeigt die Theorie der Gleichungen (was weiter zu entwickeln ich

hier jedoch der Kürze wegen unterlasse), dass diese Gleichung entweder zwei,

oder vier Auflösungen durch reelle Werthe zulasse. lm ersteren Falle wird der

eine Werth von sinz positiv sein, den anderen negativen muss man verwerfen,

weil nach der Natur der Aufgabe 7" nicht negativ herauskommen kann. Im

zweiten Falle wird von den Werthen für sinz entweder einer positiv sein

und die andern drei negativ — wo es daher nicht zweifelhaft ist, welchen

man annehmen muss — oder man hat drei positive mit einem negativen. In

diesem Falle muss man auch von den positiven Werthen, wenn solche da

sind, diejenigen verwerfen, wo 2 grösser herauskonnnt als d', weil vermöge

einer andern wesentlichen Bedingung der Aufgabe 9' und deshalb auch

sin(d'——z) eine positive Grösse sein muss.

So oft die Beobachtungen um mässige Zeiträume von. einander ent—

fernt sind, wird gemeiniglich der letztere Fall Statt haben, dass drei positive

Werthe für sinz der Gleichung Genüge thun. Unter diesen Auflösungen

pflegt ausser der wahren noch eine gefunden zu werden, wo z wenig

25*
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von d' verschieden, bald etwas grösser, bald etwas kleiner ist. Diese Er-

scheinung ist auf folgende Weise zu erklären. Die analytische Behandlung

unserer Aufgabe ist allein auf die Bedingung gestützt, dass die drei Orte des

Körpers im Raume in geraden Linien liegen müssen, deren Lage durch den

absoluten Ort der Erde und die beobachtete Position bestimmt wird. Schon

nach der Natur der Sache müssen zwar jene Orte in denjenigen Seiten

der geraden Linien liegen, woher das Licht auf die Erde herabgelangt;

aber die analytischen Gleichungen erkennen diese Einschränkung nicht an,

und müssen alle, mit den Kepler’schen Gesetzen übereinstimmende Orts—

systeme auf gleiche Weise umfassen, sei es nun, dass letztere von dieser

Seite der Erde her in diesen geraden Linien liegen, oder von jener Seite

her, oder sei es endlich, dass sie mit der Erde selbst zusammenfallen. Auch

dieser letzte Fall würde unserer Aufgabe Genüge leisten, da die Erde selbst

nach Norm jener Gesetze sich bewegt. Hieraus sieht man, dass die Gleichun—

gen auch diejenige Auflösung begreifen müssen, in welcher die Punkte 0,

C", C” mit den Punkten A, A', A” zusammenfallen (insoweit man die sehr

kleinen Veränderungen vernachlässigt, welchen die elliptischen Erdorte ver—

möge der Störungen und der Parallaxe unterworfen sind). Die Gleichung IV

muss daher stets die Auflösung 2 = <)“ zulassen, wenn für P und Q die den

Erdorten entsprechenden wahren \Verthe genommen werden. Falls mithin

jenen Grössen Werthe beigemessen werden, die von diesen nicht viel ver—

schieden sind (was sich immer annehmen lässt, wenn die Zwischenzeiten

mässig sind), so muss unter den Auflösungen der Gleichung IV noth—

wendig eine gefunden werden, welche sehr nahe an den \/Verth z = d'

herankommt.

Gemeiniglich wird zwar in dem Falle, wo die Gleichung IV drei Auf— .

lösungen durch positive \Verthe für z zulässt, die dritte Lösung (ausser der _

wahren und der, von welcher wir eben gesprochen haben) einen Werth von 2

geben, der grösser als Öl und deshalb analytisch ebenso möglich, physisch

aber unmöglich ist. Dann kann es daher nicht zweifelhaft sein, welchen man

nehmen muss. Es kann sich aber auch ereignen, dass jene Gleichung zwei

verschiedene schickliche Auflösungen zulässt, und dann würde sich unserer

Aufgabe durch zwei ganz verschiedene Bahnen Genüge leisten lassen. Uebrigens

ist in einem solchen Falle die wahre Bahn von der falschen leicht zu unter-



Bestimmung der Bahn aus drei vollständigen Beobachtungen. 197

scheiden, sobald nur erst andere mehr entfernte Beobachtungen zur Prüfung

hinzugezogen werden können.

 

 

143.

Sobald der Winkel z gefunden ist‚ hat man sofort 7" durch die Gleichung

/ / ' ö/ .. . (/

r : Eli—. Ferner erhalt man aus den Gleichungen P = "— und. (III)
SIHZ 72

n“ „" __ (P—[— a) R' sin 6’

n _ b sin (2 — 0)

772,7“ _ 1 if?“

n” _ ? ' n

Um die Formeln7 welche zur Bestimmung der Lage der Punkte 0, C”

aus der Lage des Punktes C“ dienen7 so abzuhandeln, dass ihre allgemeine

Wahrheit auch für diejenigen Falle sofort einleuchte, Welche die Fig. 4 nicht

zeit bemerke ich dass der Sinus des Abstandes des Punktes 0/ vom
% a »

grossten lxre1se CB (positiv genommen in der oberen Region7 negat1v in

der untern) gleich sei dem Producte von sine” in den Sinus des Abstandes (160)

des Punktes C" von D” (nach der vorschreitenden Richtung gemessen) und

daher : —sine”sinC“D” : —sins”sin(Z—i—A’D”—öj. Ebenso wird der Sinus

des Abstandes des Punktes C” von demselben grössten Kreise : ——sin 6] sin C”D'.

Offenbar aber verhalten sich dieselben Sinusse wie sinCÜ zu sin 00” oder
7

// (

. TL .
(

w1e WF Zu W; oder Wie n”r” zu n'r'. Setzt man daher C”D' : €”, so

hat man

/ l ‘ //

v . z n ’7' Sln & .

\/. ?"” s1nQ” :: T . ms1n(z+A'D”—ÖÜ.

Auf ganz ähnliche Weise erhält man7 wenn CD] :‘Q gesetzt wird,

  VI. 7"sinC : nl?! . sig; sin(z+ÄD—d')
TL ;]

VII. rsin('é+AD”—AD’) : 7°” P.ZL sin(C”—l—A”D——A”D).

Durch Combination der Gleichungen V und VI mit den folgenden, aus Art. 139

herübergeschriebenen :

VIII. # sin (?“—A” D’ +0") : R”sinö“
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IX. 1‘sin(C—AD'+Ö) : Rsind‘)

lassen sich die Grössen @, C”, r, r” nach Anleitung des Art. 78 daraus be—

stimmen. Zur bequemeren Erledigung der Rechnung bringe ich noch folgende

Formeln bei. Man setze:

[17] "sin—54% : “

[18] —f—fm=

[19] ——23—“—)=1

[20] _——°°säilszÖTÖI/l : r”.

Die von P und Q noch unabhängige Berechnung dieser Grössen oder vielmehr

ihrer Logarithmen kann als das fünfte und letzte Geschäft bei den

Präliminar—Operationen angesehen werden, und wird dasselbe sogleich bequem

mit der Berechnung von a, b oder mit dem vierten Geschäfte erledigt, wo

% .

a = ? Wird. Macht man sodann:

% 9“ sin 8
  . sin(z+A'D—ÖÜ :p
n ' sin 8’

  

' //

n 7“ 51118 . / // 1 //

. . . sm 2 A D —d =
n” Sins’ ( + ) P

%(lP—1) = 9

// // // //

% (l 19 —1) = q ‚ _

{so erhält man @ und 7° aus rsinC : p, rcos'g' : g, und C”, sowie r”, aus

7'”sinC” : p”, fees?” = 9”. Ein Zweifel in Bestimmung von € und ;” kann

hier nicht obwalten7 weil r und r” nothwendig als positive Grössen heraus-

kommen müssen. Die vollständige Rechnung mittelst der Gleichung VII kann

zur Prüfung dienen.

Es giebt aber zwei Falle, wo man eine andere Methode befolgen muss.

So oft nämlich der Punkt D' mit B entweder zusammenfällt, oder auf der

Kugel ihm entgegengesetzt ist, oder so oft AD/— =O oder : 180"7 so

müssen die Gleichungen VI und IX nothwendig identisch sein, und es würde

daher % = 007 Lp—1 : 0 werden und mithin g unbestimmt bleiben. In

diesem Falle werden zwar @” und 7°” auf dieselbe oben gezeigte Art bestimmt,
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sodann aber muss man ; und. 7' aus Combination der Gleichung VII mit VI

oder IX ableiten. Ich unterlasse es, die aus dem Art. 78 zu entnehmenden

Formeln hier nochmals herzuschreiben, und bemerke nur, dass in dem Falle,

wo AD'—ö zwar nicht : 0 und auch nicht : 180”, doch aber ein sehr

kleiner Bogen ist, man besser thut, dieselbe Methode zu befolgen, weil

dann die erstere Methode nicht die nöthige Schärfe zulassen würde. Und

zwar möge man die Combination der Gleichung VII mit VI oder mit

IX annehmen, je nachdem sin(AD”—ADÖ grösser oder kleiner ist, als

sin (AD”— 6).

Ebenso würde in dem Falle, wo der Punkt D' oder der ihm entgegen-

gesetzte entweder 1nit B” zusammenfällt, oder nur wenig davon absteht, die

durch die vorhergehende Methode entweder
H

Bestimmung der Grössen C”, 7°

unmöglich werden, oder wenig Sicherheit gewähren. Dann bestimmt man

daher 5 und 1° zwar durch jene Methode, alsdann aber @” und r” aus Com—

bination der Gleichung VII entweder mit V oder mit VIII, jenachdem

sin(A”D—A”DÖ grösser oder kleiner ist als sin(A”D——ö”). Uebrigens braucht

man nicht zu besorgen, dass zugleich D' mit den Punkten B, B” oder den

entgegengesetzten Punkten zusammenfällt, oder nur wenig von ihnen absteht;

denn den Fall, wo B mit B” zusammenfällt, oder nur sehr wenig davon

absteht, habe ich bereits oben im Artikel 138 von unserer Untersuchung aus—

geschlossen.

144.

Hat man die Bögen {, C” gefunden, so ist dadurch die Lage der

Punkte 0, 0” gegeben, und es lässt sich der Abstand CC" : 2f' aus 5, C”

und # bestimmen. Es seien 20, u” die Neigungen der grössten Kreise A B,

A”B” zu dem grössten Kreise 00” (welche in Fig. 4 resp. die Winkel C”OD'

und 180°—ÜC”Dl sein werden), so hat man folgende, ganz denen im Art. 137

[3]—[6] analoge Gleichungen:

sin flsin % (a” +u-) : sin % 8' sin % ((+ Z”)

sinfcos%(u”+u) == cos% 6' sin %(C—C”)

cosf’ sin %(u”—u) : sin %e'cos%(C—l— C“)

cosf' cos % (u”—u) : cos % 8’ cos % (Ä'—C”).

(162)
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Die beiden ersten geben %(u”+u) und sinf', die beiden andern %(u"—u) und

cosf; aus sinf' und cosf' hat man f’. Die Winkel %(u”+u) und ä—(u”——u),

welche erst in der letzten Hypothese zur Bestimmung der Lage der Bahnebene

gebraucht werden, kann man in den ersten Hypothesen bei Seite lassen.

Auf ganz ähnliche Weise liesse sich f aus &, CD und C”D, sowie f”,

aus s”, CD” und (TI)” bestimmen; man wendet aber hierzu bequemer die fol—

genden Formeln an:

 

 

. . n

s1n2f=rsm2f". „
‘ 71 'r

n//

. // // - /

sm2f =rs1n2f. „,
n ’)“

. . „ n 17” „

wo man die Logar1thmen der Grossen W und W schon aus der fruheren

Rechnung vor sich hat. Eine neue Prüfung der ganzen Rechnung endlich wird

dadurch gewonnen, dass 2f+ 2f” : 2f' werden muss, sollte zufällig ein Unter—

schied Statt finden, so kann er sicherlich von keiner Bedeutung sein, wenn sonst

alle Operationen so genau als möglich vollzogen sind. Bisweilen kann jedoch,

falls die Rechnung allenthalben mit sieben Decimalen durchgeführt ist, dieser

Irrthum auf einige Zehntheile der Secunde steigen, welchen man, wenn es der

Mühe werth scheint, mit leichter Mühe unter 2f und 2f” so vertheilen kann,

dass die Logarithmen der Sinusse auf gleiche Weise entweder vermehrt oder

vermindert werden, wodurch der Gleichung P=%=% mit aller

Schärfe, die die Tafeln zulassen, genügt sein wird. Sind f und. f” wenig ver—

schieden, so reicht es hin, zwischen 2f und 2f” jenen Unterschied gleich—

mässig zu vertheilen.

145.

Nachdem man solchergestalt die Positionen des Himmelskörpers in der

Bahn bestimmt hat, muss man eine doppelte Berechnung der Elemente sowohl aus

Combination des zweiten Orts mit dem dritten beginnen, als aus Combination

des ersten mit dem zweiten, zugleich mit den entsprechenden Zeitintervallen.

Bevor man aber diese Operation unternimmt, bedürfen die Zeitintervalle noch

einer Verbesserung, wenn man nämlich beschlossen hat, auf die Aberration
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nach Maassgabe der dritten Methode im Art. 118 Rücksicht zu nehmen. In

diesem Falle nämlich muss man statt der wirklichen Zeiten als fingirte solche (163)

setzen, welche resp. um 4939, 493€, 4939” Secunden früher sind. Zur Be-

rechnung der Entfernungen (), Q], @” hat man die Formeln:

 

 

 
 

_, RSiU(AD'—C)
„ rsin(AD’_5)

“ sin(f—AD'+<5> * sind ‚

‚_ R/Sln(Ö/'—Zl _ r'sin(ö’—Zl

@ _ sinz __ sind 7

"‚_ Rl/Sin(Al/Dl—CH
) _ r”sin(A”D'—C”l

@ _ sin(C”—A”D’+
o”) — S’iüu .

Hat man übrigens die Beobachtungen von Anfang an sogleich nach der

ersten oder zweiten Methode des Art. 118 von der Aberration befreit, so muss

diese Rechnung weggelassen werden, und es würde deshalb auch nicht nöthig

sein, die VVerthe der Entfernungen (), Q„ @” zu ermitteln, als um vielleicht zu

prüfen, ob diejenigen Werthe, auf welche man vorher die Berechnung der .

Aberration gestützt hatte, genau genug waren. Schliesslich ist es von selbst

klar, dass es dieser ganzen Rechnung auch alsdann nicht bedarf, wenn man

die Aberration überhaupt vernachlässigen wollte.

146.

Die Berechnung der Elemente — welche man in dem einen Falle aus

7°„ 7‘”, 2 f und der verbesserten Zwischenzeit der zweiten und dritten Beob—

achtung, deren Product init der Grösse 15 (Art. 1) ich mit 3 bezeichne; und

im anderen Falle aus 7", 7“, 2f” und dem Zeitintervall zwischen der ersten

und zweiten Beobachtung, dessen Product mit k = 3” sein soll, anstellt

— wird nach der in den Artikeln 88 bis 105 gegebenen Methode nur

bis zu der dort mit 3} bezeichneten Grösse durchgeführt, deren Werth in

der ersten Combination ich mit 77, in der zweiten mit 77” bezeichnen Will.

Es wird daher

«9” 77 ‚ 1" 7"' 0 o” ,

und man sieht, dass, wenn die Werthe der Grössen P und Q, auf welche die

ganze Rechnung bis jetzt gebaut war, die wahren sein sollten, P = P, Q' = Q

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk.
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herauskommen müsse. Umgekehrt ist leicht einzusehen, dass, falls P = P,

Q = Q herauskommt, die doppelte Elementen—Rechnung, wenn sie von beiden

Seiten zu Ende geführt wird, ganz gleiche Zahlen liefern müsse, durch welche

also alle drei Beobachtungen genau dargestellt würden, und so der Aufgabe

vollständig genügt würde. Falls aber nicht P' = P, Q = Q wird, so mag

man PL—P, Q'——Q für X und Y nehmen, wenn man nämlich P und Q für

x, y genommen hat. Noch bequemer ist es, logP : ac, logQ : }] zu setzen,

und logP—longX, logQ—logQ: Y. Alsdann ist die Rechnung mit

anderen VVerthen von x, y zu wiederholen.

147.

Eigentlich würde es zwar auch hier, ebenso wie. in den zehn oben_

abgehandelten Methoden, willkürlich sein, welche neue Werthe man für {x, 31

in der zweiten Hypothese setzen wollte, wenn solche nur nicht den oben

erklärten allgemeinen Bedingungen widersprechen. Da es jedoch offenbar ein

grosser Vortheil ist, falls man sofort von etwas genaueren \Verthen ausgehen

kann, so würde es nicht weise sein, die zweiten Werthe gleichsam aufs Gerathe—

wohl anzunehmen, da es in der Natur der Sache liegt, dass, wenn die, ersten

Werthe von P, Q nur mit kleinen Fehlern behaftet sind, sich daraus die Werthe

P, Q' viel genauer darstellen lassen, wenn anders die heliocentrische Bewegung

eine mässige war. Ich will deshalb stets P/, @, als zweite Werthe von P, @

nehmen, oder logP’, log Q, als die zweiten WVerthe für cc, 9, wenn die ersten

Werthe durch logP, logQ bezeichnet sind.

In dieser zweiten Hypothese, wo alle durch die Formeln 1—20 dargelegten

Präliminar—Operationen unverändert beizubehalten sind, wird die Rechnung nun

auf ganz ähnliche Weise wiederholt. Zuerst wird der Winkel (u, dann werden

/ / I /

, n 1r 72 r

74 7 ff) *W— 7 [7
n 71

7°, C”, r", f, f', f” bestimmt. Aus der mehr oder weniger

beträchtlichen Difl'erenz zwischen den neuen und alten Werth'en dieser Grössen

lässt sich leicht ermessen, ob es der Mühe werth ist oder nicht, auch die

Verbesserung der Zeiten wegen der Aberration von Neuem zu berechnen. Ist

dies nicht der Mühe Werth, so bleiben die Zeitintervalle und deshalb auch
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die Grössen & und 3'” die ‚männlichen wie vorher. Schliesslich leitet man aus

f, r', 7'”, ”, 7“, r' und den Zwischenzeiten 77, 17” und hieraus neue \Verthe für

P’, Q ab, die gemeiniglich von den durch die erste Hypothese gelieferten

viel weniger verschieden sind, als diese selbst von den ersten \Verthen für

P, Q. Die zweiten Werthe von X, Y werden daher viel kleiner sein, als

die ersten, und die zweiten Werthe für P', Q' kann man als dritte VVerthe

für P, Q nelnnen, und hiermit die Rechnung abermals wiederholen. Sowie

also solchergestalt aus der zweiten Hypothese schon genauere lVerthe resultirten

als aus der ersten, so wird man solche aus der dritten noch genauer erhalten,

als aus der zweiten, und man könnte dann die dritten “7erthe für P', Q, als

die vierten für P, Q nehmen, und dergestalt die Rechnung so oft wiederholen,

bis man zu einer Hypothese gelangt, in welcher X, Y als verschwindend ange—

nommen werden möchten. Falls aber die dritte Hypothese noch nicht als

ausreichend erscheinen sollte, so wird man es vorziehen, die für P und Q in

der vierten Hypothese anzunehmenden Werthe nach der in den Artikeln 120,

121 gegebenen Methode aus den drei ersten abzuleiten, wodurch man eine

raschere Annäherung erhält und es selten nöthig sein wird, noch bis zu einer

fünften Hypothese zu gehen.

148.

Falls die aus den drei Beobachtungen abzuleitenden Elemente noch gänz—

lich unbekannt sind (ein Fall, dem unsere Methode vorzu‘gsweise angepasst ist),

so kann man, wie schon bemerkt, bei der ersten Hypothese für P und Q die

//

 approximirten Werthe und 199” annehmen, wo 19 und 19” einstweilen aus

den unverbesserten Zeitintervallen abgeleitet werden. Drückt man deren Ver—

hältniss zu den verbesserten Intervallen durch ,u:1 und p” : 1 aus, so hat

man in der ersten Hypothese

X: log,u——logu” +logn—logn”

Y = logp—l—logM——logn——logn”+Comp.log cosf + Comp.log cosf'

—l— Comp.log cosf” + 2logv“—logr—logr“.

Die Logarithmen der Grössen ‚u, ,u” sind im Vergleich mit den übrigen

Gliedern von keiner Bedeutung; log 77 und logn”, die beide positiv sind,

\. 26“

(165)
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heben sich in X einigermaassen gegenseitig auf, ‚vorzüglich wenn die Zeit-

intervalle fast gleich sind, woraus dann X einen kleinen, bald positiven, bald

negativen Werth erhält; dagegen ervvächst in Y aus den negativen Gliedern

log?) und log77” zwar einige Compensation der positiven Glieder Comp.

log cosf, Comp. log eos f, Comp. log cosf ”, aber weniger Vollständig, weil

gemeiniglich die letzteren erheblich grösser sind als die ersteren. Ueber das

1/\(

. ' 7 7 __ . . . . .

Zeichen von log „„ lasst sich 1111 Allgememen nichts best1mmen. 

Falls die heliocentrische Bewegung innerhalb der Beobachtungen eine

mässige ist, so wird es selten nöthig sein, bis zu einer vierten Hypothese zu

gehen; gemeiniglich giebt die dritte, oft schon die zweite hinreichende Genauig—

keit, ja bisweilen kann man schon bei den aus der ersten sich ergebenden

Zahlen stehen bleiben. Es ist dabei immer gut, die grössere oder geringere

Genauigkeit zu berücksichtigen, welche die Beobachtungen besitzen; denn es

würde eine undankbare Arbeit sein, bei der Rechnung eine hundert— oder

tausendfach grössere Genauigkeit zu erkünsteln, als die Beobachtungen zu—

lassen. Bei diesen Dingen wird aber das Urtheil durch häufige praktische

Ausübung besser geschürft, als durch Vorschriften, und. die Erfahrenen

werden leicht einige Fertigkeit erlangen, es richtig zu beurtheilen, Wo man

stehen bleiben darf.

149.

Erst in der letzten Hypothese werden die Elemente selbst gerechnet,

entweder aus f, r', r”, oder aus f”, r, 7”, indem man eine von beiden Rech—

nungen bis zu Ende durchführt, die man bei den vorigen Hypothesen nur

bis zu 17 oder 17" zu verfolgen brauchte. “Till man beide Rechnungen durch—

führen, so wird die Uebereinstimmung der resultirenden Zahlen eine neue

(166) Prüfung der ganzen Arbeit liefern. Dennoch empfiehlt es sich, sobald erst

f, f ', f” gefunden sind, die Elemente aus der alleinigen Combination des

ersten und dritten Orts abzuleiten, nämlich aus f', 7", r” und dem Zeitintervalle,

und endlich zur grösseren Sicherheit der Rechnung den mittleren Ort in der

Bahn nach den gefundenen Elementen abzuleiten.
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‚ Auf diese Weise werden also die Dimensionen des Kegelschnitts bekannt,

nämlich Exeentricität, halbe grosse Axe oder halber Parameter, die Lage

des Perihels in Beziehung auf die heliocentrischen Orte 0, C”, C”, die mittlere

Bewegung und die mittlere Anomalie für eine willkürliehe Epoche (wenn

nämlich die Bahn eine elliptische ist), oder die Zeit des Perihel—Durchganges

(falls sie eine Hyperbel oder Parabel ist). Es erübrigt daher nur, die Lage

der heliocentrischen Orte in der Bahn in Beziehung auf den aufsteigenden

Knoten, die Lage dieses Knotens in Beziehung auf den Aequinoctialpunkt,

sowie die Neigung der Bahn gegen die Ecliptik (oder den Aequator) zu be—

stimmen. Dies Alles lässt sich durch Auflösung eines sphärischen Dreiecks

bewerkstelligen. Es sei Q die Länge des aufsteigenden Knotens, i die Neigung

der Bahn, 9 und g” die Argumente der Breite in erster und dritter Beob—

achtung; endlich Z—Q : h, Z”——Q : 72”. Wenn nun in der vierten Figur

52 den aufsteigenden Knoten bezeichnet, so werden im Dreiecke QAC' die

Seiten sein AD’—g°, g, h, und die diesen resp. gegenüberstehenden Winkel

i, 1800—7, 24. Man hat daher

 

sin lisini(_g+h : sin L(AD'—Z sin l +u
2 2 2 2 7

sin %icos % (g—I—h) : cos % (AD'——C) sin %(y—u)

cos%isin % (g—— ): sin %(AD’—Z) cos%(y+u)

cos%ieosä(g—h) : eos%(AÜ—I)cos%(y u}.

Die beiden ersten Gleichungen geben %(g—l—h) und sin%i, die beiden übrigen

%(g—h) und cos%i. Aus 9 wird die Lage des Perihels in Beziehung auf den

aufsteigenden Knoten bekannt, aus h die Lage des Knotens in der Ecliptik.

Schliesslich wird i bekannt, indem der Sinus und Cosinus zur gegenseitigen

Prüfung dienen. Zu demselben Ziele kann man mit Hülfe des Dreiecks

QA”C” gelangen, wo man nur in den vorhergehenden Formeln die Buchstaben

9, k, A, {, y, u in g”, h”, A”, C”, y” u” zu verwandeln braucht. Um für die

ganze Arbeit noch eine andere Prüfung zu erlangen, wird es nützlich sein,

die Rechnung auf beide Weise durchzuführen. Wenn sich daraus kleine

Unterschiede in den Werthen von i, S? und der Länge des Perihels in der

Bahn ergeben sollten, so kann man die mittleren Werthe annehmen. Selten

aber werden diese Unterschiede bis auf O”1 oder 0”? steigen, wenn man anders

alle Rechnungen streng mit sieben Deeimalen geführt hat.
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Hat man übrigens statt der Ecliptik den Aequator zur Grundebene

gewählt, so entsteht hieraus bei der Rechnung keine andere Differenz, als dass

man statt der Punkte A, A” die Einschnitte des Aequators mit den grössten

Kreisen AB, A”B” nehmen muss.

150.

Ich gehe jetzt zur Erläuterung dieser Methode durch einige ausführliche

Beispiele über, die zugleich aufs Deutlichste zeigen werden, wie weit ihre

Anwendbarkeit ausgedehnt ist und wie bequem und rasch sie stets zum erwünsch—

ten Ziele führt").

Das erste Beispiel soll der neue Planet Juno liefern, zu welchem

Zwecke ich folgende, in Greenwich angestellte und von Maskelyne mir mit—

getheilte Beobachtungen ausgewählt habe.

 

scheinbare scheinbare südliche

mittlere Zeit Greenwrch, Rectascen5ion. Declination.

 

1804 Oct. 5. 10“51m 6s \ 357°10'92” 35 | 6°40' 8”

17. 9 58 10 355 43 45, 30 8 47 25

27. 9 16 41 355 11 10, 95 10 2 28

 
 

Aus den Sonnentafeln findet man für dieselben Zeiten:

 

 

 

 

' Effiäi£iäffiäläääfii’ Nutation- Abm‘ääéi” d'" 1333223“ S°h°i”bäfufiäilefe ““

Oct. 5 192°28’58“72 +15”43 0,998 8839 —0”49 23°27’59”48

17 204 20 21, 54 +15, 51 0,995 3968 + 0, 79 59,26

27 214 16 52, 21 +15, 60 0,992 8340 —0, 15 59, 02  
 

Ich Will bei Führung der Rechnung so verfahren, als ob die Bahn noch

gänzlich unbekannt wäre. Man kann daher die Orte der Juno von der Parallaxe

*) Es ist nicht richtig, eine Methode mehr oder weniger genau, als eine andere zu nennen.

Denn man kann nur von derjenigen Methode sagen, dass sie die Aufgabe gelöst habe, durch welche man in den

Stand gesetzt ist, jeden beliebigen Grad der Genauigkeit zu erreichen. Die eine Methode kann daher der anderen

nur in dem Betracht den Rang ablaufen, dass derselbe Grad der Genauigkeit durch die eine schnell und mit

minder-er Arbeit, durch die andere langsamer und mit grösserer Mühe erreicht wird.
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nicht befreien7 sondern muss diese auf die Orte der Erde übertragen. Zuerst

reducire ich daher die beobachteten Orte vom Aequator auf die Ecliptik unter

Anwendung der scheinbaren Schiefe, woraus hervorgeht:

 

scheinbare Länge der

Juno.

 

scheinbare Breite der

Juno.

 

 

Oct. 5 } 354°44/54”27

17 352 34 44, 51

27 351 34 51, 57

_4°59’31”59

—6 21 56, 25

—7 17 52, 70

 

 
 

Mit dieser Rechnung verbinde ich sogleich die Bestimmung der Länge (168)

und“ Breite des Zeniths des Beobachtimgsortes in den drei Beobachtungen.

Die Rectascension kommt zwar mit der Rectascension der Juno überein (weil

die Beobachtungen im Meridiane selbst angestellt sind), die Declination ist aber

gleich der Polhöhe : 51028/39”. Man erhält so :

 

 

 

  

 

Länge des Zeniths, Breite.

Oct. 5 ‚ 24°29’ ' . 46°53’

17 23 25 47 24

27 23 1 47 36  
 

Jetzt werden nach Anleitung der Vorschriften im Art. 72 die fingirten Orte

der Erde in der Ebene der Ecliptik berechnet, an welchen der Himmels—

körper ebenso erschienen sein würde, als an den wahren Orten der Beob—

achtungen.

: 816 gesetzt wird:

Auf diese Weise bekommt man, wenn die mittlere Sonnenparallaxe

 

Reduction der Distanz.
Reduction der

 

 

  

\ Reduction der

Länge. Zeit.

Oct. 5 l ‚ — 22“ 30 + 0,000 3856 —— 0519

17 —27, 21— 40,000 2329 —0, 12 l

27 — 85, 82 + 0,000 2085 —0, 12 |

 

Die Reduction der Zeit ist nur deshalb beigefügt, um zu zeigen, dass sie

überhaupt unmerklich ist.
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Endlich müssen alle Längen, sowohl die des Planeten als die der Erde,

auf das mittlere Frühlings-Aequinox für irgend eine Epoche, wozu ich den

Anfang des Jahres 1805 wähle, reducirt werden. Nach Einführung der

Nutation muss daher auch noch die Präcession hinzugefügt werden, welche

für die drei Beobachtungen resp. ist: 11"87, 1023, 886, so dass man für

die erste Beobachtung addiren muss: —3"56, für die zweite: —5”28, für die

dritte: —6"74.

Schliesslich sind Längen und Breiten der Juno von der Fixstern-

Aberration zu befreien. So findet man durch die bekannten Regeln, dass man

von den Längen resp. abziehen muss: 19”12, 1711, 1482, dass man aber

zu den Breiten addiren muss: 053, .1"18, 175, eine Addition, wodurch die

absoluten Grössen eine Verminderung erleiden, weil die südlichen Breiten als

negative angesehen werden.

(169) 151.

Nach gehöriger Anbringung aller dieser Reductionen, stehen die wahren

Daten der Aufgabe, wie folgt:

Beobachtungszeiten auf den ,

Pariser Meridian reducirt . . Oct. 5,458 644 17,421 885 ‘ 27,393 077

Längen der Juno cc, oc‘, ec”. .. 354°44‘31” 60 352°34'22”12 ‘ 351“34'30“01

Breiten ß, ß’, ß” ........... —4 59 81,06 —6 21 55,07 —7 17 50,95

Längen der Erde l, Z“, Z” . . . . 12 28 27,76 24 19 49,05 34 16 9,65

Log. der Abstände R, R‘, R" 9,999 6826 9,998 0979 9,996 9678

Hieraus geben die Rechnungen nach Art. 136 und 137 folgende Zahlen:

1

\

7, 7‘, y“ .................. 196° 0’ 856 191°58’ 0”33 190"41/40”17

d, d', d“ .................. 18 23 59,20 32 19 24,93 43 11 42,05

Die Logarithmen der Sinusse . 9,499 1995 9,728 1105 9,835 3631

A/D, AD', AD“ ........... 232 6 26,44 213 12 29,82 209 43 7,47

AND, AND], A‘D” .......... 241 51 15,22 234 27 0,90 221 13 57,87

£, a, 5“ ................... 2 19 34,00 7 13 37,70 4 55 46,19

Die Logaritlnnen der Sinusse . 8,608 3885 9,099 6915 8,934 1440

logsin%s‘ ..... _............ 8,799 5259   loocos%e‘ ................. 9,999 1357



Bestimmung der Bahn aus drei vollständigen Beobachtungen. 209

Ferner hat man nach Art. 138:

 

 

 

 

logtangß ...... 8,941 249472 logtangß” .....9,107 40807z

logsin(a"—l') . . 9,733 239172 10gsin(a‘—Ü). . . 9,693 5181n

logeos(a”—l'). . 9,924 7904 logcos(a——l') .. 9,939 3180

Hieraus

log(tangßcos (a”——Ü)—tangß" cos (oc—l’)) : log Tsint 8,578 6513

logsin(a”—OL) : lochost ..................... 8,742 319172

Hieraus t= 145U 32' 57” 78 log T ............ 8,826 0683

t+7' = 337 30 58,11 logsin(t+f) ...... 9,582 5441 72

Endlich

log(tangßsin (a”—l')—tangß”sin(oc—l'))'= logS. . . 8,203 3319 n

log Tsin(t—l—y') ............................... 8,408 612472

woraus logtang(Ö'—a) ......................... 9,794 7195

(Y—(I : 31" 56, 11”81; also 0 = 00 23, 13” 12.

Nach Artikel 140 wird

A"D'—Ö“ : 1910 151885 Iogsin. . . 9,290 435271 logcos. . . 9,9915661n (170)

AD’ ——(1 = 194 48 30, 62 — . . . 9,407 542772 — . . . 9,985 330172

A”D—ö“’ : 198 39 33,17 — ...9,5050667n

AD _(r+a : 200 10 14,63 _ .. .9,537 590972

AD”——J : 191 19 8, 27 —— . . . 9,292 855472

ACD”—Ö“+O = 189 17 46, 06 — . . . 9,208 2723”.

Daraus folgt

loga : 9,549 4437, a : +0,354 3592

logb : 9,861 3533.

Die Formel 13 würde logb : 9,861 3531 geben, aber ich ziehe ersteren Werth

vor, weil sin(A'D——Ö“—I—o) grösser ist als sin(Al)"—Ö"+o).

Ferner wird nach Art. 141

 

 

3logR'sinÖ" ..... 9,178 6252

log2 ........... 0,3010300

logsino ........ 7,829 5601

7,309 2153 und. daher logo = 2,690 7847.

logb ........... 9,8613533

logcoso ........ 9,999 9901

9,861 3632
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 woraus bg = 0,726 7135. Daraus erhält man d = —1,3625052,

loge = 8,392 951872. Schliesslich geben die Formeln des Art. 143:

logx ...... 0,091 339479

logz” ..... 0,541 895779

iog1 ...... 0,486 4480n

log 1” ..... 0,159 2352 n.

152.

Damit sind die Präliminar-Rechnungen erledigt und. ich gehe zur

ersten Hypothese über. Der (unverbesserte) Zeitraum zwischen der zweiten

und dritten Beobachtung beträgt 9,971192 Tage, zwischen der ersten und

zweiten 11,963 241 Tage. Die Logarithmen dieser Zahlen sind 0,998 7471

und 1,077 8489, woraus log3= 9,234 3285, log9” = 9,3134303. Ich setze

daher zur ersten Hypothese

x : logP : 0,079 1018

y : logQ : 8,547 7588.

Hieraus wird

P = 1,199 7804, P—l—a : 1,554 1396, P+d = —0,162 7248;

 

 

loge .......... 8,392 951892

log(P—I— @} ..... 0,1914900

C.log(P-l—d) . . . 0,788 546379

logtangw ...... 9,372 9881, woraus w =—l— 13° 16'51"89, w+o = + 13°405"01.

logQ ......... 8,547 7588

logo .......... 2,690 7847

logsinw ....... 9,361 2147

 

logQCsinw . . . . 0,599 7585

Der Gleichung chinwsinz4 =sin(z—13°40'5”Ol) lässt sich durch wenige

Versuche Genüge thun mit einem VVerthe von Z = 140 35' 4” 90, woraus

logsinz = 9,401 0744, logr’ = 0,325 1340. Jene Gleichung lässt ausser dieser

Auflösung noch drei andere zu, nämlich
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Z: 32° 228”

Z = 137 27 59

z = 193 4 18.

‘Die dritte muss man verwerfen, weil sinz dadurch negativ herauskommt; die

zweite weil 2 grösser wird als Ö“; die erste entspricht der Annäherung an die

Erdbahn, worüber im Art. 142 gesprochen ist.

Ferner hat man nach Art. 143:

 

 

 

 

log R S,)” ......... 9,864 8551

10g(P+0&) ......... 0,191 4900

00111p.10gsi11(Z—0) . . 0,610 3578

log ”n“; ........... 0,666 7029

logP.............. 0,079 1018

log "f," ........... 0,587 6011 

71

z+A’D _0/ : z+199°47’ 1”51 : 21422 641, logsin = 9,751 673672

z+A’D”——ö“ : z+ 188 54 32, 94 = 203 29 37, 84; 10gsin : 9,600 592372.

Hieraus folgt logp : 9,927 073572, log)?” : 0,022 645972, und sodann

logq : 0,2930977'n, logq” : 0,258 008672, woraus:

{ : 203°1731”22; log?" : 0,3300178

(”1 210 10 58, 88; logr”= 0,3212819.

Endlich erhält man vermittelst Art. 144

%(u”+u) : 205° 1810”53

 

 
 

ä(u”—u) =—3 14 2,02

f“ = 3 48 14, 66

logsin2f’ ...... 9,121 8791 logsin2f' ...... 9,121 8791

10g7' ........... 0,330 0178 10g7‘" . . . . . . . ._. . 0,321 2819

N'?" 7/7"

Comp.log—n— . . . 9,333 2971 Comp.long . . . 9,412 3989

log sin2f ....... 8,785 1940 logsin2f” ...... 8,855 5599

2f = 30 29'46”03 2f” :? 40 6/43H28.

Die Summe 2f—I—2f” ist hier von 2f/ nur um 001 verschieden.

27'

(172)
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Um nun die Zeiten für Aberration zu verbessern, müssen die Distanzen

@, (f, @” nach den Formeln des Art. 145 berechnet, und muss sodann mit diesen

Distanzen die Zeit von 493 Secunden oder 0,005 706 Tagen multiplicirt

werden. Hier die Rechnung:

log?” ............. 0,330 02 log?“ ......... 0,32513 logr” .............. 0,39123

logsin(AÜ——C) .. 9,236 06 logsin(tY—z)„9‚483 84 logsin(A”D'——C”)..9,Gl3 84 .

Comp.logsind. . . . 0,500 80 C.logsind'.. ..0,271 89 Comp.logsind” ....0,164 64

 

 

logo ............. 0,066 88 log 9 ......... 0,080 36 log 9” ............. 0,099 76

logconst.......... 7,756 33 7,756 33 7,756 33

log der Reduct. . . . 7,823 21 7,837 19 7,856 09

Reduction : 0,006 656 0,006 874 0,007 179

Der Beobachtungen verbesserte Zeiten Intervalle Logarithmen

1' 00“ 57451 988 11d963 093 1,077 8409
11. 17,415 011 ‚_ 9

111. 27,385 898 9,970 887 0,998 7309.

Es werden mithin die verbesserten Logarithmen der Grössen 19, 3” 9,234 3153

und 9,313 4223. Fängt man jetzt die Bestimmung der Elemente aus f, 7°’, 7°”,

9 an, so kommt log1; : 0,000 2285; ebenso aus f”, r, r„ 5” wird logn'l =

0,000 3191. Diese im ersten Buche, Abschnitt III, weitläuftig erklärte Berech—

nung herzusetzen, will ich unterlassen.

Endlich hat man nach Art. 146:

 

log 3” ............ 9,313 4293 910gr' ........... 0,650 2680

Comp. log 3 ...... 0,765 6847 Comp. logr7’” ..... 9,348 7003

log?) ............. 0,000 2285 log53” ........... 8,547 7376

Comp.]ogn” ...... 9,999 6809 Comp.lognn” ..... 9,999 4524

logPl ............ 0,079 0164. Comp.logcosf ...0,000 2022

Comp. log cosf/ . . . 0,000 9579

Comp. log cosf” . . 0,000 2797

log Q ............ 3,547 5931.
 

Aus der ersten Hypothese resultirt daher X= —0,000 0854, Y: —0,000 1607.
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In zweiter Hypothese lege ich für P, Q diejenigen Werthe zum

Grunde, welche in der ersten für P„ Q gefunden waren, und setze also

x : logP : 0,079 0164

y : logQ = 8,547 5981.

Da die Rechnung hier ganz ebenso wie in erster Hypothese geführt wird,

 

 

so setze ich nur die Hauptmomente her:

(1) .............. 13°15'38”13 ;“ ........... 210“ 92498

w—{-o .......... 13 38 51, 25 logr ............. 0,330 7676

lochsinw ....... 0,598 9389 logr” ............ 0,322 2280

z ............... 14 33 19,00 4(u”+u) ...... 205 22 15,58

log?“ ............. 0,325 9918 ;—(u”—u)„.;„——3 14 4, 79

10% n __________ 0,667 5193 2f ............. 7 34 53, 32

’}, 2f .............. 3 29 0,18

log ’;,3 .......... 0,588 5029 2f” ............. 4 5 53, 12

‘g ............. 203 16 38,16  
Die Reduction der Zeiten für Aberration von Neuem zu berechnen

würde nicht der Mühe werth sein, da sie kaum um eine Secunde von denen

abweichen würden, welche in erster Hypothese gefunden.

Die fernere Rechnung giebt log17 : 0,000 2270, logn" : 0,0003173,

woraus man erhält

logP : 0,079 0167 X: + 0,000 0003

logQ : 8,547 6110 Y: +0,000 0129.

Hieraus sieht man, um wie viel genauer die zweite Hypothese, als die

erste ist.

154. (174)

Um nichts zu wünschen übrig zu lassen, will ich noch die dritte

Hypothese ansetzen, wobei ich wiederum die in zweiter Hypothese gefundenen

Werthe für P', Q als Werthe für P, Q nehme. Setzt man daher
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5 : logP = 0,079 0167

y : logQ : 8,547 6110,

so sind die Hauptmomente der Rechnung folgende:

w ............ 13°15’38”39 "g” .......... 21001 8'25"65

w-[—o ........ 13 38 51, 51 logr ........... 0,330 7640

logchinw ...... 0,598 9542 log7‘” .......... 0,322 2239

z ............ 14 33 19,50 1-——(u”+u) ....205 22 14,57

log7“ ........... 0,325 9878 1,(u”—u) .. . .——3 14 4, 78

1Og‚°iL ________ 0,6675154 2f ........... 7 34 53,73

" 2f............ 3 29 0,39

log %,?- ........ 0,588 4987 2f” ........... 4 5 53, 34

; ........... 203 16 38, 41  
Alle diese Zahlen weichen von den in zweiter Hypothese gefundenen

so wenig ab, dass man sicher annehmen kann, dass die dritte Hypothese

keiner Verbesserung weiter bedürfe ‘). Man kann daher jetzt zur Bestimmung der

Elemente selbst vorschreiten aus 2f’, r,
H

ff, 5', welche hierher abzuschreiben

ich unterlasse, weil dieselbe schon oben Art. 97 als Beispiel ausführlich vor—

getragen ist. Es bleibt daher nur übrig, die Lage der Bahnebene nach An—

leitung des Art. 149 zu berechnen, und die Epoche auf den Anfang des Jahres

1805 zu übertragen. Diese Berechnung stützt sich auf folgende Zahlen:

AD’—C : 9°55’51” 41

_;(7+u) : 202 18 13,855

%(7_u) : _6 18 5,495,

woraus man ableitet:

%(g—(—h) : 196°43’14”62

%(g—fi’) :—4 37 24, 41

13 : 6 33 22, 05

(175) Es \\ird daher h_— 201°20 39/03 und deshalb Q—— l—/L : 1710 7 4873;

1e1ne1 ‚9—_ 1920 5 5021, und mithin, da die walne Anomalie fiir die eiste

*) Wenn die Rechnung ebenso wie in vorstehenden Hypothesen zu Ende geführt würde, so würde

X = O, und Y : +0,000 0003 herauskommen; ein Werth, der als verschwindend anzusehen ist, und kaum über

die der letzten Decimale stets anklcbende Unsicherheit hinausgeht.
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Beobachtung im Art. 97 zu 310°5529”64 gefunden war, ist der Abstand

des Perihels vom aufsteigenden Knoten in der Bahn = 241°1020”57, die

Länge des Perihels = 52" 18930; endlich die Neigung der Bahn = 180 644” 10.

Will man zur nämlichen Rechnung lieber vom dritten Orte ausgehen7 so ist

A”D’—'Q” = 24° 18’ 35” 25

%(y”+u”) = 196 24 54, 98

%(7”——M”) = =5 43 14, 81,

woraus:

%(g”+h”) = 211°24’32”45

ä—(9”—h”) =—11 43 48,48

gi = 6 33 22,05,

und hieraus die Länge des aufsteigenden Knotens = l“—h” = 171°7'48”72,

die Länge des Perihels = 52018930, Neigung der Bahn = 130 64410,

ganz wie oben.

Der Zeitraum zwischen der letzten Beobachtung bis zum Beginn des

Jahres 1805 beträgt 64,614102 Tage und ihm entspricht eine mittlere heliocen—

trische Bewegung von 53293”66 = 14°48'13”66. Hiernach wird die Epoche

der mittleren Anomalie für den Anfang des Jahres 1805 und den Pariser

Meridian = 349° 341238, und die Epoche der mittleren Länge = 41°52'21”68.

155.

Um die Genauigkeit der Elemente klar zu stellen, Will ich aus

ihnen den mittleren Ort berechnen. Für October 17,415 011 findet sich

die mittlere Anomalie = 332°28/54”77, hieraus die wahre 315°1'23”02 und

log7“ = 0,325 9877 (vergl. die Beispiele im Art. 13 und 14). Letztere müsste

der wahren Anomalie in erster Beobachtung vermehrt um den Winkel 2f”

gleich sein, oder der wahren Anomalie in dritter Beobachtung vermindert um

den Winkel 2 f, d. h. = 815°1'22”98; der Logarithmus des Radius Vector

aber = 0,325 9878; Unterschiede, die als Null zu erachten sind. Setzt man

die Berechnung für die mittlere Beobachtung bis zum geocentrischen Orte

fort, so erhält man Zahlen, die von dieser Beobachtung nur um wenige Hun—
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derttheile der Secunde abweichen (Art. 63); Unterschiede, die von den unver—

meidlichen Tafelfehlern gleichsam absorbirt werden.

Das vorangehende Beispiel habe ich deshalb mit grösster Genauigkeit

behandelt, damit man sehe, wie leicht durch unsere Methode eine möglichst

scharfe Auflösung erreicht wird. In der Praxis wird es aber selten nöthig sein,

diesen Typus mit gleicher Aengstlichkeit nachzuahmen. Gemeiniglich wird es

(176) genügen, allenthalben sechs Decirnalen anzuwenden, und in unserem Beispiele

würde schon die zweite Hypothese keine geringere und die erste eine völlig

ausreichende Genauigkeit geliefert haben. Ich glaube, dass es dem Leser an-

genehm sein werde, eine Vergleichung der aus der dritten Hypothese abge-

leiteten Elemente mit denen vornehmen zu können, welche die zweite oder

auch die erste Hypothese geliefert haben würden. Diese drei Elementen—

Systeme legt folgendes Schema dar:

 

 

    

Aus Hypothese Hl. Aus Hypothese II. Aus Hypothese 1.

Epoche d. mittleren Länge

1805 410 52' 21” 68 41"52' 18” 40 42” 12' 37/83

Mittlere tägliche Bewegung 824” 7989 824” 7983 823” 5025

Perihel 52 18 9, 30 52 18 6, 66 52 41 9, 81

(p 14 12 1, 87 14 11 59, 94 14 24 27, 49

Log. der grossen Halbaxe 0,422 4389 0,422 4392 0,422 8944

aufsteigender Knoten 171 7 48, 73 171 7 49, 15 171 5 487 86

Neigung der Bahn 13 6 44,10 13 6 45, 12 13 2 37, 50

 

 
Durch Berechnung des heliocentrisehen Ortes in der Bahn für die

mittlere Beobachtung nach dem zweiten Elementen-Systeme wird der Fehler

im Logarithmus des Radius Vector : 0, der Fehler der Länge in der Bahn

= 003 gefunden. Dieser Ort aber aus dem Systeme nach erster Hypothese

abgeleitet giebt lrrthum im Logarithmus des Radius Vector : 0,0000002,

Fehler der Länge in der Bahn : 131. Durch Fortsetzung der Rechnung

bis zum geocentrischen Orte aber findet sich:
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l

| Aus Hypothese ll. Aus Hypothese 1. |

f !

geocentrische Länge } 352” 34' 22”26 ' 3520 34' 1997 I

. Fehler 0,14 2,15 l

geocentrische Breite 6 21 55,06 6 21 54,47 >

Fehler 0,01 0, 60 ‘

156. (177)

Das zweite Beispiel will ich von der Pallas hernelnnen, deren naeh—

folgende, zu Mailand angestellte Beobachtungen ich der von Zach ’schen

Monatlichen Correspondenz, Band 14, Seite 90, entlehne.

] .
. .. . . Scheinbare

Marlaudei mittlere Ze1t \ Rectasccnsion.
l

Scheinbure Doclination.

1805 Nov. 5. 141141“ 45 l, 78°20’37”8 27“16’57”7 südlich

Dec. 6. 1151 27 175 848,8 82 5244,8 „ ,

1806 Jan. 15. 8 50 36 l 67 1411‚1 28 38 8,1 „

;

 

 
?

An Stelle der Ecliptik will ich hier den Aequator zur Grundebene

wählen, und die Rechnung so durchführen, als ob die Bahn noch gänzlich

unbekannt wäre. Zunächst hat man aus den Sonnentafeln für die angesetzten

Zeiten: [
 

Länge der Sonne vom Abstand von der

mittleren Aequinox. Erde. Sonne.

 

  

Dec. 6 254 28 42,59 0,9846758 +0,12

Breite der ,

1NOV. 5 223014 7”61 0,9904311 l +0”59 }

; l

3 1

Jan. 15 295 547,82 ) 0,9888158 ; —0,19

; J !  
Die Längen der Sonne reduoire ich unter Anbringung der Präcession

von resp. +7”59, +3”36, _2”11 auf den Anfang des Jahres 1806 und

bringe solche dann mit Anwendung der mittleren Sehiet'e : 23°‘2T53”53

und unter gehöriger Rücksicht auf die Breiten, auf Rectascensionen und

Declinationen. Ich finde so:

(

GAUSS, Theorie (1. Beweg. d, Himmelsk. 28
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Reetasccnsion der i
l. D e ' ti ' .Sonne. e him on dei Sonne

 

5 2200464465 1 15"49’43“94 südlich |

Dee. 6! 253 923,26 ; 22 33 39,45 „

Jan. 15‘ 297 251,11 21 8 12,98 „
1 .

r
\

Diese Positionen werden auf den Mittelpunkt der Erde bezogen und

müssen deshalb durch Anbringung der Parallaxe an den Beobachtungsort

redueirt werden, da man die Positionen des Planeten von der Parallaxe nicht

befreien kann. .Die bei dieser Rechnung anzuwendenden Rectascensionen des

Zeniths kommen mit den Reetaseensionen des Planeten überein (weil die

Beobachtungen im Meridiane selbst angestellt sind), die Deelination ist aber

allenthalben die Polhöhe : 45°28‘. Damit ergeben sich folgende Zahlen:

|
 

 

 

 

  

} fRectascension der Erde. " Dech'nation der Erde. |‘ Dligiääzizl.näl.ussodnerfe.

‘ l / // / // '

‘ Nov. 5 } 40“46 48 51 15 49 48 59 nördlich 9,9958375 {

Dec. 6 l 73 9 23,26 22 33 42,83 „ ‘ 9,9933099

Jan. 15 ‘ 117 2 46,09 21 8 17,29 „ ’ 9,9929259

 

Die beobachteten Orte der Pallas müssen von der Nutation und

der Aberration der Fixsterne befreit werden7 und sind dann mit: Anbringung

der Präeession auf den Anfang des Jahres 1806 zu redueiren. Unter diesen

Titeln müssen daher folgende Verbesserungen an die Beobachtungen ange—

bracht werden:

 

 

  

 

       

‘ l Beobachtung I, Beobachtung II. Beobachtung III.

‘ ;fRe—otaseension ‘} Declination. Reetoseedfsi<li>-Ir)ecrlin;;onv_—Rectaseension"19171555515f1

i ‘ (l // //

‘Nutation ‘ —12“86 } — 3”08 —13“68 } —3 42 —13 06 l —3 75

1Aberration* —18,13 ; _ 9 89 ——21,51 I —1,63 —15, 60 | + 9,76

iPräeession + 5,43 l + 0,62 + 2,55 —0,39 _ 1,51, —0,33 *

‚ [ ‚

[ Summe . —25,56 ! —12,35 —4,66 —30, 17 , +5,68 ‘
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Hieraus gehen nachfolgende Positionen der Pallas hervor, auf welche

die Rechnung zu stützen:

Mittlere Pariser Zeit. Rectascension. Decliuation.

1
1

l

l

!
1

\ 36,475 035

 

 

Nov. 5,574047 78°2012”24 —27°17' 905

73 8 16,16 ——32 52 48,96

76,34944—1 67 13 40,93 ——28 38 2,42

l

157.

Zuerst bestimme ich nun die Lage der grössten Kreise, welche von

den heliocentrischen Orten der Erde nach den gcocentrischen Orten des

Planeten gezogen werden. Die Einschnitte dieser Kreise mit dem Aequator,

oder (wenn man das lieber will} ihre aufsteigenden Knoten sollen die Euch—

staben 91, W, 91” zugeschrieben erhalten, und die Abstände der Punkte B, B/,

B” von diesen Punkten bezeichne ich mit /J, Ä, 11”. Beim grösseren Theile

der Operationen muss für A, A/, A”, nun 91, W, 91”, und für rl, d', d”

nun Ä, J, J” substituirt werden; wo aber A, A„ A”, 0, Ö", @” beizubehalten

sind, wird der aufinerksame Leser auch ohne meine Erinnerung leicht

einsehen.

Die Rechnung ergiebt (179)

.Rectascension der Punkte l

91, %, 91” 233”54’57”10 ] 2530 85701 276040258?

7, 7’, 7” 51 17 15,74 90 1 3,19 131 59 58,03

Ä, d', J” 215 58 49,27 212 52 48,96 1 220 9 12,96

0‘, 0’, cl” 56 26 34,19 55 26 31,79 69 10 57,84

M), 211)“, 210” 23 54 52,13 30 19 3,25 29 8 43,32

21”D, 91”D’‚ am" 33 3 26,35 31 59 21,14 22 20 6,91

s, 5, e“ 47 1 54,69 89 34 57,17 42 33 41,17

Logarithmen der Sinus 9,8643525 9,999 9885 9,8301910

logsinäs’ 9,8478971

logeos%sl 9,8510614    
28*
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In der Berechnung nach Art. 138 wird für l’ die Reetascension des

Punktes ?l' angewandt. So findet sich

logTsint . . . . 8,486 8236 %

log Tcost. . . . 9,284 816272.

Hieraus t: 1890 24883, logT= 9,290 2527; ferner t+y' = 2790 35202,

logS............ 9,011 056672

log Tsin(t+y') . . . 9,284 795077,

woraus Ä——0 : 2080 15564 und 0 = 40 505332.

In den Formeln des Art. 140 muss man sin 3, sin Ö“, sin ()W für a, b und

% beibehalten, und ebenso in den Formeln des Art. 142. Behuf dieser

Rechnungen hat man dann:

21"1)’-21” : 171“50’ 313 logsin ...9,1523306 logcos ...9,9955759n

211)’ —4 : 174 19 13,93 ......... 3,9954722 ......... 9,9978629n

91”D—A” : 172 54 13,39 ......... 9,091 7972

211) —J'+o= 175 52 56,49 ’ ......... 3,356 1520

an”—21 : 173 9 54,05 ......... 9,075 5344

21’1)”-1+6= 174 13 11,27 ......... 3,996 7973.

Hieraus erhält man:

logz : 0,921 1850, legt : 0,081 205777

logz” : 0,811 2762, logl”= 0,031 969172

logo : 0,109 9088, a = + 1,287 9790

logö : 0,1810404

log% : 0,071 1314, woraus logb : 0,181 0402 wird. Unter

diesen beiden nahezu gleichen \Verthen für 5 nehme ich den mittlern

logb : 0,181 0403. Schliesslich entsteht

logo : 1,045 0295

d : +0,448 9906

loge : 9,210 2894,

womit die prälirninaren Rechnungen beendigt sind.

Der Zeitunterschied zwischen der zweiten und dritten Beobachtung

beträgt : 39,874 409 Tage, zwischen der ersten und zweiten : 80,900 961
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Tage. Hieraus wird log9= 9,836 2757, log3”= 9,725 5533. Ich setze daher

zur ersten Hypothese

x = logP : 9,889 2776

y = log-Q = 9,561 8290.

Die Hauptmoment-e der Rechnung sind dann:

co—l—o = 200 846/72

lochsinw : 0,028 2028.

Hiermit wird der wahre Werth von z = 210 112430 und logr’ = 0,350 9379.

Die drei übrigen Werthe von z, die der Gleichung IV im Art. 141 Genüge

leisten, werden in diesem Falle:

z = 63°41'12”

z = 101 12 58

z = 199 24 7,

von denen der erste als Annäherung an die Erdbahn anzusehen ist, dessen

Verschiedenheit davon aber hier wegen der zu grossen Zwischenzeit bei weitem

beträchtlicher ist, als im vorhergehenden Beispiele. Die fernere Rechnung

ergiebt folgende Zahlen:

; ........... 195°12’ 2”48

;”........... 196 57 50,78

logr ........... 0,3647022

logr”........... 0,3355758

,f,—(u”-l—u) ..... 266 47 50,47

%(u”—u). . . . —43 39 5,33

2f’ ........ ’. . 22 32 40,66

2f ........... 13 541,17

2f” ........... 9 27 0,05.

Die Differenz zwischen 2f' und 2f+ 2f”, welche hier 036 beträgt,

wird unter 2f und 2f” so vertheilt, dass man setzt 2f = 13°5'40”96,

2f” : 90 26/5990.

Nun muss man die Zeiten wegen Aberration verbessern, wo in den (181)

Formeln des Art. 145 zu setzen ist

AD'—C = 91D’—Ä+d—C; A”D'—C” = ‘lI”D— J”+d”—C”.

Man hat daher:
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10g7“ .............. 0,36470 log7".......... 0,35094 log?” .............. 0,33557

logsin(AD'—C) ..9,764 62 10g8111(d'—6)..9,75038 logsin(A”D'—C”)„9,842 20

Comp.logsinä. . . . 0,079 18 C.logsind'. . .. 0,08431 Comp.logsinö‘” . . . . 0,029 32

 

iogconst. ......... 7,756 33 logconst. .. . . . 7,756 33 logconst........... 7,756 33

796483 7,94197 7,96342

Reduct. der Zeit 0,009 222 0,008 749 0,009 192

Damit wird erhalten:

Corrigirte Zeiten. Intervalle. Logarithmen‚

Nov. 5,564 852

36,466 286

76,340 252

30,901434 1,489 9785

39,873 966 1,600 6894

und es werden die verbesserten Logarithmen der Grössen &, 3” resp. 9,836 2708

und 9,725 5599. Beginnt man daher die Berechnung der Elemente aus r', r”,

2f, &, so wird 10g?] : 0,0031921; sowie aus 7”, 7°', 2)“, &” kommt

10g7;”=0,001 7300. Daraus iogP'= 9,890 7512, 10gQ'=9,5712864 und deshalb

X : + 0,001 4736, Y = + 0,009 4574.

Die Hauptmomente der zweiten Hypothese, wobei ich setze

sind folgende:

.73 : ]ogP :: 9,890 7512

y : logQ : 9,571 2864,

w—{—o ......... 20° 8' 0/87

log Qc sinw„ ...... 0,037 3071

z ............ 21 12 6,09

logr' ........ ‘. . . 0,350 7110

‘g ........... 195 16 59,90

‘g” .......... 196 52 40,63

log?" ........... 0,3630642

log?”............ 0,3369708

%(u”+u) ..... 267 610,75

%(u”—u). . . . —43 39 4,00

2f’ .......... 22 32 8,69

2f........... 13 1 54,65

2f” ........... 9 30 14,38.
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Die Ditierenz 034 zwischen 2 j" und 2f+ 2f” ist so zu vertheilen, dass

2f= 13° 154“ 45, 2f”= 9° 30 1424 gesetzt wird.

Wenn man es der Mühe werth hält, die Verbesserungen der Zeiten hiemit

von Neuem zu berechnen, so findet sich für die erste Beobachtung 0,009169,

für die zweite 0,008 7427 für die dritte 0,009 236. Also sind die verbesserten

Zeiten Nov. 5,564905, Nov. 36,466 293, Nov. 76,340 280. Damit wird

log9 ..... 9,336 2703

log3" . . . . 9,725 5594

logn ..... 0,0031790

log?7“ . .. . 0,001 7413

logP’ . . . . 9,890 7268

logQ ....9,5710593.

Auf diese Weise folgt also aus zweiter Hypothese

X: —0‚000 0244, Y: —0,0002271.

Für die dritte Hypothese endlich, in der

ac : logP : 9,890 7268

y : logQ : 9,571 0593

gesetzt wird, sind die Hauptmomente der Rechnung:

w—l—o ......... 20° 8’ 1”62 logr”........... 0,3369536

lochsinco ...... 0,0370857 %(u”+u) ..... 267° 5'53/‘09

z ............ 21 12 4,60 4(uLu)....-43 39 4,19

logr' ........... 0,3507191 2f’ .......... 22 32 7,67

‘g ........... 195 16 54,08 2f ........... 13 1 57,42

'g”........... 196 52 44,45 2f” ........... 9 30 10,63

log7’ ........... 0,3630960

Die Differenz 038 wird so vertheilt, dass 2f=13°157”20, 2f”=9°3010”47“).

Da die Unterschiede aller dieser Zahlen von den in der zweiten

Hypothese gefundenen nur sehr gering sind, so kann man schon sicher an—

nehmen, dass die dritte Hypothese keiner Verbesserung weiter bedarf, und (183)

") Diese etwas grössere, in allen drei Hypothesen fast gleiche Differenz ist zum grössten Theile daraus

entstanden, dass (; ungefähr zwei Hunderttheile der Secunde kleiner als sein richtiger Werth und der Logarithmus

von 11 um einige Einheiten grösser, als sein richtiger Werth herausgebracht war.
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dass mithin eine neue Hypothese überflüssig ist. — Es kann deshalb nun die

Berechnung der Elemente aus 2f', 19’, 7°, 7°” begonnen werden, und da die-

selbe in den oben bereits ausführlich erklärten Operationen enthalten ist, so

Will ich mich begnügen, zur Annehmlichkeit derer, die solche selbständig

auszuführen wünschen, die Elemente herzusetzen: .

Rectascension des aufsteigenden Knotens im Aequator . . . . . . 158°40'38”93

Neigung der Bahn gegen den Aequator .............. 11 42 49,13

Abstand des Perihels von jenem aufsteigenden Knoten . . . . . 323 14 56,92

mittlere Anomalie für die Epoche 1806 ............. 335 4 13,05

mittlere tägliche (siderische) Bewegung ................. 7702662

93 ................................... 14 9 3,91

Logarithmus der grossen Halbaxe ................... 0,442 2438

158.

Die beiden vorigen Beispiele haben mir keine Gelegenheit geboten, die

Methode des Art. 120 zu benutzen, denn die successiven Hypothesen convergirten

so rasch, dass man schon bei der zweiten hätte stehen bleiben können, und

dass die dritte kaum merklich von der Wahrheit abwich. Man wird sich in

der That dieses Vortheils stets erfreuen, und sich über eine vierte Hypothese

hinwegsetzen können, falls die heliocentrische Bewegung eine mässige ist, und

die drei Radien Vectoren nicht zu ungleich sind, vorzüglich wenn überdies

die Zwischenzeiten von einander nur wenig verschieden. Je mehr aber

diese Bedingungen der Aufgabe unerfiillt bleiben, desto stärker werden die

supponirten VVerthe für P, Q von den wahren differiren, und desto langsamer

die nachfolgenden \Verthe zu den wahren convergiren. In einem solchen

Falle sind daher die drei ersten Hypothesen so zu erledigen, wie es die

beiden vorigen Beispiele zeigen (nur mit dem Unterschiede, dass in dritter

Hypothese nicht die Elemente selbst, sondern, ebenso wie in erster und zweiter,

die Grössen 77, n”, P], Q', X, Y berechnet werden müssen). Dann aber nimmt

man nicht ferner mehr die Schlusswerthe von P', (} als neue \Verthe für die

Grössen P, Q in einer vierten Hypothese, sondern diese werden nach der

Methode des Art. 120 aus Combination der drei ersten Hypothesen ermittelt.

Selten wird es dann erforderlich sein, noch zu einer fünften Hypothese nach
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Vorschrift des Art. 121 vorzugehen. Auch diese Rechnungen will ich jetzt

durch ein Beispiel erläutern, woraus man zugleich darüber klar werden wird,

welche weite Anwendung sich für unsere Methode eröffnet.

159.

Als drittes Beispiel wähle ich die nachfolgenden Ceres—Beobachtungen,

deren erste von Olbers in Bremen, die zweite von Harding in Göttingen,

die dritte von Bessel zu Lilienthal angestellt ist.

 

' Mittlere Zeit des Beobachtungsorts. Rectascensiou. ! nördl. Declination.

\

  

1805 Sept. 5. 13h 8“‘54s 95°59’25” l 2202125”

1806 Jan 17. 10 58 51 101 18 40,6 _ 30 21 22,3 I

1806 Mai 23. 10 23 53 121 56 7 28 2 45

 
 

Da die Methoden in den beiden vorigen Beispielen schon reichlich

erläutert sind, welche man zur Berücksichtigung der Parallaxe und Aberration

dann anwendet, wenn die Abstände von der Erde als noch gänzlich unbekannte

angesehen werden, so überhebe ich mich bei diesem dritten Beispiele dieser

überflüssigen Arbeitsvermehrung, und entnehme zu diesem Zwecke die ge—

näherten Abstände aus der Monatlichen Correspondenz von Zach (Band XI,

S. 284), lim die Beobachtungen von Einwirkung der Parallaxe und Aberration

zu befreien — Die nachfolgende Tafel stellt diese Abstände zugleich mit den

daraus abgeleiteten Reductionen dar:

Abstand der Ceres von der Erde 2,899 [ 1,638 2,964

Zeit, die das Licht von dort bis zur

Erde braucht 23“‘498 13“‘28s 241‘“21S

Reducirte Zeit der Beobachtung ‘ 12h45m 5. 10‘145m235 9h59m325

Sternzeit in Graden 355°55 97L'59/ 210"41'

Parallaxe in Rectascension —I— 190 + 022 —1”97

Parallaxe in Declination ——2,08 —1,90 —2,04.

Die Data der Aufgabe, nach Befreiung von Parallaxe und Aberration

und nach Reduction der Zeiten auf Pariser Meridian, verhalten sich dann so:

GAUSS, Theorie (1. Beweg. d. Hinnnelsk. 29

(184)
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Rectasccnsion. Declination. \

 

 
\

1805 Sept. 5. 12“19“‘14E 95°59'23”10 \ 22°2127”08 \

1806 Jan. 17. 10 15 2 \ 101 18 40,38 \ 30 21 24,20

1806 Mai 23. 9 33 18 121 56 8,97 \ 28 2 47,04

! 
 

Aus diesen Rectascensionen und Declinationen sind die Längen und

Breiten abgeleitet init Anwendung einer Ecliptikschiefe von 23°27'55”90,

23°2754”59‚ 23°27'53”27 . Dann sind die Längen von der Nutation befreit,

welche war resp. —\—17”317 —\—17”88, —\—18”00 und dann auf den Anfang des

Jahres 1806 reducirt durch Anbringung der Praecession —\—15”987 —2”39,

—19"68. Endlich sind für die reducirten Zeiten aus den Tafeln die Sonnen—

orte genommen7 wo bei den Längen die Nutation weggelassen, dagegen die

(185) Praecession ganz wie an die Längen der Ceres angebracht ist. Die Breite

der Sonne ist überhaupt vernachlässigt. So entstanden folgende, bei der

Rechnung anzuwendende Zahlen:

  

Zeit 1805 Sept. \ 5,51336 139,42711 265,39813

a, a’, a” \ 95°32’18’56 9949 587 118” 52885

ß, ß’, ß” \ —0 59 34,06 +7 16 36,80 +7 38 49,39

Z, Z’, Z” \ 342 54 56,00 117 12 43,25 241 58 50,71

logR, log-R’, logie“ \ 0,0031514 9,9929861 0,0056974

Die präliinina.ren Rechnungen der Artt. 136—140 geben:

7, y’, «/’ \ 358”55’28”09 156°52’11”49 170°48’44”79

0', 0’, 0” \ 112 37 9,66 18 48 39,81 123 32 52,13

A’D, AD’, AI)” \ 15 32 41,40 252 42 19,14 136 2 22,38

A”D, A”D’, A’D” ‘ 138 45 4,60 6 26 41,10 358 5 57,00

1, 5—’, 5’ \ 29 18 8,21 170 32 59,08 156 6 25,25

0 : 8°52'4” 05

loga : 0,184 019377 64 : ——1‚527 6340

logb : 0,0040987

logc : 2,006 6735

d : 117,508 73

loge : 0,856 8244
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logz : 0,1611012

log—x” : 9,977 081973

log). : 9,916409077

logit” : 9,732 012772.

Die Zwischenzeit zwischen der ersten und zweiten Beobachtung ist

 

 

 

 

  

: 133,913 75 Tage, swischen der zweiten und dritten : 125,97102. Damit

wird log3 : 0,3358520, log9" : 0,3624066, log ?; : 0,0265546,

log33" = 0,698 2586. Die vorzügliehsten Rechnungs—Momente der drei ersten

hieraus zu bildenden Hypothesen giebt die nachfolgende Uebersicht:

, . ,

1 1. l 11. III, l

______l , , „_, _ä „‚ l

logP : 56 i 0,0265546 0,025 6968 0,025 6275

log-Q : 31 0,698 2586 0,739 0190 0,7481055

w-}—o % 7° 15’13’523 7°14’47”139 7°14/45“071

lochsinw i 1,15466507'4 1,197 392577 1,206632773

, 2 j 7 3 59,016, 7 2 32,670 7 2 16,900

log?" \ 0,4114726 , 0,412 9371 0,413 2107

‘g ‘ 160 10 46,74 i— 160 20 7,62 160 22 9,42

i, E” v 262 6 1,03 ‘, 262 12 18,26 262 14 19,49

log?“ ' 0,432 3934 , 0,429 1773 0,428 4841

log?" 0,409 4712 l 0,407 1975 0,406 4697

4(u”+u) } 262 55 23,22 { 262 57 6,33 262 57 31,17

4(u”-u) 1, 273 28 50,95 , 273 29 15,06 ; 273 29 19,56

‘, 2f’ , 62 34 28,40 1 62 49 56,50 ; 62 53 57,06

2f , 31 8 30,03 ‘ 31 15 59,09 31 18 13,83

2f“ , 31 25 56,43 , 31 33 57,32 31 35 43,32

log77 0,0202496 } 0,020 3158 0,020 3494

1 logn" 0,0211074, 0,0212429 0,0212751

f logP ‘ 0,025 6968 ! 0,025 6275 0,025 6239

} iogQ’ ‘ 07390190, 07461055 0,7502337

, X ! —0,0008578 } —0,0000693 +0,0000014

|, Y , +0,0407604l +0,0090865 +0,0021282 
 

 
29*

(186)



(187)
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Bezeichne ich nun die drei Werthe für X mit A, A’, A" und die drei

\Verthe für Y mit B, B', B”; die aus der Division der Grössen A'B”—A”B',

A”B——AB", AB'—AB durch ihre Summe entstandenen Quotienten mit k, 70, k",

so dass man hat k+k'—l— k” = 1, und endlich die Werthe Fiir logP und log Q'

in dritter Hypothese mit M und N (welches die neuen Werthe für x, }] sein

würden, wenn man die vierte Hypothese ebenso aus der dritten herleiten

wollte, wie die dritte aus der zweiten abgeleitet war), so entnimmt man den

Formeln des Art. 120 leicht, dass der verbesserte Werth von 03 wird

:]ll—k(A'—l—A”)—EA”, und der verbesserte Werth für 9 =N—k(B“—I—B”)——EB".

Durch Rechnung ergiebt sich der erste : 0,025 6331, der zweite : 0,750 9143.

Auf diese verbesserten \Verthe stiitze ich nun die vierte Hypothese,

deren Hauptmomente folgende sind:

w+o .......... 7014/45/l247 log?” ............ 0,406 2033

lochsinw ..... 1,209 428472 %(u”+u) ...... 262°57’38”78

z .............. 7 2 12, 736 %(u”—u) ...... 273 29 20, 73

log/. ............ 0,413 2817 2f’ ............ 62 55 16, 64

C ........... 160 22 45, 38 [ 2f ............. 31 19 1, 49

‘g” ........... 262 15 3, 90 2f” ............ 31 36 15,20

log?“ ............. 0,428 2792

Die zwischen 2f, und 2f—l— 2f” auftauchende Differenz O”O5 vertheile

ich so, dass 2f= 31°19’1”47, 2f” : 31°3615”17 gesetzt wird. —— Wenn

nun aus den beiden äussersten Orten die Elemente selbst hergeleitet werden, so

erhält man folgende Zahlen:

Wahre Anomalie für den ersten Ort . . . 2890 73975

Wahre Anomalie für den dritten Ort . . . 352 2 56,39

Mittlere Anomalie für den ersten Ort . . . 297 41 35,65

Mittlere Anomalie für den dritten Ort. . . 353 15 22,49

Mittlere tägliche siderische Bewegung ..... 7696755

Mittlere Anomalie für Anfang 1806 . . . . 322 35 52,51

Winkel (p .................... 4 37 57,78

Logaritlnnus der grossen Halbaxe ...... 0,442 4661.

Berechnet man mit diesen Elementen den heliocentrischen Ort für

die Zeit der mittleren Beobachtung, so findet sich mittlere Anomalie
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= 326°19'25”72, Logarithmus des Radius Vector 0,41328257 wahre Anomalie

= 320°43'54”87. Letztere müsste von der wahren Anomalie für den ersten

Ort abstehen um die Differenz 2f”, oder von der wahren Anomalie für den

dritten Ort um 2f, und müsste daher werden = 320°43'54”92 und der

Logarithmus des Radius Vector = 0,413 2817. Der Unterschied von 005 in der

wahren Anomalie, und von acht Einheiten in dem fraglichen Logaritlnnus ist

bedeutungslos. Würde man die vierte Hypothese auf gleiche Weise durch-

führen wie die drei ersten, so käme X= 07 Y = —0,000 0168, woraus die

verbesserten Werthe von x, y würden

% = logP = 0,025 6331 (derselbe wie in vierter Hypothese)

9 = logQ = 0,750 8917.

Wenn auf diese errthe eine fünfte Hypothese gebaut würde, so würde die

Auflösung die äusserste Schärfe erlangen, welche die Tafeln nur gewähren;

aber die hieraus hervorgehenden Elemente würden kaum merklich von denen

abweichen, welche die vierte Hypothese lieferte.

Um vollständige Elemente zu haben, erübrigt nur, die Lage der Bahn—

ebene zu berechnen. Nach Anleitung von Art. 149 kommt

aus dem ersten Orte aus dem dritten Orte

9 ....................... 354" 94422 g”...... 570 5] 091

h ....................... 261 56 6,94 h”..... 161 0 1,61

i ......................... 10 37 33,02 ........... 10 37 33,00

Q ....................... 80 58 49,06 ........... 80 58 49,10

Distanz des Perihels von Q . . 65 2 4,47 ........... 65 2 4,52

Länge des Perihels ........ 146 0 53,53 .......... 146 0 53,62.

Im Mittel wird daher i= 100373301, €? = 800534908, Perihellänge

= 146005357. Endlich die mittlere Länge für den Anfang des Jahres 1806

: 108°3646”08.

160.

Bei Auseinandersetzung der Methode, welcher die vorangehenden Unter—

suchungen gewidmet waren, trafen wir auf einige besondere Falle, wo sie eine

Anwendung nicht leidet7 wenigstens nicht in der Gestalt, in welcher sie von

(188)
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mir dargelegt ist. Wir sahen, dass dieser Mangel zuerst dann Statt habe,

wenn einer der drei geocentrischen Orte, entweder mit dem entsprechenden

heliocentrischen Orte der Erde, oder mit dem entgegengesetzten Punkte

zusammenfällt (letzterer Fall kann offenbar nur dann eintreten, wenn der

Himmelskörper zwischen Sonne und Erde durchgeht); zweitens dann,

wenn der erste geocentrische Ort des Himmelskörpers mit dem dritten

zusannnenf'ztllt; drittens dann, wenn alle drei geocentrischen Orte zu—

gleich mit dem zweiten heliocentrischen Orte der Erde in demselben grössten

Kreise liegen.

Im ersten Falle wird die Lage irgend eines der grössten Kreise AB,

A/B/, A”B” unbestimmt bleiben, sowie im zweiten und dritten Falle die Lage

des Punktes B‘. — In diesen Fallen verlieren also die vorigen Methoden,

mittelst deren man, wenn die Grössen P, Q als bekannte angesehen werden,

aus den geocentrischen Orten die heliocentrischen bestimmt, ihre Kraft. Dabei

mache ich jedoch auf einen wesentlichen Unterschied aufmerksam. Im ersten

Falle liegt der Fehler lediglich an der Methode, im zweiten und dritten aber

in der Natur der Aufgabe selbst. Im ersten Falle wird man daher die fragliche

Bestimmung dennoch bewerkstelligen können, wenn man nur die Methode in

angemessener Weise ändert; im zweiten und dritten aber ist sie absolut

unmöglich und die heliocentrischen Orte bleiben dann unbestimmt. Ich will

diese Relationen mit wenigen Worten entwickeln, aber Alles zu erschöpfen,

was hiermit zusammenhängt, ist um so weniger nöthig, da in allen diesen

Specialfätllen eine genaue Bahnbestimmung unmöglich ist, wo sie von den

kleinsten Beobachtungsfehlern enorm afticirt werden wiirde. Derselbe Mangel ist

auch dann schon fühlbar, wenn die Beobachtungen zwar nicht völlig, aber

doch recht nahe sich in einem dieser Falle befinden. Bei der Auswahl der

Beobachtungen muss man daher dies berücksichtigen, und sich sorgfältig

hüten, nicht einen Ort anzuwenden, wo der Körper zugleich in der Nachbar—

schaft des Knotens und der Opposition oder Conjunction verweilt, sowie auch

nicht solche Beobachtungen, wo der Körper in der letzten Beobachtung nahezu

an denselben geocentrischen Ort zurückgekehrt ist, den er bei erster Beob—

achtung inne hatte, und endlich nicht solche, wo der grösste Kreis, welcher

von dem mittleren heliocentrischen Orte der Erde nach dem mittleren geocen—

(189) trischen Orte des Himmelskörpers gezogen ist, einen sehr spitzen Winkel mit
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der Richtung der geocentrischen Bewegung bildet, und den ersten und dritten

Ort gleichsam streift.

161.

Ich mache für den ersten Fall drei Unterabtheilungen.

I. Wenn der Punkt B mit A oder mit dem entgegengesetzten Punkte

coincidirt, so ist d = 0 oder = 180“, y, s', e” und die Punkte D, D” bleiben

unbestimmt, dagegen werden 7„ y”, & und die Punkte D, B" bestimmt. Der

Punkt 0 fällt nothwendig mit A zusammen. Durch analoge Betrachtungen,

wie in Art. 140, leitet man leicht folgende Gleichung ab:

, sin (z—a) B'sinö' sin (A”D—ö”) „

= . - „. ,- . , —n.

0 " smz R smö/ sm(AD—ö’+o)
 

Es lässt sich daher hierher Alles übertragen, was in den Artt. 141 und 142

' auseinandergesetzt ist, falls man nur @ = 0 setzt, und b mittelst der Gleichung 12

/ / / /

. ' . „ ‘n r n r .

des Art. 140 bestimmt. Die Grossen z, r', n ‚ „„ werden ganz Wie oben  

berechnet. Sobald also z und solchergestalt die Lage des Punktes C“ bekannt

wird, kann man dem grössten Kreise CC“ seine Lage anweisen und dessen Ein-

schnitt mit dem grössten Kreise A”B” finden, d. h. den Punkt 0”, und somit die

Bögen CC“, CC”, C’C'" oder 2f”, 2j“, 2f; hieraus endlich erhält man

71/7" sin? f „ n'1“ sin 2f/ /

TW’ 7 Z n” 'fsrin/2f’ '

II. Auf den Fall, wo der Punkt B” mit A” oder dem entgegenge—

setzten Punkte zusammenfällt, lässt sich Alles eben Gesagte übertragen, wenn

man nur Alles, was auf den ersten Ort sich bezieht, mit dem vertauscht‚ was

zum dritten Orte gehört.

III. Etwas anders aber muss man den Fall behandeln, wo B' ent—

weder mit A, oder mit dem entgegengesetzten Punkte zusammenf'ztllt. Hier

wird der Punkt C" mit A' zusammenfallen; 7„ e, s” und die Punkte

D, D”, B* werden unbestimmt bleiben. Dagegen lässt sich der Einschnitt

des grössten Kreises BB” mit der Ecliptikfi angeben, dessen Länge : l’+yr

T:
  

 

*) Allgemeiner gesprochen mit dem grössten Kreise AA”; der Kürze halber habe ich aber hier nur

den Fall betrachtet, wo die Ecliptik zur Grundebene gewählt ist.
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gesetzt sein soll. Durch ähnliche Betrachtungen wie die des Art. 140 erhält

man die Gleichung

__ Rsinösin(A”D’—ö”) , , sinn „

0 _ " R”sin75”sin(AD’—öf + " ’” R”sin(l”—l’—vr) +"'

Bezeichnet man den Coefficienten von %, welcher im Art. 140 mit a über—

einkommt, auch hier mit a, und den Coefficienten von n'r' mit ß, so lässt sich

Fsin(l/+Jr—l) .

—mbest1mmen. Man hat

daher 0 : an nz'r' #“ eine Gleichun durch welche man wenn man sie
’ 7 7

(190) a auch hier durch die Formel a=

//

combinirt mit P = %, Q = 2(£——1—t7—“— — 1) r”, erhält:

P 1 ‚4 ‚3

%r +r +%Q=o‚

woraus sich die Distanz 7“ ableiten lässt, wenn nur [3 nicht = O ist, in welchem

Falle daraus nichts Anderes folgen würde, als P = ——a. Wenn übrigens

auch {3 nicht = 0 ist (wo man dann auf den dritten, im nachfolgenden Artikel

zu betrachtenden Fall kommen würde), so wird doch ß stets eine sehr kleine

Grösse sein7 und deshalb P nur wenig von —a sich unterscheiden müssen.

5(P+ 1)
““I—);}T sehr

unsicher wird, und deshalb 7“ sich mit irgend welcher Genauigkeit nicht ableiten

( I/ P ( / P

lässt. Ferner hat man n 7 = — i, —n# = —— —_li
n (3 n (5‘P

lich wie im Art. 143, leicht folgende Gleichungen entwickelt werden:

Hieraus ist aber klar7 dass die Bestimmung des Coefficienten

 ; worauf, ähn—

  

/ 7 ' N

. ( nr Sln7 . // /

7”s1né = n ' sin 8, s1n(l —l)

/ / '

„ . r // TL ’)“ SIT]? ‘- l/

?“ sm€ = „„ sine“ s1n( !)

 7" sin (C—AD’) : r”P ZZ; sin (Z"———A”D’),

aus deren Combination mit den Gleichungen VIII und IX des Art. 143 die

Grössen 7°‚ C, r”, ;” sich bestimmen lassen. Die übrigen Rechnungsoperationen

kommen mit den oben beschriebenen überein.
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162.

Im zweiten Falle, in welchem B” mit B zusammenfällt, wird auch

D' mit denselben Punkten oder mit dem entgegengesetzten Punkte zusammen-

fallen. Es werden daher AD'—d und A"D'—ÖW entweder — 0 oder = 1800

sein; wonach man aus den Gleichungen des Art. 143 ableitet:

 

  

n' r' __ sin 5 R sin 6

n “ — sin 5 sin (2 + A’D— (Y)

77.’ r' sin ! R” sin 6“

: 3;
n m ' Grimm

Rsin dsin &” sin (3 + A/DH—d') : PR” sin d‘” sinssin (z + A/D— (").

Hieraus ist klar, dass z, unabhängig von Q, allein durch P bestimmbar ist

(wenn nicht zufällig A'D" : A'D oder : A'Di1800 ist, wo man auf den

dritten Fall kommen würde). Hat man aber z gefunden, so wird auch 7" be—

‚ „/ /

' ' .. 1
‚_ 771 7" n 7 71

kannt, und weiter mit Hulte der Werthe der Grossen ‚T, -W— auch 77 und

„ „

—:,—. Hieraus endlich auch Q : 2(%+% —1)7”. —— Offenbar lassen sich

dann also P und Q nicht als von einander unabhängige Data betrachten,

sondern sie stellen entweder nur ein einziges Datum dar, oder incongruirende

Data. Die Lage der Punkte 0, 0” bleibt in diesem Falle willkürlich, wenn

solche nur in demselben grössten Kreise mit C' genommen werden.

Im dritten Falle, wo A/, B, B, B” in demselben grössten Kreise

liegen, werden D und D” resp. mit den Punkten B”, B oder mit den

entgegengesetzten zusammenfallen; woraus sich mittelst Combination der

. . Rsinösin &” R sin(l’—L)
\ _ 7 7 7 . 1 ) ‚_ __

Gle1chungen \ II, \ III, Ds des Art. 143 ergrebt 1 — , „ sin 6” sine R“sin(l” „).

In diesem Falle ist daher der Werth für P schon durch die Daten des

Problems selbst geliefert, und es wird deshalb die Lage der Punkte 0, C’, C”

unbestimmt bleiben.

163.

Die von Art. 136 an auseinandergesetzte Methode ist zwar vorzugsweise

der ersten Bestimmung einer noch ganz unbekannten Bahn angepasst. Sie

GAUSS, Theorie (1. Beweg. d. Himmelsk. 30
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kann jedoch mit gleich glücklichem Erfolge auch dann benutzt werden, wenn

es sich um Verbesserung einer schon sehr nahe bekannten Bahn aus drei, von

einander, so weit man Will, abstehenden Beobachtungen handelt. In einem

solchen Falle muss man indessen Einiges ändern. Wenn nämlich die Beobach—

tungen eine sehr grosse heliocentrisehe Bewegung umfassen, so ist es nicht

//

mehr gestattet, und 33” als gen‘a'herte Werthe der Grössen P, Q zu be-
&

trachten. —— Man kann vielmehr dann dafür viel genauere VVerthe aus den

sehr nahe bekannten Elementen ableiten. Man bereehne daher leichthin ver—

mittelst dieser Elemente die heliocentrischen Orte in der Bahn für die drei

Beobachtungszeiten, woraus, wenn man die wahren Anomalien mit v, v', 7)", die

Radien Vectoren mit 7°, 7", 1‘”, den halben Parameter mit 10 bezeichnet, die

folgenden gen'eiherten \Verthe sich ergeben:

 

_ 7“Sifi(l/——Ql_ Q_ 4a“sin%(v'——v)sin%(v”—v')

r”sin(v”——v') ’ _ pcos%(v” ——v)

Hierauf baue man dann die erste Hypothese, und durch kleine beliebige Aende-

rungen die zweite und dritte. Denn es würde nicht vortheilhaft sein, hier

(wie es oben geschehen ist) P/ und Q für die neuen Werthe anzunehmen,

indem sich nicht mehr annehmen lässt, dass man daraus genauere Werthe

erhalten werde. Durch diese Rechnung lassen sich alle drei Hypothesen

sehr bequem zugleich erledigen, worauf man dann die vierte nach Vorschrift

des Art. 120 bildet. Uebrigens habe ich nichts dagegen, dass, wenn Jemand

dafür hält, wie die eine oder die andere der in den Artt. 124—129 aus—

einandergesetzten zehn Methoden in einem solchen Falle, wenn nicht rascher,

doch beinahe ebenso rasch zum Ziele führen werde, er dann davon nach

Belieben Gebrauch mache.
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Bestimmung der Bahn aus vier Beobachtungen, wovon nur zwei vollständig sind.

164.

Bereits im Eingange des zweiten Buchs (Art. 115) habe ich erklärt,

dass sich die Benutzung des im vorhergehenden Abschnitte behandelten

Problems auf diejenigen Bahnen beschränke, deren Neigung weder verschwindet,

noch gar zu klein ist, und dass man die Bestimmung de1 wenig geneigten

Bahnen nothwendig auf vier Beobachtungen stützen müsse. Vier vollständige

Beobachtungen aber, da sie mit acht Gleichungen %tquivaliren, die Zahl der

Unbekannten inzwischen nur sechs beträgt, würden die Aufgabe zu einer

meh ‘ als bestimmten machen; weshalb man von zwei Beobachtungen die Breiten

(ode1 die Declinationen) bei Seite lassen muss, um den übrigen Daten genau

Genüge zu thun. So entsteht die Aufgabe, welcher der gegenwli1tige Abschnitt

gewidmet ist. Die hier gegebene Auflösung beschränkt sich aber nicht allein

auf die nur wenig geneigten Bahnen, sondern lasst sich auch auf solche von

beliebig g10‘sse1 Neigung mit gleichem E1folge anwenden. Auch hier muss

man, ganz wie im vorigen Abschnitte, die Fälle von einander trennen, wo

man bereits im Besitze genäherter Bahndimensionen sich befindet, und wo es

sich um erste Bestimmung einer noch ganz unbekannten Bahn handelt. Ich

mache mit dem ersten Falle den Anfang.

165.

Die einfachste Methode, um eine schon recht nahe bekannte Bahn den

vier Beobachtungen anzupassen, scheint folgende. Es seien %, g} die genäherten

Entfernungen des Himmelskörpers von der Erde in den beiden vollständigen

Beobachtungen. Mit Hülfe derselben berechne man die entsprechenden heliocen—

trischen Orte, und hieraus die Elemente selbst; aus letzteren Elementen sodann

30*
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die geocentrischen Längen oder Rectascensionen für die beiden übrigen Beob-

achtungen. Stimmen diese zufällig mit den beobachteten Orten überein, so

bedürfen die Elemente keiner weiteren Verbesserung; wenn nicht, so werden

die Differenzen X, Y bezeichnet, und man wiederholt wiederum zweimal dieselbe

Rechnung, indem man die W'erthe von a:, 9 ein klein wenig ändert. So

erhält man drei Systeme der \Verthe für die Grössen x, y und für die

Differenzen X, Y, woraus man nach Vorschrift des Art. 120 verbesserte

\/Verthe der Grössen cc, y ermittelt, denen die VVerthe X = 0, Y= 0 ent-

sprechen. Mittelst einer ähnlichen, auf dies vierte System gestützten Berechnung

wird man diejenigen Elemente erhalten, durch welche alle vier Beobachtungen

gehörig dargestellt werden. Uebrigens empfiehlt es sich, wenn man die Auswahl

in der Gewalt hat, diejenigen vollständigen Beobachtungen beizubehalten, aus

welchen sich die Lage der Bahn mit der grössten Schärfe bestimmen lässt,

also die beiden äussersten Beobachtungen, falls sie eine heliocentrische Bewe—

gung von 90° oder eine kleinere umfassen. Sind die Beobachtungen aber

nicht von gleicher Güte, so lässt man die Breiten oder Declinationen der-

jenigen weg, welche man als die weniger genauen im Verdacht hat.

166.

Ziir ersten Bestimmung einer noch ganz unbekannten Bahn aus vier

Beobachtungen müssen nothwendiger Weise solche Positionen angewandt werden,

die eine nicht zu grosse heliocentrische Bewegung umfassen; widrigenfalls man

die zur bequemen Bildung der ersten Annäherung erforderlichen Hülfsmittel

entbehren würde. Die sogleich zu erörternde Methode aber erfreut sich einer

so weiten Ausdehnung, dass sich dazu unbedenklich Beobachtungen benutzen

lassen, die eine heliocentrische Bewegung von 30 oder 40 Graden umfassen,

wenn nur die Abstände von der Sonne nicht gar zu ungleich sind. Falls

man reichliches Material zur Auswahl besitzt, wird man wohlthun, die Zeit—

intervalle zwischen der ersten und zweiten, zweiten und dritten, dritten und

vierten Beobachtung möglichst gleich zu nehmen. Aber auch in dieser Be—

ziehung braucht man nicht zu Eingstlich zu sein, wie das nachfolgende Beispiel

zeigen wird, wo die Zwischenzeiten 48, 55, 59 Tage sind, und. die heliocen—

trische Bewegung über 50 Grade beträgt.
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Ferner erfordert unsere Auflösung, dass die zweite und dritte Beob-

achtung vollständig sind, und mithin die Breiten oder Declinationen bei den äusser—

sten Beobachtungen bei Seite gelassen werden. Ich habe zwar oben bemerkt, wie

es sich der grösseren Genauigkeit wegen gemeiniglich empfiehlt, die Elemente

den beiden äussersten vollständigen Beobachtungen und den in der Mitte

liegenden Längen oder Rectascensionen anzupassen. Man wird es jedoch bei

einer ersten Bahnbestimmung nicht bereuen, auf diesen Gewinn Verzicht ge—

leistet zu haben, indem eine recht rasche Annäherung von viel grösserem Gewicht

ist, und indem jener Verlust, der hauptsächlich nur die Länge des Knotens

und die Neigung der Bahn trifft, der aber die übrigen Elemente kaum merklich

afficirt, sich nachher leicht ausgleichen lässt.

Der Kürze wegen will ich die Auseinandersetzung der Methode so

anordnen, dass alle Orte sich auf die Ecliptik beziehen, und setze ich deshalb

voraus, dass vierLängen mit zweiBreiten gegeben seien. Da inzwischen bei unseren

Formeln auch Rücksicht auf die Breite der Erde genommen werden soll, so

lassen sie sich leicht auf den Fall übertragen, wo der Aequator zur Grund—

ebene genommen wird, wenn nur die Rectascensionen und Declinationen an

Stelle der Längen und Breiten substituirt werden.

Uebrigens gilt Alles, was in Beziehung auf Nutation, Präcession und

Parallaxe, sowie auf Aberration im vorigen Abschnitte gesagt ist, auch hier.

Wenn daher nicht genäherte Entfernungen von der Erde bereits anderswoher

bekannt sind, so dass sich in Beziehung auf Aberration die Methode I des

Art. 118 brauchen lässt, so befreit man Anfangs die beobachteten Orte nur von

der Fixstern—Aberration, und. verbessert die Zeiten erst dann, sobald man im

Laufe der Rechnung über eine genäherte Bestimmung der Entfernungen

disponirt, wie weiter unten noch deutlicher erhellen wird.

167.

Ich stelle der Auseinandersetzung der Auflösung einen Index der

vorzüglichsten Bezeichnungen voran. Es sollen bedeuten:

t, t’, t”, tw die vier Beobachtungszeiten,

a, oz“, oe”, a’” die vier geocentrischen Längen des Himmelskörpers,

‚

ß7 ß’, ß', ß'” dessen Breiten,

(194)
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II

r, 7“, r, 7” dessen Entfernungen von der Sonne,

@, 9', Q”, 9'” dessen Entfernungen von der Erde,

Z, l', Z”, Z'" die heliocentrisehen Längen der Erde,

B, B', B”, B” die heliocentrischen Breiten der Erde,

R, R’, R”, R” die Entfernungen der Erde von der Sonne,

(7201), (7212), (7223), (7202), (n13) die doppelten Flächen der Dreiecke,

welche enthalten sind resp. zwischen der Sonne sowie des Himmelskörpers

erstem und zweitem Orte, zweitem und drittem, drittem und viertem, erstem

und. drittem, zweitem und viertem,

(n 01), (7712), (7723) die Quotienten, welche entstehen aus der Division

der Flächen %(n01), %(7212), %(7223) durch die Flächen der entsprechenden

Sectoren, ‘

 
, (7112) . „ __ (7112)

P : (—1n01)7 P —(n23)7

, _ (7101)+(7L12) ‚1/3 // __ (n]2l+fn23) _//3

Q“ —W—_)H Q—(_rrisf"1)7 7
H

v, v', v, 7/” des Himmelskörpers Längen in der Bahn von einem

willkürlichen Punkte an gezählt.

Endlich bezeichne ich für die zweite und dritte Beobachtung die heliocen—

trischen Orte der Erde an der Himmelskugel mit A’, A”, die geocentrischen

Orte des Himmelskörpers mit B', B” und dessen heliocentrischen Orte mit C', 0”.

Unser erstes Geschäft wird nun ganz wie bei der Aufgabe des vor-

hergehenden Abschnitts (Art. 136) in der Bestimmung der Lage der grössten

Kreise A’ÜB' und A”C”B” bestehen, deren Neigungen gegen die Eoliptik ich

mit 7', 7” bezeichne. Mit dieser Rechnung verbindet man zugleich die Be—

stimmung der Bögen A/B' : c)", A”B” : rl”. Dann ist offenbar:

7°' : V(g/(/ —|— 2 Q’R'cos d' +R/R’)

r” : V(g”p” + 2 @”R” cos (Y' + EYE“),

oder wenn man setzt: 9'+R'cosd” : x’, 9”+R”cosö‘” : a:”, Esinc)“ = a,;

R”sind” : a”, so ist

7“ : V(x';u'+a'd)

r” : V(x”x”+a”a”).
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.
168.

Combinirt man die Gleichungen 1 und 2 des Art. 112, so geben sie

mit Anwendung der Bezeichnung in gegenwärtiger Untersuchung folgende

Gleichungen :

0 = (n 12) R cos B sin (l—— oe)— (n 02) (@ cosß' sin (oc' —— a) +R cos Bl sin ((— cc))

+ (n 01) (9” cos ß” sin (a” —— oo) + R” cos B” sin (ZH— a));

0 = (n 23) (9' cos ß' ein (a'”— 05) + R' cos3 sin (a”'— W))—(n 1 3) (9” cos ß” sin (oc’”—— a”)

+ R” cos B” sin (tx/”— Z")) + (n 12) RW cos BW sin (oc'” —— ZW).

Diese Gleichungen gehen nun, wenn man setzt :

R’ cos B’ sin (l' — a)

——+.—,—— — R'cosc)" : b/
cosß sm (a —- a) *

R” CDS BH sin (all/_ l”) R” ()W b”

COS p// sin (am—au)
COS _

R' cos B’ sin (o!” —— l/
———,—.—7„—,—)“ _ RICOS()V : Z,

0035 sm[a ——oc)

R” cos B” sin (Z” — oz)

cos (i” sin (a” —— a)

R cos B sin (Z——— ot)

cos 5” sin (ca” —- oe) _

RIU cOs B/I/ sin (all/_ ll”)

cos ß“ sin (o!”

— R”cos d‘” = x”

 
_ Äll/

_ al)

cos ß’ sin (a“ -— a) ,

W737: ‘”

cos 5“ sin (am—a”) „

cos (3' sin [04Ü : ‘u'

nach gehöriger Reduction über, in folgende:

Q/ =;ZIH+ZH—L—ÄIP
I

1 +—————

(wlwl+ala/
)%

II 1 PH // b}! ( ( „} „

Ll+_)äcl_+_) : cc +z +}„ P ,

1—|— —_*‚_

(www//+auall)%
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(196) oder wem1 man noch überher setzt:

—z”—1P' c'; M'(I+P’)=d'
_ZI—Ä/l/PH : CH; M”(1+PH) : d”

II

in folgende:

1. : c/+_Wd’(w'+?'*
] ‚__ß_

(ac'ac'+a'dfi

n. xl : d/+__dWw”4Q—f”>
1 + ___—5

(w”ac” —[— a”a”)7

Mit Hülfe dieser beiden Gleichungen lassen sich ml und ac” aus a', 5, d7 d'7

Q’‚ a”‚ b”‚ c”, d”7 Q” bestimmen. Man würde zwar‚ wenn 95 oder an” hieraus

eliminirt werden sollte‚ auf eine Gleichung sehr hohen Grades kommen;

dennoch aber würden durch indirecte Methoden die Werthe der Unbekannten

w'‚ a:” aus jenen Gleichungen bei ungeänderter Gestalt sich hinreichend rasch

bestimmen lassen. Gemeiniglich erhält man schon genäherte Werthe der

Unbekannten7 wenn man zuerst Q' und Q” vernachlässigt, nemlich

( __.— C” +Cl”(b”+c’)+d’d” bl

”5 — 1_urdw

„ _ Cl + dl (bl + 0/1) + dl dl! bl!

CC — ’—“" 1__dldu '

Hat man aber nur erst einen gen'äherten Werth einer der beiden Unbekannten,

so bekommt man die genauen7 den Gleichungen streng genügenden Werthe

sehr leicht. Es sei nämlich 5 ein genäherter Werth von a“‚ der, wenn er in

Gleichung (I) substituirt, geben soll a:” : €”; ebenso sollen, wenn %” = €” in

die Gleichun ‘ II substituirt wird daraus af : X, herauskommen. Man
2% 7

wiederhole nun das nämliche Verfahren indem man für 95 in I einen andern
7

Werth: ? 1/ einsetzt woraus w” : ä"+v” herauskonnnen nur und dieser
. ’

7

Werth soll in (II) substituirt geben: 96 : X/—}—N/. Dann wird der ver—

(é/_X/‚ 7// é/NI_X/ »]

_'F’_ 1/ :WW, und der Ver—

(£1_1Y1)7)/1

NI__‚„/ '

mag man mit dem verbesserten Werthe für a." und einem andern wenig

 
besserte Werth für xl sein : 5'+

besserte Werth für a:” : 5”—|— Erscheint es der Mühe werth, so
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geänderten dasselbe Verfahren wiederholen, bis man für 03' und JL" Werthe

erhält, die den Gleichungen I, II genau Genüge leisten. Uebrigens werden

‘selbst einem nm m'assig bewanderten Analysten die Hiilfs111ittd zu1 Abkürzung

der Rechnung nicht fehlen.
3

/ 931 al af)7

3

x"+a"a'f le1cht berechnen durch E1nführung der Bögen z', 2", deren

Bei diesen Operationen lassen sich die irrationalen Grössen (.c

und (x"

I (/

    

 

. a .

Tangenten resp. smd —„ 37, woraus w1rd:

/ /

/ / r / ; CL .’‚8

03 33 @ CL —— 7° — ‚ ::

V( + ) smz cosz

// ll

/ // N // H a {l}

37 93 @ Cl; _ : ————_ :: ___—__

VK + ) sm 2" cos z"

Diese Hülfsbo'gen, welche man zwischen 0 und. 1800 nehmen muss, damit 7"

und 7"' positiv he1auskommen, sind offenbar mit den Bögen C"B', C"B" identisch,

woraus man sieht, dass auf diese Weise nicht nur 7°' und 7"' , sondern auch die

Lage der Punkte C“ und. 0" bekannt wird.

Diese Bestimmung der Grössen x', 32" dass (L', a",erfordert, b', b", c',

,',d d", Q', Q" bekannt sind, und zwar e1hkilt man die vie1 e1sten durch

die Daten des Problems, die vier folgenden aber hängen von P' und P" a.b

' Nun lassen die Grössen P' , P", Q', Q" sich zwar noch nicht genau bestimmen,

da man aber hat: '

 

 

 

‚ _ t” —'t (7701)
III. P _ „_—t— (7157

‚ „ __ t"— t' (n23)

IV ' P ‚t//l_fl__ i/T („ 19)

V. (' =: i ii: '— "—' . _‚"‚'‚"" . 1

“J) 2 „ (t ') (" „ rr" (7701) (n 12) cos—.}(v'—v) cos%(u"—v) cos%(v"——v')

VI. Q" : %kk(t"—t') (t"'—-t")- ,',„ 1
T? . (7712)(7; 23)cos%(v"—v')cos—.}(v"'—1i'jcos%(v"'—v")’

so hat man als genliherte \Verthe gleich zur Hand

t" _ tl t" _ t'

/ H

P : *’if'_t , P : "',/NLZI/

Q! : %kk(f—t)(t”—f), QM : %kk(t”—

auf welche man die erste Rechnung baut.

t') (t“’-t”),

GAUSS, Theorie (1. Beweg. d. Himmelsk.
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169.

Nach Beendigung der Berechnung im vorigen Artikel muss man vor

Allem den Bogen (J'C” bestimmen. Dies geschieht am bequemsten, wenn

man ganz wie im Art. 137 den Einschnitt D der grössten Kreise A’C'B’,

A”C”B” und ihre gegenseitige Neigung 5 ermittelt. Man findet sodann aus &,

C"D : Z'—{—B'D und C'”D = z”—l—B”D‚ durch die Formeln in Art. 144‚ nicht

nur UC” : v”—v'‚ sondern auch die Winkel (ZL/, u”), unter welchen die

grössten Kreise A/B'7 A”B” den grössten Kreis C“C'” schneiden.

Nach Auffindung des. Bogens 7;”—‘v' erhält man v'—v und 7' aus Corn—

bination der Gleichungen

. , \ 7'” sin (v”——v')

rsm(v —2)) : ——P’—

1 + P; r'sin(v”—z/)

r sin (’L7/—v+ v”—v') = ‚
„, 77/7 " ' /

P 1+%

und ebenso r'“ und ?/”—U” aus folgender Combination:

r” sin (v'”—v”) : 7i/Sin (li/;,— UI)

(„„I/„„„3 : L4};„111. ‚riL@ii;i>_
1 + 73—

Alle solchergestalt gefundenen Zahlen würden genau sein, wenn man gleich

im Anfange von den wahren Werthen für P', P”, Q, Q” hätte ausgehen können,

wo man dann die Lage der Bahnebene ebenso wie im Art. 149 entweder aus

A'Ü', u' und 9/, oder aus A”C”‚ u” und y" bestimmen würde, und die

Balmdimensionen entweder aus 7“
(l

, r, t'‚ t” und v”——v'‚ oder (was genauer

W

ist) aus 7‘, 7° ‚ t, t” und v’”—v. Bei erster Rechnung aber übergehe ich alles

Dieses und strebe vorzüglich darnach‚ mehr genäherte Werthe für die Grössen

F, P”, Q’, Q” zu erlangen. Dieses Ziel verfolge ich‚ wenn ich mittelst der

Methode, die von Art. 88 an auseinandergesetzt ist‚

aus 73 7“‚ v’—@‚ t'—t bestimme: (1701) .

”, v“——z/, t”—t’ „ (7712)

97 (7723)'

// /// /// // //l I/

* z; —2) 7 t —t
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Diese Grössen, sowie die \Verthe für 7”, r’, 7'”, 7°'”, cos_% (v,—11) u. s. w. schalte

ich in die Formeln III bis VI ein, woraus dann für P„ Q', P”, Q” viel

genauere Werthe als diejenigen resultiren, auf welche die erste Hypothese sich

stützte. Mit diesen genaueren Werthen bilde man also die zweite Hypothese,

welche, wenn sie ganz auf dieselbe “"eise wie die erste durchgeführt wird,

noch genauere \Verthe für P', @, P”, Q” liefern und so zur dritten Hypothese

führen wird. — Dieses Verfahren wird so lange wiederholt, bis die lVerthe

für P, @, P”, Q” keiner Verbesserung mehr zu bedürfen scheinen, und eine

häufige Uebung wird bald lehren, dies richtig zu beurtheilen.

Wenn die heliocentrische Bewegung klein ist, so wird gemeiniglich die

erste Hypothese „jene Werthe bereits genau genug ergeben, falls sie aber einen

grösseren Bogen umfasst, und wenn überdies die Zwischenzeiten merklich von

der Gleichheit abweichen, so wird es mehrfach wiederholter Hypothesen

bedürfen; jedoch erfordern in einem solchen Falle die ersten Hypothesen

keine grosse Schärfe der Rechnung. In letzter Hypothese endlich bestimmt

man die Elemente selbst so, wie bereits gezeigt ist.

170.

In erster Hypothese .Wird man freilich von den unverbesserten Zeiten

t, t', t", t'” Gebrauch machen müssen, da man die Entfernungen von der Erde

noch nicht berechnen kann. Sobald aber erst genähcrte Werthe für die

Grössen :c', 06” bekannt sind, so lassen sich auch (jene Entfernungen nähe—

rungsweise bestimmen. Da aber die Formeln für 9 und 9'” hier etwas ver—

wickelter ausfallen, so empfiehlt es sich, die Berechnung der Zeiten—Ver—

besserung bis dahin aufzuschieben, wo man die errthe für die Entfernungen

genau genug besitzt, dass keine Wiederholung der Rechnung nöthig ist.

Es wird deshalb vortheilhaft sein7 dies Verfahren auf diejenigen VVerthe

für x', 9a” zu stützen, zu welchen die vorletzte Hypothese geführt hat, so dass

erst die letzte Hypothese von dem verbesserten VVcrthe der Zeiten und der

.. / ' // ( . . . ‚7

Grossen P, P , Q, Q” ausgeht. Hier folgen die zu diesem Awecke zu be—

nutzenden Formeln:

VII. pl : mf—R' cosöV

VIII. @” :: x”—R”cos d‘"

31 *

(199)
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IX. () cos{3=—.Reosßcos(a—l)+——1 +1)Q (0'cos/)“eos(a'a) +R'cosB'cos(l'az))

P'(1+ 73)

1 // // // // // //

_?(Q cos/3 eos(a —oc)+lif cosB eos(l —oc))

. . ) 1 / // - Il

X. gs1n/J’=——Rs1nB—I——+—QT(Q'sinß' +R')sinB— P‚(_Q smß' —l—R"sinB)

P'(1+T‚—3)

XI. 9”' cos [))/II = _ RIU cos BH! cos(aII/_Z///) +vi”(91/ cOS[_))II CCS (all/_ a//> +

P“1+ „„‚—‚3)

// // /// H 1 / / H/ ( / / I// /\

R cos]? cos(oc —l ))— F(" eos/3 cos(oc —a)+R cosB eos(a ——l))

XII. 9"'sin/3"' : —R"' sin B"'+—————1 +13Q” (()"sinß"—l—R"sinß")

P"((1+ 7_//3)

—P—„(p' sinß' —{—R sinP'.)

Die Formeln IX—XII lassen sich ohne Weiteres aus den Gleichungen 1, 27 3

des Art. 112 ableiten7 wenn man nur die dort angewandten Bezeichnungen

(200) mit den hier gebrauchten gehörig vertauseht. Offenbar werden die Formeln

viel einfacher, wenn B7 B', B" verschwinden. Aus Combination der Formeln IX

und X erhält man 9 und ß, und ebenso aus XI und XII 9"' und ß"'. Ver—

gleicht man die “"erthe dieser Breiten rnit den beobachteten (die nicht in die

lechnung eingehen), wenn letztere gegeben sind7 so wird sich zeigen, mit:

welchem Grade der Genauigkeit man die äussersten Breiten durch die Elemente

darstellen kann‚ welche den übrigen sechs Daten angepasst sind.

171.

Ein Beispiel zur Erläuterung dieser Untersuchung will ich von der

Vesta hernehmen7 die unter allen neuerdings entdeckten Planeten die kleinste

T . ...,}.r*

I\e1gung gegen die Eehpt1k bes1tzt. )

*) Inzwischen ist diese Neigung (70 8') noch bedeutend genug, um mit Sicherheit und Genauigkeit auch

eine Bahnbestimmung aus drei Beobachtungen zuzulasseu. In der That waren die ersten Elemente solehergestalt

aus Beobachtungen abgeleitet, die nur 19 Tage von einander abstanden‚ und nähern sich schon sehr denen, die

hier aus vier, um 162 Tage von einander entfernten Beobachtungen bestimmt sind (vergl. v, Zach Monatliche

Correspondenz, Band 15, S‚ 595).
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Ich wähle die nachstehenden, zu Bremen, Paris, Lilienthal und Mailand,

von Olb e r s, B 0 uvar d , B e s s el und 0 ri ani angestellten Beobachtungen:

 

 

mittlere Zeit des Beobachtungsorts. Rectascension. Declination.

} 1807 März 30. 12h 33‘"17S 183"5240”8 11054/27” nördl.

„ Mai 17. 8 16 5 178 36 42,3 11 39 46,8 „

„ Juli 11. 10 30 19 189 49 7,7 3 9 10,1 „

„ Sept. 8. 7 22 16 212 50 3,4 8 38 17,0 südl.   
 

Für dieselben Zeiten findet man aus den Sonnentafeln:

 

l Länge (1. Sonne vom ' scheinbare Schiefe

  

 

 

. san vn er [ rie er l

l , scheinbaren Aequin. ‘ Nutatmn. Abt Edrdcci d l, BSEbiinec.1 der Ecliptik. |

' März 30 % 9°21’59”5l +16,8 0,999 6448 ‘ +0”23 23°27’50’82 '

\ Mai 17 ‘ 55 56 20,0 +16,2 1,0119789 —0,63 49,83 l

1 Juli 11 , 108 34 53,3; +17,3 1,0165795 —0,46 ‚ 49,19

, Sept. 8 1 165 8 57,1 , +16,7 1,0067421 +0,29 [ 49,26

l ,
 

Nun werden die beobachteten Planetenorte, mit Anwendung der schein—

baren Schiefe der Ecliptik, in Längen und Breiten verwandelt, von der

Nutation und. Fixstern—Aberration befreit, und schliesslich durch Hinwegnalnne

der Präcession auf den Anfang des Jahres 1807 reducirt. Dann werden aus

den Sonnenorten, nach Anleitung von Art. 72, die lingirten Orte der Erde

abgeleitet (um auf die Parallaxe Rücksicht zu nehmen) und die Längen durch

Hinwegnalnne der Nutation und Praecession auf dieselbe Epoche übertragen.

Endlich werden die Zeiten von Beginn des Jahres gezählt und auf Pariser

Meridian reducirt. So sind folgende Zahlen entstanden:

!, t', t", t’” 89,505162 137,344502 192,419502 251,288102

a, oa, a”, a'” 178°43’38”87 174“ 13008 187°45’42”28 213°34’15”63

ß, ß’, ß”, ß” 12 27 6,16 10 8 7,80 6 47 25,51, 4 20 21,63

1, l', Z”, Z”’ 189 21 33,71 23556 0,63 ! 288 35 20,32 3 345 9 18,69

log E, R, R”, R'” 9,999 7990 0,005 1376 0,007 1739 ‘ 0,003 0625.

Hieraus leitet man ab:

(201)
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y'= 168°32’41”34; „: 62° 23’4”88; logd=9,9526104

„___ 173 5 15,68; 0”: 100 45 1,40; loga”= 9,9994839

b/= — 11,009 449; x/= ——1,083 306; log1 = 0,072 8800; log,wl = 9,7139702n

b”: — 2,082036; x”= + 6,322006; log/r”: 0,079 851272; logu"=9,838 7061

‚44/13 = 370 17/51/50; A”D : 890 24/11/1841; 8 = 90 5548

3/1) = —25 5 13,38; B”D : —— 11 20149156.

Nach Erledigung dieser vorläufigen Rechnungen, nehme ich die erste

Hypothese in Angriff. Aus den Zwischenzeiten ergieht sich

logk (6—1?) = 9,915 3666

logk(t”=t') = 9,976 5359

logk (t”’—t”) : 0,005 4651

und hieraus die ersten genäherten \Verthe

logP/ = 0,061 17; log(1—I—PÖ = 0,332 69; logQl = 9,590 87

logP”= 9,971 07; log(1+P”) = 0,286 81; logQ”= 9,680 97

hieraus ferner:

c/ = —7,683 61; logdl = 0,046 6672

d': + 2,207 71; logd” : 0,125 52.

Mit diesen Werthen ergiebt nach einigen wenigen Versuchen die nachfolgende

Auflösung der Gleichungen 1 und H:

af = 2,048 56; z' = 23" 3817”; logrl = 0,349 51

sc”= 1,957 45; z”= 27 2 0; log7’”= 0,341 94.

Aus %, z” und 6 erhält man OC” = v”——v' = 17° 75”; hieraus 7/—7;, 7°,

1 (H

=v”, 7° mittelst folgender Gleichungen:

log?“ sin (9—22?) : 9,749 42; log?“ sin (vl——zz +17“ 75”) = 0,075 00

logr”'sin{v'"—v”) = 9,847 29; log7”sin(W—v”+ 17 7 5) = 0,107 33,

woraus man findet:

2f——7; = 140 14/32”; log?“ = 0,358 65

H”—v”= 18 48 33; logr'”= 0,338 87.

Endlich findet sich

log(n01) : 0,004 26, iog(n12) : 0,005 99, log(n23) : 0,007 11,

und hieraus die verbesserten \Verthe von P', P”, Q, Q”

logP' : 0,059 44, logQ : 9,603 74

log-P”: 9,972 19, logQ”= 9,695 81.

//

7}
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Hierauf stützt man die zweite Hypo these. Ihre Haupt1nomente sind

folgende:

0' = —7,678 20; logd' : 0,045 73672

c” = + 2,210 61; logd”= 0,126 054

ml = 2,033 08; Z, : 23°47'54”; log/rl : 0,346 747

zu”: 1,942 90; z”: 27 12 25; logr”= 0,339 373

C“Ü” : v” ——2/ = 170 8'0ll

„' ——5 : 14°21’36”; log?" : 0,354 687

7)'”—7}”= 18 50 43; log7‘”'z 0,334 564 ‘

log(n01) : 0,004 359; log(7712) : 0,006 102; log(7z23) : 0,007 280.

Hieraus erhält man die von Neuem verbesserten Werthe für P', P”, Q', Q”:

logP' : 0,059 426; log Q’ : 9,604 749

logP"= 9,972 249; logQ”= 9,697 564,

aus welchen, wenn man zur dritten Hypothese übergeht, folgende Zahlen

resultiren :

c = —7,678 15; logd' : 0,045 72973

c" = + 2,210 76; logd“= 0,126 032

5 = 2,032 55; z' : 23"48’14”; log7" : 0,346 653

ac”: 1,942 35; z": 27 12 49; logr”z 0,339 276

C'C” : 7;”—17l : 170 8/4”

5' ——v : 14°21’49"; logo“ : 0,354522

v'”—v”= 18 51 7; logr'”= 0,334 290

log(n01) : 0,004 363; log(n 12) = 0,006 106; log[n23) : 0,007 290.

Wenn man jetzt nach Anleitung des vorhergehenden Artikels die Entfernungen

von der Erde berechnet, so erhält man:

9' = 1,5635; ()" = 2,1319

log@cosß : 0,098 76; log 9'“cosß'” : 0,428 42 (203)

logpsinß : 9,442 52; logg'"sinß"' : 9,309 05

5 = 120 2640”; 5’” = 4° 2039“

log9 : 0,109 09; log 9”’ = 0,429 67

Daraus findet man:
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Verbesserung der
. verbesserte Zeiten_

Ze1tcn.

1 0,007335 89,497827

11 0,008921 135,335581

111 , 0,012165 192,407337

IV 0,015346 \ 251,272756

 

 
Hieraus erhält man folgende abermals verbesserte VVerthe:

10gP’ : 0,059 415, log Q’ : 9,604 782

logP”= 9,972 253, log Q”: 9,697 687.

Wenn man endlich auf diese neuen Werthe eine vie r t e H y p 0 t h e s e stützt,

so ergeben sich folgende Zahlen:

d : — 7,678 116;' logdl : 0,045 72372

e” = + 2,210 773; logd”: 0,126 084

:Bl : 2,032 473; Z' : 23048/16/l7; log?“ : 0,346 638

gt”: 1,942 281; z”: 27 12 51,7; log7°”: 0,339 263

v”—v' : 17U 8' 51; %(u”—I—zd) : 1760 7505; %(u”—u') : 4° 33' 23”6

7)’ —v : 14 21 51,9; log?" : 0,354503

v”'—v”: 18 51 9,5; log7°'”: 0,334 263.

Diese Zahlen weichen von denen der dritten Hypothese so wenig ab, dass

man bereits mit Sicherheit zur Bestimmung der Elemente selbst übergeben

kann. Zuerst ermittelt man die Lage der Bahnebene. Nach Anleitung

des Art. 149 findet sich aus 3/, ul und A'C' : Ö"—ä‚ die Neigung der

Bahn : 7°8'14”8‚ @ : 103°16'37”2, Argument der Breite in zweiter Beob—

achtung :94”36'4”9, daraus Länge in der Bahn :197052/42”1. Ebenso

aus 7”, u” und A"C" : (FH—Z” die Neigung der Bahn : 7°8’14”8‚

S2 : 103"16'37”5‚ Argument der Breite in dritter Beobachtung : 111°44'9”7‚

und daraus Länge in der Bahn : 215"0'47”2. Darnach wird Länge in der

Bahn für die erste Beobachtung : 183"3050”2‚ für die vierte Beobachtung

233°5f56”7. Bestimmt man nun aus t'”—«t, r, 7"” und 7J'”——v: 50°21'6"5

die Dimensionen der Bahn, so erhält man:
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wahre Anomalie für den ersten Ort . . . . . . . . . . . . . . . . 293"33’43"7

wahre Anomalie für den vierten Ort. . . . . . . . . . . . . . . . 343 54 50,2

hieraus Länge des Perihels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249 57 6,5

mittlere Anomalie für den ersten Ort . . . . . . . . . . . . . . . 302 33 32,6

mittlere Anomalie für den vierten Ort . . . . . . . . . . . . . . . 346 32 25.2

mittlere tägliche siderische Bewegung. . . . . . . . . . . . . . . . 978”7216

mittlere Anomalie für den Anfang des Jahres 1807 . . . . . . . 278 13 39,1

mittlere Länge für dieselbe Epoche . . . . . . . . . . . . . . . . 168 10 45,6

Winkequ...........................
.... 5 258.1

Logarithmus der grossen Halbaxe . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,372 898

Berechnet man nach diesen Elementen für die verbesserten Zeiten f‚ t’‚

t", t'" die geocentrischen Orte des Planeten, so stimmen die vier Längen mit «.

05, oz", d'”. und die beiden intermediitren Breiten mit {)”. ß” bis aufdcn zehnten

Theil der Secunde überein. Die itussersten Breiten aber werden 12°26'43”7

und 4° 20' 40'17 erstere um 224 zu klein, letztere um 18”5 zu gross. Wenn

man jedoch unter Beibehaltung der übrigen Elemente nur die Neigung der

Bahn um 6” vermehrt und die Länge des Knotens um 440" vermindert, so

lassen sich die auf alle Breiten vertheilten Fehler bis auf wenige Secunden

herabbringen, und. die Längen erscheinen mit nur sehr kleinen Fehlern behaftet.

welche sich fast auf Nichts reduciren würden, wenn man überdies die Epoche

der Länge um 2” vermindert.

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Hirnmehk. 32
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Bestimmung einer Bahn, die den Beobachtungen, so viele man ihrer hat, sich

möglichst genau anschliesst.

172.

Wenn die astronomischen Beobachtungen und die iibrigen Zahlen, auf

welche die Bahnberechnung sich stützt, einer absoluten Genauigkeit sich

erfreuten, so würden auch die Elemente, mag man sie nun aus drei oder

aus vier Beobachtungen herleiten, sogleich absolut genau herauskommen

<’\wenigstens so lange man voraussetzt, dass die Bewegung genau nach den

Kepler’schen Gesetzen vor sich geht) und sie könnten daher durch Hinzu—

nalnne anderer und wieder anderer Beobachtungen nur bestätigt, nicht verbessert

werden. Da aber alle unsere Messungen und. Beobachtungen nichts als An—

näherungen an die Wahrheit sind, und dasselbe von allen darauf gestützten

Rechnungen gelten muss, so muss das höchste Ziel aller über concrete Er—

scheinungen angestellter Rechnungen darin gefunden werden, der Wahrheit so

nahe als möglich zu kommen. Dies kann aber in keiner anderen Weise

geschehen, als durch eine geeignete Combination von mehr Beobachtungen,

als absolut zur Bestimmung der unbekannten Grössen erforderlich sind. Diese

Arbeit lässt sich jedoch erst dann unternehmen, wenn man bereits eine

genäherte Kenntniss der Bahn besitzt, welche dann so zu verbessern ist, dass

sie allen Beobachtungen so nahe als möglich entspricht. Scheint nun auch

dieser Ausdruck etwas Unbestimmtes zu enthalten, so werde ich doch unten

die Grundsätze abhandeln, durch welche das Problem einer gesetzrnässigen

und methodischen Lösung unterworfen wird.

Die höchste Genauigkeit zu erstreben, kann nur dann der Mühe werth

erscheinen, wenn gleichsam die letzte Hand an die Bahnbestimmung zu legen

ist. So lange dagegen Hoflinmg vorhanden ist, dass bald neue Beobachtungen

zu neuen Verbesserungen Gelegenheit geben werden, so empfiehlt es sich, nach
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Lage de1 Sache meh1 oder weniger von de1äusse1sten Genauigkeit abzulassen,

wenn solchergestalt die Weitläuftigkeit de1 Opeationen erheblich ve1rninde1t

werden mag. Ich will mich bemühen, beide Fälle zu berücksichtigen.

173.

Es ist ausserordentlich wichtig, dass die einzelnen geocentrischen Posi—

tionen des Himmelskörpers, auf welche man sich entschlossen hat, die Bahn-

bestimmung zu gründen, nicht aus vereinzelten Beobachtungen genommen

werden, sondern, wenn es geschehen kann, aus mehren so combinirten, dass

die etwa begangenen Irrthümer, so viel es angeht, sich gegenseitig aufheben

Man muss nämlich solche Beobachtungen, welche um den Zwischenraum

weniger Tage von einander abstehen — oder selbst, wie es die Sache gerade

mit sich bringt, um einen Zwischenraum von 15 oder 20 Tagen * bei der

Be1echnung nicht so anwenden, als ob es ebensoviele ve1schiedenc Positionen

waren, sondern es wird vielmeln da1aus eine einzige Position abgeleitet, welche

unter allen gleichsam die mittlere ist, und welche deshalb eine viel g1össe1c

Schärfe zulässt, als die einzelnen, getrennt von einander betrachteten Beob—

achtungen. Dies Verfahren stützt sich auf folgende Grundsätze.

Die aus den genttherten Elementen berechneten geocentrischen Orte

des Himmelskörpers müssen nur wenig von den wahren Orten verschieden

sein, und die Unterschiede der letzteren und der ersteren müssen nur

sehr langsamen Aenderungen unterworfen sein, so dass man sie innerhalb

des Verlaufs weniger Tage nahezu als constant annehmen kann, oder dass jene

Veränderungen sich wenigstens als den Zeiten proportionale ansehen lassen.

Wenn daher die Beobachtungen gänzlich fehlerfrei wären, so würden die den

Zeiten t, t', t", f” u. s. w. entsprechenden Verschiedenheiten unter den beob—

achteten Orten, und unter denen, die aus den Elementen berechnet sind, d. li.

die Verschiedenheiten der beobachteten von den berechneten Längen und

Breiten (oder Rectascensionen und. Declinationen) entweder merklich gleiche

Grössen sein, oder wenigstens gleichförmig und sehr langsam zunehmende oder

abnehmende. Es mögen z. B. jenen Zeiten die beobachteten Rect«

ascensionen oa, oc', oa”, od” 11. s. w. entsprechen, die berechneten aber sollen

sein: a+d, a'—l—ö“, oc”+d”, ot”'—l—Ö"” u s. w.; dann werden die Differenzen

'
32*
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d, d', d‘”, d'” u. s. w. von den wahren Abweichungen der Elemente nur um

so viel verschieden sein, als die Beobachtungen selbst fehlerhaft sind. Wenn

es daher gestattet ist, jene Abweichungen für alle fraglichen Beobachtungen

als constante zu betrachten, so werden die Grössen (l, tl", ()“, d'” u. s. w. eben

so viele verschiedene Bestimmungen der nämlichen Grösse darstellen, für deren

verbesserten Werth man daher das arithmetische Mittel unter jenen Bestimmungen

wählen wird, so lange kein Grund da ist, weshalb man der einen oder der

anderen Bestimmung einen Vorzug geben wollte. Lässt sich aber den ein—

zelnen Beobachtungen nicht derselbe Genauigkeitsgrad beimessen, so wollen

wir annehmen, dass bei den einzelnen der Genauigkeitsgrad resp. proportional

zu schätzen sein sollte den Zahlen 6, e', e”, e'” u. s. w., d.h. die diesen Zahlen

gegenseitig proportiomtlen lrrthümer haben bei den Beobachtungen gleich leicht

begangen werden können. Dann wird nach den weiter unten abzuhandelnden

Grundsätzen der mittlere wahrscheinlichste Werth nicht mehr das einfache

arithmetische Mittel sein, sondern

eeÖ—l—e’e'ö’—l—e”e”ö”+e’”e”’ö”'+ etc.

ee+e’c’—l—e”e”+e’”e”’—l— etc. ' ’

Setzt man nun diesen mittleren WVerth : Ä, so wird man für die wahren

Rectascensionen annehmen dürfen, resp. a+d‘———J‚ oc’+d'—J, a”+d”—Ä,

oc'”—l—d'”——Ä, und dann wird es willkürlich sein, welche man zur Rechnung

benutzt. Wenn aber entweder die Beobachtungszeiten einen zu grossen Abstand

von einander haben, oder wenn man noch keine hinreichend genäherte Bahn—

elemente kennt, so dass es nicht gestattet ist, deren Abweichungen als

constante für alle Beobachtungen anzusehen, so kann hieraus offenbar keine

andere Differenz hervorgehen, als dass man die so gefundene mittlere

Abweichung nicht sowohl als eine allen Beobachtungen gemeinsame ansehen

darf, als vielmehr als eine auf eine gewisse mittlere Zeit zu beziehende

(welche letztere ebenso aus den einzelnen Zeitmomenten abgeleitet werden

muss, wie J aus den einzelnen Abweichungen) und daher im allgemeinen

auf die Zeit:

_ eet+e’e’t’—I—e"e”t”+e'”e'“t'”—l—ete.

_ ee +e’e’ —|— e”e” +e’”e'”—l— etc. '

Will man daher den höchsten Grad von Genauigkeit erstreben, so muss man

 

für dieselbe Zeit den geocentrisehen Ort aus den Elementen berechnen, der
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dann von dem mittleren Fehler Ä befreit wird, um die Position so genau als

möglich herauszubringen. Gemeiniglich jedoch wird es völlig ausreichen, den

mittleren Fehler auf die der mittleren Zeit nächste Beobachtung zu beziehen.

Was hier über Rectascensionen gesagt ist, gilt ebenso für die Declinationen,

oder, wenn man lieber will, für Längen und Breiten. Es ist jedoch stets

empfehlenswerth, unmittelbar die aus den Elementen gerechneten Rectascensionen

und Declinationen mit den beobachteten zu vergleichen. Auf diese Weise hat

man nämlich nicht nur den Vortheil einer rascheren Rechnung, vorzüglich bei

Benutzung der Methoden in den Artt. 53—60, sondern es empfiehlt sich dies

auch in dem Betracht noch überher, weil man dabei auch die unvollständigen

Beobachtungen benutzen kann, und weil ausserdem, falls Alles auf Längen und

Breiten bezogen würde, zu besorgen stände, dass eine Beobachtung, die in

Beziehung auf Rectascension richtig, auf Declination aber schlecht angestellt

ist (oder umgekehrt) von beider Seite verschlechtert und so gänzlich un—

brauchbar würde. Im Uebrigen wird der Genauigkeitsgrad, der dem so

gefundenen Mittel nach den gleich zu erörternden Grundsätzen beizulegen ist,

gleich sein: ]/(ee+e’e’+e”e”--l—e”'e'”+ etc.), so dass vier oder neun gleich

genaue Beobachtungen erforderlich sind, wenn sich das Mittel der doppelten

oder dreifachen Schärfe erfreuen soll u. s. W.

174.

wenn die Bahn eines Himmelskörpers nach den Methoden der vorher—

gehenden Abschnitte aus drei oder vier solchen geocentrischen Orten bestimmt ist,

von denen jeder einzelne nach Anleitung des vorhergehenden Artikels aus mehren

Beobachtungen gebildet werden, so wird eine solche Bahn unter allen diesen

Beobachtungen gleichsam das Mittel halten, und es wird bei den Unterschieden

zwischen den beobachteten und berechneten Orten kein Anzeichen einer Gesetz—

mässigkeit zurückbleiben, welches sich durch Verbesserung der Elemente

beseitigen oder merklich vermindern liesse. Wenn der ganze vorhandene

Vorrath an Beobachtungen keinen zu grossen Zeitraum umfasst, so lässt sich

auf diese Weise die erwünschteste Uebereinstinnnung der Elemente mit stimmt—

lichen Beobachtungen erreichen, wenn anders die drei oder vier Normalorte

geschickt ausgewählt sind. Bei Bestimmung der Bahn von Cometen und
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neuen Planeten, deren Beobachtungen über ein Jahr noch nicht hinausgehen,

lässt sich von diesem Umstande gemeiniglich so viel Vortheil ziehen, als die

Natur der Sache erlaubt. Falls daher die zu bestimmende Bahn im beträcht—

lichen Winkel gegen die Ecliptik geneigt ist, so stütze man sie in der Regel

auf drei Beobachtungen, welche man so entfernt wie möglich von einander

auswählt. Sollte man aber auf diese Weise zufällig auf einen der oben

(Art. iGO—162) ausgeschlossenen Fälle gerathen, oder die Neigung der Bahn zu

klein erscheinen, so ist die Bestimmung aus vier Positionen vorzuziehen, die

man ebenfalls so entfernt wie möglich von einander nimmt.

Sobald aber bereits eine längere, mehrc Jahre umfassende Reihe von

Beobachtungen vorhanden, so lassen sich daraus mehre Normalorte herleiten,

und man würde daher nicht die grösste Genauigkeit erreichen, wenn man

davon zur Bahnbestimmung nur drei oder vier Orte herausnähme und alle

übrigen vernachlässigte. Man wird sich vielmehr in einem solchen Falle,

wenn die höchste Schärfe erreicht werden soll, die Mühe geben, so viel ausge-

suchte Positionen als möglich zu sammeln und nutzbar zu machen. Es werden

daher dann mehr Daten vorhanden sein, als zur Bestimmung der Unbekannten

erforderlich sind. Alle die fraglichen Daten aber werden Irrthümern, wenn

auch nur kleinen, unterworfen sein, so dass es im Allgemeinen unmöglich ist,

allen ganz vollständig zu genügen. Da nun kein Grund vorliegt, weshalb

man von diesen Daten diese oder jene sechs als absolut genau betrachten

sollte, sondern man vielmehr nach den Grundsätzen der \Vahrscheinlichkeit

annehmen muss, dass bei allen ununterschiedlich grössere oder kleinere lrrthümer

gleich möglich seien, und da, im Allgemeinen gesprochen, kleinere Irrthümer

häufiger begangen werden als grössere, so ist es offenbar, dass eine solche

Bahn, die zwar sechs Daten vollständig genau entspricht, von den übrigen

aber mehr oder weniger abweicht, für eine mit den Grundsätzen der Wahr—

scheinlichkeits—Rechnung weniger übereinstimmende zu halten sei, als eine

andere, die, während sie auch mit jenen sechs Daten um eine Kleinigkeit dis-

harmonirt, eine desto bessere Ueber-eimtimmung mit den iibrigen Daten gewährt.

Die Erforschung einer Bahn, die im strengen Sinne die grösste \Vahrschein—

lichkeit für sich hat, wird von der Kenntniss des Gesetzes abhängen, nach

welchem die \Vahrscheinlichkeit der wachsenden Fehler abnimmt. Dieses

hängt aber von so viel unbestimmten und zweifelhaften —— auch physiologischen —
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Betrachtungen ab, die sich der Rechnung entziehen, dass man das desfallsige

Gesetz wohl kaum je in irgend einem Falle der praktischen Astronomie

gehörig anzugeben vermag. Nichtsdestoweniger ist die Erforschung des Zu-

sammenhanges zwischen diesem Gesetze und der waln-scheinlichsten Bahn,

welche wir jetzt in grösster Allgemeinheit unternehmen wollen, keineswegs

als eine unfruchtbare Speculation zu erachten.

175.

Zu diesem Zwecke will ich von unserer besondern Aufgabe zu einer

ganz allgemeinen und bei jeder Anwendung der Rechnung auf Natur-

Philosophie höchst fruchtbaren Untersuchung übergehen. Es seien V, V',

u die Anzahl dieser
V” 11. s. w. Functionen der Unbekannten p, q, r, 8 u. s. w.,

Functionen, 1/ die Anzahl der Unbekannten, und ich setze voraus, dass durch

unmittelbare Beobachtungen die Werthe der Functionen gefunden seien

V: M, V, = M', V" : M” u. s. w. Allgemein gesprochen wird daher die

Entwickelung der \Verthe der Unbekannten ein unbestimmtes, ein bestimmtes,

oder ein mehr als bestimmtes Problem bilden, je nachdem ,u<1/, ,LL : 1/‚ ,LL> V“).

Hier wird allein von dem letzten Falle die Rede sein, in welchem offenbar

eine genaue Darstellung sämmtlicher Beobachtungen nur dann möglich wäre,

wenn letztere alle absolut fehlerfrei wären. Da das nun aber in der Natur

der Dinge nicht Statt findet, so wird jedes System von VVerthen für die Un—

bekannten p‚ q, 7", 8 als möglich zu halten sein, aus welchem Werthe der

Functionen V—.M, Vl—M', V”—M” entstehen, die nicht grösser sind, als

die Grenzen der Fehler, welche bei jenen Beobachtungen begangen werden

konnten. Dies ist jedoch keineswegs so zu verstehen, als ob diese ein—

zelnen möglichen Systeme sich eines gleichen Grades der Walnscheinlichkeit

erfreuten.

') Wenn im dritten Falle die Functionen V, V‘, V“ etc. so angethan Wären, dass man davon

,u+ 1—1» oder mehre als Functionen der iibrigen ansehen könnte, so würde das Problem in Beziehung auf diese

Functionen ebenfalls ein mehr als bestimmtes, in Beziehung auf die Grössen p, q, r, 3 etc. aber ein unbestimmtes

sein, deren Werthe sich auch dann nicht einmal bestimmen liessen, wenn die \Verthe der Functionen V, V',

V“ etc. absolut genau gegeben wären; aber diesen Fall schliesse ich von der Untersuchung aus.

(209)
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Ich nehme zuerst an, dass nach dem Stande der Dinge bei allen Beob—

achtungen kein Grund vorliegt, die eine für minder genau als die andere zu

halten, und dass mithin gleich grosse Fehler bei den einzelnen gleich wahr—

scheinlich sind. Die irgend einem lrrthume Ä beizulegende Wahrscheinlichkeit

wird durch eine Function von ! ausgedrückt, die ich mit (p! bezeichne.

Wenn man nun auch diese Function nicht genau anzugeben vermag, so lässt

sich doch wenigstens das behaupten, dass ihr Werth ein Grösstes sein müsse,

wenn Ä : 0, dass er gemeiniglich ein gleicher sei für gleiche entgegenge—

setzte VVerthe von J, und dass er endlich verschwinde, wenn für Ä der grösste

lrrthum oder ein grösserer Werth angenommen wird. Eigentlich muss daher

(pd zu der Gattung der diseontinuirlichen Functionen gezählt werden, und

wenn man es sich erlaubt, an ihrer Statt zum praktischen Gebrauche eine

analytische Function zu substituiren, so muss diese so angethan sein, dass sie

beiderseits von J = 0 gleichsam asymptotiseh zu Null convergirt, so dass sie

über jene Grenze hinaus als wahrhaft verschwindend angesehen werden kann.

Es wird ferner die \Vahrscheinlichkeit, dass der Fehler innerhalb der Grenzen

J und d—l—dd (welche um den unendlich kleinen Unterschied dd von einander

entfernt sind) liege, ausgedrückt durch (pd.dfi; und daher wird im Allge—

meinen die \Vahrscheinlichkeit, dass der Fehler innerhalb D und D' liege,

dargestellt durch das Integral j(pd.dd (in der Ausdehnung von J = D bis

zu Ä : D). Dies Integral muss von dem grössten negativen Werthe von 4

bis zum grössten positiven Werthe, oder allgemeiner von J = —oo bis zu

J : —|—oo genommen, nothwendig gleich Eins werden.

Nimmt man daher an, dass irgend ein bestimmtes \Verthsystem für die

Grössen p, q, r, 8 Statt habe, so wird die \Vahrscheinliehkeit, dass für V aus

der Beobachtung der Werth M sich ergeben werde, ausgedrückt durch

(MM—«V), indem man in V für p, q, r, 5 ihre Werthe substituirt; ganz

ebenso werden durch fp(M'— V'), qJ(M”— V”) etc. die VVahrseheinlichkeiten

ausgedrückt, dass aus den Beobachtungen die Werthe 1M', M” etc. für die

Functionen V', V” sich ergeben werden. Da man nun allerdings alle

Beobachtungen als von einander unabhängige Begebenheiten betrachten kann,

so drückt das Product

‘ @(ZVI— V) . cp(M’— V) . qJ(M”— V”) etc. : Q
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die Erwartung oder Wahrscheinlichkeit aus, dass alle diese \Verthe aus den

Beobachtungen sich zugleich ergeben werden.

176.

So wie nun bei Annahme irgend welcher bestimmter Werthe ffir die

Unbekannten jedem Systeme der Functionenwerthe V, V’, V” etc. eine vor

Anstellung der Beobachtungen bestimmte \Vahrscheinlichkeit zukommt, so wird

ebenso umgekehrt, nachdem man aus den Beobachtungen bestimmte Functionen—

werthe ermittelt hat, sich eine, nach den einzelnen Systemen der \Verthe der

Unbekannten, woraus jene hervorgehen konnten, bestimmte \Vahrscheinlichkeit

ergeben; denn offenbar werden diejenigen Systeme für—die wahrscheinlicheren

zu halten sein, bei welchen dem daraus hervorgehenden Erfolge die grössere

Erwartung zur Seite steht. Die Schätzung dieser VVahrscheinlichkeit stützt

sich auf das nachfolgende Theorem:

Wenn bei Annahme irgend einer Hypothese H, die Wahrschein—

lichlceit irgend eines bestimmten Erfolges E gleich h ist, wenn aber bei

Annahme einer anderen, die erstere ausschliessenclen und an und für sich

gleich wahrscheinlichen Ifgpothese H’, die Wahrscheinlichkeit desselben Erfolges

: h' ist; dann wird, sage ich, falls der Eif0lg E in der That zum Vorschein

kommt, die Wahrscheinlichkeit, dass H die richtige Hypothese gewesen ist, zu

der Wahrscheinlichlceit, dass die richtige Ilgpothese H’ gewesen, sich verhalten

wie h zu h'.

Um dies zu beweisen, setze ich voraus, man habe durch Unterscheidung

aller Umstände, von welchen es abhängt, ob H oder H' oder eine andere

Hypothese Statt hat, um den Erfolg E oder einen andern hervorzubringen,

ein gewisses System der verschiedenen Fälle gebildet, welche einzeln an und

für sich (d. 11. so lange es ungewiss ist, ob der Erfolg E oder ein anderer

sich ergeben wird) als gleich wahrscheinliche zu betrachten sind, und man

habe diese Falle in folgender Weise vertheilt:

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. Himmelsk. d3
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damit darpvrilltär gefunden wo als Hypothese Statt haben muss mit sc;léh;;1ffllfigdisfi‘icckg.ti(p[1;e;r}r),e£g;sügtlaraus

m II E

n , H von E verschieden

m“ , H’ E

n' H/ von E verschieden

m” von H und H’ verschieden E

n” von H und H' verschieden von E verschieden

. m , m'

(211) Dann Wird h : W777 h : —m+_,_—n+; ferner war vor Bekanntwerden des Erfol-

__ m+n _ ,

m+n+m'+n’+m”+n” ’ nac1-

dem aber der Erfolg bekannt geworden (wobei die Falle n, n/, 72” aus der

ges die Wahrscheinlichkeit der Hypothese H :

Zahl der Möglichkeiten ausscheiden), wird die Walnscheinlichkeit derselben

771

Hypothese sein : ++,—+7. Ebenso wird die WValn*scheinlichkeit der

m+m +m

Hypothese H', vor und nach dem Erfolge, resp. auszudrücken sein durch:

m +” und m Weil daher bei den Hypothesen

m +11 + m’ + n' + m” +7zfr m + m' +m” '

H und H' vor Bekanntwerden des Erfolges dieselbe Wahrscheinlichkeit voraus—

gesetzt ist, so wird m+n : m'+n'‚ woraus die Wahrheit des Theorems von

selbst folgt.

Insoweit man nun voraussetzt, dass ausser den Beobachtungen V: M,

V' = M„ V” : M” etc. keine andere Daten zur Bestimmung der Unbekannten

vorhanden seien, und dass daher vor jenen Beobachtungen alle Systeme der

VVerthe dieser Unbekannten gleich wahrscheinlich gewesen seien, so wird

offenbar die \Vahrscheinlichkeit irgend eines nach Anstellung jener Beobach-

tungen bestimmten Systems dem !! proportional sein. Dies ist so zu verstehen,

dass die \Vahrscheinlichkeit, dass die Werthe der Unbekannten resp.

zwischen den unendlich nahen Grenzen }) und p+dp, q und. q+dq‚ 7“ und

r+dr, s und s+ds etc. liegen, ausgedrückt sei durch Ä.dedqdrds* etc.,

wobei Ä eine constantc, von p, q, r, 3 etc. unabhängige Grösse ist; und zwar wird

offenbar % der Werth des Integrals der 1/‘°“ Ordnung fyfldp clgdrds . . . . .,



Bestimmung einer Bahn, die den Beobachtungen, so viele man ihrer hat, sich etc. 259

wobei die einzelnen Variabeln p, q, r, 3 etc. in der Ausdehnung von einem

Werthe ——00 bis zum W'erthe +00 zu nehmen sind.

177.

Daraus folgt schon von selbst, dass das walnscheinlichste System für

die VVerthe der Grössen p, (], 7“, 8 etc. dasjenige sein werde, in welchem !!

den grössten Werth erhält, und daher aus den 7/ Gleichungen

 

 

  

 

dfl dr). (117. du
_äP—:07 T207 —dr+0, _?——0 etc. /

ermittelt werden muss. Diese Gleichungen nehmen, wenn man setzt V+]”= v,

/ // „ // // d j / 1

V’—ZIT : v, V —M = 7} etc. und __qu : (pd', tol0‘ende Gestalt an:
(pd . d J D

dv , dv' , , dv” , „ \
‚d}„ (P v +. _d})+(P/U + dp (PU + etC. : 0

d / d ( / I d ” ( „

d; (p7)+ d; (p?) +{q—qw +etc.=0

‚di; (p'?) + %? (p'U' + %ä— (p'?)” + etc. : 0 (212)

de ”
 

, dt]! / / dv ///

ds (po+ frag—(pc + qu + etc. : O.

Hieraus lässt sich also vermittelst Elimination eine Völlig bestimmte

Auflösung des Problems ableiten, sobald nur erst die Natur der Function

(p' bekannt geworden. Da diese sich nun a priori nicht definiren lässt,

so frage ich, um die Sache von einer anderen Seite anzugreifen, auf

welche, stillschweigend gleichsam zur Basis angenommene Function sich

eigentlich ein allbekanntes Princip stützt, dessen Vortrefi'lichkeit allgemein

anerkannt wird. Denn an Stelle eines Axioms pflegt die Hypothese ange—

nommen zu werden, dass, wenn irgend eine Grösse durch mehre unmittelbare,

unter gleichen Umständen und mit gleicher Sorgfalt angestellte Beobachtungen

bestimmt ist, dann das aritlnnetische Mittel unter allen beobachteten \Verthen

den am meisten wahrscheinlichen Werth darstelle und zwar, wenn auch

nicht mit absoluter Strenge, doch wenigstens sehr nahe, so dass es stets das

Sicherste ist, dabei stehen zu bleiben. Setzt man also V: V/ = V” etc. : p,

33*
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so wird allgemein sein müssen (p'(1W—p)—l—m'(M'—p)+q/(M”—p)+ etc. : O,

, 1 , „, . . . . .
wenn für 39 der Werth 7(M+M +M +etc.) subst1tmrt Wird, welches pos1t1ve

Ganzes nun auch durch ,u/ ausdrückt sein mag. Setzt man daher voraus M" =

M” : etc. : M—‚uN, so wird allgemein, d. h. für jeden ganzen positiven Werth

für ‚u, sein (;)/(,u— 1} N: (1 —,u‚) (p'(—— N), woraus man leicht sieht, dass allgemein

/

 
J eine constante Grösse sein müsse, welche ich mit k bezeichnen Will.

Hieraus wird log-md : %de—l— Const., oder wenn man die Basis der hyper—

bolischen Logarithmen mit 6 bezeichnet und die Constante : logx setzt,

‘MA
god : ze? .

Ferner sieht man leicht ein, dass 75 nothwendig negativ sein müsse, damit ..Q

in der That ein Grösstes werden könne, weshalb wir setzen %k : —hh; und

da vermittelst des eleganten, zuerst von Laplaee*) gefundenen Theorems das

‘ —7LILAA . . nr .

Integral je dd, von J = —00 bis zu Ä : +00, Wird : l„— (wob61

yr den halben Kreisumfang für den Radius =1 bezeichnet), so wird unsere

Function werden:

h —hhziA

( J : —Ae .
P v„

178.

Die so eben ermittelte Function kann zwar nicht in aller Strenge die

\Vahrscheinlichkeiten der Fehler ausdrücken; denn da die möglichen Fehler

stets in gewisse Grenzen eingezwängt sind, so müsste die Wahrscheinlichkeit

grösserer Fehler immer : 0 herauskommen, während unsere Formel stets

einen begrenzten Werth darstellt. Dennoch aber ist dieser Mangel, an welchem

jede analytische Function ihrer Natur nach laboriren muss, für jeden praktischen

") In v. Zach „Monatliche Correspondenz“ Band 21, S. 280 äussert Ganss: „Dass Euler schon das

Theorem gefunden hat, woraus der schöne, von mir Laplace beigelegte Lehrsatz sehr leicht abgeleitet werden

kann, fiel mir selbst schon früher ein, als aber die Stelle S. 212 schon abgedruckt war; ich wollte es aber nicht

unter die Errata setzen, weil Laplace wenigstens das obige Theorem doch erst in der dort gebrauchten Form

aufgestellt hat.“ Anmerkung des Ueberselzers.
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Gebrauch von keiner Bedeutung, da der Werth unserer Function, sobald nur

erst hd einen beträchtlichen Werth angenommen hat, so rapide abnimmt,

dass man ihn sicher mit Null aequivalirend ansehen kann. Ausserdem wird es

die Natur der Sache niemals gestatten, die Grenzen der Fehler mit absoluter

Strenge hinzustellen.

Im Uebrigen kann die Constante h gleichsam als das Maass der

Genauigkeit der Beobachtungen angesehen werden. Denn wenn man die

\Valn-scheinlichkeit eines Irrthums J in irgend einem Systeme von Beobach—

. h _—hIAA . .

tungen als verm1ttelst T” e ‘ , in einem anderen Systeme mehr oder

/

. —h'h'AA ..

minder genauer Beobachtungen aber als durch —— ausgedruckt an—
VJ!

sieht, so wird die Erwartung, wonach bei irgend einer Beobachtung aus dem

ersteren Systeme der Fehler innerhalb der Grenzen —d und —]—-d enthalten

_ ‘ h _

sem werde, ausgedrückt durch das Integral j—V?e MMA dd (von d = —d

bis zu A : +d genommen) und ganz ebenso wird die Erwartung, dass der

Fehler irgend einer Beobachtung aus dem zweiten Systeme die Grenzen —()V

und +d' nicht überschreite durch das Inte ‘ral —hfe_ MIA” dd wo J in
7 € V“

der Ausdehnung von = —d' bis zu + 0” genommen) bezeichnet. —— Beide

lntegrale werden aber offenbar gleich sein, sobald hd : ”d'. —— Wenn daher

z. B. h' : 2h ist, so konnte ebenso leicht in dem ersteren Systeme ein

doppelter Irrthum begangen werden, als ein einfacher in dem zweiten, in

welchem Falle den Beobachtungen des zweiten Systems nach dem gewöhnlichen

Sprachgebrauche eine doppelte Genauigkeit beigcmessen wird.

179.

Nun will ich entwickeln, was aus diesem Gesetze folgt. Es ist von

. —.Iu —hl ““ .

selbst klar, dass, damit das Product [! : h‘“ar 7‘ e L(W+W +” v + ) em

Grösstes werde, die Summe vv+v’v'—i—v”v”+ etc. ein Kleinstes werden müsse.

Es wird daher das wahrscheinlichste System der Wert/ze der Unbekannten p, q, r,

3 etc. dasjenige sein, in welchem die Quadrate der Unterschiede zwischen den
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beobachteten und berechneten Fanctionenwerthen V, V', V” etc. die kleinste Summe

geben, wenn nämlich bei allen Beobachtungen derselbe Grad der Genauigkeit

zu präsumiren ist.

Dieser Grundsatz, welcher bei allen Anwendungen der Mathematik auf

die Natur—Philosophie ausserordentlich häufig benutzt wird, muss allenthalben

an Stelle eines Axioms mit demselben Rechte gelten, mit welchem das arith—

metische Mittel unter mehren beobachteten Werthen derselben Grösse als der

wahrscheinliclmte Werth angenommen wird.

(214) Auf Beobachtungen von ungleicher Genauigkeit lässt sich dies Princip

nun ohne Weiteres ausdehnen. Wenn nämlich das Maass der Genauigkeitder

Beobachtungen, wodurch V: LV, V,: JW, V”: M” etc. gefunden ist, respective

ausgedrückt wird mit h, h„ h” etc., d. 11. wenn man voraussetzt, dass Fehler, die

diesen Grössen gegenseitig proportional, bei den fraglichen Beobachtungen

gleich leicht haben begangen werden können, so ist dies offenbar dasselbe, als

wenn durch Beobachtungen von gleicher Genauigkeit (deren Maass : 1 ist)

die Functionenwerthe hV, h'V/, h”V” etc. unmittelbar gefunden wären : hM',

h’hl', /L”M” etc.; weshalb das wahrscheinlichste Werthsystem für die Grössen

p, q, r, 5 etc. dasjenige sein wird, wo die Summe hhvc—l—h'h'v'c'+h"h”v"n"+ etc.

d. h. wo die Smnone der Quadrate der Unterschiede zwischen den thatsächlich

beobachteten und den berechneten Werthen init den Zahlen maltiplicirt, die den

Grad der Genauigkeit messen, ein Kleinstes wird. Auf diese Weise ist es nicht

einmal nöthig, dass die Functionen V, V', V” etc. auf homogene Grössen sich

beziehen, sondern sie können auch heterogene (z. B. Bogen—Seeunden und

Zeit—Secunden) darstellen, wenn sich nur das Verhältniss der Fehler, die bei

den einzelnen gleich leicht begangen werden konnten, schätzen lässt.

180.

Das im vorangehenden Artikel auseinandergesetzte Princip empfiehlt

sich auch in dem Betracht, dass die numerische Bestimmung der Unbekannten

auf eine sehr. rasche Berechnung sich zurückführen lässt, wenn die Functionen

V, V', V” etc. lineäre sind. Ich nehme an, es sei
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V—M : v : ——m+ap+bq+cr+ds+ etc.

V’—M’ = v’ : —m’+a’p+b’g+c’r+d’s+ etc.

V”—]VI”= ?)”: ——m”+a’jo+b”q+c”r+d”s+ etc.

etc.

und man setze cw+a"v +a”v”+ etc. : P

b?) +b’v’ +b”v” + etc. : Q

co +c”v +c”v”—r’ etc. = R

dv+d’v’v+d”"+ etc. : S

etc.

Dann werden die V Gleichungen des Art. 177, aus welchen man die Werthe

der Unbekannten bestimmen muss, offenbar folgende sein:

P=O, Q=O, R=o, S=o etc.

wenn nämlich die Beobachtungen als gleich gut angenommen werden, auf

welchen Fall man die üb1igen zurücktühren kann, wie im v01he1gehenden

Artikel gezeigt ist. Es sind daher eben so viele lineä1e Gleichungen vor—

handen, als Unbekannte zu bestimmen sind, woraus man de1en VVe1the durch

gewöhnliche Elimination herleitet.

Wir wollen nun sehen, ob diese Elimination immer möglich ist, ode1

ob jemals eine unbestimmte oder soga1. unmögliche Lösung sich ergeben kann.

Aus der Theorie der Elimination ist bekannt, dass der zweite oder dritte Fall (21

dann Statt finden werde, sobald aus den Gleichungen P : 0, Q = O, R = 0,

3:0 etc., bei Auslassung von einer, eine Gleichung entstehen kann, die entweder

identisch mit der ausgelassenen ist, oder ihr widerstreitend, oder, was auf

dasselbe herauskommt, wenn sich eine lineärc Function aP+ /3Q + 713 + d S+ etc.

angeben lässt, die entweder identischer Weise : 0 ist, oder wenigstens frei von

allen Unbekannten p, (1, r, 3 etc. Nehmen wir daher an, es werde aP+

ßQ+7R+ ÖS+ etc. : 2. Von selbst hat man. die identische Gleichung

(v+m)v+ (17’ +m’) v’ + (U” +m”) @” + etc. :: pP+ qQ+7*R+3S+ etc.

Nimmt man also an, dass durch die Substitutionen p : afc, q : {it, 7' = 7x,

3 : Ö‘w etc. die Functionen @, v’, 7)” etc. respective übergehen in: ——m+lx,

——m’+l’x, —7n”+it”x etc., so hat man offenbar die identische Gleichung

(M+ß.’l’+ Ä”).” + etc. \);cx——(Mn+ )’m’ + l”1n”+ etc. ) rc : xx,

d. h. es wird M+l’l.’ +it””+ etc. _O, /+/.m+k’m +A”m”+ etc. ——,0 dar—

nach wird aber nothwendig sein müssen & = O,). _——O, L” = 0 etc. und x = O.

5)
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Daraus ist klar, dass alle Functionen V, V', V” etc. so beschaffen sind, dass

ihre Werthe sich nicht ändern, wenn die Grössen 10, 9, 7°, 5 etc. Vermeh—

rungen oder Verminderungen erleiden, die den Zahlen on, (3, 7, d‘ etc. pro-

portional sind. Ich habe aber schon oben erwähnt, dass derartige Falle nicht

hierher gehören, in welchen die Bestimmung der Unbekannten offenbar auch

dann nicht einmal möglich ist, wenn auch die wahren Werthe der Func—

tionen V, V', V” etc. gegeben sein sollten.

Uebrigens kann man auf diesen hier betrachteten Fall alle übrigen,

wo die Functionen V, V, V” etc. keine lineären sind, leicht reduciren.

Bezeichnet man nämlich mit ar, x, p, 0 etc. genä.herte Werthe für die

Unbekannten p, 9, 7°, 8 etc. (welche man leicht ableiten kann, wenn aus ‚u,

Gleichungen V: M, VI : M’, V” = M” etc. zuerst nur V benutzt werden)

und führt man dann an Stelle der Unbekannten andere ein: p', q„ r', 8' etc.

und setzt ]) : Jr—l—p’, q :x+q/, r : p—l—r', s : o+6" etc., so werden

offenbar die Werthe dieser neuen Unbekannten so klein sein, dass man ihre

Quadrate und Producte vernachlässigen kann, wodurch die Gleichungen von

selbst als line‘a're herauskommen. Sollten sich dann bei der absoluten Rech—

nung wider Erwarten so grosse Werthe für die Unbekannten p', q’, 7", 8' etc.

ergeben, dass man nicht mit voller Sicherheit deren Quadrate und Producte

hätte vernachlässigen dürfen, so wird eine \/Viederholung des Verfahrens

(wobei man an Stelle von ar, x, c, 0 etc. die verbesserten Werthe für 10, g,

r, 8 etc. setzt) eine leichte Abhülfe gewähren.

181.

Falls daher nur eine Unbekannte ]) da ist, zu deren Bestimmung man

die Functionenwerthe ap—l—n, a'p—l—n’, a,”p +n” etc. respective getimden hat

(216) = 111, 1lT, fl!” etc. und zwar durch gleich genaue Beobachtungen, so wird der

wahrscheinlichste Werth für }? sein

: am+a'm’+dim”+etc._=A

aa+a’a'+a”a”+ etc. ’

wobei man 772, 7n', m” etc. schreibt resp. für M

 

%, Ml—n', fl!”—n” etc.

Um nun den Grad der bei diesem Werthe zu präsumirenden Genauig—

 

keit zu schätzen, so nehme ich an, dass die Wahrscheinliehkeit eines Fehlers J
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.
. ] —hhdd

ber den Beobachtungen ausgedrückt sem soll durch —L—e . Demnach

VFL“

wird die Wahrscheinlichkeit, dass der wahre Werth für 10 sei : A+p',

proportional sein der Function

e——hh[(ap—m)2 —|»(a'p—m')2 —{—(a“p——m”)2 + etc.)}

wenn fiir }? substituirt wird A+pfi Der Exponent dieser Function lässt sich

auf die Form bringen ——hh(aa+a’d+a”a”+ etc.) (pp—2pA—l— B), wo B

von }? unabhängig ist; es wird deshalb die Function selbst proportional

sein:

6— hh(aa+a‘a'+a“a"+ete.)p'p' .

Man sieht daher, dass man dem VVerthe A denselben Grad der Genauigkeit

bein1essen muss, als wenn er durch eine unmittelbare Beobachtung ge—

funden wäre, deren Genauigkeit sich zur Genauigkeit der priniitiven Beob—

achtungen verhielte, wie 7LV(aa+a'co/+cd'a'/+ etc.) zu b, oder wie V(aa+

a'd+a”a”+ etc.) zu 1.

182.

Der Untersuchung über den Genauigkeitsgrad, der den \Verthen der

Unbekannten, falls mehre vorhanden sind, beizurnessen ist, muss eine ge—

nauere Betrachtung der Function w+v'v’+v”v”+ etc., welche ich durch W

bezeichne, voraufgeschickt werden.

/

I. Ich setze %%;K :P, : l+ap-|—ßq+„+ü+ etc., und. W_£rlj_

_ /_ -‚ _ „_ ‘ dW“ __ dW 2p' dp/ _

— W, so Wild offenba1 }) _. P, und, da man hat Fdjf „_ —dp— — ‚a— - _dZT_ ,

so ist die Function W' von ]) unabhängig. Der Goefficient a :: aa—l—dd—1—

H //

a a + etc. ist offenbar stets eine positive Grösse.

 

. le’ , / , , 1

H. Ebenso setze ich % - fd;— = q : l +/3q+7r+ös+ etc., und

w; q'q’ : WH .. - f=id„W P_’.£la’= _ ß_. /(„ , und es Wird sem q 2 dq « dg Q “ p,

dW” - . . „

und _d? = O, woraus man s1eht, dass die Funct10n W sowohl von 29 als

von (] unabhängig ist. Dies wiirde nicht Statt finden, wenn ß = 0 werden

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. Himmelsk. 34
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könnte. Aber es ist klar, dass W/ aus vv+c'v'—I—v"v”—l— etc. entsteht, wenn

man die Grösse p aus @, v', @” etc. mit Hülfe der Gleichung 16 = 0 eliminirt;

demnach wird /3' die Summe der Coefficienten von 99 in M}, an, U"U” etc.

nach jener Elimination sein; diese einzelnen Coefficienten selbst aber sind

Quadrate und können nicht alle zugleich verschwinden, ausser in dem oben

ausgeschlossenen Falle, wo die Unbekannten unbestimmt bleiben. Man sieht

daher, dass ß eine positive Grösse sein muss.

III. Setze ich nun wiederum % — d—dI—„— : 7”' : ).”+y"r+d”s+ etc., und

‚//

WII—% : WW, so wird 71“ : R—%p’— %q', und W” unabhängig sowohl

von 19, als von 9, als von 7°. Uebrigens lässt sich auf ähnliche Weise wie

in II zeigen, dass der Coefficient 7” nothwendig eine positive Grösse ist.

Man sieht nämlich leicht, dass 7” die Summe der Coefficienten von T7' in ?)U,
// //

v'v’, ?)?) etc. ist, nachdem die Grössen }? und g mit Hülfe der Gleichungen

p = 0, q' = 0 aus 7), v', 7)” etc. eliminirt sind.

. . dW”' , ,

IV. Setzt man auf dieselbe Weise % 713— =: s' : ).” +d”s+ etc.,

, s’s' . , ö , 6’ 6”

W”: W”——öW, so w1rd 8 : S— Xp —Fq'—7r'; wo WIV von p, q,

r, s unabhängig und d’” eine positive Grösse ist.

V. Wenn ausser p, 9, 7°, 8 noch andere Unbekannte da sind, so kann

man auf diese WVeise noch weiter vorschreiten, so dass man schliesslich hat:

1 / / 1 / / 1 / / 1 //

W: ?pp +},qu +7rr +Wss —|— etc. + Const.

wo alle Coefiicienten oe, ß’, 7”, d'” etc. positive Grössen sind.

VI. Nun ist die Waln-scheinlichkeit irgend eines Systemes bestimmter

. . . . —hh W .
Werthe tür die Grössen 10, q, r, 8 etc. proportional der Funct10n @ . Es w1rd

deshalb, falls der Werth der Grösse 29 unbestimmt bleibt, die Wahrscheinlichkeit

eines Systems bestimmter Werthe für die übrigen proportional sein dem Integral

” —hhW . .

Je dp (in der Ausdehnung von 10 = —00 b1s zu }) = +00), welches nach

» . —1—1.1‚—th::Lw Lu „

dem Laplace’schen Theorem Wird : h oz In “e (ß'“ +y"” +ä“‘“ + etc)

diese Wahrscheinlichkeit wird daher proportional sein der Function e

5

_ hh W‘
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Ebenso ist, wenn überdies q als Unbestimmte behandelt wird, die Wahrschein—

lichkeit eines Systems bestimmter Werthe für 7”, 3 etc. proportional dem

_ hW’ . .

Integrale {@ h dq (von g = —-00 bis zu 9 = +00 genommen)7 welches Wird

_ _i, 1 _. _L .; A i_ „ . . —hh W“

= h 1ß’ “zn“fe hh(‚fl’ r +aM“ + €“); oder proportional der Function @ .

Auf ähnliche Weise würde, falls auch 7” als Unbestimmte betrachtet wird‚ die

Wahrscheinlichkeit bestimmter Werthe für die übrigen 8 etc. proportional

m

. . ——h . „

sein der Function @ u. s. w. Ich nehme an‚ dass die Zahl der Unbe—

kannten bis auf vier steigen soll; denn derselbe Schluss wird gelten’ sie mag

nun grösser oder kleiner sein. Der am meisten wahrscheinliche Werth für s

. . . Ä'" . . . . .

Wird hier sein = _W7 und die Wahrsche1nhchke1t7 dass dieser von dem

wahren um die Differenz 0 verschieden ist, wird proportional der Function

——hh Ö'“<r<7 . . .

@ sem; woraus zu schliessen, dass das Maass der der fraglichen Be—

stimmung beizulegenden relativen Genauigkeit ausgedrückt werde durch Vd'”,

wenn das Maass der den primitiven Beobachtungen beizulegenden Genauigkeit

: 1 gesetzt wird.

183.

Durch die Methode des vorangehenden Artikels lässt sich das Maass

der Genauigkeit bequem nur für diejenige Unbekannte ausdrücken, welcher

bei dem Eliminirungs—Geschäfte der letzte Platz angewiesen ist. Um diese

Unbequemlichkeit zu vermeiden, empfiehlt es sich den Coefficienten d'” auf

andere Weise auszudrücken. Aus den Gleichungen

P=p'

_, f_‚
Q—q+ap

/ 7/1 71

R=T+TSIQ+OZIJ

/ ö” // öl! öl

S = 3 + 77“ +Ff9 +;P

folgt7 dass p' q' r' 8' durch P, Q, R, 8 sich so ausdrücken lassen:

34‘

(218)
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pl : P

Q' = Q+‘JIP

r“ : R+%'Q+QYP

s’ = S +CS”R+Q3”Q+‘JVP,

so dass 91, ‘lV, %, 91”, 53", G,” bestimmte Grössen sind. Es wird daher (wenn

die Zahl der Unbekannten auf vier beschränkt ist)?

M 9” ” 5” 1
3 : _gfii+5i/TP+WQ+%B+FHS'

Hieraus leite ich folgenden Schluss ab: die wahrscheinlichsten Werthe der

Unbekannten p, q, r, 8 etc., die durch Elimination aus den Gleichungen P = 0,

Q: 0, 13:0, 820 etc. abgeleitet werden sollen, lassen sich offenbar,

wenn eine Zeitlang P, Q, R, 8 etc. als Unbestimmte angesehen werden, nach

Anleitung desselben Eliminations—Verfahrens in lineärer Form durch P, Q, R,

8 etc. ausdrücken, so dass man hat:

:L +AP +36] +03 +DS + etc.

9 = L’ +A'P +B'Q +ÜR +D'S + etc.

r : L”+ A”P + B"Q + C'”R + D”S + etc.

3 : L’”+ A”’P+ B”’Q+ C’”R+ D’”S + etc.

etc.

Darnach werden offenbar die wahrscheinlichsten Werthe von p, q, r, 8 etc. sein

resp. L, L’, L”, L”' etc., und das Maass der diesen Bestimmungen beizulegenden

. . . l 1 1 1

Genamgkert W1rd ausgedrückt resp. durch V}l’ VF’ VÜ’ VW etc., wenn

man die Genauigkeit der primitiven Beobachtungen : 1 setzt. Denn dasjenige,

. . . 1

was eben wegen Bestnnmung der Unbekannten 3 gezeigt 13t (für welche —ö,7,

entspricht dem D'”), lässt sich durch blosse Vertauschung der Unbekannten auf

alle Uebrigen übertragen.

184.

.

Um die vorangehenden Untersuchungen durch ein Beispiel zu erläutern,

nehme ich an, dass durch Beobachtungen, bei welchen gleiche Genauigkeit

zu präsumiren, gefunden sei:
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p—q+2r = 3

3p+29——51° :: 5

4p+ q—l—47' : 21.

Durch eine vierte Beobachtung’ der aber nur die halbe Genauigkeit beizu—

messen, sei gefunden:

—2p+eg+ar : 28.

An Stelle der letzten Gleichung substituire ich daher:

—29+39+37“ : 147

‘ und nehme an, dass diese Gleichung aus einer den früheren an Genauigkeit

gleichen Beobachtung herausgekommen sei. Hieraus wird

P:97p+ 69 —88

Q: 6p+159+r ——70

R: q+54r—107

und hieraus durch Elimination
‘

19899}? = 49154 —[— 809 P— 324Q —|— GB

737q= 2617—— 12P+ 54Q—R

66337" = 12707 + 2P— 9 Q + 123 R.

Die wahrscheinlichsten Werthe der Unbekannten sind also

13 = 2,470

g : 8‚551

7" = 1,916,

und die relative, diesen Bestimmungen beizumessende Genauigkeit (die Genauig— (220)

keit der primitiven Beobachtungen : 1 gesetzt) ist

, 19899 _
im 10 ..... V1787094> — 4‚96

737 _
flll q ..... Vf5f —— 3,69

.. 6633

fur 7" ..... V'—17257 : 7,34.

185.

Der bislang behandelte Gegenstand könnte Gelegenheit zu mehren

eleganten analytischen Untersuchungen geben, bei denen ich jedoch hier nicht
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verweile, um nicht zu weit von meinem Vorhaben abzugerathen. Aus dem—

selben Grunde verspare ich die Auseinandersetzung der Kunstgriffe, mittelst

derer die numerische Rechnung auf eine raschere Zahlendarlegung zurück-

geführt werden kann, auf eine andere Gelegenheit. Doch erlaube ich mir eine

einzige Bemerkung. So oft die Anzahl der Functionen oder der angenommenen

Gleichungen beträchtlich ist, so wird die Rechnung hauptsächlich deshalb ein

wenig beschwerlicher, weil die Coefficienten, mit denen die primitiven Gleichun—

gen multiplicirt werden müssen, um P, Q, R, S etc. zu erhalten, gemeiniglieh

wenig bequeme Decimalbrüche enthalten. — Wenn es in diesem Falle nicht

der Mühe werth scheint, diese Multiplicationen mit Hülfe der logarithmischen

Tafeln so genau als möglich durchzuführen, so wird es in sehr vielen Fällen

genügen, an Stelle dieser Multiplicatoren andere zur Rechnung bequemere

anzuwenden, die von ihnen wenig verschieden sind. Diese Licenz kann keine

merklichen Irrthümer, mit Ausnahme des Falles erzeugen, wo das Maass der

Genauigkeit bei Bestimmung der Unbekannten viel kleiner sich ergiebt, als

die Genauigkeit der primitiven Beobachtungen war.

186.

Im Uebrigen kann das Princip, dass die Quadrate der Unterschiede

zwischen den beobachteten und berechneten Grössen eine möglichst kleine

Summe erzeugen müssen, auch unabhängig von der Währscheinlichkeits—

Rechnung auf folgende Weise betrachtet werden. So oft die Anzahl der Un—

bekannten der Anzahl der davon abhängigen beobachteten Grössen gleich ist,

so lassen sich erstere so bestimmen, dass den letzteren genau genügt wird.

Wenn aber die Anzahl der ersteren kleiner als die der letzteren ist, so lässt

sich eine absolut genaue Uebereinstimmung nicht erreichen, indem die Be—

obachtungen nicht absolut genau sind. Man muss sich daher in diesem Falle

bemühen, die Uebereinstimmung so gut als möglich festzustellen, oder die

Unterschiede soviel als möglich zu verkleinern. Diese Bemerkung involvirt

aber ihrer Natur nach etwas Vages. Denn wenn auch ein \Verthsystem der

Unbekannten, welches alle Unterschiede resp. kleiner giebt als ein anderes,

diesem andern zweifelsohne vorzuziehen ist, so bleibt nichtsdestoweniger die

Wahl zwischen zwei Systemen, von denen das eine bei diesen, das andere bei
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jenen Beobachtungen eine bessere Uebereinstimmung darbietet, in gewisser

Weise unserer Willkür überlassen, und es lassen sich offenbar zahllose ver—

schiedene Principien annehmen, durch welche die erstere Bedingung erfüllt

wird. Bezeichnet man die Unterschiede zwischen Beobachtung und Rechnung

mit J, d’, Ä” etc., so wird der ersteren Bedingung nicht nur Genüge geleistet,

wenn z/J +J'Ä'+Ä"1”+ etc. ein Kleinstes wird (was mein Princip ist),

sondern auch, wenn Ä4—l—ÄM—l—ÄM—l— etc. oder ÄG—l—Ä/G—l—ÄI’G—l— etc., oder

allgemein die Summe der Potenzen von irgend einem geraden Exponenten ein

Kleinstes wird. Aber von allen diesen Principien ist meines das Einfachste,

während man bei den übrigen in sehr verwickelte Rechnungen geräth.

Uebrigens ist mein Princip, dessen ich mich seit dem Jahre 1795 bedient

habe, neuerlich auch von Legendre in seinem Werke „Nouvelles methodes

pour la détermination des orbites des eométes, Paris 1806“ vorgetragen, wo

mehre andere Eigenthümlichkeiten dieses Princips entwickelt sind, die ich hier

der Kürze halber übergehe.

Würde man eine Potenz von einem geraden unendlich grossen Exponenten

annehmen, so käme man auf dasjenige System, wobei die grössten Differenzen

so klein als möglich würden.

Laplace benutzt zur Auflösung der linearen Gleichungen, deren

Anzahl grösser ist als die Anzahl der Unbekannten, ein anderes Princip,

welches einst bereits von Boscovich vorgeschlagen war, nämlich das, dass

die Differenzen selbst, aber alle positiv genommen, eine kleinste Summe bilden

sollen. Es lässt sich leicht zeigen, dass ein \Verthsystem für die Unbekannten,

welches lediglich aus diesem Principe ermittelt ist, nothwendig [mit Ausnahme

besonderer Fälle, in welchen die Auflösung gewissermaassen unbestimmt bleibt]

ebensovielen Gleichungen aus der Zahl der angenommenen genau Genüge

leisten muss, als Unbekannte da sind, so dass die übrigen Gleichungen

nur insoweit in Betracht kommen, als sie zur Entscheidung für

die Wahl beitragen. Wenn daher z. B. die Gleichung V=fl1 zu der

Zahl derjenigen gehört, denen nicht Genüge geschieht, so würde das System

der zufolge jenes Princips gefundenen \Verthe sich in nichts ändern, wenn

auch statt des Werthes M irgend ein anderer Werth N beobachtet wäre,

falls nur, indem % den berechneten Werth bezeichnet, die Unterschiede

III—% und N—n mit dem nämlichen Zeichen behaftet sind. Uebrigens
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regulirt Laplace gewissermaassen das fragliche Princip durch Hinzufügung

einer neuen Bedingung, denn er verlangt, dass der Differenzen Summe selbst,

bei Nichtänderung der Zeichen, : Null werde. Hierdurch wird bewirkt, dass

die Anzahl der genau dargestellten Gleichungen um eine Einheit kleiner wird,

als die Anzahl der unbekannten Grössen, dennoch aber findet das von

mir vorhin Bemerkte auch hier Statt, wenn nämlich wenigstens zwei

Unbekannte da sind. '

187.

Ich wende mich von diesen allgemeinen Untersuehungen zurück zu

meinem eigentlichen Vorhaben, um dessentwillen ich die ersteren unternommen

habe. Bevor man die möglichst genaue Bestimmung einer Bahn aus mehr

Beobachtungen, als nothwendig erforderlich sind, unternimmt, muss bereits

eine angenliherte Bestimmung vorhanden sein, die von allen gegebenen Beob—

achtungen nicht viel abweicht. Die an diese genäherten Elemente zur Erlangung

der möglichst genauen Uebereinstimmung anzubringenden Verbesserungen sind

als Quäsite des Problems zu betrachten. — Da man voraussetzen kann, dass

diese Verbesserungen so klein sich herausstellen werden, dass man ihre

Quadrate und Producte vernachlässigen darf, so können die Veränderungen,

welche die berechneten geocentrischen Orte des Himmelskörpers hierdurch

erleiden, durch die im zweiten Abschnitt des ersten Buches gegebenen Diffe—

rentialt'ormeln berechnet werden. — Die nach den verbesserten Elementen, die

ich suche, berechneten Orte werden also durch lineäre Functionen der

Verbesserungen der Elemente dargestellt, und es wird deren Vergleichung mit

den beobachteten Orten nach den oben entwickelten Grundsätzen zur Bestimmung

der wahrscheinlichsten Werthe führen. Diese Operationen sind so einfach,

dass es einer weiteren Erläuterung derselben nicht bedarf, und es ist von

selbst klar, dass man dabei Beobachtungen benutzen kann, so viele man ihrer

hat, und die, so weit man Will, von einander entfernt sind. Derselben Methode

kann man sich auch zur Verbesserung der parabolischen Bahnen der

Cometen bedienen, wenn zufällig eine längere Reihe von Beobachtungen vor—

handen ist, und grösstmöglichste Uebereinstinnnung verlangt wird.
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188.

Die vorhergehende Methode ist vorzugsweise denjenigen Fällen ange—

passt, WO die höchste Genauigkeit verlangt wird. Sehr häufig aber kommen

Fälle vor, wo man unbedenklich von letzterer etwas nachlassen kann, wenn

sich dadurch die Weit]äuftigkeit der Rechnung erheblich abkiirzcn lässt,

namentlich wenn die Beobachtungen noch keinen grossen Zeitraum umfassen,

und man daher so zu sagen an eine definitive Bahnbestimmung noch nicht

denkt. In solchen Fällen lässt sich die nachfolgende Methode mit grossem

Vortheile benutzen:

Man wähle aus dem ganzen Vorrathe der Beobachtungen zwei vollständige

Orte L, und L' aus und berechne für die entsprecherulen Zeiten aus den ge—

näherten Elementen die Entfernungen des Hinnnelskörpcrs von der Erde. Man

bilde sodann bezüglich dieser Abstände drei Hypothesen, indem man bei der

ersten die berechneten Werthe beibeh‘ztlt, in der zweiten Hypothese aber die

erste Distanz, und in der dritten Hypothese die zweite Distanz ändert. Beide

Aenderungen lassen sich nach Verhältniss der Ungewissheit, welche man bei

jenen Abständen als zurückbleibende vermuthet, nach Ermessen annehmen.

Nach diesen drei Hypothesen, welche ich in folgendem Schema darstelle:

 

Hyp. I. Hyp. II. Hyp. III,

 

der dem ersten Orte entsprechende Abstand“) D D+ d‘ D

„ D/ D' D( +d’
„ „ zwe1ten „ „

 

berechne man aus den beiden Orten L, L’ nach den im ersten Buche ent—

wickelten Methoden drei Elementen—Systeme, und aus jedem einzelnen der

letzteren die geoeentrischen Orte des Himmelskörpers, welche den Zeiten

aller übrigen Beobachtungen entsprechen. Es seien diese (indem man

") Noch bequemer ist es, statt der Abstände die Logarithmen der curtirten Abstände zu gebrauchen.

GAUSS, Theorie a. Beweg_ d. Himmelsk. 35
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die einzelnen Längen und Breiten oder Rectascensionen und. Declinationen

gesondert bezeichnet)

im ersten Systeme . . . . . . . . . M, flf, M” etc.

im zweiten Systeme. . . . . . . . . M+ oe, M"—l— oc', M”+ oe” etc.

im dritten Systeme . . . . . . . . . M+fi, M’+ß', M”—|—ß” etc.

und es seien ferner die

beobachteten Orte, resp..... .N, N', N” etc.

In soweit nun kleinen Aenderungen der Abstände D, D' proportionale

Aenderungen sowohl der einzelnen Elemente, als der daraus berechneten

geocentrischen Orte entsprechen, so darf man annehmen, das die geocentrischen

Orte, welche aus einem vierten Elementen—Systeme berechnet sind, bei

dem die Abstände von der Erde D—l—xd , D'—l—ydV zu Grunde liegen,

resp. sein werden M+ocx—l—ßy, ill/+a’x—l—ß/y, M”—i—a"ac+ß"g etc. Hieraus

werden dann nach den vorhergehenden Untersuchungen die Grössen 95, 9 so

bestimmt, dass jene Grössen bestmöglichst (mit Rücksicht auf die relative

Genauigkeit der Beobachtungen) mit N, N/, N” etc. übereinstimmen. Das

verbesserte Elementen—System selbst wird entweder ebenso aus L, L' und

den Abständen D—l—asd, I)’+yd' bestimmt, oder es lässt sich dasselbe nach

bekannten Regeln aus den drei ersten Elementen—Systemen durch einfache

Interpolation ableiten.

189.

Diese Methode ist von der vorhergehenden nur darin verschieden,

dass sie den zwei geoeentrischen Orten genau und den übrigen so genau wie

möglich Genüge leistet, während nach der anderen Methode keine Beobachtung

den übrigen vorgezogen wird, sondern die Fehler so viel wie möglich auf

alle vertheilt werden. Die Methode des vorhergehenden Artikels ist daher

der früheren nur in so fern nachzusetzen, als, wenn die Orte L, L/ irgend

einen Theil der Fehler in sich aufnehmen, die Fehler bei den übrigen Orten

sich erheblich vermindern lassen. Inzwischen kann man meistens durch schick—

(224) liche Auswahl der Beobachtungen L, L’ sich leicht davor hüten, dass dieser
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Unterschied nicht von zu grosser Bedeutung wird. Man muss nämlich darnaeh

trachten, für L und L' solche Beobachtungen zu nelnnen‚ die nicht allein

ausgesuchter Genauigkeit sich erfreuen, sondern die auch so beschaffen

sind7 dass die aus ihnen und aus den Distanzen abgeleiteten Elemente von

kleinen Aenderungen der geocentrischen Positionen nicht allzusehr afficirt

werden. Man würde daher nicht wohl thun‚ solche Beobachtungen aus—

zuwählen, die um einen kleinen Zeitraum von einander abstehen, oder

solche7 denen nahe entgegengesetzte oder zusammenfallende heliocentrische

Orte entsprechen.
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Vierter Abschnitt.

Ueber die Bestimmung der Bahnen mit Rücksicht auf Störungen.

19(L

Die Störungen, welche die Bewegungen der Planeten durch Einwirkung

der übrigen Planeten erleiden, sind so klein und gehen so langsam vor sich,

dass sie erst nach einem längeren Zeitablaufe merklich werden. Innerhalb

kürzerer Zeit — und mithin (je nach Beschaffenheit der Umstände) während

einer oder mehrer ganzen Bevolutionen — weicht die Bewegung so wenig

von derjenigen ab, die in einer vollkommenen, genau nach den Kepler’schen

Gesetzen besehiiebenen Ellipse Statt findet, dass die Beobachtungen diese Ab—

weichung nicht anzeigen können. So lange dies sich so verhält, würde es

nicht der Mühe werth sein, eine verfrühete Berechnung der Störungen zu

unternehmen, vielmehr genügt es, einen gleichsam osculirenden Kegelschnitt

den Beobachtungen anzupassen. Später aber, nachdem der Planet längere

Zeit hindurch genau beobachtet ist, wird der Einfluss der Störungen sich

endlich so zeigen, dass es nicht ferner möglich ist, alle Beobachtungen durch

eine rein elliptische Bewegung genau zu vereinigen und. es lässt sich sodann

eine vollständige und stabile Harmonie nicht herstellen, ohne die Störungen

mit der elliptischen Bewegung gehörig zu verbinden.

Da die Bestimmung elliptischer Elemente, mit welchen die Störungen

behuf genauer Darstellung der Beobachtungen zu verbinden sind, eine Kenntniss

der Störungen voraussetzt, umgekehrt aber die Theorie der Störungen nicht

genau festgestellt werden kann, ohne eine bereits sehr genaue Kenntniss der

Elemente, so gestattet die Natur der Sache nicht, dies schwierige Geschäft

sofort im ersten Angriffe vollständig zu erledigen, sondern es können Störungen

und Elemente erst durch mehrfach abwechselnd wiederholte Verbesserungen

zur grössten Höhe der Schärfe emporgehoben werden.
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Die erste Theorie der Störungen wird daher auf rein elliptische Ele—

mente gestützt, welche man den Beobachtungen so genau als möglich angepasst

hatte. — Dann wird eine neue Bahn erforscht, welche, mit diesen Störungen

verbunden, den Beobachtungen so nahe als möglich Genüge thut. Ist diese

von den früheren beträchtlich verschieden, so wird auf dieselbe eine wieder—

holte Entwickelung der Störungen gestützt, und diese Verbesserungen werden

abwechselnd so oft wiederholt, bis Beobachtungen, Elemente und Störungen

so genau wie möglich übereinstimmen.

191.

Da die Entwickelung der Theorie der Störungen aus gegebenen Ele—

menten meinem Vorhaben fremd ist, so braucht hier nur gezeigt zu werden,

wie eine genäherte Bahn so verbessert werden kann, dass sie, mit den gege—

benen Störungen verbunden, der Beobachtung so nahe als möglich Genüge

thut. Dies Geschäft lässt sich sehr einfach durch eine den Artikeln 124, 165, (226)

1853 analoge Methode erledigen.

Ffir die Zeiten aller derjenigen Beobachtungen, welche man zu diesem

Zwecke benutzen will, und deren, je nach Belegenheit der Sache es drei, vier

oder mehr geben kann, werden aus den Gleichungen die numerischen \Verthe

dieser Störungen berechnet, sowohl für die Längen in der Bahn, als für die

Radien Vectoren, als für die heliocentrischen Breiten. Für diese Rechnung

nimmt man die Argumente aus den genäherten elliptischen Elementen, auf

welche man die Störungstheorie gestützt hatte. Dann werden aus allen

Beobachtuhgen zwei ausgewählt, für welche man die Abstände von der Erde

aus denselben genäherten Elementen berechnet. Diese constituiren die erste

Hypothese. Die zweite und dritte Hypothese werden gebildet, indem man

jene Abstände ein klein wenig ändert. Dann werden in den einzelnen

Hypothe’sen aus den beiden geocentrischen Orten die heliocentrischen Positionen

und die Entfernungen von der Sonne bestimmt. Aus diesen leitet man,

nachdem die Breiten von den Störungen befreit sind, die Länge des auf-

steigenden Knotens, die Neigung der Bahn und die Längen in der Bahn ab.

Bei dieser Berechnung bedarf die Methode des Art. 110 einer Modification,

wenn es anders der Mühe werth erscheint, auf die säculare Aenderung der
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Knotenlänge und der Neigung Rücksicht zu nehmen. Bezeichnet man nämlich

mit ß, ß' die heliocentrischen, von den periodischen Störungen befreiten

Breiten7 mit Z, N die heliocentrischen Längen, mit Q, Q+Ä die Längen des

aufsteigenden Knotens‚ mit i und i—|— d‘ die Neigungen der Bahn, so empfiehlt

es sich, die Gleichungen in folgender Gestalt darzustellen:

tangß : tangisin(Ä——Q>

taugt

tang(i+ö)

tangi

tang(i—l—ö)

für i den genüherten Werth setzt; sodann lassen sich i und @ durch die

tang [? : tang i sin (1' —— xl— 22).

Der Werth für wird mit aller nöthigen Schärfe erhalten7 wenn man

gewöhnlichen Methoden ermitteln.

Von den beiden Längen in der Bahn ferner7 sowie von den beiden Radien

Vectoren werden die Summen der Störungen abgezogen, um rein elliptische

Werthe zu erhalten. Hier aber kann auch diejenige Einwirkung, welche die

s‘a'cularen Veränderungen der Position des Perihels und der Excentricität

auf die Länge in der Bahn und den Radius Vector äussern —— welche Ein—

wirkung durch die Difi‘erentialformeln des ersten Abschnitts im ersten Buche

zu bestimmen ist —, sofort mit den periodischen Störungen verbunden

werden7 wenn anders die Beobachtungen genügend von einander entfernt sind,

dass es der Mühe werth erscheint, hierauf Rücksicht zu nehmen. Aus diesen

verbesserten Längen in der Bahn und verbesserten Radien Vectoren werden

zugleich mit den entsprechenden Zeiten die übrigen Elemente bestimmt.

Endlich werden aus diesen Elementen die geocentrischen Positionen für alle

übrigen Beobachtungen berechnet. Durch Vergleichung derselben mit den

(227) beobachteten wird auf die in Art. 188 entwickelte Art dasjenige System

der Abstände hergeleitet7 aus welchem Elemente erfiiessen, die allen übrigen

Beobachtungen bestmöglichst genügen.

192.

Die im vorangehenden Artikel erklärte Methode ist vorzugsweise der

Bestimmung der ersten, die Störungen mit enthaltenden Bahn angepasst.

Sobald aber nur erst sowohl die mittleren elliptischen Elemente7 als die
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Störungsgleichungen schon recht nahe bekannt sind, so wird die genaueste

Bestimmung mit Hülfe so vieler Beobachtungen als möglich am bequemsten

durch Anwendung der Methode des Art. 187 erledigt, welche hier einer

besondern Erläuterung nicht bedürfen wird. Wenn nun ein hinreichend grosser

Vorrath an vorzüglichen Beobachtungen vorhanden ist, der einen grossen

Zeitraum umfasst, so kann diese Methode in mehren F“allen zugleich zur

genaueren Bestimmung der Massen der störenden Planeten (wenigstens der

grössern) dienen. Erscheint nämlich die bei der Störungsrechnung voraus—

gesetzte Masse eines störenden Planeten noch nicht hinreichend sicher, so mag

man ausser den sechs, von den Verbesserungen der Elemente abhängenden

Unbekannten, noch eine andere ,u einführen, indem man das Verhältniss der

verbesserten Masse zu der vorausgesetzten Masse wie 1+,u zu 1 setzt. Man

darf dann annehmen, dass die Störungen selbst in eben diesem Verhältnisse

geändert werden, woraus offenbar bei den einzelnen berechneten Positionen

ein neuer lineärer, das M enthaltender Ausdruck erzeugt wird, dessen Ent—

wickelung keiner Schwierigkeit unterworfen ist. Die Vergleichung der berech—

neten Positionen mit den beobachteten nach den oben auseinandergesetzten

Principien, wird zugleich mit den Verbesserungen der Elemente auch die

Verbesserung für ‚u, geben. Es lassen sich daraus also auch die Massen mehrer

Planeten genauer bestimmen, wenn sie Störungen von genügender Beträcht—

lichkeit ausüben. Zweifelsohne werden die Bewegungen der neuen Planeten,

hauptsächlich der Pallas und der Juno, welche so beträchtliche Störungen von

dem Jupiter erleiden, solchergestalt nach einigen Jahrzehnden zu einer sehr

genauen Bestimmung der Masse des Jupiter führen. Ja es wird sogar viel—

leicht dereinst möglich sein, die Masse eines oder des anderen dieser neuen

Planeten aus den Störungen zu erkennen, welche er auf die übrigen ausübt.


