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Dritter Abschnitt.

Relationen zwischen mehren Orten in der Bahn.

78.

Die vergleichende Betrachtung zweier oder mehrer Orte eines Himmels-
korpers in der Balm sowohl als im Raume, gewiihrt eine so grosse Menge
eleganter Vorlagen, dass man damit leicht einen ganzen Band fiillen konnte.
Mein Zweck geht aber nicht dahin, dies fruchtbare Argument zu erschpfen,
sondern hauptsiichlich dahin, hieraus einen umfangreichen Apparat von Hiilfs-
mitteln zu schaffen fiir Auflssung der grossen Aufgabe der Bestimmung unbe-
kannter Bahnen aus den Beobachtungen. Unter Vernachliissigung Dessen, was
hierbei zu fremdartig sein wiirde, will ich daher Alles desto sorgfiiltiger ent-
wickeln, was auf irgend eine Weise zu diesem Zwecke fiihren kann. Den Unter-
suchungen selbst will ich einige trigonometrische Betrachtungen vorausschicken,
auf welche ich wegen ihres hiufigen Gebrauchs ofter zuriickkommen muss:

I. Wenn 4, B, (C irgend welche Winkel bezeichnen, so hat man
sin Asin (C'— B)+sin Bsin(4A—C)4-sin Csin(B—4) = 0
cos Asin (C'— B) 4 cos Bsin (A— C') 4 cos C'sin (B— A4) = 0.
II. Wenn zwei Grissen p und £ aus Gleichungen bestimmt werden

sollen wie
psin(4d—P)=a
psin(B—P) = b,
so geschieht das allgemein mit Hiilfe der Formeln
psin(B— A)sin (H— P) = bsin (H{— A)— asin (H—B)
psin(B— A)cos(H—P) = bcos(H— A)—acos(H— B),

wobei H ein willkiirlicher Winkel ist. Hieraus leitet man (Art. 14, II) den
Winkel H—P ab und psin(B—4); und hieraus £ und p. Gemeiniglich
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pflegt die Bedingung hinzugefiigt zu sein, dass p eine positive Grosse sein
muss, wodurch die Zweideutigkeit in Bestimmung des Winkels H— P durch
seine Tangente entschieden wird. Fehlt aber diese Bedingung, so kann man
die Entscheidung nach Belieben treffen. Zur Bequemlichkeit der Rechnung
pflegt man den willkiirlichen Winkel H entweder = 4 oder = B oder
— 1(A+B) zu setzen. — Im ersten Falle sind die Gleichungen zur Be-
stimmung von P und p folgende:
psin(d—P)=ua
b—acos(B—A4)

peos(4d—P) = — g
Im zweiten Falle sind die Gleichungen ganz analog; im dritten aber: (83)
psin(+A4+1+B—P) = —%;Z)%——(ZE——A)
Fiihrt man daher den Hiilfswinkel C ein, dessen Tangente = %, 86 1hndet

sich P durch die Formel:
tang (£ A+ 1 B— P) = tang (45° + ) tang 4 (B—4)
und sodann p durch irgend eine der vorhergehenden Formeln, wo
ab asin (45° 40  bsin(45°4-9)

i oo e o
Sl =t nldb it DV o= TRy T el

! 1 AP ab  acos(45'+4{)  bceos(45°4-0)
7(6-——(1) i COS(45 _{_S) Vsin?C_ sin{)/2 s scORIGADw

III. Wenn p und P aus den Gleichungen
peos(4d—P)=a
peos(B—P)=1"0
bestimmt werden sollen, so kann Alles unter Nr. IT Erklirte sofort Anwendung
finden, falls man nur dort statt 4 und B allenthalben 90°4-4, 90°+ B schreibt.
Zum bequemeren Gebrauche will ich jedoch die entwickelten Formeln hersetzen.
Die allgemeinen Formeln sind:
psin(B— 4)sin (H— P) = —bcos (H— A)+acos(H— D)
psin(B—A4)cos(H—P) = bsin (H—A4)—asin (H— B).

Diese gehen daher, falls H = A gesetzt wird, iiber in:
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: B—4)—b
psin(4—P) = a_czislg i g
peos(4d—P) = a.
Fir H = B erhalten sie eine #hnliche Form. Fiir H = (A4 B) aber

werden sie:

. —b
psin(; 4+ B—P) = HC;T]T:E
poos(fd-rsB—Pj—

2cos L (B—4)?
so dass nach Einfithrung des Hiilfswinkels £, dessen Tangente = %, entsteht:
cotang (+ A+ 1 B— P) = cotang ((—45") tang + (B— A4).

Sollte man iibrigens wiinschen, die Grosse p unmittelbar aus @ und b,
ohne vorgingige Berechnung des Hiilfswinkels 7, zu bestimmen, so hat man
die Formel

psin(B—A4) = V(aa+bb—2 ab cos(B— 4)),

sowohl bei gegenwiirtiger Aufgabe, als bei II.

79.

Zur vollstindigen Bestimmung eines Kegelschnitts in seiner Ebene wird
Dreierlei erfordert: die Lage des Perihels, die Excentricitiit und der halbe
Parameter. Wenn solche aus gegebenen, von einander abhingigen Grossen
ermittelt werden sollen, so miissen so viele Data vorhanden sein, dass man
drei, von einander unabhingige Gleichungen bilden kamm. — Jeder seiner
Grosse und Lage nach gegebene Radius Vector liefert eine Gleichung, und
es sind deshalb zur Bahnbestimmung drei, ihrer Grosse und Lage nach gege-
bene Radien Vectoren erforderlich. Hat man aber nur zwei Radien
Vectoren, so muss entweder ein Element schon selbst, oder wenigstens irgend
eine andere Grosse gegeben sein, um daraus die dritte Gleichung construiren
zu konnen. Hieraus entsteht eine Mannigfaltigkeit von Aufgaben, die wir jetzt
der Reihe nach durchgehen wollen.

Es sollen 7, © zwei Radien Vectoren sein, die mit einer geraden, in
der Ebene der Bahn aus der Somme beliebig gezogenen Linie die Winkel
N, N’ nach Richtung der Bewegung bilden; es sei ferner 7 der Winkel,
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den mit derselben geraden Linie der Radius Vector im Perihele bildet,
so dass den Radien Vectoren 7, 7 die wahren Anomalien N—1I7, N'—II ent-
sprechen; endlich sei e die Excentricitiit, p der halbe Parameter. — Dann
finden die Gleichungen Statt:

% = 1--ecos(N—1II)
p

L= 1+4ecos(N'—I)

yi

aus denen, wenn iiberher eine der Grossen p, e, IT gegeben ist, die iibrigen
bestimmt werden konnen.

Setzen wir zuerst voraus, dass der halbe Parameter p gegeben sei, so
erhellt, dass die Bestimmung der Grissen e¢ und I7 aus den Gleichungen

e cos (N—IT) =]%—1
ecos(N'—IT) =L —1
SIEL &ty

nach Anleitung des Satzes III im vorhergehenden Artikel geschehen kann. (85)
Man hat daher:
/ T e
tang (N—IT) = cotang (N —N) —— (p—w)];in(N’—N)
(' —r) cotang L (N' — N)

g 2ry
e
bz p

tang (4 N 4 N'— IT) =

80.

Ist der Winkel /7 gegeben, so werden e und p vermittelst folgender
Gleichungen bestimmt:
rr’(cos (IV—1II) —cos (N’—H))
= Trcos(N—H) — 7 cos (N’ —II)
v —r
= reos(N—1II)—+ cos(N'—II)"

Der gemeinsame Nenner in diesen Formeln lisst sich auf die Form: acos (A—1T)
zuriickfiihren, so dass @ und A von IT unabhiingig sind. Bezeichnet dann H
einen willkiirlichen Winkel, so wird
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(rcos (N—H)—7' cos (N'—H)) cos (H — IT)
— (rsin (N—H)—1'sin (N'— H))sin (H—IT)

und deshalb = acos(4—1I), wenn a und A durch folgende Gleichungen be-
stimmt werden:

7 cos (N—IT)—1"' cos (N'—IT) =

7cos(N— H)—1' cos(N'— H) = acos(4d— H)
rsin(N— H)—'sin(V'— H) = asin(4— H).
Auf diese Weise wird:
2r2'sin{(N'— N)sin (4 NJ-4 N'— 1T)

T acos (4 —1II)

/
a——1=

" acos(A—m)”

Diese Formeln sind besonders dann bequem, falls p und e fiir mehre Werthe
von IT zu berechnen sind, wihrend », 7, N, N' ungeiindert bleiben. Da man
zar Bestimmung der Hiilfsgrissen @ und A, den Winkel Z nach Belieben
wihlen kann, so ist es vortheilhaft, 7 = L (N + N') zu setzen, wodurch die
Formeln in folgende iibergehen:

("—r)cos+ (N'—N) = —acos(4—L N—1 N

(" +r)sint(N'—N) = —asin(4— L N— L1 N)
Ist daher der Winkel 4 durch die Gleichung:

tang (4— £ N—+ N') = " tang 4. (' — V)

7 —

bestimmt, so hat man sofort:
Lo eos(d 4N BN
cos L (N'— N)cos(4d—1m)’

6 =

wobei sich die Berechnung des Logarithmus der Grosse :,i: durch den schon

hiufig erkldrten Kunstgriff abkiirzen lisst.

81.

Wenn die Excentricitiit e gegeben ist, so wird der Winkel 77 durch
folgende Gleichung gefunden:
g cos(A—41N—1N')
COS(A—H) = — eCOS-%(N/——N) 9

nachdem der Hiilfswinkel A vermittelst der Gleichung
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(e T £ Y= T e 1 (NN

i Ii

bestimmt ist. Die bei Bestimmung des Winkels A—1/7 durch seinen
Cosinus zuriickbleibende Zweideutigkeit ist in der Natur der Aufgabe be-
griindet, so dass man letzterer durch zwei verschiedene Losungen Gentige
leisten kann, wobei man anderswoher entscheiden muss, welche beizubehalten
und welche zu verwerfen ist. Zu diesem Zwecke muss ein wenigstens ge-
nitherter Werth von /I bereits bekannt sein.
Nachdem I7 gefunden, wird p entweder durch die Formeln:
p = r(1+ecos(N—IT)) = ' (1+4ecos (N'—IT)), oder durch
217’ esin L (N'— N)sin (§ N--4 N’

S
b i ) berechnet.

PP

82.

Nehmen wir endlich an, dass drei Radien Vectoren 7, ', " gegeben
seien, welche mit einer geraden, nach Belieben aus der Sonmne in der Ebene
der Bahn gezogenen Linie die Winkel NN, &', N” bilden. Man hat dann,
unter Beibehaltung der iibrigen Zeichen, folgende Gleichungen:

@O L =1+4ecos(N—IH)

7

L — 14 ecos(V—IT)

L —14ecos(V'—1I),

woraus sich p, II, e auf mehre verschiedene Arten ermitteln lassen.  Will
man zuvorderst die Grosse p berechnen, so werden die drei Gleichungen (I)
respective mit sin(N'—N'), mit —sin(N"—2), mit sin(N'— ) multiplicirt
und man erhiilt durch Addition der Producte nach dem Satze L. Art. 78
sin(N’—N')—sin(N'—N)4-sin(N'—N)

%sin(N”-——N’)w%—sin (g ——N)—{—%sin(N’—N)

p:‘

Dieser Ausdruck verdient eine nihere Betrachtung. Der Zihler wird (87)
offenbar:
— 2sin 4 (N'—N')cos 4 (N'—N')—2sin§ (N —N'cos(3 N'+3 N'—N)
— 4sind (N'— N)sin £ (V" —N)sin § (V' — D).

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk, 14



106 Erstes Buch. Dritter Abschnitt.

Setzt man sodann ferner
rr'gn(N'—N)=mn, rr'sin(N'—N)=mn, rr'sm(N—N)=un,

so sieht man, dass +n, L+, {7 die Flichen der Dreiecke sind, resp. zwischen
dem zweiten und dritten, dem ersten und dritten, dem ersten und zweiten
Radius Vector. Daraus schliesst man lIeicht, dass bei der neuen Formel

S 4sind (N" — N')sin H(N"— N)sin 4 (N'— N ) .o o' 7"
s n—n' -n"

der Nenner gleich sei der doppelten Fliche des Dreiecks, welches von den
Endpunkten der drei Radien Vectoren gebildet wird, d. h. welches zwischen
des Himmelskorpers drei Orten im Raume enthalten ist. Falls jene drei Orte
nur wenig von einander entfernt sind, so wird jene Fliche stets eine
sehr kleine Grosse, und zwar von der dritten Ordnung bleiben, wenn
N'—N, N'—N' als kleine Grissen der ersten Ordnung betrachtet werden.
Hieraus geht zugleich hervor, dass, falls eine oder mehre der Grossen 7, 7,
N, N, N” mit, wenn auch nur geringen Fehlern behaftet sind, hieraus ein
sehr grosser Irrthum bei Ermittelung von p entstehen kann. Es lisst daher
diese Reclnungsmethode zur DBestimmung der Bahn-Dimensionen niemals
grosse Schiirfe zu, wenn nicht die drei heliocentrischen Orte durch betriicht-

liche Zwischenriiume von einander entfernt sind.

Sobald iibrigens der halbe Parameter p getfunden ist, so werden ¢ und /7
durch Combination von zwei irgend welcher der Gleichungen (I) vermittelst der
Methode des Art. 79 bestimmt.

83.

Will man die Auflosung dieser Aufgabe lieber mit Berechnung des
Winkels 77 beginnen, so dient dazu folgende Methode. Man ziehe von der
zweiten der Gleichungen (I) die dritte ab, von der ersten die dritte,
von der ersten die zweite, wodurch folgende drei neue Gleichungen

entstehen :
1 i

T HE I € . / 17
(II) m - 75111(51\7 AR e
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T
7 ’l’” ik N \7//
2Sin%(z\7//__NS— P Slll\ —l—‘ )
1 1
e

e . /
Oin (ZV/ *'F)‘ = ?Slll(%AT+é—N ———-H).

Nach Satz II. Art. 78 geben irgendwelche zwei dieser Gleichungen IT und i), (88)

woraus man durch jede der Gleichungen (I) auch e und p erhiilt. Wihlt
man die dritte, im Art. 78, II behandelte Auflosung, so giebt die Combi-
nation der ersten und dritten Gleichung folgende Rechnungsart. Nach Be-
stimmung des Hiilfswinkels € durch die Gleichung:

/
Ui

r ——l_ sin L (N"—N")
_‘a" 'sm L(N'—N)

tang § =

ist
tang (4 N4+ 1 N' 44 N"—IT) = tang (45’ 4 {)tang (N —N).

Durch Vertauschung des zweiten Ortes mit dem ersten oder dritten erhiilt man
zwei andere véllig analoge Auflsungen. Da bei Anwendung dieser Methode

3 o e : : : :
die Formeln fiir - etwas verwickelter ausfallen, so wird man es vorziehen,

¢ und p durch die Methode des Art. 80 aus zwei jener Gleichungen (I) zu er-
mitteln. Im Uebrigen muss die Zweideutigkeit bei Bestimmung von /7 mittelst
der Tangente des Winkels {N4-3 2V "4 L N"—1IT 50 entschieden werden, dass
e eine positive Grosse wird; denn es ist klar, dass man fiir e entgegengesetzte
Werthe erhalten muss, wenn fiir /7 Werthe genommen werden, die um 180°
verschieden sind. Dagegen ist das Zeichen von p von dieser Z weideutigkeit
unabhingig, und der Werth von p kann nur dann negativ herauskommen,
wenn die drei gegebenen Punkte in dem von der Sonne abgewandten Theile
der Hyperbel liegen, ein Fall, den ich, da er den Gesetzen der Natur zuwider
ist, hier unberiicksichtigt lasse.

Das, was man bei Anwendung der ersten Methode in Art. 78, II erst
nach miihsamen Substitutionen erhiilt, kann im gegenwiirtigen Falle auf folgende

Art bequemer gefunden werden:
147
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Man multiplicire von den Gleichungen (II) die erste mit cos+(N"—N),
die dritte mit cos§ (V'—XN) und ziehe das zweite Product von dem ersten ab.
Dann erhiilt man bei gehiriger Anwendung des Satzes I. Art. 78 [wenn man
ndmlich in der zweiten Formel 4 = { (V' —N'), B=1i1N{+1N"—1II
('= L (N—N') setzt] folgende Gleichung:

1 1 i , 1 1 (
T (" ”“7) eotang ¢ (N '— N =7 (*-7) cotang 3 (N'—N)

2 7 r

= -;—sin L(N"—N)eos(L N1 NY—II),

Durch Combination dieser Gleichung mit der zweiten der Gleichungen (II),

; ; e : 3
finden sich /7 und T und zwar 11 mittelst der Formel

7 7
e
= o

tang (} 44N —IT) = —— e &
(1—7) cotang 4 (IV —N)-——(T—-l)cotang{,—(N —N)

Auch hieraus lassen sich zwei andere ganz analoge Formeln durch Ver-
tauschung des zweiten Ortes mit dem ersten oder dritten ableiten.

84.

Da aus zwei, ihrer Grisse und Lage nach gegebenen Radien Vectoren
und einem Bahnelemente die ganze Bahn sich bestimmen lisst, so wird man
durch jene Daten auch die Zeit ermitteln konnen, innerhalb deren der
Himmelskorper sich von dem einen Radius Vector zum andern bewegt, wenn
man die Masse des Korpers entweder vernachlissigt oder wenigstens als bekannt
betrachtet: wobei wir bei der ersteren Annahme stehen bleiben wollen, auf
welche die andere leicht sich reduciren Lisst. Es ist also umgekehrt klar, dass,
wenn zwei Radien Vectoren ihrer Grisse und Lage nach gegeben sind und
auch zugleich die Zeit, innerhalb welcher der Himmelskérper den zwischen
ihmen liegenden Raum beschreibt, man hieraus die ganze Bahn bestimmen
kann. Jedoch wird diese, zu den wichtigsten in der Theorie der Bewegung
der Himmelskorper gehirende Aufgabe nicht so leicht gelist, da der Ausdruck
der Zeit durch die Elemente transcendent, und iiberdies #Husserst complicirt
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ist. Diese Aufgabe ist es mithin um so mehr werth, auf das sorgfiltigste
abgehandelt zu werden. Es wird daher hoffentlich dem Leser nicht un-
angenelm sein, wenn ich ausser einer weiter unten zu gebenden Auflosungs-
art, die nichts zu wiinschen iibrig lassen diirfte, auch diejenige der Vergessen-
heit entreisse, welche ich, bevor jene sich darbot, hiufig angewendet habe.
Es ist stets niitzlich, die schwierigeren Probleme auf verschiedenen Wegen in
Angriff zu nehmen, und den guten Weg nicht zu verachten, wenn man
auch den besseren vorzieht. Ich beginne also mit der Auseinandersetzung jener
fritheren Methode.

85.

Ich will die Symbole 7, #, N, N', p, e, II in derselben Bezeichnung
beibehalten, die vorher damit verbunden war; den Unterschied N'—JN be-
zeichne ich mit 4, und die Zeit, innerhalb deren der Himmelskorper sich vom
ersten nach dem spiiteren Orte bewegt, mit & Nun ist klar, dass, wenn ein ge-
niherter Werth irgend einer der Grossen p, ¢, IT bekannt wird, auch die
beiden iibrigen daraus sich bestimmen lassen, und sodann die der Bewegung
vom ersten nach dem zweiten Orte entsprechende Zeit mittelst der im ersten
Abschnitte erkliirten Methoden. Wenn diese Zeit mit der angenommenen
Zeit ¢ iibereinstimmt, so ist dann schon der vorausgesetzte Werth von p, ¢
oder I1 der wahre Werth, und die ganze Balm schon gefunden. Ist diese
Uebereinstimmung nicht vorhanden, so wird die mit einem anderen, vom ersten
wenig verschiedenen Werthe wiederholte Rechnung zeigen, eine wie grosse Ver-
tinderung in dem Werthe der Zeit einer geringen Aenderung in dem Werthe
von p, e, I entspricht, woraus man durch einfache Interpolation einen ver-
besserten Werth ermittelt. Bei der hiermit von Neuem wiederholten Rechnung
wird man entweder eine mit der Voraussetzung vollig iibereinstimmende, oder
eine nur so wenig davon verschiedene Zeit erhalten, dass man mit neuen Ver-
besserungen die Uebereinstimmung so genau machen kamm, als es mur die

logarithmischen und trigonometrischen Tafeln zulassen.

Die Aufgabe wird also darauf zuriickgefiihnt, dass man zeigt, wie fiir
den Fall, wo die Bahn noch vollstindig unbekannt ist, ein wenigstens geniiherter

(90)
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Werth einer der Grossen p, e, II sich finden ldsst. Ich will jetzt eine
Methode abhandeln, wodurch der Werth von p mit so grosser Schirfe
ermittelt wird, dass er wenigstens fiir kleine Werthe von 4 keiner Ver-
besserung mehr bedarf, und dass so durch die erste Rechnung die ganze
Bahn schon mit der Genauigkeit, welche die gewdshnlichen Tafeln erlauben,
bestimmt wird. Man wird aber schwerlich in einem anderen Falle auf diese
Methode zu recurriren brauchen, als wenn 4 miissige Werthe besitzt, da die
Bestimmung einer mnoch ginzlich unbekannten Bahn wegen der Husserst
intricaten Complication des Problems kaum anders als aus Beobachtungen
unternommen werden mag, die nicht zu sehr von einander entfernt sind, oder
vielmehr aus solchen Beobachtungen, denen keine zu starke heliocentrische
Bewegung entspricht.

86.

Bezeichnet man den der wahren Anomalie ¥— [T entsprechenden unbe-
stimmten oder verdinderlichen Radius Vector mit g, so ist die Fliche des von

dem Himmelskorper innerhalb der Zeit ¢ beschriebenen Sectors = %ﬁ)@d?/,
wobei dies Integral von » = N bis zu » = N' ausgedehnt ist, und somit
iy — ﬁ)gda/ (wo k& in der Bezeichnung des Art. 6 genommen wird).

Durch die von Cotes entwickelten Formeln ist bereits bekannt, dass, wenn
¢ irgend eine Function von @ ausdriickt, man einen bestindig mehr geniiher-
ten Werth des (zwischen den Grenzen # = u und = w44 genommenen)

Integrals f(p’c da erhilt durch die Formeln

14 (putg@t-a)
14 (putdgutid)+outa)
1A (put-3gputid)+3¢ut2d)+qguid))_ ete.

Fiir unseren Zweck reicht es aus, bei den beiden ersten Formeln stehen

zu bleiben.
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Vermittelst der ersten Formel haben wir bei unserer Aufgabe fg@dv =

Ary! 7

LT d(rr4r'r) = —osg5 emn man —- = tang (45‘{—}— w) setzt. Fin erster ge-
: . dry :
niherter Werth fiir J/p wird deshalb sein = ﬁslg;q den ich = 3o setze.

Durch die zweite Formel erhiilt man genauer
ﬁ)ﬁ’dy =1d(rr+4+r+"44RR),

wobei R denjenigen Radius Vector bezeichnet, welcher der in der Mitte liegenden
Anomalie + N+ N'—IT entspricht. Wenn man nun p durch r, B, 7', N, N4 4,
N-I-4 nach Anleitung der Formel des Art. 82 ausdriickt, so folgt:

(e
4sint 4*sinf 4

= T I , und hieraus
e bt Tl U s oA
( = -+ 7 )sxnfd 7 sind
CoSh M 1(i+ 1) 2sin} 4 cos @ 2sin 1 42
R 2\ 7 p V(@7 cos2w) e

Setzt man daher

2sind 42/ (r+' cos2) cost A}/ (rr cos2w
7 S 2

= o wird k=

COS @ 0
cosw(l——
(12
woraus man den zweiten geniherten Werth von J/p erhilt:
2ccosd 42 cos2w? &
Vp:a—l— : 6>2 :a+<1 627
cosw? (1 — — i
-2 2
: 1L 4cos2wN\? 4 = ; v
wobei 20&(%) = ¢ gesetzt ist. Schreibt man deshalb = fiir }/p, so
wird = durch die Gleichung (x—e) (1 ———)* = & bestimmt, welche, gehdrig

entwickelt, bis zum fiinften Grade steigen wiirde. Setzt man & = g—+u, so
dass ¢ ein geniiherter Werth von x ist, und w eine sehr kleine Grosse, deren
Quadrate und hohere Potenzen vernachlissigt werden kinnen, so entsteht aus
dieser Substitution

2

) + 3 (1 e

4 |y
St Tq> +‘“{ of 99 q

e 98 g0 (19— )
£ (qg—9)(¢°F30q—4c0)

) 46(g— 1)
e o), 4)} =& -oder
9

, und daher

(91)
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g == S (99— (2gq1-409—5ab)q
W= Mgy B0y =—4ea "~

Bei unserer Aufgabe haben wir bereits einen geniiherten Werth fiir =

I
nimlich = 3a, der, in die vorangehende Formel fiir ¢ eingeschaltet, den ver-

besserten Werth liefert

243 0' e 430 (Qee—06) (Yea--T0)
Jq ==
(Qee—0)(2Tea-50)

=~ 0 & . .
Setzt man daher 57— = 3, T—3fa — s S0 nimmt die Formel folgende

(1 21
Gestalt ‘an: w = —(-—_lt_y}_——gﬁ——@, und alle zur Auflssung der Aufgabe nothwen-

digen Operationen sind in nachstehenden fiinf Formeln enthalten:

7'/ . 0
I — =tang(45’ 4 w)
Ary’!
IL 3kicosZw
2sind 4}/ (rr'cos2w)
27 cecosm g

il 1§

2cosi 4% cos2w?
T > D
Lv. (1—3p)cos w? =l

i o(1 21

b
Will man etwas von der Genauigkeit dieser Formeln opfern, so lassen
sich noch einfachere Ausdriicke entwickeln. — Wenn man niimlich cosw und

cos2w = 1 macht und den Werth von }/p in eine nach den Potenzen von 4
fortschreitende Reihe entwickelt, so folgt, unter Vernachliissigung der vierten

und hoheren Potenzen,
A4V ro
Vp=o(3—t 44+ ),

wo 4 in Theilen des Radius auszudriicken ist. Macht man deshalb
Ary! .
gy VP, so erhilt man:

44V rv
/ e Pl e T e
WG = (1 Ldd+ 3 )
Entwickelt man auf iihnliche Weise }/p in eine nach den Potenzen von sind

S . . . rr'sind "
fortschreitende Reihe und setzt dabei 7—1% = J/p’, sorentsteht:
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i e V”)Vp, odér

VIII. p=p'+isind’yrr.
Die Formeln VII und VIII kommen mit denen iiberein, welche Euler in
., Theoria. motus planetarum et cometarum* abgehandelt hat, die Formel VI

aber mit der in ,,Recherches et calculs sur la wraie orbite elliptique de la
comete de 1769, p. 80 gegebenen.

87.

Nachfolgende Beispiele werden den Gebrauch der obigen Vorschriften
erliutern und es ldsst sich daraus zugleich der Grad der Genauigkeit schiitzen.

I. Es sei logr = 0,3307640, logr' = 0,3222239, 4 = 70134:58 18 198)

— 27293"73, t= 21,93391 Tage. Hieraus findet sich w = -—33"47"90 und

die weitere Rechnung steht dann so:
AT 4,436 0629 Logrr cos2 .. .. 0,326 4519
W 0,652 9879 logEin: A0 . 7,08899%2
T AN 5,972 8722 o gl 8,869 6662
DT SRR 8,658 8840 oo 0,558 2180
C logcos2w...... 0,000 0840 Clogcosar ... 0o, 0,000 0210
Daal 9,720 8910 {2 R 6,793 3543

= 4,000 621 &75{

Bl i 0,301 0300
dlgnceens 4 ... 9,998 0976 1+y+213 = 3,0074471
2loocos2w. .. .... 9,999 8320 | e 0,4781980
C.log(1—33)....0,0008103 oo Lo e e s 9,720 8910
20 logeosw .. ...\ 0,000 0420 C.log(1+574)....9,998 6528
1 e 0,2998119 sl g SRR 0,197 7418
y = 1,9943982 log i, i dviicds 0,395 4836

218 = 0,013 0489.

Dieser Werth fiir logp weicht vom wahren kaum um eine Einheit in der
siebenten Stelle ab. Die Formel VI giebt in diesem Beispiele log p = 0,395 4822,
Formel VII liefert 0,3954780; aus Formel VIII endlich folgt 0,3954754.

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk, 15
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II. Es sei logr = 0,428 2792, logr’ = 0,406 2033, 4 = 62°55'16"64,
1=259,884 77 Tage. Daraus wird erhalten w=—1"27'20"14, loge=9,748 2348,
f = 0,04535216, y = 1,681127, log})/p — 0,2198027, logp = 0,439 6054,
cin Werth, der um 187 Einheiten der siebenten Decimale kleiner als der richtige
ist. Denn der wahre Werth in diesem Beispiele ist 0,439 6237; aus Formel VI
findet sich 0,436 8730; aus VII 0,4159824, aus VIII 0,4051103. Hier sind
die beiden letzten Werthe von dem wahren so sehr verschieden, dass sie
nicht einmal die Stelle einer Anniherung vertreten kimnen.

88.

Die Auseinandersetzung der zweiten Methode wird uns Gelegenheit
zar Darlegung einer Menge neuer und eleganter Relationen darbieten, und da
dieselben bei den verschiedenen Arten der Kegelschnitte verschiedene Ge-
stalten annehmen, so will ich das Einzelne getrennt von einander behandeln
und mit der Ellipse beginnen.

(94) Es mogen zweien Orten die wahren Anomalien v, « entsprechen
(wobei v die der Zeit nach vorangehende ist), die excentrischen Anomalien
seien K und £, die Radien Vectoren 7, #'; ferner sei p der halbe Parameter,
e = sing die Excentricitiit, ¢ die halbe grosse Axe, ¢ die Zeit, innerhalb deren
die Bewegung vom ersten zum zweiten Orte vor sich geht. Endlich setze ich

p ——
cos @

V—ov=2f, V+ov=2F, B'—E=2g, B'4+E=2@G, acosp =
Dann werden aus Combination der Formeln V und VI Art. 8 leicht folgende
Gleichungen abgeleitet:

Y ey oy e

(2]  bsinG —sinF . Vrr
peosg = (costwvcosiv' .(14-¢)+sintwsinto'. (1—e)))/r7, oder

[8] pcosg = (cosf+ecos F)}/rr, und ebenso

[4] pcosG = (cos F'4-ecosf))/rr.
Aus Combination der Gleichungen [3] und [4] entsteht ferner

[6] cosf.)rr = (cosg—ecosG)a

[6] cosF.}Yrr = (cosG'—ecosyg)a.
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Durch Formel III Art. 8 erhilt man
[7] 7 —r= 2aesingsinG

¥ +r = 2a—2aecosgcosG = 2asing® + 2cos feosg)/rr,

woraus
741’ —2cos feosg )/ v’
LS 2sin g* 6
Setzt man
q!l 71
s .
[9] W—Zl—i—QZ, 80 1st
[10] @ = 2({-sing*)cos f )/ rr’
sin g*
2(+sin}g? ;
und' o = j—_V( ( —'_Sm:iz;cosfvw), wo das obere, oder untere Zeichen ge-

nommen werden muss, je nachdem sing positiv oder negativ ist.

Die Formel XII Art. 8 liefert uns die Gleichung
kt / 8 : : : : :
s L sl Fegm B— 29— 2esing cos G = 29— sin 29 - 2 cos fsing e

o
a: Qass
Substituirt man fiir @ in diese Gleichung seinen Werth aus [10] und setzt der
Kiirze wegen

kt

i
2%cosf % (rr)*
so erhilt man nach den gehirigen Reductionen

[12] iﬂn==ﬂ+wm§gﬁ%+%b%ﬁn%fﬁ’32:f@22>

sin ¢*

— Ui

wo fiir m das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem sing positiv oder
negativ ist.

Wenn die heliocentrische Bewegung zwischen 180° und 360° vor sich
geht, oder, allgemeiner gesprochen, wenn cos f negativ ist, so wiirde die Grosse
m imaginir herauskommen, falls sie durch Formel [11] bestimmt wird, und /
wiirde negativ werden. Um dies zu vermeiden, nehme ich in diesem Falle
statt der Gleichungen [9] und [11] nachstehende

/
Lk
* r
[97] e - 1—2L
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kt
2% (—cos f )% (v r’)%
woraus man statt [10] und [12] folgende erhilt:
= e 2 !
o g — 2(L Su;i%lfqz)COSfV“

[127] +M=—(L—sinig)'+(L—sintg)f(2e—tin2g

sin ¢° )

[117]

:M,

wo das zweifelhafte Zeichen ebenso wie vorher entschieden wird.

89.

Es liegt uns jetzt ein doppeltes Geschiift ob:

1) aus der transcendenten, eine directe Auflgsung nicht zulassenden
Gleichung [12] die unbekannte Grisse ¢ so bequem als méglich
zu bestimmen;

2) aus dem gefundenen Winkel ¢ die Elemente selbst abzuleiten.

Bevor wir hiezu schreiten, wollen wir eine gewisse Umgestaltung angeben, mit-
telst deren die Berechnung der Hiilfsgrosse / oder L schneller bewerkstelligt
wird, und iiberdies mehre spiter zu entwickelnde Formeln auf eine elegantere
Gestalt zuriickgefiihrt werden.

Indem man niimlich den, durch die Formel ]4/7;— = tang (45'+ )
zu bestimmenden Hiilfswinkel w einfiihrt, wird
(96) V-4V 2 = 24 (tang (45’ 4 w)— cotang (45° 4 w))" = 244 tang 2 w*;

woraus man erhilt:

sind f? | tang 2o’ sind f2 tang 2 w*
= —+ —, L=— — >
cos cos f cos f cos f'
90.
Ich betrachte zuerst den Fall, wo aus Auflosung der Gleichung [12]
2g—sin2
. . ek S L - . b 5 =4 sin ,g,,
ein nicht zu grosser Werth von g sich ergiebt, so dass man e

in eine, nach den Potenzen von sintg fortschreitende Reihe entwickeln kann.
Der Zihler dieses Ausdrucks, den ich mit X bezeichne, wird
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= 2gin 3——5111 Lg’—2singg'— etc.
Der Nenner aber

= 8sinig’—12sinig’4 3sin g 4 ete.
Deshalb nimmt X die Form an: 4

4+ Ssinig’+4isinyg'+ ete.
Um nun das Gesetz der Progression der Coefficienten zu finden, differentiire
ich die Gleichung
Xsing® = 2¢g—sin2y,
woraus hervorgeht:
2 . dXx ;
3 Xcosgsing® —}—s1ng3d—g — 2—2co82g = 4sing”.

Setzt man ferner

sinlg’ =z,
so wird
dax s
g
und daher
dX 8—6Xcosg 4 -3X(1—2uw)
; da sin ¢* i 2xfl —x) !
mithin
2z—2z2) 4~ e T e (3—6x)X.

Setzt man also:
X=4t(14az+tpraxtya’ Iz’ + etc.),
so folgt die Gleichung:
$(ex+ (2B—a)za + By—2p)a’ 4 (40—3y)e" + ete.) = (8—4a)x
1 (Ba—4p)zx+(83—4y)x’ + (8y—4d)a’ + ete.,
welche identisch sein muss. Hieraus bekomme ich
a=12%, =70 y =4p, d =1y ete,
wo das Gesetz der Progression klar ist. Man hat daher

4.6 6.8, 45 B0 4.6.8.10.12
L e +3 Lk +357 S e T L

Diese Reihe lisst sich in folgenden continuirten Bruch umformen:
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X = S
1—4x
2
5.8
1—7 5%
T
l1—553
7.10
FEEERS
3.6
l1—5 152
9 12
l—®
15— efc.
; : 6 9 BOB A
Das Gesetz, nach welchem die Coefficienten =y T T T oahean i D

schreiten, ist klar, denn das %" Glied dieser Reihe wird, wenn 7 gerade

o __”__M_ 3 e n+2.n-4+5
18t — 272+1.2?l+37 wenn 7 ungelade S — m.

wickelung dieses Gegenstandes™) wiirde uns zu weit von unserem Zwecke ent-

Die weitere Ent-

fernen. Setzt man nun

s Sy
5.8
179
ST AL
e G,

1.

I—@—8’

£ sing3—%(%g~sin2g)(l—%sin%g2)

; 52 g—sin2g)

Der Zihler dieses Ausdruckes ist eine Grosse von der siebenten Ordnung, der
Nenner von der dritten und daher § von der vierten, wenn niémlich g als Grisse
der ersten, oder = als von der zweiten Ordnung betrachtet wird. Hieraus
liisst sich schliessen, dass diese Formel zur genauen numerischen Berechnung
von & nicht zweckmiissig ist, sobald g keinen sehr betréichtlichen Winkel aus-
driickt. Dann aber werden zu diesem Zwecke die nachfolgenden Formeln

: = 4 10
so wrd & = und §==z— § +gx, oder

*) Wegen des Zusatzes zu den Artt. 90 u. 100 vergleiche den Anhang. Ammerkung des Uebersetzers.
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bequem benutzt, die von einander durch die vertauschte Ordnung der
Zihler bei den gebrochenen Coefficienten verschieden sind, und deren erstere
aus dem angenommenen Werthe fiir z—§& unschwer sich herleiten lisst. (Die
Ableitung der Zweiten setzt einige weniger nahe liegende Umformungen vor-
aus, die ich bei anderer Gelegenheit erkliren will.)

Eacoc
P 35
[13] e 1 2 40
+ut G’
4
l—g—éa,
70
l—m:t
18
1_1%.1/
108
b=
IS e fett
—— XX
35
Gderses — e r
l—gm—agcc
40
18
1—14—31
70
lwmx
40
1 —om @
1— ete.

In der dritten, diesem Werke angehiingten Tafel findet man fiir alle Werthe
yon =0 bis #=0,3 (nach einzelnen Tausendtheilen) die entsprechenden
Werthe von & in sicbenstelligen Decimalen berechnet. Diese Tafel zeigt auf
den ersten Blick die Kleinheit von & bei missigen Werthen fiir g. Z. B. fiir
E'—E=10°, oder g =5, wo & = 0,00195, wird §= 0,0000002. Ks wiirde
iiberfliissig sein, diese Tafel noch weiter fortzusetzen, da dem Grenzwerthe
@ =0,3 ein g— 66"25, oder B'—FE =132"50" entspricht. ~Uebrigens soll
die dritte Columme der Tafel, welche diejenigen Werthe von § die den negati-
ven Werthen von z entsprechen, enthiilt, weiter unten erklirt werden.

(98)
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91.

Die Gleichung [12], bei welcher in dem hier behandelten Falle offen-
bar das obere Zeichen gilt, erhilt durch Einfiihrung der Grosse § fol-
gende Gestalt:

= 3y @t
m = (I+=) —l—%_%%(m__g).
Setzt man mithin /({4 xz) = %, und

mm

[14] AR h, so folgt nach den gehorigen Reductionen
—Dyy
T ki
[15] e
Kann daher % als eine bekannte Grisse angesehen werden, so wird daraus
7 mittelst einer cubischen Gleichung bestimmt und es wird dann sein

‘99) [16] e mm —l,
G
Wenn nun % auch die noch unbekannte Grosse § in sich schliesst, so darf
man doch letztere bei der ersten Anniherung vernachlissigen und —a«i—zl fiir
%

h annehmen, weil wenigstens in dem hier abgehandelten Falle & stets eine sehr
kleine Grosse ist. Hieraus leitet man durch die Gleichungen [15] und [16] y und
x ab, und aus « erhilt man durch Tafel IIT das & mit dessen Hiilfe die
Formel [14] einen verbesserten Werth fiiv % liefert, womit die wiederholte
Rechnung verbesserte Werthe fiir  und y giebt. Gemeiniglich weichen diese
so wenig von den vorhergehenden Werthen ab, dass, wenn & von Neuem aus
der Tafel III genommen wird, es mnicht vom ersten Werthe verschieden
ist. Andernfalls muss man die Rechnung abermals wiederholen, bis sie weiter
keine Aenderung zu erfahren hat. Sobald die Grosse « gefunden ist, erhilt
man ¢ durch die Formel sinig* = .

Diese Vorschriften beziehen sich auf den ersten Fall, wo cos f positiv

- : M
ist. Tm andern Falle, wo cosf negativ, setzt man }/(L—az) = und

MM
e
Reduction iibergeht in:

[147] — H, wodurch die Gleichung [127] nach gehoriger
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i = - i
Durch diese cubische Gleichung kann man Y aus /A bestimmen und daraus
wieder = durch die Gleichung

[16] =z = L—

; 5 MM :
Bei der ersten Anniiherung wird fir H der Werth 7—: genommen. Mit
T

einem hieraus fiir = mittelst der Gleichungen [15°] und [167] abgeleiteten
Werthe wird & aus der dritten Tafel genommen. Hieraus erhiilt man durch
Formel [14*] einen verbesserten Werth von [/, mit dem man die Rechnung in
derselben Weise wiederholt. Endlich wird aus z der Winkel g in derselben
Weise bestimmt wie im ersten Falle.

92.

Wiewohl die Gleichungen [15] und [157] in gewissen Fillen drei reelle
Wurzeln haben kinnen, so wird es doch niemals zweifelhaft sein, welche man
in unserer Aufgabe wihlen muss. Denn da A offenbar eine positive Grosse
ist, so lisst sich aus der Theorie der Gleichungen leicht schliessen, dass die
Gleichung [15] eine einzige positive Wurzel habe, entweder nebst zwei imagintiren

. 2 m 3 : i -
oder nebst zwei negativen. Da nun y = ViEa nothwendig eine positive Grosse

sein muss, so sieht man, dass hier keine Ungewissheit bleibt. — Was aber die
Gleichung [15%] betrifft, so bemerke ich zuerst, dass L nothwendig grisser als
Eins ist, wie sich leicht erweisen lisst, wenn die in Art. 89 gegebene Gleichung

. cosi f? | tang2w’ : Q f
: = 3 o 3 fo
unter die Form L Lo 7 et 7 gebracht wird etzt man ferner

in der Gleichung [12*] YV (L—=) statt M, so erhiilt man Y41 = (L—uz)X
und daber Y4+1>(1—z)X>3 —[—54—.3:6-1—34“.%331;—[—?%%@3—{— ete. >+, und
folglich ¥>21. Setzt man also ¥ =4+ Y, so ist nothwendig ¥’ eine
positive Grosse, die Gleichung [15*] aber geht sodann in folgende iiber:
Y*42Y'Y'4+(1—H)Y +5%—2H=0, von der sich aus der Theorie der
Gleichungen leicht zeigen lisst, dass sie mehre positive Wurzeln nicht haben

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk, 16

(100)
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=]

konne. Daraus geht hervor, dass Gleichung [15"] eine einzige Wurzel hat,
die grosser als + ist (wenn man wenigstens annimmt, dass die Aufgabe in
der That auflésbar sein soll) und die man unter Verwerfung der iibrigen in
unserer Aufgabe annehmen muss.

93.

Um die Auflésung der Gleichung [15] fiir die in der Praxis am
hiiufigsten vorkommenden Fille so bequem als moglich zu machen, fiige ich
im Anhange eine besondere Tafel (Tafel II) bei, welche die, den Werthen
von ~ = 0 bis A= 0,6 entsprechenden Logarithmen von yy mit der grissten
Sorgfalt siebenstellig berechnet liefert. Das Argument % zwischen 0 und 0,04
schreitet vor in einzelnen Zehntausendtheilen, wodurch die zweiten Differenzen
von log yy verschwindend gemacht sind, so dass wenigstens in diesem Theile
der Tafel die einfache Interpolation geniigt. Da aber die Tafel, wenn sie
allenthalben von dieser Ausdehnung hiitte sein sollen, sehr umfangreich geworden
sein wiirde, so musste sie von A = 0,04 an bis zum Schlusse nur durch die
einzelnen Tausendtheile fortschreiten. In diesem zweiten Theile muss daher
Riicksicht auf die zweiten Differenzen genommen werden, wenn man wenigstens
Irrthiimer von einigen Einheiten in der siebenten Stelle vermeiden will.
Uebrigens sind die kleineren Werthe von A in der Praxis bei Weitem die
hiufigsten.

Die Auflosung dér Gleichungen [15] und [157] kann, wenn / die Grenze
der Tafel iiberschreitet, unschwer durch eine indirecte Methode oder durch
andere hinlinglich bekannte Methoden geschehen. Uebrigens ist noch zu
bemerken, dass ein kleiner Werth von g mit einem negativen Werthe fiir
cosf nur bei sehr excentrischen Bahnen bestehen kann, wie aus der unten
in Art. 95 zu behandelnden Gleichung [20] hervorgehen wird. (Jene
Gleichung zeigt, dass, wenn cosf negativ ist, ¢ wenigstens grosser sein miisse,

als 90°'—g.)



Relationen zwischen mehren Orten in der Bahn. 123

94.

Die in den Art. 91, 92, 93 erkliivte Bebandlung der Gleichungen [12]
und [127*] stiitzt sich auf die Voraussetzung, dass der Winkel ¢ nicht gar zu
gross ist, wenigstens innerhalb der Grenze 66’25, iiber welche hinaus die
Tafel III nicht ausgedehnt ist. So oft diese Voraussetzung keine Statt findet,
so bediirfen jene Gleichungen nicht jener Kunstgriffe, sondern sie kimnen dann

in unverdnderter Gestalt sicher und bequem stets durch Versuche
2g—sin2g

aufgelost werden. Sicher niimlich, weil der Werth des Ausdrucks ——— -
S1

(wobei 2¢ in Theilen des Radius auszudriicken) fiir grossere Werthe von g
mit aller Schiirfe durch die trigonometrischen Tafeln sich berechnen liisst,
was keineswegs geschehen kann, so lange g ein kleiner. Winkel ist; bequem,
weil heliocentrische Orte, die um einen so grossen Zwischenraum von einander
abstehen, schwerlich jemals zur Bestimmung einer noch giinzlich unbekannten Bahn
benutzt werden, und weil bei irgend einer Kenntniss der Bahn ein geniherter
Werth von g fast ohne Miihe mittelst der Gleichung [1] oder [3] des Art. 88
sich ergiebt. Endlich wird aus einem genitherten Werthe von g ein ver-
besserter, der Gleichung [12] oder [127] mit aller wiinschenswerthen Schirfe
geniigender Werth stets durch wenige Versuche gefunden. Falls iibrigens
die beiden angenommenen heliocentrischen Orte mehr als eine ganze Revolution
umfassen, so muss man bedenken, dass von der excentrischen Anomalie ebenso
viele ganze Revolutionen vollendet sind, so dass die Winkel E—E o—v
entweder beide zwischen 0 und 360° liegen, oder beide zwischen iHhnlichen
Vielfachen der ganzen Peripherie, und daher f und ¢ entweder zugleich inner-
halb 0 und 180°, oder zwischen dlnlichen Vielfachen der halben Peripherie. —
Wenn es endlich bei einer noch ginzlich unbekannten Bahn selbst ungewiss
sein sollte, ob der Himmelskorper wiithrend des Ueberganges vom  ersten
Radius Vector zum zweiten nur einen Theil seines Umlaufs, oder iiber eine
ganze oder mehre Revolutionen hinaus beschrieben hiitte, so wiirde unsere
Aufgabe niemals mehre verschiedene Auflgsungen zulassen. Da inzwischen
dieser Fall in der Praxis kaum je eintreten mag, so halte ich mich nicht

weiter bei ihm auf.
16*

(101)



124 Erstes Buch. Dritter Abschnitt.

95.

Ich gehe zu dem zweiten Geschiift iiber, néimlich zur Bestimmung der
Bahnelemente aus dem gefundenen Winkel g. Die halbe grosse Axe erhiilt
man hier sogleich aus den Formeln [10] und [10%], statt deren man auch die
folgenden anwenden kann:

, __ 2mmcos fYrr kk te
(17 o yysin g? " 4yy 7o' cos f*sing?
177  a— =2MMeosfYrr _ Kk ¢t
e Y Ysin ¢* T 4YYrr'cosfPsing?’

(102) Die halbe kleine Axe b = }/ap findet sich aus Gleichung [1], welche, mit den
vorhergehenden combinirt, giebt:

[18] pz(yo"r'sin2f 2

ket
i N Vrroma e
87wl
Jetzt wird der zwischen den beiden Radien Vectoren und dem elliptischen
Bogen enthaltene elliptische Sector = 4 kt]/p, das Dreieck aber zwischen den-
selben Radien Vectoren und der Chorde = L1r#'sin2f. Das Verhiltniss des

Sectors zum Dreieck ist daher wie y:1 oder wie ¥:1. Diese Bemerkung ist
dusserst wichtig und erliutert zugleich in schoner Weise die Gleichungen [12]
und [12"]. Denn hieraus ist klar, dass in der Gleichung [12] die Theile m, (/ —{—x)%,
X(l—}—x)%, in der Gleichung [127*] aber die Theile M, (L—m)%, X(L— )%
beziehungsweise proportional sind der Sectorfliche (zwischen den Radien
Vectoren und dem elliptischen Bogen), der Dreiecksfliiche (zwischen den
Radien Vectoren und der Chorde), der Segmentfliiche (zwischen dem Bogen
und der Chorde), weshalb offenbar die erste Fliche gleich ist entweder der
Summe oder der Differenz der beiden iibrigen, je nachdem entweder v —v
zwischen 0 und 180°, oder zwischen 180° und 360° liegt. In dem Falle, wo
v'—w grisser als 360°, muss die Sectorfliche und die Segmentfliiche als eine
solche betrachtet werden, der die Fliiche der ganzen Ellipse ebenso oft hinzu-
gefiigt ist, als jene Bewegung ganze Umlidufe enthilt.
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Da b= acosg ist, so folgt aus Combination der Gleichungen [1],
{101 1107 ferner:

__ singtang f
[19] cosg = BEF i
[19*] cosgp = — sin g tang f

2(L—sin} g*)’
woraus, wenn man fiir /, L ihre Werthe aus Art. 89 einschaltet, entsteht:

- 5 sin f'sin ¢
[20] cosy = 1 —cos feosg-|2tang 20*

Diese Formel ist zur genauen Berechnung der Excentricitiit, wenn letztere missig
ist, nicht geeignet. Man kann daraus aber leicht folgende, hiezu passendere
ableiten:
4.2 sin§(f—g)*{-tang20?
[21] tang;(p = sin%(f—{—gf—}—tang?m”
der man auch (durch Multiplication des Zihlers und Nenners mit cos2w’)
folgende Gestalt geben kann:
S sind (f—¢)* “-cosi(f—9)? sin 2 o?
[22] tang3 ¢ = G (FF g7 Fcosh (g sinZe? "
Aus beiden Formeln kann man den Winkel ¢ mit aller Schéirfe bestimmen (wenn (103)

tang 2

man will durch Einfiihrung von Hiilfswinkeln, deren Tangenten ———5—7-7°,
sind (f—g¢)

tang 2 o S - : sin 2 o sin 2 @ ot St
gy fiir die erste, oder Sl Bl g fiir die zweite sind).

Zur Bestimmung des Winkels G liisst sich nachstehende Formel brauchen,
die von selbst aus Combination der Gleichungen [5], [7] und der darauf
folgenden (aicht numerirten) sich ergiebt:

N oG — (

(' —r)sing
‘ r J-r)cosg—2cosf )/ '’
aus der, durch Einfiihrung von o, leicht sich ableiten léisst:

i sin ¢ sin 2 @

~ cos2w’sing (f—g)sing (f+g)+sin2w’cosg’

Die hier zuriickbleibende Zweideutigkeit wird mit Hiilfe der Gleichung [7]
entschieden, welche lehrt, dass G' innerhalb 0 und 180", oder innerhalb 180°
und 360° genommen werden muss, je nachdem der Zihler in diesen beiden

[24] tang G

Formeln positiv oder negativ ist.
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Combinirt man die Gleichung [3] mit denen, welche sofort aus der Gleichung IT
Art. 8 folgen, néimlich

1 1 2iens :

= ?smfsmF

1 i 2 2e

T—[—T = —p——l—?COSfCOSF,

so resultirt daraus ohne Weiteres

; g (r' ry)pin :
[26]  tang = 2cosg ) 1 — (¥ ) cos f !

aus der, nach Einfiihrung des Winkels o, folgt:

sin fsin 2 o
cos 20’ sind (f—g)sind(f4g)—sin2w?cosf
Die Zweideutigkeit wird hier ebenso wie vorher gehoben. — Nachdem die
Winkel ¥ und G gefunden, erhilt man v = F—Jf, o = F-Lf, woraus die
Lage des Perihels bekannt wird, wnd £= G—g, E' = G4-g. Endlich ist
die mittlere Bewegung innerhalb der Zeit ¢ = ﬁf- = 2g—2ecosG'sing, wobel
G

die Uebereinstimmung beider Ausdriicke zur Priifung der Rechnung dient; die

[26] . tang & —

Epoche der mittlern Anomalie aber, welche dem zwischen den beiden Zeit-
annahmen in der Mitte liegenden Zeitaugenblicke entspricht, ist G'— esin G cos
8 8 P ) )
die nach Belieben auch auf irgend eine andere Zeit iibertragen werden kann.
Noch etwas bequemer ist es, die mittleren Anomalien fiir die beiden gegebenen
7) o
Zeitpunkte durch die Formeln E—esin#, E'—esinZ' zu berechnen und

3 ] : SRl 3
deren Differenz im Vergleiche mit — zur Priifung der Rechnung zu benutzen.
3 g g
a

96.

Die Gleichungen des vorhergehenden Artikels besitzen zwar alle wiin-
schenswerthe Concinnitit, nichtsdestoweniger aber lassen sich aus ihnen gewisse
andere Formeln ableiten, durch welche die Bahnelemente noch eleganter und
bequemer bestimmt werden. Inzwischen ist die Entwickelung dieser Formeln
weniger bekannt. Ich nehme aus Art. 8 die folgenden Gleichungen wieder
vor, die ich der Bequemlichkeit wegen durch neue Nummern auszeichne:
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ik sin%v]/%:sin%E[/(l—{—e)

IL cos%v]/% = cos+ EY/(1—e)
L sinio') = sind B'Y/(1+¢)
LY. cos%v']/—z—/ = cos+ E'}/(1—e).

Multiplicirt man I durch sini(#4-g), II durch cos+ (F+g), so erhiilt man
nach Addition der Producte

cos & (f+9) V- = sind Esind (F4-9))/ (1+¢)+cos ; Ecosy (F+9) V(1 —),
oder, da 1/(14¢€)=cosig+smip, V(11— = cos+ p—sin ¢,
08 & (f+-g) /- = coss g cos( F—4 G g)—sint peos } (F+6).

Auf ganz #hnliche Art wird, wenn man III durch sini(F—g), IV durch
cos+(F—g) multiplicirt und die Producte addirt,

cos & (f+-9) V- — cos b peos(s F—4G—g)—sin peos § (F+ G).
Zieht man von dieser Gleichung die vorhergehende ab, so entsteht:
cos t (f+9) (V5 — V) = 2eos  psingsind (F— ),
oder durch Einfiihrung des Hiilfswinkels @
[27] cost(f+g)tang2w = sin 3 (F'— () cos+ g sing 14/%6—5

Durch ganz #hnliche Umformungen, deren Entwickelung ich dem kundigen (105)
Leser iiberlasse, findet sich

[28] Sn(f9 _ o5 (FP—G)cos 5 ¢ sing];%z—

cos 2w 2

[29] cosi(f—g)tang2w = sin} (F+ G)sin% qasingf/%

[30] i cos 1 (F+ G) sin—é—cpsingf/

aa
cos2w re’*

Da dic ersten Seiten in diesen vier Gleichungen bekannte Grossen sind, so

wird aus [27] und [28] 4 (F—G) und cos; gsing ]4/—;1% = P, und aus [29] und
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[80] ebenso 4 (F'4-G) und sin}gsing)/ 2% — Q bestimmt. Die Zweideutigkeit

bei Bestimmung der Winkel +(F—G), 3+ (F'+G) wird so entschieden, dass
P und Q dasselbe Zeichen wie sing erhalten. Aus P und @ wird sodann
RRY rv

4
’ : Rl o 7 . oE st
3¢, und sing)/-—- = R abgeleitet. Aus R lisst sich a = oy und p =
S
-S—m—J;—}z/-’L bestimmen, wenn man nicht lieher diese Grosse lediglich zur

Priifung der Rechnung brauchen will. Diese Grisse muss dann werden
=+V1(2(+sintg’)cosf) =+1/(—2 (L-—siﬁ%f}cosf).

In diesem Falle lassen sich ¢ und p sehr bequem durch folgende Formeln
finden:

il sin f)/ o

Siges T coRg’

p = bcose.

Es konnen auch nach Belieben zur Priifung der Rechnung mehre Gleichungen
der Art. 88 und 95 zu Hiilfe genommen werden, welchen ich noch die fol-
genden beifiige:

2 tang 2 » r!

B akion 4
P e sin G'sin g

2tang2w pp i g
e V »_468111Fsmf

2tang 2w

P L L sin O sinf = tang ¢ sin F'sing.

Die mittlere Bewegung endlich und die Epoche der mittleren Anomalie werden
ebenso gefunden, wie im vorhergehenden Artikel.

97.

Zur Erliuterung der von Art. 88 an auseinandergesetzten Methode will
ich die beiden Beispiele des Art. 87 wieder vornehmen, wobei es kaum nothig
sein wird, zu bemerken, dass die bisher mit dem Hiilfswinkel w verbundene

(106) Bezeichnung nicht mit der verwechselt werden darf, in welcher bei den
Art. 86 und 87 dasselbe Zeichen angenommen war.
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I. In dem ersten Beispicle haben wir f= 3"47'26"865, und ferner

/

log - —9,9914599, logtang (45’ + ) = 9,997864975, w = — 8'27°006,
und daraus nach Art. 89 ;

Jomem s 7 o.oicos 0389912 lostang 20" s i« o 5,383 2428

LOS 0ok vy oh' o 9,999 0488 Togeos 7 diu.0u ik 9,999 0488

7,039 9484 5,384 1940

= log 0,001 096 3480 = log 0,000 024 2211
also [ = 0,0011205691, 241=0,8344539; ferner wird loghkt = 9,576 6974

TR 9,153 3948

Comp.3logrr'....9,0205181
Comp.log8cos f* 9,099 7636

G, ... 7,273 6765
log34-1.......... 9,921 4023
7,352 2742,

Ein geniiherter Werth von % ist daher = 0,00225047, dem in unserer Tafel II

mm
)
— 0,001 868 587, woraus nach Formel [16] wird x = 0,000 748 0179.

der logyy = 0,0021633 entspricht. Man hat also log = V. 2¢ D152,

mm
d 5

Es bediirfen mithin, da & nach Tafel IIT iiberhaupt unmerklich ist, die gefun-
denen Werthe von %, y, @ keiner Verbesserung. Jetzt verhilt sich die Be-
stimmung der Elemente so:

Lt BT 6,873 9120

logsinkg........ 8 4369560, L9 — 1°34'2"0286, +(f+g) = 8°2745"4611,
L(f—g)=19'41"4039. Man hat deshalb nach Anleitung der Formeln [27],
[28], [29] und [30]:

logtang2w «...cvtnne 7,691 62147 Comp.logcos2w...... 0,000 0052
logcos3(f4+9) . ov---- 9.999.2065 logsing (f+9g) -ovvve- 8,781 0188
logeos 2 (f—g).ce-.-- 9,9999929 Iosemi{f—g) -irsr- 1,757 9109
log Psini (F—@) ....7,6908279n logQsin 1 (F4+G)..... 7,6916143 7
log Peos + (F—G) ....8,7810240 logQcos + (F4G) ....7,7579761
L(F—G) = —4"3841"54 log P = log Rcos 3 ¢ .. 8,782 4527
1 (F 4-G) — 319 21 38,05 logQ = log Bsin L ¢ .. 7,877 8355
R 314 42 56,51 g = S ORB

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk, 17
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Disti=s 810552964 R 14212 18T
Gy e 318 202395 logdd cuian siid o+ el 8,785 7960
e 32410 19,59 Zur Priifung der Rechnung
B = 320 52 15,53 s o2 ens 7o ani i 0,150 0394
B == 327 8 23,65 Llog(l+4=z) = log%. . 8,635 1566
8,785 7960
Laper Loculin: 0,326 4939 LogBInD < dinine s vt sibrtaes 9,389 7262
Bt s s 8,820 2909 Tor 206265 il hi 5,314 4251
Comp.logsing....1,262 1765 loge-in Beptinden. 1000001 4,7041513
R B s e v 0,408 9613 logemill . comilin bt dihd 9,8000767 n
Iogrosg o, ak.. 9,986 5224 logiein £l Aiid i Sioemy | 9,7344714n
BaE 0,395 4837 Tog ity Lo e 450422807
MoamS v 0,422 4389 lobegm ', v o s 4,4386227n
ol o el i 3,550 0066 esin B = —31932"14 = —8°52'12"14
il i e el 0,633 6584 esin [l = —27455,08 = — 7 37 35,08.
2,916 3482 Hieraus die mittlere Anomalie
logbiaes aissds wons 1,3411160 fir den ersten Ort = 329°44 2767
4,257 4642, fiir den zweiten Ort = 334 45 58,73
Unterschied = 5 .1 3L06.

Die mittlere tigliche Bewegung ist daher = 824”7989, und die mittlere Be-
wegung innerhalb der Zeit ¢ = 18091"07 = 5°1'31"07.

II. Im zweiten Beispiele ist f = 31°27'38"32, o = —21'50"565,
i = 0,08635659, logmm — 9.5630651 % oder der geniiherte Werth
]

von h = 0,245 1454; diesem entspricht in Tafel II logyy 0,1722663, woraus
"™ —0,15163477, a = 0,06527818, hiermit aus Tafel III § genommen

Y
= 0,0002531. Unter Anwendung dieses Werthes erhiilt man als verbesserte
Werthe fiir & = 0,2450779, logyy = 0,1722308, % = 0,15164737, = =

0,06529078, &= 0,0002532. Wiederholte man die Rechnung abermals mit
diesem Werthe von & der von dem fritheren nur um eine Einheit in der
siebenten Decimale differirt, so wiirden 2, logyy, « keine merkliche Aende-
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rung erleiden, weshalb der gefundene Werth von @ schon der wahre ist,
und man daraus sofort zur Bestimmung der Elemente vorschreiten kann, wobei
ich mich hier nicht aufhalte, da sich das Verfahren in michts von dem vorigen

Beispiele unterscheidet.

III. Es wird nicht undienlich sein, auch den andern Fall, wo cosf

negativ ist, mit einem Beispiele zu erliutern.

e 9947000" Joder f = 11250407, logr =,0,139.489,
logr = 0,397 8794, t= 206,809 19 Tage. Hieraus findet sich w = +4°14'43"78,
L = 1,894 2298, log MM = 0,6724333, der erste geniiherte Werth von log I
— 0,646 7603, woraus durch Auflgsung der Gleichung [15*] erhalten wird
Y = 1,591432 und sodann = 0,037037, dem in Tafel III § = 0,0000801
entspricht.  Daraus entstehen die verbesserten Werthe log H = 0,646 7931,
Y = 1,591 5107, = = 0,037 2195, § = 0,0000809. Die mit letzterem Werthe
yon & wiederholte Rechnung giebt = 0,037 2213, ein Werth der, da § nun
unveriindert bleibt, keiner Verbesserung weiter bedarf. Sodann findet sich
1g=11°725"40 und daraus ebenso wie im Beispiele I

L(F—G) = 3°3353"59 logP = logRcos @ ....... 9,970 0507

i(F+G) = 8 26 6,38 tool) —log REm e pi.i. ..o 9,858 0552

B = Lk B850,07 Lo =37°41'34"27

» = — 100 0 0,03 @ ==i1h 25 -B.0d

& 0=k 128 59 50,97 TR A s b woibinn e e 0,071 7096
? g 7

G = qeH2 12779 Zur Priifung der Rechnung

¥ — 17 22388,01 lo B g R, 0,071 7097.
; gy )

E = 4 27 7T 3,59

In so excentrischen Bahnen wird der Winkel ¢ etwas genauer aus
Formel [19*] berechnet, welche unserem Beispiele ¢ giebt = 75°23'8"57;
auch wird die Excentricitit e mit grosserer Schiirfe mittelst der Formel
1—2sin(45°—1 ¢)?, als durch sing bestimmt; nach ihr wird e = 0,967 64630.
Durch Formel [1] findet sich ferner logb = 0,657 6611, daraus logp = 0,0595967,

loga = 1,255 7255, und der Logarithmus der Periheldistanz = ]og—l—i—e— =

loga(1—é€) = logbtang (45" —F @) = 9,765 6496.
e

(108)
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In so sehr zur Aehnlichkeit mit der Parabel hinneigenden Bahnen
pflegt an Stelle der Epoche der mittleren Anomalie die Zeit des Durchganges
durch das Perihel angegeben zu werden. Die Intervalle zwischen dieser Zeit
und den, den beiden angenommenen Orten entsprechenden Zeiten konnen aus
den bekannten Elementen durch die im Art. 41 gegebene Methode bestimmt
werden, deren Differenz oder Summe (je nachdem das Perihel ausserhalb oder
innerhalb der beiden gegebenen Orte liegt) zur Priifung der Rechnung dient,
da sie mit der Zeit ¢ iibereinstimmen muss.

Uebrigens waren die Zahlen dieses dritten Beispiels auf die Elemente
in dem Beispiele der Art. 38 und 43 gestiitzt, und es hatte sogar jenes
Beispiel unseren ersten Ort geliefert. Die unbedeutenden Verschiedenheiten der
hier herausgebrachten Elemente riithren lediglich aus der beschriinkten Genauig-
keit der logarithmischen und trigonometrischen Tafeln her.

98.

Die Auflgsung unserer fiir die Ellipse in dem Vorstehenden entwickelten
Aufgabe, ldsst sich auf die Parabel und Hyperbel iibertragen, indem man die
Parabel als eine Ellipse betrachtet, in welcher @ und b unendliche Grissen,
¢ = 90°, endlich %, E', g, G = 0 sein wiirden; und ebenso die Hyperbel als
eine Ellipse in der @ negativ, und b, 5, E', g, G, ¢ imaginire Grossen wiiren.
Ich will jedoch lieber mich dieser Voraussetzungen enthalten, und unsere
Aufgabe fiir beide Arten der Kegelschnitte gesondert behandeln. Die grosse
Analogie zwischen allen drei Arten wird sich so von selbst offenbaren.

Behilt man in der Parabel die Symbole p, o, v, X, f, r, .7, ¢ in
derselben Bezeichnung bei, worin sie oben genommen sind, so hat man aus

der Theorie der parabolischen Bewegung:

e o= el (B

(2] VTf,,/ = eos b (F =)
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2K pang { (Pt f) — tangd (F— )+ tang  (F+ /) — § tang s (F—f)’

/9

— fiang s (B f)—tang £ ("— )} . {1+ tang 4 (F+ /) tang  (F— 1)

+ 1 (tang 3 (F+ f)—tang £ (F— f))’}
. 2sinf)rr { 2cos £/ rr’ £ 4sin f2ro
P p 332929

2sin fcos f . ro’ £ 4sin f* (r'r’)ﬂf'

Vo 3p?
Ferner wird durch Multiplication der Gleichungen [1] und [2] erhalten

Hiwh &
(4] N cos F'+cos f
und aus Addition der Quadrate
e -
(5] s - cos F'eos f.
Hieraus, nach Elimination von cos 7',
277'sin f?

[6] ‘<= r—{—a"—?cosfl/a*‘r’ s

} , woraus

[8] kt=

Wenn man daher die Gleichungen [9] und [97] des Art. 88 auch hier annimmt,
die erste fiir einen positiven, die zweite fiir einen negativen Werth von cos f,
so hat man

P sin f2 )/ rv’

[7] p g P cos
4 T sinf2 Y/ ro
L D con |

und nach Einschaltung dieser Werthe in die Gleichung [3] entsteht, unter Bei-
behaltung der Symbole 7, M in der durch die Gleichungen [11], [117] des
Art. 88 festgestellten Bezeichnung,

e e oy

b A A
Diese Gleichungen kommen mit [12], [12 *] des Art. 88 iiberein, wenn dort
g = 0 gesetzt wird. Hieraus ergiebt sich, dass, falls zwel heliocentrische Orte,
‘denen durch eine Parabel geniigt wird, so behandelt werden, als ob die Bahn

. eine Ellipse wiire, es aus Anwendung der Vorschriften des Art. 91 sogleich
resultiren muss, dass @ = 0; umgekehrt sieht man leicht, dass, wenn durch

(110)
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jene Vorschriften = 0 sich ergiebt, die Bahn statt der Ellipse als Parabel
hervorkommt, da durch die Gleichungen [1], [16], [17], [19], [20], b = o0, @ = oo,
¢ = 90° wird. Die Bestimmung der Elemente erledigt sich dann sehr leicht. Denn
fiir p kann man entweder die Gleichung [7] des gegenwiirtigen Artikels, oder
die Gleichung [18] des Art. 95 anwenden. (Zugleich geht daraus hervor, dass
9, Y in der Parabel dieselben Verhiltnisse ausdriicken, wie in der Ellipse,

vergl. Art. 95.) Fﬁl I" aber geben die Gleichungen [1] und ]2] dieses Artikels:

tang + F' = ]]jq g cotang L f=sin2wcotang +f, wenn der Hiilfswinkel in

derselben Bezeichnung wie in Art. 89 genommen wird. Bei dieser Gelegenheit
bemerke ich noch, dass, wenn in die Gleichung [3] statt p sein Werth aus [6]
gesetzt wird, daraus die bekannte Gleichung entsteht:

= L7 eos f oY) (' —2cos £ Yrr) Y2

99.

Auch in der Hyperbel behalte ich die Symbole p, », #, f

r, 7, ¢t in derselben Bezeichnung bei, fiir die halbe grosse Axe, die hier

negativ ist, schreibe ich aber —e; die Excentricitit e setze ich ganz wie
s At il Setic— Fr Die dort durch = ausgedriickte Hiilfsgrisse setze

) (@
ich fiir den ersten Ort = =

, fiir den zweiten Ort = C'¢, woraus man leicht

schliesst, dass ¢ immer grosser ist als Eins, aber ceteris paribus, von Kins
desto weniger verschieden ist, je weniger die beiden angenommenen Orte von
einander entfernt sind. Von den in Art. 21 entwickelten Gleichungen iiber-
trage ich die sechste und sicbente in etwas veréinderter Gestalt hierher.

[1] cosjv = %O/_CQ 4 V%) V(e—r¢
2] s o= %(]/_(c’:__v%> V@
3]  .eoptv = %(]/CC b V%) V(e—ﬂl)a

[ sindo = $(VCe— vg) VELH,

-
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woraus sofort die Folgenden sich ergeben:
(5] sinF—_—%a(C__%>V_geT_;1_
[6] sinf = %a(c_%)l/ eer71
[7] cosF = (e((; - _i_)_ (O %D ’2—1;—”—'

it 1 o
B eosf =(elC+p) — ) 5y
Ferner wird durch die Gleichung X des Art. 21:

und hieraus

A e S e R

o

o) " —seC+ e+ -p—2
Die Gleichung [10] mit [8] combinirt, giebt:

r’-{—r—(c—}-—l—) cos f.)rr

1
$e— )

Setzt man daher ganz wie in der Ellipse

VotV
—_QC—C)ST—:l_i_QZ’ oder=1—2L,

[11] e=

je nachdem cosf positiv oder negativ, so erhiilt man

- 8 (Z—% (Ve —V%)Q)cosf.]/rr'

12 o
(12] (c——%f

. —8 (L—l—%(]/c——]/%)2)cosf.]/r7"
e . L ol A

\ —c‘)z

135

(112)



(113)

136 Erstes Buch. Dritter Abschnitt.

Die Berechnung der Grosse [ oder L wird hier ebenso wie in der Ellipse ver-
mittelst des Hiilfswinkels o angestellt. Es wird daher schliesslich aus der
Gleichung XTI des Art. 22 (bei Annahme hyperbolischer Logarithmen)

]”i — e(C’c——i——E—}—%)—loch—l—logTC

a i/
5 Ce c

B[

1 it
— $elC ) e— D) —2loge,
oder, wenn C' mit Hiilfe der Gleichung [8] eliminirt wird,

1 /
1t (c——=)cosf.Vrr i
= ferloe ——— BloE

3 o

In diese Gleichung substituire ich fiir e seinen Werth aus [12], [127], fiihre
dann das Symbol m oder M in derselben, ihm durch die Formeln [11], [117]
des Art. 88 angewiesenen Bezeichnung ein, und schreibe endlich der
Kiirze wegen

1 cc——?lg———zllogc
VeV li=k 1 =%

%(6*7)3

Dann entstehen die Gleichungen:
Ha] o =
187 M= —(@Z+9'+(E+2'%

welche nur die einzige unbekannte Grisse z enthalten, da offenbar Z eine
Function von z ist, die durch folgende Formel ausgedriickt wird:

g 420V tea) —log(V/ A+ 4V2)

3

2(z-+f22)*

100.

Bei Auflssung der Gleichung [13] oder [137] will ich zuerst den Fall
gesondert betrachten, wo z keinen grossen Werth erreicht, so dass Z durch
cine nach den Potenzen von z fortschreitende und schnell convergirende Reihe
sich ausdriicken lisst; dann wird:
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1429V (eted) = 2F L3112 log(V(1+a)+Va)=7"— 1t 22h .
und daher der Zihler von Z = %z%—}—%zg s S nder o Nengen - aber- ¢ apied
:Qz%-{—.?)z%..., also Z =% —22z... Um das Gesetz der Progression zu
finden, differentiire ich die Gleichung

Q(Z—{—zz)% Z = (1422) )/ (z+2)—log (V (1 +2)+V/2),

woraus nach den gehorigen Reductionen folgt:

2(e+2)! S+ 32(14-22) )/ (a4-22) = 4/ (e 4-22),

oder

@2+ 220) 5% = 4 — (34 62)Z,

woraus durch ein #hnliches Verfahren wie im Art. 90 abgeleitet wird

4.6 G 4.6.8.10 4.6.8.10.12
__i_____ el . 3t . 4__ 3
a— 554 T 55.9% Thng T vad - ete.

Man sieht, dass Z ganz in derselben Weise von — 2z abhiingt, wie oben in
der Ellipse X von @, weshalb, wenn man setzt:

1
Z ST T
i+ e+
auch C ebenso durch —z, wie oben § durch 2 bestimmt wird, so dass
man hat:
3 2z
- 35
e D e 40
i gpd - 37
4
1 + 9—§Z
70
1| ete.
oder
% z2z
S A AT
35° T 63
40
18
14 ete.

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk, 18
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Auf diese Weise sind die Werthe von  fiir z=0 bis 2= 0,3 durch die
cinzelnen Tausendtheile berechnet, welche die dritte Spalte der Tafel IIT
enthiilt.”)

101.
Fiihrt man die Grosse € ein, und setzt )/ ({—2z) = Zy’i oder 1/(L+2) =il/1_7
sowie
[15] —%i% = h, oder
[157] ~L—fEMT§ — H,

o nehmen die Gleichungen [13] und [137] folgende Form an:

=gy
16 : JI . h
fg Y45

* yedlaly iE %
[167] %ZH,

und werden daher ganz identisch mit denen, zu welchen wir bei der Ellipse
gelangten ([15], [157] im Art. 91). Hieraus lisst sich also, insoweit hoder H.
als bekannt angesehen werden kann, y oder Y ableiten, und dann ist

[17] PR Z— mm

9.
; MM
[177] 2= —L
Man sieht hieraus, dass alle oben fiir die Ellipse beschriebenen Operationen

ebenso auch fiir die Hyperbel gelten bis zur Ermittelung der Grossen y oder

Y aus dem geniiherten Werthe von % oder I7; sodann aber muss die Grosse

mm MM
’%——Z oder L — vy

— 0 werden musste, negativ in der Hyperbel werden. Durch dieses Kenn-

welche in der Ellipse positiv und in der Parabel

zeichen wird daher (he Art des Kegelschnitts bestimmt. Nach Auffindung von 2
giebt unsere Tafel £, und hieraus erhilt man einen verbesserten Werth von h
oder H, mit dem man die Rechnung wiederholt, bis Alles genau iibereinstimmt.

*) Der von Gauss zu den Art. 90 und 100 gegebene Zusatz findet sich im Anhange.
Anmerkung des Uebersetzers.
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Nach Ermittelung des wahren Werthes fiir 2 wiirde man daraus ¢ mittelst der
Formel ¢ = 1+ 22+ 21/(3+22) ableiten konnen, aber es ist vorzuziehen, auch
zu den mnachfolgenden Benutzungen, den Hiilfswinkel 7 einzufiihren, wobei 7
aus der Gleichung tang2n = 2/ (z-+22) bestimmt wird; daraus folgt

¢ = tang 2n )/ (1 4tang27’) = tang (45° 4-n).

102.

Da in der Hyperbel ebenso wie in der Ellipse ¥ nothwendig positiv
sein muss, so kann die Auflgsung der Gleichung [1 6] auch hier eciner Zwei-
deutigkeit nicht unterworfen sein. (Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, dass
in der Hyperbel ganz wie in der Ellipse zur Auflssung dieser Gleichung
die Tafel I angewendet werden kann, so lange h deren Grenzen nicht iiber-
schreitet.) In Beziehung auf die Gleichung [1 6*] aber muss man hier etwas anders
rechnen, als bei der Ellipse. Aus der Theorie der (leichungen liisst sich leicht
zeigen, dass fiir einen positiven Werth von H diese Gleichung (wenn sie
iiberhaupt irgend eine reelle positive Wurzel hat) neben einer negativen Wurzel
zwei positive haben miisse, welche entweder beide gleich sein werden, nimlich
= 11/5—1 =0,20601, oder die ene grosser, die andere kleiner als diese
Grenze. (Die Grosse H kann offenbar nur dann negativ werden, wenn >+
wiire; einem solchen Werthe von ¢ wiirde aber ein Werth fiir z, der grosser
als 2,684 und der daher bei weitem die Grenzen dieser Methode iiberschreiten
wiirde, entsprechen). Dass bei unserer Aufgabe (die auf der Voraussetzung
beruht, dass 2 keine betriichtliche Grisse und wenigstens nicht grisser sei
als 0,3, wenn nicht der Gebrauch der dritten Tafel vereitelt werden soll) noth-
wendig stets die grossere Wurzel angenommen werden miisse, werde ich auf
folgende Weise zeigen. Wenn in die Gleichung [13*] fiir M substituirt wird :

YV/(L--2), so erhilt man Y+1 = (L+-2)Z>(1+42)Z, oder

4.6 4.6

4 .8
i el D N ’ 3
£ Sramisl s0a 5105 288010 - ete.,

woraus man leicht schliesst, dass fiir so kleine Werthe von z, wie wir sie hier

voraussetzen, ¥ stets grosser werden miisse, als 0,20601.
18+

(115)
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In der That finde ich nach angestellter Rechnung, dass, wenn (1-42)Z
dieser Grenze gleich wird, z sein miisse = 0,79858. Ich bin aber weit davon
entfernt, unsere Methode auf so grosse Werthe von z ausdehnen zu wollen.

103.

Falls z einen grosseren, die Grenze der Tafel III iiberschreitenden Werth
erreicht, so lassen sich die Gleichungen [13], [13"] stets sicher und bequem in
unverinderter Gestalt durch Versuche auflsen, und zwar aus #Hhnlichen
Griinden, wie die in Art. 94 fiir die Ellipse auseinandergesetzten. In einem
solchen Falle kann man die Bahnelemente wenigstens als beildufig bekannt
voraussetzen; dann aber erhilt man einen geniherten Werth fiir » sofort

durch die Formel tang2n = %, welche von selbst aus der Gleichung [6]
des Art. 99 folgt. Aus % aber bekommt man z durch die Formel z = —12—_0—0‘5—2—72—
cos2n

o 2
= & und aus dem geniiherten Werthe von 2 wird durch wenige Ver-
cos2n ’
suche derjenige Werth hergeleitet, welcher der Gleichung [13] oder [137] vollig
genau Geniige leistet. Is lassen jene Gleichungen auch in folgender Form

sich darstellen:

tang 2 n i
S B sinn? | % 2(1 sinn? 3} cos2n log hyp fang (45 ¥ 72)
i m—< o cos277) b ( " cos2n ) tang 272°
tang2n 5
ke - e oL EEjﬁy} g log hyp tang (45° 4 n)
i cT)s?n> e cos2n tang 2n’

und kann solchergestalt, mit Beiseitelassung von z, sofort der wahre Werth
fiir % herausgebracht werden.

104.

Es eriibrigt noch, aus z, 7 oder ¢ die Elemente selbst zu bestimmen.
Setzt man a}/(ee—1) = 3, so giebt die Gleichung [6] des Art. 99
s s

tang 2n
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Durch Combination dieser Formel mit: [12], [12*] des Art. 99 wird
erhalten:
i . tang ftang2n
[19] V(ee—1)=tangy = S
tang ftang 2 n
2(L+2 7
woraus die Excentricitit genau und bequem sich berechnen liisst. Aus 8 und

V/(ee—1) bekommt man durch Division e, durch Multiplication p, so dass
man hat:

[197] tangy = —

2(Z—z)cosf.]/7'r’ 2mmeos f. }/ rv’ kktt
e 2 S R Lt oo B
tang 2 n yytang 2n 4yy rr’ cos f* tang 2n
= 2(eosf Ve —2MMcosf.Vrr kktt :
i tang 2n* o Y Ytang2n® = 4YYrr cos fltang2n®
P sinf.tangf.]/r'r’ ey min fotang £ Ve L ( yrr'sin2 f )2
= 2(0—2) 43 2mm L kt
i ——sinjia_ngf.]/rr' = WaE s tans A/ nne ( Yrr'sin2f\*
A 2(L-+=) =1 2 M M e Lt 3

Der dritte und sechste Ausdruck fiir p, die tiberhaupt mit den Formeln [18], [187]
des Art. 95 identisch sind, zeigen, dass dasjenige, was dort iiber die Be-
zeichnung der Grossen y, ¥ gesagt ist, auch fiir die Hyperbel gilt.

Aus Combination der Gleichungen [6] und [9] des Art. 99 folgt
(¥ —r) ]/-e—%j—,l— = esin f.(C —%) Fiihrt man daher ¥ und o ein und
setzt C' = tang (45’ + V), so kommt

B : __ 2sinytangZoe
[20] tang2l = sin feos20 (117)

Ist so C gefunden, so erhiilt man daraus die Werthe der in Art. 21 mit w
bezeichneten Grasse fiir beide Orte, und es ergiebt sich endlich mittelst der
Gleichung III, Art. 21:

gt i C—c

ol (C+c)tang Ly
, Ce—1

tang +v = -

(Cet1)tang £’

oder, wenn man fiir C; ¢ die Winkel N, n einfiihrt:
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1 2 sin (N —n)
[21] tangzo = cos (N n) tang L
[22] ~ temg g’ =— e i

" cos(N—mn)tangiy "’

Hieraus bestimmt man die wahren Anomalien », ¢/, deren mit 2 f verglichener
Unterschied zugleich zur Priifung der Rechnung dient. Schliesslich leitet man
durch Formel XI. Art. 22 leicht ab, dass das Zeitintervall zwischen dem
Perihele bis zu der dem ersten Orte entsprechenden Zeit sei:

i 2ecos (N —n)sin(N—mn) tang (45°
s Wl i S tang (45° - N)
it { cos2 Ncos2n 10ghyp tang (45° 4 n) }

und ebenso das Zeitintervall vom Perihele bis zu der dem zweiten Orte ent-
sprechenden Zeit \

S

o i 2 e cos (N — n) sin (N -+-n) :
Sz { cos2Ncos2n — log hyp tang (45° + N) tang (45 +n)}.
Setzt man daher die erste Zeit = 7'—1#, und deshalb die zweite = 7'+ 37,
so erhilt man

Pas)rop Eoe

k

o § etang2 N
cos2n

— logtang (45" + N)},

woraus die Zeit des Periheldurchganges bekannt wird. Endlich hat man die
zur schliesslichen Priifung der Rechnung anwendbare Gleichung

il 32— 2—;—{ ectz:g]?\rl — log tang (45° +- 72)}.

105.

Zur Erliutering dieser Rechnungsvorschriften will ich das Beispiel aus
den beiden in den Artikel 23, 24, 25, 26 mnach denselben hyperbolischen
Elementen gerechneten Orte vollenden. Es sei daher ¢'—v = 48"12'0", oder

(118) f— 24°6'0", logr = 0,033 3585, logr’ — 0,2008541, ¢= 51,49788 Tage. —

Hieraus findet sich w = 2°45'28"47, [ = 0,0579 6039,

; &
oder der geniiherte

mn 3
i+
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Werth von h — 0,0644371; hieraus, mittelst Tafel II, logyy = 0,056 0848,
—%——:0,0504 7454, 2=0,0074 8585, dem in Tafel TII entspricht £= 0,000 0032.
Daraus folgt der verbesserte Werth & = 0,06443691, logyy = 0,056 0846,
’;”; — 0,0504 7456, z = 0,0074 8583, welche Werthe, indem ¢ dadurch nicht

verindert wird, keiner weiteren Verbesserung bediirfen. Nun steht die
Rechnung der Elemente so:

bond L3l iess 7,874 2399 logtang foo.veenn- 9,650 6199
Raone) ... .. 0,003 2389 log & tang27. .. ... 8,938 7394
log}/(e+-22) ... 8,938 1394 I S 1,296 9275
e 0,301 0300 Togtang Y «vnnvso- 9,886 2868
logtang 27 ....... 9,239 7694 apr - afl 1L 84 59T
2n = 9°51'11"816 (es miisste sein = 37°35°0")
B . .4 50 35,908
Booin ol v 9,6110118 C.logisinf...... 0,690 0182
Bi ey ool s 0,1171063 logtang2w....... 8,984 8318
C.logtang27n ... .. 0,760 2306 C.logcos2w...... 0,002 0156
T e 0,488 3487 R 9,785 2685
logtangy......... 9,886 28638 logtang2 N ...... 9,462 1341
L 0,602 0619 SRR T AP
e 0,374 6355 s it 8 4 53,127
(es miissten sein = 0,602 0600 N—n = Ser1¢219
und 0,374 6356) T i T
logsin(N—m) ....8,740 6274 logsin (N+mn) ....9,352 3527
C.log cos(N+-m)..0,0112902 C.log cos (N—m).. 0,000 6587
logcotg ¥ covnnee- 0,468 1829 logeotg ¢ «eunene. 0,468 1829
logtang 5o ««ee-e- 9,220 1005 logtang 59+« «...- 9,821 1943
v = 9542529797 o o= 33°31'29793
G RSB B i e B ERER

(es miisste sein = 18"51'07) (es miisste sein = 67°3°0")
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Tot s vankedk 0,101 0184 Yo . o5 Mot 0,101 0184
logtang 25 wivces 9,462 1341 log tang 20 vs sv o 9,239 7694
C.logcos2% ., . s 0,006 4539 C:lomeus 2V oot 0,0175142
9,569 6064 9,358 3020

/1 0,3711 9863 Fiahli 0 0,2281 9284
loghyp tang (45" 4 N) = ..... loghyptang (45’ +7n) = .....
................. 0,2859 1251 bo s vene s aspemsan U RN RSE
Unterschied = 0,0852 8612 Unterschied = 0,0553 6663
1 ALY SR 8,930 8783 WS I s 8,743 2480
dlog eiiii st 0,903 0928 2L AR 0,903 0928
S e 1,764 4186 el d .., 1,764 4186
[of ot AT S LN R 1,598 38917 o it iy 0,301 0300
5500 1897663 38 16M 8% G v e 1,711 7894

G = 51,497 88

Es ist daher der Periheldurchgang von der dem ersten Orte ent-
sprechenden Zeit um 13,91444 Tage entfernt, von der dem zweiten Orte ent-
sprechenden Zeit um 65,412 32 Tage. Die geringen Unterschiede der hier her-
ausgebrachten Elemente von denen, mnach welchen die angenommenen Orte
berechnet waren, rithren von der beschrinkten Genauigkeit der Tafeln her.

106.

Bei Abhandlung der vorziiglichsten, fiir die Bewegung der Himmels-
kirper in Kegelschnitten in Betracht kommenden Relationen darf nicht mit
Stillschweigen iibergangen werden der elegante Ausdruck der Zeit durch die
grosse Halbaxe, durch die Summe r—+7 und durch die, die beiden Orte ver-
bindende Chorde. Fiir die Parabel scheint diese Formel zwar zuerst von
Euler erfunden zu sein (Miscell. Berolin. T. VII, p. 20), der solche jedoch
spiter ausser Acht gelassen und auch nicht auf die Ellipse und Hyperbel ausgedehnt
hat. Es irren daher diejenigen, welche diese Formel dem Lambert zuschreiben,
wenn sich diesem Geometer auch nicht das Verdienst absprechen ldsst, diesen
der Vergessenheit anheimgefallenen Ausdruck selbstindig erforscht und auf die
iibrigen Kegelschnitte ausgedelnt zu haben. Obgleich dieser Gegenstand schon
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von mehren Geometern behandelt ist, so werden aufmerksame Leser doch die
nachfolgende Auseinandersetzung nicht fiir iiberfliissig erkennen. Ich beginne
mit der elliptischen Bewegung. '

Vor allen Dingen bemerke ich, dass der um die Sonne beschriebene
Winkel 2f (Art. 88, woraus ich auch die tibrigen Zeichen entnehme) innerhalb
360° angenommen werden kann. Denn es ist klar, dass, wenn dieser Winkel um

3
5 : : : : : 23608 3
360° vermehrt wird, die Zeit um eine Revolution oder a—%— = = X 365,25
Tage wiichst. Bezeichmet man nun die Chorde mit g, so wird offenbar (120)

00 = (r cosv'—rcosv)’ 4 (7 sinev —7sinv)

und daher nach den Gleichungen VIII und IX des Art. 8

2
I

00 — aa(cosE’——COSE)Q—I—cmcosgo?(sinl‘]’——sinl‘)’)2
— 4qasing’ (sin G* +cos ¢” cos G*) = 4aasing” (1 —eecos 6.

Nun fiihrt man einen Hiilfswinkel % in der Art ein, dass cosh = ecos G, und setzt
(um alle Zweideutigkeit zu heben) voraus, dass h zwischen 0 und 180° genom-
men werden, und daher sin’ eine positive Grosse sein miisse. Weil also auch
g zwischen denselben Grenzen liegt (denn wenn 2g zu 360° oder dariiber
hinaus anwiichst, so wiirde die Bewegung um die Sonne eine ganze Re-
volution oder mehr betragen), so folgt aus der vorigen Gleichung von selbst
o = 2asingsink, wenn nimlich die Chorde als eine positive Grisse angesehen
wird. Da man ferner hat 7 = 2a(l—ecosgcos G) = 2a(1—-cosgcosh), so
ist klar, dass, wenn h—g = d, h{g = & gesetzt wird, entsteht:

[1] r—l—r’—g=2ct(1—cosc)‘)=4asin%d\’
2] r4r+eo= 2a(1—cose) = 4asin 5 &

Endlich hat man k¢ = a¥ (2g—2esingcos @) = at (2g—2singcosh), oder
3] Kkt = a%(s——sins——(()‘——sind‘)).

Man kann daher nach den Gleichungen [1] und [2] die Winkel d und & aus
r4r, ¢ und @ bestimmen, und deshalb kann auch aus denselben Grossen,

mittelst der Gleichung [3], die Zeit ¢ bestimmt werden.

Diese Formel lisst sich auch folgendermaassen darstellen:

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. Himmelsk. 19
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2a— ) — § — ) —
Lre a%{arc cos—a——%—{i—g — smarc cosw

2a—(» o S i v
—arc cos L;—J;?i -} sin arc cos %%’_)j;“}

Es bleibt jedoch bei Bestimmung der Winkel J, & aus ihren Cosinussen eine
Zweideutigkeit zuriick, die niher betrachtet werden muss. Zwar ist von selbst
klar, dass 0 innerhalb —180° und -+ 180° liegen miisse, sowie & zwischen 0 und
360°. Aber auch so liesse jeder Winkel eine doppelte Bestimmung, und die
daraus hervorgehende Zeit mithin eine vierfache zu. Man hat inzwischen
aus Gleichung 5, Art. 88: cosf.})/r7 = a(cosg—cosh) = 2asin}dsinge.  Da
nun sin+é nothwendig eine positive Grosse wird, so kann daraus ge-
schlossen werden, dass cos f und sin+d nothwendig dasselbe Zeichen fiihren,
und dass daher J innerhalb 0 und 180°, oder innerhalb —180" und 0 ge-
nommen wergden miisse, je nachdem cosf positiv oder negativ wird, d. h.
je nachdem die heliocentrische Bewegung 2 f innerhalb oder iiber 180°
ist. Uecbrigens ist klar, dass fiir 2f= 180°, J nothwendig = 0 sein muss.
Auf diese Weise ist also 0 vollstindig bestimmt. — Aber die Bestimmung des
Winkels & bleibt nothwendig zweideutig, so dass stets fiir die Zeit zwel
Werthe herauskommen, von denen sich, falls solches micht anderweit bekannt
wird, nicht entscheiden lisst, welcher der wahre ist. Den Grund dieser Er-
scheinung erkennt man iibrigens leicht. Denn es lassen sich bekanntlich durch
zwei gegebene Punkte zwei verschiedene Ellipsen beschreiben, welche beide
in demselben gegebenen Punkte ihren Bremnpunkt haben und zugleich die-
selbe grosse Halbaxe.”) Offenbar aber wird die Bewegung von dem ersten
Orte zum zweiten in diesen Ellipsen in ungleichen Zeiten vollendet.

107.

: 3 ; § . : 5
Bezeichnet man mit y irgend einen Bogen zwischen — 180° und +- 180,
und mit s den Sinus des Bogens 4y, so ist bekanntlich

*) Beschreibt man aus dem ersten Orte mit einem Halbmesser 2a—r einen Kreis, und aus dem
aweiten Orte einen Kreis mit dem Halbmesser 2a—1‘, so liegt der zweite Brennpunkt der Ellipse in dem Ein-
schnittspunkte dieser Kreise. Weil deshalb, allgemein gesprochen, stets zwei Einschnittspunkte gegeben werden,
so gehen auch zwei verschiedene Ellipsen hervor.
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T lagah

ly =s+1.354++ .7 ek oo e

Ferner wird

g s i e 1.3 13 Iy [l TS
L umpt= /(1 —rgs) a8t s — s ——eie
und deshalb

g—sing =4(1s'+ L. 3544 137 }7.;..8—{—6‘50

i . AR . = 7 T e,
In diese Reihe substituire ich fiir s successiv %V——I—TQ— und 1 ]/ia—'{:‘—
3
und multiplicire das Resultat mit @ ; so entstehen respect. die Reihen

Sl —

/ § 1 /
1 el OB ﬁ-—(7’+7”—9) + 1753 -

B = (7“4‘7 ———Q) -+ ete.
e e+ T e
18432 ( r+r —I‘Q) -+ etc.

Deren Summen bezeichne ich mit 7 und U. Man sieht ohne Weiteres, da
2¢inid =+ ]/L_iL;z——i (wobei das obere oder untere Zeichen gilt, je nach-
dem 2f innerhalb oder iiber 180° hinaus liegt), dass a? (0—sind) = + T (wobei

das Zeichen ebenso bestimmt wird). Auf dieselbe Weise wird, wenn fiir & (122)
der kleinere, innerhalb 180° belegene Werth genommen wird, entstehen

a*(e—sing) = U; nimmt man aber den andern Werth, der das Complement

3 g
des ersteren zu 360° ist, so wird offenbar a”(é—sine) = a*360°— U. Hieraus
erhilt man zwei Werthe fiir die Zeit ¢

3
l ] Z 2 0 l T :l'
—}L— lllld = .

108.

Betrachtet man die Parabel als eine Ellipse, deren grosse Axe un-

endlich gross ist, so geht der im vorhergehenden Artikel fiir die Zeit
113)5
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gefundene Ausdruck iiber in: gg{@”—}-r /+9)%$(7”+7“/~—9)%}. Da aber diese
Ableitung der Formel vielleicht einigen Zweifeln ausgesetzt erscheinen kinnte,
so will ich eine andere, von der Ellipse unabhiingige entwickeln.

Setzt man der Kiirze wegen tangiv = &, tangi? = 9, so wird

/ I q/ 1—99 ==

7""——"—%29(1—}-‘1919), r = —%p(l—l—&&), COSUZW, COSU/:m,
29’

Sin?' Hieraus entsteht

e T e =T

7 cosv' —reosv = 1p (99— ), r'sinv' —rsinv = p(F —9),
und daher ¢ = L pp(d—9(44+(F+9)"). Man siecht nun leicht, dass

sin 5 e o -
0 ——f‘"—/ eine positive Grisse ist. Setzt man daher
cosdvcostv

Va1 + &) = 7, 0 jsp '@ =—plF S Haa | dCumee g

P = 4P 9045 %) = plant4(%—9));
man hat deshalb
j*‘#f‘,ﬁ’ = (n+1(&—9)

LEE=C — (—4 (@ —9).

Aus der ersten Gleichung leitet man ohne Weiteres ab

+ YIS — it 49—,

weil 7 und ¥ —9 positive Grossen sind; aber da 4 (¥ —¢) kleiner oder

cos f

cosfvcos o’

grosser ist als #, je nachdem 77— —9)' = 1+9¢ =

positiv oder mnegativ, so muss man aus der zweiten Gleichung offenbar
schliessen:

+y =t g po—9),

wo das obere oder untere Zeichen genommen werden muss, je nachdem der
um die Sonne beschriebene Winkel innerhalb 180° liegt, oder iiber 180°
hinaus geht.
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Aus der Gleichung, welche in Art. 98 der zweiten folgt, hat man

ferner:
bt
3

=@ P EIE )= @ —Nant ¢ )
=45 =) —+—+ ' —9),

woraus von selbst folgt:

= tHor+r+ o F 0+ —o)l,
wobei das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem 2/ innerhalb oder
iiber 180" hinaus liegt.

109.

Nimmt man in der Hyperbel die Symbole e, C, ¢ in derselben Bezeich-
nung wie in Art. 99, so hat man aus den Gleichungen VIII, IX des. Mti ) 212

7 cost —reosv = —1 (c——%) (C—— _1(7) o
7 sinv' —rsiny = %(c—%) (0—}-%) )/ (ee—1) wund daher
1 1
o= oc(c—7> ]/(ee(C—l—?)2 — 4).
Ich setze voraus, dass y eine Grosse ist, welche durch die Gleichung

it 1 : : e
v+ e e(O—FT) bestimmt wird, und da letzterer offenbar durch zwei ein-

ander reciproke Werthe Geniige geschicht, so adoptire ich davon denjenigen,
der grosser als Eins ist. Dann wird

o=talo— 1)~
Ferner wird

r—]—r’:%a(e(c—l—lc)C’—{— C ) ( —) — ——4)
und deshalb

2

rr Q——a(]/cy— ~1—
rd-r—p= a(l/—i— — V—;—)z.
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prtte rpr —

Setzt man daher =m, Y—4,— =, so wird nothwendig

(124) ]/c;/—]/a7 = 2m. Um die Frage zu entscheiden, ob ]/% —= ]/-;— = |}2n

oder = —2n wird, muss man untersuchen, ob y grosser oder kleiner ist
als ¢. Aber aus Gleichung 8 des Art. 99 folgt leicht, dass der erstere Fall
Statt habe, wenn 2 f innerhalb 180" liegt, der zweite, sobald 2 f iiber 180°
hinausgeht. Schliesslich hat man aus demselben Artikel

kt ( —}——) (c——~>——210gc :—(c;/——— ——(— —_—)
__]ogcy—}—logT = 2m}/(14+mm)F2n)/ (1 +nn)—2log()/ (1 4 mm) -+ m)
+21og (Y (1 +nn)+n),

wobei die unteren Zeichen immer den Fall bezielen, wo 2f>180". Nun wird
log (Y (1 ~mm)--m) leicht in folgende Reihe entwickelt:

e 1 i B E o 15355 =
m m’ 4L = T e Ul -+ ete.

Dies erhiilt man von selbst aus:

dlog (Y (1 4 mm)~m) = i

V 14mm)”
Daraus folgt:

27721/(1+77zvn)-——210g(]/(1—[—mm)—{—m) = 4(m’—L. tm’ 3 -TT?;m — ete.)

und ebenso eine ganz ihnliche Formel, falls m mit » vertauscht wird. Hieraus
endlich geht hervor, dass, wenn man setzt:

1 ; 3
T = 1?( +7 —9> 8L 7( +7a—9) +1792 e (T_JI_,’)—()) T
5 1 i /
m.?O—{—r—Q) -+ ete.
; 3 1 ) g 1l ; 3
U =40+ +e) —8—10.—;<r+v~+e>’+1—fg—2—-;;<r+r+e»>’—
15453 3 et +o) i+ ete,
sich ergiebt kt = U J T, welche Ausdriicke mit den in Art. 107
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erwihnten allenthalben iibereinkommen, wenn dort @ in -—o umge-
dndert wird.

Uebrigens sind diese Reihen sowohl fiir Ellipse als Hyperbel zum
praktischen Gebrauche besonders dann bequem, wenn @ oder e einen sehr
grossen Werth erhalten, d. h. wenn der Kegelschnitt bedeutend zur Aehnlich-
keit mit der Parabel hinneigt. In diesem Falle konnte man sie auch zur
Auflgsung des oben behandelten Problems (Art. 85—105) anwenden. Weil
aber, nach meinem Urtheile, sie auch dann nicht einmal die Kiirze der vorhin
gezeigten Auflosung gewihren, so halte ich mich bei der weiteren Ausein-
andersetzung dieser Methode nicht auf.



