
Erstes Buch. '

Allgemeine Relationen unter den Grössen, durch welche die Bewegungen

der Himmelskörper um die Sonne bestimmt werden.

Erster Absehnitt.

Relationen, die einen einzelnen Ort in der Bahn betreffen.

1.

Wir wollen die Bewegungen der Himmelskörper in diesem Werke nur

insoweit betrachten, als solche von der Anziehungskraft der Sonne abhängig sind.

Ausgeschlossen bleiben daher hier alle secundären Planeten, ingleichen die

Störungen, welche die Primären wechselseitig auf sich ausüben, sowie auch

alle rotatorischen Bewegungen. Die bewegten Körper selbst wollen wir als

mathematische Punkte betrachten und voraussetzen7 dass alle Bewegungen nach

Massgabe der nachfolgenden Gesetze vor sich gehen, welche daher als die

Grundlage aller Untersuchungen im gegenwärtigen Werke anzusehen sind.

I. Die Bewegung eines jeden Hirnmelskörpers geschieht beständig in

der nämlichen Ebene7 in welcher zugleich der Mittelpunkt der Sonne liegt.

II. Der von dem Körper beschriebene Linienzug ist ein Kegelsehnitt7

der seinen Brennpunkt im Mittelpunkte der Sonne hat.

III. Die Bewegung in jenem Linienzuge geht in der Weise vor sich,

dass die in verschiedenen Zeitabschnitten um die Sonne beschriebenen

Flächenräume diesen Zeitabschnitten proportional sind. Drüth man daher

Zeiten und Flächenräume durch Zahlen aus, so ergiebt jeder Flächenraum‚

wenn man ihn durch die Zeit’ innerhalb deren er beschrieben wurde‚ dividirt,

einen unveränderlichen Quotienten.
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IV. Ffir die versehiedenen, um die Sonne sich bewegenden Körper

stehen die Quadrate dieser Quotienten im zusammengesetzten *) Verhältnisse der

den Bahnen entsprechenden Parameter und der Summen der Sonnenmasse und

der Massen der bewegten Körper.

Bezeichnet also 2}? den Parameter der Bahn, in welcher der Körper

einherzieht; ‚u die Stoffmenge dieses Körpers (die Masse Sonne = 1 gesetzt};

59 die Fläche, welche der Körper in der Zeit t um die Sonne beschreibt;

!]

t]/p. V(1 +,u)

Da es also gleichgültig ist, welchen Himmelskörper man zur Bestimmung

so wird eine Constante für alle Himmelskörper bilden.

dieser constanten Zahl benutzt, so wollen wir letztere aus der Bewegung der

Erde ableiten, und dabei deren mittlere Entfernung von der Sonne zur Distanz—

Einheit annehmen. Die Einheit der Zeit soll stets der mittlere Sonnentag sein.

Bezeichnet man ferner mit 7x das Verhältniss der Peripherie zum Durchmesser

des Kreises, so wird der Flächenraum der ganzen, von der Erde be—

1

schriebenen Ellipse offenbar sein : Jr1/p, welcher daher : 59 zu setzen ist,

wenn man für t das siderische Jahr annimmt, wodurch unsere Constante

: ——2L— wird. Um den numerischen Werth dieser Constante die wir

tV<1+y> ’
im Folgenden mit k bezeichnen Wollen, zu ermitteln, setzen wir nach der

neuesten Bestimmung das siderische Jahr, oder 25 : 365,256 3835, die Masse

1

354710

log 27r.................0,7981798684

compl. log t ............7,4374021852

compl. log 1/(1+„) ......9‚999 9993878

log k..................8,2355814414

k : 0,017 202 09895

der Erde oder ‚u = = 0,000 0028192; dadurch wird erhalten:

 

*) Das in der lateinischen Handschrift gebrauchte Wort „in ratione inversa“ soll heissen: „in

ratione composita“, cfr. Briefwechsel zwischen Gauss und Schumacher, B. I, p. 17, wo die Worte in einem

Briefe von Gauss an Schumacher vom 14. December 1809 lauten:

„Herrn _ . . bitte ich mich zu empfehlen und für die Anzeige des ärgerlichen Schreibfehlers

„zu danken. In der deutschen Handschrift steht nicht im umgekehrten, sondern bloss im

„zusamm (angesetzten Verhältniss; das erste Blatt der lateinischen Handschrift habe ich
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2.

Die so eben erörterten Gesetze, weichen von den durch Kepler ent-

deckten nur in der Weise ab, dass sie in einer Form gegeben sind, die eine

Anwendung auf alle Arten von Kegelsehnitten gestattet, und dass dabei der

Einwirkung des bewegten Körpers auf die Sonne, wovon der Factor V(1+„)

abhängt, Rechnung getragen ist. Wenn wir diese Gesetze als Erscheinungen

betrachten, die aus unzähligen und unzweifelhaften Beobachtungen sich

ergeben haben, so lehrt die Geometrie, welehe Einwirkung von der Sonne

auf die um Letztere bewegten Körper ausgeübt werden muss, um jene

Erscheinungen beständig hervorzubringen. Auf diese Weise findet sich,

dass die Einwirkung der Sonne auf die um sie laufenden Körper ganz so

ausgeübt wird, als ob eine Anziehungskraft, deren Stärke dem Quadrate

der Entfernung wechselseitig proportional wäre, die Körper gegen den Mittel—

punkt der Sonne hintriebe. Geht man daher umgekehrt von der An-

nahme einer solchen Anziehungskraft als von einem Principe aus, so

können jene Erscheinungen als nothwendige Folgen daraus abgeleitet werden.

Hier mag eine blosse Erwähnung der Gesetze genügen, und es wird um so

weniger erforderlich sein, an diesem Orte bei ihrem Zusammenhange mit dem

Princip der Schwere zu verweilen, da seit dem grossen Newton noch

mehre andere Schriftsteller jene Materie behandelt haben, und unter diesen

Laplace in seinem vollendeten Werke „Mécam'gue Céleste“ in einer Weise, die

nichts zu wünschen übrig lässt.

3.

Die Untersuchungen der Bewegungen der Himmelskörper, so weit solche

in Kegelschnitten vor sich gehen, erfordern keineswegs eine vollständige

Theorie dieser Art von Curven, und es wird daher eine einzige allgemeine

Gleichung genügen, aus der wir Alles ableiten. Es erscheint deshalb

„verlegt und weiss also nicht, ob durch einen Druck- oder Schreibfehler inversa statt com-

„po site. gesetzt ist, doch wohl das Letztere, ob ich gleich nicht begreife, wie es zugegangen ist.“

Anmerkung des Uebersetzers.

1*
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sachgeniäss, gerade die Gleichung auszuwählen, auf welche wir als eine

charakteristische bei Erforschung der zufolge des Attractionsgesetzes beschrie—

benen Curve Bezug nehmen. Wenn wir nämlich irgend einen Ort des Körpers

in seiner Bahn bezeichnen durch die Abstände 56 und y von zwei geraden

Linien, die in der Ebene der Bahn gezogen sind und im Mittelpunkte der

Sonne d. h. in dem einen der beiden Brennpunkte der Curve unter rechten

Winkeln sich schneiden; und wenn wir ausserdem die Entfernung eines Kör—

pers von der Sonne (stets positiv genommen) mit ?“ benennen, so haben wir

zwischen 7“, cc, g die lineäre Gleichung 7‘+otx-i-ßg=7; in welcher a, ß, 7

beständige Grössen ausdrücken, und zwar 7 eine Grösse, die ihrer Natur nach

stets positiv ist. Indem wir nun die Lage der geraden Linien, auf welche die

Abstände 96 und 3} sich beziehen, verändern (eine Lage die an und für sich

ganz willkürlich ist, wenn es nur dabei bleibt, dass sich die Linien unter

rechten Winkeln schneiden), so wird dadurch offenbar die Form der Gleichung

und der Werth von 7 nicht geändert, während oe und [3 immer andere und

wieder andere Werthe erlangen und man sieht, dass jene Lage so bestimmt

werden kann, dass [3 = 0 wird, ec aber wenigstens nicht negativ. —

Schreibt man solchergestalt für a und 7 beziehungsweise e und 10, so nimmt

obige Gleichung die Gestalt an 7°+633 :p. Die gerade Linie, auf welche in

diesem Falle die Abstände y bezogen werden, heisst die Apsidenlinie, 10

der halbe Parameter, 6 die Excentricität, und der betreffende Kegel—

schnitt wird mit dem Namen Ellipse, Parabel oder Hyperbel bezeichnet,

je nachdem @ kleiner als die Einheit, gleich der Einheit, oder grösser als

die Einheit ist.

Uebrigens sieht man leicht, dass die Lage der Apsidenlinie durch die

vorgetragenen Bedingungen vollständig bestimmt ist, den einzigen Fall ausge-

nommen, wo sowohl cc als [3 schon an und für sich = 0 waren. In diesem

Falle wird stets 7“=p, auf welche geraden Linien die Abstände x und y auch

bezogen werden. Indem daher 6 ebenfalls : O ist, so wird die Curve

(die dann ein Kreis ist) nach unserer Begriffsbestimmung dem Genus der

Ellipsen beizuzähleu sein, hat aber das Eigenthümliche, dass die Lage der

Apsiden gänzlich willkürlich bleibt, wenn man anders jene Bezeichnung auch

auf diesen Fall auszudehnen belieben sollte.
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4.

Für den Abstand 56 wollen wir jetzt den Winkel @ einführen, der

zwischen der Apsidenlinie und der geraden Linie (radius vector) enthalten ist,

die von der Sonne nach dem Orte des Körpers führt, und zwar möge dieser

Winkel von derjenigen Seite der Apsidenlinie beginnen, wo die Abstände 93

positiv sind. Auch werde angenommen, dass dieser Winkel nach derjenigen

Gegend hin wachse, wohin die Bewegung des Körpers gerichtet ist. Auf diese

P

Weise wird a:: 7' cos 1), und demnach unsere Formel 7° =

sich folgende Schlüsse unmittelbar ableiten lassen:

1. Für @: 0 wird der Werth des radius vector ein Kleinstes, nämlich

P

1+e

II. Den entgegengesetzten Werthen von ?} entsprechen gleiche Werthe

von 7°; die Apsidenlinie theilt daher den Kegelschnitt in zwei gleiche Theile.

T:
 ; dieser Punkt heisst das Perihel.

III. In der Ellipse wächst von v = 0 an 7' beständig, bis es den gröss—

ten Werth (7’ : li

des Aphels nimmt 7" auf dieselbe Weise wieder ab, wie es früher gewachsen

war, bis es für 02360” das Perihel von Neuem berührt. Derjenige Theil der

Apsidenlinie, welcher an dieser Stelle vom Perihel und an jener vom Aphel

 e) im Aphel erreicht, für welches @ = 180“. Nach Passirung

begrenzt wird, heisst die grosse Axe. Es wird daher die grosse Halbaxe,

welche auch die mittlere Entfernung genannt wird, : €;. Der Abstand

des inmitten der Axe belegenen Punktes (d e s M i t te lp unk t s d er E llip s e)

 
vom Brennpunkte ist = : ea, wobei @ die grosse Halbaxe bezeichnet.620

1—66

IV. Dagegen existirt in der Parabel eigentlich kein Aphel, sondern 7"

wächst über alle Grenzen hinaus, je näher 21 an + 1800 oder —— 1800 heran—

kommt. Für v=i 1800 wird der Werth von ?" unendlich, was anzeigt,

dass die Curve von der Apsidenlinie in dem, dem Perihele gegenüber liegenden

Theile nicht geschnitten wird. Es kann daher im eigentlichen Sinne hier von

(4)
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einer grossen Axe, oder von einem Mittelpunkte der Curve nicht die Rede

sein; aber nach der gewöhnlichen Manier der Analysis wird durch Erweite—

rung der für die Ellipse erfundenen Formeln der grossen Axe ein unendlicher

Werth beigelegt, und der Mittelpunkt der Curve wird in unendliche Entfernung

vom Brennpunkte gesetzt.

V. In der Hyperbel schliesslich wird ?} in noch engere Grenzen einge—

zwängt, nämlich innerhalb @ :——(180°—1p) und v :+ (1800__4;); wo W

einen Winkel bezeichnet, dessen Cos1nus : —(3—. Denn während ?} s10h einem

dieser Grenzwerthe nähert, wächst ? in’s Unendliche fort; und wenn für ?) einer

dieser Grenzwerthe selbst angenommen würde, so würde der Werth von 7“ als

ein unendlicher herauskommen, was anzeigt, dass die Hyperbel von einer ge-

raden Linie, die gegen die Apsidenlinie unter einem \Ninkel von 180°—w

oberhalb oder unterhalb geneigt ist, überall nicht geschnitten wird Für die

solchergestalt ausgeschlossenen Werthe, nämlich von 180°—1‚U bis zu 180°+w,

weist unsere Formel dem 7° einen negativen Werth an; denn die gerade Linie,

die unter einem solchen Winkel gegen die Apsidenlinie geneigt ist, schneidet

selbst zwar die Hyperbel nicht, wenn sie jedoch rückwärts verlängert

wird, so trifft sie das andere Stück der Hyperbel, welches bekanntlich von

dem ersten Stücke überall getrennt und gegen denjenigen Brennpunkt

hin, welchen die Sonne einnimmt, convex ist. Aber in unserer Unter—

suchung —— welche, wie schon erwähnt, auf der Voraussetzung beruht,

dass 7° positiv genommen werden soll, —— nehmen wir auf dieses zweite Stück

der Hyperbel keine Rücksicht, worin nur ein solcher Himmelskörper

einherziehen köm1te, auf den die Sonne nicht attractiv, sondern nach den-

selben Gesetzen repulsiv wirken würde. Im eigentlichen Sinne des Werts

giebt es daher auch in der Hyperbel kein Aphel. Als das Analogon des

Aphels könnte derjenige Punkt des abgekehrten Stücks genommen werden,

welcher auf der Apsidenlinie liegt und welcher den Werthen fu: 180°,

?“ : __ÄT entspricht. Will man daher wie bei der Ellipse den

6...

Werth des Ausdrucks T£EZ auch hier, wo er negativ sich ergiebt, die halbe

grosse Axe der Hyperbel nennen, so zeigt diese Grösse die Entfernung
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des bereits erwähnten Punktes vom Perihel und zugleich seine Lage an, welche

in der Ellipse die entgegengesetzte Stelle einnimmt. Ebenso erhält hier
 

. . 1—63

(1. h. der Abstand des mittleren Punktes zwischen diesen beiden Punkten

(Centrums der Hyperbel) vom Brennpunkte einen negativen Werth wegen der

entgegengesetzten Lage.

5.

Der Winkel @, welcher in der Parabel zwischen den Grenzen ——180‘J

und +180°, für die Hyperbel innerhalb —(180°——1p) und +(180°——w) ein—

geschlossen ist, bei der Ellipse aber den ganzen Kreis in stets erneuten Pe—

rioden durchläuft, heisst die wahre Anomalie des bewegten Körpers. Bis—

lang pflegten zwar fast alle Astronomen die _ wahre An0malie in der Ellipse

nicht vom Perihel, sondern vom Aphel an zu zählen, gegen die Analogie der

Parabel und der Hyperbel, in denen es kein Aphel giebt, und man daher

vom Perihel anfangen musste. Wir haben indess um so weniger Bedenken

getragen, eine Analogie zwischen allen Arten von Kegelschrfitten herzustellen,

da die 'neusten französischen Astronomen dazu mit dem Beispiele vorange—

gangen sind.

Im Uebrigen ist es mitunter dienlich, die Form des Ausdrucks r:

 

 

——p—— etwas zu ändern. Vorzüglich merke man sich folgende Forrneln:
1 + @ cosv

„ _ P __ 10

_ 1_|_e——2esin,i,—v2 _ 1—e+2ecos%v2

„ _ P

_ (1+e) cos %02+(1—e) sinäv2

P
In der Parabel hat man daher: 7” = 2 ; in der Hyperbel aber

2 cos % 0

ist folgender Ausdruck besonders bequem:

_ pcos1,u

_ 2cosä(v+w)c08%<v—w)'
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6.

Wir wollen jetzt zur Vergleichung der „Bewegung“ mit der „Zeit“

schreiten. Wenn man, wie in Art. 1, den innerhalb der Zeit t um die Sonne

beschriebenen Flächenraum : ; g setzt, die Masse des bewegten Körpers :p

(die Sonnenmasse : 1 gesetzt), so haben Wii: 9: kt1/p. 1/(1+y)‚ Das Difi“e_

rential des Fläwhenraums aber wird—_ 2mdv, woraus hervorgeht: lcth . 1/(1+„}

: rrdv, wobei dies Integral so genommen wird, dass es für i: 0 verschwindet.

Diese Integration muss für die verschiedenen Arten von Kegelschnitten auf

verschiedene Weise behandelt werden, weshalb wir das Einzelne getrennt be-

trachten, und den Anfang mit der Ellipse machen wollen.

Da 7" aus ?} mittelst eines Bruches bestimmt wird, dessen Nenner

aus zwei Gliedern besteht, so wollen wir vor allen Dingen diese Unbequemlich-

keit durch Einführung einer neuen Grösse für ?) beseitigen. Zu diesem Zwecke

 

 

setzen WD“ tang i?”V—1——Z : tangäE, wonach d1e letzte Formel 1m vorher-

gehenden Artikel für ?“ giebt „ . , „,
*V—é,'_','z.;‚.,f

MZ cosäE2 +sin%E?_ p "

r: (1+e)cos%v p(v+1_|_e 1——e )— 1_ e (l—ecosE‘).

„ ‘ . dE _ 1_ e " . pdE

Eerne1 Wird cos%E2 ‘ — cos—;?)02 V 1+e und dahe1. dv : my,

7°pdE „ pp

lneraus 7°7‘d?) =W
_ _<1_ie_)_

kth. 1/(1+11) : TÄe—cj— (E—esinE)+ Const.

Wenn wir daher die Zeit vom Durchgange durch das Perihel an beginnen

(1— 6 cos E) dE und wenn man integri1t:

lassen, wo 0:0, E=() und daher auch Constans:0, so haben wir, weil

» : a
1 — ee ’

. ki 1 u

E— 6 sm E: —V(—,—_i-—‘)—.
a'2'

Bei dieser Gleichung muss der Hülfswinkel E, welcher die excen—

trische Anomalie heisst, in Theilen des Halbmessers ausgedrückt werden.

Offenbar aber lässt sich dieser Winkel in Graden etc. beibehalten, wenn man

n

_
.
-
.
.

.
.
.
„
„
.
.
.
.
.
.
o
—
4
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kt V (1 +,u)

nur auch esinE und ——„—— auf dieselbe Art ausdrückt; diese Grössen

a

werden in Bogensecunden erhalten, wenn man sie durch die Zahl 206264,81

multiplicirt. Der Multiplicatio’n der letzteren Grösse bleibt man über—

hoben, falls man sogleich die Grösse 10 in Secunden dargestellt anwendet,

und daher setzen wir an Stelle des früheren VVerthes k = 3548”, 18761,

dessen log= 3,550 0065746. — Auf diese Weise ausgedrückt heisst die Grösse

MM die mit t l e r e An 0mali e, die daher im Verhältniss der Zeit

(7)

a%

. k 1 u _

wächst und. zwar täglich um das Augment —lL(—%j_'—>, welches man die

. @

mittlere tägliche Bewegung (motus medius diurnus} nennt. — Die mittlere '

Anomalie bezeichnen wir durch M

7.

Im Perihele sind daher die wahre Anomalie, die excentrische Anomalie

und die mittlere Anomalie = O. — Indem nun von hieran die wahre Anomalie

wächst, so werden auch die excentrische und die mittlere jedoch so vermehrt,

dass die excentrische kleiner bleibt, als die wahre, und die mittlere kleiner als die

excentrische, bis zum Aphel, wo alle drei zugleich : 1800 werden; von hieran

aber bis zum Perihel ist die excentrische immer grösser als die wahre, und

die mittlere Anomalie grösser als die excentrische, bis im Perihel alle drei

: 3600 werden, oder was auf dasselbe herauskommt, alle wiederum :: 0.

Im Allgemeinen ist klar, dass, wenn einer wahren Anomalie @ eine excen—

trische E und eine mittlere M entspricht, dann einer wahren von 360°—v

eine excentrische von 360°——E und eine mittlere von 360”«M entspricht. Der

Unterschied zwischen der wahren Anomalie und der mittleren v——M heisst die

Gleichung des Mittelpunkts (aequatio centri), welche daher vom Perihel

bis zum Aphel positiv, vom Aphel bis zum Perihel negativ ist, im Perihele

und Aphele selbst aber verschwindet. Da nun also 2) und 211 den vollen

Kreis von 0 bis zu 3600 in der nämlichen Zeit durchlaufen, so wird die

Zeit eines einmaligen Umlaufs, welche auch die periodische Zeit

(tempus periodicum) heisst, in Tagen ausgedrückt gefunden, wenn man 3600

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk. 2
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—V—äl%ißl)— div1d1rt; woraus man sieht, dass für

a

durch die tägliche Bewegung

die verschiedenen, um die Sonne revolvirenden Körper die Quadrate der pe—

riodischen Umlaufszeiten den Guben der mittleren Entfernungen proportional

sind, in soweit es erlaubt ist, deren Massen, oder vielmehr die Ungleichheit

der Massen zu vernachlässigen.

8.

Nun wollen wir die bemerkenswerthesten Relationen zwischen den Ano-

1nalien und dem radius Vector sammeln, deren Ableitung Niemandem, der nur mittel-

massig in der trigonometrischen Analyse bewandert ist, Schwierigkeiten darbieten

kann. Die Formeln werden concinner, wenn man für 6 den Winkel einführt,

dessen Sinus : e ist. Wird dieser Winkel mit (p bezeichnet, so hat man:

V(1—ee)=cosw;V(l+e)=005(45°—%<17W2;V(l—e)=008(45°+%93)1/2;

1—6 „

V—1+—6 = tang(4=5 — ä—99); V (1+6>+1/ (1—6) = 2008 % 9); V (1+6)—

V (1—6): 2 sinä—(p. —— Die vorzüglichsten Relationen zwischen (1, p, r, e, (p,

@, E, ZVI sind folgende:

I. p = (1 cos (p2

 

__ P

II' 7 —_ 1+ecosv

Ill. r:a(1——ecosE)

‚_ eosv+e _ : cosE—e

IV. cosE-Tm, oder cosv ———1—ecosE

' 1 1 E ' 1 1w6 _ ° 1 7°(1—6) __
V. SIHYESV5(1_COS )=SIH?UVW—Slnva—p——

. 7°

311173“UV"äT1‘+—6>_

„ , 1+e r(1+e)
VI. eosälß=]/ä(l+cosE)=-cos%01/ 1%=COS%UVT=

,.

cos—ä—v V TXT—T)

VII. tang % E: tang % ?} tang (45°———% (p)

„
‚.
w
w
w
-
“
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VIII sin E— rsinvcoscp __ 7’sinv

}) acosgo

IX. rcosv=a(cos E—e): 2 acos (%E—f-ägo—l—45Ücos (iE—%(p—45°)
2

  

X. sin%(v——E)=sinägpsian%=sinätp sin EV 73

XI. sin—ä—(v—{—E)=cos%r,psinv]/él =cos—ä—(psin EV %

XII. ZV[= E—e sin E.

9.

Verlängert man ein, aus irgend einem Punkte der Ellipse auf die

Apsidenlinie gefälltes Perpendikel rückwärts, bis es einen aus dem Mittel-

punkte der Ellipse mit dem Halbmesser : @ beschriebenen Kreis trifft, so

wird die Neigung desjenigen Halbmessers, der dem Einschneidepunkte entspricht,

gegen die Apsidenlinie (ähnlich verstanden, wie vorhin für die wahre Anomalie)

der excentrischen Anomalie gleich sein, wie sich ohne Mühe aus der Gleichung IX

im vorhergehenden Artikel ableiten lässt. Man sieht ferner, dass ?" sinv den

Abstand eines jeden Punktes der Ellipse von der Apsidenlinie bezeichnet; und

da dieser Abstand nach Gleichung VIII = a cos (p sin E ist, so wird er seinen

grössten Werth bei E = 90° erreichen, d. h. im Mittelpunkte der Ellipse.

P

cos (p

kleine Axe. Im Brennpunkte der Ellipse, d. h. für @: 90°, wird jener

Abstand offenbar = p, oder gleich dem halben Parameter.

Dieser grösste Abstand, der = @ cos q) : : Va}? heisst die halbe

10.

Die Gleichungen des Art. 8 enthalten Alles, was zur Berechnung der

excentrischen Anomalie und der mittleren aus der wahren, oder der excentrischen

und der wahren aus der mittleren erforderlich ist. Um die excentrische aus

der wahren abzuleiten, bedient man sich gewöhnlich der Formel VII. Ge-

meiniglich jedoch empfiehlt es sich, zu diesem Zwecke die Gleichung X zu

benutzen, besonders sobald die Excentricität nicht zu gross ist, in welchem

2*

(9)
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Falle E mit grösserer Schärfe aus X berechnet werden kann, als aus VII.

Ausserdem hat man bei Anwendung der Gleichung X den Logarithmus des

Sinus von E, der in XII gebraucht wird, sofort durch die Gleichung VIII,

welcher bei Anwendung von VII erst aus den Tafeln genommen werden

müsste; wenn daher bei jener Methode der fragliche Logarithmus gleichfalls

den Tafeln entnommen wird, so erlangt man dadurch eine Prüfung für die

Richtigkeit der Rechnung. Derartige Rechnungsprüfungen und. Bestätigungen

sind stets überaus schätzbar, und uns bei denselben Raths zu erholen, wird

daher bei allen in diesem Werke abzuhandelnden Methoden, da wo es bequem

geschehen kann, unsere eifrige Sorge sein. Zur besseren Erläuterung fügen

wir ein vollständig berechnetes Beispiel hinzu:

Gegeben sei 22 = 310° 55 29” 64, (p = 140 12' 1” 87, logr=0,330 7640;

Gesucht werden: p, a, E und M

log sin (‚0 ........ 9,389 7262

log eosv ........ 9,816 2877

9,206 0139 woraus 6 cos 0 = 0,160 6993

log (1 + 6 cos 0). . 0,064 7197

 

 

 

 

 

 

 

log 7“ ........... 0,330 7640

log]? ........... 0,395 4837

log cos (# ....... 9,973 0448

log @ ........... 0,422 4889

log sin ?) ........ 9,878 2740 n*)

logV—é ........ 0,032 3598.5

9,845 9141 . 5n

log sin% gp ...... 9,092 0395

log sin 4 („_—E) 8,937 953637; also % (v—E)=—4° 58’ 22" 94;

3—13: _ 9° 50 45” 88; E: 320" 52' 15” 52

') Der dem Logarithmu_s beigefügte Buehstab n deutet an, dass die ihm entsprechende Zahl eine

negative ist.
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Ferner wird

 

 

log. 6 9 389 7262
Rechnung für log ein E nach Formel VIII. (10)

.......... , r .

log 206 264,8. . . 5,314 4251 log 5 sm @ ------ 97813 5543 %

logein Sec..... 4,7041513 log cos (p ........ 9,986 5224

108 sin E ------ 9‚800mm kg sin E ........ 9,800 0767„
 

 

4,5042280n also esinEinSec.=3l9 32” 14=8°52’12”14

und M: 3290 44' 27” 66. —— Rechnung nach Formel VII für E:

 

%v = 155° 27’ 44” 82 log tang% @ ...... 9,659 457971

45°—%90=37°53'59”065 logtang(4ö°— %qi) 9, 891 2427

logtang—L, E ...... 9,550 700672

woraus %E: 160“ 26’ 7” 76 und. E: 3200 52 15” 52, wie oben.

11.

Die umgekehrte, unter dem Namen des Kepler’schen Problems be—

rühmte Aufgabe, nämlich aus der mittleren Anomalie die wahre und den radius

Vector zu finden, kommt weit häufiger zur Frage. Die Astronomen pflegen die

Gleichung des Mittelpunktes durch eine unendliche, nach den Sinussen der Winkel

M, 2 M, 3 M etc. fortschreitende Reihe darzustellen, wobei die einzelnen

Coefficienten der Sinusse ebenfalls Reihen sind, die nach den Potenzen

der Excentricität in’s Unendliche fortlaufen. Ich habe es um so weniger für

nothwendigee,rachtet mich bei dieser von mehrern Sclniftstelle1n entwickelten

Formel für die Gleichung des Mittelpunktes hier aufzuhalten, weil sie, wenigstens

nach meinem Urtheile, fin den p1aktischen Gebrauch, namentlich wenn die

Excentricität nicht sehr klein ist, viel weniger geeignet ist, als die indirecte

Methode, welche ich daher in der Form, die mir die bequemste scheint, etwas

näher erörtern Will.

Die Gleichung XII, E=M+ esin E, die transcendent ist und eine

directe Auflösung nicht zulässt, wird durch Versuche aufgelöst, indem man

mit einem genäherten Werthe von E beginnt, der durch geeignete, so oft

wiederholte Methoden corrigirt wird, bis er jener Gleichung genau Genüge

thut, d.h. entweder mit aller der Genauigkeit, welche die Sinustafeln zulassen,

oder doch mit der, welche dem vorgesteckten Ziele entspricht. Wenn nun
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jene Correctionen nicht blindlings, sondern nach einer sicheren und bestimmten

Norm angestellt werden, so besteht kaum ein wesentlicher Unterschied zwischen

einer solchen indirecten Methode und. der Auflösung durch Reihen, wenn nicht

darin, dass bei jener der erste Werth der Unbekannten einigermaassen will—

kürlich ist, was eher für einen Gewinn gelten kann, da ein schicklich ausge-

wählter Werth es erlaubt, die Verbesserungen ausserordentlich zu beschleunigen.

Setzen wir voraus, dass 5 ein genäherter Werth von E sei, und 50 die jenem

hinzuzufügende (in Secunden ausgedrückte) Verbesserung, so dass der Werth

E: ß—}—x unserer Gleichung genau Genüge thut. Man berechne esin & in

Secunden durch Logarithmen, und bemerke bei dieser Ausführung zugleich

aus den Tafeln die Aenderung von log sin 5 für 1” durch die Variation

von €, sowie die Veränderung des logesine für die Aenderung einer Einheit

in der Zahl 6 sin 5; diese Veränderungen mögen ohne Rücksicht auf die Zeichen

%, ,LL sein, wobei es kaum nöthig ist, daran zu erinnern, dass dabei jeder

Logaritlnnus durch gleich viele Decimalstellen ausgedrückt vorausgesetzt wird.

Wenn nun schon 8 dem wahren Werthe von E bereits so nahe kommt, dass

man die Veränderungen des Logarithmus des Sinus von € bis zu e —l— x,

und die Veränderungen des Logarithmus der Zahl von 6 sin 6 bis zu 8 sin (s—l—ac)

als einförmige annehmen kann, so lässt sich offenbar setzen: esin (fd-$):

. lm . . . .

6 sm e i ——, wobei das obere Zeichen für den ersten und werten Qua—

dranten, das untere für den zweiten und dritten gilt. —— Es sei daher e+x=

M+ 6 sin (8 + cr), so wird w :7% (le+ 8 sin 8—5) und der wahre Werth

Ä.

von E, oder von e—l—w=M—{—esinei—Fi7 (M'+ 6 sin e——s) wobei die

Zeichen in angegebener Weise bestimmt werden. Uebrigens sieht man leicht,

dass ohne Rücksicht auf das Zeichen „: Z: 1 : ecos & und daher immer M

grösser als %, woraus geschlossen wird, dass im ersten und letzten Quadran—

ten M+ 6 sin 8 zwischen 5 und e + 00, dass aber im zweiten und dritten

s+x zwischen 5 und M+ esin & liegt; eine Regel, welche uns der Beachtung

der Zeichen überhebt. VVeicht der vorausgesetzte Werth von € noch zu sehr

von der Wahrheit ab, als dass die vorhin erwähnte Voraussetzung genau

genug sein sollte, so wird 'man wenigstens durch diese Methode einen viel
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näheren Werth finden, mit welchem man die nämliche Operation noch einmal

und so oft es nöthig scheint, zu wiederholen hat. Es ist ohne Weiteres

klar, dass, wenn der Unterschied des ersten \Verthes für 8 vom wahren, als

eine Grösse der ersten Ordnung angesehen wird, der Fehler des neuen \Verthes

zur zweiten Ordnung gehört und durch Wiederholung der Operation zur vierten,

achten etc. Ordnung heruntergebracht wird. Desto kleiner überdies die Excen—

tricität ist, desto schneller werden die successiven Verbesserungen convergiren.

12.

Ein genäherter Werth für E, von welchem man bei der Rechnung

ausgehen kann, wird gemeiniglich zur Hand sein, besonders falls die Aufgabe

für mehre Werthe von M zu lösen ist, von denen einige schon absolvirt sind.

In Ermangelung aller anderen Hülfsmittel constirt aber wenigstens soviel, dass E

zwischen den Grenzen M und M_—{;e liegen muss (wo 6 die in Secunden aus—

gedrückte Excentricität bezeichnet und wobei das obere Zeichen im ersten und

zweiten Quadranten, das untere im dritten und vierten genommen wird). Es

kann daher für den Anfangswerth von E entweder M, oder ein Werth ange—

nommen werden, der nach irgend welcher Schätzung vermehrt oder vermindert

ist. Kaum braucht erwähnt zu werden, dass die erste Rechnung, sobald man

von einem wenig genauen VVerthe ausgeht, keine ängstliche Genauigkeit erfordert,

und dass kleinere Logaritlnnentafeln, z. B. die von Lalande, völlig ausreichen.

Ausserdem kann man zur Bequemlichkeit der Rechnung immer solche Werthe

für & wählen, deren Sinus aus den Tafeln selbst ohne Interpolation sich ent-

nehmen lässt, z. B. in Minuten oder in vollen Zehnern der Secunden, je

nachdem die angewandten Tafeln in Minuten, oder von zehn zu zehn Secunden

fortschreiten. Uebrigens kann Jeder leicht diejenigen Modificationen entwickeln,

welche jene Vorschriften für den Fall erleiden, dass die Winkel in der neuen

Decimaleintheilung ausgedrückt sind.

13.

Beispiel: Es sei die Excentricität dieselbe wie im Beispiel zu Art. 10.

M: 332“ 28' 54" 77. Hier ist daher log 6 in Secunden = 4,7041513 und

(12)
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deshalb @: 50600”: 14“ 3' 20”. Da nun hier E kleiner sein muss als M, so

setzen wir zur ersten Rechnung €: 326“, wofür man aus den kleinem Tafeln

erhält:

log sin 8 . . . - 9,747 56 72, Veränderung für 124.19, also 1=0‚312

log 6 in Sec. . 4,704 15

4‚451 7 1 72

hieraus 6 51118 :_ 28295”;___ 7° 51’ 35” Veränderung ‚des Logarithmus für eine Tafel—

M+ 9 sin 8 ............... 324 37 20 °"““”“’ “” ““ “3 ii???“ "'15'25‘ “”

Differirt von 8 um 1“ 22' 40” = 4960”, folglich —2—’3—1ä— )( 4960”

7

= 1276" : 21“ 16”. Hiermit wird der verbesserte Werth von E= 324“ 37“ 20”—

21’ 16” : 324“ 16' 4”, mit welchem man die Rechnung nach grösseren Tafeln

wiederholt.

log Sina . . .9,766 4112 % 1:29‚25

log 6 ‚ . . . . 4‚704 1513

4,470 5625 n „ : 146

e sin 8 : — 29550” 34 : —— 80 12' 30” 34

M+ 6 sin 6 ............. 3240 16' 24" 43

Differirt von 8 um ........... — 20” 43. Multiplicirt man diese

_ _ Z 29 ‚25 „

D1fle1enz du10h Ü— 11675 ‚ so erhalt man — 5 12 und. daher ist der

aufs Neue verbesserte Werth für E: 324“ 16’ 24” 43—l—5” 12—— 324“ 16 29" 55,

innerhalb 0” 01 genau.

14.

Zur Bestimmung der wah1en Anon1alie und des 1adius vecto1 aus der

excentrischen Anon1alie geben die Gleichungen des A1t. 8 mehre Methoden an

die Hand‚ von denen wi1 die v01züglichsten e1läute1n wollen.

1. Nach de1 gewöhnlichen Methode Wi1d @ du1ch die Gleichung VII

und dann ? du1ch die Gleichung II bestimmt. Auf diese Weise steht das

Beispiel des vorhergehenden Artikels, wenn man den für 10 in Alt. 10 gege—

benen Werth beibehält‚ so:
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% E: 1620 8' 14” 75. 100 e .......... 9,389 7262

log tang % E ....... 9,508 2198 77 log cos 7) ....... 9,849 6597

log tang (45° ——%q>) . . 9,891 2427 9,239 3859 .

log tang%v ......... 9,616 9771 77 6 cos 7) —0,173 5345

%?J : 157°30’41“50 log p .......... 0,395 4837

5 = 315 1 23,00 log (1—i—eoosv) . . 0,069 4959

log 7° .......... 0,325 9878

II. Kürzer ist folgende Methode, wenn mehre Orte zu berechnen sind,

für welche man die constanten Logarithmen der Grössen Vfil+e), Va(1——e)

nur einmal zu berechnen braucht. Aus den Gleichungen V und VI erhält man

sin%v]/7° : sin—12EVa(l—l—e)

cos%v1/r : cos—,—EVa(1——e)

wodurch %?) und log 1/7“ schnell bestimmt we1den. „ Im Allgemeinen wird

allerdings —— sobald man PsinQ : A, Pcos Q = B hat —— Q durch die

L
cosQ

Die Erstere wendet man an, wenn sin Q grösser als eos Q ist; die zweite,

. . A

Formel tang Q = % gefunden, und dann ist h1ernach P = m oder P :

wenn cos Q grösser als sinQ ist. Gemeiniglich schliessen die Aufgaben, bei

welchen man zu solchen Gleichungen gelangt, (wie dieselben denn in

diesem Werke sehr häufig vorkommen) die Bedingung in sich, dass P eine

positive Grösse sein muss, und dann wird der Zweifel, ob Q innerhalb

00 bis 180“, oder von 180°—360° zu nehmen ist, von selbst beseitigt. Ohne

das Vorhandensein einer solchen Bedingung aber bleibt diese Bestimmung

unserem Ermessen überlassen.

 

In unserem Beispiele haben wir 6 = 0,245 3162,

log s111%E..9,486 7632 log cos—% E ..... 9,978 5434 72

logVa(1++e). . 0,258 8593 logVa(l——e). . . 0,1501020

Hieraus

log sin% 771/7“. . 9,745 6225 \ wmaus log tang%ü = 9,616 9771 79

log cos1,771/7'. .0,128 645451 73—5 :: 157°30'41“50

log cos% 7). .9,965 6515 77 77 = 315 1 23,00

log V7 ....... 0,162 9939

log 7‘ ......... 0,325 9878

U
;

GAUSS, Theorie 6. Beweg. d. Himmelsk.
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III. Diesen Methoden fügen wir eine dritte hinzu, welche beinahe

ebenso kurz, als die zweite, dieser aber da, wo die äusserste Genauigkeit

verlangt wird, meistens vorzuziehen ist. Zuerst wird nämlich 7° durch die

Gleichung III, und sodann ?} aus X bestimmt. Unser auf diese Weise be—

handeltes Beispiel steht dann so:

 

 

 

log 6 .............. 9,389 7262 log sinE ............ 9,766 3366 n

log cosE .......... 9,909 4637 log V(1—e cosE) . .. . 9,951 7744

9,299 1899 9,8145622n

6 cos E = 0,199 1544 log sin% (1) .......... 9,092 0395

log @ .............. 0,422 4389 log sin% v—E) ..... 8,906 6017 %

log (1—e cosE) ...9,903 5488 %(v—E) =-4°37’33” 24

log 7' .............. 0,325 9877 ”—E =—9 15 6 48
?} = 315 1 23 02

Zur Prüfung der Rechnung ist die Formel VIII oder XI sehr bequem,

vorzüglich wenn 7} und 7° durch die dritte Methode bestimmt sind. Hier folgt

die Rechnung:

 
 

log % sinE. . . . 9,862 7878 % log sin EV»; ........ 9,814 5622 %

log coscp ...... 9,986 5224 log cos%(p ........... 9,996 6567

9,8493102n 9,8112189n

log sinv ....... 9,849 310272 log sinä(v—}-E) ..... 9,8112189n

15.

Da die mittlere Anomalie M, wie wir gesehen haben, durch 2) und (p

vollständig bestimmt wird, und ebenso @ durch M und q), so ist klar, dass, wenn

alle drei Grössen zugleich als veränderliche betrachtet werden, unter ihren

differentialen Aenderungen eine Bedingungsgleichung Statt finden müsse, deren

Erforschung nicht überflüssig erscheint. Indem man zuerst die Gleichung VII

dv dq>
. . .. dE . .;

im Art. 8 differenturt erhält man . = . —- ; d1fl'erentnrt man nun

’ smE s1nv 00qu

auch die Gleichung XII, so folgt dM : (1—6 cos E) dE—sinE coscpd(p.

Eliminirt man aus diesen Difi'erentialgleichungen dE, so resultirt
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dM= sinE(1—ecosE) d?)“(SIHECOSQ+SinE(I_8COSE)) dgp (15)

sinn 00qu

oder, falls man für sin E und für 1—6 cos E ihre \Verthe aus den Gleichun-

gen VIII und III substituirt:

dM= w- d _r(7+_p)sine dgp
   

aa cos (p aa cos cp

oder endlich, wenn man jeden Coefficienten nur du1ch ?} und (p ausdrückt:

_ cos qJ3 (2—|— ecos v) sinvcos<p2

dM-- (1-—}—ecosn)2 dv (I+eoosv) d(p

Betrachtet man umgekehrt @ als eine Function de1 G1össen M und (‚D, so erhält

die Gleichung folgende Form:

__ aa cosq> ’ (2+ecosv)sinv

dv __ ————W d]l[+——————cosm dgo

oder durch Einführung von E statt 2)

ua 00qu

dv : d]l[—l—%—Z(2—ecosE—-ee) sinEdgo. 

16.

Der radius veotor 7' wird durch U und. (‚D oder durch M und (‚0 noch

nicht vollständig bestimmt‚ sondern hängt derselbe überdies von p oder von @

ab. Sein Differential besteht daher aus drei Gliedern. Durch Differentiation

der Gleichung II im Art. 8 erhält man

d_o Id}? 6 sin 1; cos (1) CDS/U

7— +#—_1+ecosv dv—1—l-ecosv

. di . . .

Setzt man hier %? = —a— —— 2 tang cp (1 (p, (was aus der Differentiation der

Gleichung I folgt) und drückt zufolge des vorhergehenden Artikels dv durch

dM und dq) aus, sodafolgt nach den nöthigen Reductionen

—dl : ——;+ —_tangtpsinzsz——cosgpcosvdgp, oder

7'

dr : %da—l—atangcpsinvd]VI—acosgocosvdq3

Uebrigens beruhen diese, sowie die im vorhergehenden Artikel

entwickelten Formeln auf der Annahme‚ dass @, (p und M oder viel—

mehr dv, d(p und. dM in Theilen des Radius dargestellt werden. Will

man also die Veränderungen der Winkel @, go, ]l/[ in Secunden aus—

31<
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drücken, so muss man entweder diejenigen Theile der Formeln, welche dc,

d(p oder dflf enthalten, durch 206264,8 dividiren, oder diejenigen, welche dr,

dp oder da enthalten, durch dieselbe Zahl multipliciren. Es werden daher

die Formeln des vorhergehenden Artikels, welche in dieser Beziehung homogen

sind, einer Aenderung nicht bedürfen.

17.

Wir wollen noch Einiges über die Untersuchung der grössten

Mittelpunktsgleichung hinzufügen. Zuvörderst ist von selbst klar,

dass der Unterschied zwischen der excentrischen und mittleren Anomalie

ein Grösstes ist für E = 90°, wo er gleich 6 (in Graden u. s. W. ausgedrückt)

ist, der radius vector in diesem Punkte ist = a; woraus 7) = 90°+w und

so ist die ganze Gleichung des Mittelpunkts = (p—I—6, welche jedoch hier

nicht ein Grösstes ist, weil der Unterschied zwischen '0 und E noch über (p

hinaus anwachsen kann. Dieser Unterschied wird ein Grösstes für d(v—E) = 0,

oder für de = dE, wo die Exentricität ‚offenbar als constant anzusehen ist.

. . d 6113 . . .

Da nn Allgememen _—U— = —.—, so erhellt bei dieser Annahme, dass in

31110 s1nE

dem Punkte, wo die Differenz zwischen 2! und E ein Grösstes ist, sinv = sinE

sein muss; wodurch man aus den Gleichungen VIII und. III erhält: 7‘ = acosrp;

ecos E = 1 —-—cos (,p, oder cosE = + tang.‘;<p. Ebenso wird gefunden: cosv =

1 4 . . 4 * _ __ 0 ' . 1_ _. ° _.

—ta11g 5 (p, weshalb sem Wild ). v = 90 + are. sm tang , ([), E _ 90

. . . .
cos cp

are. sm tang%<p, hieraus ferner sm E = 1/(1—tangäqfi = 1—— so dass
cos%qa ’

die ganze Gleichung des Mittelpunkts in diesem Punkte wird = 2 are. sin tangä(p

+2sinäm1/cos (19, wobei der zweite Theil in Graden etc. ausgedrückt ist. In

demjenigen Punkte endlich, wo die ganze Gleichung des Mittelpunktes ein

Grösstes ist, muss du = (Ulf werden und daher nach Art. 15, 7° = a]/costp;

hiernach wird

 

%
1—cos<p . __ 1—l/cosrp _ 1—coscp __ tang%cp

cosv — ———————g, cosE— 6 — e(1_,_Vcos(p) — 1+Vcosqp’

*) Auf diejenigen Maxima, die zwischen dem Aphel und. dem Perihel liegen, braucht man keine

Rücksicht zu nehmen, da sie offenbar von den zwischen Perihel und Aphel belegenen nur in den Zeichen

verschieden sind.
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durch welche Formel man E mit der äussersten Genauigkeit bestimmen kann.

Wenn E gefunden ist, so wird mittelst der Gleichungen X und XII die Gleichung

des Mittelpunktes _ _ '

= 2 are. sin w-Sim—E + @ sin E.

00qu

Bei dem Ausdrucke der grössten Mittelpunktsgleichung durch eine, nach

den Potenzen der Excentricität fortschreitende Reihe, die mehre Schrift—

steller abgehandelt haben, will ich mich hier nicht aufhalten. Als Beispiel

wollen wir einen Conspectus der drei hier betrachteten Maxima für die Juno

hinzufügen, deren Excentricität nach den neuesten Elementen = 0,255 4996

angenommen ist.

Maximum E E—— ZV[ ?) ——E . v—M

 

 

E——]l[ 90° O' O” 14°38/20”57 140 481148 29°26'32'05

v—E 82 32 9 14 30 54 01 14 55 41 79 29 26 35 80

22—111 86 14 40 14 36 27 39 14 53 49 57 29 20 16 96   
 

18.

In der Parabel würden die excentrische Anomalie, die mittlere Ano-

malie und die mittlere Bewegung = 0 werden, und hier können also diese

Begriffsbestimmungen nicht zur Vergleichung der Bewegung mit der Zeit

dienen. Jedoch bedürfen wir bei der Parabel zur Integrirung von 74 7° d 17 eines

Hülfswinkels überall nicht; denn es wird

„ __ ppdv __ ppdtangH; __ _ _

7'7d7) -——w ——W— —— %pp(l+tang%f)dtang%u

und daher: frrdv = % 1010 (tang % v +% tang % 223) + const. Wenn man die Zeit

vom Durchgange durch das Perihel zu zählen beginnt, so wird die Constante

= 0 und man hat daher

tang% v + %tang % v
3 __ 2tk V(1+M)

_ %

P

durch welche Formel man t aus 0 und @; aus t ableiten kann, sobald p und „

bekannt sind. Statt }) pflegt bei parabolischen Elementen der radius veetor

im Perihele, der = %p ist, angewandt und die Masse überhaupt vernachlässigt

(17)
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zu werden. Sehwerlich wird es jemals möglich sein, die Masse eines solchen

Körpers, dessen Bahn als Parabel berechnet wird, zu bestimmen und. in

Wahrheit scheinen die Cometen nach den neusten und besten Beobachtungen

eine so geringe Dichtigkeit und Masse zu besitzen, dass letztere als unmerklich

angesehen und mit Sicherheit vernachlässigt werden kann.

19.

Die Auflösung der Aufgabe: aus der wahren Anomalie die Zeit ab—

zuleiten und noch vielmehr die Auflösung des umgekehrten Problems, kann

bedeutend durch eine Hülfstafel erleichtert werden, welche in sehr vielen astro—

nomischen Büchern sich findet. Die bei weitem bequemste aber ist die Bar—

ker’sche Tafel, welche auch dem ausgezeichneten Werke von Olb ers (Abhand-

lung über die leichteste und bequemste Methode die Bahn eines Cometen zu

berechnen, Weimar 1797) angehängt ist. Dieselbe enthält für alle wahren

Anomalien von 0 bis 1800 von fünf zu fünf Minuten den Werth des Ausdruckes

75 tang3fl} + 25 tang%v3 unter dem Namen mittlere Bewegung (motus medius).

Wird daher die Zeit verlangt, welche der wahren Anomalie @ entspricht, so

braucht man nur die mit dem Argumente @) aus der Tafel genommene mittlere

 
Bewegung durch 152 k zu dividiren, welche Grösse die mittlere t ägl i c h e B e -

7

wegun g (motus medius diurnus) heisst; wenn dagegen aus der Zeit die wahre

Anomalie berechnet werden soll, so muss man die in Tagen ausgedrückte Zeit

. 150k

mit

27%
.

entsprechende Anomalie aus der Tafel nimmt. Im Uebrigen entspricht offenbar

einem negativen Werthe von @} dieselbe mittlere Bewegung und Zeit, aber

negativ genommen. Die nämliche Tafel dient daher ebensowohl für negative

als für positive Anomalien. Will man statt }? lieber den Abstand im Peri—

(18)11618 %p = q benutzen, so wird die mittlere Bewegung ausgedrückt durch

%, wo der coustante F36t0r kV2812,5 gleich wird: 0,912 279 061 und

“1%
,

dessen Logaritlnnus : 9,9601277069. Hat man die Anomalie ?} gefunden,

 multipliciren, um die mittlere Bewegung zu erhalten, womit man die
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El
so wird der radius vector durch die schon oben erwähnte Formel 7“ =m

7

bestimmt?)

20.

_3

Durch Differentiation der Gleichung tang%v+%tangäv3 = 2 tkp 7, erhält

man, wenn alle Grössen @, t, p als veränderliche behandelt werden,

an = 52ka dt—3tkp_gdp, oder dv = ICT—KP dt—— 31%
W W

Wünsoht man die Veränderungen der Anornalie ?} in Secunden auszudrücken,

so müssen auch beide Theile von du auf diese Weise ausgedrückt werden,

d. h. man muss für k den im Art. 6 gegebenen Werth 3548” 188 annehmen.

Wenn nun überdies für }) eingeführt wird %]? = C], so erhält die Formel die

Gestalt

dp

_ kV2q 3101“

wobei die constanten Logarithmen logk]/2 = 3,7005215724; log3kl/ä =

3,876 6128315 zur Anwendung kommen.

Ferner wird durch die Differentiation der Gleichung

‚_ P . Ä’L_il£ i7 _ 2cos%v, e1halten 7_ _ P +tang,vdv,

oder wenn man dv durch dt und dp ausdrüekt:

_(E_ (l 3lcttang%____v) dp +kl/ptang?” dt

‚ ?“ 2va
Der Coeffi_cient von d19 geht, wenn man für t den Werth aus ?} substituirt, über in

1 310tangäv2 ptang%v‘

___—‘h'7—ü—ZT-z—(ä+%tang2vz——sinäv——sin—thang2v)

7.

ksin @;

T; der Coeffieient von dt aber wird—— ? VP’hieraus folgt dr = %cosvdp 

 + ki)?” dt oder, wenn man 9 fiir 10 einführt, _

dr—_ oosvdq+ [i./Säl—Lq dt (19)

Der hier anzuwendende constante Logarithmus ist logkl/ä = 8,085 066 4436.

 

*) Eine zu diesem Artikel gehörende Bemerkung von Gauss in Nr. 474 der Astronomischen Nach-

richten siehe Anhang. Anmerkung des Uebersetzers.
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21.

In der Hyperbel würden q) und E imaginäre Grössen werden,

und man muss, um solche zu vermeiden, an deren Stelle andere Hülfs—

grossen emfuhren. Den W1nkel, dessen Cos1nus : 7 1st, beze1chneten

wir schon oben mit a,!) und fanden den radius vector = ——+—L—————
2ecosflv—zp) cosä-(v—1—yu)

- . . ' T ' „ 1 1 .

Die Fact01en 111 dem l\enner d1eses B1uches, cos;(v—gu) und. cosg(c+i,u),

werden e1nander gleich, wenn @ = 0 ist, der zweite verschwindet bei dem

grössten positiven VVerthe von 7), der erste aber bei dem grössten negativen

cos%(v——ap)

cos%(c+zp)

wächst in infinitum, während 7; sich seinem Grenzwerthe 180°—1‚ü nähert; da-

Werthe. Setzt man daher : u, so wird u = 1 im Perihel; es

gegen nimmt es in infinitum ab, wenn 7) zu seinem anderen Grenzwerthe

—(180°—1‚U) zurückkehrt; so dass den entgegengesetzten \Verthen für 7; die

reciproken \Verthe von u, oder, was dasselbe ist, solche Werthc entsprechen,

deren Logarithmen complementäre sind.

Dieser Quotient u- kann sehr bequem in der Hyperbel als Hülfsgrösse

angewandt werden; und mit ungefähr gleicher Concinnität kann an seiner Stelle

der Winkel fungiren, dessen Tangente =tang%vVSr—lf ist, und den wir zur

Verfolgung der Analogie mit der Ellipse, durch %F bezeichnen wollen.

Auf diese Weise sammelt man leicht folgende Relationen zwischen den

Grössen @, 7", u, F, wobei wir 66 = ———b setzen, so dass 5 als positive Grösse

herauskommt :

I. b = pcotang 1,02

_ 2) cos zp

11. 7a: __?“— _ „r,—
__.___

l+ecosv 2cos7(v—v,u) eos%(v+zp)

_1 -—1

III. tang%F : tang%v]/GÄ_FT : tang%r tang—äw : ———Zi_,_1

7 _-w_ 1+Htangifi — . f»° 1
Il" % _ eos%(®+Wl _ l—tang%F _ tang (4° + 2 F)

1 1+cosz,ucosv __ e+cosv

cos F 2 u 2cos%(v—yu) cos%(v+zp) 1 +ecosv
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Wenn man von der Gleichung V auf beiden Seiten 1 abzieht, so folgt:

7 . . 1 b

VI. s1n%er=s111%FVä—(g—(;F =sin% F———]/wß—j;——Ä (20)

= %(u—1)V(efl‚u = %(u—1>VH;—nb

In ähnlicher Weise wird7 wenn man auf beiden Seiten 1 addirt:

‚ —1)b

VII. COS‘ä'Ul/T : COS%FVTé+—gEOS—Fv""" COS2FV(i'
_——COSF

= %(16+1)V(7+£1713 = %<u+1>V—i„“—b

Dividirt man VI durch VII‚ so kommt man zu III zurück; die Multi—

plication ergiebt:

 

VIII. 1" sin 2) = p cotang 1‚U tang F = b tang 1‚Lf tang F

= %p cotang1/J (zo—%) : % b tang 1,1! (u——=i—)

Aus Combination der Gleichungen II und V leitet sich leicht ab:

1 1

IX. rcosv=b(e— cos F) : %b(26—u——ü=)

X. 7=b(COZF 1)=%b(e(u+—i—)—2)

 

 

22.

Aus Differentiation der Formel IV folgt (wenn man 1/1 als beständige

rtanglp d?)'

P
7Grösse ansicht) — =%(tang% (v+1‚u) ——tang—2 (?)—w)) dv :

hieraus rrdv_— du; oder, falls für 7 dm VVe1th aus X substituirt wi1d:
u tangip

7°7‘CIU = bb tang 1// (%e(1 +E) +?) du

Integrirt man hierauf so, dass das Integral im Pcrihel verschwindet,

so resultirt:

Ji°rdv : bb fang w ( % 6 (u—— —i—)—logu) : kt Vp . ]/(1 +11): kttang 1‚U]/b. V(1 +u)

Hier ist der Logarithme ein hyperbolischer; will man daher Logarithmen aus

dem Brigg’schen Systeme, oder allgemein aus einem Systeme anwenden, dessen

Modulus :: l ist, und. die Masse ;L (von der wir annehmen‚ dass sie für einen

GAUSS, Theorie (1. Beweg. d. Himmelsk.
4
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in der Hyperbel einherziehenden Körper unbestimmbar sei) vernachlässigen,

so nimmt die Gleichung folgende Gestalt an:

 
XI —ä—Ä€ Mit—1 ——lOg’lb =Ak;t

u 57

oder durch Einführung von F,

A

& e tang F-— log tang (45° + %F) : —£f,£

b

Wenn bei der Anwendung Brigg’sche Logarithmen vorausgesetzt werden, so

haben wir logl : 9,637 7843 113 und log Mc : 7,878 3657 527, aber man kann

eine etwas grössere Genauigkeit erreichen, wenn die hyperbolischen Logarithmen

unmittelbar angewandt werden. Hyperbolische Logarithmen der Tangenten

werden in mehren Tafel—Sammlungen angetroffen, z. B. in der Schulze’schen,

und in noch grösserer Ausdehnung bei „Benjamin Ursinus, grosser logarz'th-

mise/zer Canon der Dreiecke, (75277, 1624,“ wo sie von 10 zu 10 Secunden fort—

gehen. Uebrigens zeigt die Formel XI, dass den reciproken Werthen von M,

oder den entgegengesetzten \Verthen von F und 0, auch entgegengesetzte \Verthe

von t entsprechen, weshalb gleiche Theile der Hyperbel die auf beiden Seiten

gleich weit vom Perihel abstehen, in gleichen Zeiten beschrieben werden.

23.

Benutzt man, um die Zeit aus der wahren Anomalie zu finden, die“

Hülfsgrösse 14, so wird deren Werth am bequemsten durch die Gleichung IV

bestimmt, worauf die Formel II sofort ohne neue Rechnung [0 aus ?, oder

. \ . . __ Äkt

P aus 10 giebt. Ist alsdann % gefunden, so giebt Formel XI die Grosse —f%—,

1)

welche der mittleren Anomalie in der Ellipse analog ist, und mit N bezeichnet

werde, und hieraus ergiebt sich die seit dem Durchgange durch’s Perihel ver—

, . , . „ . Äe(uu——l) .

flossene Ae1t. Da der erstere [hell von N, namhchT durch die

Ärsinv

Formel VIII : —,)—.
smzp

zur Prüfung der Schärfe dienen, oder es lässt sich, wenn man dies vorzieht,

 wird, so kann die doppelte Berechnung dieser Grösse

N ohne u in folgender Weise bestimmen:

7 _ » ltangzp sine J__ }£Sé(u—tp)

*\H' N_ 2 cos,} (1; + ap) cos )1„‚_,„) log cos % (v+zp)
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Beispiel. Es sei 6 = 1,2618820 oder I}! = 37°350”, ?) = 18°5Y0”;

logr = 0,033 3585. Dann steht die Rechnung für u, p, I), N, t so:

 

 

 

 

 

 

log cos—ä(v—i,ü) ........ 9,994 1706 \

logcos%(v+1p) ........ 9,945 0577 [ w01aus 10g2;_3’333 %ääg

log7‘ .................. 0,033 3585 an i 17259 7928

log 23 ................. 0,402 0488 * ’ "

log]? .................. 0,3746356

log cotan,<g;®,ü2 .......... 0,227 4244

log 5 .................. 0,602 0600

1 7' 9 Die andere Rechnung

Og_b‘ ................ ‚4312985 10g<a26—1)....07404
4793

log sinv ............... 9,509 3258 Compl. logu . . . 9,950 8871

logl .................. 9,637 7843 log/t ........... 9,637 7843

Compl. log sin 'l/l ...... 0,214 7309 log%e . .'....... 9,799 9888

8,793 1395 8,793 1395

Erster Theil von N= 0,062 1069

logie : 0,049 1129

N = 0,012 9940 10gN .......... 8,113 7429

log/tk ................ 7,873 3658 } . „

—3—10gb ................ 0,903 0900 Dlfielenz """" 6’9‘0 2758

10gl‘ ........... 1,143 4671

t = 13,91448

24.

Soll die Rechnung, mit hyperbolisehen Logaritlnnen geführt werden,

so empfiehlt es sich, dabei die durch Gleichung III zu bestimmende Hülfs-

grüsse F zu brauchen, und hieraus N durch XI zu suchen; der halbe

Parameter wird aus dem radius vector, oder wechselsweise dieser aus jenem

mittelst Formel VIII berechnet; der zweite Theil von N kann auf doppelte

Weise ermittelt werden, nämlich durch die Formel: log hyp tang (45°+ %F)

oder durch log hyp cos % (v—1/J)——log hyp cos % (U + 1,U). Im Uebrigen ist es

klar, dass die Grösse N hier, wo 2. = 1 ist, im Verhältnisse von 1 : L grösser

4*
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heraus kommt, als bei de1 Anwendung von B1igg’schen Loca11thmen. Unser,

auf diese Weise behandeltes Beispiel steht dann so:

 

 

 

 

 

 

log tang%i,ü ............. 9,531 8179

100” ta1w%v ............. 9,220 1009

log rang—1—2 F ............ 8, 751 9188 %F = 30 13' 58” 12

loge ................... 0,101 0188

log tangF .............. 9,054 3366

9,155 3554 C.]oghypcosä(v—tß) = 0,013 42266

etangF = 0,143 00638 C.loghyp cos%(U—|—1,U) = 0,126 50930

loghyptang (45°+%F)=0,113 08666 Differenz = 0,113 08664

N = 0,029 91972 logN .................. 8,475 9575

logie ................... 8,235 5814 } _

%logb . ................ 0,903 0900 D1fi'e1enz ............... 7,332 4914

logt .................... 1,143 4661

t = 13,91445

25.

Zur Auflösung der umgekehrten Aufgabe, aus der Zeit die wahge

Anomalie und den 1adius vecto1 zu bestimmen — wird zuerst aus N_—— Hab—%

du1ch Gleichung XI die Hülfsgrösse % oder F e1111ittelt. Die Auflösung

dieser transcendenten Gleichung geschieht durch Versuche, welche durch

ähnliche Kunstgrifi'e abgekürzt werden können, wie die in Art. 11 auseinander—

gesetzten. Wir setzen uns darüber hinweg, dies näher noch zu erklären; denn

es scheint uns nicht der Mühe werth, diese Vorschriften ebenso ängstlich aus—

zufeilen, als die für die Ellipse, da der Fall der hyperbolischen Bewegung

in den Himmelsräumen vielleicht kaum jemals sich zuträgt, und. da ausserdem

alle Fälle, die vielleicht eintreten sollten, durch eine andere, weiter unten

auseinanderzusetzende Methode sich erledigen lassen. Nachdem man F oder 16

gefunden hat, wird daraus ?) durch Formel III, und sodann 7° aus H oder VIII

bestimmt; bequemer werden noch @ und 7' zugleich mittelst der Formel VI

und VII eruirt, und zur Prüfung der Rechnung kann man die eine oder die

andere der übrigen Formeln benutzen.
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26.

Beispiel. Wenn @ und 5 so wie im vorhergehenden Beispiele bleiben,

und 25: 65,41236 ist, werden gesucht: 1) und 7”. Bei Brigg’schen Loga—

rithmen hat man -

log t ......... 1,815 6598

  

log lkb_%....6,970 2758

log N ....... 8,785 9356 ; N= 0,061 08514.

Hieraus findet sich, dass der Gleichung

N= le tang F——logtang(45°+ % F) Genüge geleistet wird durch F= 25° 2427" 66 ;

woraus nach Formel III:

log tang%F. . . . 9,353 0120

log tangä1/J . . . . 9,531 8179

 

 

log tang—ä—v ..... 9,821 1941 also %0 = 330 31'29"89; @; = 670 259” 78.

Darnach hat man ferner:

C.] L ' ..... 213 7476 .

() ,ZgZZZÄEZf/g 8’0145197} Differenz ............ 0,199 2279

° % 2 ‘P .... 7 log tang (45°+ %F) . . 0,199 2280

log5z ................ 9,972 5868

log 7“ .................. 0,200 8541

27.

Wird die Gleichung IV so differentiirt, dass u, @, 1,0 zugleich als

veränderliche behandelt werden, so kommt

du _ sinwdv+sinudzp _ rtang1p rsinv

T _ 2cos%(v—rp)cos%(v—i—qz) _ p dv+ pcosq; 1’U (24)
 

Difl'erentiirt man ebenso Gleichung XI, so ergiebt sich unter den

difi'erentialen Veränderungen der Grössen M, 1,0, N folgende Relation:

dN__ , 1 1 , (uu——l)simp _

T — (?e<1+zzz _? (la—"W d‘”? Ode}

(IN ‚- '

T—md“+

rsin u

b coszp

 dw
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und hieraus erhalten wir, wenn du mittelst der vorhergehenden Gleichung

eliminirt wird:

“TN= WZng @+(1+%)%3— da‚u, oder

dv=äneaN—<é+%>flsinzsszgw @

= ——— aN—<1+%>e%a

28.

Wird Gleichung X differentiirt, und alles 1”, b, 6, 24 dabei als

veränderlich behandelt, auch für de : c—soilsl$ dtp substituirt, und zugleich du

mit Hülfe der zufolge des vorhergehenden Artikels zwischen dN, du, du» be-

stehenden Gleichung eli1ninirt, so folgt:

‚ _ fr bbe(uu——l)

d? _ _b_ db+ 2Aur dN

b 1 . _

+ 20054? {(20+7)S1n1,
11—(u_%)3111

„} d1,t/

Der Coefficient von dN geht durch Gleichung VIII über in
bänv

), sin1p’ der

 

Coefficient d1,U aber, wenn man aus Gleichung IV, u(sin1,U——sinr) = sin(1/f——v);

bsinzpcosv _ p cos 1;

7,— (s1111/J + sm @) : s1n (1,0 + „) setzt, Wird verandert 1n: COMP, sin „, , so

dass man hat

 
“_ r bsinv pcosv

@ — ? db+lsinlp dN+w d‘”

In so fern man N als eine Function von b und t betrachtet, wird

dN : —12—7— dt—%.—% db. Bei Substituirung dieses VVerthes werden d?“ und

ebenso im vorhergehenden Artikel dr, durch dt, db, dl,U ausgedrückt erhalten.

Uebrigens muss das, was schon oben erwähnt, auch hier wiederholt werden,

(25) nämlich, dass wenn die Veränderungen der Winkel u und 1}! nicht in Theilen

des Radius, sondern in Secunden ausgedrückt genommen werden, entweder alle

Glieder, die du, du; enthalten, durch 206 264,8 zu dividiren, oder die übrigen

durch diese Zahl zu multipliciren sind.
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29.

Da die in der Ellipse angewandten Hülfsgrössen (,p, E, M in der

Hyperbel imaginäre Werthe erhalten, so wird es nützlich sein, deren Ver—

bindung mit den reellen Grössen, die wir gebraucht haben, zu erforschen; wir

Fügen daher die vorzüglichsten Relationen hinzu, und bezeichnen die imaginäre

Grösse V—1 mit i.

 
. = e :

Sln(P CCS!!!

1—e . e——1 .

tang(45°-%‘P) = Vm = ZV;:*_T : Ztangä‘ß

tang<ß = %cotang{45"—ä (p)-% tang(45°—% @) = —

cosw =itang1p

(p = 90" +ilog(sinq2+icostp) = 90°—ilogtan'g(45" +—3-1‚U)

i

ein 1,0

 

 

 

: L L'(u—])

tang—2 E itano- F: u___+__1

sirlE__ 2llcotang). EHtangf1 E—— —icotangF oder

. '— ' «' —Ms1nE _ ztangl _ 2u

cotangE= —211—cotang,E———tang% E= —————si;F oder

__ - - „_ i(uu—l)

tangE _ 851111- uu+l
E

COSE=EBIS_F= Hug—izlz3z =10gCCOSE+iSiHE)
——log—J

E = ilogu = ilogtano— (45U+71 F)

__ ie(uu— l)_ ‚IN

M= E——esinE_ ilogu—__Zu __ _T

Die Logaritlnnen in diesen Formeln sind hyperbolische.

30.

Da sännntliche, aus den logaritlnnischen und nigononretrischen Tafeln mc.)

genommenen Zahlen eine absolute Genauigkeit nicht zulassen, sondern bis auf

einen gewissen Grad nur genähert sind, so kann durch alle mit ihrer Hiilfe

angestellten Rechnungen die Wahrheit nur genähert bekannt werden. In sehr
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vielen Fällen geben zwar die gewöhnlichen Tafeln, die bis auf die siebente Stelle

sicher sind (d. h. von der Wahrheit nirgends mehr oder weniger als eine halbe

Einheit der siebenten Decimalzifi'er abweichen) eine mehr als hinreichende Ge—

nauigkeit, so dass die unvermeidlichen Irrthümer von keiner Bedeutung sind.

Nichtsdestoweniger kann es in besonderen Fällen vorkommen, dass die Fehler

der Tafeln einen so verstärkten Einfluss äussern, dass man sich von einer sonst

sehr guten Methode lossagen und. eine andere wählen muss. Derartige Fälle

können auch in den bis jetzt auseinandergesetzten Rechnungen passiren. Es

wird daher am Platze sein, hier einige Untersuchungen über den Grad der

Genauigkeit anzustellen, welchen die gewöhnlichen Tafeln bei diesen Rech—

nungen erlauben. Da aber hier nicht der Ort ist, dieses für den praktischen

Rechner sehr wichtige Argument zu erschöpfen, so wollen wir die Untersuchung

so weit führen, dass es für unsere Zwecke genügt und dass jeder, dem daran

liegt, sie weiter ausfeilen und auf andere Operationen ausdehnen kann.

31.

Jeder Logarithme, Sinus, Tangente etc. (oder überhaupt jede aus den

Tafeln entnommene irrationale Grösse) ist einem Irrthume unterworfen, der bis

auf eine halbe Einheit der letzten Stelle steigen kann. Wir bezeichnen diese

Grenze des Irrthums mit au, die daher in den gewöhnlichen Tafeln

: 0,000 00005 wird. Wenn ein Logarithmus etc. nicht unmittelbar aus den Tafeln

genommen werden kann, sondern durch Interpolation gefunden werden muss,

so kann der Irrthum aus einem doppelten Grunde noch etwas grösser werden.

Erstens nämlich pflegt, so oft der Proportionaltheil nicht ein Ganzes (wenn

man dabei die letzte Stelle als Einheit ansicht) ist, dafür das nächst grössere

oder kleinere Ganze genommen zu werden. Man sieht leicht, dass aus diesem

Grunde der Irrthum sogar bis aufs Doppelte vermehrt werden könne. Auf

diese Vermehrung des Irrthums nehmen wir aber hier überhaupt keine Rücksicht,

da nichts im Wege steht, dem Proportionaltheile noch die eine oder die andere

Decimalstelle hinzuzufügen und es ist ohne Weiteres klar, dass der interpolirte

Logarithmus, wenn der Proportionaltheil vollkommen genau wäre, keinem grösseren

Irrthume unterworfen sein könne, als die unmittelbar in den Tafeln stehenden

Logarithmen, insoweit es erlaubt ist, deren Aenderungen als gleichförmige zu
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betrachten. Die zweite Vermehrung des Irrthums entsteht daraus, dass eben

letztere Voraussetzung nicht in aller Strenge wahr ist. Aber auch diese Ver-

mehrung vernachlässigen wir, da die Wirkung der zweiten und höheren Differenzen (2

in nahezu allen Fällen von keiner Bedeutung ist (vorzüglich wenn für die trigo—

nometrischen Grössen die vortrefflichen Taylor’schen Tafeln angewandt werden),

und mit leichter Mühe könnte man diesem Umstande Rechnung tragen, wo

jene Wirkung vielleicht etwas grösser sein sollte. Wir setzen daher für alle

Falle den grössten unvermeidlichen Irrthum der Tafeln : w, wenn nämlich

das Argument (d. h. die Zahl deren Logaritlnnus, oder der Winkel dessen

Sinus etc. verlangt wird) völlig genau ist. Ist aber das Argument selbst nur

näherungsweise bekannt, und nimmt man an, dass dessen grösstmöglichem

Irrthume die logarithmische u. s. w. Ve “Anderung w' entspreche (welche durch

Differentialreclmung sich bestimmen lässt), so kann der grösste Fehler des aus

den Tafeln berechneten Logarithmen bis auf w—l—uf steigen.

Umgekehrt ist, wenn mit Hülfe der Tafeln das einem gegebenen

Logarithmus entsprechende Argument berechnet wird, der grösste Irrthum des-

selben der_jénigen Veränderung gleich, welche der Veränderung zu im Loga—

rithmus dann entspricht, wenn letzterer genau gegeben ist, oder welche der

Veränderung des Logarithmus w—|—uf entspricht, falls der Logarithmus selbst

bis zum Belaufe von of fehlerhaft sein kann. Kaum braucht erwähnt zu

werden, dass 0) und w’ das nämliche Vorzeichen erhalten müssen.

Wenn mehre, nur innerhalb gewisser Grenzen genaue Grössen addirt

werden, so wird der grösste Irrthum der Summe gleich sein der Summe der

einzelnen grössten, mit dem nämlichen Zeichen versehenen Irrthümer; weshalb

denn auch bei der Subtraction von nur genähert richtigen Grössen, der grösste

Irrthum in der Differenz gleich der Summe der einzelnen grössten Irrthümer

sein wird. Bei der Multiplication oder Division einer nicht absolut genauen

Grösse wird der grösste Irrthum in demselben Verhältnisse vermehrt oder ver-

mindert, wie die Grösse selbst.

32.

Wir gehen nun zu der Anwendung dieser Grundsätze auf die nützlichstcn

der oben entwickelten Operationen über.

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk.
5
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I. Wenn man bei der elliptischen Bewegung zur Berechnung der

w.hren Anomalie aus der cxce1itrisehen die Formel VII des Art. 8 anwendet,

und voraussetzt, dass (p und E als genau gelten, so kann beim log tang (45°—%(p)

und beim log tang% E der lrrthum u) begangen werden und mithin in der

Differenz : log tang—ä—v der lrrthum 2w; also wird der grösste, bei Bestimmung

3wd%v __ 3wsim;

dlog tang%zi * 22t ’ W0bel d'
des Winkels 32—7) zu begehende lrrthum sein

den modulus der zu dieser Berechnung angewandten Logarithmen bedeutet. —

Der lrrthum daher, dem die wahre Anomalie ?} unterworfen, wird in Secunden

3 09 sine

, 206 265” : 0”0712 sin @, wenn Brigg’sehe siebenstellige

Logarithmen angewendet werden, so dass man immer innerhalb O”O7 über den

ausgedrückt :

Werth von @ gewiss sein kann; bei Benutzung kleinerer nur fünfstelliger Tafeln

kann der Irrthuin bis auf 7 ”12 gehen.

II. Wird @ cos E mit Hülfe von Logarithmen berechnet, so ist ein'

3cuecosE

-\4

Irrthum möglich bis zu ; und demselben lrrthum wird auch die

..
91

. .

Grosse 1——6 eos E oder ; unterworfen sem. Be1 Berechnung des Loga—

rithmus dieser Grösse kann mithin der lrrthum steigen bis auf (1 +3) w,

. . . __ 3 6 cos E

WO d die posft1v genommene Grosse ————,
1 — 6 cos IL

bezeichnet. Bis zu derselben

Grenze (1—l—d)w geht der beim log 7“ mögliche Irrthum, wenn nämlich der

log (& als genau gegeben angesehen wird. So oft die Excentricit‘a't klein ist,

so ist die Grösse d immer in enge Grenzen eingeschlossen, wenn aber @ wenig

von Eins verschieden ist, so bleibt l—ecos E sehr klein, so lange E klein

ist; es kann daher dann Ö zu einem nicht zu vernachlässigenden Betrage an—

wachsen, weshalb in diesem Falle die Formel III des Art. 8 weniger geeignet

. . .. - .. 3(66—?“)

sem würde. — Die Grösse (? lasst srch auch so ausdrucken: —7f =

36 cosv e . . -

—(—l%; eine Formel, die noch klarer zeigt, wann man den Irrthum (1 + d‘) w

vernachlässigen darf.

HI. Wendet man die Formel X des Art. 8 zur Berechnung der wahren

. . - a 1 1

Anomal1e aus der excentr1schen an, so ist log VT dem Irrthume (5+3Ö\) w
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. . . ll .

unterworfen, und folghch log sin—‚% (p smEV7 dem Irrtlnune (% + % d‘) (u; lneraus

wird der grösste, bei Bestimmung des Winkels v—E oder ?} mögliche Irrthum

gefunden zu: i;— (7—I—d) tang%(v——E), oder in Secunden ausgedrückt und ‚mit

Anwendung von siebenstelligen Logarithmen : (O” 166 + O” 024 (l) tang%(v—E).

Bei mässiger Excentricitätt werden d und tang%(v—E) kleine Grössen sein,

weshalb diese Methode eine grössere Genauigkeit gestattet, als die unter I

betrachtete, dagegen wird letztere dann vorzuziehen sein, wenn die Excentricität

recht gross ist und nahe an die Einheit herankommt, wo (? und tang%(v——E)

recht beträchtliche VVerthe erlangen können. Es lässt sich daher durch unsere

Formeln stets leicht entscheiden, welcher von den beiden Methoden der Vorzug

gebührt.

IV. Bei Bestimmung der mittleren Anomalie aus der excentrischen

vermittelst der Formel XII im Art. 8 kann der Irrthum der mit Logarithmen

3wesinE

Ä

steigen, und ist die Grenze dieses Irrthums, wenn man sie in Secunden aus—

berechneten Grösse 6 sin E, und deshalb auch der Anomalie M, bis auf

gedrückt verlangt, mit 206 265” zu multipliciren. Hieraus schliesst man leicht,

dass bei der umgekehrten Aufgabe, wo E aus M durch Versuche bestimmt

_ _ ., _. „ q " E dE „ 3f . E 11

Wird, dies 19 um che Grosse 3267bm——. W' 206265 : —Üe,(,—lrsm—.2O6 265

selbst dann fehlerhaft sein kann, wenn auch der Gleichung E—e sin E = M

mit aller durch die Tafeln gestatteten Genauigkeit Genitge geleistet ist.

Die wahre, aus der mittleren berechnete Anomalie kann also aus zwei

Gründen fehlerhaft sein (wenn wir nämlich die mittlere als genau betrachten),

erstens wegen des bei der Berechnung von ?) aus E begangenen Irrthums, der,

wie wir gesehen haben, stets von geringer Bedeutung ist, und zweitens deshalb,

weil der W'erth der excentrischen Anomalie selbst schon fehlerhaft sein konnte.

Die Einwirkung dieses letzteren Grundes wird bestimmt durch das Product

. ‚ . d .

des in E begangenen Irrthums mit Til—li]? welches Product Wird

_ 3wesinE dv „_ 3weasinv „_ esinv+%eesin2v „

———,——. TM' 206 265 ————M . 206265 “(__—1T)O 0712

bei Anwendung von sieben Stellen. Dieser Irrthum, der für { kleine Werthe

von e stets mässig bleibt, kann sehr gross werden, sobald @ von der Einheit

5*
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wenig verschieden ist, wie die nachfolgende Tafel zeigt, die für einige Werthe

von 6 den grössten Werth jenes Ausdrucks darstellt.

 

 

 

e grüsster Irrthum @ ‘ grösster Irrthum € grösster Irrthum

0,90 042 0,94 0”73 0,98 _ 228

0,91 0,48 0,95 0,89 0,99 4,59

0,92 0,54 0,96 1,12 0,999 46,23

0,93 0,62 0,97 1,50   
 

V. In der hyperbolischen Bewegung kann, wenn 0 nach Formel III

des Art. 21 aus genau bekanntem F und 1,1) berechnet wird, der Irrthum bis zu

3 ca sinn . . u —— 1

———.206 265” steigen; wenn es aber durch die Formel tang%v :4——

tu+1)tang%w

berechnet wird und 66 sowohl als 1,11 genau bekannt sind, so wird die Grenze

. 4 ' l H '

des Irrthunrs um i grösser werden, nämhch : —m—jm—U— . 206 265’ : 0 09 sm?)
3

(bei sieben Stellen).

VI. Wird vermittelst der Formel XI des Art. 22 die Grösse “it : N
52

 

mit Hülfe Brigg’scher Logarithmen berechnet, und gelten 6 und u, oder

. . 5 uu——l em

6 und F als genau bekannt, so Wird der erste Theil dem Irrthume —(———)—f
214

. . 46 46—1 (u 1

unterworfen sem, wenn er in der Form ‚—(—2—31—+—), oder dem Irrthume

3 {ua 1 eco . Äe .

(30) ——%H—, wenn er 111 der Form von %leu——27 berechnet ist, oder dem

Irrthume SecutangF, wenn die Form ÄetangF benutzt ist, falls man dabei

den in log }. oder log % Ä begangenen Irrthum vernachlässigt. Im ersten

. . . 3eco

Falle kann der Irrthum auch durch öewtangl, im zweiten durch äs—F

ausgedrückt werden, woraus man sieht, dass im dritten Falle der Irrthum immer

der kleinste von allen ist, er aber im ersten und zweiten grösser sein wird,

je nachdem % oder %u grösser oder kleiner als 2, oder _je nachdem iF grösser

oder kleiner als 36°52’ ist. Der zweite Theil von N wird aber stets dem

Irrthum 00 unterworfen sein.

VII. Umgekehrt ist klar, dass, wenn 64 oder F aus N durch

. .
, d

Versuche bestnnmt wn'd, 64 dem Irrthume (w i 5 e (» tang [) ‚X, oder
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dudem . . . .

(url—W) dl? unterworfen sem werde, Je nachdem man das erste Glied 1n

dem Werthe für N entweder in Factoren oder in Theile zerlegt anwendet;

. dF . .

F aber unterl1egt dem Irrthume (w—l—3€wtangF) dTV" — Die oberen Zeichen

gelten nach Udem Perihele, die unt61en vor dem Pe1il1ele. Substitui1t man

dahe1 hier (1N für d1’N ode1 f111;N, so e1giebt sich der Einfluss dieses Ir1thums

auf die Bestimmung von 7), der deshalb sein wird:

bbtangzp(liöetangF)m bbtangw(l+3esecF)cu

————r———— oder ——————,
lW & fr'1°

falls die H1ilfsgrösse % angewendet ist. — Braucht man dagegen F, so wird

diese Einwirkung

_ bbtangtp(li3etangF)m __ _co_ (1—l—ecose)2 3esinv(l+ecosv)

_ ÄT7“ “ L tang1p3 ' tangz‚u2

 

Der Factor 206265” muss hinzugefügt werden, um den Irrthum in Secunden

auszudrücken. Offenbar kann dieser lrrthum nur dann als beträchtlich sich

ergeben, wenn der Winkel 19 klein, oder 6 um ein \Veniges grösser als 1

ist. Hier folgen die grössten \Verthe dieses dritten Ausdrucks für einige

Werthe von 6 bei Benutzung siebenstelliger Decimalen:

 

 

‘ @ grösster Irrthum

] 1,3 034

l 1,2 0,54 1

1 1,1 1,31

l 1,05 3,03 l

1,01 34,41

1,001 1064,65

Diesem, aus einem irrthümlichen \Verthe von F oder % entstandenen Irrtliume (31)

muss man noch den in V bestimmten Irrthum hinzufügen, um die ganze Un—

siche1heit von ?) zu e1halten.

VIII. Wenn die Gleichung XI im A1t. 22 mit Hülfe hype1bolischer

Logarithmen aufgelöst, und dabei F als H11lfsg1tisse geb1aucht wird7 so findet

man die Wirkung des bei dieser Operation in der Bestimmung von ?) möglichen

Irrthums durch eine ähnliche Betrachtung

(l—l—ecosvfco’ + 3esinv(l+ecosu)eo

tangzp3 —— Manga};2 ’
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wobei uf die grösste Unsicherheit in den Tafeln der hyperbolischen Logarith-

men bezeichnet. Der zweite Theil dieses Ausdruckes ist identisch mit dem

zweiten Theil des in VII behandelten Ausdruckes, der erste Theil aber ist im

Verhältnisse von lw' : 0) kleiner, als der erste in jenem Ausdrucke, d. h. im

Verhältnisse von 1 zu 23, wenn man die Ursinus’sche Tafel allenthalben als,

bis zur achten Stelle sicher oder w' = 0,0000 00005 voraussetzen dürfte.

33.

Die oben behuf Bestimmung der wahren Anomalie aus der Zeit*)

oder umgekehrt auseinandergesetzten Methoden erlauben daher nicht alle

wünschenswerthe Schärfe bei denjenigen Kegelschnitten, deren Excentricität

von der Einheit nur wenig verschieden ist, d. h. bei Ellipsen und Hyperbeln,

die der Pa*abel sehr nahe kommen, und es würden mithin die unvermeidlichen

lrrthiimer, die sich steigern7 je mehr die Bahn zur Aehnlichkeit mit der Parabel

neigt, zuletzt alle Grenzen überschreiten. Die mehr als siebenstelligen Tafeln

würden diesen Irrthuni zwar vermindern, ihn aber nicht aufheben und auch

nicht verhindern, dass er nicht alles Maass dann überschreitet, sobald die

Bahn gar zu nahe an die Parabel herankonnnt. Ausserdem werden in diesem

Falle die obigen Methoden recht beschwerlich, weil ein Theil derselben

indirecte, häufig wiederholte Versuche erfordert, und das \Vidrige dieser

Unbcquemlichkeit wird durch Anwendung grösserer Tafeln noch vermehrt.

Es wird deshalb sicher nicht überflüssig sein, eine besondere Methode zu

bearbeiten, durch welche man in solchem Falle jene Unsicherheit vermeiden,

und allein mit Hiilfe der gewöhnlichen Tafeln eine hinreichende Genauigkeit

erlangen kann.

34.

Die gewöhnliche Methode, durch welche man jenen Unbequernlichkeiten

eine Abhülfe zu schaffen pflegt, stützt sich auf folgende Grundsätze. Es möge

3 3

”) Da. die Zeit den Factor a7 oder 117 enthält, so wird der bei M oder N begangene Irrthum um

27 .oderb= p

1—ee ee—1

wird.  
so erheblicher vermehrt, je grösser a =
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in einer Ellipse oder Hyperbel, deren Excentricität @, halber Parameter p und

daher Abstand im Perihel = &; = g ist, der Zeit nach dem Perihele t,

die wahre Anomalie 2} entsprechen; es entspreche ferner derselben Zeit in der

Parabel (deren halber Parameter = 2q, oder deren Abstand im Perihel = g) die

wahre Anomalie zu, und die Masse ALL soll in beiden Fällen entweder vernach—

lässigt werden oder gleich sein, so hat man offenbar:

‚ dv 4 dw .

(l—l-Z—Ütjcosv)2 : (l—i%osw)2 : VP:V2Q’

wenn die Integrale mit v = 0 und w = 0 beginnen, oder

I (l+efidv _ ( 2dw

(l+ecosvfl/2 _ _, (l+cosw)2 '

€ . . . .

mit oe, tang% @ mit 3 bezeichnet, so Wird das erstere Integral1_—_

l+e

 

 

Wenn man

gefunden =

V(1+a).(9+%33(1—206)—%35(2a—30ca)++197(3aa—4ofi)— etc.)

das zweite = tang %w+ %tang % wa. Aus dieser Gleichung lässt sich mit

Hülfe unendlicher Reihen leicht zu aus a und @, oder 0 aus a und zu bestimmen.

. 2 . .

Statt er kann man auch, falls man das vorz1eht, 1—e = Ü_a—a = @ einführen.

Da für a = 0 oder d = O, offenbar ?) = zu wird, so erhalten diese Reihen

folgende Form:

w = v+dz/ +Ö‘d‘v” +d3v'” + etc.

?) = zu + Ö‘wl + ddw”+ d“ 10” + etc.

N l//

etc. Functionen von v; und w’, w, 20 etc. Functionen von w
1//

wo 7], v”, ?}

sind. Ist cl eine sehr kleine Grösse, so werden diese Reihen schnell convergiren

und wenige Glieder hinreichen, um zu aus 7}, oder ?) aus zu zu bestimmen. Aus

10 wird t, oder zu aus. t auf dieselbe, schon oben für die parabolische Bewegung

erklärte Weise gefunden.

35.

Die analytischen Ausdrücke der drei ersten Coefficienten _ der zweiten

Reihe w', w”, w’” hat Bessel entwickelt, und zugleich für die numerischen

Werthe der beiden ersten w’, zu” eine Tafel hinzugefügt, die nach einzelnen
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Graden des Argumentes w construirt ist (von Zach Monatl. Correspondenz,

vol. XII, 1). 197). Ffir den ersten Coefficienten w' gab es schon früher eine

von Simpson berechnete Tafel, die dem oben erwähnten Werke von Olbers

angehängt ist. In sehr vielen Fällen kann durch diese Methode mit Hülfe

der Bessel’schen Tafel die wahre Anomalie aus der Zeit mit hinreichender

Genauigkeit bestimmt werden; was noch zu wünschen übrig bleibt, reducirt

sich etwa auf folgende Momente:

I. Bei der umgekehrten Aufgabe, nämlich bei Bestimmung der Zeit

aus der wahren Anomalie, muss man seine Zuflucht zu einer gleichsam indirecten

Methode nehmen und zu aus ?} durch Versuche ableiten. Um dieser Unbe—

quemlichkeit zu begegnen, müsste die erstere Reihe auf dieselbe Weise be-

handelt werden, wie die zweite, und da man leicht sieht, dass ——2f dieselbe

Function von ?) ist, als w' von w, so dass eine Tafel für M nur mit geänderten

Zeichen für 0’ dienen könnte, so würde nur noch eine Tafel für 7)” erforderlich

sein, damit jede der beiden Aufgaben mit gleicher Schärfe gelöst werden könnte.

ll. Es können in der That bisweilen Fälle vorkommen, wo zwar die

Excentricität von der Einheit wenig abweicht, so dass die obigen allgemeinen

Methoden keine hinreichende Genauigkeit gewähren, wo jedoch diese Abweichung

noch zu stark ist, als dass man die Einwirkung der dritten und höheren

Potenzen von d bei der besonderen vorhin dargestellten Methode mit Sicherheit

vernachlässigen dürfte. Namentlich bei der hyperbolischen Bewegung sind solche

Falle möglich, wo, man mag nun j

lrrthum von mehren Secunden sich nicht vermeiden lässt, wenn man nur die

gewöhnlichen siebenstelligen Tafeln braucht. Mögen nun auch derartige Falle

in der Praxis selten eintreten, so könnte es doch als ein Mangel erscheinen,

wenn nicht in allen Fällen die wahre Anomalie innerhalb 01 oder wenig—

stens 0”? sicher sich bestimmen liesse, falls nicht grössere Tafeln benutzt

werden, die jedoch bekanntlich ziemlich selten sind. Ich hoffe daher, man

werde die Auseinandersetzung einer besonderen Methode nicht für gänzlich

überflüssig halten, deren ich mich schon lange bedient habe, und die sich

auch in der Hinsicht empfiehlt, weil sie keineswegs auf Excentricit'ziten be-

schränkt ist, die nur wenig von der Einheit abweichen, sondern mindestens

one Methoden oder diese anwenden, ein

in dieser Hinsicht eine allgemeine Anwendung erlaubt.
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36.

Bevor ich mit Auseinandersetzung dieser Methode beginne, wird es

angemessen sein, zu bemerken, dass die Unsicherheit der obigen allgemeinen

Methoden bei den zur Aehnlichkeit mit der Parabel hinneigenden Bahnen von

selbst aufhört, sobald E oder F zu einer beträchtlichen Grösse anwachsen,

was zwar erst in grossen Entfernungen von der Sonne Statt findet. Um dies

zu zeigen, wollen wir den grössten in der Ellipse möglichen Irrthum, den wir

im Art. 32, IV. .

: —«—»5we,“fm” . 206 265”

fanden, so ausdrücken

3coel/(l ——ee).sinE

MI——ecosE)2 . 206 265 , ,

woraus von selbst erhellt, dass der Irrthum stets in enge Grenzen eingeschlossen (34)

ist, sobald E einen beträchtlichen Werth erreicht, oder sobald cos E sich von

der Einheit mehr entfernt, wie gross auch die Excentricität sein möge. Dies

wird noch deutlicher durch die folgende Tafel erscheinen, in welcher ich den

grössten numerischen Werth jener Formel für einige bestimmte Werthe (mit

sieben Decimalen) berechnet habe:

 

E = 10° Grösster Irrthum : 304

20 0,76

30 0,34

40 0,19

50 0,12

60 0,08 
 

Auf ähnliche Weise verhält sich die Sache in der Hyperbel, wie sogleich

klar wird, wenn der in Art. 32, VII gegebene Ausdruck unter die Form

gebracht wird

cacos F (cosF—{—3esin F)V(ee—l) „

L(e—cosF)2 206 265 .

Die grössten Werthe dieses Ausdruckes für einige bestimmte Werthe von F

zeigt folgende Tafel:
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» F u Grösster Irrthum

\ 10° 1,192 0,839 8”66

. 20 1,428 0,700 1,38

40 2,144 0,466 0,22

50 2,747 0,364 0,11

L 60 3,732 0,268 0,06

 

30 1,732 0,577‘ 0,47

 70 5,671 0,176 0,02  
 

So oft daher E oder F über 40° oder 50° hinausgeht (ein Fall der jedoch in

wenig von der Parabel verschiedenen Bahnen nicht leicht vorkommen wird,

weil die in solchen Bahnen einherziehenden Himmelskörper in so grossen

Entfernungen von der Sonne sich meistens unserem Blicke entziehen), so wird

kein Grund zur Verlassung der allgemeinen Methode vorliegen. Uebrigens

würden auch in einem solchen Falle die im Art. 84 behandelten Reihen zu

langsam convergiren. Es kann also keineswegs als ein Mangel der jetzt

auseinanderzusetzenden Methode gelten, wenn sie vorzugsweise solchen Fällen

angepasst ist, wo E oder F mässige Werthe nicht überschreiten.

37.

Ich nehme die bei der elliptischen Bewegung zwischen der excentrischen

Anomalie und der Zeit bestehende Gleichung

lcd/(1 +70

a7

,E—— @ sinE :

wieder vor, wobei E in Theilen des Radius ausgedrückt sein soll. Den Factor

V(1+,u) will ich von jetzt an vernachlässigen, da, wenn je ein Fall eintreten

sollte, wo man seine Berechnung in der Gewalt hätte und solche der Mühe

wer-th sein sollte, das Zeichen t nicht die Zeit selbst nach dem Perihele, son—

dern diese Zeit durch V(1+,u) multiplicirt ausdrücken müsste.

Ich setze ferner den Abstand im Perihele : q und führe für E mid.

fiir sin E die Grössen E—sin E und E——fö (E— sin E) = —,°—„ E+,—’,; sin E ein.
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Den Grund, weshalb ich vorzugsweise diese Bezeichnung wähle, wird der

aufmerksame Leser von selbst aus dem Nachfolgenden entnelnnen. Auf diese

Weise nimmt unsere Gleichung folgende Form an:

L—6-LE+ißmEy+@r+%e(E—smEyzkt
l_e%

10 10 1
q

So lange E als eine kleine Grösse der ersten Ordnung angesehen wird, so

wird —,%E+f—„sinE= E——E‘+Tilo—OEs—etc. eine Grösse der ersten Ord—

nung sein, dagegen E—sinE= *]3— Ti“ E5+5—011—5 E7 — etc. eine G1össe der

dritten Ordnung. Setzt man daher

6(E——sinE) —4A f„E+—fi,sinE —B

 

 

T„,—„143-{—91si11E “ ? 2VA

so wird 4A : E2——0t——E‘ WEG—etc. eine Grösse der zweiten Ordnung

und B = 1+,—;„—„E‘ 0. von der Einheit um eine Grösse der vierten

Ordnung verschieden sein.t Unsere Gleichung wird daher:

1 51 1_ %

B@g-@ß+gg+%fij=h(qfi ........... m

Durch die gewöhnlichen trigonometrischen Tafeln kann man zwar {')—„E fisin ]]

mit hinreichender Genauigkeit berechnen, nicht aber E—sinE, sobald E

ein kleiner Winkel ist, und es können mithin auf diesem Wege die Grössen

A und B nicht hinreichend genau bestimmt werden. Dieser Schwierigkeit

würde aber eine besondere Tafel Abhülfe schaffen, welcher man mit dem

Argumente E entweder B oder den log B entnehmen könnte. Die zur Con-

struction einer solchen Tafel nothwendigen Hülfsmittel werden sich jedem

auch nur mittelmässig in der Analysis Bewanderten leicht darbieten. Mit

Hül_fe der Gleichung

9E sinE

—5%— = VA

lässt auch VA und sodann durch Formel [1] t mit aller wünschenswerthen

Schärfe sich bestimmen.

Hier folgt ein Probestück einer solchen Tafel, welche wenigstens die

langsame Zunahme des logB zeigen wird; es würde überflüssig sein, diese

Tafel in grösserer Ausdehnung zu bearbeiten, denn weiter unten will ich

Tafeln von einer weit bequemeren Form beschreiben:

6*

(36)
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E log E E \ log B E log B }

00 0,000 0000 250 . 0,000 0168 500 0,000 2675

5 00 30 0349 55 3910 '

10 04 35 0645 60 5526

15 22 40 1099

20 69 45 1758  
 

38.

Es wird nicht nutzlos sein, das im vorhergehenden Artikel Vorgetragene

durch ein Beispiel zu erläutern.

Die wahre Anomalie angenommen zu : 100“, die Excentricität :

0,967 64567, logq : 9,765 6500. Die Rechnung für E, B, A und t ist also:

log tang%v ...... 0,076 1865

log vi? ...... 9107 9927 

 

log tang—, E ..... 9,18417921111t111n,1 E: 8° 41 1932 und E—— 17° 22 38" 64.

Diesem Werthe von E entspricht 2‘de1 log B—_ 0,000 0040; ferner findet

sich in Theilen des 1adius E—_- 0,303 2928, sinE= 0,298 6643, und dahe1

,—90E+513 sin E: 0,1514150 dessen log : 9,180 1689 und daher log A1}—

9,180 1649.H1e1aus wird mittelst Formel [1] des vorhergehenden A1tikels

 

 

abgeleitet

23q% 2B(1+95 % _

log’1„„,) ...... 2,458 9614 log—‚———15, (1_F,) ...... 3,7601098

10g14% ............ 9,180 1649 log Ag .................... 7,540 4947

log 43,56886 : 1,699 1269 log 19,98014 : 1,900 5985

1998014

6954400:

Behandelt man dasselbe Beispiel nach de1 gewöhnlichen Methode, so findet

sich 6 sin. ]] in Secunden : 59610” 79—# 16° 33 30'/ 79 und d1ahe1 die

mittlme Anomalie ; 00 49 7” 85—— 2947” 85. Hie1aus und aus log 71?

1,666 4302 w11d t abgeleitet_ 63,54410. De1 Unterschied, de1 hier nm der
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;

10000

das Drei— oder Vierfache grösser herauskommen.

Uebrigens sieht man, dass allein mit Hülfe einer solchen Tafel für log B

Theil eines Tages ist, kann leicht, wenn die Irrthümer conspiriren, um

auch die umgekehrte Aufgabe in aller Schärfe sich lösen lässt, wenn man E durch

wiederholte Versuche bestimmt, so dass der daraus berechnete Werth von t

mit der Voraussetzung übereinkommt. Diese Operation würde jedoch sehr be—

schwerlich sein, weshalb wir jetzt zeigen wollen, auf welche Weise man eine

Hülfstafel viel bequemer einrichten, alle vage Versuche überhaupt vermeiden

und die ganze Rechnung auf eine durchaus concinne und rasche Zahlendarlegung

zurückführen kann, die nichts zu wünschen übrig lässt.

39.

Offenbar liesse sich etwa die Hälfte der behuf jener Versuche erforder—

lichen Arbeit sparen, wenn man eine derartig eingerichtete Tafel besässe, dass

daraus der log B unmittelbar mit dem Argumente A zu entnehmen wäre.

Dann blieben drei Operationen übrig. Als erste eine indirecte, nämlich die

Bestimmung von A so, dass es der Gleichung [1] Art. 37 Genüge thut; als

zweite, die Bestimmung von E aus A und B, welche direct, entweder aus der

Gleichung E: 213 (Alf—[—%Ag), oder aus sinE= 213 (Alf—214%) geschieht;

als dritte, die Bestimmung von ?) aus E mittelst Gleichung VII, Art. 8. Die

erste Operation werde ich auf eine rasche und von vagen Versuchen freie Be—

reclmungsweise zurückführen; die zweite und dritte aber werde ich in eine

einzige zusammenziehen, indem ich unserer Tafel eine neue Grösse 0 einfüge,

wodurch wir E überhaupt nicht nöthig haben, und zugleich für den radius

vector eine elegante und bequeme Formel erhalten. Ich werde das Einzelne

in seiner Ordnung verfolgen.

Zuerst forme ich die Gleichung [1] so um, dass man die Barker’sche

Tafel zu ihrer Auflösung benutzen kann. Zu diesem Zwecke setze ich:

3, 5—56

A : tang—ä—w VT-?97’

woraus man erhält:

75ktV(%—l-%e) __ at
1 1, 3 __ __

75 tang;w+25tangww _ 2Bt_fi B’

(37)
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75kV (%+%el

2gä

kannt, so würde man zu sofort aus der Barker’schen Tafel nehmen können,

wobei die Constante mit oa bezeichnet ist. Wäre daher B be—

wo sich die wahre Anomalie findet, der die mittlere Bewegung % entspricht.

Aus zu wird A abgeleitet durch die Formel A = B tang%w“, wo die Constante

5—59

1+9e

unserer Hülfstafel bekannt wird, so lässt sich doch wegen seines sehr

mit ß bezeichnet ist. Wenn nun auch B erst durch A mittelst

kleinen Unterschiedes von der Einheit voraussehen, dass zu und A nur

mit einem sehr kleinen Fehler behaftet herauskommen können, wenn im

Anfange der Divisor B gänzlich vernachlässigt wird. Bestimmt man daher

zuerst nur oberflächlich 10 und A und setzt dabei B = 1, so wird man mit

diesem genäherten VVerthe von A aus unserer Hülfstafel die Grösse B

finden, mit welcher man dieselbe Berechnung genauer wiederholt. Gemeinig—

lich wird dem so verbesserten Werthe von A ganz derselbe Werth von B

entsprechen, der bei der ersten Annäherung gefunden war, so dass, —— aus—

genommen in den Fällen, wo der Werth von E schon recht beträchtlich

war, — eine neue Wiederholung der Operation überflüssig erscheint.

Auch wird es wohl kaum der Bemerkung bedürfen, dass falls vielleicht

schon anfänglich ein genäherter Werth von B anderswoher bekannt geworden

ist (was stets geschieht, wenn bei der Berechnung von mehren, nicht weit von

einander entfernten Orten, der eine oder der andere schon seine Erledigung

gefunden hat), man es vorziehen wird, diesen sogleich bei der ersten Annäherung

zu benutzen. Auf solche Weise wird ein geschickter Rechner sehr häufig nicht

einmal eine einzige Wiederholung der Rechnung nöthig haben. Diese äusserst

schnelle Annäherung habe ich dadurch erlangt, dass B von Eins nur um eine

Differenz der vierten Ordnung sich entfernt, die überdies mit einem sehr kleinen

numerischen Coefficienten multiplicirt ist. Man sieht, wie jener Vortheil

schon dadurch vorbereitet ist, dass wir die Grössen E—— sin E, %E—l—äsinE

anstatt der Grössen E und sinE eingeführt haben.
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40.

Da zur dritten Operation, nämlich zur Bestimmung der wahren Anomalie,

der Winkel E selbst nicht erforderlich ist, sondern nur tang%E oder vielmehr

log tangäE, so hätte jene Operation mit der zweiten bequem verbunden werden

tang%E

VA

lieferte, die von Eins um eine Grösse der zweiten Ordnung verschieden ist.

Ich will jedoeh lieber unsere Tafel etwas anders einrichten, um durch eine

kleine Ausdehnung die Interpolation doch noch viel bequemer zu erhalten.

Schreibt man der Kürze wegen T für tang 1 E 2, so wird der im Art. 37 be—
?

1 E— ' E . .

handelte Werth von A, %E—_,_EET) leicht umgeformt m

können, wenn unsere Tafel unmittelbar den Logarithrnus der Grösse

A: T-gT2+gTa_ingé+irgrä—‘etc.

1—reT+ngZ—-ng3+ew—etc-

wo das Gesetz der Progression klar ist. Hieraus wird durch Umkehrung der

Reihen abgeleitet:

A
T

 

   =1_%A+fii—5Az+ 3 A3 _15fi_ A4+ 28744 A5+etc.

525 336875 13138125

, A 4 . . „ .

Setzt man also “T = 1 —— 5— A+ C, so erd C eine Grosse der werten Ordnung

sein, durch deren Aufnahme in unsere Tafel, wir sogleich von A auf ?) mittelst

der Formel: .

1_ _ 1+e A __ ytang%w

tangzU—Vl_e 'V1_%A+C _ V(1_%A+C)
 

übergeben können, wobei ich durch 7 die Oonstante V%gi— bezeichne. Auf

diese Weise gewinnen wir zugleich eine sehr bequeme Berechnung für den

radius vector. Es wird nämlich (Art. 8, VI)

____4gcos%E2 (1—%A+C)q
__ 9 ‚_

7' cos—‘;v2 _ (1—l—T)cos%v2 _ (l+%A+C)cosä-N

(39)
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41.

Jetzt erübrigt nur noch die Zurückführung der umgekehrten Aufgabe

(nämlich die Bestimmung der Zeit aus der wahren Anomalie) auf eine raschere

Berechnungsart. Zu diesem Zwecke will ich der Tafel eine neue Columne für T

hinzufügen. Es möge daher zuerst T aus ?) mittelst der Formel T: 1;Z tangäz;2 

berechnet werden; sodann wird aus der Tafel mit dem Argumente T sowohl A,

als logB entnommen, oder (was genauer, ja auch bequemer ist) 0 und logB

u+cny

1+%T ’

die Grösse L‘ mittelst der Formel [1] Art. 37 bestimmt. Will man auch hier

die Barker’sche Tafel zu Hülfe nehmen (was jedoch bei dieser umgekehrten

Aufgabe die Rechnung weniger erleichtert) so ist es nicht erforderlich, auf A

und hieraus A nach der Formel A : zuletzt wird aus A und B

Rücksicht zu nehmen, sondern man erhält sofort

1
tang%tü : tangyv V 1+C

1+%T

und hieraus die Zeit t, wenn man die der wahren Anomalie w in der Bar—

. . B . . .

ker’schen Tafel entsprechende mittlere Bewegung mit ? multrplmirt.

42.

Eine Tafel, wie solche in dem Obigen geschildert ist, habe ich in einer

schicklichen Ausdehnung construirt und sie diesem Werke angefügt (Tafel I).

Auf die Ellipse bezieht sich allein der erstere Theil; den zweiten, die hyper—

bolische Bewegung umfassenden Theil, will ich weiter unten erklären. Das

Argument der Tafel, welches die Grösse A ist, schreitet durch einzelne Tausend—

theile von 0 bis 0,300 fort; es folgen logB und 0, welche Grössen man

als in 10 Milliontheilen, oder als zu sieben Decimalen ausgedrückt an-

sehen muss, denn die ersten Ziffern, die den bezeichnenden Zahlen voran-

gehen, sind weggelassen. Die vierte Columne endlich enthält die Grösse T

erst auf fünf, dann auf sechs Stellen berechnet, eine Genauigkeit die völlig
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ausreicht, da diese Columne nur zu dem Zwecke erforderlich ist, um die dem

Argumente T entsprechenden \Verthe von log B und C zu erhalten, falls man

nach Anleitung des vorhergehenden Artikels t aus @ bestimmen will. Da das

umgekehrte Problem (nämlich die Bestimmung von 2) und 7“ aus t) sehr viel

häufiger vorkommt und überall ohne Hülfe der Grösse T gelöst wird, so zog

ich vor, lieber die Grösse A zum Argumente der Tafel zu wählen, als T, welches

sonst fast ein ebenso passendes Arginnent gewesen sein und selbst die Con—

struction der Tafel noch etwas erleichtert haben würde. Es wird nicht über—

flüssig sein, zu bemerken, dass alle Zahlen der Tafel ursprünglich bis auf zehn

Stellen berechnet worden sind, und dass daher die hier beibehaltenen sieben Stellen

allenthalben volles Zutrauen verdienen. Ich kann mich aber bei der für diese

Arbeit benutzten analytischen Methode hier nicht aufhalten, da deren vollstän—

dige Entwickelung zu sehr von dem abführen würde, was dies Werk darstellen

soll. Uebrigens reicht die der Tafel gegebene Ausdehnung für alle F"alle voll—

kommen hin, wo es vortheilhaft ist, die oben auseinandergesetzte Methode zu

befolgen, da man, wie vorhin gezeigt, sich bequemer Weise der künstlichen

Methoden enthalten kann, wenn A die Grenze von 0,03 überschreitet, dem

dann T = 0,392 374, oder E : 6407 entspricht.

43.

Zur mehren Erläuterung der vorhergehenden Untersuchungen wollen

wir ein Beispiel der vollständigen Berechnung der wahren Anomalie und des

radius vector aus der Zeit hinzufügen, und zu diesem Ende die Zahlen des

Art. 38 wieder vornehmen. Wir haben also 6=0,967 64567; logq= 9,765 6500;

t: 63,544 00, woraus man zuerst die Constanten ableitet: logoc : 0,305 2357;

log (3 = 8,221 7364; log y = 0,002 8755.

Hiernach ist log (xt: 2,108 3102, dem in der Barker’schen Tafel der

genäherte Werth w = 99° 6' entspricht, woraus A = 0,022 923 folgt, und aus

unserer Tafel logB : 0,000 0040. Also wird das verbesserte Argument, mit

welchem man in die Bar-ker’sche Tafel einzugehen hat : log %t— = 2,108 3062,

dem w = 99° 613” 14 entspricht. —— Dann steht die weitere Rechnung so:

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk. 7
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log tangé uf. . . 0,138 5934 log tang%w ................ 0,069 2967

log [3 ......... 8,221 7364 log 7 ...................... 0,002 8755

logA ......... 8,360 8298 %Oomp. log (1—%A+C)..0,0040143

A = . 0,022 92608 log tang %?) ................. 0,076 1865

hieraus log B ganz wie oben; —ä—U = 50" 00”

C = 0,000 0242 ’U = 1000 0' 0”

1—-%A—I—C= 0,9816833 logq ...................... 9,765 6500

1 —-|— %A—l— O = 1,004 6094 2 Comp. log COS%U ......... 0,383 8650

log(l—%A+C) .......... 9,9919714

Comp. log (1 + % A + C) . . . . 9,998 0028

log r ....................... 0,139 4892

Wenn bei dieser Berechnung der Factor B gänzlich vernachlässigt worden

wäre, so wiirde die wahre Anomalie nur mit dem kleinen Irrthum O" 1 (zu gross)

behaftet herausgekornmen sein.

44.

Die hyperbolische Bewegung kann ich um so kürzer absolviren,

als dieselbe der oben für die elliptische Bewegung vorgetragenen Methode ganz

analog zu behandeln ist. Die Gleichung zwischen der Zeit t und der Hülfs—

grösse % lässt sich auf folgende Form bringen:

 

<6—1>(ä<u*%>+slogu +<s+s0 (%<zr-%„>—logü) = “(T?

wo die Logarithmen hyperbolische sind, und —21—0(u-——i—)+1—9510g20 eine Grösse

der ersten Ordnung, % (u——%)—log u eine Grösse der dritten Ordnung, so—

bald log % als eine kleine Grösse der ersten Ordnung betrachtet wird. Setzt

man also

% (zo—i)+ %,logu

“ — B
6 (% (zo—%)—logu)

___—_——_______———
: 4 A7 2VA

7

1

ä(u——ü—)+%logu
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so wird A eine Grösse der zweiten Ordnung sein, B aber von der Einheit

um eine Differenz der vierten Ordnung verschieden. Unsere Gleichung erhält

dann folgende Form:

 % % __ 6—1 %

B(2(e—1)A+%(1+99)A>—kt( , ) ................ [2]

welche der Gleichung [1] des Art. 37 ganz analog ist. Setzt man sodann

ferner (ii—3) = T, so wird T von der zweiten Ordnung sein, und durch

die Methode der unendlichen Reihen gefunden werden:

4 8 2 3 1896 4 8744 5

%=1+3A+17A—mA 3311*37'1A—“ T18'r1r—A +etc.
 

. A . .

Deshalb Wird, wenn man 7 = 1+% A + 0 setzt, C eine Grösse der werten

(1+C)
Ordnung und A—_— _T-——g—T—

der Gleichung VII Art. 21 leicht

sein. Endlich folgt für den radius vector aus

_ 9 _ (1+%A+Clq

_ (1—T)cos{‚v2 _ (1———%—A—l—C')cos%v2 '

45.

Der nachfolgende Theil der ersten, diesem Werke angefügten Tafel bezieht

sich, wie wir schon oben erinnert haben, auf die hyperbolische Bewegung und

liefert für das Argument A (das beiden Theilen der Tafel gemeinsam ist) den

Logarithmen von B und die Grösse 0 auf sieben Deoimalstellen (wobei die

vorangehenden Ziffern weggelassen sind), die Grösse T aber auf fünf und dann

auf sechs Stellen. Dieser Theil ist ganz wie der frühere bis auf A = 0,300

ausgedehnt, dem ein T = 0,241 207, u = 2,930 oder = 0,341, F = i52" 19/

entspricht. Eine weitere Ausdehnung wäre überflüssig gewesen (Art. 36).

Hier folgt die Anordnung für die Rechnung sowohl zur Bestimmung

der Zeit aus der wahren Anomalie als umgekehrt. Bei erstercr Aufgabe

. . —— 1 .

Wird T durch die Formel T = Z+ll tang% 02 erhalten; aus T giebt unsere Tafel

”*

4

(42)
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(1+C)T
log B und C, womit A = T_4—T_' Hieraus endlich wird mittelst der.

___—br

Formel [2] des vorhergehenden Artikels 13 gefunden.

Bei letzterer Aufgabe werden zuerst die Logarithmen der Constanten

„ 75kV(%—+%e)_ ___—„2?

56—5

ß: i+9e

Öe+5

7 IV 1+9e

berechnet. Dann wird A aus 15 ganz in der Weise wie bei der elliptischen

. . . t .

Bewegung best1mmt, nämhch so, dass der mittleren Bewegung %— 1n der Bar—

ker’schen Tafel die wahre Anomalie 10 entspricht und A : [J’tangäuß2 wird;

wobei freilich zuerst ein genäherter Werth für A (unter Vernachlässigung oder,

wenn dazu Hülfsmittel vorhanden, unter Schätzung des Factors B) berechnet

werden muss. Hieraus giebt dann unsere Tafel einen genäherten Werth von

B, mit welchem man die Operation wiederholt. Der solchergestalt für B sich

ergebende neue Werth wird kaum jemals einer merklichen Verbesserung be-

dürfen und daher keine Wiederholung der Rechnung nöthig sein. Nach Ver—

(43) besserung des Werths von .A wird 0 aus der Tafel genommen, wodurch man

dann hat:

Hang?le „ _ (1+%A+C)qn ___—‚_ ___—_

tang 20 _ V(1+%A+C)’ 7 '— (1-%A—}—Cjcos%v“

Hieraus sieht man, dass unter den Formeln für die elliptische und hyperbolische

Bewegung nur der Unterschied besteht, dass B, A und. T in der hyperbolischen

Bewegung als negative Grössen behandelt werden.
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46.

Auch die hyperbolische Bewegung wollen wir durch einige Beispiele,

wozu wir die Zahlen den Artikeln 23 und 26 entnehmen, erläutern.

I. Gegeben e = 1,261 8820; logq = 0,0201657; ?) = 180 51/0”. Ge-

sucht t. Man hat

 
 

2logtang%v ...8,440 2018 logT .......... 7,503 8375

e_ 1 log 1 + 0 ...... 0,000 0002
log —e+1 ....... 9,063 6357 C.10g(1—%T)0,0011099

log T .......... 7,503 8375 logA .......... 7,504 9476

T = 0,003 19034

logB = 0,000 0001

 

 

0 = 0,000 0005

logk—äg—qél—) ....2,386 6444 log%—93 e_q_l)% ........ 2,884 3582

log-Ai ............ 8,752 4738 log Ai ......................... 6,257 4214

log 13,77584 = 1,139 1182 log 0,138605 : 9,141 7796

0,13861

13,91445: t. '

II. Wenn 6 und 9 wie vorher bleiben, 1 gegeben ist = 65,41236, und.

7) und 7° gesucht werden, so findet man die Logarithmen der Constanten

log 5 = 9,975 8345

log ß : 9,025 1649

log 7 = 9,980 7646.

Ferner ergiebt sich log at = 1,7914943, und so durch die Barker’sche Tafel

der genäherte Werth für 70 = 70°31'44”, woraus A = 0,052 983. Diesem A

at

entspricht in unserer Tafel log B = 0,000 0207; daher logf= 1,7914736 und

der verbesserte Werth von w = 70°31'36”86. Im Uebrigen steht die Rech—

nung so:
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(44) 2 logtang%w. . . 9,698 9398 log tang—‘— w ........... 9,849 4699

log /5' .......... 9,025 1649 log}! .................. 9,980 7646

log A .......... 8,724 1047 ; C.1og(1 +iA—f—C). 9,990 9602

A = 0,052 97911 108 tang—7............. 9,821 1947

logB wie vorher, 2 0 = 33° 31 30”02

C = 0,000 1252 5 = 67 3 0,04

1 + %A—l— 0 = 1,042 5085 log (] .................. 0,020 1657

1-%A+O : 0,989 5294 20.10geosäv ......... 0,158 0378

10g(1+%A+C) ...... 0,018 0796

C.1og( —%A+O) ...0,004 5713

log 7“ .................. 0,200 8544

H1e1für hatten 7711 fiüher gefunden (A1t. 26) 7; : 67Ü 259”78,10g7'= 0,200 8541,

was wenio61 genau ist, indem eigentlich ?)-— 67° 3 O” 00 7hätte 1161auskommen

müssen, mit welchem angenommenen We1the de1 Werth für t du1ch g1össere

Tafeln be1echnet W01den Wa1
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Zweiter Abschnitt.

Relationen, die einen einzelnen Ort im Raume betreffen.

» 47.

Im ersten Abschnitte ist über die Bewegung der Himmelskörper in

ihren Bahnen gehandelt, ohne dass Rücksicht auf die Lage genommen wäre,

welche diese Bahnen im Raume einnehmen. Zur Bestimmung dieser Lage,

wodurch man in den Stand gesetzt ist, die Beziehung der Orte eines Himmels—

körpers auf irgend welche andere Punkte des Raumes anzugeben, wird offenbar

sowohl die Lage der Bahnebene in Beziehung auf irgend eine bekannte

Ebene erfordert (z. B. die Ebene der Erdbahn, Ecliptik), als die Lage der

Apsiden in jener Ebene. Da Obiges am zweckmässigsten auf sphärische

Trigonometrie zurückgeführt wird, so wollen wir uns eine, mit beliebigem

Halbmesser um die Sonne als Mittelpunkt beschriebene Kugeloberfläche denken,

auf der jede durch die Sonne gehende Ebene einen grössten Kreis, jede

aus der Sonne gezogene gerade Linie aber einen Punkt zeichnet. Wenn

Ebenen und gerade Linien nicht durch die Sonne selbst hindurchführen,

so legen wir ihnen parallel Ebenen und gerade Linien durch die Sonne, und

stellen uns vor, dass die den Letzteren auf der Kugeloberfiäehe entsprechenden

grössten Kreise und Punkte auch erstere darstellen; auch kann man sich die

Kugel mit einem sogenannten unendlich grossen Halbmesser beschrieben

denken, auf welcher die parallelen Ebenen und geraden Linien ebenso dar—

gestellt werden.

Fällt daher die Ebene der Bahn nicht mit der Ebene der Ecliptik

zusammen, so schneiden sich die jenen Ebenen entsprechenden grössten

Kreise (die wir einfach „Bahn“ und. „Ecliptik“ nennen wollen) in zwei

Punkten, welche Knoten heissen. In dem einen Knoten wird der aus der

Sonne gesehene Körper aus der südlichen Gegend durch die Ecliptik in die

nördliche übergeben, in dem anderen Knoten wird er aus letzterer in die

(45)
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erstere zurückkehren. Ersterer heisst der aufsteigende, letzterer der nieder—

steigende Knoten. Die Lage der Knoten in der Ecliptik bezeichnet man durch

ihren, nach Ordnung der Zeichen gezähltcn Abstand vom mittleren Frühlings-

Aequinoxe (Länge). Es sei, in Fig. 1, €? der aufsteigende Knoten, AQB

ein Theil der Ecliptik, 091) ein Theil der Bahn; die Bewegung der Erde

und des Himmelskörpers mögen in der Richtung von A nach B und von 0

nach D vor sich gehen, so ist klar, dass der sphärische Winkel, den S? D mit Q B

bildet, von 0° bis 180“, aber hierüber nicht hinaus, anwachsen kann, ohne dass @

aufhört der aufsteigende Knoten zu sein. Diesen Winkel nennt man die

Neigung der Bahn gegen die Ecliptik. Wenn die Lage der Bahnebene durch

die Länge des aufsteigenden Knotens und durch die Neigung der Bahn bestimmt

ist, so wird nur noch der Abstand des Perihels vom aufsteigenden Knoten erfordert.

Diesen Abstand zählt man nach der Richtung der Bewegung, und nimmt ihn

deshalb negativ oder zwischen 180° und 360" an, wenn das Perihel von der

Ecliptik nach Süden belegen ist. Man merke sich noch die folgenden Aus-

drücke: Die Länge eines jeden Punktes in dem Kreise der Bahn, wird von

demjenigen Punkte an gezählt, der vom aufsteigenden Knoten ebensoweit

rückwärts in der Bahn absteht, als das Frühlings—Aequinox von demselben

Punkte rückwärts in der Ecliptik absteht. Hiernach wird die Länge des

Perihels die Summe der Länge des Knotens und des Abstandes des Perihels

vom Knoten sein; die wahre Länge des Körpers in der Bahn aber ist

= der Summe der wahren Anomalie und der Länge des Perihels. Mittlere

Länge endlich nennt man die Summe der mittleren Anomalie und der Länge

des Perihels. Dieser letztere Ausdruck kann offenbar nur in elliptischen Bahnen

Statt finden.

48.

Um daher den Ort eines Himmelskörpers im Raume für jeden Augen-

blick angeben zu können, muss man in der elliptisclxen Bahn Folgendes kennen:

1. Die mittlere Länge für einen bestimmten, an sich willkürlic-hen

Zeitpunkt, den man mit „Epoche“ bezeichnet; mit demselben Namen wird auch

bisweilen diese Länge selbst belegt. Gemeiniglich Wählt man für die Epoche

den Anfang eines Jahres, nämlich den Mittag des ersten Januars in einem
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Schaltjahre, oder den Mittag des vorhergehenden 31. Decembers im ge—

meinen Jahre.

II. Die mittlere Bewegung innerhalb eines gewissen Zeitraumes, z. B.

in einem mittleren Sonnentage, oder in 365, 365}, 36525 Tagen.

III. Die halbe grosse Axe, die zwar weggelassen werden könnte, wenn

des Körpers Masse entweder bekannt, oder zu vernachlässigen ist, indem sie

bereits durch die mittlere Bewegung (Art. 7) gegeben ist; der Bequemlichkeit

wegen pflegt jedoch beides stets angegeben zu werden.

IV. Excentrieität. V. Länge des Perihels. VI. Länge des auf—

steigenden Knotens. VII. Neigung der Bahn.

Diese sieben Momente heissen die Elemente der Bewegung des

Körpers.

In der Parabel oder Hyperbel vertritt die Zeit des Periheldurchganges

die Stelle des ersten Elementes. Anstatt ll dient dabei das, was in dieser Art

von Kegelschnitten der mittleren täglichen Bewegung analog ist (siehe Art. 19,

in der hyperbolisehen Bewegung die Grösse lieb—% Art. 23). In der Hyperbel

können die übrigen Elemente ebenso beibehalten werden, in der Parabel aber,

wo die grosse Axe unendlich und die Excentricität : 1 ist, wird an Stelle des

dritten und vierten Elementes nur der Abstand im Perihele aufgeführt.

49.

Nach dem gewöhnlichen Sprachgebrauche wird die Neigung der Bahn,

welche ich von 0 bis 1800 zähle, nur bis 90" ausgedehnt, und wenn der

Winkel der Bahn mit dem Bogen 93 (Fig. 1) einen rechten Winkel über—

schreitet, so wird der Winkel der Bahn mit dem Bogen QA (der dessen

Complement zu 180" ist) als Neigung der Bahn betrachtet. In einem solchen

Falle muss man dann hinzufügen, dass die Bewegung retro grad ist (gleich

als wenn in unserer Figur EQ F einen Theil der Bahn darstellt), um ihn vom

andern Falle, wo die Bewegung direct genannt wird, zu unterscheiden. Die

Länge in der Bahn pflegt dann so gezählt zu werden, dass sie im aufsteigenden

Knoten mit der Länge dieses Punktes in der Eeliptik übereinkommt, in der

Richtung QF aber abnimmt; der Anfangspunkt, von welchem die Längen gegen
„

GAUSS, Theorie (1. Beweg. d. Himmelsk.
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die Ordnung der Bewegung in der Richtung QF gezählt werden, steht also

ebenso weit/ vom Q ab, als das Frühlings—Aequinox von demselben @ in der

Richtung QA. Es wird deshalb in diesem Falle die Länge des Perihels gleich

sein der um den Abstand des Perihels vom Knoten verminderten Länge des

Knotens. Auf diese Weise wird jeder der beiden Sprachgebräuche leicht in

den anderen verwandelt, ich ziehe aber den meinigen deshalb vor, weil man

sich dabei über die Unterscheidung der directen und rückläufigen Bewegung

hinwegsetzen, und in beiden Fällen stets dieselben Formeln anwenden kann, wäh-

rend der gewöhnliche Gebrauch häufig doppelte Rechnungsvorschriften erfordert.

V

00.

Die einfachste, Art, um die Lage irgend eines Punktes an der Oberfläche

der Himmelskugcl in Beziehung auf die Ecliptik zu bestimmen, “lergiebt sich

durch seinen Abstand von (lél‘ Ecliptik (Breite) und durch den Abstand des

Punktes, wo die Ecliptik von einem auf sie gefälltcn Perpendikel geschnitten

wird, vom Aequinox (Länge). Die Breite wird von beiden Seiten der Ecliptik

an bis zu 90° gezählt, und wird in der nördlichen Region als positiv, in der süd—

lichen als negativ betrachtet. Es mögen daher dem heliocentrischen Orte eines

Hinnnelskörpers, d. h. der Projection einer von der Sonne nach dem Körper

auf der Himmelskugel gezogenen geraden Linie, die Länge Ä und die Breite [3

entsprechen. Es sei ferner % die Entfernung des heliocentrischen Orts vom auf-

steigenden Knoten (welche das Argument der Breite genannt wird), i die

Neigung der Bahn, Q die Länge des aufsteigenden Knotens, so hat man

zwischen 2', u, ß, l——Q, welche Grössen Stücke eines rcchtwinkligen sphärischen

Dreiecks sind, folgende Relationen, die, wie man sich leicht überzeugt, ohne

alle Einschränkung gelten:

1. tang (IL—Q) : cosz'tang u

H. tangß : tangz'sin (iv—Q)

Ill. sin {3 :— sinisi11 %

IV. cosu : cos ß cos (Ä—Q).

Sind daher { und % gegebene Grössen, so wird daraus Ä—Q mittelst

der Gleichung I bestimmt, und sodann ß mittelst H oder III, wenn nämlich {3

sich nicht zu sehr i 90° nähert; die Formel IV kann zur Prüfung der
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Rechnung dienen. Uebrigens lehren die Formeln I und IV, dass 1—82 und 16

immer in demselben Quadranten liegen, so lange 6 zwischen 0“ und 900 liegt;

dagegen gehören 11—9 und 360°—w zu denselben Quadranten, sobald @

zwischen 900 und 1800 liegt, oder wenn nach dem gmvöhnlichen Sprachge—

brauche die Bewegung rückläufig ist. Die Zuveideutigl<zeit7 welche die Bestim-

mung von 1—52 aus der Tangente nach Formel I zurücklässt, wird also

hierdurch von selbst aufgehoben.

Folgende Formeln leitet man leicht aus Combination der vorher—

gehenden ab:

V. sin (u— l. + €?) = 2 sin% 'i2 sin % cos (2.— @)

VI. sin (u— Ä + Q) : tang % i sin {3 cos (Ä— @)

VII. sin (u— A + @)

VIII. sin (u+l——Q) : 2 cos+i2 sin ucos (Ä—Q)

IX. sin (u+ l——Q)

X. sin (% + Ä—@) : cotang % itang {? eos M.

Der Winkel u— Ä + €? (wenn i innerhalb 9 0“)‚ oder M+ Ä— 82 (wenn i über 9 O”),

heisst gemeiniglich die R e d u e ti o 11 au f die E (3 li p tik ; er ist nämlich der

Unterschied zwischen der heliocentrischen Länge 1 und der Länge in der Bahn‚

die nach gewölmlichem Sprachgebrauche ist: @ i u (nach dem meinigen Q + n).

Sobald die Neigung der Bahn klein oder wenig von 1 800 verschieden ist‚ so

kann man diese Reduction als eine Grösse der zweiten Ordnung betrachten,

und in diesem Falle ist es vorzuziehen, ß zuerst durch Formel III und dann

: tang % itang {3 cos u

: cotang % i sin {3 cos (Ä+ Q)

1 aus VII oder X zu berechnen’ wodurch man grössere Schärfe als mittelst

Formel I erlangen kann.

Wenn man ein Perpendikel von dem Orte des Körpers im Raume,

auf die Ebene der Ecliptik fällt, so heisst der Abstand des Einschncidepunktes

von der Sonne die curtirte Distanz. Bezeichnet man also letztere mit 7“,

den radius vector aber mit 7“, so hat man

XI. % : TCOS ß.

8*

(48)
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5].

Behuf eines Beispiels Will ich die in den Artt. 13 und 14 angefangene

Berechnung (wozu die Zahlen vom Planeten Juno genommen waren) weiter

fortsetzen. fanden oben :Wir wahre Anomalie = 3150 1/ 23” 02, den

Logarithmus des radius vector : 0,825 9877; nun sei i = 130 6'44”10, Abstand

des Perihels vorn Knoten : 241010 20" 57, und daher u = 1960 11'43”59;

endlich sei Q = 171" 7/48” 73. Hieraus erhält man :

 
 

 

 

 

 

log tangu ......... 9,463 0573 log sin (it—Q) ..... 9,434 8691 72

log cosi ........... 9,988 5266 logtangi .......... 9,367 2305

log tung (Ä—Q) . . . 9,451 5839 log tangß ......... 8,802 0996 %

Äw—Q : 195" 47] 40” 25 ß = — 30 37/ 40/02

9 = 6 55 28, 98 log cos/3 .......... 9,999 1289

logr .............. 0,325 9877 log cos (L—Q) ..... 9,983 2852 %

logeos/5' .......... 9,9991289 ‘ 9,9824141 %

log?“ ............. 0,825 1166 log cosu .......... 9,982 4141 n.

(49) Die Rechnung nach den Formeln III und VII würde so stehen:

log sinn ........... 9,445 4714 % log tangäi .......... 9,060 4259

logsini ........... 9,355 7570 log tangß ........... 8,802 099579

log sin/3 ........... 8,8012284n log cosu ............ 9,982 414172

{3 : -3° 37/40”02 logsin(u—Ä—|—Q)...7,844 9395

u——Ä+Q : 0° 24/ 934

9-9 : 195 47 40,25.

52.

Betrachtet man i und 14 als veränderliehe Grössen, so giebt die Diffe—

rentiation der Gleichung III im Art. 50:

ootang {id/3 : cotangidi+ cotang udn, oder

XII. d /3 : sin (l——Q) di—l—sinz'oos (Ä—Q) du.

Ebenso erhält man durch Diffeaentiation der Gleichung I:

XIII.
d(Ä—Q

) : —tang
ßcos(

l—Q)d
i+ cosi du_

cos;2
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Schliesslich folgt aus Differentiation der Gleichung XI:

d 7“ : cos ß d 7' —— ?“ sinß d (3, oder

XIV. d r' _ cos {3 (1 7°— 7” sin/3 sin (1 — S?) di— 7‘ sin ß sin i cos (Ä— @) d u.

In dieser letzten Gleichung muss man entweder die Glieder, welche di und d u

 

enthalten, mit 206 265” dividiren, oder die übrigen mit dieser Zahl multipliciren,

wenn man die Aenderungen von i und u als in Secunden ausgedrückt annimmt.

53.

Die Lage eines Punktes im Raume wird sehr bequem durch die Ab—

stände bestimmt, welche er von drei, sich einander unter rechten Winkeln

schneidenden Ebenen einnimmt. Wählt man zu einer dieser Ebenen die

Ebene der Ecliptik, und bezeichnet mit z den Abstand des Himmelskörpers

von dieser Ebene, der positiv genommen wird im nördlichen, negativ im

südlichen Theile, so hat man offenbar z : 1°’tangß : rsinß :: 7°sinz'sin u. Die

beiden übrigen Ebenen, welche ebenfalls als durch die Sonne gelegt gedacht

werden, projiciren an der Himmelskugel grösste Kreise, welche die Ecliptik

unter rechten Winkeln schneiden, deren Pole daher in der Ecliptik selbst

liegen und 900 von einander abstehen. Denjenigen Pol einer jeden Ebene, auf

dessen Seite die Abstände als positive gezählt werden, nenne ich den posi—

tiven Pol. Es mögen mithin N und N+ 900 die Längen der positiven

Pole bezeichnen, und die Abstände von den ihnen entsprechenden Ebenen

sollen beziehungsweise 93 und 3} sein. Man hat dann offenbar:

ac _ 7°’cos(it—N) _ rcosßcos (il—Q) cos (N—Q)+rcosßsin (Ä—Q) sin (ZV—Q)

y — 7°' sin (l—N) : rcosßsin (it—Q) cos (N—Q)—7°cos {3 cos (Ä—Q) sin (N— 9}.

Diese Werthe gehen über in

x _ 7° cos (N—Q) cosu—l—rcosz'sin (ZV—Q) sinu

y : rcosicos (N—Q) sinu—rsin (N—Q) cosu.

Wird folglich der positive Pol der Ebene der x in den aufsteigenden

Knoten selbst gestellt, so dass N= Q ist, so hat man für die Coordinaten

  

 

 

ac, y, z die sehr einfachen Ausdrücke:

a: = 1” cos u,

y : rcosz'sinu,

z : 7'sinisinü.
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Wenn aber diese Voraussetzung nicht Statt findet, so kann man doch den

obigen Formeln eine ungefähr ebenso bequeme Gestalt durch Einführung von

vier Hülfsgrössen an, b, A, B geben, die so bestimmt werden, dass

' cos (ZV—Q) : asinA

cosisin (ZV—Q) : a cos A

—— sin (ZV—Q) : bsinB

eosicos(N——Q) = () cosß

(siehe Art. 14, II). Dann ist offenbar

at : rasin (u—l—A)

y : rbsin (n+ B)

2: : 7*sini sin %.

54.

Die in dem Vorangehenden erklärten Relationen der Bewegung zur

Ecliptik bleiben offenbar ganz die nämlichen, wenn an Stelle der Ecliptik

irgend eine andere Ebene gesetzt wird, falls nur die Lage der Bahnebene

gegen diese Ebene bekannt ist. Jedoch muss man dann die Ausdrücke Länge

und Breite weglassen. Es bietet sich also die Aufgabe dar: Aus der bekann-

ten Lage der Balmebene und einer anderen neuen Ebene gegen die Eclz'ptz'lc

die Lage der Bahnebene gegen diese neue Ebene herznleiten. Es seien

nQ, 99, ng Theile grösster Kreise, welche von der Ebene der Ecliptik,

von der Bahnebene und von der neuen Ebene an der Himmelskugel projicirt

werden (Fig. 2). Damit die Neigung des zweiten Kreises gegen den dritten und

der Ort des aufsteigenden Knotens ohne Zweideutigkeit angegeben werden könne,

muss im dritten Kreise eine von zwei Richtungen ausgewählt werden, die

derjenigen analog ist, welche bei der Ecliptik die Ordnung der Zeichen ist.

In unserer Figur soll diese Richtung von n nach Q gehen. Ausserdem muss

von beiden Halbkugeln, welche der Kreis n S? von einander trennt, die

eine als der nördlichen, die andere als der südlichen Halbkugel analog ange—

nommen werden. Diese Halbkugeln aber sind schon von selbst unterschieden,

in soweit stets das_jenige als nördlich angesehen wird, was Jemandem, der in einem

Kreise nach Ordnung der Zeichen vorschreitet, zur Rechten liegt (nämlich auf der

innern Kugelfl'ziche, welche unsere Figur vorstellt). In der Figur sind daher
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Q, %, Q die aufsteigenden Knoten des zweiten Kreises auf dem ersten, des

dritten auf dem ersten, und des zweiten auf dem dritten; 180°_—92€292', 82729,

7299 sind die Neigungen des zweiten gegen den ersten, des dritten gegen

den ersten, des zweiten gegen den dritten. Es hängt mithin unsere Aufgabe

von der Auflösung eines sphärischen Dreiecks ab, wo aus einer Seite und den

anliegenden Winkeln das Uebrige gefunden werden muss. Ich übergehe hier

die hinreichend bekannten gewöhnlichen Vorschriften der sphärisehen Trigono—

metrie zur Behandlung dieses Falles, brauche dagegen zur grösseren Bequem—

lichkeit eine andere Methode, die aus gewissen Gleichungen, welche vergeblich

in unseren trigonometrisehen Büchern gesucht werden, abgeleitet ist.

Diese Gleichungen, die wir später häufig benutzen werden, sind die

folgenden, wobei (0, b, c die Seiten und A, B, C' die diesen Seiten respective

gegenüberstehenden Winkel eines sphärischen Dreiecks bezeichnen:

I sin%(b—c) _ sinä—(B—C)’
 

 

 
 

 

sin—% a cos%A

H sin%-[b—}—c) : cos%(B—U)

' sin %a sin%A \

III cos%(b—c) : sin%(B—l;€_)

' 005».} a eos%A

IV cos%(b—|—c) : cos%(B—l—C)

' cos%a sinäA

Obgleich ich den Beweis dieser Sätze der Kürze halber hier übergehen muss,

so kann doch ein Jeder deren Wahrheit leicht bestätigt finden in Dreieeken,

in denen weder die Seiten noch die Winkel über 1800 hinausgehen. WVenn

man die Idee des sphärischen Dreiecks in der grössten Allgemeinheit auf—

fasst, so dass weder Seiten noch Winkel durch irgend welche Grenzen be—

schränkt werden (was viele ausgezeichnete Vortheile gewährt, jedoch zuvor

einiger Erläuterungen bedarf) so können Fälle eintreten, wo in allen

vorhergehenden Gleichungen das Zeichen geändert werden muss: weil aber

die frühern Zeichen offenbar wieder-hergestellt werden, sobald einer der Winkel

oder eine der Seiten um 3600 vermehrt oder vermindert wird, so kann man

die oben gebrauchten Zeichen stets sicher beibehalten, es mag nun aus der

Seite und den anliegenden Winkeln, oder aus dem Winkel und den anliegen—

den Seiten das Uebrige bestimmt werden; denn stets gehen aus unseren Formeln

entweder für die gesuchten Stücke die Werthe selbst hervor, oder solche, die
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von den wahren um 360" verschieden, ihnen also gleich geltend sind. Eine

vollständige1c E1kl'1'111111g dieses Gegenstandes will ich bis zu eine1 andern

Gelegenheit aufspmen. Dass aber meine \o1‘sclniften, die ich auf jene For—

meln sowohl bei Lösung 1111se1cr Aufgabe als bei ande1n Gelegenheiten gestützt

habe, in allen Fallen eine allgemeine Gültigkeit besitzen, liesse sich einst—

weilen mit Hulfe einer strengen lnduction d.h. d111cl1 vollständige Aufzählung

aller Fälle unschwer erweisen.

55.

Bezeichnet 111211 wie oben die Länge des aufstehmnden Knotens der Bahn

in de1 Ecliptik mit Q, die Neigung mit i, ferner die Länge des aufsteigenden

Knotens der neuen Ebene in de1 ‚Ecliptilin1it %, de1en Neigung rnit &; den

\bstz1nd des aufsteigenden l\noténs der Bahn in der neuen Ebene vom auf—

steigenden l\notcn de1 neuen Ebene in der Ecliptik (den Bogen 72Q in Fig. 2)

mit Q, die Neigung der Bahn gegen die neue Ebene mit i'; schliesslich den

Bogen von Q bis Q nach der Richtung der Bewegung mit J, — so werden

die Seiten unseres sphlüischen Dreiecks Q——n, Q, !, und die gegenüber—

stehenden Winkel i', 180°—i, 8. Man hat also nach den Formeln des vor-

hergehenden Artikels:

sin.—i sin—.,(Q +Ä) sin%(Q—— %) sin%(i—Fs}

sin %i'cos%(Q—l—J) cos%(Q——n) sin%(i———s)

cos—%i'sin%(Q'——Ä) : sin%(Q—n)cos %(i+s)

(i——s}.

Die beiden ersten Gleichungen geben% (Q +!) und sin% i'; die beiden

übrigen %(Q' ——A) und cos%i'; aus %(Q' +!) und %(Q—A) entwickeln sich

und J; aus sin%i' oder cos—%i' (deren Uebereinstirnn1ung zur Prüfung der

Rechnung dient) e1giebt sich i'. Die Zweideutigkeit, ob 3—2(Q'—l—Ä) und %(Q—Ä)

zw1ischen O und 180, oder zuischen 1800 und 360°z11 nehmen ist, wird dadurch

gehoben, dass sowohl sin%i' als cos%i' positiv werden müssen, weil de1 Natur

H
H

cos% i' cos% (Q—Ä): coss%(Q-—n)cos%

der Sache nach 2' innerhalb 180° fallen muss.
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56.

Ein Beispiel zu den vorhergehenden Vorschriften. Sei Q:: 172028137,

i: 34088/1"1. Sodann sei die neue Ebene dem Aequator parallel und daher

% = 1800, der Winkel & (Schiefe der Ecliptik) : 23°2755”8, so hat man:

Q——n : _— 7° 31’46”3 %(Q—n) : _ 3°45’58“15

i—l—a : 58 556,9 ;_(i+8) : 29° 258,45

i——8 : 11 10 5,3 %(i—s} : 535 2,65

logsin%(Q——n) ..... 8,817 302672 logc:osä(Q——vz) ...... 9,999 0618

logsin—ä—(i—t—e) ...... 9,686 2484 logsin % (5—5) ........ 8,988 1405

log cos % (i—I— &) ...... 9,941 6108 logoos%(i-—t) ....... 9,997 9342.

Hieraus folgt ‚

logsin%i'sini;(Q—l—J) . . . 8,503 551078 logcosäi'sin ä—(Q—J). . .8,758 913472

logsinäz”cos %(Q+ Ä). . . 8,987 2023 logcosäi'cosä(Q—J) . . 9,996 9960

woraus %(Q’+J) : 341°49’19”01 woraus g(Q’—L4) + 856°41'31”43

logsin%z” ............... 9,009 4368 logcosäi' ..........- 9,997 7202.

Wir erhalten daher —ä—i' : 5°51'56”445; @" : 11°43'52”89; Q : 338°3050”43;

Ä : —— 14'752/12fl42.

 

Uebrigens entspricht der Punkt n an der Hinnnelskugel offenbar dem

Herbstaequinox. Es wird deshalb der Abstand des aufsteigenden Knotens

der Bahn im Aequator vom Frühlings-Aequinox (dessen gerade Aufsteigung)

: 158°30'50”43.

Zur Erläuterung des Art. 53 Will ich dieses Beispiel noch weiter fort—

setzen und die Formeln für die Coordinaten in Beziehung auf die drei durch

die Sonne gelegten Ebenen entwickeln, deren eine dem Aequator parallel sei,

während die positiven Pole der beiden übrigen Ebenen in der Rectascension

0° und 900 liegen sollen; die Abstände von diesen Ebenen seien resp. z, 50, y.

Bezeichnct man nun ausserdem den Abstand des heliocentrischen Orts an der

Hinnnelskugel von den Punkten Q und Q beziehungsweise mit u und. uf, so ist

u' : u—Ä : u+14°5?12”42; und Dasjenige, was im Art. 53 mit i, NWS},

u ausgedrückt wurde, wird hier sein: 77, 1800—9, 25. So erhält man aus

den dort gegebenen Formeln:

GAUSS, Theorie &. Beweg. d. Himmelsk.
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logasinA ....... 9,968 7197 71 logbsinB ....... 9,563 8058

logaeosA ....... 9,554 6380 „ logbcosß ...... 9,959 5519 73

also A : 248°55'22”97 also B : 158°5'54”97

loga ............ 9,998 7923 log?) ............ 9,992 0848.

Man hat daher:

x : arsin (ld—I— 248°5522"97) = arsin (u+ 263"47'35”39)

: brsin(u'+158 5 54,97) : Ö7‘Sin(lé+ 172 58 7,39)

: ersinu' : C7’Sin(lt+ 14 52 12,42)

wo logo : logsini' : 9,308 1870.

Eine andere Auflösung dieses hier behandelten Problems findet man in

von Zach, Monatliche Correspondenz, Band IX, S. 385.*)

@
t
i

„(

07.

Es kann mithin der Abstand eines Himmelskörpers von irgend einer

durch die Sonne gehenden Ebene auf die Form krsin (v+K) zurückgeführt

werden, wobei 0 die wahre Anomalie bezeichnet, und wo 15 der Sinus der

Neigung der Bahn gegen diese Ebene, K der Abstand des Perihels vom auf—

steigenden Knoten der Bahn in derselben Ebene ist. Soweit nun die Lage

der Bal1nebene, und der Apsidenlinie in letzterer, sowie die Lage der

Ebene, auf welche die Abstände sich beziehen, als constant gelten können,

werden auch k und K constant sein. Meist jedoch wird jene Methode in einem

solchen Falle benutzt werden, wo, wenn auch die Störungen vernachlässigt

werden, welche die erste und zweite Voraussetzung stets etwas afficiren, wenig-

stens die dritte Voraussetzung unzulässig ist. Letzteres tritt ein, sobald die

Abstände auf die Ebene des Aequators bezogen werden, oder auf eine den

Aequator unter rechten1 \\111kel in gegebener Rectaseension schneidende Ebene.

Denn da (ll( Lage des Aequators wegen P1aecession der Aequinoctien und

iibe1he1 wegen de1 Nutation (wenn von seiner \\ahren, nicht von seiner mittleren

Lage die Ixede ist) \e1(1ndcil1ch ist, so \\e1den in diesem Falle auch 76 und K

\01.111de1mwen, alle1dings langsmnen, unt01\\01ten sein. Die Be1eehnung diese1

\111.111de1111we11 kann ohne Scl1\\1e1lnke1t du1eh Differentialfonneln bewe1kstelligt

’) Vergl. Anhang Seite 53 folgende. Anmerkung des Ueberselzers.
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werden; der Kürze wegen mag es aber hier genügen, die (litlerentialen Ver—

änderungen von i, Q, Ä anzuführen, in soweit solche von den Aenderungen

des 9—71 und des 8 abhängen.

dl” : sin 8 sin Qd(Q—oz)—3005Qd:

    
, sin1cosd

sin 8008Q sin"pd

dd : sini dCQ_n)+_—sint

Sobald es sich übrigens nur darum handelt, in Beziehung auf solche ver—

änderliehe Ebenen mehre Orte eines Himmelskörpers zu berechnen, die inner—

halb eines mässigen Zeitraumes (z. B. eines Jahres) liegen, so wird es gemeiniglich

am Bequemsten sein, die Grössen a, A, b, B, c, 0 für zwei Epochen, zwisehen

welche jene Orte fallen, zu ermitteln, und ihre Veränderungen für die

angenommenen einzelnen Zeitpunkte daraus mittelst einfacher Interpolation

abzuleiten. ’

58.

Unsere Formeln für Abstände von gegebenen Ebenen enthalten

1} und 7°; und sobald man vorher diese Grössen aus der Zeit bestimmen

muss, so kann dadurch ein Theil der Operationen noch abgekürzt, und die

Arbeit merklich erleichtert werden. Denn man kann jene Abstände durch eine

sehr einfache Formel sofort aus der excentrisehen Anomalie in der Ellipse,

oder aus der Hült‘sgrösse F oder 11 in der Hyperbel herleiten, so dass es der

Berechnung der wahren Anomalie und des radius vector überall nicht bedarf.

Es wird nämlich verändert der Ausdruck krsin(v—l—K)

I. für die Ellipse (unter Beibehaltung der Bezeichnungen des

Artikels 8) 1n

akcos€pcosKsinE—i—alcsinK(cosE—e).

Bestimmt man also !, L, L durch folgende Gleichungen:

aksinK = lsinL (55)

akeoscpeosK= lcosL

——6aksinK= ——elsinL : Ä,

so geht dieser Ausdruck über in: ls1n(L'+ L)+Ä wo [ L, it constant sein

9*
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werden, so lange man k, K, 6 als constant annehmen darf ; wenn Letzteres

nicht angeht, so gilt über die Berechnung jener Aenderungen Dasselbe, was

im vorhergehenden Artikel bemerkt ist.

Als Beispiel wollen wir die Umformung des im Artikel 56 für 33 ge-

fundenen Ausdrucks hinzufügen, wo die Länge des Perihels =121°17'34”4,

(p = 14° 13'31”97, log @ : 0,442 3790 gesetzt ist. Es wird mithin der Abstand

des Perihels vom aufsteigenden Knoten in der Ecliptik : 308°4920”7 :

u—7); hieraus K: 212”3656”09. Man hat also:

 

logak .......... 0,441 1713 loglsinL ....... 0,172 7600 %

logsinK ........ 9,731 588771 loglcosL ....... 0,353115472

logakeosm ..... 0,427 6456 L : 213°2551"30

logeosK........ 9,925 469872 logl : 0,431 6627

logÄ : 9,563 2352

1 = + 0,365 7929.

II. In der Hyperb el geht die Formel krsin (v+K) nach Art. 21

über in: } +,u tangF+ 1/ secans F, wenn man dabei setzt: ebksinK : ;»,

bkta11gi,i/C0slf :: ‚u, =—bksinK : V; offenbar kann man auch diesen Ausdruck

auf die Form brin enEW.— Wenn an Stelle von F die Hülfs—
g cos 11

grösse zo angewendet ist, so geht der Ausdruck krsin(v+K) nach Art. 21

über in: oc—l—/iu+—Z—, wo a, ß, ;» durch folgende Formeln bestimmt werden:

oo : A : ebksinK

(3 = %<v+.u> = —%ebksin(K—w)

7 = %<v—1a>= _,ebksin(x+,„>_

III. In de1 Parabel wo die wahre Anomalie aus der Zeit un—

mittelba1 abgeleitet wird, bleibt nichts Anderes übrig, als für den 1adius veeto1

seinen Werth zu substitui1e.n Bezeichnet dann 91 den Abstand im Perihel, so

.
, k

K

wird der Ausdruck k?“ s1n(v+fi
)_951n(”+).

cos.1:21

59.

Die zur Bestimmung der Abstände von, durch die Sonne gelegten

Ebenen gegebenen Vorschriften lassen sich offenbar auch für die Abstände
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der Erde anwenden, wobei aber nur die einfachsten Falle vorzukommen

pflegen. —— Es seien R der Abstand der Erde von der Sonne, L die

heliocentrische Länge der Erde (die von der geocentrischen Länge der Sonne

1800 verschieden ist) und endlich X, Y, Z die Abstände der Erde von drei

Ebenen, die sich in der Sonne unter rechten Winkeln schneiden. Falls nun

1. die Ebene der Z die Ecliptik selbst ist, und die Länge der Pole

der übrigen Ebenen, von welchen die Abstände X und Y sind, resp. mit

N und N+ 900 bezeichnet werden, so ist

X:Rcos(L—N); Y=Rsin(L—ZV); Z: 0.

II. Wenn die Ebene der Z dem Aequator parallel ist, und die Rect-

ascensionen der Pole der übrigen Ebenen, von welchen die Abstände X und Y

sind, resp. zu 0 und 900 angenommen werden, so hat man, wenn 8 die Schiefe

der Ecliptik bezeichnet:

X: RCOSL; Y: RcosssinL; Z: RsinesinL.

Die Herausgeber der neuesten Sonnentafeln, v. Zach und de Lambre,

haben angefangen, auch auf die Breite der Sonn'e Rücksicht zu nehmen, eine

Grösse, die von den Störungen der iibrigen Planeten und des Mondes herrührt

und kaum eine einzige Secunde erreichen kann. Bezeichnet nun B die

heliocentrische Breite der Erde, welche stets der Breite der Sonne gleich, aber

dem Zeichen nach entgegengesetzt ist, so hat man

im Falle I. im Falle n.

X: Rcosßcos(L— X) X: RcosBcosL

Y: RcosBsin (L—N) Y: RcosBcosesinL—Rsinßsine

Z=RsinB Z:ReosBsinesinL+Rsi113coss.

Für cosB kann hier immer sicher Eins, und der Winkel B in Theilen des

Radius ausgedrückt für sinB gesetzt werden.

Die so gefundenen Coordinaten werden auf den Mittelpunkt der Erde

bezogen. Wenn %, 17, C die Abstände eines beliebigen Punktes auf der Erd—

oberfläche von drei Ebenen sind, die durch den Mittelpunkt der Erde

gelegt und den durch die Sonne gelegten parallel sind, so werden die Abstände

jenes Punktes von den durch die Sonne gehenden Ebenen offenbar sein

X—l—"é; Y+77; Z+C

und die Werthe der Coordinaten €, 17, Z werden in beiden Fällen auf folgende

Weise leicht bestimmt. Es sei 9 der Halbmesser der Erdkugel (oder der

5)
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Sinus der mittleren Horizontalparallaxe der Sonne), JL die Länge desjenigen

Punktes der Himmelskugel, wo sich die gerade aus dem Centrum der Erde

nach dem Oberflächenpunkte gezogene Linie projieirt, [3 dessen Breite, ax Rect-

aseension, d Declination, so hat man

im Falle I. im Falle II.

 E= geosß cos(h N) E: 9eosd‘cosoc

11 : 9cosß sin (ir—N) ?] : gcosdsinoc

'g=9sinß Z=Qeosd.

Dieser Punkt der Himmelskugel entspricht offenbar dem Zenith des Orts

auf der Oberfläche (wenn nämlich die Erde als eine Kugel betrachtet wird},

weshalb seine gerade Aufsteigung mit der Rectascension der Mitte des Himmels,

oder mit der in Bogen verwandelten Sternzeit übereinkommt, sowie die De—

clination mit der Polhöhe. —— Falls es der Mühe werth wäre, dabei der

sphäroidisehen Gestalt der Erde Rechnung zu tragen, so müsste man für d

die verbesserte Polhöhe und für 9 den wahren Abstand des Orts vom Mittel—

punkte der Erde anwenden, welche nach bekannten Vorschriften gefunden werden.

Aus oe und (? werden Länge und Breite 1 und (3 durch bekannte, auch weiter

unten abgehandelte Regeln hergeleitet. Uebrigens ist klar, dass )v mit der

Länge des Nonagesimus und 90°——ß mit dessen Höhe übereinkonnnen.

60.

Wenn 33, y, z Abstände eines Himmelskörpers von drei, in der Sonne

unter rechten Winkeln sich sehneidenden Ebenen bezeichnen; X, Y, Z Abstände

der Erde (sei es deren Mittelpunktes oder eines Punktes auf der Oberfläche)

von denselben Ebenen; so ist klar, dass 93——X, y—Y, z—Z die Abstände des

Himmelskörpers von drei Ebenen sein werden, die jenen parallel durch die Erde

gelegt sind, und dass diese Abstände die nämliche Relation zu dem Abstande

des Körpers von der Erde und zu seinem geoeentrischen Orte') d.h. zur Lage

der geraden Projectionslinie, die von der Erde nach dem Körper an der

Hinnnelskugel gezogen wird, haben, welche x, y, z zum Abstande von der

Sonne und zum helioeentrisehen Orte besitzen. Es sei nun 4 der Abstand des

*) Im weiteren Sinne; denn eigentlich wird dieser Ausdruck auf den Fall bezogen, wo die Gerade aus

dem Mittelpunkte der Erde gezogen wird.
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Himmelskörpers von der Erde. Man stelle sich vor, dass an der Himmels-

kugel ein Perpendikel von dem geocentrischen Orte auf denjenigen grössten

Kreis gefällt sei, welcher der Ebene der „z“ Abstände entspricht, und es sei

@ der Abstand des Perpendikel—Einsclmitts vom positiven Pole des grössten

Kreises, welcher der „(B“ Ebene entspricht; endlich sei 5 die Länge dieses Per-

pendikels, oder der Abstand des geocentrischen Orts von dem den „2“ Distanzen

entsprechenden grössten Kreise; — dann wird b die geocentrische Breite oder

Declination sein, je nachdem die Ebene der „z“ Distanzen die Ecliptik

oder der Aequator ist; dagegen ist a—I—N die geocentrische Länge oder

Rectascension, wenn N im ersten Falle die Länge, im zweiten Falle die

Rectascension des Pols der Ebene der „:c“ Distanzen bedeutet. —

Man hat deshalb

:c——X : Jcosbcos @

y—Y=Äcosbsina

z —Z : Ä sin 1).

Die beiden ersten Gleichungen geben a und Acosb, welche letztere (stets

positive) Grösse durch Combination mit der dritten Gleichung 6 und J liefert.

61.

Wir haben in dem Vorangehenden eine überaus leichte Methode z1u‘

Bestimmung des geocentrischen Orts eines Himmelskörpers in Beziehung auf

die Ecliptik oder den Aequator gegeben, es mag nun dieser Ort von der

Parallaxe resp. der Nutation befreit oder hiemit behaftet sein. — Denn, was

die Nutation betrifft, so liegt der ganze Unterschied darin, ob man die mittlere

oder wahre Lage des Aequators wählt, und deshalb zählt man die Längen

im ersten Falle vom mittleren Aequinox, im zweiten vom wahren, sowie man

in jenem Falle die mittlere, in diesem aber die wahre Schiefe der Ecliptik

braucht. Uebrigens ist von selbst klar, dass, je mehr Abkürzungen man bei

der Coordinaten—Berechnung einführt, man desto mehr präliminare Operationen

vornehmen muss. Es wird deshalb die Vorzüglichkeit der oben zur unmittel-

baren Ableitung der Coordinaten aus der excentrischen Anomalie aufge—

stellten Methode besonders dann sich ofl'enbaren, wenn viele geocentrische

Orte zu bestimmen sind. Wenn man dagegen nur einen oder recht wenige
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geocentrische Orte zu berechnen hat, so würde es sich keineswegs der Mühe

lohnen, die Arbeit der Berechnung so vieler Hülfsgrössen zu unternehmen. In

einem derartigen Falle wird es sich vielmehr empfehlen, die gewöhnliche Methode

nicht zu verlassen, nach welcher aus der exeentrischen Anomalie die wahre

und der radius vector, hieraus der heliocentrische Ort in Rücksicht auf die

Ecliptik, hieraus geocentrische Länge und Breite, und endlich Rectaseension

und Declination gefunden werden. Damit hier nichts zu mangeln scheine, Will

ich die beiden letzteren Operationen noch kurz erklären.

62.

Es sei des Himmelskörpers heliocentrische Länge = 1, Breite = ß; die

geocentrische Länge = Z, Breite : b, Abstand von der Sonne 7°, von der

Erde Ä; endlich die helioeentrische Länge der Erde : L, Breite : B,

Abstand von der Sonne : R. Da wir nun nicht B = 0 setzen, so kann man

unsere Formeln auch auf den Fall anwenden, wo die heliocentrischen und

geocentrischen Orte nicht auf die Ecliptik, sondern auf irgend eine andere

Ebene bezogen werden; nur fallen dann die Benennungen Länge und Breite

weg; ausserdem kann man sogleich die Parallaxe berücksichtigen, sobald der

helioeentrische Ort der Erde nicht auf deren Mittelpunkt, sondern auf einen

Ort an ihrer Oberfläche umnittelbar bezogen wird. Ich setze ferner rcosß : r',

deosb : Ä, RcosB : R'. Bezieht man jetzt den Ort des Himmelskörpers

und der Erde im Baume auf drei Ebenen, deren eine die Ecliptik ist, während

die Pole der zweiten und dritten in der Länge N und N—I—90° liegen, so er-

geben sich sofort folgende Gleichungen:

r'cos(Ä——N)—R'cos (L———N) : Äcos (l—N)

7“ sin (lt—AT) —lf sin (L— N) = J sin (l—N)

7"' tang (3 —R' tang B = d' tang b,

(59 wobei der Winkel Al ganz willkürlich ist. Die erste und zweite Gleichung

bestimmen zugleich Z—JV und J, woraus die dritte ]) giebt; aus b und. 1

wird J erhalten. Damit die Rechnung so bequem wie möglich ausfalle, be—

stimme ich den willkürlichen Winkel X auf folgende drei Arten:

\
.
»
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I. Indem wir N: L setzen, machen wir ? sin (1% —L)= P7

%cos (Ä—L)—1 = Q; dann wird l—L, ? und b durch folgende Formeln

gefunden:

tang (Z—L) : %

A' __ P __ Q

? _ sind—L) _ cos(l——L)

;, tangß —— tangB

tang b = ——4,—————_

F

H. Wenn man N= )L setzt, wird

/ . RI

€,—S1n(Ä——L) = P, 1 —— Tcos(Ä—L) =Q

und dann ist: tang (l—it) : %

 

f’_'__‚ P __ Q
r’ _ sind—A) _ cos(l—l)

tang (3—% tang B

tang b = ——Z——

7"

III. Wenn N= % (Ä+L), so werden Z und .! durch die Gleichungen

gefunden:

 

 

tang (l——(()Ä+L)) = +R——_—,tangä—(Ä—L)

Ä ___ (T+R')sinsz(l—L) __ (r —H)cos‚}(l—L)

sin (l—J; (A+L)) cos (l——%—.(Ä+L))

und. sodann ?) durch die oben gegebene Gleichung. Der Logarithmus

des, Bruches T,+R, wird bequem berechnet, wenn man 5— = tang<'‚' setzt,
r —R 1

wodurch %= tang(45° +'g) wird. Auf diese Weise ist die Methode III zur

Bestimmung von Z noch etwas kürzer, als I und II, für die übrigen Operationen

aber sind diese jener vorznziehen.

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk.
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(60) 63.

Als Beispiel Will ich die im Art. 51 bis zum heliocentrischen Orte

geführte Rechnung weiter fortsetzen. Es möge jenem Orte die heliocentrische

Länge der Erde 24°19'49”05 : L entsprechen und logR= 9,998 0979; die

 

 

 

 

Breite B setze ich : 0. Man hat also Z—L : —170 242007, logR' = logR,

und daher nach der zweiten Methode:

log-% ............. 9,672 9613 log(1——Q) ..... 9,652 6256

logsin(Ä—L) ..... 9,475 6653 „ 1-Q ..... 0,449 3925

logcos(Ä—L) ..... 9,979 6445 Q ..... 0,550 6075

logP ............. 9,146 6466 %

logQ ............. 9,740 6421

Hieraus Z—Ä = —140 21675 mithin Z: 3520 342223

log% ............ 9,754 6117 log! .......... 0,079 7263

log tangß .......... 8,802 0996 72 logcosb ........ 9,997 3144

logtangb .......... 9,047 4879 % log! .......... 0,082 4139

b = — 60 2155/07

Nach der dritten Methode hat man aus logC= 9,672 9813, @: 25°13'6”31

und daher

 

log tang (450 + C) ....... 0,444 1091

logtangä(l—L) ....... 9,184 893872

logtang (l—é—I'L—ä L) . . 9,629 0029 n

_4 _4L: „23° ’16”79
Z, “, 2 3 } daraus l: 352°34’22”225.

,1+,L : 15 37 39,015

64.

In Beziehung auf die Aufgabe des Artikels 62 füge ich noch folgende

Bemerkungen hinzu.

1. Setzt man in der dort erwähnten zweiten Gleichung N= X, N= L,

N= l, so erhält man:



Relationen, die einen einzelnen Ort im Raume betreFfen. 75

R' sin (l—L)=Äsin (l—Ä); ?“ sin (L—L)=Ä sin (ll—L); ?“ sin (l—Ä) : H sin (l—L).

Die erste oder zweite Gleichung dient zur bequemen Reclnmngsprüfung, wenn

die Methode I oder II des Art. 62 angewandt ist. So erhalten wir in

unserem Beispiele:

 

logsin(i—L) ...9,475 865372 l—L : —31°45'26”82

log—_,- .......... 9,754 6117

9,721 253672

log sind—L) . . . 9,721 2536 n

H. Die Sonne und zwei Punkte in der Ebene der Ecliptik, welche (61)

Projectionen des Himmelskörperorts und des Erdorts sind, bilden ein ebenes

Dreieck, dessen Seiten !, R’, 7" sind und die gegenüberstehenden Winkel

entweder l—L, Z——l, 180"———Z+L; oder L—it, l—Z, 180°——L+Z. Aus

diesem Grundsatze folgen die in I erwähnten Relationen von selbst.

Ill. Die Sonne, der wahre Ort des Himmelskörpers im Raume, und

der wahre Ort der Erde bilden ein anderes Dreieck, dessen Seiten .4, R, r

sind. Werden die letzteren respective gegenüberstehenden Winkel mit

f . . ' S ' T ' S T .

S , F , 1800 -—S— T bezeichnet, so ist S“; : SI}; : sm( „+ ). Die

Ebene dieses Dreiecks projicirt auf der Himmelskugel einen grössten Kreis, in

welchem der heliocentrisohe Ort der Erde, der heliocentrische Ort des Himmels—

 

körpers und des letzteren geocentrischer Ort liegen, und zwar so, dass der

Abstand des zweiten vom ersten, des dritten vom zweiten, des dritten vom

ersten, nach derselben Richtung gezählt, respective sind S, T, S—}—T.

IV. Entweder aus den bekannten differentialen Veränderungen der

Stücke des ebenen Dreiecks, oder ebenso leicht aus den Formeln des Art. 62,

kann man folgende Differential—Gleichungen herleiten:

 
dl :, wcosj—Z) dlA+ sin(?——l) d?“

dl : ——7°sin(Ä—l)dl+co;(Ä—l)dr'

" b ' b ' (l—l) 52

db =‚_——7”S ““A,“ dl—[— 221„, d°ß+°j—‚—(anoß—cos (1—1) tangb)d

wo die Glieder, welche dr', d! enthalten, mit 206 265 zu multipliciren, oder

10*
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die übrigen hie1nit zu dividiren sind, wenn die Aenderungen der Winkel in

Secunden ausgedrückt werden.

V. Die umgekehrte Aufgabe, also die Bestimmung des heliocentrischen

Orts aus dem geocentrischen, ist der oben vorgetragenen Aufgabe vollständig

analog, weshalb es überflüssig sein würde, darüber noch ein Mehres beizu—

bringen. Denn alle Formeln des Art. 6? gelten auch für jene Aufgabe, nur

dass alle Grössen, welche auf den heliocentrischen Ort des Himmelskörpers

sich beziehen, mit denjenigen Analogen vertauscht werden, welche auf den

geocentrischen Bezug haben, mithin für L, B respective L+180°, ———B gesetzt,

oder, was dasselbe ist, für den heliocentrischen Ort der Erde der geocen—

trische der Sonne genommen wird.

' 65.

Mag es auch in dem Falle, wo aus gegebenen Elementen nur sehr

wenige geoeentrische Orte bestimmt werden sollen, kaum der Mühe werth

sein, alle obigen Kunstgriffe anzuwenden, durch welche man von der excen-

trischen Anomalie sogleich zur geoeentrischen Länge und Breite, und so zur

Rectascension und Declination übergehen kann, weil die hieraus hervor—

gehenden Abkürzungen von der Menge der vorher zu berechnenden Hülfs—

grössen absorbirt werden würden, — so wird doch stets die Zusammenziehung

der Reduction auf die Ecliptik mit der Berechnung der geocentrischen

Länge und Breite einen nicht zu verachtenden Vortheil gewähren. Wenn

nämlich für die Ebene der „z“ Coordinaten die Ecliptik selbst gewählt wird,

die Pole der Coordinaten-Ebenen 93 und g aber in die Länge %? und 90“+Q

gestellt werden, so lassen sich die Coordinaten sehr leicht ohne alle weitere

Hülfsgrössen bestimmen. Man hat nämlich:

m=rcosu X=R'cos(L—Q) cc—X=Äeos(l——Q)

y : 7‘eosisinu Y: R'sin (L——Q) y—Y = Ä’sin (Z—Q)

z : rsinisinu Z : Eltangß z——Z : Ätangb.

Ist B : 0, so ist R, : R, Z = 0. Nach diesen Formeln wird unser Beispiel

durch folgende Zahlen absolvirt: L——Q = 213°12'0”32.
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log7° ............ 0,325 9877 log]? .......... 9,998 0979

logcosu ........ 9,982 4141 77 log cos (L—Q) . . 9,922 6027 77

log sinu ......... 9,445 4714 72 log sin (L‘— S?) . . 9,738 4353 77

logac ............ 0,308 4018 77 logX ........... 9,920 700677

log7°sinu ....... 9,7714591n

log cosi ......... 9,988 5266

logsinz' ......... 9,355 7570

logy ............ 9,759 9857 77 logY........... 9,736 533272

logz ............ 9,127 216177 Z = 0

Daraus folgt

log(x—X) ..... 0,079 590677

log(y——- Y) ..... 8,480 716577

daraus(l—Q)=181°26/33"49 ! : 352”3422”22

log! ........Ä..0,079 7283 \

log tangb ....... 9,047 487877 b = _ 6°21’55”06

66.

Aus der Länge und Breite eines Punktes an der Himmelskugel werden

dessen gerade Aufsteigung und Abweichung durch Auflösung eines sphärischen

Dreiecks bestimmt, welches von jenem Punkte und den Nordpolen der

Ecliptik und des Aequators gebildet wird. Ist daher 8 : Schiefe der Ecliptik,

Z=Länge, ?) : Breite, & : Rectascension, Ö‘ = Declination, so sind die

Seiten des Dreiecks : &, 90°——b, 90°—0. F111 die der zweiten und dritten

Seite gegenüberstehenden Winkel kann man annehmen: 90°+oc, 90°—l (wenn

man nämlich die Idee eines sphärischen Dreiecks in grösster Allgemeinheit

auffasst). Den dritten, der Seite 8 gegenüberstehenden Winkel setze ich (63)

= 90° —E. Man hat daher mittelst der Formeln des Art. 54

sin (45°—% (?)sin 1(E—i— tx) : sin (45° +%l)sin (45°——— %(£+b))

sin (45”—% Ö)cos% (E+oc)—— cos(45°—l—%l)cos(45°— %(e—b))

cos (450 —% )sm%2(E—Ot) : cos (45D +% D Sin (45°— % (s—b))

cos(45°—% Ö‘)cos % (E——a)—-__ sin((45D + % Z) cos (45°— %(5 + b)).
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Die beiden ersten Gleichungen geben %(E—l— a) und sin(45“—%d); die beiden

letzten %(E— oe) und cos(45°——% ) Aus %(E+ a) und %(E—a) erhält man zu—

gleich 01 und E. Aus sin(45° —%Ö‘) oder cos(45° ——%Ö‘), deren Uebereinstimmungl

zugleich zur Prüfung der Rechnung dient, wird 45°—%d und. hieraus (? be-

stimmt. Die Bestimmung der Winkel—%oc(E+on,) %(E— a) aus ihren Tan-

genten ist deshalb keiner Zweideutigkeit 2u11terworfen, weil sowohl der Sinus

als der Cosinus des Winkels 45"——%()‘ positiv herauskommen muss. ‘

Die diiferentialen Veränderungen der Grössen &, (? werden aus den

Veränderungen von Z und b nach bekannten Grundsätzen auf folgende Weise

gefunden :

cosE

eosö cosö db

dd : cos Ecosbdl—I— s1nEdb.

sin Ecos ()

d oe 4—4      

67.

Eine andere Methode zur Auflösung der im vorhergehenden Artikel be-

handelten Aufgabe wird durch folgende Gleichungen gegeben:

cos & sinl : sin 8 tung b + cos Ztang oe

sind : coss sin b+sinscosbsinl

cosbcosl =eosoccosd.

Man bestimme einen Hülfswinkel 3 durch die Gleichung

taing[)

tang3-—_ nl, so hat man

cos((e+ä)tangl

cosä

tangd = sinoctang(e+3).

Zur Prüfung der Rechnung lässt sich diesen Gleichungen noch hinzufügen:

cos 1) cosl cos 8 19) cos 1) sin l

_ ——————K oder cosd : ——(il—.———.

cosa
cosüsn1a

tang a :

cos d

Die /we1deut1gke1t in der Bestimmung von 06 durch die zweite Gleichung wird

dadurch beseitigt, dass cosa und cosl dieselben Vorzeichen haben müssen.

Diese Methode führt weniger12150h zum Ziele, wenn ausser 05 und 0

auch E ermittelt werden soll. —— Die bequemste Formel zur Bestimmung
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sin scosa sine cosl

cos () _ cos 6

durch diese Formel E dann nicht mit Schärfe berechnet werden, wenn icosE

dieses Winkels wird dann sein cosE : . Inzwischen kann

nur wenig von der Einheit verschieden ist; ausserdem bleibt es zweifelhaft,

ob E zwischen 0 und 180“, oder zwischen 1800 und 3600 genommen werden

muss. Die erstere Unbequemlichkeit ist selten von irgend welcher Bedeutung,

besonders weil zur Berechnung der differentialen Verhältnisse die grösste

Schärfe des. Werthes von E nicht erforderlich ist; der gedachte Zweifel aber

kann mit Hülfe der Gleichung cosbcosdsinE : coss——sinbsind leicht gelöst

werden, welche zeigt, dass E zwischen 0 und 180", oder 1800 und 3600 ge—

nommen werden muss, je nachdem cose grösser oder kleiner als sinbsin Ö‘

ist. Offenbar bedarf es auch nicht einmal dieser Prüfung, sobald einer

der beiden Winkel 5, d‘ die Grenze von 66“32' nicht überschreitet; denn dann

wird sinE stets positiv. Im Uebrigen könnte dieselbe Gleichung in dem schon

oben angedeuteten Falle zur genaueren Bestimmung von E gebraucht werden,

wenn es der Mühe werth sein sollte.

68.

Die Auflösung der umgekehrten Aufgabe, also die Bestimmung von

Länge und Breite aus Rectascension und Declination stützt sich auf dasselbe Sphä—

rische Dreieck. Die obigen Formeln werden diesem Zwecke angepasst durch ein—

fache Vertauschung von b mit d, und von Z mit .—oc. Wegen des häufigen

Gebrauchs will ich auch diese Formeln hersetzen:

Nach der Methode des Art. 66 hat man

sin (45"——ä— )sin% (E—Z) : cos(4ö°+%ot sin 45°—) ( % 8+0))

sin (45°—% )cos%(E—l) : sin(4ö°+% a) cos(45°—%

) ( %

(

(—<l))

cos(45°—%b)sin %(E—[— l) : sin (45° +‘—oc sin 45°—— (

cos(4Ö°——ä— )cos%(E+l)= cos(45°—l-% a)cos(45°— (£

s—d))

+ä))

Bestimmt man dagegen wie bei der andern Methode im Art. 67

den Hülfswinkel C durch die Gleichung

tang ö
 tangC : , so hat man
sin oe
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cos (5— e) tang cc

cos &"

  tangl =

tangb = sinltang(C—e).

 

Zur Prüfung der Rechnung dient:

6 _ .
cos 5 : cos cos oa : cos (C &) cos ös1noc

cos 1 cos 5 sm l

Zur Bestimmung von E dienen dann ebenso wie im vorhergehenden Artikel

die Gleichungen

sin 5 cos « sin 3 cosl

cos E = ————— ——

cos b __ cos 6

cosbcosö‘sinE = eoss—sinbsind. '

Die differentialen Aende1'ung‘en von Z und 6 ergeben sich durch die

Formeln:

 
(ll : sincfscg)sö doc +00cosEd

db = —cosEcosdda—l—°SinEdd.

69.

Als Beispiel wollen Wll aus der Rectascension 355° 43’ 45”30——__ oe,

der Declination ——8° 47’ 25”0 = d, der Sehiefe der Eeliptik 23° 27 59’’26_—— 3

die Länge und B1eite be1echnen. Es ist also 45°—[—,06 = 222° 51’ 52”65,

45°-%@+6)= 37°39’42”87, 45°_4(8—3)= 28°52’17”87. Hieraus ferner

logcos(45° +l a) ....... 9,865 0820 % logsin (45° +%a) ........ 9,832 6803 %

logsin(445—,(+8)).. 9,786 0418 logsin(45°—%(s—d)) ..9,6838112

logeos(4 °—%(8—}—d))...9,898 5222 logcos(45°——%fe—d)) ..9,942 3572

 

logsin (45°——%ö) sin%(E—l) ....... 9,651 1233 %

logsin(45°—äb)cosä(E—Z) ....... 9,775 037575

daher , (E—— l)—_ 216° 56’5”39- logsin(45°——1 b) =9,872 3171

logcos(45° ——b) sin—ä(E—{—Ö ....... 9,516491573

log cos(45° —ib)eos—, (E—1—D ....... 9,763 6042 72

(13.1161 .—(E+l)— 209“ 30 49”94;10g00s(45°—°b) = 9,823 9669.

Es W1rd fololich E-— 426° 26’ 55”33, l—-— — 7° 25 15”45, ode1, was auf dasselbe

hemuskonnnt, E—_ 66° 26’ 55”33 und l—— 352° 34’ 44”55. Den Winkel 45°—ib
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erhält man durch den Logarithmus des Sinus : 48°10'58”12, aus dem Loga—

rithmus des Cosinus : 48"10'58”17, aus der Tangente (deren Logaritlnnus den

 

 

 

Unterschied jener bildet) : 480 105814; hieraus b = — 6° 21' 5628.

Nach der zweiten Methode steht die Rechnung so:

logtangd ....... 9,189 30627z C.logcos'é ...... 0,362 6190

logsina ......... 8,8719792n logcos(Z—e) ...9,878 9703

logtang@ ....... 0,317 3270 logtangoc ....... 8,873 1869 n

‘g : 64“17’6”83 logtangl ........ 9,114 776271

C—8 : 40 49 7,57 l = 3520 344450

logsinl ......... 9,111123272

logtang(Z—e) ..9,936 3874

logtangb ........ 9,047 5106 n

b = —6" 215626

Zur Bestimmung des Winkels E hat man die doppelte Rechnung:

 

 

logsine ......... 9,600 1144 logsins ......... 9,600 1144

log cosoc ........ 9,998 7924 logcosl ......... 9,996 3470

C.]ogcosb ...... 0,002 6859 C.logcosd ...... 0,005 1313

logcosE ........ 9,6015927 logcosE ....... 9,6015927

woraus E : 66°26'55”35.

70.

Um Alles beisammen zu haben, was zur Berechnung der geocentrischen

Orte erforderlich ist, muss noch Einiges über Parallaxe und Aberration

hinzugefügt werden. Ich habe zwar schon oben eine Methode gegeben,

wonach der von der Parallaxe afficirte, d. h. der einem Punkte auf der Erd—

oberfläche entsprechende Ort, unmittelbar und mit grösster Leichtigkeit zu be—

stimmen ist. Da aber bei der gewöhnlichen, in den Artt. 62 und folgenden be-

handelten Methode der geocentrische Ort auf den Mittelpunkt der Erde bezogen

zu werden pflegt, in welchem Falle er von der Parallaxe befreit heisst, so muss

036}

noch eine besondere Methode zur Bestimmung der Parallaxe‚ welche der Unter—

schied zwischen beiden Orten ist, hinzugefügt werden.

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk.

11
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Es seien deshalb die geoeentrische Länge und Breite eines Himmelskörpers

in Bezug auf den Erdmittelpunkt Ä und“ (3, und in Bezug auf irgend einen

Punkt an der Erdoberfläche Z und 6; der Abstand des Körpers von dem

Erdmittelpunkte = P, von dem Erdoberflächenpunkte = 1; es entspreehe end-

lich an der Himmelskugel dem Zenith dieses Punktes die Länge L, die

Breite B und der Halbmesser der Erde sei = B. Von selbst ist schon klar,

dass alle Gleichungen des Art. 62 auch hier Statt finden; aber man kann sie

bedeutend abkürzen, da hier B eine Grösse ausdrückt, die im Vergleiche mit

r und J fast verschwindet. Uebrigens werden dieselben Gleichungen offenbar

auch dann gelten, wenn X, Z, L, statt der Längen die Reetascensionen, und.

(3, b, B statt der Breiten die Declinationen bedeuten. In diesem Falle sind

(67) l— L, b—ß Rectascensions— und Deelinations—Parallaxen, in „jenem aber Längen—

und Breiten—Parallaxen. Wenn man B als eine Grösse der ersten Ordnung

betrachtet, so werden l—Ä, b—ß, 4—7” von derselben Ordnung sein, und.

wenn man die höheren Ordnungen vernachlässigt, so leitet man aus den

Formeln des Art. 62 leicht ab:

RcosBsin(l—L)

rcosß

H. b———ß =@(tangß cos(Ä—L)—tangB)

I. l—l :

III. Ä—r= —R cos Bsinß (cotangß cos (1 —L) + tang B).

. . . t B

Nimmt man den Hülfswmkel & daher so, dass tang3 = $Ü’ so erhalten

die Gleichungen II und III folgende Form:

RcosBcos (l—L)sin(ß—ß) : RsinBsin (($—19)

 

 

IL b—ß : rcos3 rsin3

HI. Ä—7’= _RcosBcos(l—L)cos(ß—ä) : _ RsinBeos(ß——ä).

cos»? Sind

Um in I und II die Grössen Z—l und b—ß in Secunden zu erhalten, muss

für B die mittlere, in Secunden ausgedrückte Sonnenparallaxe gesetzt werden;

in HI aber ist für B dieselbe, mit 206 265” dividirte Parallaxe zu nehmen.

Endlich kann man, ohne an Genauigkeit zu verlieren, bei den Parallaxen—

Werthen statt 7°, Ä, {3 auch J, I, b anwenden, sobald bei der umgekehrten

Aufgabe aus dem mit der Parallaxe behafteten Orte der von ihr freie Ort

bestimmt werden soll.
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Beispiel. Es sei die gerade Aufsteigung der Sonne für den Mittel-

punkt der Erde : 220"4644”65 : l, die Declination : —— 15°49Ä3”94 : ß,

der Abstand = 0,990 4311 : 7°. Ferner die in Graden ausgedrückte Sternzeit

für irgend einen Ort auf der Erdoberfläche : 78°20'38”0 : L, Polhöhe des

Orts : 450 27570 = B, mittlere Sonnenparallaxe : 86 = R. Gesucht wird

der von diesem Orte aus gesehene Sonnenort und sein Sonnenabstand.

 

 

 

 

log]? ............. 0,934 50 log]? ............. 0,934 50

logcosß .......... 9,845 93 logsinB .......... 9,852 99

C.logr ............ 0,004 18 C.logr ............ 0,004 18

C.logcosß ........ 0,016 79 C.logsin 19” ........ 0,103 17

logsin(Ä——L) ..... 9,785 08 logsin(ß—3) ..... 9,771 5272

log (l—Ä) ......... 0,586 48 log (5 — ß) ......... 0,666 36 %

z—z : + 386 b—ß : —4”64

Z : 220°4648”51 Z) : —15°4948”58

logtangB ......... 0,007 06 log(b—ß) ......... 0,666 36 %

logcos(L—L) ..... 9,899 0972 logcotang (ff—19). . 0,135 22

logtang3 ......... 0,107 97 % logr ............... 9,995 82

19 = 1270570” log 1” ............. 4,685 57

ß-.9 : _ 143°46’44” log(r———Ä) ........ 5,482 97n

7°——Ä : —0,000 0304

4 : 0,9904615.

71.

Die Aberration der Fixsterne, sowie auch derjenige Theil der Aberration

der Planeten und Cometen, welcher allein von der Bewegung der Erde her—

rührt, entspringt daraus, weil mit der ganzen Erde das Sehrohr bewegt

wird, während der Lichtstrahl dessen optische Axe durchläuft. Der beobachtete

Ort des Himmelskörpers (welcher auch der scheinbare, oder mit der Aberration

afficirte genannt wird) wird bestimmt durch die Lage der optischen Axe eines

Fernrohrs, welches so aufgestellt ist, dass der von dem Körper ausgegangene

Lichtstrahl auf seinem Wege beide =atusseren Enden dieser Axe berührt; diese

Lage ist aber verschieden von der wahren Lage des Lichtstrahls im Raume. ——

11*

<68>
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Wir wollen zwei Zeitmomente unterscheiden, t und t', wo der Lichtstrahl das

vordere Ende (das Centrum des Objectivglases) und wo er das hintere

Ende (den Brennpunkt des Objectivs) berührt. Die Orte dieser Enden im

Raume sollen für den ersten Zeitpunkt (t und b, für den späteren a' und b'

heissen. Dann ist klar, dass die gerade Linie ab' die wahre Lage des Strahls

im Raume ist, dass aber dem scheinbaren Orte die gerade Linie ab oder a'b'

(die man als parallel annehmen kann) entspricht. Auch sieht man ohne

Weiteres, dass der scheinbare Ort von der Länge des Rohrs unabhängig ist.

Der Unterschied zwischen der Lage der geraden Linien (fa, ba ist die Aberra-

tion, sowie solche für die Fixsterne Statt findet, und die Art ihrer Berechnung

will ich als bekannt übergehen. Fiir die Irrsterne ist aber jener Unterschied

noch nicht die vollständige Aberration, denn der Planet ändert in der Zeit,

welche sein Lichtstrahl gebraucht, um auf die Erde herabzugelangen, seinen

Ort, weshalb die Lage dieses Strahls nicht dem wahren geocentrischen Orte zur

Zeit der Beobachtung entspricht. Wir wollen annehmen, dass der Lichtstrahl,

welcher zur Zeit t das Fernrohr trifft, zur Zeit T vom Planeten ausge—

gangen sei; der Ort des Planeten im Raume zur Zeit T soll P heissen, zur

Zeit t aber 1). Endlich soll A der Ort des vorangehenden Endes der Axe

des Rohrs für den Zeitpunkt T sein. —— Nun ist klar,

1) dass die gerade Linie AP den wahren Ort des Planeten zur Zeit T,

2) die gerade Linie ap den wahren Ort zur Zeit t,

3) die gerade Linie ba oder b’a’ den scheinbaren Ort zur Zeit t

oder t' (deren Unterschied als eine unendlich kleine Grösse betrachtet

werden kann),

4) die gerade Linie 566 denselben scheinbaren, von der Aberration der

Fixsterne befreiten Ort

zeigen.

(@9, Die Punkte P, a, 5 liegen schon in einer geraden Linie, und die Theile

Pa, ab, werden den Zwischenzeiten t——— T, t’—t proportional sein, wenn die

Bewegung des Lichtes mit gleichförmiger Schnelligkeit vor sich geht. Das

Zeit—Intervall t'—T ist wegen der erstaunlichen Geschwindigkeit des Lichtes

stets sehr klein, und man darf annehmen, dass in dieser Zwischenzeit die

Bewegung der Erde geradlinig und mit gleichförmiger Geschwindigkeit vor

sich geht: also werden auch A, a, a’ in gerader Richtung liegen und die Theile
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Aa, aa' auch den Intervallen t——T, t’—t proportional sein. Hieraus schliesst

man leicht, dass die Geraden AP, b’a' Parallellinien sind, und daher der erste

Ort mit dem dritten identisch ist.

Die Zeit t—T wird das Product des Abstandes Pa in 493 Zeitsecunden

sein, innerhalb derer das Licht den mittleren Abstand der Erde von der

Sonne durchläuft, welchen wir dabei als Einheit annehmen. Bei dieser Be—

rechnung darf man statt der Distanz Pa auch PA oder pa annehmen, da der

Unterschied von keiner Bedeutung sein kann.

Aus diesen Grundsätzen folgen drei Methoden, den scheinbaren Ort

eines Planeten oder Cometen für einen beliebigen Zeitpunkt t zu bestimmen,

von denen bald die eine, bald die andere den Vorzug verdient.

I. Man ziehe von der angenommenen Zeit die Zeit ab, welche das

Licht gebraucht, um vom Planeten bis zur Erde zu gelangen. So erhält man

die reducirte Zeit T, für welche der wahre, nach gewöhnlicher Art berechnete

Ort mit dem scheinbaren Orte für die Zeit t identisch sein wird. Zur Be—

rechnung der Reduction der Zeit t——T muss die Entfernung des Planeten von

der Erde bekannt sein. Gemeiniglich werden zu diesem Zwecke bequeme

Hülfsmittel nicht fehlen, z. B. eine, wenn auch nur flüchtig gerechnete

Ephemeride, widrigenfalls es hinreichen würde, den wahren Abstand für die

Zeit t in gewöhnlicher Art aber ohne zu grosse Schärfe durch vorläufige

Rechnung zu bestimmen.

II. Man berechne für die angenommene Zeit ft) den wahren Ort und die

Entfernung, hieraus die Reduction der Zeit t—T und hieraus mit Hülfe der

täglichen Bewegung (in Länge und Breite, oder Rectascension und Declination)

die Reduction des wahren Orts auf die Zeit T.

III. Man berechne den heliocentrischen Ort der Erde zwar für

die Zeit t, den heliocentrischen Ort des Planeten aber für die Zeit T; sodann

aus Combination derselben auf gewohnte Weise den geocentrischen Ort des

Planeten, der um die Fixstern—Aberration vermehrt (die man auf bekannte

Weise ableitet oder aus den Tafeln nimmt) den verlangten scheinbaren Ort

liefern wird.

Die zweite Methode, die gewöhnlich angewandt zu werden pflegt,

empfiehlt sich vor den übrigen zwar dadurch, dass es dabei der doppelten

Rechnung zur Bestimmung der Entfernung nicht bedarf, leidet aber an der
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Unzuträglichkeit, dass man sie nur anwenden kann, wenn mehre benachbarte

Orte entweder berechnet, oder aus den Beobachtungen schon bekannt sind,

indem man sonst die tägliche Bewegung nicht als gegeben ansehen kann.

Die Unbequemlichkeit der ersten und dritten Methode wird gänzlich

gehoben, wenn mehre einander benachbarte Orte zu berechnen sind. Denn

wenn nur erst für einige der letzteren die Abstände bekannt geworden sind, so

kann man sehr bequem und mit hinreichender Schärfe auf die nächstfol-

genden Abstände durch die gewöhnlichen Hülfsmittel schliessen. Wenn

übrigens der Abstand bekannt ist, so ist die erste Methode deshalb der dritten

gemeiniglich vorzuziehen, weil es dabei der Fixstern—Aberration nicht bedarf.

Muss man aber zu einer doppelten Berechnung seine Zuflucht nehmen, so

empfiehlt die dritte Methode sich dadurch, dass bei der zweiten Rechnung der

Ort der Erde wenigstens beibehalten werden kann.

Schon von selbst bietet sich das für die umgekehrte Aufgabe Erfor—

derliche dar, d. h. für die Bestimmung des wahren Orts aus dem schein-

baren. Nach der ersten Methode behält man nämlich den Ort selbst unver—

ändert bei, aber die Zeit t , welcher der angenommene Ort als scheinbarer

entspricht, verwandelt man in die reducirte Zeit T, welcher derselbe Ort als

wahrer Ort entsprechen wird. — Nach der Methode H behält man die Zeit 15

bei, aber dem angenommenen Orte fügt man die Bewegung in der Zeit t—T

hinzu, als ob man ihn auf eine Zeit t+(t— T) reduciren wollte. —— Nach

der Methode HI betrachtet man den angenommenen, von der Fixstern-

Aberration befreiten Ort als wahren Ort für die Zeit T, aber der wahre, der

Zeit t entsprechende Erdort wird beibehalten, als ob er zu jener gehörte. Die

Nützlichkeit der dritten Methode wird im zweiten Buche deutlicher erhellen.

Der Vollständigkeit halber bemerke ich noch, dass der Ort der Sonne

von der Aberration ganz so afficirt wird, wie der Ort eines Planeten. Da

aber sowohl der Abstand von der Erde, als die tägliche Bewegung sehr nahe

constant sind, so erhält auch die Aberration einen nahezu bestätndigen und der

mittleren Bewegung der Sonne während 493 Zeitsecunden gleichen Werth,

mithin : 20”25, welehe Grösse man von der wahren Länge abziehen muss,

um die scheinbare zu erhalten. Der genaue Werth der Aberration steht im

zusammengesetzten Verhältnisse des Abstandes und der täglichen Bewegung,

oder, was auf eins hcrauskommt, dieser Werth verhält sich verkehrt wie der



Relationen, die einen einzelnen Ort im Raume betretfen. 87

Abstand. Es müsste deshalb jener mittlere Werth in der Erdferne um 034

vermindert, in der Erdn'zthe aber um eben so viel vermehrt werden. Uebrigens

schliessen unsere Sonnentafeln die constante Aberration —20”25 bereits ein.

Man muss mithin, um die wahre Länge zu erhalten, zu der Tafellänge 20”25

addiren.

72.

Den Schluss dieser Abtheilung sollen einige Aufgaben bilden, welche

bei der Bestimmung der Planeten— und Cometen—Bahnen häufig angewandt

werden. Zuerst wollen wir auf die Par-allaxe zurückkonnnen. Wie der beob—

achtete Ort von ihr befreit wird, lehrt Art. 70. Da eine solche Reduction auf

den Mittelpunkt der Erde, eine wenigstens gen'ztherte Kenntniss des Abstandes

des Planeten von der Erde voraussetzt, so kann dieselbe nicht vorgenommen

werden, wenn die Bahn des beobachteten Planeten noch gänzlich unbekannt

ist. Aber auch in diesem Falle kann man wenigstens denselben Zweck erreichen,

um dessentwillen die Reduction auf den Erdmittelpunkt unternommen wird,

deshalb nämlich, weil, da dieser Mittelpunkt in der Ebene der Ecliptik liegt

(oder doch“ angenommen wird, dass er dort liege), hierdurch mehre der Formeln

eine grössere. Einfachheit und Concinnität erhalten, als wenn die Beobachtung

auf einen Punkt ausserhalb der Ebene der Ecliptik bezogen würde. In dieser

Beziehung bildet es daher keinen Unterschied, ob die Beobachtung auf den

Mittelpunkt der Erde, oder auf irgend einen Punkt in der Ebene der Ecliptik

reducirt wird. Es ist klar, dass wenn zu diesem Zwecke der Punkt des

Einschnitts der Ebene der Ecliptik mit einer geraden, vom Planeten nach

dem wahren Beobachtungsorte gezogenen Linie gewählt wird, die Beobachtung

selbst keiner weiteren Reduction bedarf, da der Planet aus allen Punkten jener

geraden Linie auf gleiche Weise gesehen*) wird. Deshalb ist es gestattet,

diesen Punkt gleichsam als fingirten Beobachtungsort dem wahren Orte zu

substituiren. Die Lage jenes Punktes wird auf folgende Weise bestimmt.

") Wenn die äusserste Genauigkeit erforderlich sein sollte, so müsste man die Zwischenzeit, innerhalb

deren das Licht vom wahren Beobachtungsorte nach dem fingirten (oder umgekehrt) gelangt, zu der angenommenen

Zeit eddiren oder davon subtrahiren, wenn es sich um Orte handelt, die mit der Aberration behaftet sind. Aber

dieser Unterschied kann kaum von irgend welcher Bedeutung sein, wenn nicht die Breite sehr klein ist.

(71)
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Es sei die Länge des Himmelskörpers : %, Breite : ß, Abstand = J,

alles in Beziehung auf den wahren Ort der Beobachtung auf der Erdober—

fläche, dessen Zenith die Länge l und die Breite 5 entsprechen. Ferner

sei 71 der Halbmesser der Erde, L die heliocentrische Länge des Mittelpunkts

der Erde, B : dessen Breite, R : dessen Abstand von der Sonne; endlich

sei L/ die heliocentrische Länge des fingirten Ortes, R/ dessen Abstand von

der Sonne, Ä+d dessen Abstand vom Himmelskörper. Dann ergeben sich

ohne Weiteres folgende Gleichungen, wobei N einen willkürlichen Winkel

bezeichnet:

R'cos(E——N)+dcos/3cos(l—N)— BeosBcos(L ——N)+ncosbcos(l—N)

R’sin (L—N)+dcosßsin(Ä—N)= BcosBsin(L—N)+;mosbsin (l—N)

dsin/3' : BsinB—l—n si11b.

Setzt man daher

1. (B sinB+ Jr sin 5) cotangß—_ 11, so wird

II. R cos (L——N)—_ BcosBcos (L—N) +arcos b cos(l—N)—pcos(l—N)

III. R' sin (LL—N) : RcosBsin (L—N) +71 cosbsin (l—N)—,u sin (].—N)

IV. &: J—
cosß '

Aus den Gleichungen H und III kann R' und. E, aus IV aber das

Zeitintervall bestimmt werden, was zur Beobachtungszeit hinzuz1flegen und in

Secunden : 493 3 sein wird.

Diese Gleichungen sind genau und allgemein und sie können auch dann

angewandt werden, wenn statt der Ebene de1 Ecliptik de1 Aequato1 gesetzt

wird, und L, L', Ä, Z Bectascensionen, B, (3, () Declinationen bedeuten. Abe1

in dem hier vorzugsweise behandelten Falle, wo nämlich der fingi1te Ort in

der Ecliptik belegen sein muss, gestattet die Kleinheit de1 Grössen B, JT,

L'—L noch einige Abkürzung der vorhergehenden Formeln. Es kann näm—

lich statt Jr die mittlere Sonnenparallaxe genommen werden, B statt sinB, Eins

statt cosB und cos(L'—L), L'——L statt sin(L'——L). Macht man so 1V= L,

so nehmen die obigen Gleichungen folgende Form an:

I. ,11 : (RB+usinb)cotang/i

H. R' : B—l—Jrcosbcos(Z—L)——pcos(l—L)

, _ wcosbsin(l—L)—usin(l—L)

III. L —L — R’ . 
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Eigentlich müssen hier zwar B, 77, Ll—L in Theilen des Radius ausgedrückt

werden; aber man sieht, dass, wenn man jene Winkel in Secunden ausdrückt,

die Gleichungen I und III ohne Aenderung beibehalten werden können, für

H aber gesetzt werden muss:

R’=R+
ncosl) cos (1 — L) —71 cos (it—L)

206 265” '

Uebrigens kann in Formel III für den Nenner R' ohne merklichen Irrthuni

 

stets R genommen werden. Die Reduction der Zeit wird aber beim Ausdrucke

„ . 4935.71

de1 Winkel in Secunden -— m.

73.

Beispiel: Es sei 1 : 354°4454”, ß : —4"59’32”, / : 24”293

b = 46°53', L : 12°28'54”, B :- —}—0”49, R =’ 0,998 8839, ?l' : 8”60;

so steht die Rechnung wie folgt:

 

 

 

 

 

 

 

logR ............. 9,999 51 10ng .............. 0,934 50

logB ............. 9,690 20 logsinb ........... 9,863 30

logBR ............ 9,689 71 lognsinb .......... 0,797 80

Hieraus log (BR+arsin b) ......... 0,830 40

logcotangß .............. 1,058 73 72

log/‚t ..................... 1,889 13 %

log7r .............. 0,934 50 log,u............... 1,889 13 %

logcosb ........... 9,834 73 log 1” ............. 4,685 57

log 1” ............. 4,685 57 logcos(Ä——L) ..... 9,978 86

logcos(l——L) ...... 9,990 40 6,553 56 73

5,445 20 N. Z. : —-—0,000 3577

N. Z. = +o,ooo 0279

Hieraus erhält man R' = R+0,000 3856 = 0,999 2695. Ferner ist (73)

logrreosb ......... 0,769 23 log,u .............. 1,889 1379

logsin(l—L) ...... 9,317 94 logsin(Ä——L) ..... 9,483 7172

Compl.logR' ...... 0,000 32 Compl.logR' ...... 0,000 32

0,087 49 1,373 16

N. Z. = + 1% N. Z. : +23”61
&

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk.
12



90 Erstes Buch. Zweiter Abschnitt.

Hieraus erhält man L, :: L———22”39. Zuletzt hat man

log‚lL .............. 1,889 13%

C.l0g206 265 ..... 4,685 57

log493 ............ 2,692 85

C.logcosß ........ 0,001 65
 

9,269 2072, und daher die Reduction der Zeit

= ——05186 und deshalb von keiner Bedeutung.

74.

Eine andere Aufgabe: aus dem geocentrisc/zen Orte eines Himmelskörpers

und der Lage der Bahnebene dessen lzelz'ocentrischen Ort in der Bahn abzu-

leitcn — ist der vorstehenden in so weit verwandt, als sie ebenfalls abhängig

ist von dem Einschnitte einer geraden, zwischen der Erde und dem Himmels—

körper gezogenen Linie mit einer der Lage nach gegebenen Ebene. Die Auf—

lösung wird sehr bequem aus den Formeln des Art. 65 erhalten, wo die Be-

zeichnung der Charaktere folgende war:

L Länge der Erde, R ihr Abstand von der Sonne; die Breite B setze

ich : 0 (da der Fall, wo sie nicht : 0 ist, auf diesen leicht mittelst des

Artikels 7 2 zurückgeführt werden kann), woraus dann R/ = R; Z: geocen—

trische Länge des Himmelskörpers, ?) dessen Breite, Ä sein Abstand von der

Erde, 7“ Abstand von der Sonne, % Argument der Breite, 9 Länge des auf—

steigenden Knotens, i Neigung der Bahn.

So hat man die Gleichungen:

I. 7°cosu—Rcos (IL—Q) : Äcosbeos(Z—Q)

II. rcosz'sinu—Rsin(L—Q) = Äcosbsin(l—Q}

III. 7°sinisinu : dein b. ,

Multiplicirt man die Gleichung I mit sin (L—Q) sin b, die Gleichung II mit

—cos(L—Q)sinb, III mit —sin(L—Z)cosb, so wird, nach Addirung der

Producte,

cosu- sin (L—Q) sinb—sinu c0si cos (L—Q) sinb——sinu sini sin(L——l) cosb : O,

woraus dann

sin (L —— SB) sin 1)

cos i cos (L — SZ?) sin 1) + sin isin (L —— l) cos ?) '

 IV. tang u =
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Multiplicirt man aber I mit sin (l—— Q), II mit —cos(l

Addition der Producte,

V. r:

 Q), so wird, nach (74)

Rsin(L—l)

sinucosicos(l —€2)—cosusinll—ßäu '

Die Zweideutigkeit in Bestimmung von u aus Gleichung IV wird von selbst

durch Gleichung III gehoben, die zeigt, dass 26 zwischen 0 und 1800, oder

 

zwischen 1800 und 3600 genommen werden müsse, je nachdem die Breite 5

positiv oder negativ ist. Ist aber ?) = 0, so zeigt die Gleichung V, dass 24 : 0,

oder 15 = 1800 gesetzt werden muss, je nachdem sin(L——Z) und sind—%?) ver—

schiedene Zeichen haben, oder dieselben Zeichen.

Die numerische Berechnung der Formeln IV und V kann auf ver-

schiedene Weise durch Einführung von Hiili'swinkel abgekürzt werden. Z. B.

tangbcos(L—— Q) sinA tang (L—Q)

setzt manm—: tangA, so Wird tangu : —sin,;r+,)——;

tangisin(L—Z) __ . « . ‘ __ cosBsinbtang(L—SQ)
setzt man cos(L—— gg, __ tangB, so Wlld tangu —WW.

Ganz ebenso erhält die Gleichung V durch Einführung eines Hülfswinkels,
@

tang (l—Q) .

dessen Tangente : cositangu oder : cos], ist, eine concinnere Form.

80 wie wir die Formel ‚V aus Combination der Gleichungen I und II er—

hielten, so gelangen wir durch Combination der Gleichungen II und III zu

folgender:

Rsin(L—Q) __

sinu (cos i—sini sin (Z— S?) cotang b)

und ebenso durch Combination der Gleichungen I und III zu

I€cos(L—Sä)

cos u —sin u sin @" cos (l——— €?) cotangb '

Beide lassen sich auf gleiche W'eise wie V durch Einführung von Hülfswinkeln

 

 

noch einfacher machen. Auflösungen, die aus dem Vorstehenden resultiren,

findet man gesammelt und durch ein Beispiel erläutert in von Zach, Monat—

liche Correspondenz, Band V, S. 540 “), weshalb ich deren weitere Entwicklung

hier übergehe. Wenn ausser u und T auch der Abstand J bestimmt werden

soll, so kann dies din‘ch Gleichung III geschehen.

*) Der vollständige Abdruck dieser hier citirten Abhandlung von Gauss findet sich im Anhange,

Seite 42—45_ Anmerkung des Ueberse/zers.

12*
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75.

Eine andere Auflösung der vorhergehenden Aufgabe stützt sich auf den

im Art. 64 III vorgetragenen Satz, dass der heliocentrische Ort der Erde, sowie

der geoeentrische Ort des Himmelskörpers und dessen heliocentrischer Ort in

einem und demselben grössten Kreise der Kugel liegen. Es seien in Fig. 3 jene

Orte beziehungsweise T, G, H; ferner %? der Ort des aufsteigenden Knotens;

QT, QH Theile der Eeliptik und der Bahn; GP ein auf die Eeliptik aus G

herabgelassenes Loth, was daher gleich ?) ist. Hieraus und aus dem Bogen

PT = L———Z wird der Winkel T und der Bogen TG bestimmt. Dann sind in

dem sphärischen Dreiecke QHT gegeben der Winkel Q =: i, der Winkel T und

die Seite QT : L———Q, woraus die beiden übrigen Seiten QH = u und TH

abgeleitet werden. Endlich wird HG : TG—TH und r = %,

Rsin TH

Ä : sinHG '

76.

Im Art. 52 habe ich gezeigt, wie die differentialen Veränderungen der

heliocentrischen Länge und Breite und des curtirten Abstandes durch die

Veränderung des Argumentes der Breite 71, der Neigung i und des Radius

vector ?" ausgedrückt werden können, und hernaeh (Art. 64, IV) habe ich aus

jenen die Veränderungen der geocentrischen Länge und Breite Z, Ö abgeleitet.

Durch Oombination jener Formeln werden daher dl und db durch du, di,

d9, d7“ ausgedrückt erhalten. Es ist aber der Mühe werth, zu zeigen, wie

man auch bei dieser Rechnung der Reduction des heliocentrischen Orts auf

die Ecliptik überhoben bleiben kann, ebenso wie ich im Art. 65 den geocen-

trischen Ort unmittelbar aus dem heliocentrischen Orte in der Bahn abgeleitet

habe. Zur grösseren Vereinfachung der Formeln, will ich die Breite der Erde

vernachlässigen, da sie wenigstens bei den Differential—Formeln keinen merk-

lichen Einfluss haben kann. Es dienen also hier folgende Formeln, bei denen

der Kürze wegen cu für Z—Q und, wie oben, Ä für Äeosb geschrieben ist:
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Ä cos w = rcosu——Rcos(L——Q) : 5

.! sin w = 7°eosisinu—Rsin (I.—Q) = 77

Ätangb = 7° sini sin % = €.

Aus Difierentiation derselben erhält man:

cos w . dÄ—Äsinw . du) = (15

sin w . cl! —}—d’cosw. dw = day

/ Ä .

und hieraus durch Elimination

(ICO _ ——sinm.dé+eosoo.dn
_ __———A____—l

db _ —coswsinb. dé—sinmsinb.dn+cosb.dä

_ A ‚
 

Wenn in diesen Formeln für E, 77, ; ihre \Verthe gehörig substituirt

werden, so erhält man der) und db durch dr, du, di, (1%? ausgedrückt. Dann

werden, da dl = clw+d€2 ist7 die partiellen Differentiale von l, 5 sich so

verhalten:

dl . . .

I. Ä (717) = —srnweosu+cosw s1nucosz (76)

A“ dl . . .

II. 7 (Ü) = s1nws1nu—l—cosweosucosl

A’ dl . . .

III. 7 Ti?) = ——eoswsmusmz

dl
R

R

(@ =1+700s(L-@„w>=1+7.o.
<._.

db

V. Ä F? = ——cosw cosusinb—„—sinwsinuco
sisinb+sinusinieosb

‚ 4 db . . . . . . . 6

V I. 7 Ü = cos w sm 10 sm b —— sm 0) cos u cos 2 sm b + cos % sm @ cos

VII. 1 (%3) = sin w sin u sin i sin b + sinn cos Z' cos 5

7' L

VIII. % (digg = sinbsin(L——Q—w) = sinbsin(L—Z).

Die Formeln IV und VIII erscheinen hier bereits in einer für die Rechnung

sehr bequemen Form. Die Formeln I7 III und V aber können durch nahe—

liegende Substitutionen concinner redigirt werclen‚ nämlich:
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* dl R

I- E?) = 17Sln(L_0

III *. (73%) : —coswtangb

V*. (%3 : _if‚—cos(L—l)sinb : —%COS(L—Z)sinbcosb

Endlich können auch die üb1igen Fo1meln II, VI, VII durch Einfüh1ung ge—

wisser Hülfswinkel noch we1e1nfacht we1den, was auf folgende Weise seh1

bequem geschieht.

Man bestimme die Hülfswinkel [II, N durch die Formeln tang [[ :

tangN: sin tutangl' : tang Mcoswsini. Dann wird zugleich

cos.M2 ] —}—fltangN2 _ cos?—[—sinofisini2

cosN2 :“1—{—tang[ll2 _—cosi2—l——Tgmz

Die Beseitigung de1 7we1deut1ghc1t bei Bestimmung von [M und N aus den

tangm

cosi ’

 

: cosw2.
 

Tangenten kann nach Willkür und daher aucl1Nso geschehen, dass man

cos M

cos N :+ sin i

nimmt. Sodann gehen die Formeln II, VI ui1ndflVII111 folgende über:

  __: +cosw, mithinZ

* dl 1‘sincoco“lll—u)

(77) H ' Ü) : A’ sinM

* d 7) a“
T 1

VI . %)—— „—{cos w sin i cos(1l[——u)cos(N_.) + sin (M—u) sin (ll—b)!

* db 1 sin u coszcos (N 17)

VII ' (_)_ AcosN

Diese Transformationen werden in Beziehung auf die Formeln II und VII

Jedem klar sein. Bezüglich der Formel VI aber scheint eine Erläuterung am

Platze. Wenn man nämlich bei Formel VI zuerst für % setzt: M—(M—u),

soderhält man:

— dufi—>— cos (1[—@1) {cosw sin Ms1n b——sm w cosi cosMsinb + sini cos]l[cos b}

— sin (M—u) {cos «1 cos [V[sin [) + sin w cos i sin ]V[sin [)— sin i sin [V[cos 6}.

Nun ist

cos (1) sin [II : cos i2eos w sinll[—I— sin i? cos w sin.M : sin w cosicosM—l—si11ichs w sin M;

weshalb der erstere Theil jenes Ausdruckes übergeht in :

sin i cos (M—u) {sin @" cos w sin [llsin [) + cos ]l[cos b}

= sinicos (M—u) {cos wsin Nsinb+ cosw cos [Vcos b}: cos w sin icos (ZV—u) cos (N— I)).
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Ebenso wird cos N : cos w2 cos N—{— sin w2 cos N : cos w cosM+ sin w cosisin M;

wodurch der zweite Theil des Ausdrucks übergeht in:

—sin (llI—— u) {cos Nsinb—smNcos_b} : sin(Zl[——%)sin (N—6).

Hieraus folgt sofort der Ausdruck VI.

Der Hülfswinkel Jl[ kann auch zur Transformation der Formel I be—

nutzt werden, die nach dessen Einführung die Gestalt annimmt:

I“. (_dl : _ sincosin(lll—u)

dr A' s1n111 ’

aus deren Vergleichung mit Formel I* folgt:

—Rsin(L—Dsinlkl _ rsinwsin(AI—u);

wonach dann auch der Formel II* die etwas einfachere Form zugetheilt

 

werden kann:

II”. (d—i—)— — A,sm (ll—Z) cotano (XVI—u)

Um die Formel VI noch mein zusa111n1enz11zielien, muss man einen

neuen Hülfswinkel einführen, was auf doppelte Weise geschehen kann, indem

t 0 l]—— t 0‘ ———b

an” (] ode1 tangQ—_ —an—Ö(—N——)man nämlich entweder tangP : ————, . .
COSWSII'XL COSCOSIDZ

setzt,

wodurch man dann erhält:

VI“ db): 7 sin (III—u)cos(N—b—P) __;)7sin(N—b cos(ZII—-u—Q)

' d u 4 sin P A sin Q

Uebrigens sind die Hi1lfsgrössen [VI, N, P, Q nicht rein fictiv, und es lässt

sich leicht angeben, was einer (jeden an der Himmelskugel entspricht, so

 

dass auf diese Weise mehren der vorstehenden Gleichungen noch eine

elegantere Darstellung durch Bogen und Winkel an der Kugel gegeben

werden könnte. Ich verweile dabei um so weniger, da sie bei der

numerischen Berechnung die oben behandelten Formeln nicht überflüssig

machen können.

'77.

Das in dem vorangehenden Artikel Entwickelte enthält in Verbindung

mit dem, was in den Artikeln 15, 16, 20, 27, 28 für die einzelnen Arten der

Kegelschnitte gesagt werden, Alles, was zur Berechnung derjenigen differentialen

Veränderungen erforderlich ist, die im geocentrischen Orte durch Veränderungen

(78)
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der
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einzelnen Elemente entstehen.

Zweiter Abschnitt.

Zur besseren Erläuterung dieser Vor-

schriften wollen Wir das in den Artt. 13, 14, 51, 63, 65 traetirte Beispiel

wieder vornehmen. Zuerst Will ich nach Anleitung des vorhergehenden Artikels

dl und db durch dr, du, di, (1%? ausdrücken, wobei die Rechnung so steht:

 

 

 

 

 

logtangw ...... 8,401 13 logsinw ....... 8,400 99 % logtang(M——u) 9,419 3277

logeosi ......... 9,988 53 logtangi ...... 9,367 23 logeoscusinz' ...9,355 6277

logtangllf...... 8,412 60 logtangN..... 7,768 22 % log tangP ...... 0,063 70

M : 10285?” N = 17903950" P = 49011/13”

!!!—20 =: 165 17 8 iV——0 : 186 1 45 IV—b—P=l36 50 32

I* II” III*

logsin(L—Z).„9,721 25 (*) ............. 9,639 62 logcosw ........ 9,999 86 72

logR ........... 9,998 10 logcot(ZII—u) 0,580 68 % logtangb ....... 9,047 49 %

C.logÄ ........ 9,920 27 , 07 67
1_____f___ 0 — ...... 0,220 30 100 f. ....... 9 047 35 72

(*) .............. 9,639 62 g(du) ' °(dl) ’

O.logr ......... 9,674 01

dl

log-(Ü) ....... 9,313 63

IV V* VI“

R ** ' '

log—;, .......... 9,918 37 ( )._........... 9,847 93 iog’7 .......... 0,243 5777

log cos(L—Z) ..9,929 56 10% smb 0035 "970432 12 “ log sin (M—u) . . 9,404 84

(**) .............. 9,847 93 95£_3£L@1_ logcos(NfbflP) 9,863 01 77

. f j 0- '

:1°g(a%_l) log((„) ...... 8,56406 b.loödsme ..... 0,120 99

log(d—u) ....... 9,632 415

VII* VIII

logrsinucosi ..9,759 99 72 (*) ............. 9,639 62

log cos(N—Ö)..9,997 59 % logsinbcosb . .9,042 1279

C.logd ......... 9,917 59 db
10 ‘ —# ...... 8 681 7477

C.logeosN..... 0,000 01 n % (d gg) ’

db

log—(Ü) ....... 9,67518n

Die Zusannnenstellung dieser Werthe ergiebt

dl : +0,205 89 dr—l— 1,660 73 dla—0,111 52 di—l— 1,704 58 d9

db = +0,036 65 d7°-—0,428 95 dio—0,473 35 dia—0,048 05 (19.
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Kaum bedarf es wohl der schon häufig wiederholten Bemerkung, dass entweder

die Aenderungen dl , db, du, di, dä? in Theilen des Radius auszudrücken,

oder die Coeffieienten von da" mit 206265” zu multipliciren sind, wenn erstere

in Secunden verstanden werden.

Bezeichnet man nun' die Länge des Perihels (die in unserem

Beispiele : 52°189”30 ist) mit IT und die wahre Anomalie mit @, so ist

die Länge in der Bahn =u—{—Q =v—l—IT, und daher du : dv—l—dH—dQ,

und wenn man diesen Werth in die vorangehenden Formeln substituirt, so

erhält man dl und db durch dr, dv, d.Ü, d€2, di ausgedrückt. Es erübrigt

daher nur, dr und du nach Anleitung der Artikel 15 und 16 durch die

differentialen Aenderungen der elliptischen Elemente darzustellen. (Bei der

folgenden Rechnung bedeutet das Symbol M nicht mehr unseren Hülfswinkel,

sondern —— wie im ersten Abschnitte — die mittlere Anomalie.)

In dem Beispiele des Art. 14 war log% : 9,903 55 =10g(%

 

 

 

 

 

log 13 ........... 0,192 90 loga .............. 0,422 44
’)“I'

IOgCOS(P .......... 9,986 52 logtanggo ......... 9,403 20

du logsinv ........... 9,849 3172

10 —— ......... 0 179 42 „

g (aM ’ log(j—,’„ .......... 6,674 957;

2—eeosE : 1,800 85

66 : 0,060 18 loga .............. 0,42244.

17740 67 logeosgß .......... 9,986 52

log ............... 0,240 72 10% “if” ----------- 97849 66
,.

log % ............ 07192 90 log(a€ .......... 0,258 62 72

logsinE........... 9,766 3479

log (($—£) ......... 0,199 9692

Hieraus erhält man

dv : + 1,511 54d111— 1,584 75 d(p‚

dr = ——9,473 10 dZII—1,8l3 93 dcp—I— 0,800 85 da

und nach Substitution dieser Werthe in die früheren Formeln folgt:

GAUSS, Theorie d, Beweg. d. Himmelsk.
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dl = + 2,412 87 dJII—3,005 31 d(p+ 0,164 88 da—l— 1,660 73 dl?

— 0,111 52 di+ 0,043 85 (19

db = —0,665 72 dM+O,613 31 dq>+0,029 25 dot—0,428 95 dl?

—0,473 35 di—{— 0,380 90 dQ.

Nimmt man an, dass die Zeit, welcher der berechnete Ort entspricht,

um n Tage von der Epoche entfernt ist, und wird die mittlere Länge

für die Epoche mit N, die tägliche Bewegung mit 7 bezeichnet, so ist

M= N+n7—II, und. daher d]ll = dN+7zd7—dlf. In unserem Beispiele

ist die dem berechneten Orte entsprechende Zeit = October 17,415 07 des

Jahres 1804 im Meridiane von Paris. Wenn mithin für die Epoche der Beginn

des Jahres 1805 gesetzt wird, so ist 72 = ——74,584 93; die fürjene Epoche ge-

setzte mittlere Länge war = 410 52'21”61 und die tägliche Bewegung = 824”7988.

Substituirt man nun in die eben gefundenen Formeln für d M seinen Werth,

so verhalten sich die durch die alleinigen Veränderungen der Elemente ausge—

drückten ditferentialen Veränderungen des geocentrischen Orts, wie folgt:

dl : 2,412 37 dN—179,96 d7—0,752 14dH—3,005 31 dcp—l—O,164 88 da

—0,111 52 di+0,043 85 «192

db : —0,665 72 dN+49,65 d7+0,286 77 dlI+ 0,613 31 d<‚>+0,029 35 da

—0,473 35 di+ 0,380 90a@.

(81) Wird des Himmelskörpers Masse entweder vernachlässigt, oder wenig—

stens als bekannt angesehen, so sind 7 und a von sich gegenseitig abhängig,

und. somit kann man entweder (17 oder da aus den Formeln eliminiren.

Da nämlich, nach Art. 6, 76672 = kV(l—|—,u), so ist d—77— = —% %, in welcher

Formel, wenn d7 in Theilen des Radius ausgedrückt werden soll, man auch

7 ebenso ausdrücken muss. Auf diese Weise ist unserem Beispiele

 

log7 ............. 2,916 35

log 1” ............. 4,685 57

log% ............. 0,176 09

C.loga ............ 9,577 56

log—% ............ 7,355 575,

oder d7 = —0,002 2676 da und da = ——440,99 d7, und durch Substitution

dieses Werthes in unsere Formeln ergiebt sich endlich als letzte Form:
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dl = 2,412 87 d1V— 252,67 d7—0,752 14 dÜ—3,005 31 (lg)

—0,111 52 di+0,043 85 (1%?

db = ——0,665 72 dN+ 36,71 d7—l— 0,236 77 dIY—I— 0,613 31 (lg)

—0,473 35 di+ 0,380 90 dQ.

Bei Entwickelung dieser Formeln haben wir vorausgesetzt, dass sämintli0he

Aendernngen dl, db, dIV, d7, d IT, d (;D, d i, dQ in Theilen des Radius aus-

gedrückt seien; offenbar aber werden wegen der Homogeneität aller Theile

dieselben Formeln auch dann gelten, wenn alle jene Aenderungen in Secunden

ausgedrückt sind. *)

‚ *) Wegen der bei mehren Zahlen des Art. 77 vorgenommenen Aenderungen vergl. die Andeutung

im Druckfehler-Verzeichnisse der lateinischen Ausgabe, sowie den Ergänzungsband zu den Astronom. Nachrich—

ten, pag. 181. Anmerkung des Ueberselzers.

13*
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Dritter Abschnitt.

Relationen zwischen mehren Orten in der Bahn.

78.

Die vergleichende Betrachtung zweier oder mehrer Orte eines Himmels-

körpers in der Bahn sowohl als im Raume, gewährt eine so grosse Menge

eleganter Vorlagen, dass man damit leicht einen ganzen Band füllen könnte.

Mein Zweck geht aber nicht dahin, dies fruchtbare Argument zu erschöpfen,

sondern hauptsächlich dahin, hieraus einen umfangreichen Apparat von Hülfs-

mitteln zu schaffen für Auflösung der grossen Aufgabe der Bestimmung unbe-

kannter Bahnen aus den Beobachtungen. Unter Vernachlässigung Dessen, was

hierbei zu fremdartig sein würde, will ich daher Alles desto sorgfältiger ent—

wickeln, was auf irgend eine Weise zu diesem Zwecke führen kann. Den Unter—

suchungen selbst will ich einige trigonometrische Betrachtungen vorausschicken,

auf welche ich wegen ihres häufigen Gebrauchs öfter zurückkommen muss:

I. Wenn A, B, C irgend welche Winkel bezeichnen, so hat man

sin Asin(Ü—Bj+sin Bsin(A—C)+sin Üsin(B——A) : 0

cosAsin(Ü—B)+cosBsin(A—C) + cosÜsin(ß—A) : O.

H. Wenn zwei Grössen 10 und P aus Gleichungen bestimmt werden

sollen wie

psin(A——P) : co

psin(B—P) : I),

so geschieht das allgemein mit Hülfe der Formeln

psin(B—A)sin (H—P) : bsin (H—A)—asin (fl—B)

psin(B—A)cos (Il—P) : bcos(H——A)—acos (If—B),

wobei II ein willkürlicher Winkel ist. Hieraus leitet man (Art. 14, II) den

Winkel H—P ab und. psin (B—A); und hieraus P und p. Gemeiniglieh
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pflegt die Bedingung hinzugefügt zu sein, dass 29 eine positive Grösse sein

muss, wodurch die Zweideutigkeit in Bestimmung des Winkels H—P durch

seine Tangente entschieden wird. Fehlt aber diese Bedingung, so kann man

die Entscheidung nach Belieben treffen. Zur Bequemlichkeit der Rechnung

pflegt man den willkürlichen Winkel H entweder = A oder = B oder

=%(A+B) zu setzen. —— Im ersten Falle sind die Gleichungen zur Be—

stimmung von P und }? folgende:

}) sin (A—P) = @

b—acos(B—A)

pcos(A—P) = sintB—A)

Im zweiten Falle sind die Gleichungen ganz analog; im dritten aber: (83)

psin(%A+%B—P) : %ss%äm

peos<%A+%B—P> = ?—%_—m

Führt man daher den Hülfswinkel ; ein, dessen Tangente = %, so findet

sich P durch die Formel:

tang(%A—i— %B—P) = tang (45° + C) tang % (B—A)

und sodann 10 durch irgend eine der vorhergehenden Formeln, wo

ab asin(45°+é) _ bsin(45°+é‘)
 

 

1 _. “ 0 " ‚_

?(b+“) * “(45 +9) Vsin2g“_ sinÜ/2 “ cosC]/2

(, a b a cos (45“+ {) b cos (45“—}— {)

%(b——a) : eos(450+9>vsin2gz sinéfl/2 : cosC]/2 '

III. Wenn 29 und P aus den Gleichungen

]) cos (A— P) = a

}) cos (B— P) = 5

bestimmt werden sollen, so kann Alles unter Nr. II Erklärte sofort Anwendung

finden, falls man nur dort statt A und B allenthalben 90°+A, 90°+B schreibt.

Zum bequemeren Gebrauche will ich jedoch die entwickelten Formeln hersetzen.

Die allgemeinen Formeln sind:

psin(B—A) sin (II—[’) = —bcos(H—A)+acos(H—B)

psin(B—A) cos(H—P) = bsin (H—A)—asin (H—B).

Diese gehen daher‚ falls H = A gesetzt wird, über in:



(84)
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. B-A —b
ps1n (fl—P) : a_cZisii(B—fl)_

pcos (Al—P) : a.

Für H = B erhalten sie eine ähnliche Form. Für H = %(A+B) aber

werden sie :

. —b

PSDl(%A+tB—P) = "g„fiffi:fi

pcos(%A+%B—P)— ““
_ .?cos%(B—A)7

so dass nach Einführung des Hülfswinkels 'C, dessen Tangeute : %, entsteht:

cotang(äA—f—ä—B—P) : cotang (C—45") tangä(B—A).

Sollte man übrigens wünschen, die Grösse 2? unmittelbar aus a und 6,

ohne vorgängige Berechnung des Hülfswinkels P, zu bestimmen, so hat man

die Formel

psin(B—A) :: V(aa+bb—2 abcos(B—A}),

sowohl bei gegenwärtiger Aufgabe, als bei H.

79.

Zur vollständigen Bestimmung eines Kegelschnitts in seiner Ebene wird

Dreierlei erfordert: die Lage des Perihels, die Excentricität und der halbe

Parameter. Wenn solche aus gegebenen, von einander abhängigen Grössen

ermittelt werden sollen, so müssen so viele Data vorhanden sein, dass man

drei, von einander unabhängige Gleichungen bilden kann. —— Jeder seiner

Grösse und Lage nach gegebene Radius Vector liefert eine Gleichung, und

es sind deshalb zur Bahnbestimmung drei, ihrer Grösse und. Lage nach gege-

bene Radien Vectoren erforderlich. Hat man aber nur zwei Radien

Vectoren, so muss entweder ein Element schon selbst, oder wenigstens irgend

eine andere Grösse gegeben sein, um daraus die dritte Gleichung construiren

zu können. Hieraus entsteht eine Mannigfaltigkeit von Aufgaben, die wir jetzt

der Reihe nach durchgehen wollen.

Es sollen 7”, 7" zwei Radien Vectoren sein, die mit einer geraden, in

der Ebene der Bahn aus der Sonne beliebig gezogenen Linie die Winkel

N, N' nach Richtung der Bewegung bilden; es sei ferner 17 der Winkel,
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den mit derselben geraden Linie der Radius Vector im Perihele bildet,

so dass den Radien Vectoren r, r' die wahren Anomalien N—IT, N’—H ent—

sprechen; endlich sei 6 die Excentricität, 10 der halbe Parameter. — Dann

finden die Gleichungen Statt:

% : 1+eeos(N—H)

P
7 = 1+ecos(N'—IT)
?

aus denen, wenn überher eine der Grössen 10, 6, IT gegeben ist, die übrigen

bestimmt werden können.

Setzen wir zuerst voraus, dass der halbe Parameter ;? gegeben sei, so

erhellt, dass die Bestimmung der Grössen e und 17 aus den Gleichungen

ecos(N—IY) = %—1

ecos(Nl—Ü) : —5————1

nach Anleitung des Satzes III im vorhergehenden Artikel geschehen kann. (85)

Man hat daher:

/ “( — ’)
tang (N—II) : cotang (N —N) —— 7(}7#51T(%VÜV7

(?“—r) cotang%(N’—N)

, 2 7' r’

r 7' —

+ P

tang<%N+%N'—— 17) =
 

80.

Ist der Winkel H gegeben, so werden e und 10 vermittelst folgender

Gleichungen bestimmt:

rr'(cos (IV—H) —cos (N/——H))

p : rcos(N—Il) —-r’cos(N’—II)

fl" — r

: rcos(N——H) _ ?“ cos(N/—-II)'

 

 

Der gemeinsame Nenner in diesen Formeln lässt sich auf die Form: aeos (A—H)

zurückführen, so dass a und A von 17 unabhängig sind. Bezeichnet dann B

einen willkürlichen Winkel, so wird



\
.
/
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(? cos (ZV—H )— 7°' cos (Nl———H)) cos (H—— II)

— (r sin (N—H)—7" sin (N’— H)) sin (H— II)

und. deshalb = acos(A——fl), wenn a und A durch folgende Gleichungen be—

stimmt werden:

7° cos (N——H) —— 7“' cos (N'—H) :

rcos(N—H)—r'cos(N’—H) = acos(A—H)

rsin(N—H)——r'sin (N'—H) : asin(A—H).

Auf diese Weise wird:

2r9"sin%(l\W—N)sin(%N—}—%lW—II)

P : acos(A—H)

 

a“ —7‘

_ acoslA—II) '

 

Diese Formeln sind besonders dann bequem, falls ]) und e für mehre Werthe

von II zu berechnen sind, während 7', 7°', N, N’ ungeändert bleiben. Da man

zur Bestimmung der Hülfsgrössen a und A, den Winkel H nach Belieben

wählen kann, so ist es vortheilhaft, H : %(N—i—NÜ zu setzen, wodurch die

Formeln in folgende übergehen:

(7°’——7°)COS% (N’—N) : ——acos(A—%N—%NÜ

(r’+7*)sinä(N'—N) : —asin(A—äN—%N’)

Ist daher der Winkel A durch die Gleichung:

tang(A—%N——ä—Nj : 7J+;tang%(Nl—N)
7"—

 

bestimmt, so hat man sofort:

e— _ cos(A—%N—%N’)_

_— eos%(N’—N)cos(A—H)’

wobei sich die Berechnung des Logarithmus der Grösse ;,i: durch den schon
 

häufig erklärten Kunstgrifi' abkürzen lässt.

81.

Wenn die Excentricität 6 gegeben ist, so wird der Winkel H durch

folgende Gleichung gefunden:

__ cos(A—%N—%N’)

COS(A-H) — _ —‘e COS%(N’*—N) ,

nachdem der Hülfswinkel A vermittelst der Gleichung
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 tang [A—% N— % A“) = :, i 7: tang 17 (N' -—N)
2 7

bestimmt ist. Die bei Bestimmung des Winkels A—f[ durch seinen

Cosinus zurückbleibende Zweideutigkeit ist in der Natur der Aufgabe be—

gründet, so dass man letzterer durch zwei verschiedene Lösungen Geniige

leisten kann, wobei man anderswoher entscheiden muss, welche beizubehalten

und welche zu verwerfen ist. Zu diesem Zwecke muss ein wenigstens ge—

n’a'herter Werth von H bereits bekannt sein.

Nachdem IT gefunden, wird ]? entweder durch die Formeln:

p : 7°(l +ecos(N—IY)) _ 7°' (1 +ecos (NI—H)), oder durch

29'1“35in%(N'—N)Sili(%N—«l—3N’

(

7' -———’)‘

 

 

p = _H) berechnet.

82.

Nehmen wir endlich an, dass drei Rachen Vectoren 7‘, 7", 7” gegeben

seien, welche mit einer geraden, nach Belieben aus der Sonne in der Ebene

der Baln1 gezogenen Linie die Winkel N, N', N” bilden. Man hat dann,

unter Beibehaltung der übrigen Zeichen, folgende Gleichungen:

(I) L’ = 1 —[—ecos(N— II)

= 1‚—[- 6 cos (N/—H)

°
i*
e

il
'\
c‘

s

„ : 1+600s(N”—H),

»

woraus sich 29, IT, 6 auf mehre verschiedene Arten ermitteln lassen. Will

man zuvörderst die Grösse 13 berechnen, so werden die drei Gleichungen (I)

respective mit sin (NN—N'), mit —sin (NN—N), mit sin (N’—N) multiplieirt

und man erhält durch Addition der Producte nach dem Satze I. Art. 78

sin(N”——NW—sin(N”—N)+sin(N'—N)

%sin(N”——N’)——ä—sin (N”--N)+%sin(N’—N)

 

29:

Dieser Ausdruck verdient eine nähere Betrachtung. Der Zähler wird (87 )

offenbar:

: 2siné— (lV”—-—N’) cos % (N”—NÖ—2sin%(N”—N') cos(,i JV” +%N’—1V)

= 4sin% (N”—— N,) sin %(N”——N) sin ä—(N/ —N).

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Hinnnelsk.
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Setzt man sodann ferner

?“ 7°” sin (NH—N]) = %, 7W‘”sin(N”—N) :: n', 7‘ 7" sin (N’——N) = 92”,

so sieht man, dass %72, %n', ä—n” die Flachen der Dreiecke sind, resp. zwischen

dem zweiten und dritten, dem ersten und dritten, dem ersten und zweiten

Radius Vector. Daraus schliesst man leicht, dass bei der neuen Formel

9 _ 4sin%(N”—N')sinä(N”—N)sin%(N’—N).rr’r”

] _— 9'L—n'—}—n”

 

der Nenner gleich sei der doppelten Fläche des Dreiecks, welches von den

Endpunkten der drei Radien Vectoren gebildet wird, d. h. welches zwischen

des Hinnnelskörpers drei Orten im Raume enthalten ist. Falls „jene drei Orte

nur wenig von einander entfernt sind, so wird jene Fläche stets eine

sehr kleine Grösse, und zwar von der dritten Ordnung bleiben, wenn

N’——N, N”—A” als kleine Grössen der ersten Ordnung betrachtet werden.

Hieraus geht zugleich hervor, dass, falls eine oder mehre der Grössen 7°, 7°', r”,

N, N', N” mit, wenn auch nur geringen Fehlern behaftet sind, hieraus ein

sehr grosser Irrthum bei Ermittelung von 1? entstehen kann. Es lässt daher

diese Rechnungsmethode zur Bestimmung der Bahn—Dimensionen niemals

grosse Schärfe zu, wenn nicht die drei heliocentrischen Orte durch beträcht—

liche Zwischen ‘aume von einander entfernt sind.

Sobald übrigens der halbe Parameter 10 gefunden ist, so werden e und II

durch Oombination von zwei irgend welcher der Gleichungen (I) vermittelst der

Methode des Art. 79 bestimmt. “

83.

Will man die Auflösung dieser Aufgabe lieber mit Berechnung des

Winkels TI beginnen, so dient dazu folgende Methode. Man ziehe von der

zweiten der Gleichungen (I) die dritte ab, von der ersten die dritte,

von der ersten die zweite, wodurch folgende drei neue Gleichungen

entstehen :

1 1

/ ‚1/
„, ..

<H> —,——.—m = %sincN'ewff—m
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i L

__f_"”___.ix 1 i 7”_

2sin+(N”——N)— ;) Sm<2N+2A „)

1 1

„„ *7
6 . /

%@@;m=gmGß%N—m-

Nach Satz Il. Art. 78 geben irgendwelche zwei dieser Gleichungen IT und %, (88)

woraus man durch jede der Gleichungen (1) auch 6 und p erhält. \V'zihlt

man die dritte, im Art. 78, H behandelte Auflösung, so giebt die Combi-

nation de1 e1sten und d1itten Gleichung folgende Rechnungsa1t. Nach Be—

stimmung des H1ilfswinkels ; du1ch die Gleichung:

7' _1_ sin .'(N”—- NJ

__ r’ ' sin7(_N————N)’
 

ist

tang(+N+%N/++NH—H) : tang(45° +C)tang‚—1(Nl—N).

Durch Vertauschung des zweiten Ortes mit dem ersten oder dritten erhält man

zwei andere völlig analoge Auflösungen. Da bei Anwendung dieser Methode

die Formeln fur ? etwas verwmkelter ausfallen, so w1rd man es vorz1ehen,

e und 19 durch die Methode des Art. 80 aus zwei jener Gleichungen (I) zu er—

mitteln. Im Uebrigen muss die Zweideutigkeit bei Bestimmung von H mittelst

der Tangente des \Ninkels 1TN+;1N+—1N”——Ü so entschieden werden, dass

8 eine positive Grösse wird, denn es ist kla1, dass man füi @ entgegengesetzte

Werthe erhalten muss, wenn fü1 II We1the genommen we1den, die um 1800

verschieden sind. Dagegen ist das Zeichen von 29 von diese1 /we1deut1gke1t

unabhängig, und de1 We1th von 23 kann um dann negativ herauskommen,

wenn die d1ei gegebenen Punkte in dem von de1 Sonne abgewandten Theile

der Hyperbel liegen, ein Fall, den ich, da er den Gesetzen der Natur zuwide1

ist, hier unberücksichtigt lasse.

Das, was man bei Anwendung der ersten Methode in Art. 78, H erst

nach mühsamen Substitutionen erhält, kann im gegenwärtigen Falle auf folgende

Art bequemer gefunden werden:

14*
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Man multiplicire von den Gleichungen (II) die erste mit cosä(N"—N’),

die dritte mit cos%(rV—N) und ziehe das zweite Product von dem ersten ab.

Dann erhält man bei gehöriger Anwendung des Satzes I. Art. 78 [wenn man

nämlich in der zweiten Formel A = %(N”—N'), B=%N+%N”—II,

C: %(N—N') setzt] folgende Gleichung:

‚ 1 1 , „ , 1 1 /
—(—,——7) cotang; (N ——N)—% (__?) cotang%(N —N)
2 „. „

€ . „ //

=?smll—(N ——N)cos(%N—f—%N —Ü).

Durch Combination dieser Gleichung mit der zweiten der Gleichungen (II),

‚ . c . ‚

finden SlCll 17 und ? und zwar Ü nnttelst der hormel

7' ’7'

tano'(lN—l—_liV'/—IY) : =, [ „ .

Ö 2 2 (1—%)cotang%(N”—,N’)-——(—i_——1)cotang%(rV—N)

 

Auch hieraus lassen sich zwei andere ganz analoge Formeln durch Ver—

tauschung des zweiten Ortes mit dem ersten oder dritten ableiten.

84.

Da aus zwei, ihrer Grösse und Lage nach gegebenen Radien Vectoren

und einem Bahnelemente die ganze Bahn sich bestimmen lässt, so wird man

durch jene Daten auch die Zeit ermitteln können, innerhalb deren der

Hinnnelskörper sich von dem einen Radius Vector zum andern bewegt, wenn

man die Masse des Körpers entweder vernachlässigt oder wenigstens als bekannt

betrachtet: wobei wir bei der ersteren Annahme stehen bleiben wollen, auf

welche die andere leicht sich reduciren lässt. Es ist also umgekehrt klar, dass,

wenn zwei Radien Vectoren ihrer Grösse und Lage nach gegeben sind und

auch zugleich die Zeit, innerhalb welcher der Himmelskörper den zwischen

ihnen liegenden Raum beschreibt, man hieraus die ganze Bahn bestimmen

kann. Jedoch wird diese, zu den wichtigsten in der Theorie der Bewegung

der Hinnnelskörper gehörende Aufgabe nicht so leicht gelöst, da der Ausdruck

der Zeit durch die Elemente transcendent, und überdies äusserst complicirt
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ist. Diese Aufgabe ist es mithin um so mehr werth, auf das sorgfältigste

abgehandelt zu werden. Es wird daher hoffentlich dem Leser nicht un—

angenehm sein, wenn ich ausser einer weiter unten zu gehenden Auflösungs—

art, die nichts zu wünschen übrig lassen dürfte, auch diejenige der Vergessen-

heit entreisse, welche ich, bevor jene sich darbot, häufig angewendet habe.

Es ist stets nützlich, die schwierigeren Probleme auf verschiedenen Wegen in

Angriff zu nehmen, und den guten Weg nicht zu verachten, wenn man

auch den besseren vorzieht. Ich beginne also mit der Auseinandersetzung jener

früheren Methode.

85.

Ich Will die Symbole '7', 7“, N, N’, p, e, H in derselben Bezeichnung

beibehalten, die vorher damit verbunden war; den Unterschied N'—N be—

zeichne ich mit J, und die Zeit, innerhalb deren der Himmelskörper sich vom

ersten nach dem späteren Orte bewegt, mit t. Nun ist klar, dass, wenn ein ge-

näherter Werth irgend einer der Grössen 19, e, H bekannt wird, auch die

beiden übrigen daraus sich bestimmen lassen, und sodann die der Bewegung

vom ersten nach dem zweiten Orte entsprechende Zeit mittelst der im ersten

Abschnitte erklärten Methoden. Wenn diese Zeit mit der angenonnnenen

Zeit t übereinstimmt, so ist dann schon der vorausgesetzte Werth von p, e

oder 11 der wahre Werth, und die ganze Bahn schon gefunden. Ist diese

Uebereinstimmung nicht vorhanden, so wird die mit einem anderen, vom ersten

wenig versehiedenen Werthe wiederholte Rechnung zeigen, eine wie grosse Ver—

änderung in dem \Verthe der Zeit einer geringen Aenderung in dem \Verthe

von p, e, 11 entspricht, woraus man durch einfache Interpolation einen ver—

besserten Werth ermittelt. Bei der hiermit von Neuem wiederholten Rechnung

wird man entweder eine mit der Voraussetzung völlig übereinstimmende, oder

eine nur so wenig davon verschiedene Zeit erhalten, dass man mit neuen Ver-

besserungen die Uebereinstimmung so genau machen kann, als es nur die

logarithmischen und trigonometrischen Tafeln zulassen.

Die Aufgabe wird also darauf zurückgeführt, dass man zeigt, wie für

den Fall, wo die Bahn noch vollständig unbekannt ist, ein wenigstens genüherter

(90)
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Werth einer der Grössen p, 6, IT sich finden lässt. Ich Will jetzt eine

Methode abhandeln, wodurch der Werth von 19 mit so grosser Schärfe

ermittelt wird, dass er wenigstens für kleine Werthe von J keiner Ver-

besserung mehr bedarf, und dass so durch die erste Rechnung die ganze

Bahn schon mit der Genauigkeit, welche die gewöhnlichen Tafeln erlauben,

bestimmt wird. Man wird aber schwerlich in einem anderen Falle auf diese

Methode zu recurriren brauchen, als wenn Ä mässige AWerthe besitzt, da die

Bestimmung einer noch gänzlich unbekannten Bahn wegen der äusserst

intricaten Complication des Problems kaum anders als aus Beobachtungen

unternommen werden mag, die nicht zu sehr von einander entfernt sind, oder

vielmehr aus solchen Beobachtungen, denen keine zu starke heliocentrische

Bewegung entspricht.

86.

Bezeichnet man den der wahren Anomalie V——H entsprechenden unbe-

stimmten oder veränderlichen Radius Vector mit 9, so ist die Fläche des von

dem Himmelskörper innerhalb der Zeit 25 beschriebenen Sectors : %fppdv,

wobei dies Integral von 1/ = N bis zu 1/ = N' ausgedehnt ist, und somit

[at]/p : foodv (wo 70 in der Bezeichnung des Art. 6 genommen wird).

Durch die von Cotes entwickelten Formeln ist bereits bekannt, dass, wenn

qm“ irgend eine Function von @“ ausdrückt, man einen beständig mehr genäher—

ten Werth des (zwischen den Grenzen :v : u und m : u+J genommenen)

lntegrals quc. das erhält durch die Formeln

%Ä(<Pu+<ß(U+L/fll

%Ä(f/Mc-+4q)(u+äd)+f/J(U+Ä))

%d(<,ou+3(p(u—i—%J)—l—39p(u—i—%J)+qa(u—t—J))_etc.

Für unseren Zweck reicht es aus, bei den beiden ersten Formeln stehen

zu bleiben.
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Vermittelst der ersten Formel haben wir bei unserer Aufgabe fgyd1/ :

J T o" 9"

%Ä(rr+r%“) :W’ wenn man 7 = tang (450fl' w) setzt. Ein erster ge—

. . d " " .

näherter Werth für 1/1) wn‘d deshalb sem : 75%ä87’ den 1011 : 3a setze.

Durch die zweite Formel erhält man genauer (91)

f99d1/ : %Ä(7°r—l—rW—i—
4RR),

wobei R denjenigen Radius Vector bezeichnet, welcher der in der Mitte liegenden

An01nalie%N+äN’—II entspricht. Wenn man nun 19 durch 7°, E, 7°'‚ N, N+ 17 1/7

N—l—Ä nach Anleitung der Formel des Art. 82 ausdrückt, so folgt:

. 1 2. 1
451n1£1 51113—A
 

 

p : 1 1 1 , und hieraus

—— —— ' ?A———— ' ‚(r + a" )sxn7 R San

cos%d 1 1 1 2sin%A2 cosa 2sin1A2

W: ?(_1+'7 ‚.- : / ; _ ‘ '

b 7 1 }) V(rr eos2ca) p

Setzt man daher

2sin%.f V (o'r/c032rf) __ Ö‘ cos% Jl/(rfi cos2co)

, so wird R :
cosca ö

cosoa 1——< „>

woraus man den zweiten gen'a'herten Werth von V}? erhält:

2ctcos%zficos2m2 s

W”: a+——;:—v= +(_TCOSOJ —- 7 — —-< 2‚ p)

. 1.41 r 2 . . ‚

wobei 2a(3%52_»> : 8 gesetzt ist. Schre1bt man deshalb ar tür 1/p, so

Wird at durch die Gleichung (ft—CL} (1—F)2 : e bestnnmt‚ welche, gehor1g

entwickelt, bis zum fünften Grade steigen würde. Setzt man 7r : g-|—y‚ so

dass 9 ein genäherter Werth von Jr ist‚ und [u eine sehr kleine Grösse, deren

Quadrate und höhere Potenzen vernachlässigt werden können‚ so entsteht aus

dieser Substitution

6 2 { 6 2
—a 1 _ ) l 1 __ +<q )( „> +;< „>, 9

„ : £95—(q_<1;aqlqu—ö)*

(qq—ö)(q3+3öq—4ocö)

46 —— 6(93 “) (1___

%)} = s, oder

 , und daher
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„ : 895+(qq—6)(a99+459—5a6)q

(qq—ö)(qß+3öq——4aö)

Bei unserer Aufgabe haben wir bereits einen genäherten Werth für vr

 

7

nämlich : 8a, der, in die vorangehende Formel für (] eingeschaltet, den ver—

besserten Werth liefert

71 _ 243a“‘s+3a(9aoc—ö) (9ococ—l—7ö)

_ (9aoc—ö)(27aa+56)

 

„ ö . .
betzt man daher % : ß , flii3ßT : 7, so nimmt die Formel folgende

«(H—H—215)
Gestalt an: ar : “Ti-ÜF? und alle zur Auflösung der Aufgabe nothwen-

digen Operationen sind in nachstehenden fünf Formeln enthalten:

7‘/

I. 7 : tang(45° +w)

Arrl

H' 3ktcos2oo : 01

III. 2sinä-4P V(rr’cos2ca) : ß

27 a 0! cos 0)

IV 2cos%d2 cos2co2 _

' (1—3ß)cosz _

* “(1+7+21(3) _

V- fifi— VP-

\Vill man etwas von der Genaui keit dieser Formeln 0 )fern so lassen
% l )

sich noch einfachere Ausdrücke entwickeln. — Wenn man nämlich cosw und

cos2w : 1 macht und den Werth von 1/17 in eine nach den Potenzen von J

fortschreitende Reihe entwickelt, so folgt, unter Vernachlässigung der vierten

und höheren Potenzen,

18aoc

wo J in Theilen des Radius auszudrücken ist. Macht man deshalb

Am“

ki

w = « (3—%zfd+ffll)‚

 
: Vp’, so erhält man:

11 ÄV1‘7”
7 ... ’ __l „___

\I. p_p(1 gdd+ 327, )_

Entwickelt man auf ähnliche Weise 1/1) in eine nach den Potenzen von sin J

. r 7“ sin ‚J

fortschreitende Reihe und setzt dabei kt : 1/p", so entsteht:
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VII. ]/p = (1+“€;,“’—) Vp”, oder

VIII. ]? =p”+gsinllzl/W.

Die Formeln VII und VIII kommen mit denen überein, welche Euler in

„Theoria motus planetarum et ccmetarum“ abgehandelt hat, die Formel VI

aber mit der in „Recherche; et calculs sur la vraie orbz'z‘e ellipzfique de la

cométe de 1769, p. 80“ gegebenen.

87.

Nachfolgende Beispiele werden den Gebrauch der obigen Vorschriften

erläutern und. es lässt sich daraus zugleich der Grad der Genauigkeit schätzen.

 

 

216 = 0,013 0489.

 

 

 

I. Es sei log?“ : 0,330 7640, 10er’ = 0,322 2239, .4 : 7°34’53“73

= 272 9378, t = 21,933 91 Tage. Hieraus findet sich u) : —33'47”90 und

die weitere Rechnung steht dann so:

logd ............. 4,436 0629 ä—logrflcos2w....0,32ß 4519

log7°r' ............ 0,652 9879 2logsin%ll ...... 7,038 9972

0.1og3k ......... 5,972 8722 10g,2—, ............ 8,869 6662

C.logt ........... 8,658 8840 C.logaoc ......... 0,558 2180

C.logcos2w ...... 0,000 0840 G.logcosw ....... 0,000 0210

loga ............. 9,720 8910 log/3 ............. 6,793 3543

{3 = 0,000 621 3757

log2 ............. 0, 301 0300

2logcos1 Ä ...... 9, 998 0976 1+7—|—21ß : 3,007 4471

2log cos2 w ....... 9,999 8320 log ............... 0,478 1980

C.log(1—3ß)....0,000 8103 loga ............. 9,720 8910

2G.logcosw ...... 0,000 0420 C.log(1+5ß)„..9,998 6528

logy ............. 0,299 8119 log1/p ........... 0,197 7418

;/ = 1,994 3982 logp ............. 0,395 4836

Dieser Werth für log ]) weicht vom wahren kaum um eine Einheit in der

siebenten Stelle ab. Die Formel VI giebt in diesem Beispiele log }) = 0,395 4822,

Formel VII liefert 0,3954780; aus Formel VIII endlich folgt 0,3954754.

GAUSS, Theorie (1. Beweg. d, Hirnmelsk,
19

(93)
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II. Es sei log? = 0,428 2792, log?“ = 0,406 2033, J = 62°5516”64,

i= 259,884 77 Tage. Daraus wird erhalten w =—1°2720”14, logoc= 9,748 2348,

[3 = 0,0453 5216, 7 = 1,681 127, logl/p = 0,219 8027, logp = 0,439 6054,

ein YVerth, der um 187 Einheiten der siebenten Decimale kleiner als der richtige

ist. Denn der wahre Werth in diesem Beispiele ist 0,439 6237 ; aus Formel VI

findet sich 0,436 8730; aus VII 0,415 9824, aus VIII 0,4051103. Hier sind

die beiden letzten VVerthe von dem wahren so sehr verschieden, dass sie

nicht einmal die Stelle einer Annäherung vertreten können.

88.

Die Auseinandersetzung der zweiten Methode wird uns Gelegenheit

zur Darlegung einer Menge neuer und eleganter Relationen darbieten, und da

dieselben bei den verschiedenen Arten der Kegelsehnitte verschiedene Ge—

stalten annehmen, so will ich das Einzelne getrennt von einander behandeln

und mit der Ellipse beginnen.

(94) Es mögen zweien Orten die wahren Anomalien @, 17’ entsprechen

(wobei ?} die der Zeit nach vorangehende ist), die excentrischen Anomalien

seien E und E", die Rachen Vectoren 7“, r'; ferner sei 19 der halbe Parameter,

6 = sincp die Excentricität, a die halbe grosse Axe, t die Zeit, innerhalb deren

die Bewegung vom ersten zum zweiten Orte vor sich geht. Endlich setze ich

29 ___ b

cosqp

 v’—v = 2f, v’+v = 2F, E'—E= 2g, E“+E= 2G, acoscp =

Dann werden aus Combination der Formeln V und VI Art. 8 leicht folgende

Gleichungen abgeleitet:

[1] bsing = sinf. Vrr’

[2] bsinG = sinF . VM“

]) cosg = (cos % ?} cos % v' . (1 + e) + sin %2) sin %1/ . (1—e)) VW", oder

[3] p cosg = (cos“f+ ecos F)]/rr’, und ebenso

[4] ]) cos G = (cos F—[- @ cosf) VW".

Aus Combination der Gleichungen [3] und [4] entsteht ferner

[5] cosf. VW" = (eosg— ccos G) a

[6] cos F. VM" : (cosG—ecosg) a.



Relationen zwischen mehren Orten in der Bahn. 115

Durch Formel III Art. 8 erhält man

[7] r'——r= 2aesingsinG

r’+r = 2a—2aecosgcosG = 2asinf+200sfcosg]/rr',

woraus

[8] a _
21:1ing2

'

Setzt man

9-'
,.

VT+VT
_

[9] W:
1+21‚ so ist

[10] a : 2JirM
sing2

2l
' 1 2

1_,

.

und VO; = i1/(_(+_1szigäw_wfl,
wo das obere, oder untere Zemhen ge_

nommen werden muss, je nachdem sing positiv oder negativ ist.

Die Formel XII Art. 8 liefert uns die Gleichung

k ‚ . , . . . . “"

—£—= E —esmE ——E+ es1nE= 29—2651n9c0st 29—s1n29 + 2 cosfs1ng V—i£'—.

„, -

Substituirt man für a in diese Gleichung seinen Werth aus [10] und setzt der

Kürze wegen

[11]

kt

T—‘3——3‘ : 777»,

2 cosf7 (W")7r

so erhält man nach den gehörigen Rednctionen

3 _ .

[m] im=flme%ffi+d+änämi3%ä%£3,

wo für an das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem sing positiv oder

negativ ist.

Wenn die heliocentrische Bewegung zwischen 180° und. 3600 vor sich

geht, oder, allgemeiner gesprochen, wenn cosf negativ ist, so würde die Grösse

m imaginär herauskommen, falls sie durch Formel [1 1] bestimmt wird, und 1

würde negativ werden. Um dies zu vermeiden, nehme ich in diesem Falle

statt der Gleichungen [9] und [11] nachstehende

(I", 7"

v7+v7

2cosf_—: 1—2L[9 "]
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* k!

[11 l %——_qu = M,
(—cosf) (N°)I

woraus man statt [10] und [12] folgende erhält:

[10*] q _MM
_ sing2

[12*l iM= _(L—Sin%92>%+(L—sinägz)%(2g_s_insääi
,

wo das zweifelhafte Zeichen ebenso wie vorher entschieden wird.

89.

Es liegt uns jetzt ein doppeltes Geschäft ob:

1) aus der transcendenten, eine direete Auflösung nicht zulassenden

Gleichung [12] die unbekannte Grösse 9 so bequem als möglich

zu bestimmen;

2) aus dem gefundenen Winkel g die Elemente selbst abzuleiten.

Bevor wir hiezu schreiten, wollen wir eine gewisse Umgestaltung angeben‚ mit—

telst deren die Berechnung der Hülfsgrösse ! oder L schneller bewerkstelligt

wird‚ und überdies mehre später zu entwickelnde Formeln auf eine elegantere

Gestalt zurückgeführt werden

Indem man nämlich den, durch die Formel 14/4;— = tang (45°+ w)

zu bestimmenden Hülfswinkel w einführt7 wird

V%—+ V;T : 2 + (tang (45” + w)— cotang (45° + m))2 = 2 + 4 tang 2 uf;

woraus man erhält:

  

__ sin.Zf2 tang2w2 L __ __ sin—%]”2 _tang2co2

_ cosf+——cosf ’ — cosf cosf

90.

Ich betrachte zuerst den Fall, wo aus Auflösung der Gleichung [12]

. . . . 2 —— ' 2

em mcht zu grosser Werth von g s1ch ergrebt, so dass man gsinsgu; Q,

in eine‚ nach den Potenzen von sin%g fortschreitende Reihe entwickeln kann.

Der Zähler dieses Ausdrucks‚ den ich mit X bezeichne‚ wird
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: %sin% 3—_—sin—259——äsin.—379— etc.

Der Nenner aber

= Ssinägf—l2 sin%gs+ 3 sin ;-g7 + etc.

Deshalb nimmt X die Form an:

% + %sinägf "—‘sinäg+ etc.

Um nun das Gesetz der Progression der Coefficienten zu finden7 differentiire

ich die Gleichung

Xsing3 = 29—sin2g,

woraus hervorgeht:

. . (1 X .

3Xcosgsmgf +smg“d—g : 2—2 cos?g : 4smg2.

Setzt man ferner

 

sin—ä"‘g =x

so wird

dc): __ 1 ‘.

—g* — ?5m.%

und daher

dX =8—6Xcosg 4—3X(1——293)

. doc sing2 : 2x(1——93) ’

mithin

(2x—2xcc)% : 4+(3—— 6x)X.

Setzt man also:

X: %(1 +occc—[—{3’:ccc+7933 +Ö‘w“ + etc.)7

so folgt die Gleichung:

%(ax+(2ß—a)xx+(3 7—2ß)x +(4-0— 3/)93 + etc.) : (8——4a):c

+(8a—4/3)mx+(8ß—4y)x +(87—4d)93 +etc.,

welche identisch sein muss. Hieraus bekomme ich

__ G _. 8 __ 10 12

a—3‘7ß—7“77_Tß10—17.76tc,

wo das Gesetz der Progression klar ist. Man hat daher

4 6 8 10 4 6 8 10.124.6 6. . - - .4

X:4_l"3..5$“1_3fi"ßc°/Ü"l“3.5.TCJ—"C'3:1+357..9
11 +etc.

5.

Diese Reihe lässt sich in folgenden continuirten Bruch umformen: (97)
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4

1——%ac

2

1+37‘” '

5.8

1.4

1—9.11x

7.10

_11.13

3.6

1"13.1596

9.12

1—15.1790

1— etc.

Das Gesetz nach welchem die Coefficienten £ — L 33 Li etc fort—
7 57 5.77 7.9? 9.11 ‘

schreiten, ist klar, denn das n“9 Glied dieser Reihe wird, wenn 92 gerade

n—3.n n—l—2.n+5

Ist :M, wenn 72 ungerade Ist :m. Dle weitere Ent-

wickelung dieses Gegenstandes*) würde uns zu weit von unserem Zwecke ent—

fernen. Setzt man nun

 

il? .

___2__ 2$__g

5.8

1.4

1_9—.r1w

1— etc. ’

sow'dY————l——- und 'é—sc—i—i—IO oder

“ 1 ‘ s—ae—5w _ 6 M?
5 : sing3—%(2g—sin2g)(l—%siné—gfi

, %,(2g—sin2g)

Der Zähler dieses Ausdruckes ist eine Grösse von der siehenten Ordnung, der

Nenner von der dritten und daher 5 von der vierten, wenn nämlich 9 als Grösse

der ersten, oder zu als von der zweiten Ordnung betrachtet wird. Hieraus

lässt sich schliessen, dass diese Formel zur genauen numerischen Berechnung

von € nicht zweckmässig ist, sobald 9 keinen sehr beträchtlichen Winkel aus—

drückt. Dann aber werden zu diesem Zwecke die nachfolgenden Formeln

 

‘) Wegen des Zusatzes zu den Artt. 90 u. 100 vergleiche den Anhang. Anmerkung des Ueberselzers.
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bequem benutzt, die von einander durch die vertauschte Ordnung der

Zähler bei den gebrochenen Coefficienten verschieden sind, und deren erstere

aus dem angenommenen Werthe für x—é‘,‘ unschwer sich herleiten lässt. (Die

Ableitung der Zweiten setzt einige weniger nahe liegende Uniformungen vor—

aus, die ich bei anderer Gelegenheit erklären will.)

2 9090
. 35

[13] g“ 1 2 40

+?“ @“

4

1—gäoc

70

1—m$

18

1——fi9t

108

1‘553

1— etc. ’

—9390
35

oder €: 18 4

1—gx—azr:

40

18

l—mx

70

1—*E—533

40

1—%113

1— etc.

In der dritten, diesem Werke angehängten Tafel findet man für alle \Verthe

von 90 = 0 bis % = 0,8 (nach einzelnen Tausendtheilen) die entsprechenden

Werthe von 5 in siebenstelligen Decimalen berechnet. Diese Tafel zeigt auf

den ersten Blick die Kleinheit von 5 bei 1nässigen WVerthen für 9. Z. B. für

E/——E= 10°, oder 9 = 5°, wo 00 = 0,00195, wird 52 0,000 0002. Es würde

überflüssig sein, diese Tafel noch weiter fortzusetzen, da dem Grenzwerthe

m = 0,3 ein 9 : 66025, oder E'—E= 1320 50’ entspricht. Uebrigens soll

die dritte Columne der Tafel, welche diejenigen \Verthe von €, die den negati—

ven Werthen von 90 entsprechen, enthält, weiter unten erklärt werden.

498)
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91.

Die Gleichung [12], bei welcher in dem hier behandelten Falle offen-

bar das obere Zeichen gilt, erhält durch Einführung der Grösse 5 fol—

gende Gestalt:

_ % (l+x>%
m_(l+cc) %“T‘°U(x“5)'

Setzt man mithin 1/(l—I—m) = %, und.

m 771

[14] W:: h, so folgt nach den gehörigen Reductionen

(y—1>yy
15 h : ———.

[ ] y+t

Kann daher 7% als eine bekannte Grösse angesehen werden, so wird daraus

y mittelst einer cubischen Gleichung bestimmt und es wird dann sein

(99) [16] 95 =
mm l

3/3]

Wenn nun h auch die noch unbekannte Grösse € in sich schliesst, so darf

. .. . .. . mm
man doch letztere bei der ersten Annaherung vernachlas31gen und. Ü fur

i;

h annehmen, weil wenigstens in dem hier abgehandelten Falle 5 stets eine sehr

kleine Grösse ist. Hieraus leitet man durch die Gleichungen [15] und [16] y und

95 ab, und aus so erhält man durch Tafel III das 5, mit dessen Hülfe die

Formel [14] einen verbesserten Werth für h liefert, womit die wiederholte

Rechnung verbesserte NVerthe für 50 und 3/ giebt. Gemeiniglich weichen diese

so wenig von den vorhergehenden Werthen ab, dass, wenn 5 von Neuem aus

der Tafel Ill genommen wird, es nicht vom ersten YVerthe verschieden

ist. Andernfalls muss man die Rechnung abermals wiederholen, bis sie weiter

keine Aenderung zu erfahren hat. Sobald die Grösse 55 gefunden ist, erhält

man 9 durch die Formel sin%g2 : %.

Diese Vorschriften beziehen sich auf den ersten Fall, wo cos f positiv

 93) = 1l—; und.

= H, wodurch die Gleichung [12"] nach gehöriger

ist. Im andern Falle, wo cosf negativ, setzt man ]/(L

111M

@

Reduction übergeht in:

[14*l
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„„ (Y+1)YY
[15 ] H—_ ——Y_—w.

Durch diese cubische Gleichung kann man Y aus H bestimmen und daraus

wieder % durch die Gleichung

MM

YY'

 [16*] ac :: L—

. . 111 111 .

Be1 der ersten Annäherung W1rd für H der Werth Z——5 genommen. M1t

"1;

einem hieraus für an mittelst der Gleichungen [15 *] und [16*] abgeleiteten

VVerthe wird 5 aus der dritten Tafel genommen. Hieraus erhält man durch

Formel [14 "] einen verbesserten WVerth von H, mit dem man die Rechnung in

derselben Weise wiederholt. Endlich wird aus cc der Winkel 9 in derselben

Weise bestimmt wie im ersten Falle.

92.

VViewohl die Gleichungen [15] und [15 *] in gewissen F"allen drei reelle

Wurzeln haben können, so wird es doch niemals zweifelhaft sein, welche man

in unserer Aufgabe wählen muss. Denn da 71 offenbar eine positive Grösse

ist, so lässt sich aus der Theorie der Gleichungen leicht schliessen, dass die

Gleichung [15] eine einzige positive Wurzel habe, entweder nebst zwei imaginären

oder nebst zwei negativen. Da nun 31 : V—(lw—j]—ac) nothwendig eine positive Grösse

sein muss, so sieht man, dass hier keine Ungewissheit bleibt. —— Was aber die

Gleichung [15 *] betrifft, so bemerke ich zuerst, dass L nothwendig grösser als

Eins ist, wie sich leicht erweisen lässt, wenn die in Art. 89 gegebene Gleichung

unter die Form L : 1+ c_—°——Sä)£f +tilz2s} gebracht wird —— Sfetzt man ferner

in der Gleichung [12 *] YV(—a;) statt ]VI, so erhält man Y+1 = (L—gc)X

und daher Y+1>(1—az)X>—ä- +34593+34_'567xx+34'56_7851913.+etc >], und

folglich Y>;. Setzt man also Y = 3 + Y', so ist nothwendig Y eine

positive Grösse, die Gleichung [15 *] aber geht sodann in folgende über:

Y'3+2 Y' Y'+(1—H)Y' % ‚—,2 H: 0, von der sich aus der Theorie der

Gleichungen leicht zeigen läs1t,deiss sie melne positive Wurzeln nicht haben

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk. 16
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könne. Daraus geht hervor, dass Gleichung [15 *] eine einzige Wurzel hat,

die grösser als % ist (wenn man wenigstens annimmt, dass die Aufgabe in

der That auflösbar sein soll) und die man unter Verwerfung der übrigen in

unserer Aufgabe annehmen muss.

93.

Um die Auflösung der Gleichung [15] für die in der Praxis am

häufigsten vorkommenden Falle so bequem als möglich zu machen, füge ich

im Anhange eine besondere Tafel (Tafel II) bei, welche die, den Werthen

von h = 0 bis h = 0,6 entsprechenden Logarithmen von yy mit der grössten

Sorgfalt siebenstellig berechnet liefert. Das Argument h zwischen 0 und 0,04

schreitet vor in einzelnen Zehntausendtheilen, wodurch die zweiten Differenzen

von log yy versclnvindend gemacht sind, so dass wenigstens in diesem Theile

der Tafel die einfache Interpolation genügt. Da aber die Tafel, wenn sie

allenthalben von dieser Ausdehnung hätte sein sollen, sehr umfangreich geworden

sein würde, so musste sie von h = 0,04 an bis zum Schlusse nur durch die

einzelnen Tausendtheile fortschreiten. In diesem zweiten Theile muss daher

Rücksicht auf die zweiten Differenzen genommen werden, wenn man wenigstens

Irrthümer von einigen Einheiten in der siebenten Stelle vermeiden will.

Uebrigens sind die kleineren Werthe von 71 in der Praxis bei Weitem die

häufigsten.

Die Auflösung der Gleichungen [15] und [15 *] kann, wenn 71 die Grenze

der Tafel überschreitet, unschwer durch eine indirecte Methode oder durch

andere hinlänglich bekannte Methoden geschehen. Uebrigens ist noch zu

bemerken, dass ein kleiner Werth von g mit einem negativen Werthe für

cosf nur bei sehr excentrischen Bahnen bestehen kann, wie aus der unten

in Art. 95 zu behandelnden Gleichung [20] hervorgehen wird. (Jene

Gleichung zeigt, dass, wenn cosf negativ ist, (p wenigstens grösser sein müsse,

als 90°—g.)
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94.

Die in den Art. 91, 92, 93 erklärte Behandlung der Gleichungen [12]

und [12*] stützt sich auf die Voraussetzung, dass der Winkel 9 nicht gar zu

gross ist, wenigstens innerhalb der Grenze 66Ü 2.5', über welche hinaus die

Tafel III nicht ausgedehnt ist. So oft diese Voraussetzung keine Statt findet,

so bedürfen jene Gleichungen nicht jener Kunstgriffe, sondern sie können dann

in unveränderter Gestalt sicher und bequem stets durch Versuche

aufgelöst werden. Sicher nämlich, weil der Werth des Ausdrucks ?qT—msgläig—

(wobei 29 in Theilen des Radius auszudrücken) für grössere \Verthe von g

mit aller Schärfe durch die trigonometrischen Tafeln sich berechnen lässt,

was keineswegs geschehen kann, so lange 9 ein kleiner Winkel ist; bequem,

weil heliocentrische Orte, die um einen so grossen Zwischenraum von einander

abstehen, schwerlich jemals zur Bestimmung einer noch gänzlich unbekannten Bahn

benutzt werden, und weil bei irgend einer Kenntniss der Bahn ein genähertcr

Werth von 9 fast ohne Mühe mittelst der Gleichung [1] oder [3] des Art. 88

sich ergiebt. Endlich wird aus einem genäherten Werthe von 9 ein ver-

besserter, der Gleichung [12] oder [12*] mit aller wünschenswerthen Schärfe

genügender Werth stets durch wenige Versuche gefunden. Falls übrigens

die beiden angenommenen heliocentrischen Orte mehr als eine ganze Revolution

umfassen, so muss man bedenken, dass von der excentrischen Anomalie ebenso

viele ganze Revolutionen vollendet sind, so dass die Winkel E/—E, v’—v

entweder beide zwischen 0 und 3600 liegen, oder beide zwischen ähnlichen

Vielfachen der ganzen Peripherie, und daher f und g entweder zugleich inner-

halb 0 und 180”, oder zwischen ähnlichen Vielfachen der halben Peripherie. ——

Wenn es endlich bei einer noch gänzlich unbekannten Bahn selbst ungewiss

sein sollte, ob der Himmelskörper während des Ueberganges vom ersten

Radius Vector zum zweiten nur einen Theil seines Umlaufs, oder über eine

ganze oder mehre Revolutionen hinaus beschrieben hätte, so würde unsere

Aufgabe niemals mehre verschiedene Auflösungen zulassen. Da inzwischen

dieser Fall in der Praxis kaum je eintreten mag, so halte ich mich nicht

weiter bei ihm auf.

16*
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95.

Ich gehe zu dem zweiten Geschäft über, nämlich zur Bestimmung der

Bahnelemente aus dem gefundenen Winkel 9. Die halbe grosse Axe erhält

man hier sogleich aus den Formeln [10] und [10 *], statt deren man auch die

folgenden anwenden kann:

 

 

__ 2mmcosfl/rr’ _ klc tt

[17] a_ yysingz —4yy rr’cos}”sin_g2

[17*] al__——2.Mlllcosfl/rr’ __ kk tt

_ YYsing2 _ 4YY7‘7"cosfzsingr

(102) Die halbe kleine Axe b : Vap findet sich aus Gleichung [1], welche, mit den

vorhergehenden combinirt, giebt:

__ yo‘r'sin2f 2

[181 p — (——‚„

* __ Yrr’ sin 2f 2

Jetzt wird der zwischen den beiden Radien Vectoren und dem elliptischen

Bogen enthaltene elliptische Sector = %kth, das Dreieck aber zwischen den-

selben Radien Vectoren und der Chorde = %?“r’sin 2f Das Verhältniss des

Sectors zum Dreieck ist daher wie 9: 1 oder wie Y : 1. Diese Bemerkung ist

äusserst wichtig und erläutert zugleich in schöner Weise die Gleichungen [12]

und [12 *]. Denn hieraus ist klar, dass in der Gleichung [12] die Theile m, (l+x)ä

X(l—[-x)ä in der Gleichung [12*] aber die Theile ZVI, (L—acfi, X(L— )%

beziehungsweise proportional sind der Sectorfläche (zwischen den Rachen

Vectoren und dem elliptischen Bogen), der Dreiecksfläche (zwischen den

Radien Vectoren und der Chorde), der Segmentfläche (zwischen dem Bogen

und. der Chorde), weshalb offenbar die erste Fläche gleich ist entweder der

Summe oder der Differenz der beiden übrigen, je nachdem entweder 2/——U

zwischen 0 und 180”, ioder zwischen 180° und 3600 liegt. In dem Falle, wo

v’—v grösser als 360“, muss die Sectorfiäche und die Segmentfläche als eine

solche betrachtet werden, der die Fläche der ganzen Ellipse ebenso oft hinzu—

gefügt ist, als jene Bewegung ganze Umläufe enthält.
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Da b : acos(p ist, so folgt aus Combination der Gleichungen [1]‚

[10], [10*] ferner:

__ singtangf_

[19] °°s90 ““ 2(l+sinä‚gz)

, [19 *] COS(p : —singtangf

2(L_singfgfly

woraus, wenn man für !, L ihre Werthe aus Art. 89 einschaltet, entsteht:

' __ sin fsin 9

[20] COS(p — 1—cosfcosg+2tang2ä'

Diese Formel ist zur genauen Berechnung der Excentricität, wenn letztere massig

ist, nicht geeignet. Man kann daraus aber leicht folgende, hiezu passendere

ableiten:

sin%(f—g)2—{—tang2m2

‚ sin%(f+gf—I—tang2cß’

der man auch (durch Multiplication des Zählers und Nenners mit cos 2 uf)

folgende Gestalt geben kann:

—l 2 _ sin%(f—g)2 —{—cos%(f—g)2 sin2m2

[22] “mg 2 9° _ sin%(f+g)2—|—cos%(f+gfisin2ofi'

Aus beiden Formeln kann man den Winkel q) mit aller Schärfe bestimmen (wenn

[21] tang%go2 =

tang2oa

sin%(f—9) ’

für die zweite sind).

man Will durch Einführung von Hülfswinkeln7 deren Tangenten

_l_ting2_w_ für die erste oder Sin2m Sin2m

sm%(f+g) ’ tang%(f——g)’ tangvlr(f-I—g)

Zur Bestimmung des Winkels G lässt sich nachstehende Formel brauchen‚

die von selbst aus Combination der Gleichungen [5], [7] und. der darauf

folgenden (nicht numerirten) sich ergiebt:

— r’— in

[23] tang G : fill—3977”?

aus der‚ durch Einführung von m’ leicht sich ableiten lässt:

 

sin gsin2m

cos2oa”sin%(f—g)sinä(f+g)+sin2aficosg'

Die hier zurückbleibende Zweideutigkeit wird mit Hülfe der Gleichung [7 ]

entschieden, welche lehrt, dass G innerhalb 0 und. 180“‚ oder innerhalb 180°

und. 3600 genommen werden muss, je nachdem der Zähler in diesen beiden

 

[24] tang G :

Formeln positiv oder negativ ist.

(103)
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Combinirt man die Gleichung [3] mit denen, welche sofort aus der Gleichung H

Art. 8 folgen, nämlich

1 23 . .

7 : ?s1nfsmF

1 2 2

++ = —PT—l——;—cosfcoslil,

i
„,

1

T?“

so resultirt daraus ohne Weiteres

, . ‚ __ __ (7"—fr) sinf .

[25] tang F — 2COWSQVqu’___ (7%,

aus der, nach Einführung des Winkels 01, folgt:

 
_ _ sinfsin 2 ro

[26] tang F _ cos2co2 sin%(f— g) sin%(f—}—g)—flsin2co2 cosf '

Die Zweideutigkeit wird hier ebenso wie vorher gehoben. —— Nachdem die

Winkel F und G gefunden, erhält man 17 : F—f, @“ : F+f, woraus die

Lage des Perihels bekannt wird, und E : G—g, El : G+g. Endlich ist

die mittlere Bewegung innerhalb der Zeit t : ff— : 29—26cosGsmg, wobei

607

die Uebereinstimmung beider Ausdrücke zur Prüfung der Rechnung dient; die

Epoche der mittlern Anomalie aber, welche dem zwischen den beiden Zeit-

annahmen in der Mitte liegenden Zeitaugenblicke entspricht, ist G—esinGcosg,

die nach Belieben auch auf irgend eine andere Zeit übertragen werden kann.

Noch etwas bequemer ist es, die mittleren Anomalien für die beiden gegebenen

Zeitpunkte durch die Formeln E—esinE, E'—esinE” zu berechnen und

. . . . let __

deren Differenz nn Ver ‘le1che nut , zur Prufun ‘ der Rechnung zu benutzen.
% 8 c

62

 

96.

Die Gleichungen des vorhergehenden Artikels besitzen zwar alle wün-

schenswerthe Concinnität, nichtsdestoweniger aber lassen sich aus ihnen gewisse

andere Formeln ableiten, durch welche die Bahnelemente noch eleganter und

bequemer bestimmt werden. Inzwischen ist die Entwickelung dieser Formeln

weniger bekannt. Ich nehme aus Art. 8 die folgenden Gleichungen wieder

vor, die ich der Bequemlichkeit wegen durch neue Nummern auszeichne:
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I. sin%vV—Z— = sin%El/(l+e)

II. cos%v]/% = cos%EV(l—e)

III. sin guy—2;- = sin%E’1/(l +e)

IV. cos%v'V—f% = cos%E'V(l—e).

Multiplicirt man I durch sin%(F—l—g), II durch cos%(F—]— 9}, so erhält man

nach Addition der Producte

% <f+g> v% = sinäEsin—ä (F+9)VC1+e>+cosäEcosä(F+g) V(1—e>‚

oder, da V(1+e) = cos%(p—[—sin%<p, V(1——e) = cos%<p—sin%q>,

cos % (f+g)1/% = cos% (‚0cos(%F—-%G+g)—sin%(pcos%(F—[-
G).

Auf ganz ähnliche Art wird7 wenn man III durch xsin%(F—g), IV durch

cos%( . —g) multiplicirt und die Producte addirt,

cos % (f+g) V—% = cos %q)cos(% F——% G—g)——sin%q?cos % (F+ G).

Zieht man von dieser Gleichung die vorhergehende ab, so entsteht:

cos%(f+g) (V% —— V%) = 2 cos % wsi119sin%(F—— G),

oder durch Einführung des Hülfsvvinkels w

[27] cos % (f+ g) tang 2 w = sin % (F—— G) cos % cp sing 173—;%.

Durch ganz ähnliche Umformungen, deren Entwickelung ich dem kundigen (105)

Leser überlasse, findet sich

[28] M= cos 1 (F—— G) cos % (p singf/%,—

cos2co 2

[29] cos%(f——g)tang2w=sh1%(F+G)sin
%qasirwf/%

 

[30] S—iniii(jlfl:cos%(F-l—G)sin%<ps
ingf/

aa

/c

00520)
rr

Da die ersten Seiten in diesen vier Gleichungen bekannte Grössen sind, so

wird aus [27] und [28] %(F—G) und cos%<psing]7%f—‚ = P, und aus [29] und
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[30] ebenso %(F—l— G) und sin%q>sing 14/—;1—;LT = Q bestimmt. Die Zweideutigkeit

bei Bestimmung der Winkel %(F— G), %(F—l— G) wird so entschieden, dass

P und Q dasselbe Zeichen wie sing erhalten. Aus P und Q wird sodann

RRVf/‘r’

sing2

bestimmen, wenn man nicht lieber diese Grösse lediglich zur

4

%<p, und sing V%?— = R abgeleitet. Aus R lässt sich a = und p =

sinf 2 V rr'

RR

Prüfung der Rechnung brauchen will. Diese Grösse muss dann werden

: 35V(2 (l+sin% 92) cosf) : J_ry(_ 2 (L——siri% 92)cosf).

In diesem Falle lassen sich a und }) sehr bequem durch folgende Formeln

finden:

 
b : sinfl/rr'

sing ’ _ coszp’
1) = bcoscp.

Es können auch nach Belieben zur Prüfung der Rechnung mehre Gleichungen

der Art. 88 und 95 zu Hülfe genommen werden, welchen ich noch die fol-

genden beifüge:

2tang2co 7’I'

_ ——=ecos 260 aa sinGsing

2t ? . .

——a——ngw Vpp,-= es1nFs1nf
cos2oa

 

2 tang2co

cos2co

= tang (p sin G sinf= tang (p sinFsin9.

Die mittlere Bewegung endlich und die Epoche der mittleren Anomalie werden

ebenso gefunden, wie im vorhergehenden Artikel.

97.

Zur Erläuterung der von Art. 88 an auseinandergesetzten Methode will

ich die beiden Beispiele des Art. 87 wieder vornehmen, wobei es kaum nöthig

sein wird, zu bemerken, dass die bisher mit dem Hülfswinkel w verbundene

(106 ) Bezeichnung nicht mit der verwechselt werden darf, in welcher bei den

Art. 86 und 87 dasselbe Zeichen angenommen war.
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I. In dem ersten Beispiele haben wir f : 3°47’26”865, und ferner

/

 

 

log ’,“— : 9,9914599, logtang(45°+w) : 9,997 864975, w : _ 8’ 27006,

und. daraus nach Art. 89 '

logsin%f2 ....... 7,038 9972 logtang2w2 ...... 5,383 2428

logcosf .......... 9,999 0488 log eosf .......... 9,999 0488

7,039 9484 5,384 1940

: log 0,001 096 3480 : log 0,000 024 2211

also l: 0,001 120 5691, %—|—l : 0,8344539; ferner wird log/ct : 9,576 6974

2logkt ........... 9,153 3948

Comp.%logw". . . . 9,020 5181

Comp.log8 cosf3 9,099 7636
 

 

log-mm ........... 7,273 6765

log%—[—l .......... 9,9214023

7,352 2742.

Ein genäherter Werth von h ist daher : 0,002 25047, dem in unserer Tafel H

77'L'H7,

3/3/

: 0,001868 587, woraus nach Formel [16] wird £?) = 0,000 7480179.

 

der logyy : 0,0021633 entspricht. Man hat also log =7,2715132,

 
mm

d .

Es bedürfen mithin, da 5 nach Tafel III überhaupt unmerklieh ist, die gefun-

denen Werthe von h, y, 93 keiner Verbesserung. Jetzt verhält sich die Be-

stimmung der Elemente so:

logac ............ 6,873 9120

logsinä—g ........ 8,436 9560, 49 : 1° 34 90286, 4(f+g) : 3° 27’45“4611,

ä—(f—g) : 19’41”4039. Man hat deshalb nach Anleitung der Formeln [27],

[28], [29] und [30]:

 

 

 

 

 

logtang2 w ........... 7,691 6214 % Comp.log cos? w ...... 0,000 0052

logcos%(f+g) ....... 9,999 2065 logsin.—](f+g) ....... 8,7810188

logcos %(f—g) ....... 9,999 9929 logsinä(f——g) ....... 7,757 9709

logPsinä(F—G) ....7,690 827971 longinä[F—[—G) ..... 7,691614372

lochosl,(F—G) ....8,7810240 lp_chos%[F«[—G) ....7,757 9761

?;(F—G) : —4° 38’41“54 logP : logßcosgqa . . 8,782 4527

;-(F+G) : 319 21 38,05 longlog—Rsing(p ..7,877 8355

F = 314 42 56,51 3—(p = 70 60935

GAUSS, Theorie (1. Beweg. d. Hiunuehk.
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7; = 3100 55 2964 (p = 140 12'1”87

v' = 318 30 23,37 loglif ................. 8,785 7960

G = 324 0 19,59 Zur Prüfung der Rechnung

E = 320 52 15,53 %log2cosf ........... 0,150 0394

E' —— 327 8 23,65 %log (l+ac) = log—?. . 8,635 7566

8,785 7960

%logr7“ .......... 0,326 4939 logsingo ................... 9,389 7262

logsinf .......... 8,820 2909 log 206 265 ................ 5,314 4251

Comp.logsing. . . . 1,262 1765 log6 in Secunden .......... 4,704 1513

logb ............. 0,408 9613 logsinE ................... 9,800 076772

logcos<p ......... 9,986 5224 logsinE' .................. 9,734 4714 %

logp ............. 0,395 4837 logesinE ................. 4,504 2280n

loga ............. 0,422 4389 logesinE’ ................. 4,438 6227n

logk ............. 3,550 0066 6sinE = ——31932”14 = —80 52'12”14

%loga ........... 0,633 6584 asinE' = ——27455,08 = —7 37 35,08.

2,916 3482 Hieraus die mittlere Anomalie

logt ............. 1,3411160 für den ersten Ort = 329"44’27”67

4,257 4642. für den zweiten Ort = 334 45 58,73
 

Unterschied = 5 1 31,06.

Die mittlere tägliche Bewegung ist daher = 8247989, und die mittlere Be—

wegung innerhalb der Zeit t= 18091”07 = 5° f31”07.

II. Im zweiten Beispiele ist f=31°27'38"32, w = —2Y50”565,

l= 0,08635659, logmm = 9,3530651, %,— oder der genäherte Werth

7;

von h = 0,245 1454; diesem entspricht in Tafel II logyy 0,172 2663, woraus

mm =0,15163477, x=0,065 27818, hiermit aus Tafel III ? genommen 

= 0,000 2531. Unter Anwendung dieses \Verthes erhält man als verbesserte

Werthe für h = 0,245 0779, logyy = 0,172 2303,

0,065 29078, 5= 0,000 2532. \Viederholte man die Rechnung abermals mit

diesem \Verthe von €, der von dem früheren nur um eine Einheit in der

siebenten Decimale differirt, so würden h, logyy, 93 keine merkliche Aende-

mm

„ : 015164737, 95 : 
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rung erleiden, weshalb der gefundene Werth von cc schon der wahre ist,

und man daraus sofort zur Bestimmung der Elemente vorsohreiten kann, wobei

ich mich hier nicht aufhalte, da sich das Verfahren in nichts von dem vorigen

Beispiele unterscheidet.

111. Es wird nicht undienlich sein, auch den andern Fall, wo cosf

negativ ist, mit einem Beispiele zu erläutern.

Es sei 5’——v : 224°0’0”, oder f : 112°0’0”‚ log7" : 0,1394892,

log?" = 0,397 8794, t= 206,809 19 Tage. Hieraus findet sich a) = +4” 14'43”78,

L = 1,894 2298, log]llll[= 0,672 4333, der erste genäherte Werth von logH

= 0,646 7603, woraus durch Auflösung der Gleichung [15*] erhalten wird

Y= 1,591432 und sodann % = 0,037 037, dem in Tafel 111 €: 0,000 0801

entspricht. Daraus entstehen die verbesserten \Verthe logH = 0,646 7931,

Y= 1,591 5107, 05 = 0,037 2195, 5 = 0,000 0809. Die mit letzterem VVerthe

von % wiederholte Rechnung giebt % = 0,037 2213, ein Werth der, da 5 nun

unverändert bleibt, keiner Verbesserung weiter bedarf. Sodann findet sich

%9 = 110 72540 und daraus ebenso wie im Beispiele 1

%(F—G) = 30 335359 logP = lochos%@ ....... 9,970 0507

;—(F+G) = 8 26 6,38 logQ=loglifsin%go ....... 9,858 0552

F = 11 5959,97 ä—(p =37°41’34”27

@ = _ 100 0 0,03 (p = 75 23 8,54

5“ = + 123 59 59,97 logR ...................... 0,0717096

G — 4; 52 12,79 Zur Prüfung der Rechnung

E = _ 17 22 38,01 log%£—V—2cosf .......... 0,0717097.

E’ = + 27 7 3,59.

In so excentrischen Bahnen wird der Winkel (p etwas genauer aus

Formel [19 *] berechnet, welche in unserem Beispiele (‚0 giebt = 75° 23' 857;

auch wird die Excentricität e mit grösserer Schärfe mittelst der Formel

1—2sin(45°—% (p)2, als durch sin<p bestimmt; nach ihr wird 6 = 0,967 64630.

Durch Formel [1] findet sich ferner logb = 0,657 6611, daraus logp = 0,059 5967,

loga = 1,255 7255, und der Logarithmus der Periheldistanz = log—1% =

loga(1——e) = logbtang(45"—% (p) = 9,765 6496.

17*

L.
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In so sehr zur Aelmliehkeit mit der Parabel hinneigenden Bahnen

pflegt an Stelle der Epoche der mittleren Anomalie die Zeit des Durchganges

durch das Perihel angegeben zu werden. Die Intervalle zwischen dieser Zeit

und den7 den beiden angenommenen Orten entsprechenden Zeiten können aus

den bekannten Elementen durch die im Art. 41 gegebene Methode bestimmt

werden, deren Dillerenz oder Summe (je nachdem das Perihel ausserhalb oder

innerhalb der beiden gegebenen Orte liegt) zur Prüfung der Rechnung dient,

da sie mit der Zeit t übereinstimmen muss.

Uebrigens waren die Zahlen dieses dritten Beispiels auf die Elemente

in dem Beispiele der Art. 38 und 43 gestützt, und es hatte sogar jenes

Beispiel unseren ersten Ort geliefert. Die unbedeutenden Versehiedenheiten der

hier herausgelnaehten Elemente rühren lediglich aus der beschränkten Genauig—

keit der logaritlnnischen und trigonometrisehen Tafeln her.

98.

Die Auflösung unserer für die Ellipse in dem Vorstehenden entwickelten

Aufgabe7 lässt sich auf die Parabel und Hyperbel übertragen, indem man die

Parabel als eine Ellipse betrachtet, in welcher a und [? unendliche Grössen‚

(p 2 90°‚ endlich E‚ E', y‚ G = 0 sein würden; und. ebenso die Hyperbel als

eine Ellipse in der a negativ, und 5, E, E’, g, G, q) imaginäre Grössen wären.

Ich will jedoch lieber mich dieser Voraussetzungen enthalten, und unsere

Aufgabe für beide Arten der Kegelschnitte gesondert behandeln. Die grosse

Analogie zwischen allen drei Arten wird sich so von selbst offenbaren.

Behält man in der Parabel die Symbole p, 7), 2/‚ F, f, r, r', t in

derselben Bezeichnung bei7 worin sie oben genommen sind7 so hat man aus

der Theorie der parabolischen Bewegung:

D] V5%=ww%@>77

 
uiidü=wew+fi

u?
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3%;— = tang% (F+f) — tang% (F—f) +% tang ;— (F+f)3— —a— tang% (F—f>3

?

= {mug—% (F+f>—tangé—(F—f)} . {1 +tang%(F+f) tang % (F—f)

+ % (tang % (F+f)—tang % (F—f))2}

__ 2sinf]/rr’ {2cosfl/rr’ + 4sian-z“

P 19 3:92?

2sinfcosf . r?" + 48inf3 (rr')%

VP 3 p‘31 '

Ferner wird durch Multiplication der Gleichungen [1] und [2] erhalten

[4] Vi]? : cosF—]— cosf

und aus Addition der Quadrate

P(r+v") _ , ,
[5] 2M, _ 1 +msfcosf.

Hieraus, nach Elimination von cosF,

__ 2 1‘ 7“ sin f 2

[6] P — 7m’—costq—w-

} , woraus

[3] kt : 

Wenn man. daher die Gleichungen [9] und [9 *] des Art. 88 auch hier annimmt,

die erste für einen positiven, die zweite für einen negativen “Werth von cosj,

so hat man

_ sinf2]/frr'

[7] 29 .— 2Zcosf

* __ sinf2]/rr/
(110)

[7 ] _ —2Lcosf

und nach Einschaltung dieser Werthe in die Gleichung [3] entsteht, unter Bei—

behaltung der Symbole W, M in der durch die Gleichungen [11], [11*] des

Art. 88 festgestellten Bezeichnung,

[8] m : fi+gfi

[8 *] ]ll= —L7+% Liz.

Diese Gleichungen kommen mit [12], [12 *] des Art. 88 überein, wenn dort

9 = 0 gesetzt wird. Hieraus ergiebt sich, dass, falls zwei heliocentrische Orte,

denen durch eine Parabel genügt wird, so behandelt werden, als ob die Bahn

- eine Ellipse wäre, es aus Anwendung der Vorschriften des Art. 91 sogleich

resultiren muss, dass a: = O; umgekehrt sieht man leicht, dass, wenn durch
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jene Vorschriften 93 = 0 sich ergiebt, die Bahn statt der Ellipse als Parabel

hervorkommt, da durch die Gleichungen [1], [16], [17], [19], [20], b = oo, @ : oo,

(p = 90° wird. Die Bestimmung der Elemente erledigt sich dann sehr leicht. Denn

für 10 kann man entweder die Gleichung [7] des gegenwärtigen Artikels, oder

die Gleichung [18] des Art. 95 anwenden. (Zugleich geht daraus hervor, dass

9, Y in der Parabel dieselben Verhältnisse ausdrücken, wie in der Ellipse,

vergl. Art. 95.) Für F aber geben die Gleichungen [1] und ]2] dieses Artikels:

V?" —]/r

tang %F =Wcotang %f : sin 2 w cotang %f, wenn der Hülfswinkel in

derselben Bezeichnung wie in Art. 89 genommen wird. Bei dieser Gelegenheit

bemerke ich noch, dass, wenn in die Gleichung [3] statt 10 sein Werth aus [6]

gesetzt wird, daraus die bekannte Gleichung entsteht:

’” = %<7°+r’+cosf - VW“) <r+r'—2cosf . w'fiV2.

99.

Auch in der Hyperbel behalte ich die Symbole p, o, v', J”, F,

7°, 7°', 23 in derselben Bezeichnung bei, für die halbe grosse Axe, die hier

negativ ist, schreibe ich aber —«oc; die Excentricität @ setze ich ganz wie

. 1 .

im Art. 21 etc. : @. Die dort durch % ausgedrückte Hülfsgrösse setze

. C

ich für den ersten Ort = 7 , für den zweiten Ort = Co, woraus man leicht

schliesst, dass 0 immer grösser ist als Eins, aber ceteris paribus, von Eins

desto weniger verschieden ist, je weniger die beiden angenommenen Orte von

einander entfernt sind. Von den in Art. 21 entwickelten Gleichungen über—

trage ich die sechste und siebente in etwas veränderter Gestalt hierher.

[1] COS%ZJ :
%(V% +

v%) v(e—l)oa

[2] sin ä—v : %(V% _ V—ä—] V(e—[;$

l3l cos%v'= %(VCc—[—
Vä) V(e—1)a

9"

[4] sin %v/ : %(VCC — Vä:) V@'£

 

 

„
.
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woraus sofort die Folgenden sich ergeben:

te smf‘= %aM(——C)ve%*

@] smf'= _a@___gtf”-4

[fl mF=@@%ä—W+%Dfi%r

eicmf=@w+%w—c+%v%%%.

Ferner wird durch die Gleichung X des Art. 21:

(ij—+%) —1

€: ::%G(CC+*C—c)—l

 

und hieraus

r'—r 1 1

[9] „ = %e(C—7j)(c—-7)

' ' 1 1

[10] —j— : %e(0+ ?)(c—l— _C—)_ 2.

Die Gleichung [10] mit [8] combinirt, giebt:

r'-\—r —— (c+—i—) cosf. Vrr'

[11] a = 1 ‚.

%c—Tr

Setzt man daher ganz wie in der Ellipse

V%+V%
W:1+2Z‚

oder=l—2L‚

je nachdem cosf positiv oder negativ, so erhält man

8 l—%(Vc—V—i—)“ cosf.]/r7"

[12] cc: ( 1 )

 

 

 

 

135

(112)



(113)

136 Erstes Buch. Dritter Abschnitt.

Die Berechnung der Grösse l oder L wird hier ebenso wie in der Ellipse ver—

mittelst des Hülfswinkels w angestellt. Es wird daher schliesslich aus der

Gleichung XI des Art. 22 (bei Annahme hyperbolischer Logarithmen)

k 1 C C

; : %e(CC_ÜE—T+%) — loch —|— log? 

DC

1 1

=eda+ÜMm—7r—Mea

oder, wenn 0 mit Hülfe der Gleichung [8] eliminirt wird,

1 /
lot (c —— T) cosf. 1/7“ r

05

  

1

+%(CC——Cz)—2logc.

„
(
w

05

In diese Gleichung substituire ich für oe seinen Werth aus [12], [12*], führe

dann das Symbol m oder M in derselben, ihm durch die Formeln [11], [11*]

des Art. 88 angewiesenen Bezeichnung ein, und schreibe endlich der

Kürze wegen

1 cc—c—lc—4logc

%Wüfifi$=% ————T——=z
i(C—“T>a

Dann entstehen die Gleichungen:

[13] m : (z_z>%+(z_zfiz

uva=w@+fi+@+fiz

welche nur die einzige unbekannte Grösse 2 enthalten, da offenbar Z eine

Function von Z ist, die durch folgende Formel ausgedrückt wird:

Z : (] —[—2z)V(z—[—zz) —log(]/(l +z)—[—Vz)

2(z-[--zz)ä

100.

Bei Auflösung der Gleichung [13] oder [13"] Will ich zuerst den Fall

gesondert betrachten, wo 2 keinen grossen Werth erreicht, so dass Z durch

eine nach den Potenzen von z fortschreitende und schnell convergirende Reihe

sich ausdrücken lässt; dann wird:
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<1+2z>v<z+zz> = z“f+%z%+%z?„‚ 10g(VO+Z)+Vß)=Zl—%Zä+f—Ozg...

und daher der Zähler von Z : %zä+%zä . . . ;. der Nenner aber wird

3 5

: 227+3z7„., also Z := % —- %z... Um das Gesetz der Progression zu

finden, difl'erentiire ich die Gleichung

2(z+zzfi Z = (1+22)V(z+zz)—log (1/(1 +z)—[—Vz),

woraus nach den gehörigen Reductionen folgt:

2(z+zsz ‘ä—f—l—3ZÜ +2z)1/(z+zz) : 41/(z—l—zz),

oder '

(% + 2zz)%—i : 4——(3+6z)Z,

woraus durch ein ähnliches Verfahren wie im Art. 90 abgeleitet wird

4.6 4.6.8 4.6 8.10 4.6 8.10.12
__i____ _ - 3 - 4___ ‘

Z—3 3.5z+3‘5.722 3.5.7.93+3.5.7.9.11 z etc.

Man sieht, dass Z ganz in derselben Weise von —Z abhängt, wie oben in

der Ellipse X von %, weshalb, wenn man setzt: '

1

Z : —————

%+ THTI (2 + €)

auch @ ebenso durch — Z, wie oben 5 durch ac bestimmt wird, so dass

man hat:

3 ZZ

. 35

[14] Q = 1 2 40
— % z+ (T3 2

4
1 + 56 Z

70

1 + etc.

oder

Z Z

35

C _ 1 18 4

40

18

1 + etc.

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk.
18
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Auf diese Weise sind die \Verthe von C für z = 0 bis z = 0,3 durch die

einzelnen Tausendtheile berechnet, welche die dritte Spalte der Tafel III

enthält. *)

101.

Führt man die Grösse 2; ein, und setzt 1/(l—z) = % oder V(L+z) =£‘£,

sowie

n

[15] __‘53__[—__—l77i[_45 : h, oder

‚„ MM _

[15 ] ”L—_%Tg — H1

so nehmen die Gleichungen [18] und [13*] folgende Form an:

(
1161 —” ;jf’i=h

* Y 1YY
[15] (_'1[;_L%__„=H’

und werden daher ganz identisch mit denen, zu welchen wir bei der Ellipse

gela1wten ([15], [15*] im Art. 91). Hieraus lässt sich also, insoweit h oder II

als bekannt anwesehen werden kann, 3} ode1 Y ableiten, und dann ist

[17] Z = Z— 771777.

J 3/

, MM
[17 ] z _——YT —L.

Man sieht hieraus, dass alle oben für die Ellipse beschriebenen Operationen

ebenso auch für die Hyperbel gelten bis zur Ermittelung der Grössen 31 oder

 

 

Y aus dem genäherten \Verthe von h oder B; sodann aber muss die Grösse

, 11 III . ‚ . . . .

—m—m——Z ode1 L——-I— welche 111 der Ell1pse pos1t1v und 111 der Parabel

921 Y ’

*-—0 werden musste, neoativ in der Hyperbel werden. Durch dieses Kenn—

zeichen wird dahe1 die A1t des Ixegelschnitts bestimmt. Naeh Auffindun@ von z

giebt 1111se1e Tafel C, und hinaus e1halt man einen ve1besse1ten We1th von h

ode1 H, mit dem man die Rechnuno wiedefl1olt, bis Alles genau übereinstimmt.

*) Dei 1011 Ganss zu den Art. 90 und 100 gegebene Zusatz findet sich im Anhange

Annmlczmg des Uebenetzem.
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Nach Ermittelung des wahren \Verthes für Z würde man daraus c mittelst der

Formel 0 : 1+22+21/(3+z2) ableiten können, aber es ist vorzuziehen, auch

zu den nachfolgenden Benutzungen, den Hülfswinkel 72 einzuführen, wobei 72

aus der Gleichung tang 212 := 2V(z+zz) bestimmt wird; daraus folgt

0 :: tang 2 n+ ]/'(1 + tang2 af) : tang (45° + n).

1(HL

Da in der Hyperbel ebenso wie in der Ellipse y nothwendig positiv

sein muss, so kann die Auflösung der Gleichung [16] auch hier einer Zwei—

deutigkeit nicht unterworfen sein. (Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, dass

in der Hyperbel ganz wie in der Ellipse zur Auflösung dieser Gleichung

die Tafel II angewendet werden kann, so lange 72 deren Grenzen nicht über—

schreitet.) In Beziehung auf die Gleichung [16*] aber muss man hier etwas anders

rechnen, als bei der Ellipse. Aus der Theorie der Gleichungen lässt sich leicht

zeigen, dass für einen positiven W‘erth von H diese Gleichung (wenn sie

überhaupt irgend eine reelle positive Wurzel hat) neben einer negativen \/Vurzel

zwei positive haben müsse, welche entweder beide gleich sein werden, nämlich

: %1/5—% = 0,20601, oder die eine grösser, die andere kleiner als diese

Grenze. (Die Grösse H kann offenbar nur dann negativ werden, wenn C>%;

wäre; einem solchen \Verthe von C würde aber ein Werth für Z, der grösser

als 2,684 und der daher bei weitem die Grenzen dieser Methode überschreiten

würde, entsprechen). Dass bei unserer Aufgabe (die auf der Voraussetzung

beruht, dass 2 keine beträchtliche Grösse und wenigstens nicht grösser sei

als 0,3, wenn nicht der Gebrauch der dritten Tafel vereitelt werden soll) noth-

wendig stets die grössere Wurzel angenommen werden müsse, werde ich auf

folgende Weise zeigen. Wenn in die Gleichung [13*] für M" substituirt wird:

YV(L+2), so erhält man Y+1 : (L+z)Z>(l+z) Z, oder

Y> %— 3%2 + ä,zz——£Té,%f+ etc.,

woraus man leicht schliesst, dass für so kleine VVerthe von z, wie wir sie hier

voraussetzen, Y stets grösser werden müsse, als 0,20601.

18*

(115)
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In der That finde ich nach angestellter Rechnung, dass, wenn (1 +z)Z

dieser Grenze gleich wird, 2 sein müsse : 0,79858. Ich bin aber weit davon

entfernt, unsere Methode auf so grosse Werthe von z ausdehnen zu wollen.

103.

Falls 2 einen grösseren, die Grenze der Tafel III überschreitenden Werth

erreicht, so lassen sich die Gleichungen [13], [13"] stets sicher und bequem in

unveränderter Gestalt durch Versuche auflösen, und zwar aus ähnlichen

Gründen, wie die in Art. 94 für die Ellipse auseinandergesetzten. In einem

solchen Falle kann man die Bahnelemente wenigstens als beiläufig bekannt

voraussetzen; dann aber erhält man einen genaherten WVerth für 72 sofort

durch die Formel tang2n :%, welche von selbst aus der Gleichung [6]

des Art. 99 folgt. Aus 92 aber bekommt man 3 durch die Formel z = 1—2_c—0.3—2—n—
cos2n

' 2

Slnn .. ' '

=m, und aus dem genaherten Werthe von 15 Wird durch wenige Ver—

suche derjenige Werth hergeleitet7 welcher der Gleichung [13] oder [13*] völlig

genau Genüge leistet. Es lassen jene Gleichungen auch in folgender Form

sich darstellen :

 

sin 722

««fi+2@—
cos 271

 

sin 2 ' cos2z

(116) m=(l—- „ )Y 7 

cos2n

, {mug 2 n — log hyp tang (45° + n)}

tang2n"’

sinn2

cos2n

  

t 2 „
% %7?“ — log hyp tang (45 +72)

) tanan3

.M=——(L sin7z2)%+2(L+

cos 272

und kann solchergestalt, mit Beiseitelassung von 2, sofort der wahre Werth

für % herausgebracht werden.

104.

Es erübrigt noch, aus z, n oder c die Elemente selbst zu bestimmen.

Setzt man aV(ee—1)=ß, so giebt die Gleichung [6] des Art. 99

[18] 5: Sinfüi.
tang 27a
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Durch Combination dieser Formel mit [12], [12 *] des Art. 99 wird

erhalten:

t( t g,

[19] V(63—1)=ta
ngru= ‘“g{_lin‚zg))z

* ‘ tangftang2 n

[19 ] tang1,ü : — *“w
,

 

woraus die Excentricität genau und bequem sich berechnen lässt. Aus [3 und

1/(66—1) bekommt man durch Division cc, durch Multiplication 1), so dass

man hat:

 

 

2(Z—z)cosf.l/rr' 2mmcosf.]/rr’ kktt

“ = 2 : 2 : ———„7'‚——r—‚T

tang2n yytang2n 4yy @ 7 cosf tang2n

_—2(L+z)cosf.l/rrr’ __ —2MMcosf.l/rr’ _ kktt _

_ tang2n2 — YYtang2n2 __ II:—Y ’w’cosfztang2n2 ’

__ sinf.tangf.l/rr’ _ yysinf.tangf.l/rr’ _ ( yrr’sin2f )2

P _ 2(l——z) _ 2mm _ kt

__ —sinjia_ngf.l/rr' __ —- YYsinf.tangf.l/rr’ _ Yrr'sin2f 2

_ 2(L+z) * 2MM _ kt '

Der dritte und sechste Ausdruck für 13, die überhaupt mit den Formeln [18], [18*]

des Art. 95 identisch sind, zeigen, dass dasjenige, was dort über die Be—

zeichnung der Grössen 31, Y gesagt ist, auch für die Hyperbel gilt.

Aus Combination der Gleichungen [6] und [9] des Art. 99 folgt

/ —— 1 . 1
.

(r — r) V—e—efi— : 6 sm f. (C— Ü)“ Führt man daher 1,0 und w cm und

setzt 0 :: tang (45° +N), so kommt

2sinq;tang2oo

.

sinfcos2co '
(117) 

[2 O] tang 2 N :

Ist so 0 gefunden, so erhält man daraus die \Verthe der in Art. 21 mit 25

bezeichneten Grösse für beide Orte, und es ergiebt sich endlich mittelst der

Gleichung HI, Art. 21:

t ‘L _ C—c

311% 2 ” * TF'+TrmW—w

t‘ 1 / __ Cc—l

dmg?” _ (Uc+l)tangäzp’

oder, wenn man für C, c die Winkel N, % cinführt:
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sin (N— n)

cos (N+ n)tang%zp

sin (N+n)

cos (N— n) tang%zp '

[21] tang 32-2) :

[22] tang %7/ :
 

Hieraus bestimmt man die wahren Anomalien @, v', deren mit 2f verglichener

Unterschied zugleich zur Prüfung der Rechnung dient. Schliesslich leitet man

durch Formel XI. Art. 22 leicht ab, dass das Zeitintervall zwischen dem

Perihele bis zu der dem ersten Orte entsprechenden Zeit sei:

 

:k

„% 2ecos(N—kp)sin(N—n) _1 tang(45°+N)

cos2Ncos2n 0g4 yp tang(45°+ n)

und ebenso das Zeitintervall vom Perihele bis zu der dem zweiten Orte ent—

sprechenden Zeit '

_ « %{2eeos(N—msin(N—l—n)

_ k cos 2NW — log hyp tang (45° +N) tang (45° + n)}.

Setzt man daher die erste Zeit : T——%t, und deshalb die zweite = T+%t‚

so erhält man

[23] T = _ 00527;

ca% etang2N

k

—— logtang (45" + N)},

woraus die Zeit des Periheldurchganges bekannt wird. Endlich hat man die

zur schliesslichen Prüfung der Rechnung anwendbare Gleichung

20:35

[24] t: k  
ctang2n

{ cos217- ——_log tang (45° + n)}.

105.

Zur Erläuterung dieser Rechnungsvorscln-iften will ich das Beispiel aus

den beiden in den Artikel 23, 24, 25, 26 nach denselben hyperbolischen

Elementen gerechneten Orte vollenden. ‚Es sei daher v'——v : 480 120”, oder

(118) f: 24"6'0”, log7'= 0‚033 3585, log)" : 0,200854l, t= 51,497 88 Tage. —

Hieraus findet sich w = 2“ 45 28477 (: 0,0579 60397 mm»— oder der genäherte

%+l
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Werth von h = 0,064 4371, hieraus, mittelst Tafel II, logyy : 0,056 0848,

”$ : 0,0504 7454, z = 0,0074 8585, dem in Tafel 111 entspricht ;: 0,000 0032.

Daraus folgt der verbesserte Werth h = 0,0644 3691, logyy = 0,056 0846,

% = 0,0504 7456, z = 0,0074 8583, welche Werthe, indem ?; dadurch nicht

 

verändert wird, keiner weiteren Verbesserung bedürfen. Nun steht die

Rechnung der Elemente so:

 

Iogz ............. 7,874 2399 'logtangf ......... 9,650 6199

log (1 + z) ........ 0,003 2389 log % tang2n ...... 8,938 7394

10gV(z—l—zz) ..... 8,938 7394 0.1og(l—z) ...... 1,296 9275

10g2 ............. 0,301 0300 10gtanggü ........ 9,886 2868

logtang2n ....... 9,239 7694 1,0 = 37° 341 59/77

273 = 9°51’11"816 (es müsste sein = 37°35'0”)

% = 4 55 35,908

logsinf .......... 9,6110118
C.log%sinf ...... 0,690 0182

]og1/rr' .......... 0,117 1063 logtang2w ....... 8,984 8318

C.1ogtang2n ..... 0,760 2306 C.1ogcos2w ...... 0,002 0156

1og/3 ............. 0,488 3487 log sind! .......... 9,785 2685

10gtangyl! ......... 9,886 2868 10gtang2N ...... 9,462 1341

10g0£ ............. 0,602 0619 2N : 16° 9/46H253

logp ............. 0,374 6355 N = 8 4 53,127

(es müssten sein =0,602 0600 N—n = 3 9 17,219

und 0,374 6356) N+n : 13 0 29,035

logsin{N—n) . . . . 8,740 6274

C.log cos(N-l— %) . . 0,011 2902

logsin(N—I— %) . . . . 9,352 3527

C. logcos (N—7z) . . 0,000 6587

log eot%l,ü ........ 0,468 1829 logeot%1p ........ 0,468 1829

logtang%v ....... 9,220 1005 logtangäz/ ....... 9,821 1943

;—0 == 90 25 2997
1,17}, = 330 31’ 2993

?) = 18 50 59,94 v’ = 67 2 59,86

(es müsste sein = 18°51/ 0”) (es müsste sein = 67 ”3’ 0”)
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loge ............. 0,101 0184 loge ............. 0,101 0184

logtang2N....... 9,462 1341 logtang2n ....... 9,239 7694

C.logcos2n ...... 0,006 4539 C.]ogcos2N ..... 0,017 5142

9,509 6064 9,358 3020

Zahl : 0,3711 9863 Zahl ‘ = 0,2281 9284

log hyp tang (450 —|— N) = ..... log hyp tang (45° +79) : .....

................. 0,28591251 .................0,17282621

Unterschied : 0,0852 8612 Unterschied : 0,0553 6663

log ............... 8,930 8783 log .............. 8,743 2480

%logoc ............ 0,903 0928 %logoc ........... 0,903 0928

C.logk ........... 1,7644186 C.logk ........... 1,7644186

log T ............. 1,598 3897 log 2 ............. 0,301 0300

T = 39,663 38 10ng ............. 1,711 7894

t = 51,497 88

Es ist daher der Periheldurchgang von der dem ersten Orte ent—

sprechenden Zeit um 13,914 44 Tage entfernt, von der dem zweiten Orte ent—

sprechenden Zeit um 65,412 32 Tage. Die geringen Unterschiede der hier her—

ausgebrachten Elemente von denen, nach welchen die angenommenen Orte

berechnet waren, rühren von der beschränkten Genauigkeit der Tafeln her.

106.

Bei Abhandlung der vorzüglichsten, für die Bewegung der Himmels—

körper in Kegelschnitten in Betracht kommenden Relationen darf nicht mit

Stillschweigen übergangen werden der elegante Ausdruck der Zeit durch die

grosse Halbaxe, durch die Summe 7”—}—7“' und durch die, die beiden Orte ver—

bindende Chorde. Fiir die Parabel scheint diese Formel zwar zuerst von

Euler erfunden zu sein (Miscell. Berolin. T. VII, p. 20), der solche jedoch

später ausser Acht gelassen und auch nicht auf die Ellipse und Hyperbel ausgedehnt

hat. Es irren daher diejenigen, welche diese Formel dem Lambert zuschreiben,

wenn sich diesem Geometer auch nicht das Verdienst absprechen lässt, diesen

der Vergessenheit anhehngefallenen Ausdruck selbständig erforscht und auf die

übrigen Kegelschnitte ausgedehnt zu haben. Obgleich dieser Gegenstand schon
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von mehren Geometern behandelt ist, so werden aufmerksame Leser doch die

nachfolgende Auseinandersetzung nicht für überflüssig erkennen. Ich beginne

mit der elliptischen Bewegung. '

Vor allen Dingen bemerke ich, dass der um die Sonne beschriebene

Winkel 2f (Art. 88, woraus ich auch die übrigen Zeichen entnehme) innerhalb

3600 angenommen werden kann. Denn es ist klar, dass, wenn dieser Winkel um

 

% o 3

3600 vermehrt wird, die Zeit um eine Revolution oder “ '260 : a°>< 365,25

Tage wächst. Bezeichnet man nun die Chorde mit @, so wird offenbar (120)

9 9 = (% cos v’—r eosv)2 + (7" sin 2)' ——rsin v)2,

und daher nach den Gleichungen VIII und IX des Art. 8

9 9 = aa(cosli“——cosE)2 + aacos<‚ß2 (sinE’——sinE)2

: 4c1ßasinf(sinG2 + cos(p2 cos G”) : 4aasin92 (1 ——eecos G”).

Nun führt man einen Hülfswinkel h in der Art ein, dass eosh : ecos G, und setzt

(um alle Zweideutigkeit zu heben) voraus, dass h zwischen 0 und 1800 genom-

men werden, und daher sinh eine positive Grösse sein müsse. Weil also auch

9 zwischen denselben Grenzen liegt (denn wenn 2g zu 3600 oder darüber

hinaus anwächst, so würde die Bewegung um die Sonne eine ganze Re—

volution oder mehr betragen), so folgt aus der vorigen Gleichung von selbst

9 : 2asingsinh, wenn nämlich die Chorde als eine positive Grösse angesehen

wird. Da man ferner hat 7°+7“ : 2a(1——ecosgcos G) : 2a(1——cosgcosh), so

ist klar, dass, wenn h——g : 1)‘, h+g : 8 gesetzt wird, entsteht:

[1] r—[—r'—p=2a(1—cosd)=4a
siné;d’

[2] r+7“+p= 2a(1—cosa)=4asinäfi.

Endlich hat man kt = ai} (29—265ingeos G) = a% (2g—2singcosh), oder

[3] kt : a%(s—sins—(d—sirid)).

Man kann daher nach den Gleichungen [1] und [2] die Winkel (? und. 8 aus

r+r', @ und @ bestimmen, und deshalb kann auch aus denselben Grössen,

mittelst der Gleichung [3], die Zeit ! bestimmt werden.

5

Diese Formel lässt sich auch folgendermaassen darstellen:

GAUSS, Theorie a. Beweg. d. Himmelsk.
19
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2 — ’ —— . _ ' _

ki : CL%{ELITICOS*g*—_(rätlc‘;u —— s1narcCOSW—é

2 _ . ./ „ . _ . _ _,

— are cos a—(igä—Hié+ sm are cos %.“.(_T2't’_)illf}

Es bleibt jedoch bei Bestimmung der Winkel d‘, 5 aus ihren Cosinussen eine

Zweideutigkeit zurück, die näher betrachtet werden muss. Zwar ist von selbst

klar, dass (? innerhalb —180° und +180" liegen müsse, sowie 5 zwischen 0 und

360°. Aber auch so liesse jeder Winkel eine doppelte Bestimmung, und die

daraus hervorgehende Zeit mithin eine vierfache zu. Man hat inzwischen

aus Gleichung 5, Art. 88: cosf.]/rr' : a(cosg—cosh) : 2asin%dsin%e. Da

nun sin?2 & nothvvendig eine positive Grösse wird, so kann daraus ge—

schlossen werden, dass cosf und sin%d‘ nothwendig dasselbe Zeichen führen,

und dass daher 0 innerhalb 0 und 180", oder innerhalb ——180° und. 0 ge-

nonnnen werden müsse, je nachdem cosf positiv oder negativ wird, d. 11.

je nachdem die helioeentrische Bewegung 2 f innerhalb oder über 1800

ist. Uebrigens ist klar, dass für 2f= 180", (? nothwendig= 0 sein muss.

(121) Auf diese Weise ist also (? vollständig bestimmt. — Aber die Bestimmung des

Winkels @ bleibt nothwendig zweideutig, so dass stets für die Zeit zwei

VVerthe herauskommen, von denen sich, falls solches nicht anderweit bekannt

wird, nicht entscheiden lässt, welcher der wahre ist. Den Grund dieser Er—

scheinung erkennt man übrigens leicht. Denn es lassen sich bekanntlich durch

zwei gegebene Punkte zwei verschiedene Ellipsen beschreiben, welche beide

in demselben gegebenen Punkte ihren Brennpunkt haben und zugleich die—

selbe grosse Halbaxef) Offenbar aber wird die Bewegung von dem ersten

Orte zum zweiten in diesen Ellipsen in ungleichen Zeiten vollendet.

107.

Bezeichnet man mit ;; irgend einen Bogen zwischen — 180° und + 1800,

und mit 8 den Sinus des Bogens %x, so ist bekanntlich

') Besehreibt man aus dem ersten Orte mit einem Halbmesser 2a—r einen Kreis, und aus dem

zweiten Orte einen Kreis mit; dem Hullnnesser “la—1", so liegt der zweite Brennpunkt der Ellipse in dem Ein-

schnittspunkte dieser Kreise. Weil deshalb, allgemein gesprochen, stets zwei Einschnittspunkte gegeben werden,

so gehen auch zwei verschiedene Ellipsen hervor.
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1135
%X = s—[—%. %s3 +—5 "3735+%.2142657+etc. 

Ferner wird

,. _ __ 13 1.15 1.1.37

%smx_ 8V(1—ss) _s—%s ——73 —2'4.68 —— etc.

und deshalb

x—si11x=4(%s3+1.%s+%.;337 %.;_i,Ws+etc

 

 

In diese Reihe substituire ich für s successiv%V1—_117a——9— und %Vi%;—_1—_L

und multiplicire das Resultat mit ag, so entstehen respect. die Reihen

%<w+r'—gfi %%<+7—9)+%%%%1g<r+r'—e>1+

Ki??? 713—1%1%(74+77—9) +etc.

%(7=+7’+9fi+%% <7+7 +9)+%—%1„<7+7'+9>1+

1—85—432. Ü13—7111(+7 +9)%+etc.

Deren Summen bezeichne ich mit T und U. Man sieht ohne Weiteres, da

2sin%d : iVT—d1_%-i (wobei das obere oder untere Zeichen gilt, je nach—

dem 2f innerhalb oder über 1800 hinaus liegt), dass ag (rl‘— sin d) : i T (wobei

das Zeichen ebenso bestimmt wird). Auf dieselbe Weise wird, wenn für 8 (122)

der kleinere, innerhalb 180Ü belegene Werth genommen wird, entstehen

Cfi(8—Sin5) = U; nimmt man aber den andern Werth, der das Complement

3

des ersteren zu 360Ü ist, so wird offenbar aÜe—sin a) : a%360°— U. Hieraus

erhält man zwei Werthe für die Zeit t

U$T d 33600 _ U%T

k un _k— ‚_ la

 

108.

Betrachtet man die Parabel als eine Ellipse, deren grosse Axe un—

endlich gross ist, so geht der im vorhergehenden Artikel für die Zeit

19*
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gefundene Ausdruck über in: äg{(7”+7“l + 9)%$(7“+7”1—9)%}. Da aber diese

Ableitung der Formel vielleicht einigen Zweifeln ausgesetzt erscheinen könnte,

so Will ich eine andere‚ von der Ellipse unabhängige entwickeln.

Setzt man der Kürze wegen tang%v : 19, tangäv' : 19', so wird

‚ ‚ ‚ 1—33 1—3’5’
7°=%p(1+1919)‚ 7° : %]?(1—l—1919), COSU—‘Zw, COSÜ/=im,

25’

sine : W’ sind : im. Hieraus entsteht

7°'cosv'——rcosv : %p (&&—339% r'sinv'—rsinv =p(3v'—Ü)‚

und daher 9 9 = % pp (3'—9)2(4+(19'+19)2). Man sieht nun leicht, dass

sin . . . „ .

&’——3 : —1—f—1—, eine pos1t1ve Grosse ist. Setzt man daher
cosfvcosfv

V(1 +%(3 —l— .9‘)2) : 77, so ist () : p(3'—3)17; ferner wird

r+f=%p@+ß&+9ß%=pcwene—eö;

man hat deshalb ' ‚

—«+—+— = (n+%<3'—9>)2

—+;;—— = („%—ar.
Aus der ersten Gleichung leitet man ohne Weiteres ab

-ewfi%ii=n+ae—e‚

weil 7] und 3—9 positive Grössen sind; aber da %(3'——.9} kleiner oder

cosf

cos 4; ‚„ cos % 1/

  

grösser ist als 77‚ je nachdem 7717—%(3'—3)2 : 1+33' =

positiv oder negativ, so muss man aus der zweiten Gleichung offenbar

schliessen:

ivi%?1=fi—aw—e‚

wo das obere oder untere Zeichen genommen werden muss, je nachdem der

um die Sonne beschriebene Winkel innerhalb 1800 liegt, oder über 1800

hinaus geht.



Relationen zwischen mehren Orten in der Bahn. 149

Aus der Gleichung, welche in Art. 98 der zweiten folgt, hat man

ferner :

2;f; : (.9>3>(<1+33)+g(9>.9)*) : (3—19) („„+11_2(_91_19,2)

= %(“+%(9'—3))3—%(77—%(3'—3))7

woraus von selbst folgt:

ist = —3;{(r+r’+efi$(r +r/—«»fi}‚

wobei das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem 2f innerhalb oder

über 1800 hinaus liegt.

 

109.

Nimmt man in der Hyperbel die Symbole a, C, c in derselben Bezeich—

nung wie in Art. 99, so hat man aus den Gleichungen VIII, IX des Art. 21:

r'cosv’—rcosv : ——;(c——%> (C— %)oc

1°' sin 7)' ——r sin 2) = % (c—%) (C—[— %) 05 V (ee—« 1) und daher

1 1

9 = % “(C—T) V(ee(C—l——Ü)2 — 4).

Ich setze voraus, dass 7 eine Grösse ist, welche durch die Gleichung

7+ —1/— : e(C—l—%) bestimmt wird, und. da letzterer offenbar durch zwei ein—

ander reciproke \Verthe Genüge geschieht, so adoptire ich davon denjenigen,

der grösser als Eins ist. Dann wird

e=%«<c—%><r—%>-

r+r' = %a(e(c+%><@+ %) —4) =%a(<c+%><y+ä> —— 4),

und. deshalb

Ferner wird

 

2

r+r'-|—g : a (ch—V—l—

cy

r+o*——g : a(V—%— — V—;-)z.
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Setzt man daher = m
,/r4+«+9 V7‘+4°'—9 _

405 — %, so wird nothwendig
?

ch—VÜ = 2772. Um die Frage zu entscheiden, ob 1/% —— V—;— = +2n

oder : +272 wird, muss man untersuchen, ob ;/ grösser oder kleiner ist

als 0. Aber aus Gleichung 8 des Art. 99 folgt leicht, dass der erstere Fall

Statt habe, wenn 2 f innerhalb 180° liegt, der zweite, sobald 2 f über 1800

hinausgeht. Schliesslich hat man aus demselben Artikel

— +<7++> <c—+>—mogc = +e——>——<———>

+log 67 +log% : 2m1/(1 +mm)$ 2n]/(1 +nn)—2 log(]/(l +mm) +m)

+210g(v<1+nn>+n)‚

wobei die unteren Zeichen immer den Fall bezielen, wo 2f> 180”. Nun wird

log (V(1 + mm}+m) leicht in folgende Reihe entwickelt:

1.3 r
__L 13.|._1 1 m°_.._i

m 772 2 4m 7.

1.3 5. ']

2_4_6m + etc.
 

Dies erhält man von selbst aus:

d log (V(1 + mm) +m) : V(l—C—l|—%nvfi'

Daraus Jfolgt:

3

2m1/(1+mm)—210g(1/(1+mm)+m)=—%4( m+— .+m5,+— .1+—m — etc.)

und ebenso eine ganz ähnliche Formel, falls m mit % vertauscht wird. Hieraus

endlich geht hervor, dass, wenn man setzt:

T—— +<r+7—9)——++<+++—9)+„+„ „„——(7“+7"—9)%—

Tslfi'gla'(7'+rl—Q)g
+etc.

——+(v+r+e)—+«„1„—( +7 ++»)+„+„ „„+<r+r’+efi—

m’fi „„MO"+?”+9)+BtC-‚

sich ergiebt kt : U + T, welche Ausdrücke mit den in Art. 107
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erwähnten allenthalben übereinkommen, wenn dort @ in ——a umge—

ändert wird.

Uebrigens sind diese Reihen sowohl für Ellipse als Hyperbel zum

praktischen Gebrauche besonders dann bequem, wenn a oder 06 einen sehr

grossen Werth erhalten, d. h. wenn der Kegelschnitt bedeutend zur Aehnlich—

keit mit der Parabel hinneigt. In diesem Falle könnte man sie auch zur

Auflösung des oben behandelten Problems (Art. 85—105) anwenden. Weil

aber, nach meinem Urtheile, sie auch dann nicht einmal die Kürze der vorhin

gezeigten Auflösung gewähren, so halte ich mich bei der weiteren Ausein—

andersetzrmg dieser Methode nicht auf.
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Relationen zwischen mehren Orten im Raume.

110. ‘

Die in diesem Abschnitte zu betrachtenden Relationen sind von dem

Natur-ell der Bahn unabhängig und stützen sich lediglich auf die Voraus—

setzung, dass alle Punkte der Bahn in derselben Ebene mit der Sonne liegen.

Wir wollen hier nur die einfachsten dieser Relationen berühren, und. die

complicirteren und specielleren zum zweiten Buche aufsparen.

Die Lage der Bahnebene ist durch zwei Orte des Himmelskörpers im

Raume völlig bestimmt, sobald nur diese Orte nicht in derselben geraden Linie

mit der Sonne liegen. Da sich nun der Ort eines Punktes im Raume vor-

züglich auf zwei Arten angeben lässt, so bieten sich daraus zwei Aufgaben

zur Lösung dar.

Setzen wir zuerst voraus, dass zwei Orte durch die mit resp. l, Ä',

ß, ß' bezeichneten heliocentrischen Längen und Breiten gegeben seien; die

Abstände von der Sonne gehen nicht in die Rechnung ein. Wenn dann die

Länge des aufsteigenden Knotens mit Q, und die Neigung der Bahn gegen

die Ecliptik mit i bezeichnet wird, so ist

tangß : tangisin(l—Q)

tangß' = tangz'sin(l’—Q).

Die Bestimmung der Unbekannten Q und tangi wird hier auf die in Art. 78 II.

betrachtete Aufgabe zurückgeführt. Man hat daher nach Anleitung der ersten

Auflösung

tangisin (Ä—Q) = tangß

tang ß' — tang (? cos (N —l)

sinW-A) '

Zufolge der dritten Auflösung aber findet sich der 52 durch die Gleichung

tang { cos (I.—_ Q) =
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_ sin (ß’+ß)tang% (?!—A)

_ Sin (ß' —- fi) ’

und noch etwas bequemer, wenn die Winkel ß, ß' unmittelbar, nicht aber

durch die Logarithmen der Tangenten gegeben sind. Zur Bestimmung von i

tang(%l+-ä-Ä’—Q)

muss man jedoch auf eine der Formeln

tangß __ tang ß’

sin (ll—Q) sin (A’ —Q)

recurriren. Im Uebrigen ist die Zweideutigkeit bei.Bestimmung des Winkels

l—Q, oder %l+% 71—Q durch die Tangente so zu entscheiden, dass tangi

positiv oder negativ wird, je nachdem die auf die Ecliptik projicirte Bewegung

eine directe oder rückläufige ist. — Diese Ungewissheit kann daher nur dann

gehoben werden, falls es bekannt, von welcher Seite her der Himmelskörper vom (126)

taugt" :

ersten zum zweiten Orte gelangt ist, wenn man dies daher nicht wüsste, so

würde es in der That unmöglich sein, den aufsteigenden Knoten vom

niedersteigenden zu unterscheiden.

Nach Auffindung der Winkel Q und i werden die Argumente der Breite

11, u' durch die Formeln

tang (A —— Q)

cosi ’

tang (if — Q)

tan u = .

g
005 ’L

tang u/ :

ermittelt, die im ersten oder zweiten Halbzirkel zu nehmen, je nachdem die

entsprechenden Breiten nördlich oder südlich sind. Diesen Formeln füge ich

noch die folgenden hinzu, von denen man, falls es beliebt, die eine oder

andere zur Prüfung der Rechnung brauchen kann:

  

cosu = cosßcos (l—Q), cosu' = cos/3’cos(Ä'—Q);

. sin . sin ’

s1nu= .ß., smu'= ß..,
Sln'b Slnl

sin(u’+u) : sin(l+A’—2Q)cosßcosß’
sin ()J — A) cos (3 cos ß'

cosi ’
'

sin (u’—u) : co“.

111.

Nehmen wir zweitens an, dass die beiden Orte gegeben seien durch

ihre Abstände von drei, in der Sonne unter rechten Winkeln sich schneidenden

(muss, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk.
20
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Ebenen. Bezeichnen wir diese Abstände für den ersten Ort mit sc, y, z,

für den zweiten mit 95, y/, z', und setzen voraus, dass die dritte Ebene die

Ecliptik selbst sei, dass aber die positiven Pole der ersten und zweiten Ebene

in der Länge N und 90°+N liegen. Dann wird nach Art. 53, wenn man

die beiden Radien Vectoren mit 7°, 7“ bezeichnet, sein:

93 = 71 cos u cos (N— S?) + 7“ sin u sin (N— Q) cosi

y : 7° sin u cos (N— Q) cos i—— 7“ cos % sin (N— Q)

2 = r s1nusmz

’ r’ cos u' cos (N— S?) + 7“ sin ul sin (N— Q) cosi

/ 7" sind cos (N— @) cosi——7“ cosl/ sin (N— 9)

— 7"' sin 2! sin i.

e N

t
: [|

(

1\
1

Daraus folgt:

zy' —— yz’ = w" sin (u' —— u) sin (N— Q) sinz'

wz'—za" : rr' sin (id—u) cos (N— Q) sini

wy'—yx/ : 1°r’ sin (u' —— u) cos i.

Aus Combination der ersten mit der zweiten Formel bekommt man N— Q, und

rr’sin(u’——u)sini. Hieraus und aus der dritten Formel erhält man 2", und

W“ sin (ad—«a).

Insofern der Ort, dem die Coordinaten x/, y’, 2/ entsprechen, als der

der Zeit nach spätere angenommen wird, muss ul grösser als u werden. Falls

es deshalb überher bekannt ist, ob der zwischen dem ersten und zweiten Orte

um die Sonne beschriebene Winkel kleiner oder grösser ist, als zwei rechte,

so müssen 7*7*sin(u’—u) sinz' und W sin (td—u) im ersten Falle positive,

im zweiten negative Grössen sein. Es lässt sich daher dann N——Q

ohne Zweideutigkeit bestimmen, und zugleich aus dem Zeichen der

Grösse ;cy'——yß entscheiden, ob die Bewegung recht— oder rückläufig ist.

Umgekehrt lässt sich, falls die Richtung der Bewegung bekannt ist, aus dem

Zeichen der Grösse a;y'—yrz/ entscheiden, ob u’—u kleiner oder grösser als

1800 genommen werden muss. Wenn aber sowohl die Richtung der Bewegung,

als die Beschaffenheit des um die Sonne beschriebenen Winkels gänzlich un-

bekannt ist, so kann man offenbar zwischen dem aufsteigenden und. nieder—

steigenden Knoten nicht unterscheiden.
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Uebrigens sieht man leicht, dass, sowie cosi der Cosinus der Neigung

der Bahnebene gegen die dritte Ebene ist, so sin (N—« @) sini und cos(N— Q)sini

respective die Cosinus der Neigungen der Bahnebene gegen die erste und

zweite Ebene sind; sowie dass 7°7"' sin (uk—u) die doppelte Fläche des zwischen

den beiden Radien Vectoren eingeschlossenen Dreiecks, und dass endlich

zy'—-yz’, a;z’——z;;;', wy'—yß die doppelte Fläche der Projectionen desselben

Dreiecks auf die einzelnen Ebenen ausdrückt.

Schliesslich kann offenbar die dritte Ebene statt der Ecliptik auch

jedwede andere Ebene sein, wenn nur alle Grössen, die durch ihre Beziehun—

gen auf die Ecliptik definirt sind, ebenso auf diese dritte beliebige Ebene

bezogen werden.

112.

//

Es seien 17”, y", z die Ooordinaten eines dritten Orts, %” dessen

Argument der Breite, 7°” der Radius Vector. —— Dabei sollen die Grössen

7°’1"” sin (d’—u“), rr“sin(u”——u), rr'sin(u'——u), welche die doppelten Dreiecks—

flächen zwischen dem zweiten und dritten, dem ersten und dritten, dem ersten

und zweiten Radius Vector sind, resp. mit n, 72', 72” bezeichnet werden. Man

wird daher für af”, y”, z” ähnliche Ausdrücke haben, wie die in dem voran—

gehenden Artikel für x, y, Z und 93', y', z' gegebenen, woraus sich mit Hülfe

des Satzes I, Art. 78 leicht folgende Gleichungen ableiten lassen:

(/ (I

0 : 7'Lx—n/wl—l—n 93

0 : qu _ 72/91 + n//y/I

H I/

0 : azz —nflz' +n z .

Es seien nun die jenen drei Orten des Himmelskörpers entsprechenden

geocentrischen Längen ec, a„ a” und die geocentrischen Breiten ß, [)“, ß”;

die auf die Ecliptik projicirten Abstände von der Erde d‘, d', Ö“; ferner die

entsprechenden heliocentrischen Längen der Erde L, L’, L”; die Breiten

B, B', B”, die ich nicht == 0 setze, sowohl um auf die Parallaxe Rücksicht

nehmen, als um, falls es beliebt, statt der Ecliptik irgend eine andere Ebene

wählen zu können. Endlich seien D, D, D” die auf die Ecliptik projicirten (128)

20*
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Abstände der Erde von der Sonne. Wenn man sodann as, 3], 2 durch L, B,

D, a, ß, (1 ausdrückt, und in ähnlicher Weise die auf den zweiten und dritten

Ort sich beziehenden Coordinaten, so nehmen die vorangehenden Gleichungen

folgende Gestalt an:

[1] O = n(dcosoc+Dcos L)——n' (d“ cos all—D] cosL’)-I—n” (d” cos a”+D” CosL”)

[2] 0 = % (dsina+D sin [?)—7! (d“ sin al +D' sin E)+n” (d” sin oa” +D” sinL")

[3] O}: n(dtangß+DtangB}—fi(Ö"tangß'+D'tang B')+n”(d”tangß"+D"tangß”j.

Falls hier oz, B, D, L, B und die analogen Grössen für die beiden übrigen

Orte als bekannt angesehen, und die Gleichungen mit n, oder n/, oder %”

dividirt werden, so bleiben fünf Unbekannte übrig, von denen man also zwei

eliminiren, oder durch zwei beliebige die übrigen drei bestimmen kann. Auf

diese WVeise bahnen jene drei Gleichungen den, Weg zu sehr vielen wichtigen

Ableitungen, von denen ich einige der vorzüglichsten hier entwickeln will.

113.

Um nicht durch die Länge der Formeln überladen zu werden, gebrauche

ich die nachfolgenden Abkürzungen. Zuerst bezeichne ich die Grösse

tang [3 sin (a”— d') + tang [? sin (a —— a") + tang ß” sin (a'— a)

mit (O . 1 . 2). Wenn in jenen Ausdruck für die einem jeden geocentrischen

Orte entsprechende Länge und Breite, diejenige Länge und Breite substituirt

wird, welche einem jeden der drei heliocentrischen Orte der Erde entspricht,

so werde ich in dem Zeichen (0 . 1 . 2) die dem ersteren entsprechende Zahl

mit derjenigen römischen Zahl vertauschen, welche dem zweiten entspricht.

So z. B. soll das Merkzeichen (O . 1 . I) die Grösse

tang [3 sin (L’ —— a') + tang [3/ sin (oa_E) + tang3 sin (of— a)

ausdrücken, und das Merkzeichen (O . O . 2) folgende:

tang [3 sin (a”— L) + tangB sin (oc— on”) —|— tangß” sin (L— oe).

Auf ähnliche Weise verändere ich das Merkzeichen, falls in den ersten Ausdruck statt

zweier geocentrischen Längen und Breiten irgend zwei heliocentrische der Erde



Relationen zwischen mehren Orten im Raume. 157

substituirt werden. Wenn zwei Längen und Breiten in denselben Ausdruck

eingehen und. nur unter sich vertauscht werden, so muss man auch in dem

Merkzeichen die entsprechenden Zahlen ver-tauschen. Dadurch wird aber der

Werth selbst nicht verändert, sondern es wird nur aus dem positiven ein

negativer,‘ aus dem negativen ein positiver. So z. B. wird

(0.1.2)=—(0.2.1)=(1.2.0)=-(1.0.2)=(2.0.1)=-(2.1.0).

Alle so entstehenden Grössen lassen sich also auf folgende neunzehn zurück—

führen:

(0.1.2), (0.1.0), (0.1.1), (0.1.11), (0.0.2), (0.1.2), (0.11.2),(129;

(0.1.2), (1.1.2), (11.1.2), (0.0.1), (0.0.11), (0.1.11), (1.0.1),

(1.0.11), (1.1.11), (2.0.1), (2.0.11), (2.1.11), welchen als zwanzigste

hinzutritt (0 . 1 . 11).

Uebrigens lässt sich leicht zeigen, dass diese einzelnen Ausdrücke,

wenn man sie mit dem Producte aus den drei Cosinussen der eingehenden

Breiten multiplicirt, dem sechsfachen Volum einer Pyramide gleich werden,

deren Scheitel in der Sonne liegt, deren Basis aber das Dreieck ist, welches

von denjenigen drei Punkten der Himmelskugel gebildet wird, die den in

jenen Ausdruck eingehenden Orten entsprechen, wobei der Halbmesser der

Kugel = 1 gesetzt wird. So oft daher diese drei Orte in demselben grössten

Kreise liegen, muss der Werth des Ausdrucks : 0 werden. Da dies nun bei

den drei heliocentrischen Orten der Erde immer Statt findet, wenn man auf

die Parallaxen und die durch Störungen entstandenen Breiten der Erde keine

Rücksicht nimmt, d. h. wenn man die Erde in die Ebene der Ecliptik selbst

setzt, so wird unter dieser Voraussetzung stets (O . 1. 11) = 0, welche Gleichung

identisch ist, falls als dritte Ebene die Ecliptik selbst genommen wird. Sobald

übrigens sowohl B, als B’, als B” = 0, so werden alle jene Ausdrücke, mit

Ausnahme des ersten, viel einfacher; denn dieselben werden vom zweiten bis

zum zehnten aus je zwei Theilen zusammengesetzt sein, vom elften bis zum

neunzehnten aber aus einem einzigen Gliede bestehen.
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114.

Multiplicirt man die Gleichung [1] mit sin a”tangB”—sinL”tang/i", die

Gleichung [2] mit cos L”tang ß”— cos a”tangß”, die Gleichung [3] mit sin (L”——cx”),

und addirt die Producte, so erhält man:

[4] 0 : 72{(0.2.H)Ö‘+(0.2.H)D} —n’ {(1.2.II)J’+(I.2.II)D’},

und auf ähnliche Weise, oder bequemer durch alleinige Vertauschung der

Orte unter sich:

[5] 0 : 12{(0.1.I)d+(0.1.1)1)]+ n” {(2.1.1)5”+(11.1.1)fo}

[6] 0 : n’{(1.0.0)0’+(1.0.0} D'} ——n” {(2.0.0)<Y”+(II.0.0)D”}.

Wenn daher das Verhältniss der Grössen %, n’ gegeben ist, so lässt sich mit

Hülfe der Gleichung [4] aus (l die Grösse Ö” bestimmen, oder Ö“ aus d', und.

so in ähnlicher Weise aus den Gleichungen [5] und [6]. Aus Combination der

Gleichungen [4], [5] und [6] entsteht folgende:

[7 (0.2.11)5+(0.2.11)19 (1.0.0)5f+(1.0.0)17 (2.1.I)ö”—]—(II.1.I)D”

[ (0.1.1)5+'((T1T1)D’ (1.2.11)ö/+(1.2.11)D’ (2.0.0)ö”+(11.0.0)ß”

=_1‚

 

mittelst welcher man aus zwei Abständen des Himmelskörpers von der

Erde den dritten bestimmen kann. Es lässt sich aber auch zeigen, dass

diese Gleichung [7] identisch, und daher zur Bestimmung eines Abstandes

aus den beiden übrigen unbrauchbar werde, sobald

B = B' = B” = 0

und

(130) tang /3' tang ß” sin (L —— & sin (L”—— L')

+ tang ß” tang {3 sin (L’ —— of) sin (L ——L”) = O.

+ tang ß tang ß, sin (D'—a”) sin (L/ —— L)

Von dieser Unzuträglichkeit frei ist folgende Formel, die sich leicht

aus den” Gleichungen [l], [2], [3] herleitet:
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[8] (0.1.2)M0W+[0.1.2),Dä’ä”+(0.1.2)D'W+(o.1.11)D”M+

(o.1.11)171)”3+(0.1 .11)DD"0'+[0.1 . 2)DD’J”+

(O.I.II)DD’D” : o. .

Multiplicirt man Gleichung [1] mit sin oc’ tangß” —— sin a” tangß, die

Gleichung [2] mit cos a”tangß'—cos oitangß”, die Gleichung [3] mit sin (oc"— oc’)

und. addirt die Producte, so erhält man:

[9] 0 : n{(0 . 1 . 2)ö+(0 . 1 . 2)D}—n'(l . 1 . 2)D+M(H . 1 . 2)D”

und ebenso

[10] 0=n(0.0.2)D—71’{(0.1.2)6’+(0.I.2)D’}+M(O.II. 2)D”

[11] 0=n(0.1.Q)D—n'(0.1.I)D'+n"{(0.1.2)0‘”+(0.1.H)D”}.

Mit Hülfe dieser Gleichungen lassen sich aus dem bekannten Verhältnisse

zwischen den Grössen 72, n„ n” die Abstände d, d', d” bestimmen. Dieser

Schluss gilt jedoch nur im Allgemeinen gesprochen und leidet eine Ausnahme,

sobald (O . 1 . 2) = 0 wird. Denn es lässt sich zeigen, dass in diesem Falle

aus den Gleichungen [8], [9], [10] nichts anderes folgt, als die nothwendige

Relation unter den Grössen %, n', n”, und zwar aus den einzelnen dreien

die nämliche. Analoge Einschränkungen in Beziehung auf die Gleichungen

[4], [5], [€] werden dem erfahrenen Leser sich von selbst darbieten.

Uebrigens sind alle diese hier entwickelten Schlussfolgerungen un—

brauchbar, sobald die Ebene der Bahn mit der Ecliptik zusammenfällt; denn

wenn ß, ß’, ($”, und B, B', B” alle : 0 sind, so ist die Gleichung [3]

identisch, und mithin auch alle folgenden.


