Erstes Buch. |

Allgemeine Relationen unter den Grossen, durch welche die Bewegungen
der Himmelskorper um die Sonne bestimmt werden.

Erster Abschnitt.

Relationen, die einen einzelnen Ort in der Bahn betreffen.

I

Wir wollen die Bewegungen der Himmelskorper in diesem Werke nur
insoweit betrachten, als solche von der Anziehungskraft der Sonme abhiingig sind.
Ausgeschlossen bleiben daher hier alle secundiren Planeten, ingleichen die
Storungen, welche die Primiiren wechselseitig auf sich ausiiben, sowie auch
alle rotatorischen Bewegungen. Die bewegten Korper selbst wollen wir als
mathematische Punkte betrachten und voraussetzen, dass alle Bewegungen nach
Massgabe der mnachfolgenden Gesetze vor sich gehen, welche daher als die
Grundlage aller Untersuchungen im gegenwiirtigen Werke anzusehen sind.

I. Die Bewegung eines jeden Himmelskorpers geschieht bestindig in
der nimlichen Ebene, in welcher zugleich der Mittelpunkt der Sonne liegt.

II. Der von dem Korper beschriebene Linienzug ist ein Kegelschnitt,
der seinen Bremmpunkt im Mittelpunkte der Sonne hat.

III. Die Bewegung in jenem Linienzuge geht in der Weise vor sich,
dass die in verschiedenen Zeitabschnitten um die Sonne beschriebenen
Fliichenriiume diesen Zeitabschnitten proportional sind.  Driickt man daher
Zeiten und Flichenriume durch Zahlen aus, so ergiebt jeder Flichenraum,
wenn man ihn durch die Zeit, innerhalb deren er beschrieben wurde, dividirt,
einen unverinderlichen Quotienten.
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1V. Fiir die verschiedenen, um die Sonne sich bewegenden Kérper
stehen die Quadrate dieser Quotienten im zusammengesetzten ™) Verhéltnisse der
den Bahnen entsprechenden Parameter und der Summen der Sonnenmasse und
der Massen der bewegten Korper.

Bezeichnet also 2p den Parameter der Bahn, in welcher der Kérper
einherzieht; w die Stoffmenge dieses Korpers (die Masse Sonne — 1 gesetat);
1g die Fliche, welche der Korper in der Zeit ¢ um die Sonne beschreibt;

g
typ-V (At

Da es also gleichgiiltig ist, welchen Himmelskérper man zur Bestimmung
dieser constanten Zahl benutzt, so wollen wir letztere aus der Bewegung der
Erde ableiten, und dabei deren mittlere Entfernung von der Sonne zur Distanz-
Einheit annehmen. Die Einheit der Zeit soll stets der mittlere Sonnentag sein.
Bezeichnet man ferner mit  das Verhiiltniss der Peripherie zum Durchmesser
des Kreises, so wird der Flichenraum der ganzen, von der KErde be-

so wird eine Constante fiir alle Himmelskorper bilden.

schriebenen Ellipse offenbar sein — m}/p, welcher daher = § g zu setzen ist,
wenn man fir ¢ das siderische Jahr annimmt, wodurch unsere Constante
2

S R wird. Um den numerischen Werth dieser Constante, die wir

im Folgenden mit % bezeichnen wollen, zu ermitteln, setzen wir nach der
neuesten Bestimmung das siderische Jahr, oder ¢ — 365,256 3835, die Masse
i
354710
oo Dt . oainsnmnny v b AL RS
comipl. 1og £ o: . oot gaso A GAUSTO0 S
compl. log 1/ (1+w) .o 9,999 909 5818

log hsviivan. civiiii s 82855818814
B 0,017 202 09895

der Erde oder u — = 0,0000028192; dadurch wird erhalten:

*) Das in der lateinischen Handschrift gebrauchte Wort ,in ratione inversa‘ soll heissen: ,,in
ratione composita®, efr. Briefwechsel zwischen Gauss und Schumacher, B. I, p. 17, wo die Worte in einem
Briefe von Gauss an Schumacher vom 14. December 1809 lauten:

,Herrn . .. bitte ich mich zu empfehlen und fiir die Anzeige des #rgerlichen Schreibfehlers
,zu danken. In der deutschen Handschrift steht nicht im umgekehrten, sondern bloss im
,zusammengesetzten Verhdltniss; das erste Blatt der lateinischen Handschrift habe ich
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2

Die so eben ercrterten Gesetze, weichen von den durch Kepler ent-
deckten mur in der Weise ab, dass sie in einer Form gegeben sind, die eine
Anwendung auf alle Arten von Kegelschnitten gestattet, und dass dabei der
Einwirkung des bewegten Kiorpers auf die Sonne, wovon der Factor V(4w
abhiingt, Rechnung getragen ist. Wenn wir diese Gesetze als Frschemungen
betrachten, die aus unzihligen und unzweifelhaften Beobachtungen sich
ergeben haben, so lehrt die Geometrie, welche Emwirkung von der Sonne
auf die um Letztere bewegten Korper ausgeiibt werden muss, um jene
Erscheinungen bestindig hervorzubringen.  Auf diese Weise findet sich,
dass die Einwirkung der Sonne auf die um sie laufenden Korper ganz so
ausgeiibt wird, als ob eine Anziehungskraft, deren Stiirke dem Quadrate
der Entfernung wechselseitig proportional wiire, die Korper gegen den Mittel-
punkt der Sonne hintriebe. Geht man daher umgekehrt von der An-
nahme einer solchen Anziehungskraft als von einem Principe aus, so
kinnen jene Erscheinungen als nothwendige Folgen daraus abgeleitet werden.
Hier mag eine blosse Erwiilnung der Gesetze geniigen, und es wird um so
weniger erforderlich sein, an diesem Orte bei ihrem Zusammenhange mit dem
Princip der Schwere zu verweilen, da seit dem grossen Newton noch
mehre andere Schriftsteller jene Materie behandelt haben, und unter diesen
Laplace in seinem vollendeten Werke ,Mécanique Céleste* in einer Weise, die
nichts zu wiinschen iibrig lisst.

3.

Die Untersuchungen der Bewegungen der Himmelskirper, so weit solche
in Kegelschnitten vor sich gehen, erfordern keineswegs eine vollstindige
Theorie dieser Art von Curven, und es wird daher eine einzige allgemeine
Gleichung geniigen, aus der wir Alles ableiten. IEs erscheint deshalb

yverlegt und weiss also nicht, ob durch einen Druck- oder Schreibfehler inversa statt com-
sposita gesetzt ist, doch wohl das Letatere, ob ich gleich nicht begreife, wie es zugegangen ist.“
Anmerkung des Uebersetzers.

1*
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sachgemiiss, gerade die Gleichung auszuwiihlen, auf welche wir als eine
charakteristische bei Erforschung der zufolge des Attractionsgesetzes beschrie-
benen Curve Bezug nehmen. Wenn wir niimlich irgend einen Ort des Korpers
in seiner Bahn bezeichnen durch die Abstinde « und y von zwei geraden
Linien, die in der Ebene der Bahn gezogen sind und im Mittelpunkte der
Qonne d. h. in dem einen der beiden Bremnpunkte der Curve unter rechten
Winkeln sich schneiden; und wenn wir ausserdem die Entfernung eines Kir-
pers von der Sonne (stets positiv genommen) mit 7 benennen, so haben wir
zwischen 7, @, y die linedire Gleichung 7+-ex+By=y; in welcher e, B,y
bestindige Grossen ausdriicken, und zwar y eine Grosse, die ihrer Natur nach
stets positiv ist. Indem wir nun die Lage der geraden Linien, auf welche die
Abstéinde = und y sich beziehen, verindern (eine Lage die an und fiir sich
ganz willkiirlich ist, wenn es nur dabei bleibt, dass sich die Linien unter
rechten Winkeln schneiden), so wird dadurch offenbar die Form der Gleichung
und der Werth von y nicht getndert, wihrend e« und [ immer andere und
wieder andere Werthe erlangen und man sieht, dass jene Lage so bestimmt
werden kann, dass f = 0 wird, ¢ aber wenigstens nicht negativ. - ==
Schreibt man solchergestalt fir e und y beziehungsweise e und p, so nimmt
obige Gleichung die Gestalt an 7 --ex=p. Die gerade Linie, auf welche in
diesem Falle die Abstinde y bezogen werden, heisst die Apsidenlinie, p
der halbe Parameter, e die Excentricitit, und der betreffende Kegel-
schnitt wird mit dem Namen Ellipse, Parabel oder Hyperbel bezeichnet,
je nachdem e kleiner als die Einbeit, gleich der Einheit, oder grosser als
die Einheit ist.

Uebrigens sieht man leicht, dass die Lage der Apsidenlinie durch die
vorgetragenen Bedingungen vollstindig bestimmt ist, den einzigen Fall ausge-
nommen, wo sowohl o als 3 schon an und fiir gsich =0 waren. In diesem
Falle wird stets 7= p, auf welché geraden Linien die Abstinde » und y auch
bezogen werden. Indem daher e ebenfalls = 0 ist, so wird die Curve
(die dann ein Kreis ist) nach unserer Begriffsbestimmung dem Genus der
Ellipsen beizuzihlen sein, hat aber das Eigenthiimliche, dass die Lage der
Apsiden giinzlich willkiirlich bleibt, wenn man anders jene Bezeichnung auch
auf diesen Fall auszudehnen belieben sollte.
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4.

Fiir den Abstand @ wollen wir jetzt den Winkel v einfithren, der
zwischen der Apsidenlinie und der geraden Linie (radius vector) enthalten ist,
die von der Sonme nach dem Orte des Korpers fithrt, und zwar moge dieser
Winkel von derjenigen Seite der Apsidenlinie beginnen, wo die Abstinde @
positiv sind. Auch werde angenommen, dass dieser Winkel nach derjenigen

Gegend hin wachse, wohin die Bewegung des Korpers gerichtet ist. Auf diese

b

- von-
1-+ecosv’

Weise wird @ — 7 cos », und demmach unsere Formel =
sich folgende Schliisse unmittelbar ableiten lassen:
I. Fiir v—=0 wird der Werth des radius vector ein Kleinstes, néimlich

p
1+e

II. Den entgegengesetzten Werthen von v entsprechen gleiche Werthe
von 73 die Apsidenlinie theilt daher den Kegelschnitt in zwei gleiche Theile.

o=

; dieser Punkt heisst das Perihel.

[I. Inder Ellipse wiichst von v =0 an r bestéindig, bis es den gross-
N
ten Werth (7 =

des Aphels nimmt » auf dieselbe Weise wieder ab, wie es frither gewachsen
war, bis es fiir v —360" das Perihel von Neuem beriihrt. Derjenige Theil der
Apsidenlinie, welcher an dieser Stelle vom Perihel und an jener vom Aphel
begrenzt wird, heisst die grosse Axe. HEs wird daher die grosse Halbaxe,

welche auch die mittlere Entfernung genannt wird, = P Der Abstand

- 1—ee
des immitten der Axe belegenen Punktes (des Mittelpunkts der Ellipse)

e) im Aphel erreicht, fiir welches » =180" Nach Passirung

vom Brennpunkte ist = i%: ea, wobei a die grosse Halbaxe bezeichnet.

IV. Dagegen existirt in der Parabel eigentlich kein Aphel, sondern r
wiichst iiber alle Grenzen hinaus, je niher » an 4 180° oder — 180’ heran-
kommt. Fiir v — -+ 180° wird der Werth von = unendlich, was anzeigt,
dass die Curve von der Apsidenlinie in dem, dem Perihele gegeniiber liegenden
Theile nicht geschnitten wird. Es kann daher im eigentlichen Sinne hier von

(4)
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ciner grossen Axe, oder von eimem Mittelpunkte der Curve nicht die Rede
sein; aber mach der gewdhnlichen Manier der Analysis wird durch Erweite-
rung der fiir die Ellipse erfundenen Formeln der grossen Axe ein unendlicher
Werth beigelegt, und der Mittelpunkt der Curve wird unendliche Entfernung
vom Brennpunkte gesetzt.

V. In der Hyperbel schliesslich wird » in noch engere Grenzen einge-

zwingt, n#mlich innerhalb »=— (180°—1v) und v =4 (180°—y); wo W
einen Winkel bezeichnet, dessen Cosinus = - Denn wiihrend » sich einem

dieser Grenzwerthe niihert, wichst # in’s Unendliche fort; und wenn fiir © eier
dieser Grenzwerthe selbst angenommen wiirde, so wiirde der Werth von » als
ein unendlicher herauskommen, was anzeigt, dass die Hyperbel von einer ge-
raden Linie, die gegen die Apsidenlinie unter einem Winkel von 180°—1
oberhalb oder unterhalb geneigt ist, tiberall nicht geschnitten wird. Fiir die
solchergestalt ausgeschlossenen Werthe, néimlich von 180°— bis zu 180° 4-v,
weist unsere Formel dem 7 einen negativen Werth an; denn die gerade Linie,
die unter einem solchen Winkel gegen die Apsidenlinie geneigt ist, schneidet
selbst zwar die Hyperbel nicht, wenn sie jedoch riickwirts verlingert
wird, so trifft sie das andere Stiick der Hyperbel, welches bekanntlich von
dem ersten Stiicke iiberall getrennt und gegen denjenigen Brennpunks
hin, welchen die Sonne einnimmt, convex ist. Aber in unserer Unter-
suchung — welche, wie schon erwihnt, auf der Voraussetzung beruht,
dass » positiv genommen werden soll, — nehmen wir auf dieses zweite Stiick
der Hyperbel keine Riicksicht, worin mnur ein solcher Himmelskorper
cinherziehen kionnte, auf den die Sonne nicht attractiv, sondern nach den-
selben Gesetzen repulsiv wirken wiirde. Im eigentlichen Sinne des Worts
giebt es daher auch in der Hyperbel kein Aphel. Als das Analogon des
Aphels kinnte derjenige Punkt des abgekehrten Stiicks genommen werden,

welcher auf der Apsidenlinie liegt und welcher den Werthen » = 180",

L= ——e%—l— entspricht. ~ Will man daher wie bei der Ellipse den

Werth des Ausdrucks —1—% auch hier, wo er negativ sich ergiebt, die halbe

grosse Axe der Hyperbel mnennen, so zeigt diese Grosse die Entfernung
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des bereits erwiihnten Punktes vom Perihel und zugleich seine Lage an, welche

in der Ellipse die entgegengesetate Stelle einnimmt. Ebenso erhiilt hier s

d. h. der Abstand des mittleren Punktes zwischen diesen beiden Punkten
(Centrums der Hyperbel) vom Brennpunkte einen negativen Werth wegen der

entgegengesetzten Lage.

b.

Der Winkel v, welcher in der Parabel zwischen den Grenzen — 180°
und 4 180°, fiir die Hyperbel innerhalb — (180°—v) und 4 (180°—v) ein-
geschlossen ist, bei der Ellipse aber den ganzen Kreis in stets erneuten Pe-
rioden durchliuft, heisst die wahre Anomalie des bewegten Korpers. Bis-
lang pflegten zwar fast alle Astronomen die wahre Anomalie in der Ellipse
nicht vom Perihel, sondern vom Aphel an zu zidhlen, gegen die Analogie der
Parabel und der Hyperbel, in denen es kein Aphel giebt, und man daher
vom Perihel anfangen musste. Wir haben indess um so weniger Bedenken
getragen, eine Analogie zwischen allen Arten von Kegelschnitten herzustellen,
da die mneusten franzosischen Astronomen dazu mit dem DBeispiele vorange-
gangen sind.

Im Uebrigen ist es mitunter dienlich, die Form des Ausdrucks r =

— P etwas zu iindem. Vorziiglich merke man sich folgende Formeln:
14-ecosv
P p = .
o B e —Besiury T F—d}-2ecos TV
Sk P
~ (d+ecoste’ | (1—e)singo”

pl =5 I der Hyperbel #her

In der Parabel hat man daher: r — —————
2 cos4y v

ist folgender Ausdruck besonders bequem:

a5 P cosy
= Zcost ot w)cos i o—1)
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6.

Wir wollen jetzt zur Vergleichung der ,,Bewegung‘ mit der , Zeit*
schreiten. Wenn man, wie in Art. 1, den innerhalb der Zeit ¢ um die Sonne
beschriebenen Flichenraum — 1 ¢ setzt, die Masse des bewegten Korpers =uw
(die Sonmenmasse = 1 gesetzt), so haben wir: g=Fkt}p.}/(1+4uw). Das Diffe-
rential des Fliichenraums aber wird = 1 rrdv, woraus hervorgeht: k¢1/p.}/(14-u)

— |rrdv, wobei dies Integral so genommen wird, dass es fiir £=0 verschwindet.

Diese Integration muss fiir die verschiedenen Arten von Kegelschnitten auf
verschiedene Weise behandelt werden, weshalb wir das Einzelne getrennt be-
trachten, und den Anfang mit der Ellipse machen wollen.

Da = aus v mittelst eines Bruches bestimmt wird, dessen Nenner
aus zwei Gliedern besteht, so wollen wir vor allen Dingen diese Unbequemlich-
keit durch Einfiihrung einer neuen Grisse fiir v beseitigen. Zu diesem Zwecke

; e : :
setzen wir tang %vf]/—l——e — tang + E, wonach die letzte Formel im vorher-
gehenden Artikel fiir 7 e ik N s Eowe (8L ne ot

_M coleZ sm%E2 ety e e

r— (1_{_6)(303%@ ( 1+6 == >_ e (1—ecos IP.
s g di. 11— i pdE
Ferner wird wosTE'.  wosid 174 1+ und daher: dv = ————V (1—ee)’
7pdE prp

hieraus 7rdv — v (1 — e cos ) dZ und wenn man integrirt:

(1—@6) (1_6)

by o {1 S y=— (1%%6)—% (E— esin K) - Const.

Wenn wir daher die Zeit vom Durchgange durch das Perihel an beginnen
lassen, wo v =0, K=0 und daher auch Constans =0, so haben wir, weil

. kt T
E—esin K= —L(—q—_*_‘f)—
a’f
Bei dieser Gleichung muss der Hiilfswinkel Z, welcher die excen-
trische Anomalie heisst, in Theilen des Halbmessers ausgedriickt werden.

Offenbar aber lisst sich dieser Winkel in Graden etc. beibehalten, wenn man
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kty (14uw)

nur auch esin £ und S e auf dieselbe Art ausdriickt; diese Grossen
a

werden in Bogensecunden erhalten, wenn man sie durch die Zahl 206264,81
multiplicirt. ~ Der Multiplication der letzteren Grosse bleibt man iiber-
hoben, falls man sogleich die Grosse & in Secunden dargestellt anwendet,
und daher setzen wir an Stelle des fritheren Werthes £ = 3548", 18761,
dessen log = 3,5500065746. — Auf diese Weise ausgedriickt heisst die Grosse

Ty die mittlere Anomalie, die daher im Verhdltniss der Zeit

a%
: kY 14u -
wichst und zwar tiglich um das Augment —V—%j_—i, welches man die
: a
mittlere tiigliche Bewegung (motus medius diurnus) nennt. — Die mittlere

Anomalie bezeichnen wir durch 2.

s

Im Perihele sind daher die wahre Anomalie, die excentrische Anomalie
und die mittlere Anomalie = 0. — Indem nun von hieran die wahre Anomalie
wiichst, so werden auch die excentrische und die mittlere jedoch so vermehrt,
dass die excentrische kleiner bleibt, als die wahre, und die mittlere kleiner als die
excentrische, bis zum Aphel, wo alle drei zugleich = 180° werden; von hieran
aber bis zum Perihel ist die excentrische immer grosser als die wahre, und
die mittlere Anomalie grosser als die excentrische, bis im Perihel alle drei
— 360" werden, oder was auf dasselbe herauskommt, alle wiederum = 0.
Im Allgemeinen ist klar, dass, wemn einer wahren Anomalie v eine excen-
trische £ und eine mittlere M entspricht, dann einer wahren von 360°—wv
eine excentrische von 360"— % und eine mittlere von 360°— M entspricht. Der
Unterschied zwischen der wahren Anomalie und der mittleren »— M heisst die
Gleichung des Mittelpunkts (aequatio centri), welche daher vom Perihel
bis zum Aphel positiv, vom Aphel bis zum Perihel negativ ist, im Perihele
und Aphele selbst aber verschwindet. Da nun also » und M den vollen
Kreis von 0 bis zu 360° in der nimlichen Zeit durchlaufen, so wird die
Zeit eines einmaligen Umlaufs, welche auch die periodische Zeit
(tempus periodicum) heisst, in Tagen ausgedriickt gefunden, wenn man 360’

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk, 2
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durch die tigliche Bewegung —Vegg—l——#l dividirt; woraus man sieht, dass fiir
a?

die verschiedenen, um die Sonne revolvirenden Korper die Quadrate der pe-

riodischen Umlaufszeiten den Cuben der mittleren Entfernungen proportional

sind, in soweit es erlaubt ist, deren Massen, oder vielmehr die Ungleichheit

der Massen zu vernachlissigen.

8.

Nun wollen wir die bemerkenswerthesten Relationen zwischen den Ano-
malien und dem radius vector sammeln, deren Ableitung Niemandem, der nur mittel-
missig in der trigonometrischen Analyse bewandert ist, Schwierigkeiten darbieten
kann. Die Formeln werden concinner, wenn man fiir e den Winkel einfiihrt,
dessen Sinus = e ist. Wird dieser Winkel mit ¢ bezeichnet, so hat man:

Y (1—ee)=cosg; I/ (14 =cos(45°— 4 9) )/ 2; / (1—e)—cos (45" + £ )1/ 2;
1—e 5

e S ibels = V(14e+1V Q-—¢ = 2eos st gl f e

V (1—e) = 2sin § 9. — Die vorziiglichsten Relationen zwischen @, p, 7, ¢, ¢,

v, I, M sind folgende:
L p=—doowg

B p
el 14 ecosv
OI. r=a(1—ecos E)

G atenl O o cos B
V. uosE——l—_m, oder cos v T

; : e ¢ r(1—e)
e Sm%E:V%(l_COSE):SIH%/le—-_i_—GOO—S;:Sm%vl/——p—:

Sl (1+6>
1+e r(14¢)

VI cost E=1 1 (1+4cos)=coszv}/

.
cos+v ) i

VII. tang 4 E=tang+v tang (45'—+ @)

Nl s A e 1
1+ ecosw aonr il P
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; __ rsinvcosg _ rsinv
YIIL sin K= 7 g
IX. rcosv=a(cos E—e)=2acos(5E+ 59+ 45" cos (4 E—5p—45")

2

X. sint(p—E)=sint gsinv})/ % —sintgsin B) -

XL sini(v 4 E)=cost (psinvy-;i = cos}psin B/ —
XI. M=E—esin E.

9.

Verléingert man ein, aus irgend einem Punkte der Ellipse auf die
Apsidenlinie gefilltes Perpendikel riickwiirts, bis es einen aus dem Mittel-
punkte der Ellipse mit dem Halbmesser = a beschriebenen Kreis trifft, so
wird die Neigung desjenigen Halbmessers, der dem Einschneidepunkte entspricht,
gegen die Apsidenlinie (dhnlich verstanden, wie vorhin fiir die wahre Anomalie)
der excentrischen Anomalie gleich sein, wie sich ohne Miihe aus der Gleichung IX
im vorhergehenden Artikel ableiten ldisst. Man sieht ferner, dass »sinv den
Abstand eines jeden Punktes der Ellipse von der Apsidenlinie bezeichnet; und
da dieser Abstand nach Gleichung VIII = @ cos ¢ sin & ist, so wird er seinen
grossten Werth bei % — 90° erreichen, d. h. im Mittelpunkte der Ellipse.

p 55 5 .
e = J/ap heisst die halbe

kleine Axe. Im Bremnnpunkte der Ellipse, d. h. fiir v =90°, wird jener
Abstand offenbar = p, oder gleich dem halben Parameter.

Dieser grosste Abstand, der = a cos ¢ =

10. (9)

Die Gleichungen des Art. 8 enthalten Alles, was zur Berechnung der
excentrischen Anomalie und der mittleren aus der wahren, oder der excentrischen
und der wahren aus der mittleren erforderlich ist. Um die excentrische aus
der wahren abzuleiten, bedient man sich gewdohnlich der Formel VII. Ge-
meiniglich jedoch empfiehlt es sich, zu diesem Zwecke die Gleichung X zu

benutzen, besonders sobald die Excentricitiit nicht zu gross ist, in welchem
2*



12

Falle £ mit grosserer Schirfe aus X berechnet werden kann, als aus VIL
Ausserdem hat man bei Anwendung der Gleichung X den Logarithmus des
Sinus von %, der in XII gebraucht wird, sofort durch die Gleichung VIII,
welcher bei Anwendung von VII erst aus den Tafeln genommen werden
miisste; wenn daher bei jener Methode der fragliche Logarithmus gleichfalls
den Tafeln entnommen wird, so erlangt man dadurch eine Priifung fiir die
Richtigkeit der Rechnung.

geschehen kann, unsere eifrige Sorge sein. Zur besseren Erliuterung fiigen
wir ein vollstindig berechnetes Beispiel hinzu:

Gegeben sel v=2310"55'29"64, ¢ =14"12"1"87, logr=10,3307640;

Erstes Buch.

Gesucht werden: p, @, £ und M.

*) Der dem Logarithmus heigefiigte Buchstab » deutet an, dass die ihm entsprechende Zahl eine

negative ist.

100810 @ns = wnvn s 9,389 7262
fog ot e cos 9,816 2877

9,206 0139 woraus e cos v = 0,160 6993

log (1 + e cos v).. 0,064 7197

Erster Abschnitt.

Derartige Rechnungspriifungen und Bestiitigungen
sind stets iiberaus schiitzbar, und uns bei denselben Raths zu erholen, wird
daher bei allen in diesem Werke abzuhandelnden Methoden, da wo es bequem

logieeis cvnidviies 0,330 7640

lofe vaacnes v 0,395 4837

{0108 2 - - et iAo 9,973 0448

A e R B 0,422 4389

lopmb o5 3% 9,8782740 n™)

log Y/ 200t .. 0,032 3598.5
9,845 9141 .57

log Biieg B cia i 9,092 0395

log sin & (v— k) 8,9379536.5n also 3 (v— E)=— 4° 58 22" 94;
o H -9 56 AN 88— 390° 521n B)

o s g



Relationen, die einen einzelnen Ort in der Bahn betreffen. 13

Ferner wird

log o 9.389 7262 Rechnung fiir log sin £ nach Formel VIII. (10)
.......... ; [

log 206264,8. . . 5,314 4251 log S A L o e 9,8135543n

logein Sec. . . . . 4,704 1513 logeos @ ........ 9,986 5224

oo din Ao, ... ., 9,8000767 7 Taorame B0y 0 5o s 9,800 0767 n

450422807 also esinZinSec.=381932" 14=8"52'12"14
und M= 329° 44' 27" 66. — Rechnung nach Formel VII fiir £:

1y 155° 27/ 44" 82 log tang £ ...... 9,659 4579 n
45'—1 =37°53'59"065 logtang (45°—+¢) 9,891 2427
logtang: B . 9,550 7006 7

woraus + F=160°26' 7" 76 und F = 320" 52'15" 52, wie oben.

11,

Die umgekehrte, unter dem Namen des Kepler’schen Problems be-
riihmte Aufgabe, niimlich aus der mittleren Anomalie die wahre und den radius
vector zu finden, kommt weit hiufiger zur Frage. Die Astronomen pflegen die
Gleichung des Mittelpunktes durch eine unendliche, nach den Sinussen der Winkel
M, 2M, 3M etc. fortschreitende Reihe darzustellen, wobei die einzelnen
Coefficienten der Sinusse ebenfalls Reihen sind, die nach den Potenzen
der Excentricitit in’s Unendliche fortlaufen. Ich habe es um so weniger fiir
nothwendig erachtet, mich bei dieser von mehrern Schriftstellern entwickelten
Formel fiir die Gleichung des Mittelpunktes hier cmfzuhalten, weil sie, wenigstens
nach meinem Urtheile, fiir den praktischen Gebrauch, namentlich wenn die
Excentricitit nicht sehr klein ist, viel weniger geeignet ist, als die indirecte
Methode, welche ich daher in der Form, die mir die bequemste scheint, etwas
niher ersrtern will.

Die Gleichung XII, E= M+ esin F, die transcendent ist und eine
directe Auflgsung nicht zuldisst, wird durch Versuche aufgeldst, indem man
mit einem geniiherten Werthe von E beginnt, der durch geeignete, so oft
wiederholte Methoden corrigirt wird, bis er jener Gleichung genau Geniige
thut, d. h. entweder mit aller der Genauigkeit, welche die Sinustafeln zulassen,
oder doch mit der, welche dem vorgesteckten Ziele entspricht. Wenn nun
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jene Correctionen mnicht blindlings, sondern nach einer sicheren und bestimmten
Norm angestellt werden, so besteht kaum ein wesentlicher Unterschied zwischen
einer solchen indirecten Methode und der Auflosung durch Reihen, wenn nicht
darin, dass bei jener der erste Werth der Unbekannten einigermaassen will-
kiirlich ist, was eher fiir einen Gewinn gelten kann, da ein schicklich ausge-
withlter Werth es erlaubt, die Verbesserungen ausserordentlich zu beschleunigen.
Setzen wir voraus, dass ¢ ein geniherter Werth von £ sei, und « die jenem
hinzuzufiigende (in Secunden ausgedriickte) Verbesserung, so dass der Werth
= ¢4 o unserer Gleichung genau Geniige thut. Man berechne esiné in
Secunden durch Logarithmen, und bemerke bei dieser Ausfiihrung zugleich
aus den Tafeln die Aenderung von logsine fiir 1”7 durch die Variation
von ¢, sowie die Veriinderung des log esin ¢ fiir die Aenderung einer Einheit
in der Zahl esin e; diese Veriinderungen mogen ohne Riicksicht auf die Zeichen
i, w sein, wobei es kaum nothig ist, daran zu erinnern, dass dabei jeder
Logarithmus durch gleich viele Decimalstellen ausgedriickt vorausgesetzt wird.
Wenn nun schon & dem wahren Werthe von £ bereits so nahe kommt, dass
man die Veriinderungen des Logarithmus des Sinus von & bis zu &+ 2,
und die Veriinderungen des Logarithmus der Zahl von esin ¢ bis zu ¢ sin (e4-2)
als einférmige annehmen kann, so liisst sich offenbar setzen: esin (s4-2)=

; Az - . :
e sin e = ———, wobei das obere Zeichen fiir den ersten und vierten Qua-
dranten, das untere fiir den zweiten und dritten gilt. — Es sei daher ¢4 =

M+ esin (¢ + ), so wird 2= 7%—1 (M esin e—¢) und der wahre Werth

von E, oder von ¢+ a=2M-+esine+ T%A_ (M 4+ e sin e—¢) wobei die
Zeichen in angegebener Weise bestimmt werden. Uebrigens sieht man leicht,
dass ohne Riicksicht auf das Zeichen p:i=1:ecosé und daher immer w
grissser als A, woraus geschlossen wird, dass im ersten und letzten Quadran-
ten M- esine zwischen ¢ und ¢, dass aber im zweiten und dritten
¢+ @ zwischen & und M esin ¢ liegt; eine Regel, welche uns der Beachtung
der Zeichen iiberhebt. Weicht der vorausgesetzte Werth von & noch zu sehr
von der Wahrheit ab, als dass die vorhin erwiihnte Voraussetzung genau
genug sein sollte, so wird ‘man wenigstens durch diese Methode einen viel
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niheren Werth finden, mit welchem man die nidmliche Operation noch einmal
und so oft es nothig scheint, zu wiederholen hat. KEs ist ohne Weiteres
klar, dass, wenn der Unterschied des ersten Werthes fiir ¢ vom wahren, als
eine Grosse der ersten Ordnung angesehen wird, der Fehler des neuen Werthes
zur zweiten Ordnung gehort und durch Wiederholung der Operation zur vierten,
achten ete. Ordnung heruntergebracht wird. Desto kleiner iiberdies die Excen-
tricitiit ist, desto schneller werden die successiven Verbesserungen convergiren.

12.

Ein geniherter Werth fiir %, von welchem man bei der Rechnung
ausgehen kann, wird gemeiniglich zur Hand sein, besonders falls die Aufgabe
fiir mehre Werthe von M zu lisen ist, von denen einige schon absolvirt sind.
In Ermangelung aller anderen Hiilfsmittel constirt aber wenigstens soviel, dass &
zwischen den Grenzen M und M- e liegen muss (wo e die in Secunden aus-
gedriickte Excentricitiit bezeichnet und wobei das obere Zeichen im ersten und
zweiten Quadranten, das untere im dritten und vierten genommen wird). Es
kann daher fiir den Anfangswerth von £ entweder M, oder ein Werth ange-
nommen werden, der nach irgend welcher Schitzung vermehrt oder vermindert
ist. Kaum braucht erwihnt zu werden, dass die erste Rechnung, sobald man
von einem wenig genauen Werthe ausgeht, keine ingstliche Genauigkeit erfordert,
und dass kleinere Logarithmentafeln, z. B. die von Lalande, vollig ausreichen.
Ausserdem kann man zur Bequemlichkeit der Rechnung immer solche Werthe
fiir ¢ wihlen, deren Sinus aus den Tafeln selbst ohne Interpolation sich ent-
nehmen lisst, z. B. in Minuten oder in vollen Zehnern der Secunden, je
nachdem die angewandten Tafeln in Minuten, oder von zehn zu zehn Secunden
fortschreiten. Uebrigens kann Jeder leicht diejenigen Modificationen entwickeln,
welche jene Vorschriften fiir den Fall erleiden, dass die Winkel in der neuen
Decimaleintheilung ausgedriickt sind.

13.

Beispiel: Es sei die Excentricitiit dieselbe wie im Beispiel zu Art. 10.
M = 332° 28 54" 77. Hier ist daher log e in Secunden = 4,7041513 und

(12)
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deshalb e=50600" = 14" 3' 20". Da nun hier £ kleiner sein muss als M, so
setzen wir zur ersten Rechnung &= 326°, wofiir man aus den kleinern Tafeln
erhilt:

logsine ....9,747T56 m, Verinderung fiir 1'...19, also A= 0,312

log e in Sec. . 4,704 15

445171 n
hieraus esine =—— 28295” L sl 35" V‘er'slrfderlfng .des Logarithmus fiir eine Tafel-
M + el s 394 37 20 einheit, die hier 13 zbelg,r:;l;ht, <02 15,255 also
Differirt von & um 1°22 40" = 4960", folglich —(1)’—:3%? X 4960”
’

—1276" =21'16". Hiermit wird der verbesserte Werth von & — 324°37'20" —
91' 16" — 324° 16' 4/, mit welchem man die Reclmung nach grosseren Tafeln

wiederholt.
logsine ...9,7664112 n 4 ==2095
100 € oet ws 4,704 1513
4,470 5625 7 w=— 146
e sin e = — 29550" 34 =— — 8°12' 30" 34
M emmie o i 324° 16' 24" 43
Differirt vol simm. . .45 v o — 20" 43. Multiplicirt man diese
iy & 29.25 "
Differenz durch r v o, T so erhilt man — 5”12 und daher ist der

aufs Neue verbesserte Werth fiir £ = 324° 16' 24" 435" 12 — 324° 16’ 29" 55,
innerhalb 0" 01 genau.

14.

Zur Bestimmung der wahren Anomalie und des radius vector aus der
excentrischen Anomalie geben die Gleichungen des Art. 8 mehre Methoden an
die Hand, von denen wir die vorziiglichsten erliutern wollen.

I. Nach der gewdhnlichen Methode wird » durch die Gleichung VII
und dann 7 durch die Gleichung II bestimmt. Auf diese Weise steht das
Beispiel des vorhergehenden Artikels, wenn man den fiir p in Art. 10 gege-
benen Werth beibehilt, so:
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L E=162"8 14" 15. o B Ui Tl 9,389 71262
Posamg it B V. 0. 9,508 2198 n Loz e08 B3 .0l 4 9,849 6597

log tang (45°—5 ¢) . . 9,891 2427 - 9,2393859 -
dop tanpion L e 9,6169771 » e cos v = 0,173 5345
Lo 1 30 41750 Tol p el 075 0,395 4837
=505 11.23,00 log (1+4ecosv)..0,0694959
{27 7 e R S D 0,3259878

II. Kiirzer ist folgende Methode, wenn mehre Orte zu berechnen sind,

fiir welche man die constanten Logarithmen der Grossen Va(i+e), Va(l—e)
nur einmal zu berechnen braucht. Aus den Gleichungen V und VI erhilt man

e et ]
sinto)r = sintEVa(l+e
1 Ay il
costo)/r = cost EVa(l—e)
wodurch 1o und log}/r sclmell bestimmt werden. Im Allgemeinen wird

allerdings — sobald man Psin@Q = A, PcosQ = B hat — Q durch die

4 i s A B
Formel tang Q = = gefunden, und dann ist hiernach e = i oder ' — Ty

Die Erstere wendet man an, wenn sin @ grosser als cos @ ist; die zweite,
wenn cos @ grosser als sin @ ist. Gemeiniglich schliessen die Aufgaben, bei
welchen man zu solchen Gleichungen gelangt, (wie dieselben denn in
diesem Werke sehr hiufig vorkommen) die Bedingung in sich, dass P eine
positive Grosse sein muss, und dann wird der Zweifel, ob  innerhalb
0° bis 180°, oder von 180°—360° zu nehmen ist, von selbst beseitigt. ~Olme
das Vorhandensein einer solchen Bedingung aber bleibt diese Bestimmung
unserem Krmessen iiberlassen.

In unserem Beispiele haben wir e = 0,245 3162,

logsing & ....9,486 7632 logcog s Bis. i - . 9,9785434 n

logVa(1+e¢).. 0,258 8593 logV a(1—e). .. 0,150 1020
Hieraus

log sint v}/r..9,7456225 | woraus log tangyv = 9,6169771 »

log costw)/r..0,128 6454 n | 1y = 157°30'41" 50

log cosd v....9,9656515n v = 315 123,00

W, 50 0,162 9939

lomips.dnibis. 0,325 9878

w

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk.
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III. Diesen Methoden fiigen wir eine dritte hinzu, welche beinahe
ebenso kurz, als die zweite, dieser aber da, wo die Husserste Genauigkeit
verlangt wird, meistens vorzuziehen ist. Zuerst wird nidmlich 7 durch die
Gleichung IIT, und sodann » aus X bestimmt. Unser auf diese Weise be-
handeltes Beispiel steht dann so:

IOBRE Gt ¢ o 9,389 7262 log sin . ... ibu%vs 9,766 3366 n
1y gl R e 9,909 4637 log})/(1—ecos E)....9,951 7744
9,299 1899 9,814 56227
e cos B} = 0,199 1544 log eingd 4o S aiivaiin i i 9,092 0395
lop, @ .5 5 kit . £ 5 0,422 4389 log sin (v—E) ..... 8,906 6017 »
log (1—e cos E) ...9,903 5488 1(v—E) =—4°37'83"24
e o 0,325 9877 vl e i R

p— F b 1P D
Zur Priifung der Rechnung ist die Formel VIII oder XI sehr bequem,
vorziiglich wenn » und » durch die dritte Methode bestimmt sind. Hier folgt
die Rechnung:

log %sin /7....9,862 7878 n log sin B}/ ........ 9,8145622n
lopcoip viu 9,986 5224 log CoBr G comaisonis 9,996 6567
9,8493102 % 9,8112189
log sin® - gls 9,8493102n log sini (w4 X&) ..... 9,8112189 %
15'

Da die mittlere Anomalie M, wie wir gesehen haben, durch v und ¢
vollstindig bestimmt wird, und ebenso v durch M und ¢, so ist klar, dass, wenn
alle drei Grossen zugleich als verdinderliche betrachtet werden, unter ihren
differentialen Aenderungen eine Bedingungsgleichung Statt finden miisse, deren

Erforschung nicht iiberfliissig erscheint. Indem man zuerst die Gleichung VII
dwv d

- - & dE ; £:
im Art. 8 differentirt, erhblt moam.  — == = == ?_. differentiirt man nun
sin & sin v cos @

auch die Gleichung XII, so folgt dM = (1—e cos E) d E—sin I cos g d ¢.

Eliminirt man aus diesen Differentialgleichungen d /7, so resultirt
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sin K (1—e cos E) i sin £ (1—e cos E)
T d?)——*(SlnL COS(P"]——(;O—S‘&)‘———) d(])

oder, falls man fiir sin £ und fiir 1—e cos # ihre Werthe aus den Gleichun-
gen VIII und III substituirt:
o Ay s r(r4-p)sinv i

g

aacos @ aa cos p?
oder endlich, wenn man jeden Coefficienten nur durch » und ¢ ausdriickt:

o cos ¢° (2 4 ecosv) sinv cos ¢*
dM = (14 ecosv)? e (1-}ecosw)? de

Betrachtet man umgekehrt » als eine Function der Grossen M und ¢, so erhilt
die Gleichung folgende Form:

"t aaiism dﬂ{_{_(?-{—ecosv)sin'v deg

Ccos @

oder durch Einfithrung von /' statt
aa cosq>

g d]l[+ (2—ecosE——ee) sin /d ¢.

16.

Der radius vector » wird durch » und ¢ oder durch M und ¢ mnoch
nicht vollstindig bestimmt, sondern hingt derselbe iiberdies von p oder von a
ab. Sein Differential besteht daher aus drei Gliedern. Durch Differentiation
der Gleichung II im Art. 8 erhilt man

dr dp esinw COS @ COSV
r S 1-}+ecosv dv_l—}—ecosv
; d / i
Setzt man hier %}Q =——2tangpdog, (was aus der Differentiation der

Gleichung T folgt) und driickt zufolge des vorhergehenden Artikels dv durch

dM und d¢ aus, so folgt nach den nothigen Reductionen

PN —{— »—tangcpsnde———cos(pcosvdgp, oder

7
dig— zda—}-atang(psinvdM—acosgucosvd(p

Uebrigens beruhen diese, sowie die im vorhergehenden Artikel
entwickelten Formeln auf der Annahme, dass », ¢ und M oder viel-
mehr dv, dg und dM in Theilen des Radius dargestellt werden. Will

man also die Veriinderungen der Winkel », ¢, M in Secunden aus-
Q %
9
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driicken, so muss man entweder diejenigen Theile der Formeln, welche du,
d¢ oder d M enthalten, durch 206264,8 dividiren, oder diejenigen, welche i,
dp oder da enthalten, durch dieselbe Zahl multipliciren. Es werden daher
die Formeln des vorhergehenden Artikels, welche in dieser Beziehung homogen
sind, einer Aenderung nicht bediirfen.

17.

Wir wollen noch Einiges iiber die Untersuchung der grdossten
Mittelpunktsgleichung hinzufiigen.  Zuvorderst ist von selbst Kklar,
dass der Unterschied zwischen der excentrischen und mittleren Anomalie
ein Grosstes ist fir £ = 90°, wo er gleich ¢ (in Graden u.s. w. ausgedriickt)
ist; der radius vector in diesem Punkte ist = @; woraus v = 90" 4@ und
so ist die ganze Gleichung des Mittelpunkts = ¢--¢, welche jedoch hier
nicht ein Grosstes ist, weil der Unterschied zwischen v und £ noch iiber ¢
hinaus anwachsen kann. Dieser Unterschied wird ein Grosstes fiir d (v—£) = 0,

oder fir dv = d B, wo die Exentricitiit offenbar als constant anzusehen ist.

: . d d B e :

Da im Allgemeinen 2P — 2= so erhellt bei dieser Annahme, dass in
sin v sin

dem Punkte, wo die Differenz zwischen v und £ ein Grosstes ist, sinv = sin &
sein muss; wodurch man aus den Gleichungen VIII und III erhilt: r = acosg;

ecos B — 1—cos @, oder cos B = + tang3¢. Ebenso wird gefunden: cosv =
—tang £ ¢, weshalb sein wird"): v = 90°+ arc. sin tang 1 ¢, B = 90°—
Veosg

arc. sin tang L ¢, hieraus ferner sin £/ = V(1—tang 3 9*) = ——— 55 50 dass
2

die ganze Gleichung des Mittelpunkts in diesem Punkte wird = 2 arc.sintang 3¢

+2sinLg)/ cos g, wobei der zweite Theil in Graden etc. ausgedriickt ist. In

demjenigen Punkte endlich, wo die ganze Gleichung des Mittelpunktes ein

Grosstes ist, muss do = d M werden und daher nach Art. 15, r = a]/cos@;

hiernach wird

3
1—cosgp” i—coB 1—cos tang 4 @
GORP = — ey Y eoR i — Vg e o

e T e =) eosg) -\ L] cong i

*) Auf diejenigen Maxima, die zwischen dem Aphel und dem Perihel liegen, braucht man keine
Riicksicht zu nehmen, da sie offenbar von den zwischen Perihel und Aphel belegenen nur in den Zeichen

verschieden sind,
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durch welche Formel man F mit der Hussersten Genauigkeit bestimmen kann.
Wenn E gefunden ist, so wird mittelst der Gleichungen X und XII die Gleichung
des Mittelpunktes
i frial
= 2arc. sin &?(p—sm—ﬂ J-esin E.
cos @

Bei dem Ausdrucke der grissten Mittelpunktsgleichung durch eine, nach
den Potenzen der Excentricitiit fortschreitende Reihe, die mehre Schrift-
steller abgehandelt haben, will ich mich hier nicht aufhalten. Als Beispiel
wollen wir einen Conspectus der drei hier betrachteten Maxima fiir die Juno
hinzufiigen, deren Excentricitiit nach den neuesten Elementen = 0,2554996
angenommen ist.

Maximum E = SR v—M

E—M |90° O 0|14°3820"57 | 14°48'11"48 | 29°26'32" 05
v—E 82 32 9 (14 305401 |14 554179 |29 26 3580
w— M |86 1440 | 14 36 27 39 | 14 53 4957 | 29 2016 96

In der Parabel wiirden die excentrische Anomalie, die mittlere Ano-
malie und die mittlere Bewegung = 0 werden, und hier konnen also diese

Begriffshestimmungen nicht zur Vergleichung der Bewegung mit der Zeit
dienen. Jedoch bediirfen wir bei der Parabel zur Integrirung von r7dv eines
Hiilfswinkels iiberall nicht; denn es wird

ey, - ppdtangde o £ 5
Uil s o e 2cos%;{ = Lpp (14 tang 4 v*) d tang 5 v,

und daher: frrdz; — Lpp(tang Lv-+~Ltang $0°) 4 const. Wenn man die Zeit

vom Durchgange durch das Perihel zu zihlen beginnt, so wird die Constante

— (0 und man hat daher

tang 3 v+ +tang 3 v

R 2tk (14w

p%
durch welche Formel man ¢ aus » und v aus ¢ ableiten kann, sobald p und w
bekannt sind. Statt p pflegt bei parabolischen Elementen der radius vector
im Perihele, der = 1p ist, angewandt und die Masse iiberhaupt vernachlissigt

(17)
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zu werden. Schwerlich wird es jemals moglich sein, die Masse eines solchen
Korpers, dessen Bahn als Parabel berechnet wird, zu bestimmen und in
Wahrheit scheinen die Cometen nach den neusten und besten Beobachtungen
eine so geringe Dichtigkeit und Masse zu besitzen, dass letztere als unmerklich
angesehen und mit Sicherheit vernachlissigt werden kann.

19.

Die Auflssung der Aufgabe: aus der wahren Anomalie die Zeit ab-
zuleiten und noch vielmehr die Auflssung des umgekehrten Problems, kann
bedeutend durch eine Hiilfstafel erleichtert werden, welche in sehr vielen astro-
nomischen Biichern sich findet. Die bei weitem bequemste aber ist die Bar-
ker'sche Tafel, welche auch dem ausgezeichneten Werke von Olbers (Abhand-
lung iiber die leichteste und bequemste Methode die Bahn eines Cometen zu
berechnen, Weimar 1797) angehiingt ist. Dieselbe enthilt fiir alle wahren
Anomalien von 0 bis 180" von fiinf zu fiinf Minuten den Werth des Ausdruckes
75 tang +v + 25 tang £ v° unter dem Namen mittlere Bewegung (motus medius).
Wird daher die Zeit verlangt, welche der wahren Anomalie v entspricht, so
braucht man nur die mit dem Argumente » aus der Tafel genommene mittlere

Bewegung durch 15? % dividiren, welche Grosse die mittlere tiigliche Be-
Z

wegung (motus medius diurnus) heisst; wenn dagegen aus der Zeit die wahre
Anomalie berechnet werden soll, so muss man die in Tagen ausgedriickte Zeit

o 100k il : : : z
mit — 5~ multipliciren, um die mittlere Bewegung zu erhalten, womit man die
p"f
entsprechende Anomalie aus der Tafel nimmt. Im Uebrigen entspricht offenbar
einem negativen Werthe von v dieselbe mittlere Bewegung und Zeit, aber
negativ genommen. Die niémliche Tafel dient daher ebensowohl fiir negative
als fiir positive Anomalien. Will man statt p lieber den Abstand im Peri-

(18) hele 1p =g benutzen, so wird die mittlere Bewegung ausgedriicks durch
k—‘%—, wo der constante Factor £)/2812,5 gleich wird: 0,912 279 061 und

g
dessen Logarithmus = 9,9601277069. Hat man die Anomalie v gefunden,
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so wird der radius vector durch die schon oben erwihnte Formel r = quvr
2

bestimmt.”)

20.

=3
Durch Differentiation der Gleichung tang 1 v -+ tang 30" = 2#kp *, erhiilt
man, wenn alle Grossen v, ¢, p als veréinderliche behandelt werden,

& ) i _kVp 3tk
2008—%—’0‘ _2kp dt—?’tkp dp) OdeI‘ dU_Tdt—W dp

Wiinscht man die Veriinderungen der Anomalie » in Secunden auszudriicken,
so miissen auch beide Theile von dv auf diese Weise ausgedriickt werden,
d. h. man muss fiir £ den im Art. 6 gegebenen Werth 3548”188 annehmen.
Wenn nun iiberdies fiir p eingefiihrt wird 4p = ¢, so erhilt die Formel die
Gestalt 4 il

t
Mo klfr/'r 5 Ay m)/2q dg,
wobei die constanten Logarithmen logk]/2 = 3,7005215724; log3k) § =
3,876 6128315 zur Anwendung kommen.

Ferner wird durch die Differentiation der Gleichung

d d
5 cog 1ii erhalten -} = —;i +tang s v d v,

oder wenn man dv durch d¢ und dp ausdriickt:
oy (1 3kttang7}v) dp __l_k]/ptan v de

r =

WoE e 30 2y
Der Coefficient von dp geht, wenn man fiir ¢ den Werth aus » substituirt, iiber in
1 3ptangfv®  ptangfo’

P s e ( +Ltang +0* — L sin Lo’ — Lsin$ o’ tang 3 0?)
ks :
C—-—gsov der Coefﬁment von d? abel wird = — ]1/np hieraus folgt dr = § cosvdp
k .
i 1s/u;v dt oder, wenn man ¢ fiir p einfiihrt,
Ir .= otnn g ’“VS‘;” dt (19)

Der hier anzuwendende constante Logarithmus ist logk)/ 4 = 8,085 066 4436.

*) Bine zu diesem Artikel gehorende Bemerkung von Gauss in Nr. 474 der Astronomischen Nach-
richten siehe Anhang. Anmerkung des Uebersetzers.
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21.

In der Hyperbel wiirden ¢ und E imaginire Grossen werden,
und man muss, um solche zu vermeiden, an deren Stelle andere Hiilfs-

grossen  einfilhren.  Den Winkel, dessen Cosinus = — 1ist, bezeichneten

wir schon oben mit v und fanden den radius vector = - P ;
2 e cos & (v—y) cos & (v-w)
Mo A g e [ ; 87 ity
Die Factoren in dem Nemner dieses Bruches, cos+(v—y) und cos+ (v 4v),

werden einander gleich, wenn v = 0 ist, der zweite verschwindet bei dem
grossten positiven Werthe von v, der erste aber bei dem grissten negativen
cosL(v—)
cos L (v-)
wichst in infinitum, wiihrend o sich seinem Grenzwerthe 180°—wy nihert; da-

Werthe. Setzt man daher = 4, #0° wird w =='1 50" Perihely es

gegen nimmt es in infinitum ab, wenn » zu seinem anderen Grenzwerthe
—(180°—) zuriickkehrt; so dass den entgegengesetzten Werthen fiir v die
reciproken Werthe von u, oder, was dasselbe ist, solche Werthe entsprechen,
deren Logarithmen complementiire sind.

Dieser Quotient u kann sehr bequem in der Hyperbel als Hiilfsgrisse
angewandt werden; und mit ungefihr gieicher Concinnitit kann an seiner Stelle
= : e—1 . .
der Winkel fungiren, dessen Tangente =tang—;—v]/m ist, und den wir zur

Verfolgung der Analogie mit der Ellipse, durch 1 F bezeichnen wollen.

Auf diese Weise sammelt man leicht folgende Relationen zwischen den
Grossen v, 7, u, I, wobei wir a = — b setzen, so dass 0 als positive Grosse
herauskommt :

o 2
I. b= pcotangy
II Pl P s pCOSl[)
* "T TFecosv  2cosi(v—y) cos(v+)
e—1 1 1 u—1
= o= Oeoss = -
P | tang 5 v tang 5 ¥ R
cos 4 (v— 1--tang L F
Vi == ———fL—ﬂ = —j——J"f—I; — tang (45°+ 3 F)
cos & (v-1) 1—tang 4

G T 1} coswycosv ~ e-j-cosw
V. _TZ(u—F?)_ 2cos§ (v—y) cosy(w+y) ~ 1-f-ecosv

1. tang 1 F = tang 5oV
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Wenn man von der Gleichung V auf beiden Seiten 1 abzieht, so folgt:

- - : 1)b
VI sinto)/r :sm%F]/(—e_—l}))co—F s 040;13 (20)

= L)Yy — ey

In #hnlicher Weise wird, wenn man auf beiden Seiten 1 addirt:
% 1)b
VIL cosiv]/r—= COS%F]/—@_I_—{J)-C—OS—F = i CosF

=t )Y by, = Her )y

/]

Dividirt man VI durch VII, so kommt man zu III zuariick; die Multi-
plication ergiebt:

VIIL. 7sinv = p cotang y tang ' = b tang v tang F'
= 4 P cotang Y (u—%) = 3 btangy (u———:‘—)
Aus Combination der Gleichungen IT und V leitet sich leicht ab:

1 1
IX. rcosv=>b(e——F)= 20 2=t

X, r=b(2p—1) = $5(c@+1)—2)

22.

Aus Diffelentiation der Formel IV folgt (wenn man 1w als bestiindige

tang 4 (v—)) dv = ”—a;jg—”’— dv;

7

Grosse ansieht) — 1 (tan (v+vy)

hieraus rrdv =

du; oder, falls fiir » der Werth aus X substituirt wird:

utan gy
rrdv = bb tang ¥ (%e(l +H> __7 du

Integrirt man hierauf so, dass das Integral im Perihel verschwindet,
so resultirt:

fm‘dv = bbtangy (L e(u— —i—)—logu) =ktyp. V(1 +u)=kttangy)/b.)/(14+u)
Hier ist der Logarithme ein hyperbolischer; will man daher Logarithmen aus

dem Brigg’schen Systeme, oder allgemein aus einem Systeme anwenden, dessen
Modulus = 4 ist, und die Masse u (von der wir annehmen, dass sie fiir einen

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. Himmelsk. -+
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in der Hyperbel einherziehenden Korper unbestimmbar sei) vernachlissigen,
so nimmt die Gleichung folgende Gestalt an:

= uu—1 Lkt
XL Sdpe— o ionge 0
oder durch Einfiihrung von £
7 Akt
Letang F—logtang (45° 4 1 F) = o

Wenn bei der Anwendung Brigg'sche Logarithmen vorausgesetzt werden, so
haben wir logi = 9,637 7843113 und log ik = 7,873 3657527, aber man kann
eine etwas grossere Genauigkeit erreichen, wenn die hyperbolischen Logarithmen
unmittelbar angewandt werden. Hyperbolische Logarithmen der Tangenten
werden in mehren Tafel-Sammlungen angetroffen, z. B. in der Schulze’schen,
und in noch grosserer Ausdehnung bei ,,Bemjamin Ursinus, grosser logarith-
mischer Canon der Dreiecke, Ciln 1624, wo sie von 10 zu 10 Secunden fort-
gehen. Uebrigens zeigt die Formel XI, dass den reciproken Werthen von w,
oder den entgegengesetzten Werthen von ¥ und », auch entgegengesetzte Werthe
von ¢ entsprechen, weshalb gleiche Theile der Hyperbel die auf beiden Seiten
gleich weit vom Perihel abstehen, in gleichen Zeiten beschrieben werden.

23.

Benutzt man, um die Zeit aus der wahren Anomalie zu finden, die
Hiilfsgrisse u, so wird deren Werth am hequemsten durch die Gleichung IV

bestimmt, worauf die Formel II sofort ohne mneue Rechnung p aus 7, oder

; ; : ; i Akt
r aus p giebt. Ist alsdann w gefunden, so giebt Formel XI die Grdsse —-,
b

welche der mittleren Anomalie in der Ellipse analog ist, und mit N bezeichnet
werde, und hieraus ergiebt sich die seit dem Durchgange durch’s Perihel ver-

s 2 S Ae(uu—1 g
flossene Zeit. Da der erstere Theil von XN, nimlich ~—(li?l;—)— durch die

= Arsin v
Formel VIII = To§1n1
Sin

zur Priifing der Schiirfe dienen, oder es lisst sich, wenn man dies vorzieht,

wird, so kann die doppelte Berechnung dieser Grdsse

N olme u in folgender Weise bestimmen:

- o 2 tang y sin v ,(Bs,,% (v—1w)
Xl N= 2 cos & (v 4 ) cos L (v—y) — log cos 4 (v4)
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Beispiel. Es sei e = 1,2618820 oder y = 37°85'0"; v = 18"51'0";

log” = 0,033 3585. Dann steht die Rechnung fiir u, p, bily, 904
log cos+(@—4).connen. 9,994 1706 }
log cost (04 ).evnen. 9,945 0577 | TOraus log “u' s (1)’(1)‘113 ;;Zg
1, gt SO R 0,033 3585 F & 1’259 1998
o E 0,402 0488 e
e Y s R PR 0,374 6356
logaptangab® . .ovis . v 0,227 4244
Lo PR T ST 0,602 0600
r Die andere Rechnung
].Og—b‘ ................ 974:31 2985 10g<ulb—‘1> ....074044793
o o SR SRR OR R 9,509 3258 Compl. logw...9,950 8871
LR O 9.687 7o 4 b IBIGHE S ooavs snos 9,637 7843
Compl. logsiny ...... 0,214 7309 000 ¢ i sa v 9,799 9888
8,793 1395 8,793 1395
Erster Theil von N = 0,0621069
log u — 0,0491129
N — (ROIE9940) ooy L. 8,113 7429
WLl iy, i 7,873 3658 } .
(@I 00 oo 6,97
| T e A 0,903 0900 f  Diferenz o8
e .o 1,143 4671
et 13,91448
24.

Soll die Rechnung, mit hyperbolischen Logarithmen gefiihrt werden,
so empfiehlt es sich, dabei die durch Gleichung IILI zu bestimmende Hiilfs-
grosse I zu brauchen, und hieraus N durch XI zu suchen; der halbe

Parameter wird aus dem radius vector, oder wechselsweise dieser aus jenem
mittelst Formel VIII berechnet; der zweite Theil von N kamnm auf doppelte
Weise ermittelt werden, niimlich durch die Formel: log hyp tang (45°+ 5 )

oder durch log hyp cos i (v—yp)—Ilog hyp cos g ().

Im Uebrigen ist es

klar, dass die Grosse NV hier, wo 4 =1 ist, im Verhéltnisse von 1:4 grosser

4*
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heraus kommt, als bei der Anwendung von Brigg’schen Logarithmen. Unser,
auf diese Weise behandeltes Beispiel steht dann so:

log tanp 4. o5 svpnves 9,631 8179
logtang s ias e i nse 9,220 1009
log tang & oo ae wva s 8,751 9188 " S ="0N10 a8 e
loge ................... 0,101 0188
Toslimp Bl i oGt 9,054 3366
9,1553554  C.loghypcos 3+ (v—vy) = 0,013 42266
etang ' = 0,143 00638  C.loghypcos 3 (v4+y) = 0,126 50930
loghyptang (45°43F)=0,113 08666  Differenz = 0,113 08664
N ==0,029.91972 .- Aol oo s i v tincan 84158515
T S 8,235 5814 } :
L oA O ki, 0,903 0900 Difteneny 3.0 00 T re s 7,3324914
1657 et evieid 1,143 4661
e 13,91445
25.
Zur Auflosung der umgekehrten Aufgabe, aus der Zeit die Wahle
Anomalie und den radius vector zu bestimmen — wird zuerst aus N = ch

durch Gleichung XI die Hiilfsgrosse » oder F ermittelt. Die Auflosung
dieser transcendenten Gleichung geschieht durch Versuche, welche durch
dhnliche Kunstgriffe abgekiirzt werden kinnen, wie die in Art. 11 auseinander-
gesetzten. Wir setzen uns dariiber hinweg, dies niher noch zu erkliren; denn
es scheint uns nicht der Miihe werth, diese Vorschriften ebenso #ngstlich aus-
zufeilen, als die fiir die Ellipse, da der Fall der hyperbolischen Bewegung
in den Himmelsriumen vielleicht kaum jemals sich zutriigt, und da ausserdem
alle Fille, die vielleicht eintreten sollten, durch eine andere, weiter unten
auseinanderzusetzende Methode sich erledigen lassen. Nachdem man F oder u
gefunden hat, wird daraus v durch Formel III, und sodann 7 aus II oder VIII
bestimmt; bequemer werden moch v und 7 zugleich mittelst der Formel VI
und VII eruirt, und zur Priifung der Rechnung kann man die eine oder die

andere der iibrigen Formeln benutzen.
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26.

Beispiel. Wemn e und b so wie im vorhergehenden Beispiele bleiben,
und ¢ = 65,41236 ist, werden gesucht: v und 7. Bei Brigg’schen Loga-
rithmen hat man :

e 1,815 6598
log Akb™....6,9702758
Y 8,7859356; N — 0,061 08514.

Hieraus findet sich, dass der Gleichung
N= letang F—logtang(45°+ % F') Geniige geleistet wird durch = 25°24'27"66;
woraus nach Formel III:
log tang 3 F'....9,353 0120
log tang + v .... 9,631 8179

log tang 5v..... 9,821 1941 also +v = 33°31'29"89; v = 67°2'59"78.
Darnach hat man ferner:
C 1 (oY) ... 213 7476 :
: IZgZZZiEZiwg 8’0145197} Differens ............ 0,199 2279
L ! log tang (45° 4 1 F). . 0,199 2280
R 9,972 5368
SRR 0,200 8541

21.

Wird die Gleichung TV so differentiirt, dass », v, y zugleich als
veriinderliche behandelt werden, so kommt

dalss sinydv4sinvdy __ rtangy rsinv
u ~ 2cosi(v—y)cosi(vty) T  p dv+- peosy ¥ 9

Differentiirt man ebenso Gleichung XI, so ergiebt sich unter den
differentialen Veriinderungen der Grossen u, y, N folgende Relation:

dN it 1 . (uu—1)siny
¥ = (el + ) — ) Qdut—gugayr A, oder

u 2w cosy?
dN 7 rsinv
o Hd“'*‘ b cosy dy
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und hieraus erhalten wir, wenn du mittelst der vorhergehenden Gleichung
eliminirt wird:

w_ e dv+(1+%)%’;:— dy, oder
o Uien gy (2 byt g,
S Eea g
28.
Wird Gleichung X differentiirt, und alles », b, ¢, w dabei als
verinderlich behandelt, auch fiir de = ES;—:%% dy substituirt, und zugleich du

mit Hiilfe der zufolge des vorhergehenden Artikels zwischen dN, du, dy be-
stehenden Gleichung eliminirt, so folgt:

oy bb e (uu—1)

b e i
il 2cos y? {<“+7)Slnw—(u——%)sm@} dy

Der Coefficient von dXN geht durch Gleichung VIII iiber in

bsinwv

Asiny? der

Coefficient dy aber, wenn man aus Gleichung IV, u(siny—sinv) = sin (y—w);
bsinycosv  pcosSw
GO e RIDE

5 (siny + sinv) = sin (y ) setzt, wird veréindert m: 80

dasgs man hat

iy bsinw PCOSV
BE e db+ksinw AN+ siny dy

In so fern man N als eine Function von b und ¢ betrachtet, wird
gy — _l;f_ dt—%.—lzl db. Bei Substituirung dieses Werthes werden dr und

cbenso im vorhergehenden Artikel dv, durch d¢, db, dy ausgedriickt erhalten.
Uebrigens muss das, was schon oben erwiilnt, auch hier wiederholt werden,

(25) nimlich, dass wenn die Veriinderungen der Winkel » und w nicht in Theilen
des Radius, sondern in Secunden ausgedriickt genommen werden, entweder alle
Glieder, die dv, dy enthalten, durch 206 264,8 zu dividiren, oder die iibrigen
durch diese Zahl zu multipliciren sind.
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29.

Da die in der Ellipse angewandten Hiiltsgrissen ¢, E, M in der
Hyperbel imaginiire Werthe erhalten, so wird es niitzlich sein, deren Ver-
bindung mit den reellen Grijssen, die wir gebraucht haben, zu erforschen; wir
fiigen daher die vorziiglichsten Relationen hinzu, und bezeichnen die imaginiire
Grisse )/—1 mit <.

sing — e =
4 cosy

tang (45°— 3 ¢) = V%_T_—z = il/z—:;—i = itang 5y
tang ¢ = § cotang (45" — § ¢) — 7 tang (45° — 3 ¢) = —
cos @ = itang Y

¢ = 90" +ilog (sing +icosp) = 90" —ilog tang (45° + 5 )

i

sin @

tang 1+ £ = itang 3 ' = E%I—P

éinl—E = 1 cotang + F/+ S tang § £ = —icotang I oder

sin £ = itang I' = —l(—u;u;lL

cotang E = 4 cotang 3 K — § tang 3 £ = _;ij oder

tang ¥ = isin ' = %Tl)—

cos B = L — L0 i — log(cos Etisin £) = log
E = ilogu = tlogtang (45" 43 I)

M= E—esinE = ilogu—i—e(-u;u_ —-—LAE

Die Logarithmen in diesen Formeln sind hyperbolische.

30.

Da siimmtliche, aus den logarithmischen und trigonometrischen Tafeln (26)
genommenen Zahlen eine absolute Genauigkeit nicht zulassen, sondern bis auf
einen gewissen Grad nur geniihert sind, so kann durch alle mit ihrer Hiilfe
angestellten Reclmungen die Walrheit nur genihert bekannt werden. In sehr



32 Erstes Buch. Erster Abschnitt.

vielen Fiillen geben zwar die gewthnlichen Tafeln, die bis auf die siebente Stelle
sicher sind (d. h. von der Wahrheit nirgends mehr oder weniger als eine halbe
Einheit der siebenten Decimalziffer abweichen) eine mehr als hinreichende Ge-
nanigkeit, so dass die unvermeidlichen Irrthiimer von keiner Bedeutung sind.
Nichtsdestoweniger kann es in besonderen Fiillen vorkommen, dass die Fehler
der Tafeln einen so verstirkten Einfluss Hussern, dass man sich von einer sonst
sehr guten Methode lossagen und eine andere wihlen muss. Derartige Fille
konnen auch in den bis jetzt auseinandergesetzten Rechnungen passiven. Es
wird daher am Platze sein, hier einige Untersuchungen iiber den Grad der
Genauigkeit anzustellen, welchen die gewdhnlichen Tafeln bei diesen Rech-
nungen erlauben. Da aber hier nicht der Ort ist, dieses fiir den praktischen
Rechner sehr wichtige Argument zu erschipfen, so wollen wir die Untersuchung
so weit filhren, dass es fiir unsere Zwecke geniigt und dass jeder, dem daran
liegt, sie weiter ausfeilen und auf andere Operationen ausdelmen kann.

31.

Jeder Logarithme, Sinus, Tangente etc. (oder iiberhaupt jede aus den
Tafeln entnommene irrationale Grisse) ist einem Irrthume unterworfen, der bis
auf eine halbe Einheit der letzten Stelle steigen kann. Wir bezeichnen diese
Grenze des Irrthums mit o, die daher in den gewdhnlichen Tafeln
= 0,000 00005 wird. Wenn ein Logarithmus etc. nicht unmittelbar aus den Tafeln
genommen werden kann, sondern durch Interpolation gefunden werden muss,
o kann der Irrthum aus einem doppelten Grunde noch etwas grosser werden.
Erstens nimlich pflegt, so oft der Proportionaltheil nicht ein Ganzes (wenn
man dabei die letzte Stelle als Einheit ansieht) ist, dafiir das niichst grossere
oder kleinere Ganze genommen zu werden. Man sieht leicht, dass aus diesem
Grunde der Irrthum sogar bis aufs Doppelte vermehrt werden kinne. Auf
diese Vermehrung des Trrthums nehmen wir aber hier tiberhaupt keine Riicksicht,
da nichts im Wege steht, dem Proportionaltheile noch die ene oder die andere
Decimalstelle hinzuzufiigen und es ist ohne Weiteres klar, dass der interpolirte
Logarithmus, wenn der Proportionaltheil vollkommen genau wiire, keinem grisseren
Irrthume unterworfen sein konne, als die unmittelbar in den Tafeln stehenden
Logarithmen, insoweit es erlaubt ist, deren Aenderungen als gleichférmige zu
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betrachten. Die zweite Vermehrung des Irrthums entsteht daraus, dass eben
letatere Voraussetzung nicht in aller Strenge wahr ist. Aber auch diese Ver-
mehrung vernachliissigen wir, da die Wirkung der zweiten und hisheren Differenzen
in nahezu allen Fiillen von keiner Bedeutung ist (vorziiglich wenn fiir die trigo-
nometrischen Grissen die vortrefflichen Taylor’schen Tafeln angewandt werden),
und mit leichter Miihe kénnte man diesem Umstande Rechnung tragen, wo
jene Wirkung vielleicht etwas grisser sein sollte. Wir setzen daher fiir alle
Fille den grossten unvermeidlichen Irrthum der Tafeln = o, wenn ndmlich
das Argument (d. h. die Zahl deren Logarithmus, oder der Winkel dessen
Sinus ete. verlangt wird) vollig genau ist. Ist aber das Argument selbst mur
niiherungsweise bekannt, und nimmt man an, dass dessen grosstmoglichem
Irrthume die logarithmische u. s. w. Veriinderung o’ entspreche (welche durch
Differentialrechnung sich bestimmen liisst), so kann der grosste Fehler des aus
den Tafeln berechneten Logarithmen bis auf oo steigen.

Umgekehrt ist, wenn mit Hiilfe der Tafeln das einem gegebenen
Logarithmus entsprechende Argument berechnet wird, der grisste Irrthum des-
selben derjenigen Veriinderung gleich, welche der Veriinderung o im Loga-
yithmus dann entspricht, wenn letzterer genau gegeben ist, oder welche der
Veriinderung des Logarithmus oo’ entspricht, falls der Logarithmus selbst
bis zum Belaufe von o fehlerhaft sein kann. Kaum braucht erwilnt zu
werden, dass o und o' das niimliche Vorzeichen erhalten miissen.

Wenn mehre, nur innerhalb gewisser Grenzen genaue Gréssen addirt
werden, so wird der grosste Irrthum der Summe gleich sein der Summe der
einzelnen grissten, mit dem nimlichen Zeichen versehenen Irrthiimer; weshalb
denn auch bei der Subtraction von nur genihert richtigen Grissen, der grisste
Irrthum in der Differenz gleich der Summe der einzelnen grossten Irrthiimer
sein wird. Bei der Multiplication oder Division einer micht absolut genauen
Grosse wird der grosste Irrthum in demselben Verhiltnisse vermehrt oder ver-
mindert, wie die Grosse selbst.

32.

Wir gehen nun zu der Anwendung dieser Grundsiitze auf die niitzlichsten
der oben entwickelten Operationen iiber.

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk. ')
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I. Wenn man bei der elliptischen Bewegung zur Berechnung der
wahren Anomalie aus der excentrischen die Formel VII des Art. 8 anwendet,
und voraussetzt, dass ¢ und & als genau gelten, so kann beim log tang (45"— § ¢)
und beim log tang+ % der Irrthum o begangen werden und mithin in der

Differenz = log tang 4 » der Irrthum 2w; also wird der grosste, bei Bestimmung
3wdlv 3owsinv
dloptanzilve =& = O0e

des Winkels 1o zu begehende Irrthum sein wobei 4

den modulus der zu dieser Berechnung angewandten Logarithmen bedeutet. —
Der Trrthum daher, dem die wahre Anomalie » unterworfen, wird in Secunden
3wsinv
7
Logarithmen angewendet werden, so dass man immer innerhalb 0707 iiber den

ausgedriickt = 206 265" = 0" 0712 sinv, wenn Brigg’sche siebenstellige
Werth von v gewiss sein kann; bei Benutzung kleinerer nur fiinfstelliger Tateln
kann der Irrthum bis auf 7”12 gehen.

II. Wird e cos £ mit Hiilfe von Logarithmen berechnet, so ist ein
Swecos i

: . und demselben Irrthum wird auch die

Irrthum moglich bis zu

" 7 . : A
Grosse 1—e cos £ oder o unterworfen sein. Bei Berechnung des Loga-

rithmus dieser Grosse kann mithin der Irrthum steigen bis auf (14 J)w,

; e & 3ecos 4
wo O die positiv genommene Grosse —
1—ecos l

bezeichnet. Bis zu derselben
Grenze (14-0)w geht der beim logr mogliche Irrthum, wenn nimlich der
loga als genau gegeben angesehen wird. So oft die Excentricitit klein ist,
s0 ist die Grosse o immer in enge Grenzen eingeschlossen, wenn aber e wenig
von Eins verschieden ist, so bleibt 1—ecos & sehr klein, so lange £ klein
ist; es kann daher dann J zu einem mnicht zu vernachliissigenden Betrage an-
wachsen, weshalb in diesem Falle die Formel III des Art. 8 weniger geeignet

. . - 2 . 3 3(a—7r)
sein wiirde. — Die Grosse 0 ldsst sich auch so ausdriicken: —(7— =

3e(cosvH-e)

FEae Formel, die noch klarer zeigt, wann man den Irrthum 1+d)w

vernachliissigen darf.
IIT. Wendet man die Formel X des Art. 8 zur Berechnung der wahren

. . . a
Anomalie aus der excentrischen an, so ist log}/—- dem Irrthume (1+4+d)w
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unterworfen, und folglich logsin4 ¢ sin & ]/% dem Irrthume (2% 0)w; hieraus
wird der grosste, bei Bestimmung des Winkels »— % oder » mdgliche Irrthum
gefunden zu: -(;J— (T4-9) tang L (v—E), oder in Secunden ausgedriickt und mit

Anwendung von siebenstelligen Logarithmen = (0" 166 0”024 J) tang L (v—F)

Bei miissiger Excentricitit werden ¢ und tang 5 (v—Z%) kleine Grossen sein,
weshalb diese Methode eine grossere Genauigkeit gestattet, als die unter 1
betrachtete, dagegen wird letztere dann vorzuziehen sein, wenn die Excentricitiit
recht gross ist und nahe an die Einheit herankommt, wo 0 und tang ; (v—E)
recht betriichtliche Werthe erlangen kinnen. Es lisst sich daher durch unsere
Formeln stets leicht entscheiden, welcher von den beiden Methoden der Vorzug
gebiihrt.
IV. Bei Bestimmung der mittleren Anomalie aus der excentrischen
vermittelst der Formel XII im Art. 8 kann der Irrthum der mit Logarithmen
: : 1 3wesin B
berechneten Grisse e sin £, und deshalb auch der Anomalie M, bis auf ————
steigen, und ist die Grenze dieses Irrthums, wenn man sie in Secunden aus-
gedriickt verlangt, mit 206 265" zu multipliciren. Hieraus schliesst man leicht,
dass bei der umgekehrten Aufgabe, wo % aus M durch Versuche bestimmt

3wesin dE 0 3weasin K =
- - di 206 265 s 206 265

selbst dann fehlerhaft sein kann, wenn auch der Gleichung E—esin B = M
mit aller durch die Tafeln gestatteten Genauigkeit Geniige geleistet ist.

wird, dies /7 um die Grosse

Die wahre, aus der mittleren bereclmete Anomalie kann also aus zwei
Griinden fehlerbaft sein (wenn wir niimlich die mittlere als genau betrachten),
erstens wegen des bei der Berechnung von v aus £ begangenen Irrthums, der,
wie wir gesehen haben, stets von geringer Bedeutung ist, und zweitens deshalb,
weil der Werth der excentrischen Anomalie selbst schon fehlerhaft sein konnte.
Die Einwirkung dieses letzteren Grundes wird bestimmt durch das Product

: 5 o :
des in £ begangenen Irrthums mit —(1_1%7 welches Product wird

3wesin K

) 3weasinv % esinv—}feesin2v
& dM 206 265 = 206 265 :<———1:z——>00712

bei Anwendung von sieben Stellen. Dieser Irrthum, der fiir kleine Werthe

von e stets miissig bleibt, kann sehr gross werden, sobald e von der Einheit
5*

(29)
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wenig verschieden ist, wie die nachfolgende Tafel zeigt, die fiir einige Werthe
von e den grossten Werth jenes Ausdrucks darstellt.

e grosster Irrthum (7 grosster Irrthum e grosster Irrthum
0,90 0742 0,94 0"73 () ke 228
0,91 0,48 0,95 0,89 0,99 4,59
0,92 0,54 0,96 1,12 0,999 | 46,23
0,93 0,62 0,97 1,50

V. In der hyperbolischen Bewegung kann, wenn » mach Formel IIT

des Art. 21 aus genau bekarmtem /' und y berechnet wird, der Irrthum bis zu

3wsinv : ; u—1
298IV 906 265" steigen; wenn es aber durch die Formel tang 30 = ———sy
(u+-1)tang 4y

berechnet wird und « sowohl als ¥ genau bekannt sind, so wird die Grenze

des Irrthums um § grosser werden, niimlich = A0siny 906265" = 0"09 sinv
(bei sieben Stellen).

VI. Wird vermittelst der Formel XI des Art. 22 die Gro — N

mit Hiilfe Brigg’scher Logarithmen berechnet, und gelten e und %, oder

. : Suu—1)ew
e und F als genau bekannt, so wird der erste Theil dem Irrthume —(—T)——

re(u—1)(u-F1)
‘ )

5o oder dem Irrthume

unterworfen sein, wenn er in der Form

3uu-t1)ew
2u
Irrthume 3ewtang F, wenn die Form ietang /' benutzt ist, falls man dabei

. Ae :
, wenn er in der Form von gieuw——— berechnet 1st, oder dem

den in log 4 oder log 4% begangenen Irrthum vernachliissigt. Im ersten
3ew

cos I’
ausgedriickt werden, woraus man sieht, dass im dritten Falle der Irrthum immer

Falle kann der Irrthum auch durch 5ewtanglZ’, im zweiten durch

der kleinste von allen ist, er aber im ersten und zweiten grosser sein wird,
je machdem u oder 4w grisser oder kleiner als 2, oder je nachdem -+ /" grisser
oder kleiner als 86°52 ist. Der zweite Theil von N wird aber stets dem
Irrthum o unterworfen sein.

VII. Umgekehrt ist klar, dass, wenn w oder F aus N durch

du

Versuche bestimmt wird, % dem Irrthume (w5 e tang I 1w oder
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Bew\ du : ; : :
(w +W> I unterworfen sein werde, je nachdem man das erste Glied in

dem Werthe fiir N entweder in Factoren oder in Theile zerlegt anwendet;
: drF - .

F aber unterliegt dem Irrthume (w+3ewtang I) 7. — Die oberen Zeichen

gelten nach dem Peuhele die unte1en vor dem Perihele. Substituirt man

daher hier d N 2 fiir WV oder fiir N’ so ergiebt sich der Einfluss dieses Irrthums

auf die Bestimmung von v, der deshalb sein wird:
bbtangy (1+5etang F) o 5. bbtangy (14 3esec ) o

Arr ror ’

falls die Hiilfsgrosse w angewendet ist. — Braucht man dagegen 7, so wird
diese Emmwirkung
i bb tang y (1 +3 e tang I') (o) 0 {(1—{—3005@)2 3esmv(1—{—ecosv)}
rAorr 2 tanoas = tang ¥
Der Factor 206 265" muss hinzugefiigt werden, um den Irrthum in Secunden

auszudriicken. Offenbar kann dieser Irrthum nur dann als betriichtlich sich
ergeben, wenn der Winkel v klein, oder ¢ um ein Weniges grosser als 1
ist. Hier folgen die grossten Werthe dieses dritten Ausdrucks fiir eimge
Werthe von e bei Benutzung siebenstelliger Decimalen:

e grisster Irrthum
1,3 0”34
1;2 0,54
1,1 1,31
1,05 3,03
1,01 34,41
1,001 1064,65

Diesem, aus einem irrthiimlichen Werthe von /' oder u entstandenen Trrthume
muss man noch den in V bestimmten Irrthum hinzufiigen, um die ganze Un-
sicherheit von v zu erhalten.

VIII. Wenn die Gleichung XI im Art. 22 mit Hiilfe hyperbolischer
Logarithmen aufgelist, und dabei F' als Hiilfsgrisse gebraucht wird, so findet
man die Wirkung des bei dieser Operation in der Bestimmung von ¢ méglichen

Trrthums durch eine ihnliche Betrachtung
_ (14-ecosv)’*o’ s 3esinv(l4-ecosv)w

tangyp® — Atang w? ’
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wobei @ die grisste Unsicherheit in den Tafeln der hyperbolischen Logarith-
men bezeichnet. Der zweite Theil dieses Ausdruckes ist identisch mit dem
zweiten Theil des in VII behandelten Ausdruckes, der erste Theil aber ist im
Verhiiltnisse von A : kleiner, als der erste in jenem Ausdrucke, d. h. im
Verhiiltnisse von 1 zu 23, wenn man die Ursinus’sche Tafel allenthalben als
bis zur achten Stelle sicher oder @' = 0,000000005 voraussetzen diirfte.

33.

Die oben behuf Bestimmung der wahren Anomalie aus der Zeit")
oder umgekehrt auseinandergesetzten Methoden erlauben daher nicht alle
wiinschenswerthe Schiirfe bei denjenigen Kegelschnitten, deren Excentricitéit
von der Einheit nur wenig verschieden ist, d. h. bei Ellipsen und Hyperbeln,
die der Parabel sehr nahe kommen, und es wiirden mithin die unvermeidlichen
Irrthiimer, die sich steigern, je mehr die Bahn zur Aehnlichkeit mit der Parabel
neigt, zuletzt alle Grenzen iiberschreiten. Die mehr als siebenstelligen Tafeln
wiirden diesen Irrthum zwar vermindern, ihn aber nicht aufheben und auch
nicht verhindern, dass er nicht alles Maass dann iiberschreitet, sobald die
Bahn gar zu nahe an die Parabel herankommt. Ausserdem werden in diesem
Falle die obigen Methoden recht beschwerlich, weil ein Theil derselben
indirecte, hiiufig wiederholte Versuche erfordert, und das Widrige dieser
Unbequemlichkeit wird durch Anwendung grosserer Tafeln noch vermehrt.

Es wird deshalb sicher nicht iiberfliissig sein, eine besondere Methode zu
bearbeiten, durch welche man in solchem Falle jene Unsicherheit vermeiden,
und allein mit Hiilfe der gewshnlichen Tafeln eine hinreichende Genauigkeit

erlangen kann.

34.

Die gewdhnliche Methode, durch welche man jenen Unbequemlichkeiten
eine Abhiilfe zu schaffen pflegt, stiitzt sich auf folgende Grundsiitze. Es mige

3 3
*) Da die Zeit den Factor a® oder 5% enthilt, so wird der bei M oder N begangene Irrthum um

P oder b = L
1—ee ee—1

wird.

so erheblicher vermehrt, je grosser a =
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in einer Ellipse oder Hyperbel, deren Excentricitiit e, halber Parameter p und

daher Abstand im Perihel = %_—P — q ist, der Zeit nach dem DPerihele ?,

die wahre Anomalie v entsprechen; es entspreche ferner derselben Zeit in der
Parabel (deren halber Parameter = 2¢, oder deren Abstand im Perihel = ¢) die
wahre Anomalie w, und die Masse w soll in beiden Fillen entweder vernach-
lissigt werden oder gleich sein, so hat man offenbar:

ppdv 3 dggdw S
(Ifecosv)? ° ) (Idcosw)® Vp:V2q,

wenn die Integrale mit v = 0 und w = 0 beginnen, oder

(1—{-—6)%(11} o fe2 e
f(l—}—ecosvﬁ]/? ) (ErCosue)

(4 . . . .
mit ¢, tang L+ v mit 9 bezeichnet, so wird das erstere Integral

i
1+4-e

Wenn man
gefunden =
V(+a).(9+49° 1—20)—1 8 2a—3an)+ 19 (Bea—4a’)— etc.)
das zweite = tang + w- L tang + w’. Aus dieser Gleichung ldsst sich mit

Hiilfe unendlicher Reihen leicht w aus ¢ und », oder v aus « und w bestimmen.

3 - 2 s
Statt ¢ kann man auch, falls man das vorzieht, 1—e = T:{—a—a = d ; esiiibigens

Da fiir @« = 0 oder 0 = 0, offenbar v = w wird, so erhalten diese Reihen
tfolgende Form:

w= v+4+0v 000" 4+-9°v" 4 ete.

v = w- dw 0w’ 0 w” + ete.

/" 111

ete. Functionen von v; und ', w’, w” etc. Functionen von w

/11

wo v, v,
sind. Ist & eine sehr kleine Grisse, so werden diese Reihen schnell convergiren
und wenige Glieder hinreichen, um w aus v, oder v aus w zu bestimmen. Aus
w wird ¢, oder w aus ¢ auf dieselbe, schon oben fiir die parabolische Bewegung
erkliirte Weise gefunden.

35.

Die analytischen Ausdriicke der drei ersten Coetficienten der zweiten

/1

Reihe »/, w’, w" hat Bessel entwickelt, und zugleich fiir die numerischen

Werthe der beiden ersten w', w’ eine Tafel hinzugefiigt, die nach einzelnen
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Graden des Argumentes w construirt ist (von Zach Monatl. Correspondenz,
vol. XII, p. 197). Fiir den ersten Coefficienten w' gab es schon frither eine
yon Simpson berechnete Tafel, die dem oben erwihnten Werke von Olbers
angehiingt ist. In sehr vielen Fillen kann durch diese Methode mit Hiilfe
der Bessel’schen Tafel die wahre Anomalie aus der Zeit mit hinreichender
Genauigkeit bestimmt werden; was noch zu wiinschen iibrig bleibt, reducirt
sich etwa auf folgende Momente:

I. Bei der umgekehrten Aufgabe, niimlich bei Bestimmung der Zeit
aus der wahren Anomalie, muss man seine Zuflucht zu einer gleichsam indirecten
Methode nehmen und w aus v durch Versuche ableiten. Um dieser Unbe-
quemlichkeit zu begegnen, miisste die erstere Reihe auf dieselbe Weise be-
handelt werden, wie die zweite, und da man leicht sieht, dass —' dieselbe
Function von v ist, als w von w, so dass eine Tafel fiir ' nur mit geéinderten
Zeichen fiir ¢ dienen konnte, so wiirde nur noch eme Tafel fiir v erforderlich
sein, damit jede der beiden Aufgaben mit gleicher Schiirfe gelost werden kinnte.

II. Es konnen in der That bisweilen Fille vorkommen, wo zwar die
Fxcentricitit von der Einheit wenig abweicht, so dass die obigen allgemeinen
Methoden keine hinreichende Genauigkeit gewiihren, wo jedoch diese Abweichung
noch zu stark ist, als dass man die Einwirkung der dritten und hoheren
Potenzen von & bei der besonderen vorhin dargestellten Methode mit Sicherheit
vernachlissigen diirfte. Namentlich bei der hyperbolischen Bewegung sind solche
Fille moglich, wo, man mag nun jene Methoden oder diese anwenden, ein
[rrthum von mehren Secunden sich nicht vermeiden lisst, wenn man nur die
gewdhnlichen siebenstelligen Tafeln braucht. Mogen nun auch derartige Fiille
in der Praxis selten eintreten, so konnte es doch als ein Mangel erscheinen,
wenn mnicht in allen Fillen die wahre Anomalie innerhalb 0"1 oder wenig-
stens 02 sicher sich bestimmen liesse, falls nicht grossere Tafeln benutzt
werden, die jedoch bekanntlich ziemlich selten sind. Ich hoffe daher, man
werde die Auseinandersetzung einer besonderen Methode nicht fiir giinzlich
iiberfliissig  halten, deren ich mich schon lange bedient habe, und die sich
auch in der Hinsicht empfiehlt, weil sie keineswegs auf Excentricitiiten be-
schriinkt ist, die nur wenig von der Einheit abweichen, sondern mindestens

in dieser Hinsicht eine allgemeine Anwendung erlaubt.



Relationen, die einen einzelnen Ort in der Bahn betreffen. 41

36.

Bevor ich mit Auseinandersetzung dieser Methode beginne, wird es
angemessen sein, zu bemerken, dass die Unsicherheit der obigen allgemeinen
Methoden bei den zur Aehnlichkeit mit der Parabel hinneigenden Bahnen von
selbst aufhort, sobald £ oder F zu einer betriichtlichen Grosse anwachsen,
was zwar erst in grossen Entfernungen von der Sonne Statt findet. Um dies
zu zeigen, wollen wir den grissten in der Ellipse moglichen Irrthum, den wir

un Art, 32, IV,
e
fanden, so ausdriicken
3wel/ (1 —ee).sin &
2 (1 — ecos E)?

. 206 265",

woraus von selbst erhellt, dass der Irrthum stets in enge Grenzen eingeschlossen (34)
ist, sobald E einen betriichtlichen Werth erreicht, oder sobald cos £ sich von
der Einheit mehr entfernt, wie gross auch die Excentricitit sein moge. Dies
wird noch deutlicher durch die folgende Tafel erscheinen, in welcher ich den
grossten numerischen Werth jener Formel fiir einige bestimmte Werthe (mit
sieben Decimalen) berechnet habe:

FE = 10" | Grosster Irrthum = 304
20 0,76
30 0,34
40 0,19
50 0,12
60 0,08

Auf dhnliche Weise verhilt sich die Sache in der Hyperbel, wie sogleich
klar wird, wenn der in Art. 32, VII gegebene Ausdruck unter die Form
gebracht wird

wcos I (cos ' 3esin F) |/ (ee—1) "
e 206 265
Die grossten Werthe dieses Ausdruckes fiir einige bestimmte Werthe von /'
zeigt folgende Tafel:

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk, 6
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J 2 (2 Grosster Irrthum
10° | 1,192 | 0,839 8'66
20 1,428 | 0,700 1,38
30 1,732 | 0,577 0,47
40 2,144 | 0,466 0,22
50 2,747 | 0,364 0,11
60 3,732 | 0,268 0,06
| 70 5671 | 0,176 0,02

Qo oft daher E oder F itber 40" oder 50° hinausgeht (ein Fall der jedoch in
wenig von der Parabel verschiedenen Bahnen nicht leicht vorkommen wird,
weil die in solchen Balmen einherziehenden Himmelskérper in so grossen
Entfernungen von der Somne sich meistens unserem Blicke entziehen), so wird
kein Grund zur Verlassung der allgemeinen Methode vorliegen. Uebrigens
wiirden auch in einem solchen Falle die im Art. 34 behandelten Reihen zu
langsam convergiren. Es kann also keineswegs als ein Mangel der jetzt
auseinanderzusetzenden Methode gelten, wenn sie vorzugsweise solchen Fiillen
angepasst ist, wo E oder F miissige Werthe nicht iiberschreiten.

37.

Ich nehme die bei der elliptischen Bewegung zwischen der excentrischen
Anomalie und der Zeit bestehende Gleichung
‘s : k) (1
B—esintH — —K(-,—ﬂ

a

wieder vor, wobei £ in Theilen des Radius ausgedriickt sein soll. Den Factor
V(1 4-p) will ich von jetzt an vernachlissigen, da, wenn je e Fall eintreten
sollte, wo man seine Berechnung in der Gewalt hiitte und solche der Miihe
werth sein sollte, das Zeichen ¢ nicht die Zeit selbst nach dem Perihele, son-
dern diese Zeit durch /(1 4-u) multiplicirt ausdriicken miisste.

Ich setze ferner den Abstand im Perihele = ¢ und fiihre fiir £ und
fir sin E die Grossen E—sin E und E—5 (E—sin B) = 2 E+{5sin £ ein.
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Den Grund, weshalb ich vorzugsweise diese Bezeichnung wihle, wird der
aufmerksame Leser von selbst aus dem Nachfolgenden entnehmen. Auf diese
Weise nimmt unsere Gleichung folgende Form an:

(1—€) (& B+ ysin B)+ (5 + i O (H—sin ) = ke (*2)}

So lange FE als eine kleine Grosse der ersten Ordnung angesehen wird, so
wird & E+Lsin B = E—& E° + 555 E° — ete. eine Grosse der ersten Ord-
nung sem, dagegen E—sin = + K’ — 115 E°
dritten Ordnung. Setzt man daher

6 (E—sin E) G 15 E445sin & s

— ete. eine Grosse der

S E- L tsinE e 21 A
so wird 44 = E*— L E'— - E°—ete. eine Grosse der zweiten Ordnung
il 1—[—ﬁo—oL’ i etc. von der Einheit um eine Grisse der vierten
Ordnung verschieden sein. Unsere Gleichung wird daher:
1 3 s oS
B(?(l—e)A’-{—%(l—{—%)A"):/ct( sde e & el [1]
Durch die gewshnlichen trigonometrischen Tafeln kann man zwar % /4~ sin /4

107
mit hinreichender Genauigkeit berechnen, nicht aber /Z—sin %, sobald #

ein kleiner Winkel ist, und es konnen mithin auf diesem Wege die Grossen
A und B nicht hinreichend genau bestimmt werden. Dieser Schwierigkeit
wiirde aber eine besondere Tafel Abhiilfe schaffen, welcher man mit dem
Argumente Z entweder B oder den log B entnehmen kinnte. Die zur Con-
struction einer solchen Tafel nothwendigen Hiilfsmitte]l werden sich jedem
auch nur mittelmiissic in der Analysis Bewanderten leicht darbieten. Mit
Hiilfe der Gleichung

9E-}sinE

=4

lisst auch }/4 und sodann durch Formel [1] # mit aller wiinschenswerthen
Schiirfe sich bestimmen.

Hier folgt ein Probestiick einer solchen Tafel, welche wenigstens die
langsame Zunahme des log B zeigen wird; es wiirde iiberfliissig sein, diese
Tafel in grosserer Ausdehnung zu bearbeiten, denn weiter unten will ich
Tafeln von einer weit bequemeren Form beschreiben:

6*

(36)
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B log B E log B B log B
0’ 0,000 0000 25 0,000 0168 50° 0,000 2675
&) 00 30 0349 575) SO0
10 04 25 0645 60 5526
155 22 40 11099
20 69 45 1758
38.

Es wird nicht nutzlos sein, das im vorhergehenden Artikel Vorgetragene
durch ein Beispiel zu erliutern.

Die wahre Anomalie angenommen zu = 100°, die Excentricitit =
0,967 64567, log ¢ = 9,765 6500. Die Rechnung fiir 7, B, 4 und ¢ ist also:
log tang 3 9. .« + - 0,076 1865
log V‘i—% ...... 9,107 99217
log tang+ B . . ... 9,184 1792, mithin 5 £ = 8"41'19" 32 und E = 17°22'38"64.

Diesem We1the von E entspricht der log B = 0,0000040; ferner findet
sich in Theilen des radius X = 0,3032928, sin £ = 0,298 6643, und dahel
2 E4 L sin £ = 0,1514150, dessen log = 9,1801689 und daher log At

9,1801649. Hieraus wird mlttelst Formel [1] des vorhergehenden A1t1ke]s

abgeleltet
2Bq 23(1—}—9@)
s 24589614 log 2229 (-1 _e) ...... 3,760 1038
lomil oo 91801649 logidRakii . o el B 7,540 4947
log 43,56386  — 1,6391263 log 19,98014 — 1,3005985
19,98014
63,54400 —

Behandelt man dasselbe Beispiel nach der gewdhnlichen Methode, so findet
Geh esin E- in Secunden — b9610" 795 — ¥6 85 30 18 i dahe1 die

mittlere Anomalie = 0°49' 7" 85 — 2947"85. Hieraus und aus log ke
1,6664302 wird ¢ abgeleitet = 68,54410. Der Unterschied, der hier mu der
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aedl
10000

das Drei- oder Vierfache grisser herauskommen.
Uebrigens sieht man, dass allein mit Hiilfe einer solchen Tafel fiir log B

Theil eines Tages ist, kann leicht, wenn die Irrthiimer conspiriren, um

auch die umgekehrte Aufgabe in aller Schiirfe sich 16sen liisst, wenn man F durch
wiederholte Versuche bestimmt, so dass der daraus berechnete Werth von ¢
mit der Voraussetzung iibereinkommt. Diese Operation wiirde jedoch sehr be-
schwerlich sein, weshalb wir jetzt zeigen wollen, auf welche Weise man ene
Hiilfstafel viel bequemer einvichten, alle vage Versuche iiberhaupt vermeiden
und die ganze Rechnung auf eine durchaus concinne und rasche Zahlendarlegung
zuriickfithren kann, die nichts zu wiinschen iibrig Lisst.

Offenbar liesse sich etwa die Hilfte der behuf jener Versuche erforder-
lichen Arbeit sparen, wenn man eine derartig eingerichtete Tafel besiisse, dass
daraus der log B unmittelbar mit dem Argumente A zu entnehmen wire.
Dann blieben drei Operationen iibrig. Als erste eine indirecte, nimlich die
Bestimmung von A so, dass es der Gleichung [1] Art. 37 Geniige thut; als
zweite, die Bestimmung von E aus 4 und B, welche direct, entweder aus der
Gleichung £ = 2B (A%—[—ﬁA%), oder aus sin K= 2B (A%——g—A%) geschieht;
als dritte, die Bestimmung von v aus £ mittelst Gleichung V1L At 8 Ihie
erste Operation werde ich auf eine rasche und von vagen Versuchen freie Be-
rechnungsweise zuriickfiihren; die zweite und dritte aber werde ich in eine
einzige zusammenziehen, indem ich unserer Tafel eine neue Grosse C einfiige,
wodurch wir E iiberhaupt nicht néthig haben, und zugleich fiir den radius
vector eine elegante und bequeme Formel erhalten. Ich werde das Einzelne
in seiner Ordnung verfolgen.

Zuerst forme ich die Gleichung [1] so um, dass man die Barker’sche
Tafel zu ihrer Auflssung benutzen kann. Zu diesem Zwecke setze ich:

1 e
A® = tangsw V—?—_Tg;,
woraus man erhilt:
WBkt) (t42e)  «at

75 tang L w - 25 tang + w® =
g3 g3 2quz 7

(37)
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BEY -+3e)
29%
kannt, so wiirde man w sofort aus der Barker’schen Tafel nehmen kommen,

wobei die Constante mit ¢ bezeichnet ist. Wire daher B be-

wo sich die wahre Anomalie findet, der die mittlere Bewegung %t entspricht.

Aus w wird A4 abgeleitet durch die Formel 4 = /3 tang 3w, wo die Constante
5—be
149
unserer Hiilfstafel bekannt wird, so lisst sich doch wegen seines sehr

mit 3 bezeichnet ist. ~Wenn nun auch B erst durch A mittelst

kleinen Unterschiedes von der Einheit voraussehen, dass w und 4 nur
mit einem sehr kleinen Fehler behaftet herauskommen kinnen, wenn im
Anfange der Divisor B ginzlich vernachlissigt wird. —Bestimmt man daher
suerst nur oberflichlich w und 4 und setzt dabei B =1, so wird man mit
diesem gentiherten Werthe von A aus unserer Hiilfstafel die Grosse B
finden, mit welcher man dieselbe Berechnung genauer wiederholt. Gemeinig-
lich wird dem so verbesserten Werthe von 4 ganz derselbe Werth von B
entsprechen, der bei der ersten Anmiherung gefunden war, so dass, — aus-
genommen in den Fillen, wo der Werth von E schon recht betriichtlich
war, — eine mneue Wiederholung der Operation iiberfliissig  erscheint.
Auch wird es wohl kaum der Bemerkung bediirfen, dass falls vielleicht
schon anfiinglich ein geniherter Werth von B anderswoher bekannt geworden
ist (was stets geschieht, wenn bei der Berechnung von mehren, nicht weit von
einander entfernten Orten, der eine oder der andere schon seine Erledigung
gefunden hat), man es vorziehen wird, diesen sogleich bei der ersten Anniherung
zu benutzen. Auf solche Weise wird ein geschickter Rechner sehr hiufig micht
einmal eine einzige Wiederholung der Rechnung néthig haben. Diese dusserst
schnelle Anniiherung habe ich dadurch erlangt, dass B von Eins nur um eine
Differenz der vierten Ordnung sich entfernt, die iiberdies mit einem sehr kleinen
numerischen Coefficienten multiplicirt ist. Man sieht, wie jener Vortheil
schon dadurch vorbereitet ist, dass wir die Grossen E—sin £, L E+{5sink
anstatt der Grossen E und sin E eingefiihrt haben.
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40.

Da zur dritten Operation, niimlich zur Bestimmung der wahren Anomalie,
der Winkel E selbst nicht erforderlich ist, sondern nur tang £ oder vielmehr
log tang L B, so hiitte jene Operation mit der zweiten bequem verbunden werden
tang 1 B

VA
lieferte, die von Eins um eine Grosse der zweiten Ordnung verschieden ist.
Ich will jedoch lieber unsere Tafel etwas anders einrichten, um durch eine
kleine Ausdelmung die Interpolation doch noch viel bequemer zu erhalten.
Schreibt man der Kiirze wegen 7' fiir tang + £°, so wird der im Art. 37 be-

15(E—sin E . ;
handelte Werth von 4, —59(]_«3——}—:;;117) leicht umgeformt in

konnen, wenn unsere Tafel unmittelbar den Logarithmus der Grosse

4 T—4T 43T — @ T L T — et
B e R P S T e
wo das Gesetz der Progression klar ist. Hieraus wird durch Umkehrung der
Reihen abgeleitet:

%:1—%‘4—!_{?_5‘42—{_ 8 Aa __1§i§_A4+ 28744 A5+etc.

525 336875 13138125

Setzt man also % =1—2% A4 C so wird C eine Grosse der vierten Ordnung

sein, durch deren Aufnahme in unsere Tafel, wir sogleich von 4 auf » mittelst
der Formel: :

14-e A y tang fw

tang ;v = Vi V I—2441C Y/ (1—%440)

s » oG : 54-5 - .
iibergehen konnen, wobei ich durch y die Constante VT—_EfTZ bezeichne. Auf
diese Weise gewinnen wir zugleich eine sehr bequeme Berechnung fiir den
radius vector. Es wird nimlich (Art. 8, VI)

TR R e

q i3
A costo? = (1FT)cosyo® ~ (14144 C)cosio?

(39)
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41.

Jetzt eriibrigt nur noch die Zuriickfiihrung der umgekehrten Aufgabe
(n#imlich die Bestimmung der Zeit aus der wahren Anomalie) auf eine raschere
Berechnungsart. Zu diesem Zwecke will ich der Tafel eme neue Columne fiir 7’

s . 1—
hinzufiigen. Es moge daher zuerst 7" aus v mittelst der I ormel 7'=7 +: tang £ v*

berechnet werden; sodann wird aus der Tafel mit dem Argumente 7" sowohl 4,
als log B entnommen, oder (was genauer, ja auch bequemer ist) C' und log B

@ d=c) 8

TE4T |
die Grosse ¢ mittelst der Formel [1] Art. 37 bestimmt. Will man auch hier
die Barker’sche Tafel zu Hiilfe nehmen (was jedoch bei dieser umgekehrten

und hieraus A nach der Formel 4 = zuletzt wird aus 4 und B

Aufgabe die Rechnung weniger erleichtert) so ist es micht erforderlich, auf 4
Riicksicht zu nehmen, sondern man erhilt sofort

1
s tan;:;;’fv V 1+C

1137
und hieraus die Zeit ¢, wenn man die der wahren Anomalie w in der Bar-

: oD A
ker’schen Tafel entsprechende mittlere Bewegung mit - multiplicirt.

42.

Eine Tafel, wie solche in dem Obigen geschildert ist, habe ich in eier
schicklichen Ausdehnung construirt und sie diesem Werke angefiigt (Tafel I).
Auf die Ellipse bezieht sich allein der erstere Theil; den zweiten, die hyper-
bolische Bewegung umfassenden Theil, will ich weiter unten erkliren. Das
Argument der Tafel, welches die Grosse A ist, schreitet durch einzelne Tausend-
theile von 0 bis 0,300 fort; es folgen log B und C, welche Grossen man
als in 10 Milliontheilen, oder als zu sieben Decimalen ausgedriickt an-
sehen muss, denn die ersten Ziffern, die den bezeichnenden Zahlen voran-
gehen, sind weggelassen. Die vierte Columme endlich enthiilt die Grosse 7’
erst auf fiinf, dann auf sechs Stellen berechnet, ene Genauigkeit die vollig
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ausreicht, da diese Columne nur zu dem Zwecke erforderlich ist, um die dem
Argumente 7" entsprechenden Werthe von log B und €' zu erhalten, falls man
nach Anleitung des vorhergehenden Artikels ¢ aus » bestimmen will. Da das
umgekehrte Problem (niimlich die Bestimmung von » und 7 aus £) sehr viel
hiiufiger vorkommt und iiberall ohme Hiilfe der Grisse 7' gelost wird, so zog
ich vor, lieber die Grisse A zum Argumente der Tafel zu wiihlen, als 7} welches
sonst fast ein ebenso passendes Argument gewesen sein und selbst die Con-
struction der Tafel noch etwas erleichtert haben wiirde. Es wird nicht iiber-
fliissig sein, zu bemerken, dass alle Zahlen der Tafel urspriinglich bis auf zeln
Stellen berechnet worden sind, und dass daher die hier beibehaltenen sieben Stellen
allenthalben volles Zutrauen verdienen. Ich kann mich aber bei der fiir diese
Arbeit benutzten analytischen Methode hier nicht aufhalten, da deren vollstin-
dige Entwickelung zu sehr von dem abfiihren wiirde, was dies Werk darstellen
soll. Uebrigens reicht die der Tafel gegebene Ausdehnung fiir alle Fille voll-
kommen hin, wo es vortheilhaft ist, die oben auseinandergesetzte Methode zu
befolgen, da man, wie vorhin gezeigt, sich bequemer Weise der kiinstlichen
Methoden enthalten kann, wenn A4 die Grenze von 0,03 iiberschreitet, dem
dann 7 = 0,392 374, oder £ = 64’7 entspricht.

43.

Zur mehren Erliuterung der vorhergehenden Untersuchungen wollen
wir ein Beispiel der vollstindigen Berechnung der wahren Anomalie und des
radius vector aus der Zeit hinzufiigen, und zu diesem Ende die Zahlen des
Art. 38 wieder vornehmen. Wir haben also e= 0,967 64567; log ¢=19,765 65003
t = 63,5644 00, woraus man zuerst die Constanten ableitet: log e = 0,3052357;
log 3 = 8,2217364; log y = 0,002 8755.

Hiernach ist log ¢t = 2,108 3102, dem in der Barker’schen Tafel der
geniiherte Werth w = 99°6' entspricht, woraus 4 = 0,022923 folgt, und aus
unserer Tafel log B = 0,000 0040. Also wird das verbesserte Argument, mit

welchem man in die Barker’sche Tafel einzugehen hat = log %t— =2 03062

dem w = 99°6'13" 14 entspricht. — Dann steht die weitere Rechnung so:

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk. 7
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log tang + w”... 0,138 5934 logdangipa s ssimbyid 0,069 2967
YoigiB s uison bl 82T TRRL 7 Mlaghy 1hiehit, bt e 0,002 8755
lobr Alusi i 8,360 3298 1 Comp. log (1—4 A4 C)..0,0040143

Aeea 0,022 92608 Jog barig b vibos i - celELS 0,076 1865
hieraus log B ganz wie oben; iy = 50" 00"

C = 0,0000242 v = 100°0" 0"
1—+A4+C=0,9816833 Yo i wi s viisiemdig AR IR 9,765 6500
14144 C=1,0046094 2 Comp. log costv covvuveen 0,383 8650

Top{l Aol e B d A 9,9919714
Comp. log (14+44C)....9,998 0028
loig #4e b s oo o b 0,139 4892

Wenn bei dieser Berechnung der Factor B ginzlich vernachlissigt worden
wiire, so wiirde die wahre Anomalie nur mit dem kleinen Irrthum 0”1 (zu gross)

behaftet herausgekommen sein.

44.

Die hyperbolische Bewegung kann ich um so kiirzer absolviren,
als dieselbe der oben fiir die elliptische Bewegung vorgetragenen Methode ganz
analog zu behandeln ist. Die Gleichung zwischen der Zeit ¢ und der Hiilfs-

grosse w lisst sich auf folgende Form bringen:

(e—1) (%5(%-—%)‘1—%102%‘ u)—{—(;%—&—lioe) (%(u——llT)__logu) dis kt(e—q—l)%,

wo die Logarithmen hyperbolische sind, und 55 (u———u—H—%logu eine Grosse
der ersten Ordnung, 4 (u——i)~log w eine Grosse der dritten Ordnung, so-
u

bald log u als eine kleine Grosse der ersten Ordnung betrachtet wird. —Setzt

man also

1 1
6 (4 (w——)—logu) - A5 (w— )+ siloge ;

4117 2VA 7

1
Tl plogd
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so wird A eine Grisse der zweiten Ordnung sein, B aber von der Einheit
um eine Differenz der vierten Ordnung verschieden. Unsere Gleichung erhilt
dann folgende Form:

B(2 (e—1) A*+%(1+9e)A%)=kt(6_ql)% ................ [2]

welche der Gleichung [1] des Art. 37 ganz analog ist. Setzt man sodann

u— 1)? : : :
ferner m) =T, so wird 7' von der zweiten Ordnung sein, und durch

die Methode der unendlichen Reihen gefunden werden:

A 4 8 2 8 3 1896 & 28744 5
= ALl e e A mtmaies 4 Aot

: A : .
Deshalb wird, wenn man — = 14+4 4+ C setzt, C eine Grisse der vierten

Ordnung und 4 = —(%i%z sein. Endlich folgt fiir den radius vector aus
N

der Gleichung VII Art. 21 leicht

q i, 144 COlg
(I—T)costv? ~ (1—1A+C)coso®”

| (——=

45.

Der nachfolgende Theil der ersten, diesem Werke angefiigten Tafel bezieht
sich, wie wir schon oben erinnert haben, auf die hyperbolische Bewegung und
liefert fiir das Argument A (das beiden Theilen der Tafel gemeinsam ist) den
Logarithmen von B und die Grosse C' auf sieben Decimalstellen (wobei die
vorangehenden Ziffern weggelassen sind), die Grosse T aber auf fiinf und dann
auf sechs Stellen. Dieser Theil ist ganz wie der frithere bis auf 4 = 0,300
ausgedelnt, dem ein 7' = 0,241207, u = 2,930 oder = 0,341, P PRty
entspricht. Eine weitere Ausdelmung wiire iiberfliissig gewesen (Art. 36).

Hier folgt die Anordnung fiir die Rechnung sowohl zur Bestimmung
der Zeit aus der wahren Anomalie als umgekehrt. Bei ersterer Aufgabe

: ; —1 :
wird 7' durch die Formel 7' = i*_’l tang £ »* erhalten; aus 7" giebt unsere Tafel

7 ox

{

(42)
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log B und C, womit 4 = —(—11—1_—_% Hieraus endlich wird mittelst der
&

Formel [2] des vorhergehenden Artikels ¢ gefunden.

Bei letzterer Aufgabe werden zuerst die Logarithmen der Constanten

_ VG449
~ S
be—5
i

5et-5
¥ =l 119

berechnet. Dann wird 4 aus ¢ ganz in der Weise wie bei der elliptischen
! L : Bk
Bewegung bestimmt, nimlich so, dass der mittleren Bewegung %— in der Bar-

ker’schen Tafel die wahre Anomalie w entspricht und 4 = /3 tang+w* wird;
wobei freilich zuerst ein geniiherter Werth fiir 4 (unter Vernachlissigung oder,
wenn dazu Hiilfsmittel vorhanden, unter Schitzung des Factors B) berechnet
werden muss. Hieraus giebt dann unsere Tafel einen geniiherten Werth von
B, mit welchem man die Operation wiederholt. Der solchergestalt fiir B sich
ergebende neue Werth wird kaum jemals einer merklichen Verbesserung be-
diirfen und daher keine Wiederholung der Rechnung nithig sein. Nach Ver-
besserung des Werths von ‘A wird C aus der Tafel genommen, wodurch man
dann hat:

B ytang Lw o e A
tang 3 v = VGEE G S Wi (1—1A+4C)cosio®”

Hieraus sieht man, dass unter den Formeln fiir die elliptische und hyperbolische
Bewegung nur der Unterschied besteht, dass 3, 4 und 7' in der hyperbolischen
Bewegung als negative Grossen behandelt werden.
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46.

Auch die hyperbolische Bewegung wollen wir durch einige Beispiele,
wozu wir die Zahlen den Artikeln 23 und 26 entnehmen, erliutern.

I. Gegeben e = 1,2618820; log ¢ = 0,0201657; v = 18°51'0". Ge-
sucht ¢z Man hat

2logtang ;v ... 8,440 2018 1e 1o 4o R 7,503 8375

| log14C ...... 0,000 0002
loge—_lj ....... 9,063 6357 C.log (1 — 4 T) 0,001 1099
T7 PRI R 058376 S 1o 10l 7,504 9476

T = 0,003 19034
log B = 0,000 0001

C = 0,000 0005
log o0l ¢ ... 2,386 6444 log ol Ll e 2,384 3582
T SRR D AR lapidll i i 6,257 4214
log18,77584 — 1,1391182  log 0,138605 — 9,1417796
0,13861
13,91445=t. ;

II. Wenmn e und ¢ wie vorher bleiben, ¢ gegeben ist = 65,412 36, und
v und 7 gesucht werden, so findet man die Logarithmen der Constanten

log ¢ = 9,975 8345
log 3 = 9,025 1649
log v = 9,980 7646.

Ferner ergiebt sich log ¢ = 1,7914943, und so durch die Barker’sche Tafel

der genitherte Werth fiir w = 70"31'44", woraus 4 = 0,052983. Diesem 4

entspricht in unserer Tafel log B = 0,000 0207; daher log%f =1,7914736 und

der verbesserte Werth von w = 70°31'36"86. Im Uebrigen steht die Rech-
nung so:
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(44) 2 logtang +w...9,698 9398 logtampLan . vicuisiay 9,849 4699
gl GOZBABAD " - L0 s ccnsss o iin s 9,980 7646
T e 87241047  +C.log(1++A+C).9,9909602

A = 00529791% g MOBl 9,821 1947
log B wie vorher, 1y =""53"81"30 12
A 0,000 1252 J v g

1 AU O V105085 & dog gURAL AL S 0,020 1657

1—144+C = 0,9895294 B0 1opoesd b iriuies 0,158 0378

155 g A Y 0,018 0796

C.log(1—1A+C)...0,0045713

Iog 20 Bl i 0,200 8544

Hierfiir hatten wir frither gefunden (Art. 26) v =67°2'59"78, logr = 0,200 8541,
was weniger genau ist, indem eigentlich v = 67°3 0”00 hitte herauskommen
miissen, mit welchem angenommenen Werthe der Werth fiir ¢ durch grossere

Tafeln berechnet worden war.
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Zweiter Abschnitt.

Relationen, die einen einzelnen Ort im Raume betreffen.

) 47.

Im ersten Abschnitte ist iiber die Bewegung der Himmelskérper in
ihren Bahnen gehandelt, ohne dass Riicksicht auf die Lage genommen wire,
welche diese Bahnen im Raume einnehmen. Zur Bestimmung dieser Lage,
wodurch man in den Stand gesetzt ist, die Beziehung der Orte eines Himmels-
korpers auf irgend welche andere Punkte des Raumes anzugeben, wird offenbar
sowohl die Lage der Bahnebene in Beziehung auf irgend eine bekannte
Ebene erfordert (z. B. die Ebene der Erdbahn, Ecliptik), als die Lage der
Apsiden in jener Ebene. Da Obiges am zweckmiissigsten auf sphirische
Trigonometrie zuriickgefiihrt wird, so wollen wir uns eine, mit beliebigem
Halbmesser um die Sonne als Mittelpunkt beschriebene Kugeloberfliiche denken,
auf der jede durch die Sonne gehende Ebene einen grossten Kreis, jede
aus der Sonne gezogene gerade Linie aber einen Punkt zeichnet. ~Wenn
Ebenen und gerade ILinien nicht durch die Sonne selbst hindurchfiihren,
so legen wir ihnen parallel Ebenen und gerade Linien durch die Sonne, und
stellen uns vor, dass die den Letzteren auf der Kugeloberfliche entsprechenden
grissten Kreise und Punkte auch erstere darstellen; auch kamm man sich die
Kugel mit einem sogenannten unendlich grossen Halbmesser beschrieben
denken, aut welcher die parallelen Ebenen und geraden Linien ebenso dar-
gestellt werden.

Fillt daher die Ebene der Bahn nicht mit der Ebene der Ecliptik
zusammen , so schneiden sich die jenen Ebenen entsprechenden grossten
Kreise (die wir einfach ,,Balm“ und ,Ecliptik nennen wollen) in zwei
Punkten, welche Knoten heissen. In dem einen Knoten wird der aus der
Sonne gesehene Korper aus der siidlichen Gegend durch die Ecliptik in die
nordliche iibergehen, in dem anderen Knoten wird er aus letzterer in die

(45)
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erstere zurtickkehren. Ersterer heisst der aufsteigende, letzterer der nieder-
steigende Knoten. Die Lage der Knoten in der Ecliptik bezeichnet man durch
ihren, nach Ordnung der Zeichen geziihlten Abstand vom mittleren Friihlings-
Aequinoxe (Linge). Es sei, in Fig. 1, Q der aufsteigende Knoten, AQ B
cin Theil der Ecliptik, CQD ein Theil der Bahn; die Bewegung der Erde
und des Himmelskérpers mogen in der Richtung von A nach B und von C
nach D vor sich gehen, so ist klar, dass der sphiirische Winkel, den QD mit Q@ B
bildet, von 0° bis 180°, aber hieriiber nicht hinaus, anwachsen kann, ohne dass €
aufhort der aufsteigende Knoten zu sein. Diesen Winkel nennt man die
Neigung der Bahn gegen die Ecliptik. Wenn die Lage der Bahnebene durch
die Liinge des aufsteigenden Knotens und durch die Neigung der Bahn bestimmt
ist, so wird nur noch der Abstand des Perihels vom aufsteigenden Knoten erfordert.
Diesen Abstand zihlt man nach der Richtung der Bewegung, und nimmt ihn
deshalb negativ oder zwischen 180° und 860° an, wenn das Perihel von der
Ecliptik nach Stiden belegen ist. Man merke sich noch die folgenden Aus-
driicke: Die Liinge eines jeden Punktes in dem Kreise der Bahn, wird von
demjenigen Punkte an gezihlt, der vom aufsteigenden Knoten ebensoweit
siickwiirts in der Bahn absteht, als das Friihlings- Aequinox von demselben
Punkte riickwirts in der Ecliptik absteht. Hiernach wird die Linge des
Perihels die Summe der Linge des Knotens und des Abstandes des Perihels
yom Knoten sein; die wahre Linge des Korpers in der Bahn aber ist
— der Summe der wahren Anomalie und der Liinge des Perihels. Mittlere
Linge endlich nennt man die Summe der mittleren Anomalie und der Linge
des Perihels. Dieser letztere Ausdruck kann offenbar nur in elliptischen Balmen
Statt finden.

48.

Um daher den Ort eines Himmelskorpers im Raume fiir jeden Augen-
Dblick angeben zu konnen, muss man in der elliptischen Baln Folgendes kennen:
I. Die mittlere Linge fiir einen bestimmten, an sich willkiirlichen
Zeitpunkt, den man mit ,,Epoche bezeichnet; mit demselben Namen wird auch
bisweilen diese Liinge selbst belegt. ~Gemeiniglich wihlt man fiir die Epoche
den Anfang eines Jahres, niimlich den Mittag des ersten Januars in einem
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Schaltjahre, oder den Mittag des vorhergehenden 31. Decembers im  ge-
meinen Jahre.

II. Die mittlere Bewegung innerhalb eines gewissen Zeitraumes, z. B.
in einem mittleren Sonnentage, oder in 365, 365}, 36525 Tagen.

III. Die halbe grosse Axe, die zwar weggelassen werden kinnte, wenn
des Korpers Masse entweder bekannt, oder zu vernachlissigen ist, indem sie
bereits durch die mittlere Bewegung (Art. 7) gegeben ist; der Bequemlichkeit
wegen pflegt jedoch beides stets angegeben zu werden.

IV. Excentricitiit. V. Linge des Perihels. VI. Linge des auf-
steigenden Knotens. VIL. Neigung der Balm.

Diese sieben Momente heissen die Elemente der Bewegung des
Kérpers.

In der Parabel oder Hyperbel vertritt die Zeit des Periheldurchganges
die Stelle des ersten Elementes. Anstatt IT dient dabei das, was in dieser Art
von Kegelschnitten der mittleren tiglichen Bewegung analog ist (siche Art. 19;

in der hyperbolischen Bewegung die Grosse kb At 23). In der Hyperbel
konnen die iibrigen Elemente ebenso beibehalten werden, in der Parabel aber,
wo die grosse Axe unendlich und die Excentricitiit = 1 ist, wird an Stelle des
dritten und vierten Elementes nur der Abstand im Perihele aufgefiihrt.

49.

Nach dem gewdohnlichen Sprachgebrauche wird die Neigung der Bahn,
welche ich von 0 bis 180° zihle, nur bis 90° ausgedelnt, und wenn der
Winkel der Bahn mit dem Bogen @B (Fig. 1) einen rechten Winkel iiber-
schreitet, so wird der Winkel der Bahn mit dem Bogen €4 (der dessen
Complement zu 180° ist) als Neigung der Bahn betrachtet. In einem solchen
Falle muss man dann hinzufiigen, dass die Bewegung retrograd ist (gleich
als wenn in unserer Figur £QF einen Theil der Balm darstellt), um ihn vom
andern Falle, wo die Bewegung direct genannt wird, zu unterscheiden. Die
Liinge in der Balm pflegt dann so geziihlt zu werden, dass sie im aufsteigenden
Knoten mit der Liinge dieses Punktes in der Ecliptik iibereinkommt, in der
Richtung @ F aber abnimmt; der Anfangspunkt, von welchem die Liingen gegen

5
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die Ordnung der Bewegung in der Richtung Q7 geziihlt werden, steht also
chenso weit vom @ ab, als das Friihlings- Aequinox von demselben € in der
Richtung Q@ A. Es wird deshalb in diesem Falle die Linge des Perihels gleich
sein der um den Abstand des Perihels vom Knoten verminderten Linge des
Knotens. Auf diese Weise wird jeder der beiden Sprachgebriiuche leicht in
den anderen verwandelt, ich ziehe aber den meinigen deshalb vor, weil man
sich dabei iiber die Unterscheidung der directen und riickldufigen Bewegung
hinwegsetzen, und in beiden Fillen stets dieselben Formeln anwenden kann, wih-
rend der gewdohnliche Gebrauch hiufig doppelte Rechnungsvorschriften erfordert.

%

50.

Die einfachste Art, um die Lage irgend eines Punktes an der Oberfliche
der Himmelskugel in Bezichung anf die Ecliptik zu bestimmen, ergiebt sich
durch seinen Abstand von deér Ecliptik (Breite) und durch den Abstand des
Punktes, wo die Ecliptik von einem auf sie gefiillten Perpendikel geschnitten
wird, vom Aequinox (Linge). Die Breite wird von beiden Seiten der Ecliptik
an bis zu 90° geziihlt, und wird in der nirdlichen Region als positiv, in der stid-
lichen als negativ betrachtet. Es mégen daher dem heliocentrischen Orte eines
Himmelskorpers, d. h. der Projection eimer von der Sonne nach dem Korper
auf der Himmelskugel gezogenen geraden Linie, die Linge 2 und die Breite /3
entsprechen. Es sei ferner w die Entfernung des heliocentrischen Orts vom auf-
steigenden Knoten (welche das Argument der Breite genannt wird), ¢ die
Neigung der Bahn, @ die Linge des aufsteigenden Knotens, so hat man
zwischen 7, u, 3, .—Q, welche Grissen Stiicke eines rechtwinkligen sphiirischen
Dreiecks sind, folgende Relationen, die, wie man sich leicht iiberzeugt, ohne
alle Einschriinkung gelten:

I. tang(A—Q) = cositangu
II. tang = tangésin (A—Q)

HL . sinf = sin teinw

IV. cosu = cosf3cos(A—S).

Sind daher ¢ und u gegebene Grossen, so wird daraus A—S2 mittelst
der Gleichung T bestimmt, und sodann /3 mittelst 1T oder ILI, wenn nimlich /3
sich mnicht zu sehr - 90° nihert; die Formel IV kann zur Priifung der
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Rechnung dienen. Uebrigens lehren die Formeln I und IV, dass 24— und w
immer in demselben Quadranten liegen, so lange ¢ zwischen 0° und 90" liegt;
dagegen gehoren A—S und 360°—wu zu denselben Quadranten, sobald i
zwischen 90° und 180° liegt, oder wenn nach dem gewdhnlichen Sprachge-
brauche die Bewegung riickliufig ist. Die Zweideutigkeit, welche die Bestim-
mung von A—@ aus der Tangente nach Formel I zuriicklisst, wird also
hierdurch von selbst aufgehoben.

Folgende Formeln leitet man leicht aus Combination der vorher-
gehenden ab:

V. sin(u—A+4+Q) = 2sini’sinwcos A—R)
VI. sin(z—2i+Q) = tang 5¢sin /3 cos (A—)
VII. sin(u—2+Q) = tang ¢ tang 3 cos u
VIIL sin(u42—Q) = 2cos+¢" sinwcos (A — Q)
IX. sin(u+2—Q) = cotangLésinf cos(A—Q)
X. sin(u+A—Q) = cotang 1 i tang (3 cos w.
Der Winkel «—4--Q (wenn ¢ innerhalb 90°), oder u+4—Q (wenn ¢ iiber 90"),
heisst gemeiniglich die Reduction auf die Ecliptik; er ist ndmlich der
Unterschied zwischen der heliocentrischen Linge 4 und der Linge in der Bahn,
die nach gewdhnlichem Sprachgebrauche ist: Q-+ » (nach dem meinigen §4-w).
Sobald die Neigung der Bahn klein oder wenig von 180" verschieden ist, so
kann man diese Reduction als eine Grisse der zweiten Ordnung betrachten,
und in diesem Falle ist es vorzuziehen, 3 zuerst durch Formel III und dann
4 aus VII oder X zu berechnen, wodurch man grissere Schirfe als mittelst
Formel I erlangen kann.

Wenn man ein Perpendikel von dem Orte des Korpers im Raume,
auf die Ebene der Ecliptik fillt, so heisst der Abstand des Einschneidepunktes
von der Sonne die curtirte Distanz. Bezeichnet man also letztere mit 7,
den radius vector aber mit 7, so hat man

B o e=micos B

8 *

(48)
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bl.

Behuf ecines Beispiels will ich die in den Artt. 13 und 14 angefangene
Berechnung (wozu die Zahlen vom Planeten Juno genommen waren) weiter
fortsetzen. Wir fanden oben: wahre Anomalie = 315° 1' 23" 02, den
Logarithmus des radius vector = 0,325 9877; nun sei ¢ = 13°6'44"10, Abstand
des Perihels vom Knoten = 241°10' 20" 57, und daher u = 196°11'43"59;
endlich sei Q = 171°7'48"73. Hieraus erhilt man:

lop tam@ts < vaeiviins » 9,463 0573 logsin(A—%)..... 9,434 8691 n
MO QOB lsisi s i - 9,988 5266 log tang 100x v evads 9,367 2305
log tang (A—¢2) ... 9,451 5839 logtane B, i i 8,802 0996 n
A—Q = 105" 47 18925 B =-=8kaT 4002
! L A bE DEyDe lombnid 5+ rhuias 9,999 1289
Yog v iiahanine 0,325 98TT log cos (A==52) sves 9,983 2852 n
logeos Be. s iveidy 9.9991289 9,9824141 %
LR e 0,3251166 lggeosty vl aue 9,982 4141 n.
(49) Die Rechnung nach den Formeln IIT und VII wiirde so stehen:
(g e R 9,4454714 n logtang 27 5 5 lh 9,060 4259
Mobein® X Mm i 9,855 1000 Togidang 57, o r A e 8,802 0995 %
logain /3. nes . i 8,801 2284 n Torrcogn s o iaat L 9,9824141n
R e log sin (u—A-+Q)... 7,844 9395
Uil == 0°24" 3"34
e — 195 47 40,25.
52.

Betrachtet man ¢ und w als veriinderliche Grossen, so giebt die Diffe-
rentiation der Gleichung IIT im Art. 50:

cotang 3d 3 = cotang ¢ d ¢ 4~ cotang uwd u, oder

XIL. dp = sin(A—Q)di4sinécos (A—Q)dw.

Ebenso erhilt man durch Differentiation der Gleichung I:

XIII. d(l—Q) == —ta‘ngﬂcos(l'—9>d’i_{— COSl: du.

cos fi*
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Schliesslich folgt aus Differentiation der Gleichung XI:

dr = cosfBdr—rsinfSd 3, oder

XIV. d# = cosBdr—rsinfsin(A—Q)dé—rsinBsintcos (A—Q)du.
In dieser letzten Gleichung muss man entweder die Glieder, welche d¢ und du

enthalten, mit 206 265" dividiren, oder die iibrigen mit dieser Zahl multipliciren,
wenn man die Aenderungen von ¢ und u als in Secunden ausgedriickt annimmt.

53.

Die Lage eines Punktes im Raume wird sehr bequem durch die Ab-
stinde bestimmt, welche er von drei, sich einander unter rechten Winkeln
schneidenden Ebenen einnimmt. Wihlt man zu einer dieser Ebenen die
Ebene der Ecliptik, und bezeichnet mit z den Abstand des Himmelskorpers
von dieser Ebene, der positiv genommen wird im nordlichen, negativ im
siidlichen Theile, so hat man offenbar z = 7 tang = 7sin/3 = rsin¢sinw. Die
beiden iibrigen Ebenen, welche ebenfalls als durch die Sonne gelegt gedacht
werden, projiciren an der Himmelskugel grosste Kreise, welche die Ecliptik
unter rechten Winkeln schneiden, deren Pole daher in der Ecliptik selbst

liegen und 90° von einander abstehen. Denjenigen Pol einer jeden Ebene, auf

dessen Seite die Abstiinde als positive geziihlt werden, nenne ich den posi-
tiven Pol. Es mogen mithin N und N-+90" die Liingen der positiven
Pole bezeichnen, und die Abstinde von den ihnen entsprechenden Ebenen
sollen bezichungsweise z und y sein. Man hat dann offenbar:
& = 7 cos (A—2N) = 7 cos 3 cos (A—Q) cos (N—Q) 47 cos B sin (A— Q) sin (N—&)
y = 'sin (A—2N) = rcos fBsin (A—Q) cos (N—Q)—7 cos /3 cos (A— ) sin (N—).
Diese Werthe gehen iiber in

& = 7 cos (N—Q) cosu - 7 cosisin (N—Q) sin

y = 7 cosicos (N—Q) sin w— rsin (N—2) cos u.
Wird folglich der positive Pol der Ebene der x in den aufsteigenden

Knoten selbst gestellt, so dass N=Q ist, so hat man fiir die Coordinaten
x, y, z die sehr einfachen Ausdriicke:

i =1eon i,

Y = rcostsinu,

z = rsintsinu.

0)
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Wenn aber diese Voraussetzung nicht Statt findet, so kann man doch den
obigen Formeln eine ungefiilhr ebenso bequeme Gestalt durch Einfithrung von
vier Hiilfsgrossen a, b, 4, B geben, die so bestimmt werden, dass
: cos (N—Q) = asin 4
costsin(N—S) = acos 4
— sin (N—%) = bsin B
cosicos(N—Q) = bceos B
(siche Art. 14, II). Dann ist offenbar
x = rasin(u+ A4)
y = rbsin(u+ B)

z = rsinisin .

h4.

Die in dem Vorangehenden erklirten Relationen der Bewegung zur
Feliptik bleiben offenbar ganz die ntmlichen, wemn an Stelle der Ecliptik
irgend eine andere Ebene gesetzt wird, falls nur die Lage der Bahnebene
gegen diese Ebene bekannt ist. Jedoch muss man dann die Ausdriicke Linge
und Breite weglassen. Es bietet sich also die Aufgabe dar: Aus der bekann-
ten Lage der Bahnebene und einer anderen meuen Ebene gegen die Ecliptik
die Lage der Bahnebene gegen diese mneue FEbene herzuleiten.  Iis seien
nQ, R, nQ Theile grosster Kreise, welche von der Ebene der Ecliptik,
von der Bahnebene und von der neuen Ebene an der Himmelskugel projicirt
werden (Fig. 2). Damit die Neigung des zweiten Kreises gegen den dritten und
der Ort des aufsteigenden Knotens olme Zweideutigkeit angegeben werden konne,
muss im dritten Kreise eine von zwei Richtungen ausgewihlt werden, die
derjenigen analog ist, welche bei der Ecliptik die Ordnung der Zeichen ist.
In unserer Figur soll diese Richtung von » mach Q' gehen. Ausserdem muss
von beiden Halbkugeln, welche der Kreis »&Q' von einander trennt, die

(51) eine als der nordlichen, die andere als der siidlichen Halbkugel analog ange-
nommen werden. Diese Halbkugeln aber sind schon von selbst unterschieden,
in soweit stets dasjenige als nordlich angesehen wird, was Jemandem, der in einem
Kreise nach Ordnung der Zeichen vorschreitet, zur Rechten liegt (néimlich auf der
innern Kugelfliiche, welche unsere Figur vorstellt). In der Figur sind daher
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Q, n, Q' die aufsteigenden Knoten des zweiten Kreises auf dem ersten, des
dritten auf dem ersten, und des zweiten auf dem dritten; 180" —n Q¢ Rn S,
nS'S2 sind die Neigungen des zweiten gegen den ersten, des dritten gegen
den ersten, des zweiten gegen den dritten. Is hingt mithin unsere Aufgabe
von der Auflésung eines sphirischen Dreiecks ab, wo aus einer Seite und den
anliegenden Winkeln das Uebrige gefunden werden muss. Ich iibergehe hier
die hinreichend bekannten gewdhnlichen Vorschriften der sphiirischen Trigono-
metrie zur Behandlung dieses Falles, brauche dagegen zur grisseren Bequem-
lichkeit eine andere Methode, die aus gewissen Gleichungen, welche vergeblich
in unseren trigonometrischen Biichern gesucht werden, abgeleitet ist.

Diese Gleichungen, die wir spiiter hiufig benutzen werden, sind die
folgenden, wobei @, b, ¢ die Seiten und 4, B, (' die diesen Seiten respective
gegeniiberstehenden Winkel eines sphiirischen Dreiecks bezeichnen:

I sin{(b—c)  sin{(B—C)

sin a cosi A
I sin 4 (b 4-c) i cosi(B—C)
: sinla sin4 A4 >
101 cos (b—c) - sin (B+C)
g costa cos+ 4
IV cos§(b+4c) _ cosi(B+C)
: cos+a sind A

Obgleich ich den Beweis dieser Sitze der Kiirze halber hier iibergehen muss,
so kann doch ein Jeder deren Wahrheit leicht bestiitigt finden in Dreiecken,
in denen weder die Seiten noch die Winkel iiber 180" hinausgehen. Wenn
man die Idee des sphirischen Dreiecks in der grossten Allgemeinheit auf-
fasst, so dass weder Seiten noch Winkel durch irgend welche Grenzen be-
schriinkt werden (was viele ausgezeichnete Vortheile gewiihrt, jedoch zuvor
einiger Erlduterungen bedarf) so konnen Fiille eintreten, wo in allen
vorhergehenden Gleichungen das Zéichen geiindert werden muss: weil aber
die friihern Zeichen offenbar wiederhergestellt werden, sobald einer der Winkel
oder eine der Seiten um 3860’ vermehrt oder vermindert wird, so kann man
die oben gebrauchten Zeichen stets sicher beibehalten, es mag nun aus der
Seite und den anliegenden Winkeln, oder aus dem Winkel und den anliegen-
den Seiten das Uebrige bestimmt werden; denn stets gehen aus unseren Formeln
entweder fiir die gesuchten Stiicke die Werthe selbst hervor, oder solche, die
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von den wahren um 360" verschieden, ihmen also gleich geltend sind. Eine
vollstindigere Erklirung dieses (Gegenstandes will ich bis zu einer andern
Gelegenheit aufsparen. Dass aber meine Vorschriften, die ich auf jene For-
meln sowohl bei Liosung unserer Aufgabe als bei andern Gelegenheiten gestiitzt
habe, in allen Fillen eine allgemeine Giiltigkeit besitzen, liesse sich einst-
weilen mit Hiilfe einer strengen Induction d. h. durch vollstindige Aufzihlung

aller Fiile unschwer erweisen.

Hh.

Bezeichnet man wie oben die Liinge des aufsteigenden Knotens der Bahn
in der Ecliptik mit , die Neigung mit i; ferner die Liinge des aufsteigenden
Knotens der neuen Ebene in der Lchptll mit 7, deren Neigung mit &; den
Abstand des aufsteigenden Knoténs der Balm in der neuen Ebene vom auf-
steigenden Knoten der neuen Ebene in der Ecliptik (den Bogen Q" in Fig. 2)
mit Q'; die Neigung der Balm gegen die neue Ebene mit ¢'; schliesslich den
Bogen von @ bis ' nach der Richtung der Bewegung mit 4; — so werden
die Seiten unseres sphiirischen Dreiecks Q@—n, €, 4, und die gegeniiber-
stehenden Winkel ¢/, 180°—4, e&. Man hat also nach den Formieln des vor-

hergehenden Artikels:

sin 14’ sin 4 (Q' 4 4) = sin 3 (R—n)s sin 1 (i+4¢)

sin +1' cos 1 (R +4) = cos 3 (R —mn) sin 1 (i—¢)

cos%i' sin 1 (R —4) = sin 3 (R—mn)cos 3 ((+¢)

cos i cos (R —4) = cos 3 (R—mn) cos 4 (i—¢).
Die beiden ersten Gleichungen geben + (R +4) und sin3?¢'; die beiden
iibrigen 1(Q —4) und cosii's aus +(Q+4) wmd §(Q—4) enthckeln sich
und A; aus sin3i’ oder 00572 (deren Uebereinstimmung zur Priifung der
Rechnung dient) er glebt sich i'. Die Zweideutigkeit, ob +(Q'44) und (R '—A)

zwischen 0 und 180°, oder zwischen 180° und 360" zu nehmen ist, wird dadurch
gehoben, dass sowohl sing 14" als cosg? positiv werden miissen, weil der Natur

I

ll

der Sache nach ¢ innerhalb 180° fallen muss.
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56.

Ein Beispiel zu den vorhergehenden Vorschriften. Sei 2=172"2813"7,
¢ = 34"38'1"1. Sodann sei die neue Ebene dem Aequator parallel und daher
n = 180", der Winkel & (Schiefe der Ecliptik) = 23°27'55"8, so hat man:

G s g o DG U (4 £ T
P eecs CREYEE Lide = 29° 258,45
S GigpiE IG5 B B4 Gl
logsin £ (Q—mn)..... 8,8173026 7 logeos+(R—mn)...... 9,999 0618
logsin L (i) ...... 9,686 2484 logsin L (i-a). .10 8,088 1405
logeoss (it¢)...... 9,941 6108 logcos4(t—é) ....... 9,9979342.

Hieraus folgt ;
logsindé'sin (R4 4) ...8,50355107% logcos34'sin 5 (' —4)...8,758 9134 n
logsinii'cos L (R4 4)...8,9872023  logcos¢'cos (R—4) ..9,996 9960
woraus + (R +4) = 341°49'19"01 woraus +(Q'—4) 4 356°41'31"43
T S SRR SRR g S 9080843685 | Jeeres L. o ! M 9,90 11202,
Wir erhalten daher 1¢' = 5°51'56"445; ¢' = 11°48'52"89; Q' =338°30'50"43;
A= ==14'52'12"42;

Uebrigens entspricht der Punkt 7 an der Himmelskugel offenbar dem
Herbstaequinox. Es wird deshalb der Abstand des aufsteigenden Knotens
der Balm im Aequator vom Friihlings- Aequinox (dessen gerade Aufsteigung)
——1ThB" 306043,

Zur Erliuternng des Art. 53 will ich dieses Beispiel noch weiter fort-
setzen und die Formeln fiir die Coordinaten in Beziehung auf die drei durch
die Sonne gelegten Ebenen entwickeln, deren eine dem Aequator parallel sei,
wibrend die positiven Pole der beiden iibrigen Ebenen in der Rectascension
0° und 90" liegen sollen; die Abstiinde von diesen Ebenen seien resp. 2, z, ¥.
Bezeichnet man nun ausserdem den Abstand des heliocentrischen Orts an der
Himmelskugel von den Punkten © und Q' bezichungsweise mit » und w/, so ist
W —u—d —u-114°52'12"42; und Dasjenige, was im Art. 53 mit i, N—Q,
u ausgedriickt wurde, wird hier sein: ¢, 180°—&', «/. So erhiilt man aus
den dort gegebenen Formeln:

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk. &

(53)
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logasind.......9,968 71197n logbsinB.......9,563 8058
logacosA.......9,554 63807 logbecosB ......9,9595519n
also 4 = 248°55'22"97 also B = 158°5'54"97

R vel Lo B 906Te28 loghiiov. i a9, 002108481
Man hat daher:
@ = arsin (v 4-248°55'22"97) = arsin(u+ 263" 47'35"39)
— brsin(u' +158" 5 54,97) = brsin(u4-172 58 7,39)
A = crsin(u+ 14 52 12,42)
wo log ¢ = logsini’ = 9,308 1870.
Eine andere Auflgsung dieses hier behandelten Problems findet man in
von Zach, Monatliche Correspondenz, Band IX, 8. 385.7)

Q
I

I

>

bY.

Es kann mithin der Abstand eines Himmelskorpers von irgend einer
durch die Sonne gehenden Ebene auf die Form k7sin(v+K) zuriickgefiihrt
werden, wobei » die wahre Anomalie bezeichnet, und wo £ der Sinus der
Neigung der Bahti gegen diese Ebene, K der Abstand des Perihels vom auf-
steigenden Knoten der Baln in derselben Ebene ist. Soweit nun die Lage
der Balmebene, und der Apsidenlinie in letzterer, sowie die Lage der
Ebene, auf welche die Abstinde sich beziehen, als constant gelten konnen,
werden auch & und K constant sein. Meist jedoch wird jene Methode in einem
solchen Falle benutzt werden, wo, wenn auch die Stirungen vernachlissigt
werden, welche die erste und zweite Voraussetzung stets etwas afficiren, wenig-
stens die dritte Voraussetzung unzuliissig ist. Letateres tritt ein, sobald die
Abstinde auf die Ebene des Aequators bezogen werden, oder auf eine den
Aequator unter rechtem Winkel in gegebener ectascension schneidende Ebene.
Denn da die Lage des Aequators wegen Praecession der Aequinoctien und
iiberher wegen der Nutation (wenn von seiner wahren, nicht von seiner mittleren
Lage die Rede ist) veriinderlich ist, so werden in diesem Falle auch £ und K
Veriinderungen, allerdings langsamen, unterworfen sein. Die Berechnung dieser
Veriinderungen kann olme Schwierigkeit durch Differentialformeln bewerkstelligt

*) Vergl. Anhang Seite 53 folgende. Anmerkung des Uebersetzers.
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werden; der Kiirze wegen mag es aber hier geniigen, die difierentialen Ver-
tinderungen von 74, @, 4 anzufiihren, in soweit solche von den Aenderungen
des Q—n und des & abhiingen.

di’ = sin & sin Q' d(R—mn)—cosS2 d ¢
dQ/ e sin2 cos 4 d(an)_{_SJHQ Hle

sin e’ tn-ngi’ ;
sin ¢ cos (' G
.j M= TTole mEgs o _n '—.".67 8-
d 4 sine’ d<Q )+ sinz’ d

Sobald es sich iibrigens nur darum handelt, in Beziehung auf solche ver-
inderliche Ebenen mehre Orte eines Himmelskorpers zu berechnen, die inner-
halb eines miissigen Zeitraumes (z. B. eines Jahres) liegen, so wird es gemeiniglich
am Bequemsten sein, die Grossen a, 4, b, B, ¢, C fiir zwei Epochen, zwischen
welche jene Orte fallen, zu ermitteln, und ihre Vertinderungen Sar die
angenommenen einzelnen Zeitpunkte daraus mittelst einfacher Interpolation
abzuleiten.

58.

Unsere Formeln fiir Abstinde von gegebenen Ebenen enthalten
» und 7; und sobald man vorher diese Grissen aus der Zeit bestimmen
muss, so kann dadurch ein Theil der Operationen noch abgekiirzt, und die
Arbeit merklich erleichtert werden. Denn man kann jene Abstinde durch eine
sehr einfache Formel sofort aus der excentrischen Anomalie in der Ellipse,
oder aus der Hiilfsgrisse 17 oder w in der Hyperbel herleiten, so dass es der
Berechnung der wahren Anomalie und des radius vector iiberall nicht bedarf.
Es wird niimlich verimdert der Ausdruck krsin(v- K)

I. fiir die Ellipse (unter Beibehaltung der Bezeichnungen des
Artikels 8) in:

akcosgcos Ksin £+ aksin K(cos Fl—e).
Bestimmt man also /, L, 4 durch folgende Gleichungen:
(Z]CSin]f = lsinL (55)

akcosgcos K = lcos L
—eaksin K = —elsinL = i,

so geht dieser Ausdruck iiber m: Isin(E-++L)+4, wo [, L, A constant sein
9*
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werden, so lange man k, K, e als constant annehmen darf; wenn Letzateres
nicht angeht, so gilt iiber die Berechnung jener Aenderungen Dasselbe, was
im vorhergehenden Artikel bemerkt ist.

Als Beispiel wollen wir die Umformung des im Artikel 56 fiir @ ge-
fundenen Ausdrucks hinzufiigen, wo die Linge des Perihels = 121"17 344,
¢ = 14°13731"97, log a = 0,442 3790 gesetzt ist. KEs wird mithin der Abstand
des Perihels vom aufsteigenden Knoten in der Ecliptik = 308°49'20"7 =
w—wv; hieraus K = 212°36'56"09. Man hat also:

Ton @l it st 0,4411713 loglan s ..o s 0,172 76007
logtmndl .. s 9,7315887n loglcond o3 vusia 0,353 1154 n
logakcosg ..... 0,427 6456 &= g2 Bl
Talcomm e . s 9,925 4698 » Towl = K Ast GagY
lopa = e e
o NG Rerie

II. In der Hyperbel geht die Formel k7sin(v-+K) nach Art. 21
iiber in: A-utang F'-Fvsecans /', wenn man dabei setzt: ebksinK = 4,
blktangycos K = p, —0bksin K = v; offenbar kann man auch diesen Ausdruck

auf die Form bringen M — Wenn an Stelle von F die Hiilfs-
g

cos I’
grosse w angewendet ist, so geht der Ausdruck k7rsin(v+ K) nach Art. 21
iiber in: a3 u—l——Z—, wo @, 3, ¥ durch folgende Formeln bestimmt werden:
o= A=ebkgin K
f=3iv+tu) =—1%ebksin(K—vy)
y = 3(r—p) = —;ebksin(K+y).
III. In der Parabel, wo die wahre Anomalie aus der Zeit un-
mittelbar abgeleitet wird, bleibt nichts Anderes iibrig, als fiir den radius vector
seinen Werth zu substituiren. Bezeichnet dann ¢ den Abstand im Perihel, so

- - ksi K
wird der Ausdruck k7 sin(v+4 K) = ghksin(wK)

1 242
costv

59.

Die zur Bestinmung der Abstinde von, durch die Somme gelegten
Ebenen gegebenen Vorschriften lassen sich offenbar auch fiir die Abstiinde
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der Erde anwenden, wobei aber nur die einfachsten Fille vorzukommen
pflegen. — Es seien R der Abstand der Erde von der Sonne, L die
heliocentrische Linge der Erde (die von der geocentrischen Linge der Sonne
180° verschieden ist) und endlich X, Y, Z die Abstinde der Erde von drei
Ebenen, die sich in der Sonne unter rechten Winkeln schneiden. Falls nun

I. die Ebene der Z die Ecliptik selbst ist, und die Linge der Pole
der iibrigen Ebenen, von welchen die Abstinde X' und Y sind, resp. mit
N und N-90° bezeichnet werden, go ist

X = Rcos(L—DN); Y= Rsin(L—N); Z=0.

II. Wenn die Ebene der Z dem Aequator parallel ist, und die Rect-
ascensionen der Pole der iibrigen Ebenen, von welchen die Abstinde X und
sind, resp. zu 0 und 90° angenommen werden, so hat man, wenn ¢ die Schiefe
der Ecliptik bezeichnet:

e Rooplie" Y '= RBeodesmiL;: " "Z 'R ésin L.

Die Herausgeber der neuesten Sonnentafeln, v. Zach und de Lambre,
haben angefangen, auch auf die Breite der Sonne Riicksicht zu nehmen, eine
Grosse, die von den Storungen der iibrigen Planeten und des Mondes herriihrt
und kaum eine einzige Secunde erreichen kann. Bezeichnet nun B die
heliocentrische Breite der Erde, welche stets der Breite der Sonne gleich, aber
dem Zeichen nach entgegengesetzt ist, so hat man

im Falle I. im Falle II.

X = RcosBcos(L— N) | X= RBcosBcosL

Y = Rcos Bsin (L—N) | Y = Rcos Bcosesin L— R sin Bsin ¢

7= i) Z — R cos Bsin esin L4 R sin B cos e.

Fiir cos B kann hier immer sicher Eins, und der Winkel B in Theilen des
Radius ausgedriickt fiir sinB gesetzt werden.

Die so gefundenen Coordinaten werden auf den Mittelpunkt der Erde
bezogen. Wenn & #,  die Abstinde eines belicbigen Punktes auf der Erd-
oberfliche von drei Ebenen sind, die durch den Mittelpunkt der Erde
gelegt und den durch die Sonne gelegten parallel sind, so werden die Abstinde
jenes Punktes von den durch die Sonne gehenden Ebenen offenbar sein

e, i 2t
und die Werthe der Coordinaten & 7,  werden in beiden Fillen auf folgende

Weise leicht bestimmt. Es sei ¢ der Halbmesser der Erdkugel (oder der
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Sinus der mittleren Horizontalparallaxe der Sonmne), 2 die Linge desjenigen
Punktes der Himmelskugel, wo sich die gerade aus dem Centrum der Erde
nach dem Oberfliichenpunkte gezogene Linie projicirt, 3 dessen Breite, e Rect-

ascension, 0 Declination, so hat man
im Falle I. im Falle IL.

§=gcospcos(A—N) | §=pcosdcose
7= @cosfsin (A—N) | 7= gcosdsine
= psing C = peosd.

Diéser Punkt der Himmelskugel entspricht offenbar dem Zenith des Orts
auf der Oberfliche (wenn niimlich die Erde als eine Kugel betrachtet wird),
weshalb seine gerade Aufsteigung mit der Rectascension der Mitte des Himmels,
oder mit der in Bogen verwandelten Sternzeit iibereinkommt, sowie die De-
clination mit der Polhshe. — Falls es der Miihe werth wire, dabei der
sphiiroidischen Gestalt der Erde Reclmung zu tragen, so miisste man fiir J
die verbesserte Polhohe und fiir ¢ den wahren Abstand des Orts vom Mittel-
punkte der Erde anwenden, welche nach bekannten Vorschriften gefunden werden.
Aus @ und 0 werden Linge und Breite 2 und § durch bekannte, auch weiter
unten abgehandelte Regeln hergeleitet. ~Uebrigens ist klar, dass 4 mit der
Liinge des Nonagesimus und 90° —§ mit dessen Hohe iibereinkommen.

60.

Wenn @, y, z Abstinde eines Himmelskorpers von drei, in der Sonne
unter rechten Winkeln sich schneidenden Ebenen bezeichnen; X, ¥, Z Abstinde
der Erde (sci es deren Mittelpunktes oder eines Punktes auf der Oberfliiche)
von denselben Ebenen; so ist klar, dass z—X, y—1¥, z—Z die Abstiinde des
Himmelskorpers von drei Ebenen sein werden, die jenen parallel durch die Erde
velegt sind, und dass diese Abstinde die nimliche Relation zu dem Abstande
des Korpers von der Erde und zu seinem geocentrischen Orte”) d.h. zur Lage
der geraden Projectionslinie, die von der FErde nach dem Korper an der
Himmelskugel gezogen wird, haben, welche @, ¥, 2 zum Abstande von der
Somme und zum heliocentrischen Orte besitzen. Es sei nun 4 der Abstand des

*) Im weiteren Sinne; denn eigentlich wird dieser Ausdruck auf den Fall bezogen, wo die Gerade aus

dem Mittelpunkte der Erde gezogen wird.
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Himmelskorpers von der Erde. Man stelle sich vor, dass an der Himmels-
kugel ein Perpendikel von dem geocentrischen Orte auf denjenigen grissten
Kreis gefillt sei, welcher der Ebene der ,2“ Abstiinde entspricht, und es sei
@ der Abstand des Perpendikel-Einschnitts vom positiven Pole des grossten
Kreises, welcher der ,z“ Ebene entspricht; endlich sei b die Liinge dieses Per-
pendikels, oder der Abstand des geocentrischen Orts von dem den ,z“ Distanzen
entsprechenden grossten Kreise; — dann wird & die geocentrische Breite oder
Declination sein, je nachdem die Ebene der ,z“ Distanzen die Ecliptik
oder der Aequator ist; dagegen ist a-+ N die geocentrische Linge oder
Rectascension, wenn N im ersten Falle die Linge, im zweiten Falle die
Rectascension des Pols der Ebene der ,x“ Distanzen bedeutet. —
Man hat deshalb

x—X = A cosbcosa

y—Y = Acosbsina

z2-—2 = Aginb.
Die beiden ersten Gleichungen geben @ und A cosb, welche letztere (stets
positive) Grosse durch Combination mit der dritten Gleichung b und 4 liefert.

61.

Wir haben in dem Vorangehenden eine iiberaus leichte Methode zur
Bestimmung des geocentrischen Orts eines Himmelskirpers in Beziehung auf
die Ecliptik oder den Aequator gegeben, es mag nun dieser Ort von der
Parallaxe resp. der Nutation befreit oder hiemit behaftet sein. — Denn, was
die Nutation betrifft, so liegt der ganze Unterschied darin, ob man die mittlere
oder wahre Lage des Aequators wihlt, und deshalb zihlt man die Lingen
im ersten Falle vom mittleren Aequinox, im zweiten vom wahren, sowie man
in jenem Falle die mittlere, in diesem aber die wahre Schiefe der Ecliptik
braucht. Uebrigens ist von selbst klar, dass, je mehr Abkiirzungen man bei
der Coordinaten-Berechnung einfiihrt, man desto mehr priiliminare Operationen
vornehmen muss. Es wird deshalb die Vorziiglichkeit der oben zur unmittel-
baren Ableitung der Coordinaten aus der excentrischen Anomalie aufge-
stellten Methode besonders dann sich offenbaren, wenn viele geocentrische
Orte zu bestimmen sind. Wenn man dagegen nur einen oder recht wenige

=

(5
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geocentrische Orte zu berechnen hat, so wiirde es sich keineswegs der Miihe
lohmen, die Arbeit der Berechnung so vieler Hiilfsgrossen zu unternehmen. In
einem derartigen Falle wird es sich vielmehr empfehlen, die gewthnliche Methode
nicht zu verlassen, mach welcher aus der excentrischen Anomalie die wahre
und der radius vector, hieraus der heliocentrische Ort in Riicksicht auf die
Ecliptik, hieraus geocentrische Linge und Breite, und endlich Rectascension
und Declination gefunden werden. Damit hier nichts zu mangeln scheine, will
ich die beiden letzteren Operationen noch kurz erkliren.

62.

Es sei des Himmelskorpers heliocentrische Liinge = 4, Breite = §; die
geocentrische Linge =/, Breite = b, Abstand von der Somne 7, von der
Erde 4; endlich die heliocentrische Linge der Erde = L, 'Breite — B,
Abstand von der Sonne = R. Da wir nun nicht B = 0 setzen, so kann man
unsere Formeln auch auf den Fall anwenden, wo die heliocentrischen und
geocentrischen Orte nicht auf die Ecliptik, sondern auf irgend eine andere
Ebene bezogen werden; nur fallen dann die Benennungen Linge und Breite
weg; ausserdem kann man sogleich die Parallaxe beriicksichtigen, sobald der
hehocentnsche Ort der Erde nicht auf deren Mittelpunkt, sondern auf einen
Ort an ihrer Oberfliche unmittelbar bezogen wird. Ich setze ferner rcosf = ol
Acoshb = 4, RcosB= R. Bezieht man jetzt den Ort des Hunmelskolpers
und der E1dc im Raume auf drei Ebenen, deren eine die Ecliptik ist, wihrend
die Pole der zweiten und dritten in der Linge N und N-4-90° liegen, so er-

geben sich sofort folgende Gleichungen:

7 cos (A— N)—R cos(L—N) = 4 cos(I—N)
7 sin (A— N)— R'sin (L—N) = 4'sin ({—N)
7 tang 8 — R'tang B = A tang b,

wobei der Winkel N ganz willkiirlich ist. Die erste und zweite Gleichung
bestimmen zugleich /—XN und 4, woraus die dritte b giebt; aus & und 4
wird 4 erhalten. Damit die Rechnung so bequem wie moglich ausfalle, be-
stimme ich den willkiirlichen Winkel N auf folgende drei Arten:



Relationen, die einen einzelnen Ort im Raume betreffen. 73

I. Indem wir N = L setzen, machen wir % sin (A — L) = P,

%cos (A—L)—1=Q; dann wird [—L, % und & durch folgende Formeln
gefunden:

tang (I— L) = %
bk P £ Q
R sin(@—L)  cos(l—L)

/

Rl

tang 8 — tang B

tang b = o
&
II. Wenn man N = A setzt, wird

B in(—D =P, 1 — Zeosa—L)=Q

und dann ist: tang(l—2) = %
i i Q
R cos =)
tang b = -

7

III. Wenn N=1 (A+ L), so werden / und 4 durch die Gleichungen
gefunden:

tang(l—— (A-+L) ) = ——% tang 1 (A— L)
G i (¥4 R)sind(r—L) i (' —R')cos (A—L)
sin (l—% (l—{—L)) cos (l——%(l-—{-—L})

und sodann b durch die oben gegebene Gleichung. Der Logarithmus

/ / /
'+ R - P
des Bruches ———~ wird bequem berechnet, wenn man - = tangt setzt,

R b Mt e :
wodurch T,—t—R—, — tang (45" +C) wird. Auf diese Weise ist die Methode III zur
Bestimmung von / noch etwas kiirzer, als I und II, fiir die iibrigen Operationen
aber sind diese jener vorzuziehen.

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. Himmelsk, 10
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(60) 63.

Als Beispiel will ich die im Art. 51 bis zum heliocentrischen Orte
gefiihrte Rechnung weiter fortsetzen. Es moge jenem Orte die heliocentrische
Linge der Erde 24°19'49"05 = L entsprechen und log £ = 9,998 0979; die

Breite B setze ich = 0. Man hat also Ai—L = —17°24'20"07, log R’ = log R,
und daher nach der zweiten Methode:
- 9,6729813 log(1—@Q)..... 9,652 6258
logsin(A—1L) .....9,4758653 % 1—Q .....0,449 3925
logeos(A—1) ..... 9,979 6445 £ e 0,550 6075
Wrd oo 9,148 8466 7
ot b e 9,740 8421
Hieraus [—4 = —14°21'6"75 mithin { — 35284 2223
fog= i) Bukrt i 9,754 6117 e 0,079 7283
logtangP..is v 8,802 0996 n Tooeonh .0 B 9,997 3144
logtangb: oo o, 9,0474879n logd .o ing. 0,082 4139
b= —6"2153507

Nach der dritten Methode hat man aus logl = 9,6729813, £ = 25°13'6"31
und daher

log tang (45°+0) . ... 0,4441091
lfostiane (e ) oui oo 9,184 8938 %
logtang (l— 4 A—3 L).. 9,629 0029 »
I— e LI — 0t 505
T AT } daraus ! = 352°34'22"225.
L PR s B 37 99 0ds
64.

In Beziehung auf die Aufgabe des Artikels 62 fiige ich moch folgende
Bemerkungen hinzu.

I. Setzt man in der dort erwihnten zweiten Gleichung N =4, N = s 73
N =1, so erhilt: man:
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R'sin (i—L) = 4'sin (I—4); 7'sin(A—L)=4'sin({—L); 'sin(l—~) = R'sin(lI—L).
Die erste oder zweite Gleichung dient zur bequemen Rechnungspriifung, wenn
die Methode I oder II des Art. 62 angewandt ist. So erhalten wir in
unserem Beispiele:

logsin(A—L) ... 9,475 86537 Lpi airanadiag
Jogad i, . 9,754 6117
9,721 2536 n

logsin(l—UL) ...9,7212536 %

II. Die Sonne und zwei Punkte in der Ebene der Ecliptik, welche (61)
Projectionen des Himmelskorperorts und des Erdorts sind, bilden ein ebenes
Dreieck, dessen Seiten 4, R, 7 sind und die gegeniiberstehenden Winkel
entweder A—L, I—A, 180°—!4L; oder L—i, A—I, 180°'—L+l Aus

diesem Grundsatze folgen die in I erwihnten Relationen von selbst.

III. Die Sonne, der wahre Ort des Himmelskérpers im Raume, und
der wahre Ort der Erde bilden ein anderes Dreieck, dessen Seiten 4, R, r

sind.  Werden die letzteren respective gegeniiberstehenden Winkel —mit

: ¢ in S inT in (ST :
S, T, 180°—S— T bezeichnet, so ist SIZ —= Sl;} = 7_+ I9G0RE
Ebene dieses Dreiecks projicirt auf der Himmelskugel einen grissten Kreis, in

welchem der heliocentrische Ort der Erde, der heliocentrische Ort des Himmels-

kirpers und des letzteren geocentrischer Ort liegen, und zwar so, dass der
Abstand des zweiten vom ersten, des dritten vom zweiten, des dritten vom
ersten, nach derselben Richtung geziihlt, respective sind S, 7, S+ 7.

IV. Entweder aus den bekannten differentialen Veriinderungen der
Stiicke des ebenen Dreiecks, oder ebenso leicht aus den Formeln des Art. 62,
kann man folgende Differential-Gleichungen herleiten:

e 7' cos (L—1) daa sm(/——l) A

J/
et i— —9“si11(l—l)dl+cos(k—l}dw’
Y cosbsinbsin (A —1) b
b — L °F SmA,Sm da -+ 2(;22(32 p‘+ .4’ (alloﬁ—(Ob (A—1) tang b) d ",

wo die Glieder, welche d#, d4' enthalten, mit 206 265 zu multipliciren, oder
10*
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die iibrigen hiemit zu dividiren sind, wenn die Aenderungen der Winkel in
Secunden ausgedriickt werden.

V. Die umgekehrte Aufgabe, also die Bestimmung des heliocentrischen
Orts aus dem geocentrischen, ist der oben vorgetragenen Aufgabe vollstindig
analog, weshalb es iiberfliissig sein wiirde, dariiber noch ein Mehres beizu-
bringen. Denn alle Formeln des Art. 62 gelten auch fiir jene Aufgabe, nur
dass alle Grossen, welche auf den heliocentrischen Ort des Himmelskorpers
sich beziehen, mit denjenigen Analogen vertauscht werden, welche auf den
geocentrischen Bezug haben, mithin fiir L, B respective L+180°, —B gesetzt,
oder, was dasselbe ist, fiir den heliocentrischen Ort der Erde der geocen-
trische der Sonne genommen wird.

65.

Mag es auch in dem Falle, wo aus gegebenen Elementen nur sehr
wenige geocentrische Orte bestimmt werden sollen, kaum der Miihe werth
sein, alle obigen Kunstgriffe anzuwenden, durch welche man von der excen-
trischen Anomalie sogleich zur geocentrischen Linge und Breite, und so zur
Rectascension und Declination iibergehen kann, weil die hieraus hervor-
gehenden Abkiirzungen von der Menge der vorher zu berechnenden Hiilfs-
grisssen absorbirt werden wiirden, — so wird doch stets die Zusammenziehung
der Reduction auf die Ecliptik mit der Berechnung der geocentrischen
Linge und Breite einen nicht zu verachtenden Vortheil gewthren. Wenn
nimlich fiir die Ebene der ,z% Coordinaten die Ecliptik selbst gewiihlt wird,
die Pole der Coordinaten-Ebenen = und y aber in die Linge © und 90° 4+
gestellt werden, so lassen sich die Coordinaten sehr leicht ohne alle weitere
Hiilfsgrossen bestimmen. Man hat niimlich:

T = rcosu X = Rcos(L—Q) 2—X = A cos(I—Q)
Y = rcosisiny Y = R'sin (L—Q) y—Y = A'sin (I—Q)
Zz = rsinisiny 7 = I tanp' z—7 ='"4 Tz,

Ist B=0, so ist R = R, Z=0. Nach diesen Formeln wird unser Beispiel
durch folgende Zahlen absolvirt: L—Q = 213°12'0"32.
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Mol it oo s 0,325 981717 dogmdlic i abial 9,9980079
IOIHEGR N o s 9,98241417 log cos (L—%) .. 9,922 6027 n
legminels. s Jis s 9,4454714 n logsin(L—¢) .. 9,738 4353 n
lomw. . hiln. L. 0.008 4018n 1500 log, i 00, .. 9,920 7006 7
lopr et .. .. .. 9,1714591 n
g eond. i (L. 4. 9,988 5266
logammi ih Jiiiil 9,355 71570
G K 8 Sl 9,759 9857 n L L AR R 9,736 5332 n
i P Oy e W — 0

Daraus folgt
log (z—X) .....0,079 59067
logly—7¥) ..... 8,480 7165
daraus (I—Q)=181"26'33"49 L= 352 64 2220
e g oo e 09 (280 :
11 5 o 9,047 48787 Gl — 6°21'55"06

66.

Aus der Linge und Breite eines Punktes an der Himmelskugel werden
dessen gerade Aufsteigung und Abweichung durch Auflgsung eines sphiirischen
Dreiecks bestimmt, welches von jenem Punkte und den Nordpolen der
Ecliptik und des Aequators gebildet wird. Ist daher & = Schiefe der Ecliptik,
| = Linge, b = Breite, o« = Rectascension, d = Declination, so sind die
Seiten des Dreiecks = ¢ 90°—0, 90°—d. Fiir die der zweiten und dritten
Seite gegeniiberstehenden Winkel kann man annehmen: 90°4-e, 90°—/ (wenn
man nimlich die Idee eines sphirischen Dreiecks in grosster Allgemeinheit
auffasst). Den dritten, der Seite & gegeniiberstehenden Winkel setze ich (63)
= 90°—FE. Man hat daher mittelst der Formeln des Art. 54

sin (45°— L ) sin 4 (B4 o) = sin (45° + 1) sin (45° — % (64 b))
sin (45° — 1 0) cos & (B ) = cos(45° + 1) cos (45° — 1 (e—0))
cos (45° —1 O sin L (B—a) = cos(45° ++ 1) sin (45° — % (s—10))
cos(45°— 1 d) cos & (E—a) = sin (45° 4+ £ 1) cos (45° — 4 (¢ 4-0)).
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Die beiden ersten Gleichungen geben +(Z+4¢) und sin(45"— 3 d); die beiden
letzten L (E— o) und cos (45°— % d). Aus 4 (£4 ) und §(£—-c) erhiilt man zu-
gleich ¢ und E. Aus sin(45"—30) oder cos(45"— 5 d), deren Uebereinstimmung.
zugleich zur Priifung der Rechnung dient, wird 45°— 4 und hieraus 0 be-
stimmt. Die Bestimmung der Winkel & (E4-e), 3 (£—ea) aus ihren Tan-
genten ist deshalb keiner Zweideutigkeit unterworfen, weil sowohl der Sinus
als der Cosinus des Winkels 45°—<d positiv herauskommen muss.

Die differentialen Veriimderungen der Gréssen o, 0 werden aus den
Veriinderungen von / und & nach bekannten Grundsiitzen auf folgende Weise
gefunden:

;e smEcst 1]_cos,L' 4%
cos 0

dd = cos Ecosbd /- sin £d 0.

6.

Eine andere Methode zur Auflssung der im vorhergehenden Artikel be-
handelten Aufgabe wird durch folgende Gleichungen gegeben:
cosesinl = sinetang b+ cos/tang o
sind — cosé sin b-sinecosbsinl
cosbcosl == cos eecosd.

Man bestimme einen Hiilfswinkel 9 durch die Gleichung

tang b
tang & = —.—ngl—, so hat man
cos (e - 9) tang !
tang o = b ot S j;sg g

tangd = sin e tang (¢é4-9).
Zur Priifung der Rechnung lisst sich diesen Gleichungen noch hinzufiigen:

cos (e—-9) cosbsinl
oder cosd = = L 5
cos ¢ cos ¥ sin ¢

5 cosbcosl
cos) = ———

Die Zweideutigkeit in der Bestimmung von « durch die zweite Gleichung wird

dadurch beseitigt, dass cose und cos/ dieselben Vorzeichen haben miissen.
Diese Methode fiihrt weniger rasch zum Ziele, wenn ausser « und 0

auch % ermittelt werden soll. — Die bequemste Formel zur Bestimmung
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sin € COS « sin ¢ cos !
cosh TG

durch diese Formel # dann nicht mit Schiirfe berechnet werden, wenn - cos %

Inzwischen kann

dieses Winkels wird dann sein cos £/ =

nur wenig von der Einheit verschieden ist; ausserdem bleibt es zweifelhaft,
ob E zwischen 0 und 180°, oder zwischen 180" und 360° genommen werden
muss. Die erstere Unbequemlichkeit ist selten von irgend welcher Bedeutung,
besonders weil zur Berechnung der differentialen Verhiiltnisse die grosste
Schirfe des Werthes von % nicht erforderlich ist; der gedachte Zweifel aber
kann mit Hiilfe der Gleichung cosbcosdsin &/ = cosé—sinbsind leicht gelost
werden, welche zeigt, dass £ zwischen 0 und 180°, oder 180" und 360° ge-
nommen werden muss, je nachdem cose grosser oder kleiner als sinbsind
ist. Offenbar bedarf es auch nicht einmal dieser Priifung, sobald einer
der beiden Winkel b, & die Grenze von 66°32" nicht iiberschreitet; denn dann
wird sin & stets positiv. Im Uebrigen konnte dieselbe Gleichung in dem schon
oben angedeuteten Falle zur genaueren Bestimmung von /7 gebraucht werden,
wenn es der Miihe werth sein sollte.

6S.

Die Auflosung der umgekehrten Aufgabe, also die Bestimmung von
Liinge und Breite aus Rectascension und Declination stiitzt sich auf dasselbe sphii-
rische Dreieck. Die obigen Formeln werden diesem Zwecke angepasst durch ein-
fache Vertauschung von b mit d, und von / mit g Wegen des hiufigen

Gebrauchs will ich auch diese Formeln hersetzen:
Nach der Methode des Art. 66 hat man

sin (45° — 1.b)sin 4 (E—1I) = cos(45° ++ o)sin (45° —+ (¢4 )

sin (45° — 1 b)cos 2 (E—1) = sin(45° 41 ) cos (45°— 3 (e—0))

cos(45°— 1 b)sin L (E4-0) = sin (45" + L e)sin (45°— 1 (e—0J))

c0s (45" — 1 b)cos & (£ 41) = cos(45° 4+ ) cos (45°— % (¢4 J)).
Bestimmt man dagegen wie bei der andern Methode im Axrt. 67

den Hiilfswinkel £ durch die Gleichung

tang ¢ .
tangl = S B0 hat man
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cos ({—¢) tang &
cos &

tangd = sinltang (E—z¢).

tang! =

Zur Priifung der Rechnung dient:
cos d cos « cos ({—¢) cos dsine
cos b = — -
cos cos¢sinl

Zur Bestimmung von E dienen dann ebenso wie im vorhergehenden Artikel
die Gleichungen

sin & cos & sine cos/
cos B =

cosb e cos 0
cosbcosdsin £ = cose—sinbsind. e

Die differentialen Aenderungen von [ und b ergeben sich durch die
Formeln:

i sm(fsclj)sé e "|“ co»F

db = —cosEcosd\da—l—smEdd‘.

69.

Als Beispiel wollen wir aus der Rectascension 355°48345'30 — o,
der Declination —8°47'25"0 = &, der Schiefe der Ecliptik 23°27'59"26 = &
die Linge und DBreite belechnen. Es ist also 45°41¢ = 222°51'52"65,
ABT L LT SRRl ol U 28°52'17"87. Hieraus ferner

log cos(45° +4 @) «...... 9,865 08207 logsin (45°+La)........ 9,832 6803 7
logsin (45°— 4 (s+9))...9,786 0418  logsin (45" — 1% (¢—0)) .. 9,683 8112
log cos (45°— L (s+9)). .. 9,898 5222 log cos(45° — + fe—9)) .. 9,942 3572

logsin (45"——% B st (E-—0) .oiies 9,651 1238 %
1ogsin (45"—Lb)cos5 (E—1) ....... 9,775 0375 n
daher 1 (E—1) = 216°56'5"39; logsin (45°'—+0) = 9,872 3171
log cos (45°— 3 b) sin g (B+4-1) ...... 9,516 49157
log cos(45°—+b)cos 3 (E+4-10)....... 9,763 60427
daher 1(E-4-1) = 209°30'49"94; log cos(45° —4b) = 9,823 9669.
Es wird folglich E = 426°26'55"33, | = —T" 925'15" 45, oder, was auf dasselbe

herauskommt, F = 66°26' 5588 und [ = 852°34'44"55. Den Winkel 45°—1b
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erhiilt man durch den Logarithmus des Sinus = 48°10'58"12, aus dem Loga-
rithmus des Cosinus = 48°10'58"17, aus der Tangente (deren Logarithmus den

Unterschied jener bildet) = 48°10'58"14; hieraus b = —6"21'56"28.
Nach der zweiten Methode steht die Rechnung so: (66)
lagtanod. iv .o 9,189 30627 CLlerenal. it 0,362 6190
JOZEM P i as wvor 8,8719792 7 log cos({—¢) ... 9,878 9703
laglang C .. niie 0,317 3270 logtang e ....... 8,873 18697

Bl 1716 83 logitanig 1. dusis s 9,114 77627
C—e =40 49 7,57 I = 352"84'44"50
Togminh' . coviv i 9,11112327
logtang ({—=¢) .. 9,936 3874
logtangb........ 9,047 5106 %
b = —6°21'56"26

Zur Bestimmung des Winkels ' hat man die doppelte Reclmung:

ORI caivvnny 9,600 1144 100 Bl o vins 5.« 9,600 1144
logcoset........ 9,998 7924 R0 B0 vviv s s « 9,996 3470
Etlomaonh . vy 0s 0,002 6859 C.logcosd...... 0,005 1313
Sopeos B . vicis 9,601 59217 faann il .. i o 9,601 5927

woraus F = 66°26'55"35.

70.

Um Alles beisammen zu haben, was zur Berechnung der geocentrischen
Orte erforderlich ist, muss mnoch Einiges iiber Parallaxe und Ab erration
hinzugefiigt werden. Ich habe zwar schon oben eine Methode gegeben,
wonach der von der Parallaxe afficirte, d. h. der einem Punkte auf der Erd-
oberfliiche entsprechende Ort, unmittelbar und mit grisster Leichtigkeit zu be-
stimmen ist. Da aber bei der gewdhnlichen, in den Artt. 62 und folgenden be-
handelten Methode der geocentrische Ort auf den Mittelpunkt der Erde bezogen
zu werden pflegt, in welchem Falle er von der Parallaxe befreit heisst, so muss
noch eine besondere Methode zur Bestimmung der Parallaxe, welche der Unter-
schied zwischen beiden Orten ist, hinzugefiigt werden.

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk,
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Es seien deshalb die geocentrische Liinge und Breite eines Himmelskorpers
in Bezug auf den Erdmittelpunkt 4 und 3, und in Bezug auf irgend einen
Punkt an der Erdoberfliiche / und b; der Abstand des Korpers von dem
Erdmittelpunkte = 7, von dem Erdoberflichenpunkte = 4; es entspreche end-
lich an der Himmelskugel dem Zenith dieses Punktes die Linge L, die
Breite B und der Halbmesser der Erde sei = R. Von selbst ist schon Kklar,
dass alle Gleichungen des Art. 62 auch hier Statt finden; aber man kann sie
bedeutend abkiirzen, da hier R eine Grosse ausdriickt, die im Vergleiche mit
» und 4 fast verschwindet. Uebrigens werden dieselben Gleichungen offenbar
auch dann gelten, wenn 4, /, L, statt- der Liingen die Rectascensionen, und
B, b, B statt der Breiten die Declinationen bedeuten. In diesem Falle sind

(67) {—A4, b—f3 Rectascensions- und Declinations- Parallaxen, in jenem aber Lingen-
und Breiten-Parallaxen. Wenn man R als eine Grosse der ersten Ordnung
betrachtet, so werden (—A4, b—f3, 4—r von derselben Ordnung sein, und
wenn man die hoheren Ordnungen vernachlissigt, so leitet man aus den
Formeln des Art. 62 leicht ab:

R cos Bsin(A— L)
7Cos 8

II. b—p = M (tang 3 cos (A— L)— tang B)

II. 4—r= — Rcos Bsinf(cotang3 cos (A— L)+ tang B).
tang B
cos(A—L)’

Lid—vde=

Nimmt man den Hiilfswinkel 9 dabei so, dass tangd = so erhalten
die Gleichungen II und III folgende Form:

RcosBeos(A—L)sin(f—9)  Rsin Bsin(f—9)

Bl

rcos 9 7 sin &
T Ay —— EcosBeos(A—L)cos(f—9) __ RSinB.CO%(fS——ﬁ).
cos sin &

Um in I und II die Grissen /[—4 und b— /3 in Secunden zu erhalten, muss
fiir £ die mittlere, in Secunden ausgedriickte Sonnenparallaxe gesetzt werden;
m IIT aber ist fiir £ dieselbe, mit 206 265" dividirte Parallaxe zu nehmen.
Endlich kann man, ohne an Genauigkeit zu verlieren, bei den Parallaxen-
Werthen statt », 4, 8 auch 4, [, b anwenden, sobald bei der umgekehrten
Aufgabe aus dem mit der Parallaxe behafteten Orte der von ihr freie Ort
bestimmt werden soll.
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Beispiel. Es sei die gerade Aufsteigung der Sonne fiir den Mittel-
punkt der Erde = 220"46'44"65 = 4, die Declination = —15°49'43"94 = f3,
der Abstand = 0,9904311 = r. Ferner die in Graden ausgedriickte Sternzeit
fiir irgend einen Ort auf der Erdoberfliche = 78°20'38"0 = L, Polhtshe des
Orts = 45° 27 57"0 = B, mittlere Sonnenparallaxe = 8'6 = R. (Gesucht wird
der von diesem Orte aus gesehene Sonnenort und sein Sonnenabstand.

Toallonis sealivit: o 0,934 50 T S TS e 0,934 50

Logipals iuai - ior e ve 9.845.93 Yog il e s ks 985299

RN GOOAIE o i & i 0,004 18

Eh 0058 oy 0,016 79 Eilow sipad oy i 0,103 17
logsin(A—01L) ..... 9,785 08 logsin(f—93)..... 9. 031 52w,
log(l—4&) covuvn.n. 0,586 48 log@mmiB) ey didpiss 0,666 367

e S aiae B i oAl

l = 22046 4851 b = —15°49'48"58
lostanp B .oo.iul L. 0,007 06 log(b—p).veuevun. 0,666 36 7

logcos(A—L) ..... 9,899 097 log cotang (8—9).. 0,135 22

logtang . ;oiviils 0,10797% Yogr 5 T 3T 9,995 82

b — 1201500 Bogel "C. At s ion 4,685 57
R L b (rdid) shavva, 5,48297n

r—d = —0,000 0304

4 = 09904615,

1.

Die Aberration der Fixsterne, sowie auch derjenige Theil der Aberration
der Planeten und Cometen, welcher allein von der Bewegung der Erde her-
riihrt, entspringt daraus, weil mit der ganzen Erde das Sehrohr bewegt
wird, wihrend der Lichtstrahl dessen optische Axe durchliuft. Der beobachtete
Ort des Himmelskorpers (welcher auch der scheinbare, oder mit der Aberration
afficirte genannt wird) wird bestimmt durch die Lage der optischen Axe eines
Fernrohrs, welches so aufgestellt ist, dass der von dem Korper ausgegangene
Lichtstrahl auf seinem Wege beide #usseren Enden dieser Axe beriihrt; diese

Lage ist aber verschieden von der wahren Lage des Lichtstrahls im Raume. —
1Bl

(68)
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Wir wollen zwei Zeitmomente unterscheiden, ¢ und ¢, wo der Lichtstrahl das
vordere Ende (das Centrum des Objectivglases) und wo er das hintere
Ende (den Brenmpunkt des Objectivs) beriibrt. Die Orte dieser Enden im
Raume sollen fiir den ersten Zeitpunkt @ und &, fiir den spiiteren @ und ¥
heissen. Dann ist klar, dass die gerade Linie a0’ die wahre Lage des Strahls
im Raume ist, dass aber dem scheinbaren Orte die gerade Linie ab oder a0’
(die man als parallel annehmen kann) entspricht. Auch sieht man ohne
Weiteres, dass der scheinbare Ort von der Linge des Rohrs unabhiingig ist.
Der Unterschied zwischen der Lage der geraden Linien 0'a, ba ist die Aberra-
tion, sowie solche fiir die Fixsterne Statt findet, und die Art ihrer Berechnung
will ich als bekannt iibergehen. Fiir die Irrsterne ist aber jener Unterschied
noch nicht die vollstindige Aberration, denn der Planet indert in der Zeit,
welche sein Lichtstrahl gebraucht, um auf die Erde herabzugelangen, seinen
Ort, weshalb die Lage dieses Strahls nicht dem wahren geocentrischen Orte zur
Zeit der Beobachtung entspricht. Wir wollen annehmen, dass der Lichtstrahl,
welcher zur Zeit ¢ das Fernrohr trifft, zur Zeit 7' vom Planeten ausge-
gangen sei; der Ort des Planeten im Raume zur Zeit 7' soll P heissen, zur
Zeit ¢ aber p. Endlich soll 4 der Ort des vorangehenden Endes der Axe
des Rohrs fiir den Zeitpunkt 7' sein. — Nun ist klar,

1) dass die gerade Linie 4P den wahren Ort des Planeten zur Zeit 7,

2) die gerade Linie ap den wahren Ort zur Zeit ¢,

3) die gerade Linie ba oder '@ den scheinbaren Ort zur Zeit ¢
oder ¢ (deren Unterschied als eine unendlich kleine Grisse betrachtet
werden kann),

4) die gerade Linie 0'a denselben scheinbaren, von der Aberration der
Fixsterne befreiten Ort

zeigen.
Die Punkte P, a, b liegen schon in einer geraden Linie, und die Theile

7
Pa, ab werden den Zwischenzeiten ¢— 7, ¢'—t proportional sein, wenn die
Bewegung des Lichtes mit gleichformiger Schnelligkeit vor sich geht. Das
Zeit-Intervall ¥ —7 ist wegen der erstaunlichen Geschwindigkeit des Lichtes
stets sehr klein, und man darf annehmen, dass in dieser Zwischenzeit die
Bewegung der Erde geradlinig und mit gleichformiger Geschwindigkeit vor

sich geht: also werden auch 4, @, ¢ in gerader Richtung liegen und die Theile
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Aa, ad auch den Intervallen t—7), ¢'—t proportional sein. Hieraus schliesst
man leicht, dass die Geraden AP, b'd’ Parallellinien sind, und daher der erste
Ort mit dem dritten identisch ist.

Die Zeit t— T wird das Product des Abstandes Pa in 493 Zeitsecunden
sein, innerhalb derer das Licht den mittleren Abstand der Erde von der
Sonne durchliuft, welchen wir dabei als Einheit annehmen. Bei dieser Be-
rechnung darf man statt der Distanz Pa auch PA oder pa annehmen, da der
Unterschied von keiner Bedeutung sein kann.

Aus diesen Grundsiitzen folgen drei Methoden, den scheinbaren Ort
cines Planeten oder Cometen fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢ zu bestimmen,
von denen bald die eine, bald die andere den Vorzug verdient.

I. Man ziehe von der angenommenen Zeit die Zeit ab, welche das
Licht gebraucht, um vom Planeten bis zur Erde zu gelangen. So erhilt man
die reducirte Zeit 7, fiir welche der wahre, nach gewdhnlicher Art berechnete
Ort mit dem scheinbaren Orte fiir die Zeit ¢ identisch sein wird. Zur Be-
rechnung der Reduction der Zeit {— 7" muss die Entfernung des Planeten von
der FErde bekannt sein. Gemeiniglich werden zu diesem Zwecke bequeme
Hiilfsmittel nicht fehlen, z. B. eine, wenn auch nur flichtig gerechnete
Ephemeride, widrigenfalls es hinreichen wiirde, den wahren Abstand fiir die
Zeit ¢ in gewohnlicher Art aber ohne zu grosse Schirfe durch vorliufige
Rechnung zu bestimmen.

II. Man berechne fiir die angenommene Zeit ¢ den wahren Ort und die
Entfernung, hieraus die Reduction der Zeit ¢—7" und hieraus mit Hiilfe der
tiiglichen Bewegung (in Liinge und Breite, oder Rectascension und Declination)
die Reduction des wahren Orts auf die Zeit 7.

III. Man berechne den heliocentrischen Ort der Erde zwar fiir
die Zeit 7, den heliocentrischen Ort des Planeten aber fiir die Zeit 1'; sodann
aus Combination derselben auf gewohnte Weise den geocentrischen Ort des
Planeten, der um die Fixstern- Aberration vermehrt (die man auf bekannte
Weise ableitet oder aus den Tafeln nimmt) den verlangten scheinbaren Ort
liefern wird.

Die zweite Methode, die gewshnlich angewandt zu werden pflegt,
empfiehlt sich vor den iibrigen zwar dadurch, dass es dabei der doppelten
Rechnung zur Bestimmung der Entfernung nicht bedarf, leidet aber an der



(70)

86 Erstes Buch. Zweiter Abschnitt.

Unzutriiglichkeit, dass man sie nur anwenden kann, wenn mehre benachbarte
Orte entweder berechnet, oder aus den Beobachtungen schon bekannt sind,
indem man sonst die tigliche Bewegung nicht als gegeben ansehen kann.

Die Unbequemlichkeit der ersten und dritten Methode wird ginzlich
gehoben, wenn mehre einander benachbarte Orte zu berechnen sind. Denn
wenn nur erst fiir einige der letzteren die Abstiinde bekannt geworden sind, so
kann man sehr bequem und mit hinreichender Schiirfe auf die nichstfol-
genden Abstinde durch die gewdhnlichen Hiilfsmittel schliessen.  Wenn
iibrigens der Abstand bekannt ist, so ist die erste Methode deshalb der dritten
gemeiniglich vorzuziehen, weil es dabei der Fixstern-Aberration nicht bedarf.
Muss man aber zu einer doppelten Berechnung seine Zuflucht nehmen, so
empfiehlt die dritte Methode sich dadurch, dass bei der zweiten Rechnung der
Ort der Erde wenigstens beibehalten werden kann.

Schon von selbst bietet sich das fiir die umgekehrte Aufgabe Erfor-
derliche dar, d. h. fiir die Bestimmung des wahren Orts aus dem schein-
baren. Nach der ersten Methode behiilt man nimlich den Ort selbst unver-
indert bei, aber die Zeit ¢, welcher der angenommene Ort als scheinbarer
entspricht, verwandelt man in die reducirte Zeit 7, welcher derselbe Ort als
wahrer Ort entsprechen wird. — Nach der Methode IT behilt man die Zeit ¢
bei, aber dem angenommenen Orte fiigt man die Bewegung in der Zeit ¢—7'
hinzu, als ob man ihm auf eine Zeit ¢4 ({—7') reduciren wollte. — Nach
der Methode IIT betrachtet man den angenommenen, von der Fixstern-
Aberration befreiten Ort als wahren Ort fiir die Zeit 7', aber der wahre, der
Zeit ¢ entsprechende Erdort wird beibehalten, als ob er zu jener gehirte. Die
Niitzlichkeit der dritten Methode wird im zweiten Buche deutlicher erhellen.

Der Vollstindigkeit halber bemerke ich noch, dass der Ort der Sonne
von der Aberration ganz so afficirt wird, wie der Ort eines Planeten. Da
aber sowohl der Abstand von der Erde, als die tiigliche Bewegung sehr nahe
constant sind, so erhiilt auch die Aberration einen nahezu bestindigen und der
mittleren Bewegung der Sonne wihrend 493 Zeitsecunden gleichen Werth,
mithin = 20725, welche Grosse man von der wahren Linge abziehen muss,
um die scheinbare zu erhalten. Der genaue Werth der Aberration steht im
zusammengesetzten Verhiiltnisse des Abstandes und der tiglichen Bewegung,
oder, was auf eins herauskommt, dieser Werth verhiilt sich verkehrt wie der
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Abstand. Es miisste deshalb jener mittlere Werth in der Erdferne um 0"34
vermindert, in der Erdniihe aber um eben so viel vermehrt werden. Uebrigens
schliessen unsere Sonnentafeln die constante Aberration — 20”25 bereits ein.
Man muss mithin, um die wahre Linge zu erhalten, zu der Tafellliinge 2025
addiren.

72.

Den Schluss dieser Abtheilung sollen einige Aufgaben bilden, welche
bei der Bestimmung der Planeten- und Cometen-Bahnen hiufic angewandt
werden. Zuerst wollen wir auf die Parallaxe zuriickkommen. Wie der beob-
achtete Ort von ihr befreit wird, lehrt Art. 70. Da eine solche Reduction auf
den Mittelpunkt der Erde, eine wenigstens genitherte Kenntniss des Abstandes
des Planeten von der Erde voraussetzt, so kann dieselbe nicht vorgenommen
werden, wenn die Baln des beobachteten Planeten mnoch giinzlich unbekannt
ist. Aber auch in diesem Falle kann man wenigstens denselben Zweck erreichen,
um dessentwillen die Reduction auf den Erdmittelpunkt unternommen wird,
deshalb n#mlich, weil, da dieser Mittelpunkt in der Ebene der Ecliptik liegt
(oder doch angenommen wird, dass er dort liege), hierdurch mehre der Formeln
eine grossere Einfachheit und Concinnitiit erhalten, als wenn die Beobachtung
auf einen Punkt ausserhalb der Ebene der Ecliptik bezogen wiirde. In dieser
Beziehung bildet es daher keinen Unterschied, ob die Beobachtung auf den
Mittelpunkt der Erde, oder auf irgend einen Punkt in der Ebene der Ecliptik
reducirt wird. Es ist klar, dass wenn zu diesem Zwecke der Punkt des
Einschnitts der Ebene der Ecliptik mit einer geraden, vom Planeten nach
dem wahren Beobachtungsorte gezogenen Linie gewiihlt wird, die Beobachtung
selbst keiner weiteren Reduction bedarf, da der Planet aus allen Punkten jener
geraden Linie auf gleiche Weise gesehen™) wird. Deshalb ist es gestattet,
diesen Punkt gleichsam als fingirten Beobachtungsort dem wahren Orte zu
substituiren. Die Lage jenes Punktes wird auf folgende Weise bestimmt.

*) Wenn die dusserste Genauigkeit erforderlich sein sollte, so miisste man die Zwischenzeit, innerhalb
deren das Licht vom wahren Beobachtungsorte nach dem fingirten (oder umgekehrt) gelangt, zu der angenommenen
Zeit addiren oder davon subtrahiren, wenn es sich um Orte handelt, die mit der Aberration behaftet sind, Aber
dieser Unterschied kann kaum von irgend welcher Bedeutung sein, wenn nicht die Breite sehr klein ist,

(71)
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Es sei die Liinge des Himmelskorpers = &, Breite = 3, Abstand = 4,
alles in Beziehung auf den wahren Ort der Beobachtung auf der Erdober-
fliiche, dessen Zenith die Linge ! und die Breite b entsprechen. Ferner
sei # der Halbmesser der Erde, L die heliocentrische Linge des Mittelpunkts
der Erde, B = dessen Breite, R = dessen Abstand von der Sonne; endlich
sei L' die heliocentrische Linge des fingirten Ortes, R’ dessen Abstand von
der Somnne, 40 dessen Abstand vom Himmelskorper. Dann ergeben sich
ohne Weiteres folgende Gleichungen, wobei N einen willkiirlichen Winkel
bezeichnet:

R’ cos(L'— N)+d cosBcos(hl— N) = Rcos Beos(L— N)+mcosbeos(l—N)
R'sin (I'— N) 4 d cos B3sin (A— N) = Rcos Bsin (L—N) +mcosbsin (I— N)
dsinf3 = Rsin B+ xsinb.
Setzt man daher
I. (RsinB-msinbd)cotang 3 = u, so wird
II. R'cos(L/—N)= RcosBcos(L— N)4wcosbcos((—N)—pucos(i—N)
II. R'sin(Il—XN) = Rcos Bsin (L— N) 4 cosbsin ((—N)—pusin (A—N)

R TR

cosf’

Aus den Gleichungen II und III kann R’ und L, aus IV aber das
Zeitintervall bestimmt werden, was zur Beobachtungszeit hinzuzulegen und in
Secunden = 493 J sein wird.

Diese Gleichungen sind genau und allgemein und sie konnen auch dann
angewandt werden, wenn statt der Ebene der Ecliptik der Aequator gesetzt
wird, und L, L, i, [ Rectascensionen, B, 3, b Declinationen bedeuten. Aber
in dem hier vorzugsweise behandelten Falle, wo nimlich der fingirte Ort in
der Ecliptik belegen sein muss, gestattet die Kleinheit der Grossen B, m,
L' — L noch einige Abkiirzung der vorhergehenden Formeln. Es kann nim-
lich statt = die mittlere Sonnenparallaxe genommen werden, B statt sin B, Eins
statt cos B und cos(L'—L), L' —L statt sin(L/—L). Macht man so N= L,
so nehmen die obigen Gleichungen folgende Form an:

I. @ = (RB- msinb)cotang 3

II. R = R+ ncosbeos(l—L)—ucos(A—L)

’ ot wcosbsin (l— L) —psin (2— L)
MLl —L= - :




Relationen, die einen einzelnen Ort im Raume betreffen. 89

Eigentlich miissen hier zwar B, m, L'—L in Theilen des Radius ausgedriickt
werden; aber man sieht, dass, wenn man jene Winkel in Secunden ausdriickt,
die Gleichungen I und III olme Aenderung beibehalten werden konnen, fiir
IT aber gesetzt werden muss:

B R

mcosbcos (!l —L)—pcos(A— L)
206 265" :

Uebrigens kann in F ormel III fiir den Nenner R ohne merklichen Irrthum

stets R genommen werden. Die Reduction der Zeit wird aber beim Ausdrucke

A ey i 493°. u
der Winkel in Secunden = 206265 .cosf "

73.

Beispiel: Es sei A = 854°44'54", 3 = —4'59'32", [ = 94°20"
b— 46'53', L — 12°28'54", B — 1 0'49, R —0,9988839, = = 8'60;

so steht die Rechnung wie folgt:

o v o 9,999 51 b R T 0,934 50
s g TR AN 9,690 20 o dins SN 9,863 30
L P R 9,689 71 Bomaemibs b, o 0,797 80
Hieraus log(BR+asind)......... 0,83040
loceotame 3 ... ... on-c- 1,068 713 7
T RS e 1,889 13 n
R 0,934 50 e 1,889 13
T 9,834 73 [ e B g 4,685 57
R R R 4,685 57 logcos(A—L) ..... 9,978 86
logcos({—L)...... 9,990 40 6,053 567
5,445 20 N. Z.=—0,0003577
N. Z. = 4-0,0000279
Thes s cokile man B — F-1-0,000 8856 = 0,999 2695. | Ferner, ist (73)
Rogaeoth . e s 0,769 23 omibe s it o 1,88913 7%
logsin({—UL)...... 9,317 94 logsin(A—L) ..... 9,483 T1n
Complilog B .. ... 0,000 32 Compl.log k... 0,000 32
0,087 49 137 1
N i — 1122 NeiZ., — L2361
12

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk,
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Hieraus erhdlt man L' = L—22"39. Zuletzt hat man

logw vhased vine by 1,889 137
Cilog 206 265 . w5k 4,68557
Il 1 R 2,692 85
C.logeos . .. s 0,001 65

9,26920n, und daher die Reduction der Zeit
= —0°186 und deshalb von keiner Bedeutung.

4.

Eine andere Aufgabe: aus dem geocentrischen Orte eines Himmelskirpers
und der Lage der Bahnebene dessen heliocentrischen Ort in der Bahn abzu-
leiten. — ist der vorstehenden in so weit verwandt, als sie ebenfalls abhiingig
ist von dem Einschnitte einer geraden, zwischen der Erde und dem Himmels-
korper gezogenen Linie mit einer der Lage nach gegebenen Ebene. Die Auf-
lssung wird sehr bequem aus den Formeln des Art. 65 erhalten, wo die Be-
zeichnung der Charaktere folgende war:

L Linge der Erde, R ihr Abstand von der Sonne; die Breite B setze
ich=0 (da der Fall, wo sie nicht = 0 ist, auf diesen leicht mittelst des
Artikels 72 zuriickgefiihrt werden kann), woraus dann R’ = R; ! = geocen-
trische Linge des Himmelskorpers, b dessen Breite, 4 sein Abstand von der
Erde, » Abstand von der Sonne, u Argument der Breite, © Linge des auf-
steigenden Knotens, ¢ Neigung der Bahn.

So hat man die Gleichungen:

I. reosu—Rcos(L—Q) = dcosbeos({—RQ)
II. 7cosisinu— Rsin(L—Q) = A cosbsin(l—Q)

III. rsinisinw = Asinb. :

Multiplicirt man die Gleichung I mit sin(L—Q)sinb, die Gleichung II mit
—cos(L—QR)sinb, III mit —sin(L—/)cosb, so wird, nach Addirung der
Producte,

cosu sin (L—Q) sinb—sinw cost cos (L—Q) sinb—sinu sin¢ sin (L—/) cosb = 0,

woraus dann
sin (L — Q2) sin b
costcos(L—K)sinb - sinisin (L — 1) cosb *

IV. tangu =
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Multiplicirt man aber I mit sin({—), II mit —cos(/
Addition der Producte,

W g —

@), so wird, nach (74)

Bein(l—1)
sinu coszcos (I —$2) —cosusin ([ —2) °

Die Zweideutigkeit in Bestimmung von = aus Gleichung IV wird von selbst
durch Gleichung III gehoben, die zeigt, dass = zwischen 0 und 180°, oder
zwischen 180" und 360° genommen werden miisse, je nachdem die Breite b
positiv oder negativ ist. Ist aber b = 0, so zeigt die Gleichung V, dass u = 0,
oder u = 180° gesetzt werden muss, je nachdem sin(L—/) und sin(/—%Q) ver-
schiedene Zeichen haben, oder dieselben Zeichen.

Die numerische Berechnung der Formeln IV und V kann auf ver-
schiedene Weise durch Einfithrung von Hiilfswinkel abgekiirzt werden. Z. B.

tangbcos(L— %) o  sinAtang (L—9)
setzt man —=—————— = tang 4, so wird tangu = L -

sin (L —1)
tang 7 sin (L —1) cos Bsinbtang(L—S)
sin (B b) cosi

setzt man

ey tang B, so wird tangu =

Ganz ebenso erhiilt die Gleichung V durch Einfiihrung eines Hiilfswinkels,
tang (I —2)

dessen Tangente = cositangu oder = :
COSs?

1st, eine concinnere KForm.

So wie wir die Formel V aus Combination der Gleichungen I und II er-
hielten, so gelangen wir durch Combination der Gleichungen II und III zu
folgender:
Rsin(L— Q) .
sinu (cos 7 —sin¢ sin ({— $2) cotang b)
und ebenso durch Combination der Gleichungen I und III zu
Recos (L—K)
cos u — sin u sin ¢ cos ({— $2) cotang b *
Beide lassen sich auf gleiche Weise wie V durch Einfiihrung von Hiilfswinkeln
noch einfacher machen. Auflssungen, die aus dem Vorstehenden resultiren,

findet man gesammelt und durch ein Beispiel erliiutert in von Zach, Monat-
liche Correspondenz, Band V, 8. 5407), weshalb ich deren weitere Entwicklung
hier iibergehe. Wenn ausser % und 7 auch der Abstand 4 bestimmt werden
soll, so kann dies durch Gleichung III geschehen.

*) Der vollstindige Abdruck dieser hier citirten Abhandlung von Gauss findet sich im Anhange,
Seite 42—45, Anmerkung des Ueberse/zers.
152
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7.

Eine andere Auflosung der vorhergehenden Aufgabe stiitzt sich auf den
im Art. 64 III vorgetragenen Satz, dass der heliocentrische Ort der Erde, sowie
der geocentrische Ort des Himmelskorpers und dessen heliocentrischer Ort in
emnem und demselben grissten Kreise der Kugel liegen. Es seien in Fig. 3 jene
Orte beziehungsweise 7, (G, H; ferner Q der Ort des aufsteigenden Knotens;
QT, QH Theile der Ecliptik und der Bahn; G'P ein auf die Ecliptik aus G
herabgelassenes Loth, was daher gleich 6 ist. Hieraus und aus dem Bogen
PT = L—1I wird der Winkel 7" und der Bogen 7T'G' bestimmt. Dann sind in
dem sphirischen Dreiecke Q HT gegeben der Winkel @ = ¢, der Winkel 7" und
die Seite Q7 = L—Q, woraus die beiden iibrigen Seiten @ H = u und 7TH

Rsin TG

abgeleitet werden. Endlich wird HG = TG —TH und » = —————
= simnHG ?
Rein T H
== sin HG

76.

Im Art. 52 habe ich gezeigt, wie die differentialen Verdinderungen der
heliocentrischen Linge und Breite und des curtirten Abstandes durch die
Veriinderung des Argumentes der Breite u, der Neigung ¢ und des Radius
vector 7 ausgedriickt werden konnen, und hernach (Art. 64, IV) habe ich aus
jenen die Veriinderungen der geocentrischen Linge und Breite /, b abgeleitet.
Durch Combination jener Formeln werden daher d/ und db durch dw, di,
dQ, dr ausgedriickt erhalten. Es ist aber der Miihe werth, zu zeigen, wie
man auch bei dieser Rechnung der Reduction des heliocentrischen Orts auf
die Ecliptik iiberhoben bleiben kann, ebenso wie ich im Art. 65 den geocen-
trischen Ort unmittelbar aus dem heliocentrischen Orte in der Bahn abgeleitet
habe. Zur grosseren Vereinfachung der Formeln, will ich die Breite der Erde
vernachlissigen, da sie wenigstens bei den Differential- Formeln kemen merk-
lichen Einfluss haben kann. Es dienen also hier folgende Formeln, bei denen
der Kiirze wegen w fiir —Q und, wie oben, 4 fiir 4cosb geschrieben ist:
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A cos w = rcosu— Reos(L—Q) = §
A4’ sin w = rcosisinu— Rsin(L—Q) =7
A'tangb = rsinisinu = C.
Aus Differentiation derselben erhiilt man:

cosw.dd —Asinw.do =d§
sinw.dd + 4 cosw.dw = dy

tangb . d4' 4 c:;b db =4l

und hieraus durch Elimination

—sinw.dé}cosw.dy
[_1/
— coswsinb. dé—sinwsinb .dy-4cosb.d?
A ¥

din —

i

Wenn in diesen Formeln fiir & #, { ihre Werthe gehorig substituirt
werden, so erhiilt man dw und db durch dr, du, di, dQ ausgedriickt. Dann
werden, da dl = dw4-d{Q ist, die partiellen Differentiale von 4, b sich so
verhalten:

A ( ) = —sin wcosu - cos wsinw cos? (76)
A/
II. o (W) = sinwsinu - cos w cos u cost
A edd ! T,
1. — ‘—) — —coswsInusin
7 de

V. (S)=14+Zeos(L—R—w)= 14 L cos(L—1D)

V. (d ) = ——coswcosusmb——smwsmucosasmb—]—smusmzcosb
r

A

VL r \du

) — cos wsinwsinb—sin w cos % costsind - cosusintcos b
WAl = (ﬁ-) — sinwsinwsinisinb -+ sinw cos?cosb

” de

A= rdb 3 ¥ ; 2
VI — (TQ — sinbsin (L—Q— w) = sinbsin(L—1).

Die Formeln IV und VIIT erscheinen hier bereits in einer fiir die Rechnung
sehr bequemen Form. Die Formeln I, III und V aber kionmen durch nahe-
liegende Substitutionen concinner redigirt werden, nimlich:
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ST B
I, ()= g om0
|11 ot (‘g%) = —coswtangb
( )———J—COS(L——Z)smb—_—%CO%(L [)sinb cosb.

Endlich kénnen auch die iibrigen Formeln II, VI, VII durch Einfiithrung ge-
wisser Hiilfswinkel noch vereinfacht werden, was auf folgende Weise sehr
bequem geschieht.

Man bestimme die Hiilfswinkel 4/, N durch die Formeln tang M = gy

cose

tang N = sinwtangi = tang Mcoswsiné. Dann wird zugleich

cos M 2 l4tang N*  cosi® 4 sinw?sin? 3

cosN? 1-—{—tanng2 &5 c084* - tang o’ Sk
Die Beseitigung der Zweideutigkeit bei Bestimmung von M und N aus den
Tangenten kann nach Willkiir und daher aueh S0 geschehen, dass man

cos M il i
cos IV sin

nimmt. Sodann gehen die Formeln II, VI und VII in folgende iiber:

- dlN  rsinwcos(M—u)
1% W) 7% A'sin M

= --cosw, mlthln

Wl (ﬂ> — q—:{cos o sin cos (M—w) cos (N—1b) + sin (M—u) sin (i\’v——b)}
5 rsinu cos¢cos (N —b
VI ( ) 7 Acosl\} )
Diese Transformationen werden in Beziehung auf die Formeln II und VII
Jedem klar sein. Beziiglich der Formel VI aber scheint eine Erliuterung am
Platze. Wenn man ntimlich bei Formel VI zuerst fiir » setzt: M— (M —u),
S0 erh‘dlt man:

s i1 ) = cos (M —u) {cosw sin M sin b—sin o cos? cos M sinb + sin? cos M cos b}
—sin (M —wu) {cos o cos Msin b+ sin w cos? sin M sin b—sin ¢sin M cos b}.

Nun ist

coswsin M = cos¢’cos wsin M +-sin i’ cos wsin M = sin o cos i cos M 4-sini*cos w sin M;
weshalb der erstere Theil jenes Ausdruckes iibergeht in:

sini cos (M —uwu) {sin tcos wsin Msinb + cos Mcos b}

= sinécos (M—u){coswsin Nsind -+ cos w cos Neos bl — cos w sin icos (M—u)cos (N—B).
1
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Ebenso wird cos N = cosw’cos N o’ CoMN 2= vos 0y eos M+ sinw cosisin M ;
wodurch der zweite Theil des Ausdrucks iibergeht in:
—sin (M —uw) {cos Nginb—sin NV cos b} — sin(M— ) sin (N—0).

Hieraus folgt sofort der Ausdruck VI*. —

Der Hiilfswinkel M kann auch zur Transformation der Formel I be-
nutzt werden, die nach dessen Einfiihrung die Gestalt annimmt:

I <ﬂ by sincosin'(ﬂ]—u)

dr A'sin M ?
aus deren Vergleichung mit Formel I* folgt:
—Rsin(L—/)sin M = rsin wsin (M —uw);

wonach dann auch der Formel II™ die etwas einfachere Form zugetheilt
werden kann:

i had (du) = sm (L—1)cotang (M—u).

Um die Formel VI* noch mehr zuszunmenzumehen, muss man einen
neuen Hiilfswinkel einfiihren, was auf doppelte Weise geschehen kann, indem
tang (M — u) tang (N — b)

—2—-— oder tang@Q) = -
coswsint 3 DQ Ccoswsine

man nimlich entweder tangl” = setzt,

wodurch man dann erhiilt:
VI ) conp sin (M — u)cos (N— b— P) 7sin(N—b cos(J-—u——Q)
: du dsin P Asin Q
Uebrigens sind die Hiilfsgrossen M, N, P, @ nicht rein fictiv, und es ldisst

sich leicht angeben, was einer jeden an der Himmelskugel entspricht, so

dass auf diese Weise mehren der vorstehenden Gleichungen mnoch eine
elegantere Darstellung durch Bogen und Winkel an der Kugel gegeben
werden konnte. Ich verweile dabei um so weniger, da sie bei der
numerischen Berechnung die oben behandelten Formeln nicht iiberfliissig
machen konnen.

ol

Das in dem vorangehenden Artikel Entwickelte enthilt in Verbindung
mit dem, was in den Artikeln 15, 16, 20, 27, 28 fiir die einzelnen Arten der
Kegelschnitte gesagt worden, Alles, was zur Berechnung derjenigen differentialen
Veriinderungen erforderlich ist, die im geocentrischen Orte durch Veriinderungen

(78)
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der

Erstes Buch.

einzelnen KElemente entstehen.

Zweiter Abschnitt,

Zur besseren Erléuterung dieser Vor-

schriften wollen wir das in den Artt. 13, 14, 51, 63, 65 tractirte Beispiel

wieder vornehmen.

Zuerst will ich nach Anleitung des vorhergehenden Artikels

d! und db durch dr, du, di, dQ ausdriicken, wobei die Rechnung so steht:

logtang o ...... 8,40113 «  logsmmw..i.... 8,400997n logtang(M—u) 9,419 32 n
log eoBd. i 998858  logtangs; fiuis 9,36723  logcoswsint i..9,355 62n
logtang M...... B A1260 logtang IV.: s .. 7, 168227 " logilangdo b b 0,063 70
M = 1"2852" o == 1 T8 R0V e (el = 4901 15
M—u = 165 17 8 N—b = 186 145 N—b—P =136 50 32
(s g TH
logsin (L—1)...9,721 25 BT 9,63962 "~ lopcoves . cal 9,999 86 %
(Lol S i 9,99810  logcot(M—u) 0,580 687n logtangb....... 9,04749n
Bilbods aeces 9,92027 | cdl di
i ogl = 1 0.22030- “logl o MelE 9,047 35 %
Wiy cburibabs 9,639 62 g<d“> ’ sl ’
Cellogs (ot nt 9,67401
dl?
Toaler st 9,313 63
IV b ¥l
R ok 3 i
op— i 9,91837 () woveinnnns 984798 S Mog L il b 0,2435Tn
logeos(L—1)..9,92056  logsinbeosd . 9,04212n o0 (3r_y))..9,40484
B o LR 984793 O loi’; """"" 9,6T401 o5 cos(N-—b—P)9,863 017
i (U0 ) log(3.) ---+--8,56406 (/.log(;sme ..... 0,120 99
log(52 )+ ivens 9,632 417
Ll VIII
logrsinucosi ..9,75999% (%) ....ooennnnns 9,639 62
log cos(N—15)..9,997597 logsinbeosd ..9,042127
Glopd. oo 991759 db =
...... 8,681 747
C.logcosN.....0,00001n  ° (d 8 ) ;
db
log(m-) ....... 9,67518 7

Die Zusammenstellung dieser Werthe ergiebt
dl — 40,205 89 dr-+1,660 73 du— 0,111 52 di+1,70458 AR
db = 40,036 65 dr—0,428 95 du— 0,473 35 di—0,048 05 d .
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Kaum bedarf es wohl der schon hiufig wiederholten Bemerkung, dass entweder
die Aenderungen d/, db, du, di, dQ in Theilen des Radius auszudriicken,
oder die Coefficienten von dr mit 206 265" zu multipliciren sind, wenn erstere
in Secunden verstanden werden.

Bezeichnet man nun die Linge des Perihels (die in unserem
Beispiele = 52°18'9"30 ist) mit /7 und die wahre Anomalie mit v, so ist
die Linge in der Bahn = »+Q = v 11, und daher du = dv4-dII—dQ,
und wenn man diesen Werth in die vorangehenden Formeln substituirt, so
erhilt man d/ und db durch dr», dv, dI1, dQ, di ausgedriickt. Es ertibrigt
daher nur, dr und dv nach Anleitung der Artikel 15 und 16 durch die
differentialen Aenderungen der elliptischen Elemente darzustellen. (Bei der

folgenden Rechnung bedeutet das Symbol M nicht mehr unseren Hiilfswinkel,

sondern — wie im ersten Abschnitte — die mittlere Anomalie.)
In dem Beispiele des Art. 14 war log% = 9,903 55 = log (%) (80)
T e SR 0,192 90 gL caatiio.. 0,422 44
B ) 2 )
log egsip L Lty 9,986 52 log tang @ ....o...n 9,403 20
1 logsing . o545 byid e 9,84931n
Tool =—) ..o v 0,179 42
& (i : {6 (Rl dopnisl, 6,674 957
g e 50085
ee o 0,060 18 ]oga .............. 074_22 44
1,740 67 IDEeaRp . oo veri s 9,986 52
T e 0,240 72 log s 9,849 66
=
lOg e et i 0’192 90 log(w .......... 0,258 62n
rir:
domgin ll.........¢s 9,766 347
dv
log W) ......... 0,199 967

Hieraus erhilt man

do = +1,51154d M—1,58475d¢.
dr — —9,47310d M—1,813 93 d9 40,800 85 da

und nach Substitution dieser Werthe in die fritheren Formeln folgt:
13

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. Himmelsk.



98 Erstes Buch. Zweiter Abschnitt.

dl = 4-2,41287d M—3,00531d¢p+40,16488da-41,66073d 11
—0,11152d¢+4 0,043 85dQ

db=—0,66572dM+0,61331d¢+ 0,029 25 da—0,428 95d [T
—0,47335d¢40,38090d%.

Nimmt man an, dass die Zeit, welcher der berechnete Ort entspricht,
um 7 Tage von der Epoche entfernt ist, und wird die mittlere Linge
fir die Epoche mit N, die tigliche Bewegung mit 7 bezeichnet, so ist
M= N+4+n7]—1II, und daher dM = dN+4nd7—dIl. In unserem Beispiele
ist die dem berechneten Orte entsprechende Zeit = October 17,41507 des
Jahres 1804 im Meridiane von Paris. Wenn mithin fiir die Epoche der Beginn
des Jahres 1805 gesetzt wird, so ist % = — 74,584 93; die fiir jene Epoche ge-
setzte mittlere Liinge war = 41°52'21”61 und die tigliche Bewegung = 824"7988.
Substituirt man nun in die eben gefundenen Formeln fiir d M seinen Werth,
so verhalten sich die durch die alleinigen Veriinderungen der Elemente ausge-
driickten differentialen Vertinderungen des geocentrischen Orts, wie folgt:

dl = 2,41287dN—179,96d7—0,752 14 d IT— 3,005 31 d 0,164 88 da
—0,11152di+40,04385dQ

db = —0,66572d N-+49,65d7 40,236 77 dIT+0,61331d ¢+ 0,029 35da
—0,47335di+0,38090d Q.

(81) Wird des Himmelskorpers Masse entweder vernachlissigt, oder wenig-
stens als bekannt angesehen, so sind 7 und @ von sich gegenseitig abhingig,
und somit kann man entweder d7/ oder da aus den Formeln eliminiren.

Da nimlich, nach Art. 6, 7a° = k)/(1+w), so ist LR in welcher
) ) /) 7 2 a 7

Formel, wenn d7 in Theilen des Radius ausgedriickt werden soll, man auch
7 ebenso ausdriicken muss. Auf diese Weise ist unserem Beispiele

loo e s 2,916 35
ok 4,685 57
oot o 0,176 09
Qoo @ ninisr e 9,677 56
log% ............ ;355 b{'n,
oder d7 = —0,0022676de¢ und da = —440,99d7, und durch Substitution

dieses Werthes in unsere Formeln ergiebt sich endlich als letzte Form:
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dl — 2,412 87 d N—252,67d7—0,752 14 d IT—3,005 31 d ¢
—0,11152d¢+4-0,04385d%
db = —0,66572dN+36,11d7 40,236 77d 740,613 31 d ¢
— 0,473 85 di+0,38090d .
Bei Entwickelung dieser Formeln haben wir vorausgesetzt, dass simmtliche
Aenderungen d/, db, dN, d7, dII, de¢, di, dQ in Theilen des Radius aus-
gedriickt seien; offenbar aber werden wegen der Homogeneitit aller Theile
dieselben Formeln auch dann gelten, wenn alle jene Aenderungen in Secunden

ausgedriickt sind.”)

*) Wegen der bei mehren Zahlen des Art. 77 vorgenommenen Aenderungen vergl. die Andeutung
im Druckfehler - Verzeichnisse der lateinischen Ausgabe, sowie den Erginzungsband zu den Astronom. Nachrich-
ten, pag. 181. Anmerkung des Uebersetzers.

15
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Dritter Abschnitt.

Relationen zwischen mehren Orten in der Bahn.

78.

Die vergleichende Betrachtung zweier oder mehrer Orte eines Himmels-
korpers in der Balm sowohl als im Raume, gewiihrt eine so grosse Menge
eleganter Vorlagen, dass man damit leicht einen ganzen Band fiillen konnte.
Mein Zweck geht aber nicht dahin, dies fruchtbare Argument zu erschpfen,
sondern hauptsiichlich dahin, hieraus einen umfangreichen Apparat von Hiilfs-
mitteln zu schaffen fiir Auflssung der grossen Aufgabe der Bestimmung unbe-
kannter Bahnen aus den Beobachtungen. Unter Vernachliissigung Dessen, was
hierbei zu fremdartig sein wiirde, will ich daher Alles desto sorgfiiltiger ent-
wickeln, was auf irgend eine Weise zu diesem Zwecke fiihren kann. Den Unter-
suchungen selbst will ich einige trigonometrische Betrachtungen vorausschicken,
auf welche ich wegen ihres hiufigen Gebrauchs ofter zuriickkommen muss:

I. Wenn 4, B, (C irgend welche Winkel bezeichnen, so hat man
sin Asin (C'— B)+sin Bsin(4A—C)4-sin Csin(B—4) = 0
cos Asin (C'— B) 4 cos Bsin (A— C') 4 cos C'sin (B— A4) = 0.
II. Wenn zwei Grissen p und £ aus Gleichungen bestimmt werden

sollen wie
psin(4d—P)=a
psin(B—P) = b,
so geschieht das allgemein mit Hiilfe der Formeln
psin(B— A)sin (H— P) = bsin (H{— A)— asin (H—B)
psin(B— A)cos(H—P) = bcos(H— A)—acos(H— B),

wobei H ein willkiirlicher Winkel ist. Hieraus leitet man (Art. 14, II) den
Winkel H—P ab und psin(B—4); und hieraus £ und p. Gemeiniglich
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pflegt die Bedingung hinzugefiigt zu sein, dass p eine positive Grosse sein
muss, wodurch die Zweideutigkeit in Bestimmung des Winkels H— P durch
seine Tangente entschieden wird. Fehlt aber diese Bedingung, so kann man
die Entscheidung nach Belieben treffen. Zur Bequemlichkeit der Rechnung
pflegt man den willkiirlichen Winkel H entweder = 4 oder = B oder
— 1(A+B) zu setzen. — Im ersten Falle sind die Gleichungen zur Be-
stimmung von P und p folgende:
psin(d—P)=ua
b—acos(B—A4)

peos(4d—P) = — g
Im zweiten Falle sind die Gleichungen ganz analog; im dritten aber: (83)
psin(+A4+1+B—P) = —%;Z)%——(ZE——A)
Fiihrt man daher den Hiilfswinkel C ein, dessen Tangente = %, 86 1hndet

sich P durch die Formel:
tang (£ A+ 1 B— P) = tang (45° + ) tang 4 (B—4)
und sodann p durch irgend eine der vorhergehenden Formeln, wo
ab asin (45° 40  bsin(45°4-9)

i oo e o
Sl =t nldb it DV o= TRy T el

! 1 AP ab  acos(45'+4{)  bceos(45°4-0)
7(6-——(1) i COS(45 _{_S) Vsin?C_ sin{)/2 s scORIGADw

III. Wenn p und P aus den Gleichungen
peos(4d—P)=a
peos(B—P)=1"0
bestimmt werden sollen, so kann Alles unter Nr. IT Erklirte sofort Anwendung
finden, falls man nur dort statt 4 und B allenthalben 90°4-4, 90°+ B schreibt.
Zum bequemeren Gebrauche will ich jedoch die entwickelten Formeln hersetzen.
Die allgemeinen Formeln sind:
psin(B— 4)sin (H— P) = —bcos (H— A)+acos(H— D)
psin(B—A4)cos(H—P) = bsin (H—A4)—asin (H— B).

Diese gehen daher, falls H = A gesetzt wird, iiber in:
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: B—4)—b
psin(4—P) = a_czislg i g
peos(4d—P) = a.
Fir H = B erhalten sie eine #hnliche Form. Fiir H = (A4 B) aber

werden sie:

. —b
psin(; 4+ B—P) = HC;T]T:E
poos(fd-rsB—Pj—

2cos L (B—4)?
so dass nach Einfithrung des Hiilfswinkels £, dessen Tangente = %, entsteht:
cotang (+ A+ 1 B— P) = cotang ((—45") tang + (B— A4).

Sollte man iibrigens wiinschen, die Grosse p unmittelbar aus @ und b,
ohne vorgingige Berechnung des Hiilfswinkels 7, zu bestimmen, so hat man
die Formel

psin(B—A4) = V(aa+bb—2 ab cos(B— 4)),

sowohl bei gegenwiirtiger Aufgabe, als bei II.

79.

Zur vollstindigen Bestimmung eines Kegelschnitts in seiner Ebene wird
Dreierlei erfordert: die Lage des Perihels, die Excentricitiit und der halbe
Parameter. Wenn solche aus gegebenen, von einander abhingigen Grossen
ermittelt werden sollen, so miissen so viele Data vorhanden sein, dass man
drei, von einander unabhingige Gleichungen bilden kamm. — Jeder seiner
Grosse und Lage nach gegebene Radius Vector liefert eine Gleichung, und
es sind deshalb zur Bahnbestimmung drei, ihrer Grosse und Lage nach gege-
bene Radien Vectoren erforderlich. Hat man aber nur zwei Radien
Vectoren, so muss entweder ein Element schon selbst, oder wenigstens irgend
eine andere Grosse gegeben sein, um daraus die dritte Gleichung construiren
zu konnen. Hieraus entsteht eine Mannigfaltigkeit von Aufgaben, die wir jetzt
der Reihe nach durchgehen wollen.

Es sollen 7, © zwei Radien Vectoren sein, die mit einer geraden, in
der Ebene der Bahn aus der Somme beliebig gezogenen Linie die Winkel
N, N’ nach Richtung der Bewegung bilden; es sei ferner 7 der Winkel,
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den mit derselben geraden Linie der Radius Vector im Perihele bildet,
so dass den Radien Vectoren 7, 7 die wahren Anomalien N—1I7, N'—II ent-
sprechen; endlich sei e die Excentricitiit, p der halbe Parameter. — Dann
finden die Gleichungen Statt:

% = 1--ecos(N—1II)
p

L= 1+4ecos(N'—I)

yi

aus denen, wenn iiberher eine der Grossen p, e, IT gegeben ist, die iibrigen
bestimmt werden konnen.

Setzen wir zuerst voraus, dass der halbe Parameter p gegeben sei, so
erhellt, dass die Bestimmung der Grissen e¢ und I7 aus den Gleichungen

e cos (N—IT) =]%—1
ecos(N'—IT) =L —1
SIEL &ty

nach Anleitung des Satzes III im vorhergehenden Artikel geschehen kann. (85)
Man hat daher:
/ T e
tang (N—IT) = cotang (N —N) —— (p—w)];in(N’—N)
(' —r) cotang L (N' — N)

g 2ry
e
bz p

tang (4 N 4 N'— IT) =

80.

Ist der Winkel /7 gegeben, so werden e und p vermittelst folgender
Gleichungen bestimmt:
rr’(cos (IV—1II) —cos (N’—H))
= Trcos(N—H) — 7 cos (N’ —II)
v —r
= reos(N—1II)—+ cos(N'—II)"

Der gemeinsame Nenner in diesen Formeln lisst sich auf die Form: acos (A—1T)
zuriickfiihren, so dass @ und A von IT unabhiingig sind. Bezeichnet dann H
einen willkiirlichen Winkel, so wird
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(rcos (N—H)—7' cos (N'—H)) cos (H — IT)
— (rsin (N—H)—1'sin (N'— H))sin (H—IT)

und deshalb = acos(4—1I), wenn a und A durch folgende Gleichungen be-
stimmt werden:

7 cos (N—IT)—1"' cos (N'—IT) =

7cos(N— H)—1' cos(N'— H) = acos(4d— H)
rsin(N— H)—'sin(V'— H) = asin(4— H).
Auf diese Weise wird:
2r2'sin{(N'— N)sin (4 NJ-4 N'— 1T)

T acos (4 —1II)

/
a——1=

" acos(A—m)”

Diese Formeln sind besonders dann bequem, falls p und e fiir mehre Werthe
von IT zu berechnen sind, wihrend », 7, N, N' ungeiindert bleiben. Da man
zar Bestimmung der Hiilfsgrissen @ und A, den Winkel Z nach Belieben
wihlen kann, so ist es vortheilhaft, 7 = L (N + N') zu setzen, wodurch die
Formeln in folgende iibergehen:

("—r)cos+ (N'—N) = —acos(4—L N—1 N

(" +r)sint(N'—N) = —asin(4— L N— L1 N)
Ist daher der Winkel 4 durch die Gleichung:

tang (4— £ N—+ N') = " tang 4. (' — V)

7 —

bestimmt, so hat man sofort:
Lo eos(d 4N BN
cos L (N'— N)cos(4d—1m)’

6 =

wobei sich die Berechnung des Logarithmus der Grosse :,i: durch den schon

hiufig erkldrten Kunstgriff abkiirzen lisst.

81.

Wenn die Excentricitiit e gegeben ist, so wird der Winkel 77 durch
folgende Gleichung gefunden:
g cos(A—41N—1N')
COS(A—H) = — eCOS-%(N/——N) 9

nachdem der Hiilfswinkel A vermittelst der Gleichung
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(e T £ Y= T e 1 (NN

i Ii

bestimmt ist. Die bei Bestimmung des Winkels A—1/7 durch seinen
Cosinus zuriickbleibende Zweideutigkeit ist in der Natur der Aufgabe be-
griindet, so dass man letzterer durch zwei verschiedene Losungen Gentige
leisten kann, wobei man anderswoher entscheiden muss, welche beizubehalten
und welche zu verwerfen ist. Zu diesem Zwecke muss ein wenigstens ge-
nitherter Werth von /I bereits bekannt sein.
Nachdem I7 gefunden, wird p entweder durch die Formeln:
p = r(1+ecos(N—IT)) = ' (1+4ecos (N'—IT)), oder durch
217’ esin L (N'— N)sin (§ N--4 N’

S
b i ) berechnet.

PP

82.

Nehmen wir endlich an, dass drei Radien Vectoren 7, ', " gegeben
seien, welche mit einer geraden, nach Belieben aus der Sonmne in der Ebene
der Bahn gezogenen Linie die Winkel NN, &', N” bilden. Man hat dann,
unter Beibehaltung der iibrigen Zeichen, folgende Gleichungen:

@O L =1+4ecos(N—IH)

7

L — 14 ecos(V—IT)

L —14ecos(V'—1I),

woraus sich p, II, e auf mehre verschiedene Arten ermitteln lassen.  Will
man zuvorderst die Grosse p berechnen, so werden die drei Gleichungen (I)
respective mit sin(N'—N'), mit —sin(N"—2), mit sin(N'— ) multiplicirt
und man erhiilt durch Addition der Producte nach dem Satze L. Art. 78
sin(N’—N')—sin(N'—N)4-sin(N'—N)

%sin(N”-——N’)w%—sin (g ——N)—{—%sin(N’—N)

p:‘

Dieser Ausdruck verdient eine nihere Betrachtung. Der Zihler wird (87)
offenbar:
— 2sin 4 (N'—N')cos 4 (N'—N')—2sin§ (N —N'cos(3 N'+3 N'—N)
— 4sind (N'— N)sin £ (V" —N)sin § (V' — D).

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk, 14
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Setzt man sodann ferner
rr'gn(N'—N)=mn, rr'sin(N'—N)=mn, rr'sm(N—N)=un,

so sieht man, dass +n, L+, {7 die Flichen der Dreiecke sind, resp. zwischen
dem zweiten und dritten, dem ersten und dritten, dem ersten und zweiten
Radius Vector. Daraus schliesst man lIeicht, dass bei der neuen Formel

S 4sind (N" — N')sin H(N"— N)sin 4 (N'— N ) .o o' 7"
s n—n' -n"

der Nenner gleich sei der doppelten Fliche des Dreiecks, welches von den
Endpunkten der drei Radien Vectoren gebildet wird, d. h. welches zwischen
des Himmelskorpers drei Orten im Raume enthalten ist. Falls jene drei Orte
nur wenig von einander entfernt sind, so wird jene Fliche stets eine
sehr kleine Grosse, und zwar von der dritten Ordnung bleiben, wenn
N'—N, N'—N' als kleine Grissen der ersten Ordnung betrachtet werden.
Hieraus geht zugleich hervor, dass, falls eine oder mehre der Grossen 7, 7,
N, N, N” mit, wenn auch nur geringen Fehlern behaftet sind, hieraus ein
sehr grosser Irrthum bei Ermittelung von p entstehen kann. Es lisst daher
diese Reclnungsmethode zur DBestimmung der Bahn-Dimensionen niemals
grosse Schiirfe zu, wenn nicht die drei heliocentrischen Orte durch betriicht-

liche Zwischenriiume von einander entfernt sind.

Sobald iibrigens der halbe Parameter p getfunden ist, so werden ¢ und /7
durch Combination von zwei irgend welcher der Gleichungen (I) vermittelst der
Methode des Art. 79 bestimmt.

83.

Will man die Auflosung dieser Aufgabe lieber mit Berechnung des
Winkels 77 beginnen, so dient dazu folgende Methode. Man ziehe von der
zweiten der Gleichungen (I) die dritte ab, von der ersten die dritte,
von der ersten die zweite, wodurch folgende drei neue Gleichungen

entstehen :
1 i

T HE I € . / 17
(II) m - 75111(51\7 AR e
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T
7 ’l’” ik N \7//
2Sin%(z\7//__NS— P Slll\ —l—‘ )
1 1
e

e . /
Oin (ZV/ *'F)‘ = ?Slll(%AT+é—N ———-H).

Nach Satz II. Art. 78 geben irgendwelche zwei dieser Gleichungen IT und i), (88)

woraus man durch jede der Gleichungen (I) auch e und p erhiilt. Wihlt
man die dritte, im Art. 78, II behandelte Auflosung, so giebt die Combi-
nation der ersten und dritten Gleichung folgende Rechnungsart. Nach Be-
stimmung des Hiilfswinkels € durch die Gleichung:

/
Ui

r ——l_ sin L (N"—N")
_‘a" 'sm L(N'—N)

tang § =

ist
tang (4 N4+ 1 N' 44 N"—IT) = tang (45’ 4 {)tang (N —N).

Durch Vertauschung des zweiten Ortes mit dem ersten oder dritten erhiilt man
zwei andere véllig analoge Auflsungen. Da bei Anwendung dieser Methode

3 o e : : : :
die Formeln fiir - etwas verwickelter ausfallen, so wird man es vorziehen,

¢ und p durch die Methode des Art. 80 aus zwei jener Gleichungen (I) zu er-
mitteln. Im Uebrigen muss die Zweideutigkeit bei Bestimmung von /7 mittelst
der Tangente des Winkels {N4-3 2V "4 L N"—1IT 50 entschieden werden, dass
e eine positive Grosse wird; denn es ist klar, dass man fiir e entgegengesetzte
Werthe erhalten muss, wenn fiir /7 Werthe genommen werden, die um 180°
verschieden sind. Dagegen ist das Zeichen von p von dieser Z weideutigkeit
unabhingig, und der Werth von p kann nur dann negativ herauskommen,
wenn die drei gegebenen Punkte in dem von der Sonne abgewandten Theile
der Hyperbel liegen, ein Fall, den ich, da er den Gesetzen der Natur zuwider
ist, hier unberiicksichtigt lasse.

Das, was man bei Anwendung der ersten Methode in Art. 78, II erst
nach miihsamen Substitutionen erhiilt, kann im gegenwiirtigen Falle auf folgende

Art bequemer gefunden werden:
147
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Man multiplicire von den Gleichungen (II) die erste mit cos+(N"—N),
die dritte mit cos§ (V'—XN) und ziehe das zweite Product von dem ersten ab.
Dann erhiilt man bei gehiriger Anwendung des Satzes I. Art. 78 [wenn man
ndmlich in der zweiten Formel 4 = { (V' —N'), B=1i1N{+1N"—1II
('= L (N—N') setzt] folgende Gleichung:

1 1 i , 1 1 (
T (" ”“7) eotang ¢ (N '— N =7 (*-7) cotang 3 (N'—N)

2 7 r

= -;—sin L(N"—N)eos(L N1 NY—II),

Durch Combination dieser Gleichung mit der zweiten der Gleichungen (II),

; ; e : 3
finden sich /7 und T und zwar 11 mittelst der Formel

7 7
e
= o

tang (} 44N —IT) = —— e &
(1—7) cotang 4 (IV —N)-——(T—-l)cotang{,—(N —N)

Auch hieraus lassen sich zwei andere ganz analoge Formeln durch Ver-
tauschung des zweiten Ortes mit dem ersten oder dritten ableiten.

84.

Da aus zwei, ihrer Grisse und Lage nach gegebenen Radien Vectoren
und einem Bahnelemente die ganze Bahn sich bestimmen lisst, so wird man
durch jene Daten auch die Zeit ermitteln konnen, innerhalb deren der
Himmelskorper sich von dem einen Radius Vector zum andern bewegt, wenn
man die Masse des Korpers entweder vernachlissigt oder wenigstens als bekannt
betrachtet: wobei wir bei der ersteren Annahme stehen bleiben wollen, auf
welche die andere leicht sich reduciren Lisst. Es ist also umgekehrt klar, dass,
wenn zwei Radien Vectoren ihrer Grisse und Lage nach gegeben sind und
auch zugleich die Zeit, innerhalb welcher der Himmelskérper den zwischen
ihmen liegenden Raum beschreibt, man hieraus die ganze Bahn bestimmen
kann. Jedoch wird diese, zu den wichtigsten in der Theorie der Bewegung
der Himmelskorper gehirende Aufgabe nicht so leicht gelist, da der Ausdruck
der Zeit durch die Elemente transcendent, und iiberdies #Husserst complicirt
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ist. Diese Aufgabe ist es mithin um so mehr werth, auf das sorgfiltigste
abgehandelt zu werden. Es wird daher hoffentlich dem Leser nicht un-
angenelm sein, wenn ich ausser einer weiter unten zu gebenden Auflosungs-
art, die nichts zu wiinschen iibrig lassen diirfte, auch diejenige der Vergessen-
heit entreisse, welche ich, bevor jene sich darbot, hiufig angewendet habe.
Es ist stets niitzlich, die schwierigeren Probleme auf verschiedenen Wegen in
Angriff zu nehmen, und den guten Weg nicht zu verachten, wenn man
auch den besseren vorzieht. Ich beginne also mit der Auseinandersetzung jener
fritheren Methode.

85.

Ich will die Symbole 7, #, N, N', p, e, II in derselben Bezeichnung
beibehalten, die vorher damit verbunden war; den Unterschied N'—JN be-
zeichne ich mit 4, und die Zeit, innerhalb deren der Himmelskorper sich vom
ersten nach dem spiiteren Orte bewegt, mit & Nun ist klar, dass, wenn ein ge-
niherter Werth irgend einer der Grossen p, ¢, IT bekannt wird, auch die
beiden iibrigen daraus sich bestimmen lassen, und sodann die der Bewegung
vom ersten nach dem zweiten Orte entsprechende Zeit mittelst der im ersten
Abschnitte erkliirten Methoden. Wenn diese Zeit mit der angenommenen
Zeit ¢ iibereinstimmt, so ist dann schon der vorausgesetzte Werth von p, ¢
oder I1 der wahre Werth, und die ganze Balm schon gefunden. Ist diese
Uebereinstimmung nicht vorhanden, so wird die mit einem anderen, vom ersten
wenig verschiedenen Werthe wiederholte Rechnung zeigen, eine wie grosse Ver-
tinderung in dem Werthe der Zeit einer geringen Aenderung in dem Werthe
von p, e, I entspricht, woraus man durch einfache Interpolation einen ver-
besserten Werth ermittelt. Bei der hiermit von Neuem wiederholten Rechnung
wird man entweder eine mit der Voraussetzung vollig iibereinstimmende, oder
eine nur so wenig davon verschiedene Zeit erhalten, dass man mit neuen Ver-
besserungen die Uebereinstimmung so genau machen kamm, als es mur die

logarithmischen und trigonometrischen Tafeln zulassen.

Die Aufgabe wird also darauf zuriickgefiihnt, dass man zeigt, wie fiir
den Fall, wo die Bahn noch vollstindig unbekannt ist, ein wenigstens geniiherter

(90)
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Werth einer der Grossen p, e, II sich finden ldsst. Ich will jetzt eine
Methode abhandeln, wodurch der Werth von p mit so grosser Schirfe
ermittelt wird, dass er wenigstens fiir kleine Werthe von 4 keiner Ver-
besserung mehr bedarf, und dass so durch die erste Rechnung die ganze
Bahn schon mit der Genauigkeit, welche die gewdshnlichen Tafeln erlauben,
bestimmt wird. Man wird aber schwerlich in einem anderen Falle auf diese
Methode zu recurriren brauchen, als wenn 4 miissige Werthe besitzt, da die
Bestimmung einer mnoch ginzlich unbekannten Bahn wegen der Husserst
intricaten Complication des Problems kaum anders als aus Beobachtungen
unternommen werden mag, die nicht zu sehr von einander entfernt sind, oder
vielmehr aus solchen Beobachtungen, denen keine zu starke heliocentrische
Bewegung entspricht.

86.

Bezeichnet man den der wahren Anomalie ¥— [T entsprechenden unbe-
stimmten oder verdinderlichen Radius Vector mit g, so ist die Fliche des von

dem Himmelskorper innerhalb der Zeit ¢ beschriebenen Sectors = %ﬁ)@d?/,
wobei dies Integral von » = N bis zu » = N' ausgedehnt ist, und somit
iy — ﬁ)gda/ (wo k& in der Bezeichnung des Art. 6 genommen wird).

Durch die von Cotes entwickelten Formeln ist bereits bekannt, dass, wenn
¢ irgend eine Function von @ ausdriickt, man einen bestindig mehr geniiher-
ten Werth des (zwischen den Grenzen # = u und = w44 genommenen)

Integrals f(p’c da erhilt durch die Formeln

14 (putg@t-a)
14 (putdgutid)+outa)
1A (put-3gputid)+3¢ut2d)+qguid))_ ete.

Fiir unseren Zweck reicht es aus, bei den beiden ersten Formeln stehen

zu bleiben.
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Vermittelst der ersten Formel haben wir bei unserer Aufgabe fg@dv =

Ary! 7

LT d(rr4r'r) = —osg5 emn man —- = tang (45‘{—}— w) setzt. Fin erster ge-
: . dry :
niherter Werth fiir J/p wird deshalb sein = ﬁslg;q den ich = 3o setze.

Durch die zweite Formel erhiilt man genauer
ﬁ)ﬁ’dy =1d(rr+4+r+"44RR),

wobei R denjenigen Radius Vector bezeichnet, welcher der in der Mitte liegenden
Anomalie + N+ N'—IT entspricht. Wenn man nun p durch r, B, 7', N, N4 4,
N-I-4 nach Anleitung der Formel des Art. 82 ausdriickt, so folgt:

(e
4sint 4*sinf 4

= T I , und hieraus
e bt Tl U s oA
( = -+ 7 )sxnfd 7 sind
CoSh M 1(i+ 1) 2sin} 4 cos @ 2sin 1 42
R 2\ 7 p V(@7 cos2w) e

Setzt man daher

2sind 42/ (r+' cos2) cost A}/ (rr cos2w
7 S 2

= o wird k=

COS @ 0
cosw(l——
(12
woraus man den zweiten geniherten Werth von J/p erhilt:
2ccosd 42 cos2w? &
Vp:a—l— : 6>2 :a+<1 627
cosw? (1 — — i
-2 2
: 1L 4cos2wN\? 4 = ; v
wobei 20&(%) = ¢ gesetzt ist. Schreibt man deshalb = fiir }/p, so
wird = durch die Gleichung (x—e) (1 ———)* = & bestimmt, welche, gehdrig

entwickelt, bis zum fiinften Grade steigen wiirde. Setzt man & = g—+u, so
dass ¢ ein geniiherter Werth von x ist, und w eine sehr kleine Grosse, deren
Quadrate und hohere Potenzen vernachlissigt werden kinnen, so entsteht aus
dieser Substitution

2

) + 3 (1 e

4 |y
St Tq> +‘“{ of 99 q

e 98 g0 (19— )
£ (qg—9)(¢°F30q—4c0)

) 46(g— 1)
e o), 4)} =& -oder
9

, und daher

(91)
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g == S (99— (2gq1-409—5ab)q
W= Mgy B0y =—4ea "~

Bei unserer Aufgabe haben wir bereits einen geniiherten Werth fiir =

I
nimlich = 3a, der, in die vorangehende Formel fiir ¢ eingeschaltet, den ver-

besserten Werth liefert

243 0' e 430 (Qee—06) (Yea--T0)
Jq ==
(Qee—0)(2Tea-50)

=~ 0 & . .
Setzt man daher 57— = 3, T—3fa — s S0 nimmt die Formel folgende

(1 21
Gestalt ‘an: w = —(-—_lt_y}_——gﬁ——@, und alle zur Auflssung der Aufgabe nothwen-

digen Operationen sind in nachstehenden fiinf Formeln enthalten:

7'/ . 0
I — =tang(45’ 4 w)
Ary’!
IL 3kicosZw
2sind 4}/ (rr'cos2w)
27 cecosm g

il 1§

2cosi 4% cos2w?
T > D
Lv. (1—3p)cos w? =l

i o(1 21

b
Will man etwas von der Genauigkeit dieser Formeln opfern, so lassen
sich noch einfachere Ausdriicke entwickeln. — Wenn man niimlich cosw und

cos2w = 1 macht und den Werth von }/p in eine nach den Potenzen von 4
fortschreitende Reihe entwickelt, so folgt, unter Vernachliissigung der vierten

und hoheren Potenzen,
A4V ro
Vp=o(3—t 44+ ),

wo 4 in Theilen des Radius auszudriicken ist. Macht man deshalb
Ary! .
gy VP, so erhilt man:

44V rv
/ e Pl e T e
WG = (1 Ldd+ 3 )
Entwickelt man auf iihnliche Weise }/p in eine nach den Potenzen von sind

S . . . rr'sind "
fortschreitende Reihe und setzt dabei 7—1% = J/p’, sorentsteht:
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i e V”)Vp, odér

VIII. p=p'+isind’yrr.
Die Formeln VII und VIII kommen mit denen iiberein, welche Euler in
., Theoria. motus planetarum et cometarum* abgehandelt hat, die Formel VI

aber mit der in ,,Recherches et calculs sur la wraie orbite elliptique de la
comete de 1769, p. 80 gegebenen.

87.

Nachfolgende Beispiele werden den Gebrauch der obigen Vorschriften
erliutern und es ldsst sich daraus zugleich der Grad der Genauigkeit schiitzen.

I. Es sei logr = 0,3307640, logr' = 0,3222239, 4 = 70134:58 18 198)

— 27293"73, t= 21,93391 Tage. Hieraus findet sich w = -—33"47"90 und

die weitere Rechnung steht dann so:
AT 4,436 0629 Logrr cos2 .. .. 0,326 4519
W 0,652 9879 logEin: A0 . 7,08899%2
T AN 5,972 8722 o gl 8,869 6662
DT SRR 8,658 8840 oo 0,558 2180
C logcos2w...... 0,000 0840 Clogcosar ... 0o, 0,000 0210
Daal 9,720 8910 {2 R 6,793 3543

= 4,000 621 &75{

Bl i 0,301 0300
dlgnceens 4 ... 9,998 0976 1+y+213 = 3,0074471
2loocos2w. .. .... 9,999 8320 | e 0,4781980
C.log(1—33)....0,0008103 oo Lo e e s 9,720 8910
20 logeosw .. ...\ 0,000 0420 C.log(1+574)....9,998 6528
1 e 0,2998119 sl g SRR 0,197 7418
y = 1,9943982 log i, i dviicds 0,395 4836

218 = 0,013 0489.

Dieser Werth fiir logp weicht vom wahren kaum um eine Einheit in der
siebenten Stelle ab. Die Formel VI giebt in diesem Beispiele log p = 0,395 4822,
Formel VII liefert 0,3954780; aus Formel VIII endlich folgt 0,3954754.

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk, 15
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II. Es sei logr = 0,428 2792, logr’ = 0,406 2033, 4 = 62°55'16"64,
1=259,884 77 Tage. Daraus wird erhalten w=—1"27'20"14, loge=9,748 2348,
f = 0,04535216, y = 1,681127, log})/p — 0,2198027, logp = 0,439 6054,
cin Werth, der um 187 Einheiten der siebenten Decimale kleiner als der richtige
ist. Denn der wahre Werth in diesem Beispiele ist 0,439 6237; aus Formel VI
findet sich 0,436 8730; aus VII 0,4159824, aus VIII 0,4051103. Hier sind
die beiden letzten Werthe von dem wahren so sehr verschieden, dass sie
nicht einmal die Stelle einer Anniherung vertreten kimnen.

88.

Die Auseinandersetzung der zweiten Methode wird uns Gelegenheit
zar Darlegung einer Menge neuer und eleganter Relationen darbieten, und da
dieselben bei den verschiedenen Arten der Kegelschnitte verschiedene Ge-
stalten annehmen, so will ich das Einzelne getrennt von einander behandeln
und mit der Ellipse beginnen.

(94) Es mogen zweien Orten die wahren Anomalien v, « entsprechen
(wobei v die der Zeit nach vorangehende ist), die excentrischen Anomalien
seien K und £, die Radien Vectoren 7, #'; ferner sei p der halbe Parameter,
e = sing die Excentricitiit, ¢ die halbe grosse Axe, ¢ die Zeit, innerhalb deren
die Bewegung vom ersten zum zweiten Orte vor sich geht. Endlich setze ich

p ——
cos @

V—ov=2f, V+ov=2F, B'—E=2g, B'4+E=2@G, acosp =
Dann werden aus Combination der Formeln V und VI Art. 8 leicht folgende
Gleichungen abgeleitet:

Y ey oy e

(2]  bsinG —sinF . Vrr
peosg = (costwvcosiv' .(14-¢)+sintwsinto'. (1—e)))/r7, oder

[8] pcosg = (cosf+ecos F)}/rr, und ebenso

[4] pcosG = (cos F'4-ecosf))/rr.
Aus Combination der Gleichungen [3] und [4] entsteht ferner

[6] cosf.)rr = (cosg—ecosG)a

[6] cosF.}Yrr = (cosG'—ecosyg)a.
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Durch Formel III Art. 8 erhilt man
[7] 7 —r= 2aesingsinG

¥ +r = 2a—2aecosgcosG = 2asing® + 2cos feosg)/rr,

woraus
741’ —2cos feosg )/ v’
LS 2sin g* 6
Setzt man
q!l 71
s .
[9] W—Zl—i—QZ, 80 1st
[10] @ = 2({-sing*)cos f )/ rr’
sin g*
2(+sin}g? ;
und' o = j—_V( ( —'_Sm:iz;cosfvw), wo das obere, oder untere Zeichen ge-

nommen werden muss, je nachdem sing positiv oder negativ ist.

Die Formel XII Art. 8 liefert uns die Gleichung
kt / 8 : : : : :
s L sl Fegm B— 29— 2esing cos G = 29— sin 29 - 2 cos fsing e

o
a: Qass
Substituirt man fiir @ in diese Gleichung seinen Werth aus [10] und setzt der
Kiirze wegen

kt

i
2%cosf % (rr)*
so erhilt man nach den gehirigen Reductionen

[12] iﬂn==ﬂ+wm§gﬁ%+%b%ﬁn%fﬁ’32:f@22>

sin ¢*

— Ui

wo fiir m das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem sing positiv oder
negativ ist.

Wenn die heliocentrische Bewegung zwischen 180° und 360° vor sich
geht, oder, allgemeiner gesprochen, wenn cos f negativ ist, so wiirde die Grosse
m imaginir herauskommen, falls sie durch Formel [11] bestimmt wird, und /
wiirde negativ werden. Um dies zu vermeiden, nehme ich in diesem Falle
statt der Gleichungen [9] und [11] nachstehende

/
Lk
* r
[97] e - 1—2L
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kt
2% (—cos f )% (v r’)%
woraus man statt [10] und [12] folgende erhilt:
= e 2 !
o g — 2(L Su;i%lfqz)COSfV“

[127] +M=—(L—sinig)'+(L—sintg)f(2e—tin2g

sin ¢° )

[117]

:M,

wo das zweifelhafte Zeichen ebenso wie vorher entschieden wird.

89.

Es liegt uns jetzt ein doppeltes Geschiift ob:

1) aus der transcendenten, eine directe Auflgsung nicht zulassenden
Gleichung [12] die unbekannte Grisse ¢ so bequem als méglich
zu bestimmen;

2) aus dem gefundenen Winkel ¢ die Elemente selbst abzuleiten.

Bevor wir hiezu schreiten, wollen wir eine gewisse Umgestaltung angeben, mit-
telst deren die Berechnung der Hiilfsgrosse / oder L schneller bewerkstelligt
wird, und iiberdies mehre spiter zu entwickelnde Formeln auf eine elegantere
Gestalt zuriickgefiihrt werden.

Indem man niimlich den, durch die Formel ]4/7;— = tang (45'+ )
zu bestimmenden Hiilfswinkel w einfiihrt, wird
(96) V-4V 2 = 24 (tang (45’ 4 w)— cotang (45° 4 w))" = 244 tang 2 w*;

woraus man erhilt:

sind f? | tang 2o’ sind f2 tang 2 w*
= —+ —, L=— — >
cos cos f cos f cos f'
90.
Ich betrachte zuerst den Fall, wo aus Auflosung der Gleichung [12]
2g—sin2
. . ek S L - . b 5 =4 sin ,g,,
ein nicht zu grosser Werth von g sich ergiebt, so dass man e

in eine, nach den Potenzen von sintg fortschreitende Reihe entwickeln kann.
Der Zihler dieses Ausdrucks, den ich mit X bezeichne, wird
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= 2gin 3——5111 Lg’—2singg'— etc.
Der Nenner aber

= 8sinig’—12sinig’4 3sin g 4 ete.
Deshalb nimmt X die Form an: 4

4+ Ssinig’+4isinyg'+ ete.
Um nun das Gesetz der Progression der Coefficienten zu finden, differentiire
ich die Gleichung
Xsing® = 2¢g—sin2y,
woraus hervorgeht:
2 . dXx ;
3 Xcosgsing® —}—s1ng3d—g — 2—2co82g = 4sing”.

Setzt man ferner

sinlg’ =z,
so wird
dax s
g
und daher
dX 8—6Xcosg 4 -3X(1—2uw)
; da sin ¢* i 2xfl —x) !
mithin
2z—2z2) 4~ e T e (3—6x)X.

Setzt man also:
X=4t(14az+tpraxtya’ Iz’ + etc.),
so folgt die Gleichung:
$(ex+ (2B—a)za + By—2p)a’ 4 (40—3y)e" + ete.) = (8—4a)x
1 (Ba—4p)zx+(83—4y)x’ + (8y—4d)a’ + ete.,
welche identisch sein muss. Hieraus bekomme ich
a=12%, =70 y =4p, d =1y ete,
wo das Gesetz der Progression klar ist. Man hat daher

4.6 6.8, 45 B0 4.6.8.10.12
L e +3 Lk +357 S e T L

Diese Reihe lisst sich in folgenden continuirten Bruch umformen:
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X = S
1—4x
2
5.8
1—7 5%
T
l1—553
7.10
FEEERS
3.6
l1—5 152
9 12
l—®
15— efc.
; : 6 9 BOB A
Das Gesetz, nach welchem die Coefficienten =y T T T oahean i D

schreiten, ist klar, denn das %" Glied dieser Reihe wird, wenn 7 gerade

o __”__M_ 3 e n+2.n-4+5
18t — 272+1.2?l+37 wenn 7 ungelade S — m.

wickelung dieses Gegenstandes™) wiirde uns zu weit von unserem Zwecke ent-

Die weitere Ent-

fernen. Setzt man nun

s Sy
5.8
179
ST AL
e G,

1.

I—@—8’

£ sing3—%(%g~sin2g)(l—%sin%g2)

; 52 g—sin2g)

Der Zihler dieses Ausdruckes ist eine Grosse von der siebenten Ordnung, der
Nenner von der dritten und daher § von der vierten, wenn niémlich g als Grisse
der ersten, oder = als von der zweiten Ordnung betrachtet wird. Hieraus
liisst sich schliessen, dass diese Formel zur genauen numerischen Berechnung
von & nicht zweckmiissig ist, sobald g keinen sehr betréichtlichen Winkel aus-
driickt. Dann aber werden zu diesem Zwecke die nachfolgenden Formeln

: = 4 10
so wrd & = und §==z— § +gx, oder

*) Wegen des Zusatzes zu den Artt. 90 u. 100 vergleiche den Anhang. Ammerkung des Uebersetzers.
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bequem benutzt, die von einander durch die vertauschte Ordnung der
Zihler bei den gebrochenen Coefficienten verschieden sind, und deren erstere
aus dem angenommenen Werthe fiir z—§& unschwer sich herleiten lisst. (Die
Ableitung der Zweiten setzt einige weniger nahe liegende Umformungen vor-
aus, die ich bei anderer Gelegenheit erkliren will.)

Eacoc
P 35
[13] e 1 2 40
+ut G’
4
l—g—éa,
70
l—m:t
18
1_1%.1/
108
b=
IS e fett
—— XX
35
Gderses — e r
l—gm—agcc
40
18
1—14—31
70
lwmx
40
1 —om @
1— ete.

In der dritten, diesem Werke angehiingten Tafel findet man fiir alle Werthe
yon =0 bis #=0,3 (nach einzelnen Tausendtheilen) die entsprechenden
Werthe von & in sicbenstelligen Decimalen berechnet. Diese Tafel zeigt auf
den ersten Blick die Kleinheit von & bei missigen Werthen fiir g. Z. B. fiir
E'—E=10°, oder g =5, wo & = 0,00195, wird §= 0,0000002. Ks wiirde
iiberfliissig sein, diese Tafel noch weiter fortzusetzen, da dem Grenzwerthe
@ =0,3 ein g— 66"25, oder B'—FE =132"50" entspricht. ~Uebrigens soll
die dritte Columme der Tafel, welche diejenigen Werthe von § die den negati-
ven Werthen von z entsprechen, enthiilt, weiter unten erklirt werden.

(98)
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91.

Die Gleichung [12], bei welcher in dem hier behandelten Falle offen-
bar das obere Zeichen gilt, erhilt durch Einfiihrung der Grosse § fol-
gende Gestalt:

= 3y @t
m = (I+=) —l—%_%%(m__g).
Setzt man mithin /({4 xz) = %, und

mm

[14] AR h, so folgt nach den gehorigen Reductionen
—Dyy
T ki
[15] e
Kann daher % als eine bekannte Grisse angesehen werden, so wird daraus
7 mittelst einer cubischen Gleichung bestimmt und es wird dann sein

‘99) [16] e mm —l,
G
Wenn nun % auch die noch unbekannte Grosse § in sich schliesst, so darf
man doch letztere bei der ersten Anniherung vernachlissigen und —a«i—zl fiir
%

h annehmen, weil wenigstens in dem hier abgehandelten Falle & stets eine sehr
kleine Grosse ist. Hieraus leitet man durch die Gleichungen [15] und [16] y und
x ab, und aus « erhilt man durch Tafel IIT das & mit dessen Hiilfe die
Formel [14] einen verbesserten Werth fiiv % liefert, womit die wiederholte
Rechnung verbesserte Werthe fiir  und y giebt. Gemeiniglich weichen diese
so wenig von den vorhergehenden Werthen ab, dass, wenn & von Neuem aus
der Tafel III genommen wird, es mnicht vom ersten Werthe verschieden
ist. Andernfalls muss man die Rechnung abermals wiederholen, bis sie weiter
keine Aenderung zu erfahren hat. Sobald die Grosse « gefunden ist, erhilt
man ¢ durch die Formel sinig* = .

Diese Vorschriften beziehen sich auf den ersten Fall, wo cos f positiv

- : M
ist. Tm andern Falle, wo cosf negativ, setzt man }/(L—az) = und

MM
e
Reduction iibergeht in:

[147] — H, wodurch die Gleichung [127] nach gehoriger
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i = - i
Durch diese cubische Gleichung kann man Y aus /A bestimmen und daraus
wieder = durch die Gleichung

[16] =z = L—

; 5 MM :
Bei der ersten Anniiherung wird fir H der Werth 7—: genommen. Mit
T

einem hieraus fiir = mittelst der Gleichungen [15°] und [167] abgeleiteten
Werthe wird & aus der dritten Tafel genommen. Hieraus erhiilt man durch
Formel [14*] einen verbesserten Werth von [/, mit dem man die Rechnung in
derselben Weise wiederholt. Endlich wird aus z der Winkel g in derselben
Weise bestimmt wie im ersten Falle.

92.

Wiewohl die Gleichungen [15] und [157] in gewissen Fillen drei reelle
Wurzeln haben kinnen, so wird es doch niemals zweifelhaft sein, welche man
in unserer Aufgabe wihlen muss. Denn da A offenbar eine positive Grosse
ist, so lisst sich aus der Theorie der Gleichungen leicht schliessen, dass die
Gleichung [15] eine einzige positive Wurzel habe, entweder nebst zwei imagintiren

. 2 m 3 : i -
oder nebst zwei negativen. Da nun y = ViEa nothwendig eine positive Grosse

sein muss, so sieht man, dass hier keine Ungewissheit bleibt. — Was aber die
Gleichung [15%] betrifft, so bemerke ich zuerst, dass L nothwendig grisser als
Eins ist, wie sich leicht erweisen lisst, wenn die in Art. 89 gegebene Gleichung

. cosi f? | tang2w’ : Q f
: = 3 o 3 fo
unter die Form L Lo 7 et 7 gebracht wird etzt man ferner

in der Gleichung [12*] YV (L—=) statt M, so erhiilt man Y41 = (L—uz)X
und daber Y4+1>(1—z)X>3 —[—54—.3:6-1—34“.%331;—[—?%%@3—{— ete. >+, und
folglich ¥>21. Setzt man also ¥ =4+ Y, so ist nothwendig ¥’ eine
positive Grosse, die Gleichung [15*] aber geht sodann in folgende iiber:
Y*42Y'Y'4+(1—H)Y +5%—2H=0, von der sich aus der Theorie der
Gleichungen leicht zeigen lisst, dass sie mehre positive Wurzeln nicht haben

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk, 16

(100)
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=]

konne. Daraus geht hervor, dass Gleichung [15"] eine einzige Wurzel hat,
die grosser als + ist (wenn man wenigstens annimmt, dass die Aufgabe in
der That auflésbar sein soll) und die man unter Verwerfung der iibrigen in
unserer Aufgabe annehmen muss.

93.

Um die Auflésung der Gleichung [15] fiir die in der Praxis am
hiiufigsten vorkommenden Fille so bequem als moglich zu machen, fiige ich
im Anhange eine besondere Tafel (Tafel II) bei, welche die, den Werthen
von ~ = 0 bis A= 0,6 entsprechenden Logarithmen von yy mit der grissten
Sorgfalt siebenstellig berechnet liefert. Das Argument % zwischen 0 und 0,04
schreitet vor in einzelnen Zehntausendtheilen, wodurch die zweiten Differenzen
von log yy verschwindend gemacht sind, so dass wenigstens in diesem Theile
der Tafel die einfache Interpolation geniigt. Da aber die Tafel, wenn sie
allenthalben von dieser Ausdehnung hiitte sein sollen, sehr umfangreich geworden
sein wiirde, so musste sie von A = 0,04 an bis zum Schlusse nur durch die
einzelnen Tausendtheile fortschreiten. In diesem zweiten Theile muss daher
Riicksicht auf die zweiten Differenzen genommen werden, wenn man wenigstens
Irrthiimer von einigen Einheiten in der siebenten Stelle vermeiden will.
Uebrigens sind die kleineren Werthe von A in der Praxis bei Weitem die
hiufigsten.

Die Auflosung dér Gleichungen [15] und [157] kann, wenn / die Grenze
der Tafel iiberschreitet, unschwer durch eine indirecte Methode oder durch
andere hinlinglich bekannte Methoden geschehen. Uebrigens ist noch zu
bemerken, dass ein kleiner Werth von g mit einem negativen Werthe fiir
cosf nur bei sehr excentrischen Bahnen bestehen kann, wie aus der unten
in Art. 95 zu behandelnden Gleichung [20] hervorgehen wird. (Jene
Gleichung zeigt, dass, wenn cosf negativ ist, ¢ wenigstens grosser sein miisse,

als 90°'—g.)
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94.

Die in den Art. 91, 92, 93 erkliivte Bebandlung der Gleichungen [12]
und [127*] stiitzt sich auf die Voraussetzung, dass der Winkel ¢ nicht gar zu
gross ist, wenigstens innerhalb der Grenze 66’25, iiber welche hinaus die
Tafel III nicht ausgedehnt ist. So oft diese Voraussetzung keine Statt findet,
so bediirfen jene Gleichungen nicht jener Kunstgriffe, sondern sie kimnen dann

in unverdnderter Gestalt sicher und bequem stets durch Versuche
2g—sin2g

aufgelost werden. Sicher niimlich, weil der Werth des Ausdrucks ——— -
S1

(wobei 2¢ in Theilen des Radius auszudriicken) fiir grossere Werthe von g
mit aller Schiirfe durch die trigonometrischen Tafeln sich berechnen liisst,
was keineswegs geschehen kann, so lange g ein kleiner. Winkel ist; bequem,
weil heliocentrische Orte, die um einen so grossen Zwischenraum von einander
abstehen, schwerlich jemals zur Bestimmung einer noch giinzlich unbekannten Bahn
benutzt werden, und weil bei irgend einer Kenntniss der Bahn ein geniherter
Werth von g fast ohne Miihe mittelst der Gleichung [1] oder [3] des Art. 88
sich ergiebt. Endlich wird aus einem genitherten Werthe von g ein ver-
besserter, der Gleichung [12] oder [127] mit aller wiinschenswerthen Schirfe
geniigender Werth stets durch wenige Versuche gefunden. Falls iibrigens
die beiden angenommenen heliocentrischen Orte mehr als eine ganze Revolution
umfassen, so muss man bedenken, dass von der excentrischen Anomalie ebenso
viele ganze Revolutionen vollendet sind, so dass die Winkel E—E o—v
entweder beide zwischen 0 und 360° liegen, oder beide zwischen iHhnlichen
Vielfachen der ganzen Peripherie, und daher f und ¢ entweder zugleich inner-
halb 0 und 180°, oder zwischen dlnlichen Vielfachen der halben Peripherie. —
Wenn es endlich bei einer noch ginzlich unbekannten Bahn selbst ungewiss
sein sollte, ob der Himmelskorper wiithrend des Ueberganges vom  ersten
Radius Vector zum zweiten nur einen Theil seines Umlaufs, oder iiber eine
ganze oder mehre Revolutionen hinaus beschrieben hiitte, so wiirde unsere
Aufgabe niemals mehre verschiedene Auflgsungen zulassen. Da inzwischen
dieser Fall in der Praxis kaum je eintreten mag, so halte ich mich nicht

weiter bei ihm auf.
16*

(101)
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95.

Ich gehe zu dem zweiten Geschiift iiber, néimlich zur Bestimmung der
Bahnelemente aus dem gefundenen Winkel g. Die halbe grosse Axe erhiilt
man hier sogleich aus den Formeln [10] und [10%], statt deren man auch die
folgenden anwenden kann:

, __ 2mmcos fYrr kk te
(17 o yysin g? " 4yy 7o' cos f*sing?
177  a— =2MMeosfYrr _ Kk ¢t
e Y Ysin ¢* T 4YYrr'cosfPsing?’

(102) Die halbe kleine Axe b = }/ap findet sich aus Gleichung [1], welche, mit den
vorhergehenden combinirt, giebt:

[18] pz(yo"r'sin2f 2

ket
i N Vrroma e
87wl
Jetzt wird der zwischen den beiden Radien Vectoren und dem elliptischen
Bogen enthaltene elliptische Sector = 4 kt]/p, das Dreieck aber zwischen den-
selben Radien Vectoren und der Chorde = L1r#'sin2f. Das Verhiltniss des

Sectors zum Dreieck ist daher wie y:1 oder wie ¥:1. Diese Bemerkung ist
dusserst wichtig und erliutert zugleich in schoner Weise die Gleichungen [12]
und [12"]. Denn hieraus ist klar, dass in der Gleichung [12] die Theile m, (/ —{—x)%,
X(l—}—x)%, in der Gleichung [127*] aber die Theile M, (L—m)%, X(L— )%
beziehungsweise proportional sind der Sectorfliche (zwischen den Radien
Vectoren und dem elliptischen Bogen), der Dreiecksfliiche (zwischen den
Radien Vectoren und der Chorde), der Segmentfliiche (zwischen dem Bogen
und der Chorde), weshalb offenbar die erste Fliche gleich ist entweder der
Summe oder der Differenz der beiden iibrigen, je nachdem entweder v —v
zwischen 0 und 180°, oder zwischen 180° und 360° liegt. In dem Falle, wo
v'—w grisser als 360°, muss die Sectorfliche und die Segmentfliiche als eine
solche betrachtet werden, der die Fliiche der ganzen Ellipse ebenso oft hinzu-
gefiigt ist, als jene Bewegung ganze Umlidufe enthilt.
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Da b= acosg ist, so folgt aus Combination der Gleichungen [1],
{101 1107 ferner:

__ singtang f
[19] cosg = BEF i
[19*] cosgp = — sin g tang f

2(L—sin} g*)’
woraus, wenn man fiir /, L ihre Werthe aus Art. 89 einschaltet, entsteht:

- 5 sin f'sin ¢
[20] cosy = 1 —cos feosg-|2tang 20*

Diese Formel ist zur genauen Berechnung der Excentricitiit, wenn letztere missig
ist, nicht geeignet. Man kann daraus aber leicht folgende, hiezu passendere
ableiten:
4.2 sin§(f—g)*{-tang20?
[21] tang;(p = sin%(f—{—gf—}—tang?m”
der man auch (durch Multiplication des Zihlers und Nenners mit cos2w’)
folgende Gestalt geben kann:
S sind (f—¢)* “-cosi(f—9)? sin 2 o?
[22] tang3 ¢ = G (FF g7 Fcosh (g sinZe? "
Aus beiden Formeln kann man den Winkel ¢ mit aller Schéirfe bestimmen (wenn (103)

tang 2

man will durch Einfiihrung von Hiilfswinkeln, deren Tangenten ———5—7-7°,
sind (f—g¢)

tang 2 o S - : sin 2 o sin 2 @ ot St
gy fiir die erste, oder Sl Bl g fiir die zweite sind).

Zur Bestimmung des Winkels G liisst sich nachstehende Formel brauchen,
die von selbst aus Combination der Gleichungen [5], [7] und der darauf
folgenden (aicht numerirten) sich ergiebt:

N oG — (

(' —r)sing
‘ r J-r)cosg—2cosf )/ '’
aus der, durch Einfiihrung von o, leicht sich ableiten léisst:

i sin ¢ sin 2 @

~ cos2w’sing (f—g)sing (f+g)+sin2w’cosg’

Die hier zuriickbleibende Zweideutigkeit wird mit Hiilfe der Gleichung [7]
entschieden, welche lehrt, dass G' innerhalb 0 und 180", oder innerhalb 180°
und 360° genommen werden muss, je nachdem der Zihler in diesen beiden

[24] tang G

Formeln positiv oder negativ ist.
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Combinirt man die Gleichung [3] mit denen, welche sofort aus der Gleichung IT
Art. 8 folgen, néimlich

1 1 2iens :

= ?smfsmF

1 i 2 2e

T—[—T = —p——l—?COSfCOSF,

so resultirt daraus ohne Weiteres

; g (r' ry)pin :
[26]  tang = 2cosg ) 1 — (¥ ) cos f !

aus der, nach Einfiihrung des Winkels o, folgt:

sin fsin 2 o
cos 20’ sind (f—g)sind(f4g)—sin2w?cosf
Die Zweideutigkeit wird hier ebenso wie vorher gehoben. — Nachdem die
Winkel ¥ und G gefunden, erhilt man v = F—Jf, o = F-Lf, woraus die
Lage des Perihels bekannt wird, wnd £= G—g, E' = G4-g. Endlich ist
die mittlere Bewegung innerhalb der Zeit ¢ = ﬁf- = 2g—2ecosG'sing, wobel
G

die Uebereinstimmung beider Ausdriicke zur Priifung der Rechnung dient; die

[26] . tang & —

Epoche der mittlern Anomalie aber, welche dem zwischen den beiden Zeit-
annahmen in der Mitte liegenden Zeitaugenblicke entspricht, ist G'— esin G cos
8 8 P ) )
die nach Belieben auch auf irgend eine andere Zeit iibertragen werden kann.
Noch etwas bequemer ist es, die mittleren Anomalien fiir die beiden gegebenen
7) o
Zeitpunkte durch die Formeln E—esin#, E'—esinZ' zu berechnen und

3 ] : SRl 3
deren Differenz im Vergleiche mit — zur Priifung der Rechnung zu benutzen.
3 g g
a

96.

Die Gleichungen des vorhergehenden Artikels besitzen zwar alle wiin-
schenswerthe Concinnitit, nichtsdestoweniger aber lassen sich aus ihnen gewisse
andere Formeln ableiten, durch welche die Bahnelemente noch eleganter und
bequemer bestimmt werden. Inzwischen ist die Entwickelung dieser Formeln
weniger bekannt. Ich nehme aus Art. 8 die folgenden Gleichungen wieder
vor, die ich der Bequemlichkeit wegen durch neue Nummern auszeichne:
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ik sin%v]/%:sin%E[/(l—{—e)

IL cos%v]/% = cos+ EY/(1—e)
L sinio') = sind B'Y/(1+¢)
LY. cos%v']/—z—/ = cos+ E'}/(1—e).

Multiplicirt man I durch sini(#4-g), II durch cos+ (F+g), so erhiilt man
nach Addition der Producte

cos & (f+9) V- = sind Esind (F4-9))/ (1+¢)+cos ; Ecosy (F+9) V(1 —),
oder, da 1/(14¢€)=cosig+smip, V(11— = cos+ p—sin ¢,
08 & (f+-g) /- = coss g cos( F—4 G g)—sint peos } (F+6).

Auf ganz #hnliche Art wird, wenn man III durch sini(F—g), IV durch
cos+(F—g) multiplicirt und die Producte addirt,

cos & (f+-9) V- — cos b peos(s F—4G—g)—sin peos § (F+ G).
Zieht man von dieser Gleichung die vorhergehende ab, so entsteht:
cos t (f+9) (V5 — V) = 2eos  psingsind (F— ),
oder durch Einfiihrung des Hiilfswinkels @
[27] cost(f+g)tang2w = sin 3 (F'— () cos+ g sing 14/%6—5

Durch ganz #hnliche Umformungen, deren Entwickelung ich dem kundigen (105)
Leser iiberlasse, findet sich

[28] Sn(f9 _ o5 (FP—G)cos 5 ¢ sing];%z—

cos 2w 2

[29] cosi(f—g)tang2w = sin} (F+ G)sin% qasingf/%

[30] i cos 1 (F+ G) sin—é—cpsingf/

aa
cos2w re’*

Da dic ersten Seiten in diesen vier Gleichungen bekannte Grossen sind, so

wird aus [27] und [28] 4 (F—G) und cos; gsing ]4/—;1% = P, und aus [29] und
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[80] ebenso 4 (F'4-G) und sin}gsing)/ 2% — Q bestimmt. Die Zweideutigkeit

bei Bestimmung der Winkel +(F—G), 3+ (F'+G) wird so entschieden, dass
P und Q dasselbe Zeichen wie sing erhalten. Aus P und @ wird sodann
RRY rv

4
’ : Rl o 7 . oE st
3¢, und sing)/-—- = R abgeleitet. Aus R lisst sich a = oy und p =
S
-S—m—J;—}z/-’L bestimmen, wenn man nicht lieher diese Grosse lediglich zur

Priifung der Rechnung brauchen will. Diese Grisse muss dann werden
=+V1(2(+sintg’)cosf) =+1/(—2 (L-—siﬁ%f}cosf).

In diesem Falle lassen sich ¢ und p sehr bequem durch folgende Formeln
finden:

il sin f)/ o

Siges T coRg’

p = bcose.

Es konnen auch nach Belieben zur Priifung der Rechnung mehre Gleichungen
der Art. 88 und 95 zu Hiilfe genommen werden, welchen ich noch die fol-
genden beifiige:

2 tang 2 » r!

B akion 4
P e sin G'sin g

2tang2w pp i g
e V »_468111Fsmf

2tang 2w

P L L sin O sinf = tang ¢ sin F'sing.

Die mittlere Bewegung endlich und die Epoche der mittleren Anomalie werden
ebenso gefunden, wie im vorhergehenden Artikel.

97.

Zur Erliuterung der von Art. 88 an auseinandergesetzten Methode will
ich die beiden Beispiele des Art. 87 wieder vornehmen, wobei es kaum nothig
sein wird, zu bemerken, dass die bisher mit dem Hiilfswinkel w verbundene

(106) Bezeichnung nicht mit der verwechselt werden darf, in welcher bei den
Art. 86 und 87 dasselbe Zeichen angenommen war.
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I. In dem ersten Beispicle haben wir f= 3"47'26"865, und ferner

/

log - —9,9914599, logtang (45’ + ) = 9,997864975, w = — 8'27°006,
und daraus nach Art. 89 ;

Jomem s 7 o.oicos 0389912 lostang 20" s i« o 5,383 2428

LOS 0ok vy oh' o 9,999 0488 Togeos 7 diu.0u ik 9,999 0488

7,039 9484 5,384 1940

= log 0,001 096 3480 = log 0,000 024 2211
also [ = 0,0011205691, 241=0,8344539; ferner wird loghkt = 9,576 6974

TR 9,153 3948

Comp.3logrr'....9,0205181
Comp.log8cos f* 9,099 7636

G, ... 7,273 6765
log34-1.......... 9,921 4023
7,352 2742,

Ein geniiherter Werth von % ist daher = 0,00225047, dem in unserer Tafel II

mm
)
— 0,001 868 587, woraus nach Formel [16] wird x = 0,000 748 0179.

der logyy = 0,0021633 entspricht. Man hat also log = V. 2¢ D152,

mm
d 5

Es bediirfen mithin, da & nach Tafel IIT iiberhaupt unmerklich ist, die gefun-
denen Werthe von %, y, @ keiner Verbesserung. Jetzt verhilt sich die Be-
stimmung der Elemente so:

Lt BT 6,873 9120

logsinkg........ 8 4369560, L9 — 1°34'2"0286, +(f+g) = 8°2745"4611,
L(f—g)=19'41"4039. Man hat deshalb nach Anleitung der Formeln [27],
[28], [29] und [30]:

logtang2w «...cvtnne 7,691 62147 Comp.logcos2w...... 0,000 0052
logcos3(f4+9) . ov---- 9.999.2065 logsing (f+9g) -ovvve- 8,781 0188
logeos 2 (f—g).ce-.-- 9,9999929 Iosemi{f—g) -irsr- 1,757 9109
log Psini (F—@) ....7,6908279n logQsin 1 (F4+G)..... 7,6916143 7
log Peos + (F—G) ....8,7810240 logQcos + (F4G) ....7,7579761
L(F—G) = —4"3841"54 log P = log Rcos 3 ¢ .. 8,782 4527
1 (F 4-G) — 319 21 38,05 logQ = log Bsin L ¢ .. 7,877 8355
R 314 42 56,51 g = S ORB

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk, 17
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Disti=s 810552964 R 14212 18T
Gy e 318 202395 logdd cuian siid o+ el 8,785 7960
e 32410 19,59 Zur Priifung der Rechnung
B = 320 52 15,53 s o2 ens 7o ani i 0,150 0394
B == 327 8 23,65 Llog(l+4=z) = log%. . 8,635 1566
8,785 7960
Laper Loculin: 0,326 4939 LogBInD < dinine s vt sibrtaes 9,389 7262
Bt s s 8,820 2909 Tor 206265 il hi 5,314 4251
Comp.logsing....1,262 1765 loge-in Beptinden. 1000001 4,7041513
R B s e v 0,408 9613 logemill . comilin bt dihd 9,8000767 n
Iogrosg o, ak.. 9,986 5224 logiein £l Aiid i Sioemy | 9,7344714n
BaE 0,395 4837 Tog ity Lo e 450422807
MoamS v 0,422 4389 lobegm ', v o s 4,4386227n
ol o el i 3,550 0066 esin B = —31932"14 = —8°52'12"14
il i e el 0,633 6584 esin [l = —27455,08 = — 7 37 35,08.
2,916 3482 Hieraus die mittlere Anomalie
logbiaes aissds wons 1,3411160 fir den ersten Ort = 329°44 2767
4,257 4642, fiir den zweiten Ort = 334 45 58,73
Unterschied = 5 .1 3L06.

Die mittlere tigliche Bewegung ist daher = 824”7989, und die mittlere Be-
wegung innerhalb der Zeit ¢ = 18091"07 = 5°1'31"07.

II. Im zweiten Beispiele ist f = 31°27'38"32, o = —21'50"565,
i = 0,08635659, logmm — 9.5630651 % oder der geniiherte Werth
]

von h = 0,245 1454; diesem entspricht in Tafel II logyy 0,1722663, woraus
"™ —0,15163477, a = 0,06527818, hiermit aus Tafel III § genommen

Y
= 0,0002531. Unter Anwendung dieses Werthes erhiilt man als verbesserte
Werthe fiir & = 0,2450779, logyy = 0,1722308, % = 0,15164737, = =

0,06529078, &= 0,0002532. Wiederholte man die Rechnung abermals mit
diesem Werthe von & der von dem fritheren nur um eine Einheit in der
siebenten Decimale differirt, so wiirden 2, logyy, « keine merkliche Aende-
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rung erleiden, weshalb der gefundene Werth von @ schon der wahre ist,
und man daraus sofort zur Bestimmung der Elemente vorschreiten kann, wobei
ich mich hier nicht aufhalte, da sich das Verfahren in michts von dem vorigen

Beispiele unterscheidet.

III. Es wird nicht undienlich sein, auch den andern Fall, wo cosf

negativ ist, mit einem Beispiele zu erliutern.

e 9947000" Joder f = 11250407, logr =,0,139.489,
logr = 0,397 8794, t= 206,809 19 Tage. Hieraus findet sich w = +4°14'43"78,
L = 1,894 2298, log MM = 0,6724333, der erste geniiherte Werth von log I
— 0,646 7603, woraus durch Auflgsung der Gleichung [15*] erhalten wird
Y = 1,591432 und sodann = 0,037037, dem in Tafel III § = 0,0000801
entspricht.  Daraus entstehen die verbesserten Werthe log H = 0,646 7931,
Y = 1,591 5107, = = 0,037 2195, § = 0,0000809. Die mit letzterem Werthe
yon & wiederholte Rechnung giebt = 0,037 2213, ein Werth der, da § nun
unveriindert bleibt, keiner Verbesserung weiter bedarf. Sodann findet sich
1g=11°725"40 und daraus ebenso wie im Beispiele I

L(F—G) = 3°3353"59 logP = logRcos @ ....... 9,970 0507

i(F+G) = 8 26 6,38 tool) —log REm e pi.i. ..o 9,858 0552

B = Lk B850,07 Lo =37°41'34"27

» = — 100 0 0,03 @ ==i1h 25 -B.0d

& 0=k 128 59 50,97 TR A s b woibinn e e 0,071 7096
? g 7

G = qeH2 12779 Zur Priifung der Rechnung

¥ — 17 22388,01 lo B g R, 0,071 7097.
; gy )

E = 4 27 7T 3,59

In so excentrischen Bahnen wird der Winkel ¢ etwas genauer aus
Formel [19*] berechnet, welche unserem Beispiele ¢ giebt = 75°23'8"57;
auch wird die Excentricitit e mit grosserer Schiirfe mittelst der Formel
1—2sin(45°—1 ¢)?, als durch sing bestimmt; nach ihr wird e = 0,967 64630.
Durch Formel [1] findet sich ferner logb = 0,657 6611, daraus logp = 0,0595967,

loga = 1,255 7255, und der Logarithmus der Periheldistanz = ]og—l—i—e— =

loga(1—é€) = logbtang (45" —F @) = 9,765 6496.
e

(108)
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In so sehr zur Aehnlichkeit mit der Parabel hinneigenden Bahnen
pflegt an Stelle der Epoche der mittleren Anomalie die Zeit des Durchganges
durch das Perihel angegeben zu werden. Die Intervalle zwischen dieser Zeit
und den, den beiden angenommenen Orten entsprechenden Zeiten konnen aus
den bekannten Elementen durch die im Art. 41 gegebene Methode bestimmt
werden, deren Differenz oder Summe (je nachdem das Perihel ausserhalb oder
innerhalb der beiden gegebenen Orte liegt) zur Priifung der Rechnung dient,
da sie mit der Zeit ¢ iibereinstimmen muss.

Uebrigens waren die Zahlen dieses dritten Beispiels auf die Elemente
in dem Beispiele der Art. 38 und 43 gestiitzt, und es hatte sogar jenes
Beispiel unseren ersten Ort geliefert. Die unbedeutenden Verschiedenheiten der
hier herausgebrachten Elemente riithren lediglich aus der beschriinkten Genauig-
keit der logarithmischen und trigonometrischen Tafeln her.

98.

Die Auflgsung unserer fiir die Ellipse in dem Vorstehenden entwickelten
Aufgabe, ldsst sich auf die Parabel und Hyperbel iibertragen, indem man die
Parabel als eine Ellipse betrachtet, in welcher @ und b unendliche Grissen,
¢ = 90°, endlich %, E', g, G = 0 sein wiirden; und ebenso die Hyperbel als
eine Ellipse in der @ negativ, und b, 5, E', g, G, ¢ imaginire Grossen wiiren.
Ich will jedoch lieber mich dieser Voraussetzungen enthalten, und unsere
Aufgabe fiir beide Arten der Kegelschnitte gesondert behandeln. Die grosse
Analogie zwischen allen drei Arten wird sich so von selbst offenbaren.

Behilt man in der Parabel die Symbole p, o, v, X, f, r, .7, ¢ in
derselben Bezeichnung bei, worin sie oben genommen sind, so hat man aus

der Theorie der parabolischen Bewegung:

e o= el (B

(2] VTf,,/ = eos b (F =)
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2K pang { (Pt f) — tangd (F— )+ tang  (F+ /) — § tang s (F—f)’

/9

— fiang s (B f)—tang £ ("— )} . {1+ tang 4 (F+ /) tang  (F— 1)

+ 1 (tang 3 (F+ f)—tang £ (F— f))’}
. 2sinf)rr { 2cos £/ rr’ £ 4sin f2ro
P p 332929

2sin fcos f . ro’ £ 4sin f* (r'r’)ﬂf'

Vo 3p?
Ferner wird durch Multiplication der Gleichungen [1] und [2] erhalten

Hiwh &
(4] N cos F'+cos f
und aus Addition der Quadrate
e -
(5] s - cos F'eos f.
Hieraus, nach Elimination von cos 7',
277'sin f?

[6] ‘<= r—{—a"—?cosfl/a*‘r’ s

} , woraus

[8] kt=

Wenn man daher die Gleichungen [9] und [97] des Art. 88 auch hier annimmt,
die erste fiir einen positiven, die zweite fiir einen negativen Werth von cos f,
so hat man

P sin f2 )/ rv’

[7] p g P cos
4 T sinf2 Y/ ro
L D con |

und nach Einschaltung dieser Werthe in die Gleichung [3] entsteht, unter Bei-
behaltung der Symbole 7, M in der durch die Gleichungen [11], [117] des
Art. 88 festgestellten Bezeichnung,

e e oy

b A A
Diese Gleichungen kommen mit [12], [12 *] des Art. 88 iiberein, wenn dort
g = 0 gesetzt wird. Hieraus ergiebt sich, dass, falls zwel heliocentrische Orte,
‘denen durch eine Parabel geniigt wird, so behandelt werden, als ob die Bahn

. eine Ellipse wiire, es aus Anwendung der Vorschriften des Art. 91 sogleich
resultiren muss, dass @ = 0; umgekehrt sieht man leicht, dass, wenn durch

(110)
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jene Vorschriften = 0 sich ergiebt, die Bahn statt der Ellipse als Parabel
hervorkommt, da durch die Gleichungen [1], [16], [17], [19], [20], b = o0, @ = oo,
¢ = 90° wird. Die Bestimmung der Elemente erledigt sich dann sehr leicht. Denn
fiir p kann man entweder die Gleichung [7] des gegenwiirtigen Artikels, oder
die Gleichung [18] des Art. 95 anwenden. (Zugleich geht daraus hervor, dass
9, Y in der Parabel dieselben Verhiltnisse ausdriicken, wie in der Ellipse,

vergl. Art. 95.) Fﬁl I" aber geben die Gleichungen [1] und ]2] dieses Artikels:

tang + F' = ]]jq g cotang L f=sin2wcotang +f, wenn der Hiilfswinkel in

derselben Bezeichnung wie in Art. 89 genommen wird. Bei dieser Gelegenheit
bemerke ich noch, dass, wenn in die Gleichung [3] statt p sein Werth aus [6]
gesetzt wird, daraus die bekannte Gleichung entsteht:

= L7 eos f oY) (' —2cos £ Yrr) Y2

99.

Auch in der Hyperbel behalte ich die Symbole p, », #, f

r, 7, ¢t in derselben Bezeichnung bei, fiir die halbe grosse Axe, die hier

negativ ist, schreibe ich aber —e; die Excentricitit e setze ich ganz wie
s At il Setic— Fr Die dort durch = ausgedriickte Hiilfsgrisse setze

) (@
ich fiir den ersten Ort = =

, fiir den zweiten Ort = C'¢, woraus man leicht

schliesst, dass ¢ immer grosser ist als Eins, aber ceteris paribus, von Kins
desto weniger verschieden ist, je weniger die beiden angenommenen Orte von
einander entfernt sind. Von den in Art. 21 entwickelten Gleichungen iiber-
trage ich die sechste und sicbente in etwas veréinderter Gestalt hierher.

[1] cosjv = %O/_CQ 4 V%) V(e—r¢
2] s o= %(]/_(c’:__v%> V@
3]  .eoptv = %(]/CC b V%) V(e—ﬂl)a

[ sindo = $(VCe— vg) VELH,

-
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woraus sofort die Folgenden sich ergeben:
(5] sinF—_—%a(C__%>V_geT_;1_
[6] sinf = %a(c_%)l/ eer71
[7] cosF = (e((; - _i_)_ (O %D ’2—1;—”—'

it 1 o
B eosf =(elC+p) — ) 5y
Ferner wird durch die Gleichung X des Art. 21:

und hieraus

A e S e R

o

o) " —seC+ e+ -p—2
Die Gleichung [10] mit [8] combinirt, giebt:

r’-{—r—(c—}-—l—) cos f.)rr

1
$e— )

Setzt man daher ganz wie in der Ellipse

VotV
—_QC—C)ST—:l_i_QZ’ oder=1—2L,

[11] e=

je nachdem cosf positiv oder negativ, so erhiilt man

- 8 (Z—% (Ve —V%)Q)cosf.]/rr'

12 o
(12] (c——%f

. —8 (L—l—%(]/c——]/%)2)cosf.]/r7"
e . L ol A

\ —c‘)z

135

(112)
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Die Berechnung der Grosse [ oder L wird hier ebenso wie in der Ellipse ver-
mittelst des Hiilfswinkels o angestellt. Es wird daher schliesslich aus der
Gleichung XTI des Art. 22 (bei Annahme hyperbolischer Logarithmen)

]”i — e(C’c——i——E—}—%)—loch—l—logTC

a i/
5 Ce c

B[

1 it
— $elC ) e— D) —2loge,
oder, wenn C' mit Hiilfe der Gleichung [8] eliminirt wird,

1 /
1t (c——=)cosf.Vrr i
= ferloe ——— BloE

3 o

In diese Gleichung substituire ich fiir e seinen Werth aus [12], [127], fiihre
dann das Symbol m oder M in derselben, ihm durch die Formeln [11], [117]
des Art. 88 angewiesenen Bezeichnung ein, und schreibe endlich der
Kiirze wegen

1 cc——?lg———zllogc
VeV li=k 1 =%

%(6*7)3

Dann entstehen die Gleichungen:
Ha] o =
187 M= —(@Z+9'+(E+2'%

welche nur die einzige unbekannte Grisse z enthalten, da offenbar Z eine
Function von z ist, die durch folgende Formel ausgedriickt wird:

g 420V tea) —log(V/ A+ 4V2)

3

2(z-+f22)*

100.

Bei Auflssung der Gleichung [13] oder [137] will ich zuerst den Fall
gesondert betrachten, wo z keinen grossen Werth erreicht, so dass Z durch
cine nach den Potenzen von z fortschreitende und schnell convergirende Reihe
sich ausdriicken lisst; dann wird:
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1429V (eted) = 2F L3112 log(V(1+a)+Va)=7"— 1t 22h .
und daher der Zihler von Z = %z%—}—%zg s S nder o Nengen - aber- ¢ apied
:Qz%-{—.?)z%..., also Z =% —22z... Um das Gesetz der Progression zu
finden, differentiire ich die Gleichung

Q(Z—{—zz)% Z = (1422) )/ (z+2)—log (V (1 +2)+V/2),

woraus nach den gehorigen Reductionen folgt:

2(e+2)! S+ 32(14-22) )/ (a4-22) = 4/ (e 4-22),

oder

@2+ 220) 5% = 4 — (34 62)Z,

woraus durch ein #hnliches Verfahren wie im Art. 90 abgeleitet wird

4.6 G 4.6.8.10 4.6.8.10.12
__i_____ el . 3t . 4__ 3
a— 554 T 55.9% Thng T vad - ete.

Man sieht, dass Z ganz in derselben Weise von — 2z abhiingt, wie oben in
der Ellipse X von @, weshalb, wenn man setzt:

1
Z ST T
i+ e+
auch C ebenso durch —z, wie oben § durch 2 bestimmt wird, so dass
man hat:
3 2z
- 35
e D e 40
i gpd - 37
4
1 + 9—§Z
70
1| ete.
oder
% z2z
S A AT
35° T 63
40
18
14 ete.

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk, 18
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Auf diese Weise sind die Werthe von  fiir z=0 bis 2= 0,3 durch die
cinzelnen Tausendtheile berechnet, welche die dritte Spalte der Tafel IIT
enthiilt.”)

101.
Fiihrt man die Grosse € ein, und setzt )/ ({—2z) = Zy’i oder 1/(L+2) =il/1_7
sowie
[15] —%i% = h, oder
[157] ~L—fEMT§ — H,

o nehmen die Gleichungen [13] und [137] folgende Form an:

=gy
16 : JI . h
fg Y45

* yedlaly iE %
[167] %ZH,

und werden daher ganz identisch mit denen, zu welchen wir bei der Ellipse
gelangten ([15], [157] im Art. 91). Hieraus lisst sich also, insoweit hoder H.
als bekannt angesehen werden kann, y oder Y ableiten, und dann ist

[17] PR Z— mm

9.
; MM
[177] 2= —L
Man sieht hieraus, dass alle oben fiir die Ellipse beschriebenen Operationen

ebenso auch fiir die Hyperbel gelten bis zur Ermittelung der Grossen y oder

Y aus dem geniiherten Werthe von % oder I7; sodann aber muss die Grosse

mm MM
’%——Z oder L — vy

— 0 werden musste, negativ in der Hyperbel werden. Durch dieses Kenn-

welche in der Ellipse positiv und in der Parabel

zeichen wird daher (he Art des Kegelschnitts bestimmt. Nach Auffindung von 2
giebt unsere Tafel £, und hieraus erhilt man einen verbesserten Werth von h
oder H, mit dem man die Rechnung wiederholt, bis Alles genau iibereinstimmt.

*) Der von Gauss zu den Art. 90 und 100 gegebene Zusatz findet sich im Anhange.
Anmerkung des Uebersetzers.
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Nach Ermittelung des wahren Werthes fiir 2 wiirde man daraus ¢ mittelst der
Formel ¢ = 1+ 22+ 21/(3+22) ableiten konnen, aber es ist vorzuziehen, auch
zu den mnachfolgenden Benutzungen, den Hiilfswinkel 7 einzufiihren, wobei 7
aus der Gleichung tang2n = 2/ (z-+22) bestimmt wird; daraus folgt

¢ = tang 2n )/ (1 4tang27’) = tang (45° 4-n).

102.

Da in der Hyperbel ebenso wie in der Ellipse ¥ nothwendig positiv
sein muss, so kann die Auflgsung der Gleichung [1 6] auch hier eciner Zwei-
deutigkeit nicht unterworfen sein. (Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, dass
in der Hyperbel ganz wie in der Ellipse zur Auflssung dieser Gleichung
die Tafel I angewendet werden kann, so lange h deren Grenzen nicht iiber-
schreitet.) In Beziehung auf die Gleichung [1 6*] aber muss man hier etwas anders
rechnen, als bei der Ellipse. Aus der Theorie der (leichungen liisst sich leicht
zeigen, dass fiir einen positiven Werth von H diese Gleichung (wenn sie
iiberhaupt irgend eine reelle positive Wurzel hat) neben einer negativen Wurzel
zwei positive haben miisse, welche entweder beide gleich sein werden, nimlich
= 11/5—1 =0,20601, oder die ene grosser, die andere kleiner als diese
Grenze. (Die Grosse H kann offenbar nur dann negativ werden, wenn >+
wiire; einem solchen Werthe von ¢ wiirde aber ein Werth fiir z, der grosser
als 2,684 und der daher bei weitem die Grenzen dieser Methode iiberschreiten
wiirde, entsprechen). Dass bei unserer Aufgabe (die auf der Voraussetzung
beruht, dass 2 keine betriichtliche Grisse und wenigstens nicht grisser sei
als 0,3, wenn nicht der Gebrauch der dritten Tafel vereitelt werden soll) noth-
wendig stets die grossere Wurzel angenommen werden miisse, werde ich auf
folgende Weise zeigen. Wenn in die Gleichung [13*] fiir M substituirt wird :

YV/(L--2), so erhilt man Y+1 = (L+-2)Z>(1+42)Z, oder

4.6 4.6

4 .8
i el D N ’ 3
£ Sramisl s0a 5105 288010 - ete.,

woraus man leicht schliesst, dass fiir so kleine Werthe von z, wie wir sie hier

voraussetzen, ¥ stets grosser werden miisse, als 0,20601.
18+

(115)



140 Erstes Buch. Dritter Abschnitt.

In der That finde ich nach angestellter Rechnung, dass, wenn (1-42)Z
dieser Grenze gleich wird, z sein miisse = 0,79858. Ich bin aber weit davon
entfernt, unsere Methode auf so grosse Werthe von z ausdehnen zu wollen.

103.

Falls z einen grosseren, die Grenze der Tafel III iiberschreitenden Werth
erreicht, so lassen sich die Gleichungen [13], [13"] stets sicher und bequem in
unverinderter Gestalt durch Versuche auflsen, und zwar aus #Hhnlichen
Griinden, wie die in Art. 94 fiir die Ellipse auseinandergesetzten. In einem
solchen Falle kann man die Bahnelemente wenigstens als beildufig bekannt
voraussetzen; dann aber erhilt man einen geniherten Werth fiir » sofort

durch die Formel tang2n = %, welche von selbst aus der Gleichung [6]
des Art. 99 folgt. Aus % aber bekommt man z durch die Formel z = —12—_0—0‘5—2—72—
cos2n

o 2
= & und aus dem geniiherten Werthe von 2 wird durch wenige Ver-
cos2n ’
suche derjenige Werth hergeleitet, welcher der Gleichung [13] oder [137] vollig
genau Geniige leistet. Is lassen jene Gleichungen auch in folgender Form

sich darstellen:

tang 2 n i
S B sinn? | % 2(1 sinn? 3} cos2n log hyp fang (45 ¥ 72)
i m—< o cos277) b ( " cos2n ) tang 272°
tang2n 5
ke - e oL EEjﬁy} g log hyp tang (45° 4 n)
i cT)s?n> e cos2n tang 2n’

und kann solchergestalt, mit Beiseitelassung von z, sofort der wahre Werth
fiir % herausgebracht werden.

104.

Es eriibrigt noch, aus z, 7 oder ¢ die Elemente selbst zu bestimmen.
Setzt man a}/(ee—1) = 3, so giebt die Gleichung [6] des Art. 99
s s

tang 2n
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Durch Combination dieser Formel mit: [12], [12*] des Art. 99 wird
erhalten:
i . tang ftang2n
[19] V(ee—1)=tangy = S
tang ftang 2 n
2(L+2 7
woraus die Excentricitit genau und bequem sich berechnen liisst. Aus 8 und

V/(ee—1) bekommt man durch Division e, durch Multiplication p, so dass
man hat:

[197] tangy = —

2(Z—z)cosf.]/7'r’ 2mmeos f. }/ rv’ kktt
e 2 S R Lt oo B
tang 2 n yytang 2n 4yy rr’ cos f* tang 2n
= 2(eosf Ve —2MMcosf.Vrr kktt :
i tang 2n* o Y Ytang2n® = 4YYrr cos fltang2n®
P sinf.tangf.]/r'r’ ey min fotang £ Ve L ( yrr'sin2 f )2
= 2(0—2) 43 2mm L kt
i ——sinjia_ngf.]/rr' = WaE s tans A/ nne ( Yrr'sin2f\*
A 2(L-+=) =1 2 M M e Lt 3

Der dritte und sechste Ausdruck fiir p, die tiberhaupt mit den Formeln [18], [187]
des Art. 95 identisch sind, zeigen, dass dasjenige, was dort iiber die Be-
zeichnung der Grossen y, ¥ gesagt ist, auch fiir die Hyperbel gilt.

Aus Combination der Gleichungen [6] und [9] des Art. 99 folgt
(¥ —r) ]/-e—%j—,l— = esin f.(C —%) Fiihrt man daher ¥ und o ein und
setzt C' = tang (45’ + V), so kommt

B : __ 2sinytangZoe
[20] tang2l = sin feos20 (117)

Ist so C gefunden, so erhiilt man daraus die Werthe der in Art. 21 mit w
bezeichneten Grasse fiir beide Orte, und es ergiebt sich endlich mittelst der
Gleichung III, Art. 21:

gt i C—c

ol (C+c)tang Ly
, Ce—1

tang +v = -

(Cet1)tang £’

oder, wenn man fiir C; ¢ die Winkel N, n einfiihrt:
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1 2 sin (N —n)
[21] tangzo = cos (N n) tang L
[22] ~ temg g’ =— e i

" cos(N—mn)tangiy "’

Hieraus bestimmt man die wahren Anomalien », ¢/, deren mit 2 f verglichener
Unterschied zugleich zur Priifung der Rechnung dient. Schliesslich leitet man
durch Formel XI. Art. 22 leicht ab, dass das Zeitintervall zwischen dem
Perihele bis zu der dem ersten Orte entsprechenden Zeit sei:

i 2ecos (N —n)sin(N—mn) tang (45°
s Wl i S tang (45° - N)
it { cos2 Ncos2n 10ghyp tang (45° 4 n) }

und ebenso das Zeitintervall vom Perihele bis zu der dem zweiten Orte ent-
sprechenden Zeit \

S

o i 2 e cos (N — n) sin (N -+-n) :
Sz { cos2Ncos2n — log hyp tang (45° + N) tang (45 +n)}.
Setzt man daher die erste Zeit = 7'—1#, und deshalb die zweite = 7'+ 37,
so erhilt man

Pas)rop Eoe

k

o § etang2 N
cos2n

— logtang (45" + N)},

woraus die Zeit des Periheldurchganges bekannt wird. Endlich hat man die
zur schliesslichen Priifung der Rechnung anwendbare Gleichung

il 32— 2—;—{ ectz:g]?\rl — log tang (45° +- 72)}.

105.

Zur Erliutering dieser Rechnungsvorschriften will ich das Beispiel aus
den beiden in den Artikel 23, 24, 25, 26 mnach denselben hyperbolischen
Elementen gerechneten Orte vollenden. Es sei daher ¢'—v = 48"12'0", oder

(118) f— 24°6'0", logr = 0,033 3585, logr’ — 0,2008541, ¢= 51,49788 Tage. —

Hieraus findet sich w = 2°45'28"47, [ = 0,0579 6039,

; &
oder der geniiherte

mn 3
i+
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Werth von h — 0,0644371; hieraus, mittelst Tafel II, logyy = 0,056 0848,
—%——:0,0504 7454, 2=0,0074 8585, dem in Tafel TII entspricht £= 0,000 0032.
Daraus folgt der verbesserte Werth & = 0,06443691, logyy = 0,056 0846,
’;”; — 0,0504 7456, z = 0,0074 8583, welche Werthe, indem ¢ dadurch nicht

verindert wird, keiner weiteren Verbesserung bediirfen. Nun steht die
Rechnung der Elemente so:

bond L3l iess 7,874 2399 logtang foo.veenn- 9,650 6199
Raone) ... .. 0,003 2389 log & tang27. .. ... 8,938 7394
log}/(e+-22) ... 8,938 1394 I S 1,296 9275
e 0,301 0300 Togtang Y «vnnvso- 9,886 2868
logtang 27 ....... 9,239 7694 apr - afl 1L 84 59T
2n = 9°51'11"816 (es miisste sein = 37°35°0")
B . .4 50 35,908
Booin ol v 9,6110118 C.logisinf...... 0,690 0182
Bi ey ool s 0,1171063 logtang2w....... 8,984 8318
C.logtang27n ... .. 0,760 2306 C.logcos2w...... 0,002 0156
T e 0,488 3487 R 9,785 2685
logtangy......... 9,886 28638 logtang2 N ...... 9,462 1341
L 0,602 0619 SRR T AP
e 0,374 6355 s it 8 4 53,127
(es miissten sein = 0,602 0600 N—n = Ser1¢219
und 0,374 6356) T i T
logsin(N—m) ....8,740 6274 logsin (N+mn) ....9,352 3527
C.log cos(N+-m)..0,0112902 C.log cos (N—m).. 0,000 6587
logcotg ¥ covnnee- 0,468 1829 logeotg ¢ «eunene. 0,468 1829
logtang 5o ««ee-e- 9,220 1005 logtang 59+« «...- 9,821 1943
v = 9542529797 o o= 33°31'29793
G RSB B i e B ERER

(es miisste sein = 18"51'07) (es miisste sein = 67°3°0")
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Tot s vankedk 0,101 0184 Yo . o5 Mot 0,101 0184
logtang 25 wivces 9,462 1341 log tang 20 vs sv o 9,239 7694
C.logcos2% ., . s 0,006 4539 C:lomeus 2V oot 0,0175142
9,569 6064 9,358 3020

/1 0,3711 9863 Fiahli 0 0,2281 9284
loghyp tang (45" 4 N) = ..... loghyptang (45’ +7n) = .....
................. 0,2859 1251 bo s vene s aspemsan U RN RSE
Unterschied = 0,0852 8612 Unterschied = 0,0553 6663
1 ALY SR 8,930 8783 WS I s 8,743 2480
dlog eiiii st 0,903 0928 2L AR 0,903 0928
S e 1,764 4186 el d .., 1,764 4186
[of ot AT S LN R 1,598 38917 o it iy 0,301 0300
5500 1897663 38 16M 8% G v e 1,711 7894

G = 51,497 88

Es ist daher der Periheldurchgang von der dem ersten Orte ent-
sprechenden Zeit um 13,91444 Tage entfernt, von der dem zweiten Orte ent-
sprechenden Zeit um 65,412 32 Tage. Die geringen Unterschiede der hier her-
ausgebrachten Elemente von denen, mnach welchen die angenommenen Orte
berechnet waren, rithren von der beschrinkten Genauigkeit der Tafeln her.

106.

Bei Abhandlung der vorziiglichsten, fiir die Bewegung der Himmels-
kirper in Kegelschnitten in Betracht kommenden Relationen darf nicht mit
Stillschweigen iibergangen werden der elegante Ausdruck der Zeit durch die
grosse Halbaxe, durch die Summe r—+7 und durch die, die beiden Orte ver-
bindende Chorde. Fiir die Parabel scheint diese Formel zwar zuerst von
Euler erfunden zu sein (Miscell. Berolin. T. VII, p. 20), der solche jedoch
spiter ausser Acht gelassen und auch nicht auf die Ellipse und Hyperbel ausgedehnt
hat. Es irren daher diejenigen, welche diese Formel dem Lambert zuschreiben,
wenn sich diesem Geometer auch nicht das Verdienst absprechen ldsst, diesen
der Vergessenheit anheimgefallenen Ausdruck selbstindig erforscht und auf die
iibrigen Kegelschnitte ausgedelnt zu haben. Obgleich dieser Gegenstand schon
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von mehren Geometern behandelt ist, so werden aufmerksame Leser doch die
nachfolgende Auseinandersetzung nicht fiir iiberfliissig erkennen. Ich beginne
mit der elliptischen Bewegung. '

Vor allen Dingen bemerke ich, dass der um die Sonne beschriebene
Winkel 2f (Art. 88, woraus ich auch die tibrigen Zeichen entnehme) innerhalb
360° angenommen werden kann. Denn es ist klar, dass, wenn dieser Winkel um

3
5 : : : : : 23608 3
360° vermehrt wird, die Zeit um eine Revolution oder a—%— = = X 365,25
Tage wiichst. Bezeichmet man nun die Chorde mit g, so wird offenbar (120)

00 = (r cosv'—rcosv)’ 4 (7 sinev —7sinv)

und daher nach den Gleichungen VIII und IX des Art. 8

2
I

00 — aa(cosE’——COSE)Q—I—cmcosgo?(sinl‘]’——sinl‘)’)2
— 4qasing’ (sin G* +cos ¢” cos G*) = 4aasing” (1 —eecos 6.

Nun fiihrt man einen Hiilfswinkel % in der Art ein, dass cosh = ecos G, und setzt
(um alle Zweideutigkeit zu heben) voraus, dass h zwischen 0 und 180° genom-
men werden, und daher sin’ eine positive Grosse sein miisse. Weil also auch
g zwischen denselben Grenzen liegt (denn wenn 2g zu 360° oder dariiber
hinaus anwiichst, so wiirde die Bewegung um die Sonne eine ganze Re-
volution oder mehr betragen), so folgt aus der vorigen Gleichung von selbst
o = 2asingsink, wenn nimlich die Chorde als eine positive Grisse angesehen
wird. Da man ferner hat 7 = 2a(l—ecosgcos G) = 2a(1—-cosgcosh), so
ist klar, dass, wenn h—g = d, h{g = & gesetzt wird, entsteht:

[1] r—l—r’—g=2ct(1—cosc)‘)=4asin%d\’
2] r4r+eo= 2a(1—cose) = 4asin 5 &

Endlich hat man k¢ = a¥ (2g—2esingcos @) = at (2g—2singcosh), oder
3] Kkt = a%(s——sins——(()‘——sind‘)).

Man kann daher nach den Gleichungen [1] und [2] die Winkel d und & aus
r4r, ¢ und @ bestimmen, und deshalb kann auch aus denselben Grossen,

mittelst der Gleichung [3], die Zeit ¢ bestimmt werden.

Diese Formel lisst sich auch folgendermaassen darstellen:

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. Himmelsk. 19
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2a— ) — § — ) —
Lre a%{arc cos—a——%—{i—g — smarc cosw

2a—(» o S i v
—arc cos L;—J;?i -} sin arc cos %%’_)j;“}

Es bleibt jedoch bei Bestimmung der Winkel J, & aus ihren Cosinussen eine
Zweideutigkeit zuriick, die niher betrachtet werden muss. Zwar ist von selbst
klar, dass 0 innerhalb —180° und -+ 180° liegen miisse, sowie & zwischen 0 und
360°. Aber auch so liesse jeder Winkel eine doppelte Bestimmung, und die
daraus hervorgehende Zeit mithin eine vierfache zu. Man hat inzwischen
aus Gleichung 5, Art. 88: cosf.})/r7 = a(cosg—cosh) = 2asin}dsinge.  Da
nun sin+é nothwendig eine positive Grosse wird, so kann daraus ge-
schlossen werden, dass cos f und sin+d nothwendig dasselbe Zeichen fiihren,
und dass daher J innerhalb 0 und 180°, oder innerhalb —180" und 0 ge-
nommen wergden miisse, je nachdem cosf positiv oder negativ wird, d. h.
je nachdem die heliocentrische Bewegung 2 f innerhalb oder iiber 180°
ist. Uecbrigens ist klar, dass fiir 2f= 180°, J nothwendig = 0 sein muss.
Auf diese Weise ist also 0 vollstindig bestimmt. — Aber die Bestimmung des
Winkels & bleibt nothwendig zweideutig, so dass stets fiir die Zeit zwel
Werthe herauskommen, von denen sich, falls solches micht anderweit bekannt
wird, nicht entscheiden lisst, welcher der wahre ist. Den Grund dieser Er-
scheinung erkennt man iibrigens leicht. Denn es lassen sich bekanntlich durch
zwei gegebene Punkte zwei verschiedene Ellipsen beschreiben, welche beide
in demselben gegebenen Punkte ihren Bremnpunkt haben und zugleich die-
selbe grosse Halbaxe.”) Offenbar aber wird die Bewegung von dem ersten
Orte zum zweiten in diesen Ellipsen in ungleichen Zeiten vollendet.

107.

: 3 ; § . : 5
Bezeichnet man mit y irgend einen Bogen zwischen — 180° und +- 180,
und mit s den Sinus des Bogens 4y, so ist bekanntlich

*) Beschreibt man aus dem ersten Orte mit einem Halbmesser 2a—r einen Kreis, und aus dem
aweiten Orte einen Kreis mit dem Halbmesser 2a—1‘, so liegt der zweite Brennpunkt der Ellipse in dem Ein-
schnittspunkte dieser Kreise. Weil deshalb, allgemein gesprochen, stets zwei Einschnittspunkte gegeben werden,
so gehen auch zwei verschiedene Ellipsen hervor.
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T lagah

ly =s+1.354++ .7 ek oo e

Ferner wird

g s i e 1.3 13 Iy [l TS
L umpt= /(1 —rgs) a8t s — s ——eie
und deshalb

g—sing =4(1s'+ L. 3544 137 }7.;..8—{—6‘50

i . AR . = 7 T e,
In diese Reihe substituire ich fiir s successiv %V——I—TQ— und 1 ]/ia—'{:‘—
3
und multiplicire das Resultat mit @ ; so entstehen respect. die Reihen

Sl —

/ § 1 /
1 el OB ﬁ-—(7’+7”—9) + 1753 -

B = (7“4‘7 ———Q) -+ ete.
e e+ T e
18432 ( r+r —I‘Q) -+ etc.

Deren Summen bezeichne ich mit 7 und U. Man sieht ohne Weiteres, da
2¢inid =+ ]/L_iL;z——i (wobei das obere oder untere Zeichen gilt, je nach-
dem 2f innerhalb oder iiber 180° hinaus liegt), dass a? (0—sind) = + T (wobei

das Zeichen ebenso bestimmt wird). Auf dieselbe Weise wird, wenn fiir & (122)
der kleinere, innerhalb 180° belegene Werth genommen wird, entstehen

a*(e—sing) = U; nimmt man aber den andern Werth, der das Complement

3 g
des ersteren zu 360° ist, so wird offenbar a”(é—sine) = a*360°— U. Hieraus
erhilt man zwei Werthe fiir die Zeit ¢

3
l ] Z 2 0 l T :l'
—}L— lllld = .

108.

Betrachtet man die Parabel als eine Ellipse, deren grosse Axe un-

endlich gross ist, so geht der im vorhergehenden Artikel fiir die Zeit
113)5
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gefundene Ausdruck iiber in: gg{@”—}-r /+9)%$(7”+7“/~—9)%}. Da aber diese
Ableitung der Formel vielleicht einigen Zweifeln ausgesetzt erscheinen kinnte,
so will ich eine andere, von der Ellipse unabhiingige entwickeln.

Setzt man der Kiirze wegen tangiv = &, tangi? = 9, so wird

/ I q/ 1—99 ==

7""——"—%29(1—}-‘1919), r = —%p(l—l—&&), COSUZW, COSU/:m,
29’

Sin?' Hieraus entsteht

e T e =T

7 cosv' —reosv = 1p (99— ), r'sinv' —rsinv = p(F —9),
und daher ¢ = L pp(d—9(44+(F+9)"). Man siecht nun leicht, dass

sin 5 e o -
0 ——f‘"—/ eine positive Grisse ist. Setzt man daher
cosdvcostv

Va1 + &) = 7, 0 jsp '@ =—plF S Haa | dCumee g

P = 4P 9045 %) = plant4(%—9));
man hat deshalb
j*‘#f‘,ﬁ’ = (n+1(&—9)

LEE=C — (—4 (@ —9).

Aus der ersten Gleichung leitet man ohne Weiteres ab

+ YIS — it 49—,

weil 7 und ¥ —9 positive Grossen sind; aber da 4 (¥ —¢) kleiner oder

cos f

cosfvcos o’

grosser ist als #, je nachdem 77— —9)' = 1+9¢ =

positiv oder mnegativ, so muss man aus der zweiten Gleichung offenbar
schliessen:

+y =t g po—9),

wo das obere oder untere Zeichen genommen werden muss, je nachdem der
um die Sonne beschriebene Winkel innerhalb 180° liegt, oder iiber 180°
hinaus geht.
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Aus der Gleichung, welche in Art. 98 der zweiten folgt, hat man

ferner:
bt
3

=@ P EIE )= @ —Nant ¢ )
=45 =) —+—+ ' —9),

woraus von selbst folgt:

= tHor+r+ o F 0+ —o)l,
wobei das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem 2/ innerhalb oder
iiber 180" hinaus liegt.

109.

Nimmt man in der Hyperbel die Symbole e, C, ¢ in derselben Bezeich-
nung wie in Art. 99, so hat man aus den Gleichungen VIII, IX des. Mti ) 212

7 cost —reosv = —1 (c——%) (C—— _1(7) o
7 sinv' —rsiny = %(c—%) (0—}-%) )/ (ee—1) wund daher
1 1
o= oc(c—7> ]/(ee(C—l—?)2 — 4).
Ich setze voraus, dass y eine Grosse ist, welche durch die Gleichung

it 1 : : e
v+ e e(O—FT) bestimmt wird, und da letzterer offenbar durch zwei ein-

ander reciproke Werthe Geniige geschicht, so adoptire ich davon denjenigen,
der grosser als Eins ist. Dann wird

o=talo— 1)~
Ferner wird

r—]—r’:%a(e(c—l—lc)C’—{— C ) ( —) — ——4)
und deshalb

2

rr Q——a(]/cy— ~1—
rd-r—p= a(l/—i— — V—;—)z.
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prtte rpr —

Setzt man daher =m, Y—4,— =, so wird nothwendig

(124) ]/c;/—]/a7 = 2m. Um die Frage zu entscheiden, ob ]/% —= ]/-;— = |}2n

oder = —2n wird, muss man untersuchen, ob y grosser oder kleiner ist
als ¢. Aber aus Gleichung 8 des Art. 99 folgt leicht, dass der erstere Fall
Statt habe, wenn 2 f innerhalb 180" liegt, der zweite, sobald 2 f iiber 180°
hinausgeht. Schliesslich hat man aus demselben Artikel

kt ( —}——) (c——~>——210gc :—(c;/——— ——(— —_—)
__]ogcy—}—logT = 2m}/(14+mm)F2n)/ (1 +nn)—2log()/ (1 4 mm) -+ m)
+21og (Y (1 +nn)+n),

wobei die unteren Zeichen immer den Fall bezielen, wo 2f>180". Nun wird
log (Y (1 ~mm)--m) leicht in folgende Reihe entwickelt:

e 1 i B E o 15355 =
m m’ 4L = T e Ul -+ ete.

Dies erhiilt man von selbst aus:

dlog (Y (1 4 mm)~m) = i

V 14mm)”
Daraus folgt:

27721/(1+77zvn)-——210g(]/(1—[—mm)—{—m) = 4(m’—L. tm’ 3 -TT?;m — ete.)

und ebenso eine ganz ihnliche Formel, falls m mit » vertauscht wird. Hieraus
endlich geht hervor, dass, wenn man setzt:

1 ; 3
T = 1?( +7 —9> 8L 7( +7a—9) +1792 e (T_JI_,’)—()) T
5 1 i /
m.?O—{—r—Q) -+ ete.
; 3 1 ) g 1l ; 3
U =40+ +e) —8—10.—;<r+v~+e>’+1—fg—2—-;;<r+r+e»>’—
15453 3 et +o) i+ ete,
sich ergiebt kt = U J T, welche Ausdriicke mit den in Art. 107
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erwihnten allenthalben iibereinkommen, wenn dort @ in -—o umge-
dndert wird.

Uebrigens sind diese Reihen sowohl fiir Ellipse als Hyperbel zum
praktischen Gebrauche besonders dann bequem, wenn @ oder e einen sehr
grossen Werth erhalten, d. h. wenn der Kegelschnitt bedeutend zur Aehnlich-
keit mit der Parabel hinneigt. In diesem Falle konnte man sie auch zur
Auflgsung des oben behandelten Problems (Art. 85—105) anwenden. Weil
aber, nach meinem Urtheile, sie auch dann nicht einmal die Kiirze der vorhin
gezeigten Auflosung gewihren, so halte ich mich bei der weiteren Ausein-
andersetzung dieser Methode nicht auf.



(125)

Vierter Abschnitt.

Relationen zwischen mehren Orten im Raume.

110. v

Die in diesem Abschnitte zu betrachtenden Relationen sind von dem
Naturell der Bahn unabhiingig und stiitzen sich lediglich auf die Voraus-
setzung, dass alle Punkte der Bahn in derselben Ebene mit der Sonne liegen.
Wir wollen hier nur die einfachsten dieser Relationen beriihren, und die
complicirteren und specielleren zum zweiten Buche aufsparen.

Die Lage der Balmebene ist durch zwei Orte des Himmelskorpers im
Raume vollig bestimmt, sobald nur diese Orte nicht in derselben geraden Linie
mit der Sonne liegen. Da sich nun der Ort eines Punktes im Raume vor-
ziiglich auf zwei Arten angeben lisst, so bieten sich daraus zwei Aufgaben
zur Losung dar.

Setzen wir zuerst voraus, dass zwei Orte durch die mit resp. 4, 4,
B, ' bezeichneten heliocentrischen Lingen und Breiten gegeben seien; die
Abstiinde von der Sonne gehen nicht in die Rechnung ein. Wenn dann die
Linge des aufsteigenden Knotens mit €2, und die Neigung der Bahn gegen
die Ecliptik mit ¢ bezeichnet wird, so ist

tang 8 = tang¢sin (A—)
tang 3 = tangisin(A —Q).
Die Bestimmung der Unbekannten @ und tang¢ wird hier auf die in Art. 78 II.
betrachtete Aufgabe zuriickgefiihrt. Man hat daher nach Anleitung der ersten
Auflosung
tang¢sin (A—Q) = tang 3
tang ' — tang fcos (A —2)

sin (A’ —2) 2

Zufolge der dritten Auflosung aber findet sich der €2 durch die Gleichung

tangicos(A—Q) =
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; sin (8’ ) tang 4 (A’ —24)
tang (41444 —@) =TEELRELE =0,

und noch etwas bequemer, wenn die Winkel /3, 5° unmittelbar, mnicht aber

durch die Logarithmen der Tangenten gegeben sind. Zur Bestimmung von ¢
muss man jedoch auf eine der Formeln
tangf  tangf

sin(A—Q) = sin(A’ —Q)
recurriren. Im Uebrigen ist die Zweideutigkeit bei. Bestimmung des Winkels
A—Q, oder 144+12—Q durch die Tangente so zu entscheiden, dass tang?
positiv oder negativ wird, je nachdem die auf die Ecliptik projicirte Bewegung
eine directe oder riickliufige ist. — Diese Ungewissheit kann daher nur dann
gehoben werden, falls es bekannt, von welcher Seite her der Himmelskorper vom (126)
ersten zum zweiten Orte gelangt ist; wenn man dies daher nicht wiisste, so
wiirde es in der That unmioglich sein, den aufsteigenden Knoten vom
niedersteigenden zu unterscheiden.

Nach Auffindung der Winkel Q und ¢ werden die Argumente der Breite
u, % durch die Formeln

tangt =

tang (A — Q)
cost Y

tang (¥ — Q)

tanguw = ;
g COS 1

tangy ==
ermittelt, die im ersten oder zweiten Halbzirkel zu nehmen, je nachdem die
entsprechenden Breiten nordlich oder siidlich sind. Diesen Formeln fiige ich
noch die folgenden hinzu, von denen man, falls es beliebt, die eme oder
andere zur Priifung der Rechnung brauchen kann:

cosu = cosfBcos(A—Q),  cosu = cosf3 cos(A —R);
: sin ! sin '
BIDY = — ﬁ, smu’:—.—ﬂ.;

s1n sS1me

e = sin (A2 —2Q)) cos fcos '

sin (A’ —21) cos B cos '
cos? 4 '

sin (¥ —u) = s

111.

Nehmen wir zweitens an, dass die beiden Orte gegeben seien durch
ihre Abstinde von drei, in der Sonne unter rechten Winkeln sich schneidenden

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk, 20
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Ebenen.  Bezeichnen wir diese Abstinde fiir den ersten Ort mit z, ¥y, z,
fiir den zweiten mit «', ¥, 2, und setzen voraus, dass die dritte Ebene die
Ecliptik selbst sei, dass aber die positiven Pole der ersten und zweiten Ebene
in der Linge N und 90°+ XN liegen. Dann wird nach Art. 53, wenn man
die beiden Radien Vectoren mit 7, 7' bezeichnet, sein:

x = reoscos (N—Q) -7 sinusin(N—Q) cos
y = rsinucos(N—Q) cosi—rcosusin (N — Q)
z = rsinusini
' = ' cost cos (N—Q) 47 sinw sin (N— Q) cos ¢
7 sinw’ cos (N—Q) cost—1' cosu' sin(N—Q)

— 7' sinw'sin?.

8
|

/

S
l

/

]

Daraus folgt:
2y — y2' = 7' sin (W' —u)sin (N—Q) sint
a7 —za = rr'sin (W —u) cos (N—Q)sin¢
xy —ya' = rr'sin (W' —u)cos .

Aus Combination der ersten mit der zweiten Formel bekommt man N—¢, und
7' sin (v'—w)sind.  Hieraus und aus der dritten Formel erhdlt man ¢, und
rr' sin (' —u).

Insofern der Ort, dem die Coordinaten «', y, z' entsprechen, als der
der Zeit nach spitere angenommen wird, muss % grosser als » werden. Falls
es deshalb iiberher bekannt ist, ob der zwischen dem ersten und zweiten Orte
um die Sonne beschriebene Winkel kleiner oder grosser ist, als zwel rechte,
so miissen 77sin(v' —u)sin¢ und 77'sin(w’—wu) im ersten Falle positive,
im zweiten negative Grossen sein. Es liisst sich daher dann N—@Q
ohne Zweideutigkeit bestimmen, und zugleich aus dem Zeichen der
Grisse ay —yx entscheiden, ob die Bewegung recht- oder riicklidufig ist.
Umgekehrt lisst sich, falls die Richtung der Bewegung bekannt ist, aus dem
Zeichen der Grosse ay —yx entscheiden, ob #'—u kleiner oder grosser als
180" genommen werden muss. Wenn aber sowohl die Richtung der Bewegung,
als die Beschaffenheit des um die Sonne beschricbenen Winkels ginzlich un-
bekannt ist, so kann man offenbar zwischen dem aufsteigenden und nieder-
steigenden Knoten nicht unterscheiden.
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Uebrigens sieht man leicht, dass, sowie cos? der Cosinus der Neigung
der Bahnebene gegen die dritte Ebene ist, so sin(V —Q)sin¢ und cos(N—Q)sin¢
respective die Cosinus der Neigungen der Balmebene gegen die erste und
zweite Ebene sind; sowie dass rsin(s'—u) die doppelte I Liiche des zwischen
den beiden Radien Vectoren eingeschlossenen Dreiecks, und dass endlich
2y —yi, a7 —za', wy —yx die doppelte Fliiche der Projectionen desselben
Dreiecks auf die einzelnen Ebenen ausdriickt.

Qohliesslich kann offenbar die dritte Ebene statt der Ecliptik auch
jedwede andere Ebene sein, wenn nur alle Grissen, die durch ihre Beziehun-
gen auf die Ecliptik definirt sind, ebenso auf diese dritte beliebige Kbene
bezogen werden.

112.

/!

Es seien o/, 3, #' die Coordinaten eines dritten Orts, u" dessen
Argument der Breite, ' der Radius Vector. — Dabei sollen die Grossen
77 sin (u'—u), rr'sin(w’—wu), 71”'sin(w'—w), welche die doppelten Dreiecks-
fliichen zwischen dem zweiten und dritten, dem ersten und dritten, dem ersten
) )
und zweiten Radius Vector sind, resp. mit n, 7’ 7' Dbezeichnet werden. Man
7 1 b) il
wird daher fiir @', 7', #' Hhnliche Ausdriicke haben, wie die in dem voran-
ehenden Artikel fiir z, y, z und 2/, y, Z gegebenen, woraus sich mit Hiilfe
) 5} ) 7 g )

des Satzes I, Art. 78 leicht folgende Gleichungen ableiten lassen:

0 = nw—una +n'z"

0 =ny—ny +n'y'

0 = ng —n'Z +n'"2".
Es seien nun die jenen drei Orten des Himmelskorpers entsprechenden
geocentrischen Lingen o, ¢, o' und die geocentrischen Breiten 3, 3, 3';
die auf die Ecliptik projicirten Abstinde von der Erde 0, 0% 0"s  ferner: die
entsprechenden heliocentrischen Léngen der Erde L, L, L'; die Breiten
B, B, B', die ich nicht = 0 setze, sowohl um auf die Parallaxe Riicksicht
nehmen, als um, falls es beliebt, statt der Ecliptik irgend eine andere Ebene

wihlen zu konnen. Enmdlich seien D, D', D" die auf die Ecliptik projicirten (128)
20~



156 Erstes Buch. Vierter Abschnitt.

Abstinde der Erde von der Sonne. Wenn man sodann z, y, z durch L, B,
D, a, 3, & ausdriickt, und in #hnlicher Weise die auf den zweiten und dritten
Ort sich beziehenden Coordinaten, so nehmen die vorangehenden Gleichungen
folgende Gestalt an:

[1] 0 = n(d'cos e+ Dcos L)—mn' (0" cos & 4+ D' cos L) +n" (0" cos &’ + D" cos L")
[2] 0 =n(dsine~+D sinL)—n'(d'sine’ 4 D'sin L') 4" (8" sine” + D" sin L")
[8] 0 = n(dtang 3+ Dtang B)—'(0"tang '+ D'tang B')+ " (0"tang 3'D"tang B").
Falls hier e, 3, D, L, B und die analogen Grossen fiir die beiden iibrigen
Orte als bekannt angesehen, und die Gleichungen mit 7, oder 7/, oder ="
dividirt werden, so bleiben fiinf Unbekannte iibrig, von denen man also zwei
eliminiren, oder durch zwei beliebige die iibrigen drei bestimmen kann. Auf
diese Weise bahnen jene drei Gleichungen den Weg zu sebr vielen wichtigen
Ableitungen, von denen ich einige der vorziiglichsten hier entwickeln will.

113.

Um nicht durch die Linge der Formeln iiberladen zu werden, gebrauche
ich die nachfolgenden Abkiirzungen. Zuerst bezeichne ich die Grosse
tang sin (¢ — ') 4 tang 3 sin (0 — &) 4 tang 3" sin (¢ — )

mit (0.1.2). Wenn in jenen Ausdruck fiir die einem jeden geocentrischen
Orte entsprechende Linge und DBreite, diejenige Liinge und Breite substituirt
wird, welche einem jeden der drei heliocentrischen Orte der Erde entspricht,
so werde ich in dem Zeichen (0.1.2) die dem ersteren entsprechende Zahl

mit derjenigen romischen Zahl vertauschen, welche dem zweiten entspricht.
So z. B. soll das Merkzeichen (0.1.I) die Grosse

tang 3sin (L' — o) 4 tang 3’ sin (¢ — L) 4- tang B'sin (&' — )
ausdriicken, und das Merkzeichen (0.O .2) folgende:
tang 3sin (¢’ — L) 4 tang Bsin(¢— ") 4 tang 3" sin (L— «).

Auf dhnliche Weise veriindere ich das Merkzeichen, falls in den ersten Ausdruck statt
zweier geocentrischen Lingen und Breiten irgend zwei heliocentrische der Erde
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substituirt werden. Wenn zwei Lingen und Breiten in denselben Ausdruck
eingehen und nur unter sich vertauscht werden, so muss man auch in dem
Merkzeichen die entsprechenden Zahlen vertauschen. Dadurch wird aber der
Werth selbst micht verindert, sondern es wird nur aus dem positiven ein
negativer, aus dem negativen ein positiver. So z. B. wird

12— 2 ) =(1.2:00——(1.0.2=(2.0.1)=—(2.1.0).

Alle o entstehenden Grossen lassen sich also auf folgende neunzehn zuriick-
fiihren:

e s O 01D, 0110, (0.0.2), (0.5.2), (0,IL.2) (129
N e 12, 0.0, 0.0.11, (0.1.1), (1. 0.1,
WO MNP T I, (2.0.1),'(2.0.101), (2.1.11), welchen als: zwanzigste
hinzutritt (O .I.II).

Uebrigens lisst sich leicht zeigen, dass diese einzelnen Ausdriicke,
wenn man sie mit dem Producte aus den drei Cosinussen der eingehenden
Breiten multiplicirt, dem sechsfachen Volum einer Pyramide gleich werden,
deren Scheitel in der Sonne liegt, deren Basis aber das Dreieck ist, welches
von denjenigen drei Punkten der Himmelskugel gebildet wird, die den in
jenen Ausdruck eingehenden Orten entsprechen, wobei der Halbmesser der
Kugel = 1 gesetzt wird. So oft daher diese drei Orte in demselben grissten
Kreise liegen, muss der Werth des Ausdrucks = 0 werden. Da dies nun bei
den drei heliocentrischen Orten der Erde immer Statt findet, wenn man aaf
die Parallaxen und die durch Storungen entstandenen Breiten der Erde keine
Riicksicht nimmt, d. h. wenn man die Erde in die Ebene der Ecliptik selbst
setzt, so wird unter dieser Voraussetzung stets (O .I.II) = 0, welche Gleichung
identisch ist, falls als dritte Ebene die Ecliptik selbst genommen wird. Sobald
iibrigens sowohl B, als B, als B’ =0, so werden alle jene Ausdriicke, mit
Ausnahme des ersten, viel einfacher; denn dieselben werden vom zweiten bis
zum zehnten aus je zwei Theilen zusammengesetzt sein, vom elften bis zum
neunzehnten aber aus einem einzigen Gliede bestehen.
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114.

Multiplicirt man die Gleichung [1] mit sine’tang B'—sin L' tang 3", die
Gleichung [2] mit cos L' tang 3'— cos o' tang 5", die Gleichung [3] mit sin(L'—0"),
und addirt die Producte, so erhiilt man:

4] 0 =mn {(O.Q.II)J—}—(O.Q.II)D} . {(1.2.II)(F’—{—(I.2.II)D’},

und auf ihnliche Weise, oder bequemer durch alleinige Vertauschung der
Orte unter sich:

] 0 =nf0.1.00+4(0.1.0) D} 4+ = {(2.1.00"+(I.1. DD}

[6] 0=n{1.0.0)0'+(I.0.0) L {(2.0.0)J”-}—(II.0.0)D”}.

Wenn daher das Verhiiltniss der Grossen m, % gegeben ist, so ldsst sich mit
Hiilfe der Gleichung [4] aus O die Grisse o' bestimmen, oder 0 aus d', und
o in dhnlicher Weise aus den Gleichungen [5] und [6]. Aus Combination der
Gleichungen [4], [5] und [6] entsteht folgende:

7 (042, Hys 450 . 2. XyD (1:0:0)¢ Sl 0. Q) B
J @1 D05 (0 T lD | (12 100 L (052 D
—

1.1y 8 -(L.1.0) D"
0.0)0 - (I[.0.0) D"

@.
e rn

mittelst welcher man aus zwei Abstinden des Himmelskérpers von der
Erde den dritten bestimmen kann. Es liésst sich aber auch zeigen, dass
diese Gleichung [7] identisch, und daher zur Bestimmung eines Abstandes
aus den beiden iibrigen unbrauchbar werde, sobald

B—05 5 &
und
(130) tang 3’ tang 3" sin (L — e)sin (L"— L)
+tang 3" tang 3 sin (L' — o)sin (L —L") 1 = 0.
+ tang 3 tang 3 sin(L'—«")sin(L'— L)

Von dieser Unzutriiglichkeit frei ist folgende Formel, die sich leicht
aus den' Gleichungen [1], [2], [3] herleitet:
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8] (0.1.2)000"+(0.1.2)D&d" 4+(0.1.2)D'3"+(0.1.IND"dd'+
(.0, I D D'8+(0.1.IDDD'&+(0.1.2) DD+
(0.I.IDDD D' = 0.

Multiplicirt man Gleichung [1] mit sine'tang’ —sine” tang/3’, die
Gleichung [2] mit cosetang 3’ —cosd tang 3", die Gleichung [3] mit sin(¢"— )
und addirt die Producte, so erhilt man:

[9] 0=={0.1.2)0+(0.1.2)D}—n'(I.1.2)D +»"(II.1.2) D"
und ebenso

[10] O———n(0.0.Q)D—n’{(O.l.2)§’+(O.I.2)D’}+n”(O.II. 2) D"
[11] O=n(0.1.Q)D—n’(O.1.I)D’+n”{(0.1.2)()‘”—{-(0.1.11)1)”}.

Mit Hiilfe dieser Gleichungen lassen sich aus dem bekannten Verhiltnisse
zwischen den Grossen 7, 7, #' die Abstinde d, J', 0" bestimmen. Dieser
Schluss gilt jedoch nur im Allgemeinen gesprochen und leidet eine Ausnahme,
sobald (0.1.2)=0 wird. Denn es lisst sich zeigen, dass in diesem Falle
aus den Gleichungen [8], [9], [10] nichts anderes folgt, als die nothwendige
Relation unter den Grissen 7, %, #', und zwar aus den einzelnen dreien
die niimliche. Analoge Finschrinkungen in Beziehung auf die Gleichungen
[4], [5], [6] werden dem erfahrenen Leser sich von selbst darbieten.

Uebrigens sind alle diese hier entwickelten Schlussfolgerungen un-
brauchbar, sobald die Ebene der Bahn mit der Ecliptik zusammenfillt; denn
wenn f, g, f/, wnd B, B, B’ alle =0 sind, so ist die Gleichung [3]
identisch, und mithin auch alle folgenden.



