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Kurzfassung

Das starke wirtschaftliche Interesse sowohl Entwicklungszeit als auch Entwicklungskos-
ten zu senken, führt zu dem Schluss, dass immer öfter simulationstechnische Werkzeuge
anstelle von teuren Prototypen verwendet werden. Die Komplexität der Problemstellung
erlaubt es oftmals nicht, diese innerhalb einer Simulationsumgebung zu lösen, wodurch
die Kombination von mehreren Simulationswerkzeugen notwendig ist. Die Co-Simulation
ist eine Technik, die sich aus dieser Problemstellung heraus entwickelt hat. Eine Co-
Simulationsplattform gewährleistet, dass jedem Teilmodell die notwendigen Daten, die
sogenannten Koppelsignale, zu den Koppelzeitpunkten zur Verfügung stehen.
Im Allgemeinen sind die einzelnen Teilmodelle der Co-Simulation gegenseitig abhängig. Sie
benötigen für die Berechnung die Ergebnisse der anderen Modelle. Innerhalb eines Kop-
pelschritts stehen dem ersten Modell jedoch keine Informationen der anderen Teilsysteme
zur Verfügung. Die notwendigen Koppelsignale müssen mittels Extrapolation geschätzt
werden. Das Extrapolationsfilter kann, in Abhängigkeit der Koppelschrittweite und der
Frequenz der Koppelsignale, Fehler im Systemverhalten verursachen. Um diese Fehler zu
Erkennen bietet sich die Analyse der Momentanfrequenz der Koppelsignale an.
In dieser Arbeit werden verschiedene Methoden zur Schätzung der Momentanfrequenz
untersucht. Es wird unter anderem auf online Methoden, die eine Aussage über die Fre-
quenz während der Laufzeit liefern, eingegangen. Da ein großer Teil der Frequenzschätzer
auf stationären mittelwertfreien Signalen beruht und diese Annahme in der Regel bei Si-
mulationsergebnissen nicht gilt, werden zusätzlich Verfahren gezeigt, die es ermöglichen
die Frequenzschätzer trotzdem zu verwenden.





Abstract

The economic interest to reduce the development time and costs leads to the conclusion
that simulation tools are used instead of expensive prototypes. The complexity of the
problems does not often able to be solved within one simulation environment. In particular
for multiphysics models it is necessary to combine different simulation tools. The co-
simulation is a technique that has been developed to handle this problem. A co-simulation
platform has to ensure that each model gets the required data, the so called coupling
signals, to the time instants.
In general, the different models of the co-simulation depend on each other. They need
the results from the other models for the calculation. The preliminary computed model
has no information about the results of the other models during one coupling step. The
required coupling signals must be estimated by extrapolation. The extrapolation filter
can, depending on the coupling step size and the frequency of the coupling signals, cause
faults in the system behaviour. These faults are detected by the analysis of the instanta-
neous frequency of the coupling signals. In this thesis different methods for estimating the
instantaneous frequency are analysed. It covers inter alia online methods, which allow an
estimation of the instantaneous frequency during the simulation. Most of the frequency
estimators are based on stationary zero-mean signals and in general this assumption is
not valid for simulation results. So additional procedures will be shown, which still allow
the use of these frequency estimators.





Eidesstattliche Erklärung

Ich erkläre an Eides statt, dass ich die vorliegende Arbeit selbstständig verfasst, andere als
die angegebenen Quellen/Hilfsmittel nicht benutzt, und die den benutzten Quellen wörtlich
und inhaltlich entnommene Stellen als solche kenntlich gemacht habe.

Ort Datum Unterschrift

Statutory Declaration

I declare that I have authored this thesis independently, that I have not used other than
the declared sources / resources, and that I have explicitly marked all material which has
been quoted either literally or by content from the used sources.

Place Date Signature





Inhaltsverzeichnis

Inhalt ii

Abbildungsverzeichnis iv

Tabellenverzeichnis v

Danksagung vii

1 Einleitung 1
1.1 Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Zielsetzung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.3 Struktur der Arbeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2 Einführung in Co-Simulation und Momentanfrequenz 3
2.1 Co-Simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.1.1 Allgemein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.1.2 Analyse der nicht-iterativen Co-Simulation . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2 Momentanfrequenz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2.1 Allgemein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2.2 Definition und Herkunft . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3 Methoden zur Analyse der momentanen Frequenz 17
3.1 Offline Untersuchungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.1.1 Fourier-Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.1.2 Kurzzeit-Fourier-Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.1.3 Wavelet-Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.1.4 Phasenableitung und Phasendifferenz . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.1.5 Analyse der Nulldurchgänge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.1.6 Hilbert-Huang-Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.2 Online Untersuchungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.2.1 Steigungsbasierte Analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.2.2 Schätzung mittels Energieoperator . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.2.3 Auto-regressive Frequenzschätzung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.2.4 Frequenzschätzung mittels Kalman-Filter . . . . . . . . . . . . . . . 44

i



4 Signalaufbereitung und Vorberechnung 49
4.1 Allgemein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.2 Filterung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.3 Ableitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.4 Signalzerlegung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.4.1 Online EMD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.5 Erweiterung des EKF Modells . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

5 Anwendungsbeispiele 59
5.1 Schwingung mit unterschiedlichen Frequenzen . . . . . . . . . . . . . . . . 60
5.2 Schwingung mit zwei Frequenzen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
5.3 Schwingung mit linearem Trend . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
5.4 Co-Simulation eines Regelkreises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

6 Zusammenfassung und Ausblick 87
6.1 Zusammenfassung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
6.2 Schlussfolgerung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
6.3 Ausblick . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

A Ergänzende mathematische Zusammenhänge 89
A.1 Analytische Berechnung der Momentanfrequenz . . . . . . . . . . . . . . . 89
A.2 Herleitung der Zeit-Frequenz Unschärferelation . . . . . . . . . . . . . . . . 90
A.3 Herleitung des diskreten Teager-Kaiser Energieoperators . . . . . . . . . . 91

A.3.1 Zeitdiskrete Analyse mit konstanter Frequenz und Amplitude . . . 92
A.4 Kubische hermitesche Splines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

Literaturverzeichnis 95



Abbildungsverzeichnis

2.1 Grenzen zwischen klassischer Simulation, Modellseparation, Modellintegra-
tion und Co-Simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2 Schematische Betrachtung der nicht-iterativen Co-Simulation . . . . . . . . 5
2.3 Kontinuierliche Betrachtung der nicht-iterativen Co-Simulation . . . . . . . 7
2.4 Abtastung eines zeitkontinuierlichen Signals im Frequenzbereich . . . . . . 8
2.5 Extrapolation im Zeitbereich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.6 Betragsgänge der Extrapolationsfilter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.7 Frequenzgänge von Zoh, Foh und Soh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.8 Noten als Zeit-Frequenzdarstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.9 Verlauf der momentanen Phase und der momentanen Amplitude . . . . . . 13
2.10 Summe zweier sinusförmiger Schwingungen mit unterschiedlichen Frequenzen 15

3.1 Phasenraumgebiet STFT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.2 Phasenraumgebiet Wavelet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.3 Schritte der EMD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.4 Schätzen des Extremwertes durch interpolieren eines Polynoms . . . . . . . 28
3.5 Verhalten der Hüllkurve bei verschiedenen Randbedingungen . . . . . . . . 30
3.6 Interpolation der Runge-Funktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.7 Verlauf der Spline Interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.8 Extrahieren der Frequenz aus dem Trend . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.9 Extrahieren einer Mode aus einem Sprung im Trend . . . . . . . . . . . . . 35
3.10 Maximale Steigungsänderung eines abgetasteten Sinussignals . . . . . . . . 36
3.11 Feder-Masse-System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.12 Blockschaltbild AR-Filter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.1 Sinusförmige Schwingung mit linearem Offset . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.2 Feder-Masse-System über Seilwinde . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.3 Betragsgang zweier Sinusschwingungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.4 Änderung des Beobachtungshorizontes der online EMD bei einem neuen

Extremwert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.5 Stückweise EMD mit gewöhnlichen Randbedingungen . . . . . . . . . . . . 54

iii



4.6 Randbedingung der linken Intervallgrenze . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.7 Stückweise EMD mit neuen Randbedingungen . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.8 Schwankungsbereich der EMD bei Einfluss eines nachfolgenden Sprungs . . 57

5.1 Verlauf eines stationären Sinussignals mit konstanter Amplitude . . . . . . 60
5.2 Offline Frequenzschätzung einer Schwingung mit verschiedenen Frequenz-

verhalten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
5.3 Relativer Fehler der offline Frequenzschätzungen an einer Schwingung mit

verschiedenen Frequenzverhalten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
5.4 Online Frequenzschätzung einer Schwingung mit verschiedenen Frequenz-

verhalten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
5.5 Relativer Fehler der online Frequenzschätzungen an einer Schwingung mit

verschiedenen Frequenzverhalten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
5.6 Summe zweier Sinusschwingungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
5.7 Offline Frequenzschätzung zweier Sinusschwingungen . . . . . . . . . . . . 69
5.8 Offline Frequenzschätzung zweier Sinusschwingungen . . . . . . . . . . . . 70
5.9 Online Frequenzschätzung zweier Sinusschwingungen . . . . . . . . . . . . 72
5.10 Relativer Fehler der online Frequenzschätzung zweier Sinusschwingungen . 73
5.11 Schwingung mit linearem Trend . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
5.12 Offline Frequenzschätzung der Schwingung mit linearem Trend . . . . . . . 76
5.13 Relativer Fehler der offline Frequenzschätzung einer Schwingung mit linea-

rem Trend . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
5.14 Online Frequenzschätzung der Schwingung mit linearem Trend . . . . . . . 79
5.15 Relativer Fehler der online Frequenzschätzung einer Schwingung mit linea-

rem Trend . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
5.16 Schematische Darstellung eines Standardregelkreises . . . . . . . . . . . . 82
5.17 Schematische Darstellung der Kopplung der Teilmodelle . . . . . . . . . . 82
5.18 Sprungantwort des Regelkreises bei unterschiedlichen Koppelschrittweiten . 83
5.19 Verlauf der ersten Mode des Ausgangssignals des Regelkreises . . . . . . . 84
5.20 Momentanfrequenz und korrespondierende Koppelschrittweite . . . . . . . 84

A.1 Darstellung der Polynome der hermitischen kubischen Splines . . . . . . . 94



Tabellenverzeichnis

2.1 Begrenzung der Makro-Schrittweite bzgl. Kopplungsvarianten . . . . . . . 11

3.1 Koeffizenten zur Momentanfrequenzschätzung der Phasendifferenz mit hö-
herer Ordnung M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

A.1 Charakteristische Eigenschaften der vier kubischen Polynome von hermi-
teschen Splines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

v





Danksagung

Zu Beginn möchte ich meinem Betreuer Dr. Martin Benedikt danken. Die oftmals zei-
tintensiven und anregenden Diskussionen rund um meine Arbeit und darüber hinaus,
motivierten mich stets von Neuem und eröffneten mir einen neuen Interessenbereich.
Nicht minder möchte ich Univ.-Doz. Dr. Daniel Watzenig danken, ohne dessen Zutun
diese Arbeit erst gar nicht möglich gewesen wäre.
Weiter möchte ich dem Kompetenzzentrum „Das virtuelle Fahrzeug“ Forschungsgesell-
schaft mbH für die Möglichkeit zum Schreiben dieser Arbeit und den gewonnenen Erfah-
rungen, die ich in den letzten zwei Jahren als Mitarbeiter sammeln durfte, danken.
Ein großer Dank gilt meinen Freunden und Kollegen, die ich während meines Studiums
kennenlernen durfte und die mich sowohl während den angenehmen, als auch oftmals
stressigen Zeiten des Studiums begleitet haben.
Abschließend möchte ich meiner Familie und ganz besonders meinen Eltern danken, die
mich nicht nur während meines Studiums stets unterstützt und ermutigt haben.

Franz Holzinger
Graz, August 2014

vii





Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

In den letzten Jahren und Jahrzehnten ist in der Industrie ein klarer Trend zur Senkung
der Entwicklungszeit und der dadurch entstehenden Kosten zu erkennen. Die Fertigung
von Prototypen stellt besonders in der Automobilbranche eine große Zeit- und Kostenpro-
blematik dar. Vorabuntersuchungen am Rechner ermöglichen die Entwicklung von „virtu-
ellen Prototypen“ und verkürzen die Entwicklungszeiten.
Bei einer Vielzahl von Simulationsprogrammen, die oftmals auf spezifische Problemstel-
lungen zugeschnitten sind, ist es schwierig große und komplexe Aufgabenstellungen mittels
einer Simulationsumgebung zu lösen. Die Co-Simulation (co-operative simulation) bietet
eine sinnvolle Möglichkeit die Stärken verschiedener Simulationsprogramme miteinander
zu verknüpfen.
Der Austausch und die Zuweisung der Signale zu den einzelnen Simulationsumgebungen
wird von einer Co-Simulationsumgebung übernommen. Diese stellt typischerweise eine
übergeordnete Plattform dar, die den Transfer der Koppeldaten zwischen den Program-
men zu sogenannten Koppelzeitpunkten gewährleistet.
Der Zeitpunkt der Kopplung wird durch eine Koppelschrittweite vorgegeben, welche im
Allgemeinen konstant als auch zeitvariabel sein kann. Eine günstige Wahl der Koppel-
schrittweite stellt sich als eine nicht zu unterschätzende Herausforderung dar. Bei zu
kleinen Koppelschrittweiten steigt der Kommunikationsaufwand und somit die Gesamtsi-
mulationsdauer. Wird die Koppelschrittweite zu groß gewählt, so treten Koppeleffekte auf,
welche die Genauigkeit der Simulation beeinflussen. Um die Leistungsfähigkeit der Co-
Simulationsplattform zu steigern ist somit über die Koppelschrittweite ein Kompromiss
zwischen Laufzeit und Genauigkeit zu finden.

1.2 Zielsetzung

Das Ziel dieser Arbeit ist in erster Linie die Evaluierung der Kopplung basierend auf dem
Frequenzinhalt der Koppelsignale. Dabei sollen die Frequenzinhalte der Koppelsignale
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2 1. Einleitung

während der Simulation (online) bestimmt werden. Dieser Frequenzinhalt kann der zur
Verfügung stehenden Bandbreite der Koppelung gegenübergestellt werden und somit eine
qualitativ Beurteilung der Kopplung ermöglichen. Mit Hilfe der Momentanfrequenz des
Koppelsignals lässt sich auf die zulässige Koppelschrittweite und somit auf die Qualität
der Kopplung schließen. Somit sollen während der Simulation eventuell entstehende Fehler
im Bezug auf die Koppelschrittweite erkannt werden können.
Die meisten Frequenzschätzverfahren, die in dieser Arbeit behandelt werden, setzen ein
stationäres mittelwertfreies Signal voraus. Diese Annahme trifft jedoch generell nicht auf
Koppelsignale der Co-Simulation zu. Daher werden zusätzlich Verfahren gezeigt, die den
Einsatz der Frequenzschätzer trotzdem ermöglichen.

1.3 Struktur der Arbeit

Die Arbeit befasst sich mit der Bestimmung der Momentanfrequenz von Signalen. In
diesem Zusammenhang werden unterschiedliche Ansätze zum Schätzen der Momentanfre-
quenz besprochen und erörtert.
Im Anschluss zur Einleitung in Kapitel 1 befasst sich das Kapitel 2 mit einer allge-
meinen Einführung in die Co-Simulation und in die Thematik der Momentanfrequenz-
Schätzung. Dabei wird genauer auf die Methodik der Kopplung und den damit entste-
henden Schwierigkeiten eingegangen. Zusätzlich beinhaltet dieses Kapitel eine allgemeine
Einführung in das Themengebiet Momentanfrequenz, in der die Herkunft und Definition
der Momentanfrequenz aufgezeigt wird.
In Kapitel 3 werden verschiedene Ansätze und Methoden zum Schätzen der Momen-
tanfrequenz mathematisch näher gebracht. Es werden die Grundgedanken der einzelnen
Methoden zum Schätzen aufgezeigt. Dabei wird grundsätzlich zwischen Verfahren, die ei-
nerseits während der Simulationslaufzeit die Momentanfrequenz bestimmen und solchen,
die erst im Anschluss zur Simulation die Momentanfrequenz ermitteln, unterschieden.
Kapitel 4 befasst sich mit der Momentanfrequenzschätzung in Bezug auf die Analyse von
nicht stationären Signalen, da die Stationarität in diesem Zusammenhang oftmals eine
Voraussetzung ist. Es werden verschiedene Überlegungen aufgezeigt, die es ermöglichen
sollen, die Frequenz von nicht stationären Signalen während der Laufzeit zu bestimmen.
Im Anschluss daran wird inKapitel 5 die Funktionsweise der einzelnen Methoden anhand
von Beispielen dargestellt. Anhand von ausgewählten Beispielen wird der Einsatzbereich
der Methoden analysiert und gegenübergestellt. Zusätzlich wird die Auswirkung von nicht
stationären Signalen auf die Methoden gezeigt und Auswirkung von Vorberechnungen
demonstriert.
Abschließend werden in Kapitel 6 die Ergebnisse zusammengefasst und resümiert. Zu-
sätzlich wird ein Ausblick auf weiter mögliche Tätigkeiten in diesem Bereich gegeben.



Kapitel 2

Einführung in Co-Simulation und
Momentanfrequenz

Das folgende Kapitel gibt einen allgemeinen Einblick in die Thematik der Co-Simulation
und der Bedeutung der Momentanfrequenz. Es wird der Stand der Technik der Co-
Simulation aufgeführt und die eventuell entstehende Problematik der Kopplung näher
erläutert. Weiters wird auf den Ursprung und die Definition der Momentanfrequenz ein-
gegangen und ihre Anwendung zum Detektieren von möglichen Koppelfehlern erläutert.

2.1 Co-Simulation

Um große und komplexe Simulationsaufgaben, die oftmals domänenübergreifende Ge-
samtsysteme darstellen, lösen zu können, gilt die Separation der Aufgabe in Teilsysteme
als eine übliche Herangehensweise. Oftmals ist es nicht möglich eine komplexe Aufgabe
mit einem einzelnen Simulationsprogramm zu lösen, da die einzelnen Teilsysteme spezielle
Simulationsumgebungen benötigen. Die Co-Simulation bietet hierzu eine Möglichkeit die
Stärken verschiedener Simulationsprogramme zu kombinieren. Dieses Kapitel soll einen
allgemeinen Überblick über die Funktion der Co-Simulation und die damit einhergehende
Problematik schaffen.

2.1.1 Allgemein

Die immer größer werdende Komplexität von Simulationsmodellen bringt einzelne Simu-
lationsprogramme oft an ihre Grenzen. Gerade in der Fahrzeugindustrie gibt es unzählige
Simulationsumgebungen die auf einzelne spezifische Problemstellungen angepasst sind. Ei-
ne gesamte Fahrzeugsimulation ist mit einem einzigen Simulationsprogramm nicht mehr
oder nur eingeschränkt möglich. Die Co-Simulation ist eine Technik, die sich aus dieser
Problemstellung heraus entwickelt hat.
In der Literatur wurde eine einheitliche Begriffsbeschreibung für die Co-Simulation und
weitere Kopplungsmethoden vorgeschlagen [1]. Die Unterteilung und die Grenzen der ein-
zelnen Begriffe sind in Abbildung 2.1 graphisch dargestellt.
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4 2. Einführung in Co-Simulation und Momentanfrequenz

Bei einer üblichen, klassischen Simulation wird ein Problem mit einem Integrator, d.h.
ein numerischer Lösungsalgorithmus (Solver), in einer Simulationsumgebung gelöst. Es
ist eine geschlossene Simulation mit einem Modellierungs- sowie auch Simulationswerk-
zeug.
Die Modellseparation bietet eine Möglichkeit zum Lösen von Problemen mit unterschied-
liche Dynamiken, um die Leistungsfähigkeit der gesamten Simulation zu steigern. Das
Modell muss dazu jedoch in Teilsysteme unterteilt werden. Die Teilmodelle werden mit
einem Modellierungswerkzeug modelliert, jedoch mit mehreren Solvern simuliert, wel-
che unterschiedliche Schrittweiten besitzen können. Es ist eine verteilte Simulation mit
einheitlicher Modellierung.
Eine geschlossene Simulation mit verteilter Modellbildung wird Modellintegration ge-
nannt, dabei wird ein Problem mit mehreren Werkzeugen modelliert, anschließend wer-
den die Teilmodelle zusammengeführt und gemeinsam mit einem Solver gelöst.
Der Bergriff Co-Simulation bezeichnet den Einsatz von mehreren Werkzeugen für die
Modellierung eines Problems, bei deren Lösung auch mehrere Solver verwendet werden.
Somit sind mit dieser Technik verteilte Modellbildung und verteilte Simulation möglich.
Eine Co-Simulationsplattform gewährleistet die korrekte Kopplung und den Datenaus-
tausch zwischen den einzelnen Simulationswerkzeugen, die gekoppelten Signale werden
Koppelgrößen genannt.

# Integratoren

#Teilsysteme

klassische
Simulation

Modellseparation

Co-Simulation
Modell-

integration

geschlossene
Simulation

verteilte
Simulation

geschlossene
Modellbildung

verteilte
Modellbildung

1 2 3 · · ·

1

2

3

...

Abbildung 2.1: Grenzen zwischen klassischer Simulation, Modellseparation, Mo-
dellintegration und Co-Simulation [1]

Durch die Gegebenheit von mehreren numerischen Lösungsalgorithmen existieren in der
Regel unterschiedliche Schrittweiten der einzelnen numerischen Solver. Dadurch entsteht
die Notwendigkeit von Koppelzeitpunkten, zu denen die Daten zwischen den Programmen
ausgetauscht werden. Da die Programme zu diesen Zeitpunkten synchronisiert werden,
werden diese Zeitpunkte auch Synchronisationszeitpunkte genannt. Die Schrittweite eines
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Simulationsprogramms wird im Kontext der Co-Simulation als Mikro-Zeitschritt mit
der Abkürzung Tδ bezeichnet [2–4]. Abhängig von den Einstellungen des Solvers kann die
Mikro-Zeitschrittweite Tδ variabel (variable step-size solver) oder konstant (fixed step-size
solver) sein. Analog dazu wird die Schrittweite zwischen den Koppelzeitpunkten der Co-
Simulationsumgebung als Makro-Zeitschritt mit der Abkürzung T∆ bezeichnet [2–4].
Die Art der Kopplung und die Ausführungsreihenfolge der Teilsysteme gehören neben
der Macro-Schrittweite zu den wichtigsten Charakteristika der Co-Simulation. Bei der
Art der Kopplung wird zwischen sequentiell und parallel unterschieden. Während bei
der sequentiellen Kopplung die einzelnen Teilsysteme nach einander abgearbeitet werden
und somit die Information jedes bereits gerechneten Teils den anderen Teilsystem zur ak-
tuellen Simulationszeit zur Verfügung stehen, besitzen die einzelnen Teilsysteme bei der
parallelen Kopplung keine Information über die Daten der anderen Systeme zum aktuellen
Berechnungszeitpunkt. Sämtliche zur Berechnung notwendigen Eingänge der Module bei
der parallelen Kopplung, sowie die noch nicht berechneten Koppelgrößen der sequentiellen
Kopplung sind, sofern sie nicht a priori vorgegeben sind, zum Koppelzeitpunkt unbekannt
und müssen daher geschätzt werden. Diese Schätzung erfolgt durch Extrapolation der
Koppelgrößen über den aktuellen Makro-Zeitschritt zu den Koppelzeitpunkten.
Die Reihenfolge der sequentiellen Kopplung legt den Ablauf der Abarbeitung der einzel-
nen Teilsysteme fest. In der Literatur finden sich Vorschläge zur Ausführungsreihenfolge
bei der nicht-iterativen Co-Simulation in Bezug auf die Dynamik der Teilsysteme, wie
z.B. slowest-first oder fastest-first [4, 5].

Teilsystem S1
mit Mikro-
Schrittweite

Tδ,1

Teilsystem S2
mit Mikro-
Schrittweite

Tδ,2

Co-Simulation
mit Makro-
Schrittweite

T∆

t

y1(t)

ti ti + T∆
t

u2(t)

ti ti + T∆

t

u1(t)

ti ti + T∆
t

y2(t)

ti ti + T∆

Abbildung 2.2: Schematische Betrachtung der nicht-iterativen Co-Simulation (se-
quentiell; Teilsystem S2 vor Teilsystem S1)

Die Funktionsweise der Co-Simulation soll schematisch an einem einfachen Beispiel mit
zwei Teilsystemen S1 und S2, wie in Abbildung 2.2 dargestellt, erläutert werden. Die bei-
den Simulationsprogramme werden sequentiell abgearbeitet, wobei das System S2 zuerst
gerechnet wird. Jedes System besitzt einen Eingang und einen Ausgang und die Aus-
gänge werden jeweils mit dem Eingang des anderen Teilmodells gekoppelt. Die Übergabe
der Daten übernimmt die Co-Simulationsumgebung. Idealerweise soll die Co-Simulations-
umgebung die Koppelgrößen nicht beeinflussen, wodurch gilt, dass u1(t) = y2(t) und
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u2(t) = y1(t) ist.
Zu jedem Koppelzeitpunkt ti beginnt die Simulation mit dem Teilsystem S2. Zu die-
sem Zeitpunkt existiert jedoch keine Information über die Eingangsgröße u2. Wodurch
diese Größe während der Dauer T∆ von der Co-Simulationsplattform geschätzt bzw. ex-
trapoliert werden muss. In Abbildung 2.2 wird u2 mit einem Extrapolationsfilter nullter
Ordnung (zero-order-hold, Zoh) geschätzt. Das Ergebnis y2 aus dem Teilmodell S2 wird
mittels der Co-Simulationsumgebung dem Modell S1 übergeben. Dieses System kennt ihre
gesamte notwendige Eingangsinformation bis zum Zeitpunkt ti+T∆ und kann somit ohne
Schätzung der Eingangsgröße ihr Ergebnis y1 ermitteln, womit ein Durchgang bzw. Simu-
lationszyklus der Simulationsumgebungen abgeschlossen ist. Die weitere Vorgangsweise
ist von der Art der Co-Simulation abhängig. Im Laufe der Zeit haben sich zwei Arten der
Co-Simulation etabliert, die iterative Co-Simulation und die nicht-iterative Co-Simulation
[2, 6–8].

Iterative Co-Simulation

Bei der iterativen Co-Simulation wird jeder Simulationzyklus von ti bis ti +T∆ mehrmals
durchgeführt. Die Ergebnisse werden vor Beginn der nächsten Iteration den Simulati-
onsprogrammen übergeben, d.h. zu jedem Koppelzeitpunkt ti müssen die notwendigen
Koppelgrößen nur bei der ersten Iteration extrapoliert werden, da nach dem Simulations-
zyklus der ersten Iteration die aktuellen Simulationsergebnisse bereits vorhanden sind.
Somit wird der durch die Extrapolation verursachte Schätzfehler minimal gehalten. Falls
diese Iteration konvergiert, erfolgt der Abbruch der Iteration über ein festgelegtes Krite-
rium [6–8].
Durch die Wiederholung der Simulation eines Rechenzyklus ergibt sich die Notwendigkeit
der Rücksetzbarkeit für die einzelnen Simulationswerkzeuge. Die Simulationszeit, Integra-
torwerte und Parameter müssen zu jedem Iterationsschritt auf ihren ursprünglichen Wert
zum Zeitpunkt ti zurückgesetzt werden. Oftmals ist ein Eingriff in diese programmspe-
zifischen Simulationsparameter nicht möglich, wodurch der Einsatzbereich der iterativen
Co-Simulation beschränkt ist.

Nicht-iterative Co-Simulation

Im Gegensatz zur iterativen Co-Simulation ist die Berechnung eines Makro-Schritts T∆ bei
der nicht-iterativen Co-Simulation nach einem Durchgang abgeschlossen. Jedes Teilsystem
muss über jeden Makro-Zeitschritt genau einmal simuliert werden, wodurch einerseits die
Leistungsfähigkeit der nicht-iterativen Co-Simulation besser und andererseits der Eingriff
auf programmspezifische Parameter nicht notwendig ist, da keine Werte zurückgesetzt
werden müssen.
Die Extrapolation und der dadurch verursachte Schätzfehler hat jedoch einen größe-
ren Einfluss auf das Ergebnis. Die Art und Weise der Extrapolation und die Makro-
Schrittweite T∆ spielen somit bei der nicht-iterativen Co-Simulation eine signifikante Rolle
[9–11].
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2.1.2 Analyse der nicht-iterativen Co-Simulation

Idealerweise sollte die Co-Simulationsumgebung keine Auswirkung auf die Simulation ha-
ben. Die Tatsache, dass zu den Koppelzeitpunkten die Eingangsverläufe einiger Teilsys-
teme unbekannt sind, erfordert eine Extrapolation, welche zwangsläufig einen Einfluss
auf die Koppelsignale und dadurch auf das Simulationsergebnis hat. Diese Unsicherheit
kommt besonders bei der nicht-iterativen Co-Simulation zu tragen. Um die Eigenschaften
und die möglichen Auswirkungen der Kopplung besser verstehen zu können, muss der
Signalverlauf der Kopplung genauer betrachtet werden.

Analyse der Abtastzeit

Die Koppelsignale yi(t) werden als kontinuierlich im Zeit- und Frequenzbereich betrachtet.
Diese Betrachtung stellt eine generelle Annahme dar. Ausgangspunkt dieser Überlegung
ist, dass die Mikro-Schrittweiten Tδ,i an die Dynamiken der einzelnen Teilsysteme ange-
passt sind, d.h. es treten bei den Teilsystemen keine Aliasing-Effekte bezogen auf deren
Mikro-Schrittweiten auf, wodurch die kontinuierlichen Koppelsignale eindeutig durch die
zeitdiskreten Funktionswerte beschrieben werden können [12].
Durch den Einsatz von unterschiedlichen Mikro-Schrittweiten, zum Lösen der involvierten
Teilsysteme, führt eine Analyse auf Basis von zeitdiskreten Koppelsignalen zwangsläufig
zu einer enorm aufwendigenMultiraten-Systemanalyse. Die Annahme von kontinuierlichen
Koppelsignalen umgeht diese Problematik und ist zulässig, falls keine Aliasing-Effekte
bzgl. der Mikro-Schrittweite auftreten. Unter dieser Annahme kann die Signalverarbei-
tungskette wie in Abbildung 2.3 dargestellt werden.

ys(t)
×

s(t)

Extrapolations-
Technik

Teilsystem S1
mit Mikro-
Schrittweite

Tδ,1

Teilsystem S2
mit Mikro-
Schrittweite

Tδ,2

y(t) ŷ(t)

u(t)

Abbildung 2.3: Kontinuierliche Betrachtung der nicht-iterativen Co-Simulation (se-
quentiell; Teilsystem S2 vor Teilsystem S1)

Das Signal s(t) repräsentiert in diesem Zusammenhang eine periodische Impulsfolge mit
der Periodendauer T∆, wobei δ(t) die Dirac’sche Deltafunktion ist. Gleichung (2.1) stellt
die periodische Impulsfolge im Zeitbereich und im Frequenzbereich dar [13, S.142]:

s(t) =
∞∑

k=−∞
δ(t− kT∆) F⇐==⇒ S(jω) = 2π

T∆

∞∑
n=−∞

δ(ω − n 2π
T∆

) (2.1)

Aus der Multiplikation der Impulsfolge s(t) und der zeitkontinuierlichen Koppelgröße y(t)
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Abbildung 2.4: Abtastung eines zeitkontinuierlichen Signals im Frequenzbereich:
(a) Frequenzspektrum eines exemplarischen kontinuierlichen Signals
y(t); (b) Spektrum der Abtastfunktion s(t) bei 2ωN < ω∆; (c) Spek-
trum des abgetasteten Signals ys(t) ohne Aliasing; (d) Spektrum der
Abtastfunktion s(t) bei 2ωN > ω∆; (e) Spektrum des abgetasteten
Signals ys(t) mit Aliasing [13]

ergibt sich das abgetastete Koppelsignal

ys(t) = y(t)s(t) = y(t)
∞∑

k=−∞
δ(t− kT∆). (2.2)

Diese Multiplikation entspricht einem idealen Analog Digital Converter (ADC) mit einer
Abtastschrittweite von T∆. Im Frequenzbereich entspricht das abgetastete Koppelsignal-
spektrum der Faltung zwischen der Fourier-transformierten Y (jω) des Signals y(t) und
dem Spektrum S(jω) der Impulsfolge s(t) aus (2.1):

Ys(jω) = 1
2πY (jω) ∗ S(jω) = 1

T∆

∞∑
n=−∞

Y
(
jω − jn 2π

T∆

)
(2.3)

Aus (2.3) ist ersichtlich, dass das Spektrum Y (jω) periodisch mit einem Abstand von
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n2π/T∆ im Frequenzbereich gespiegelt wird. Abbildung 2.4 zeigt schematisch die Aus-
wirkungen der Abtastung eines kontinuierlichen Signals. Das Spektrum Y (jω) in Abbil-
dung 2.4 a stellt die Fourier-Transformation eines kontinuierlichen Signals y(t) mit einer
Bandbreite ωN dar. In Abbildung 2.4 b und 2.4 d, ist das Spektrum der Impulsfolge s(t)
mit unterschiedlichen Abtastperioden T∆ dargestellt. Die Amplitude des Spektrums des
Dirac-Kamms ist mit der Abtastfrequenz ω∆ skaliert, wobei ω∆ = 2π

T∆
entspricht. In

Abhängigkeit der Bandbreite ωN des kontinuierlichen Signals und der Wahl der Abtast-
periode T∆ bzw. Abtastfrequenz ω∆ kommt es zu verschiedenen Auswirkungen auf das
abgetastete Signal ys(t). Bei 2ωN < ω∆ beeinflussen sich die periodisch auftretenden
Spektren nicht (siehe Abbildung 2.4 c). Ist die Abtastperiode ω∆ kleiner als die doppelte
Bandbreite ωN treten Aliasing-Effekte auf, da das Shannon-Theorem

ω∆ > 2ωN mit ω∆ = 2π
T∆

(2.4)

bzw. ωNT∆ < π nicht eingehalten wird. Es überlagern sich, wie in Abbildung 2.4 e dar-
gestellt, die periodisch auftretenden Spektren einander. Die Folge daraus ist, dass höhere
Frequenzanteile als niedrige Frequenzkomponenten interpretiert werden. Eine vollständige
Rekonstruktion des Eingangssignals ist somit nicht mehr möglich [13, S.143].
Da oftmals auch nicht-bandbegrenzte Koppelsignale (durch Unstetigkeiten, etc.) auftre-
ten, kommt im Vorfeld ein Anti-Aliasing-Filter zum Einsatz, um die Frequenzkomponen-
ten der Koppelgröße zu begrenzen. Die Phasendrehung des Filters bewirkt eine Verzöge-
rung des Signals und hat somit eine mögliche Auswirkung auf die Stabilität des gesamten
co-simulierten Systems, wodurch die Ordnung des Filters nicht zu groß gewählt werden
darf [2, 13].

Analyse der Extrapolation

Die üblichsten Schätzmethoden der Extrapolation basieren auf Polynomen, darunter zäh-
len Polynome nullter Ordnung bzw. zero-order-hold (Zoh), erster Ordnung bzw. first-
order-hold (Foh) und zweiter Ordnung bzw. second-order-hold (Soh) zu den bekanntesten
Vertretern. Die Koeffizienten der Polynome werden durch Interpolation der letzten Stütz-
stellen ermittelt und die Werte zu einem zukünftigen Zeitpunkt daraus errechnet.

Die Unterschiede der Extrapolation sind in Abbildung 2.5 dargestellt. Zum Koppelzeit-
punkt kT∆ sind die Verläufe der Extrapolation mit Zoh, Foh und Soh auf Basis des
abgetasteten Signals y(t) bis zum Zeitpunkt (k+1)T∆ aufgetragen. Es ist ersichtlich, dass
keiner der Extrapolationen dem tatsächlichen Verlauf des Signals ŷ(t) nach dem Koppel-
zeitpunkt kT∆ folgt. Die Schätzung mit dem Polynom erster Ordnung liefert bei diesem
Beispiel bezogen auf den Signalverlauf das beste Ergebnis.
Um die Einflüsse der Extrapolationen und die Auswirkung auf die Makro-Schrittweite T∆

besser zu veranschaulichen, werden die Extrapolationsfilter im Frequenzbereich betrachtet
(siehe Abbildung 2.6).
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y(t)

ŷZoh(t)

ŷ(t)

ŷFoh(t)

ŷSoh(t)

T∆

t(k − 2)T∆ (k − 1)T∆ kT∆ (k + 1)T∆

Abbildung 2.5: Extrapolation im Zeitbereich

Verglichen mit dem idealen Extrapolationsfilter in Abbildung 2.6 verstärken die Filter
Zoh, Foh und Soh die Frequenzenkomponenten um ωT∆ = π und darüber teils enorm,
wodurch selbst bei Einhaltung des Abtastkriteriums (2.4) eine große Verfälschung durch
die Extrapolationsfilter auftreten können, falls sich die Signalfrequenz nahe der maximal
zulässigen Frequenz befindet. Daraus ist ersichtlich, dass die Grenzen für die maximale
Signalfrequenz weit unterhalb der Shannon-Grenze liegen muss.
Nicht alleine der Betrag des Extrapolationsfilters sondern auch dessen Phase hat einen
Einfluss auf das Koppelsignal. Die Phase und die dadurch entstehende zeitliche Verzöge-
rung können das Verhalten des Systems verändern und u.U. zur Instabilität des gesamten
Systems führen.

B
et
ra
g
[-]

Soh

Foh

Zoh

ideal

ωT∆

|H(jω)|

0 0.5π 1π 1.5π 2π 2.5π 3π 3.5π 4π
0

1

2

3

Abbildung 2.6: Betragsgänge der Extrapolationsfilter [2]

Abbildung 2.7 zeigt den Betrag und die Phase der Extrapolationsfilter im unteren Fre-
quenzbereich. Bei tiefen Frequenzen ändert sich der Betrag des Extrapolationsfilters null-
ter Ordnung kaum, jedoch sinkt dessen Phase im Verhältnis zu den anderen Filtern schnell
ab. Im Gegensatz dazu bleibt die Phase des Filters erster Ordnung über weite Frequenzen
Nahe bei Null, jedoch steigt der Betrag schneller an. Das Extrapolationsfilter mittels Soh
liefert bei niedrigen Frequenzen sowohl bei der Phase als auch beim Betrag über einen
langen Frequenzbereich eines dem idealen Extrapolationsfilter ähnliches Verhalten.
Es wurden heuristische Grenzwerte für die maximale auftretende Frequenz bezogen auf
die Makro-Schrittweite T∆ zu den einzelnen Extrapolationsmethoden festgelegt [2].
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Abbildung 2.7: Frequenzgänge von Zoh, Foh und Soh: (a) Betragsgang; (b) Phasen-
gang [2]

Tabelle 2.1: Begrenzung der Makro-Schrittweite bzgl. Kopplungsvarianten [2]
Kopplung ωT∆

Zoh 0.05
Foh 0.3
Soh 0.5

Die Grenzwerte aus Tabelle 2.1 resultieren aus dem Betrag bzw. aus der Phase der Ex-
trapolationsfilter. Allgemein gilt für den Grenzwert

ωT∆ = min {ωmT∆, ωpT∆} , (2.5)

wobei die Frequenz ωm jene Frequenz ist, bei der für den Betrag der Extrapolationsfilter

ωm = sup
{
ω ∈ R+ : |H(jω)| < 1.03

}
(2.6)

gilt und ωp ist jene Frequenz, bei der sich für die Phase der Extrapolationsfilter

ωp = sup
{
ω ∈ R+ : |arg{H(jω)}| < 3◦

}
(2.7)

ergibt [10].
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Mit der Frequenz der Koppelsignale und unter Berücksichtigung der Grenzwerte aus
Tabelle 2.1 kann eine Aussage über die Güte der Gesamtsimulation bezüglich der Co-
Simulation getroffen werden. Es liegt nahe, die Frequenzen im Koppelsignal während der
Simulation zu bestimmen, um unerwünschte Kopplungseffekte durch hohe Frequenzkom-
ponenten frühzeitig zu erkennen und unnötigen Simulationsaufwand zu vermeiden. Die
Untersuchung der Koppelsignale auf ihre momentane Frequenz ist ein logischer und ver-
nünftiger Schluss.

Mit der Kenntnis der momentanen Frequenz wird die Gültigkeit der Kopplung verifiziert,
jedoch nicht der Einfluss der Kopplung auf das Simulationsergebnis. Das bedeutet, dass
der Frequenzinhalt im Signal der Koppelbandbreite gegenüber gestellt wird, jedoch nicht,
ob die Art der Kopplung geeignet ist und einen Einfluss auf die Simulation hat. Zum
Beispiel kann durch die Frequenzschätzung nicht eruiert werden, ob die durch die Extra-
polation erzeugte Unstetigkeit u.U. existierende hochdynamische Komponenten in den
Teilsystemen anregen oder Einfluss auf die numerische Lösung der Teilsysteme haben.

2.2 Momentanfrequenz

Variable Frequenzen treten in der Natur und im Alltag jedes Menschen auf, ohne jedoch
als solche wahrgenommen zu werden. Das veränderliche Spektrum des Lichts vor einem
Sonnenuntergang oder die Vibrationen eines Radiolautsprechers sind nur zwei Beispiele
hierfür. Dieser Abschnitt soll einen allgemeinen Einblick in die Herkunft und Bedeutung
des Begriffs Momentanfrequenz geben.

2.2.1 Allgemein

Die erste und weit verbreitetste Betrachtung von zeitveränderlichen Frequenzen ist nicht
in der Technik oder Wissenschaft, sondern in der Musik zu finden. Dort werden Frequenzen
in Form von Noten graphisch dargestellt (siehe Abbildung 2.8). Jede einzelne Note steht
für eine bestimmte Frequenz, so hat z.B. der Kammerton a′ eine Frequenz von 440Hz
und das c eine Frequenz von 130.813Hz. Die horizontale Position der Noten entspricht
dem zeitlichen Auftreten der einzelnen Töne.

Abbildung 2.8: Noten1 als Zeit-Frequenzdarstellung
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Erst mit dem Aufkommen der Kommunikationstechnik an der Wende des letzten Jahr-
hunderts stieg auch das Interesse der Wissenschaft am zeitlichen Verlauf von Frequenzen,
um unter anderem das Verhalten der Amplitudenmodulation (AM) und der Frequenz-
modulation (FM) mathematisch beschreiben zu können. Die Veröffentlichung von Carson
[15] im Jahr 1922 gehört in diesem Zusammenhang zu den Ersten, die sich ausgiebig mit
der Analyse von modulierten Signalen auseinandergesetzt hat.

2.2.2 Definition und Herkunft

Carson und Fry [16] prägten in ihrer Veröffentlichung im Jahr 1937 als einer der Ers-
ten den Begriff der Momentanfrequenz (engl. instantaneous frequency) als Änderung des
Phasenwinkels eines Signals in Abhängigkeit der Zeit. Aufbauend auf Carson und Fry
publizierte der Franzose Jean Paul Ville [17] im Jahr 1948 eine nützliche Definition der
Momentanfrequenz als Ableitung der Phase eines analytischen Signals2 über die Zeit.
Übersetzt vom französischen ins englische wurde seine Arbeit von Selin im Jahr 1958 [18].

ω(t) = d

dt
arg(z(t)) (2.8)

Wobei ω(t) die momentane Kreisfrequenz in rad/s darstellt und z(t) ein analytisches
Signal repräsentiert, das sich in der oberen komplexen Halbebene befindet. Abbildung 2.9
zeigt den Verlauf des analytischen Signals z(t) und den daraus resultierenden Winkel φ(t)
in der komplexen Ebene bzw. im Argand Diagramm.

y(t)

jσ(t)

a(t)

φ(t)

0

z(t)

z∗(t)

Abbildung 2.9: Verlauf der momentanen Phase φ(t) und der momentanen Amplitu-
de a(t)

Die Verwendung der Hilbert-Transformation, um ein analytisches Signal z(t) aus einem
reellen Signal y(t) zu generieren, wurde erstmals von Gabor [19] im Jahr 1946 vorgeschla-
gen [20]. Demnach ergibt sich ein analytisches Signal wie in (2.9) aus der Addition eines
reellen Signals y(t) mit dessen komplex gewichteten Teils resultierend aus der Hilbert-

1Noten der Suite 1 aus Johann Sebastian Bachs Suiten Violoncello solo, BWV 1007 [14].
2Ein analytisches Signal ist ein komplexwertiges Signal z(t) = x(t) + jy(t), dessen Imaginärteil der

Hilbert-Transformation des Realteils y(t) = H {x(t)} entspricht.
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Transformation σ(t) = H {y(t)} [21].

z(t) = y(t) + jH {y(t)} = y(t) + jσ(t) = a(t)ejφ(t) (2.9)

Ville ging in seiner Veröffentlichung nicht nur in die Bedeutung und Definition der Momen-
tanfrequenz ein, sondern hob in diesem Zusammenhang die Bedeutung des momentanen
Spektrums des Signals hervor. Er zeigte, dass die mittlere Frequenz in einem Signalspek-
trum ω<ω> gleich dem zeitlichen Mittel der Momentanfrequenz ω<t> entspricht [17, 20]:

ω<ω> =
∞∫
−∞

ω
|Z(ω)|2

||Z(ω)||2
dω

︸ ︷︷ ︸
mittlere Frequenz
im Frequenzbereich

=
∞∫
−∞

ω(t) |z(t)|2

||z(t)||2
dt

︸ ︷︷ ︸
mittlere Frequenz
im Zeitbereich

= ω<t> (2.10)

Wobei Z(ω) in (2.10) der Fourier-Transformation des zeitlichen Signals z(t) und ω(t) der
Momentanfrequenz entspricht.

Im Gegensatz zur Frequenz, dessen Definition über die Inverse der Periodendauer einer
Schwingung eine physikalische Bedeutung besitzt, ist die Definition der Momentanfre-
quenz in (2.8) rein mathematisch begründet. Diese Tatsache unterstreicht den Zwiespalt
zwischen dem Wort momentan und Frequenz, da sich die Definition der Frequenz auf Basis
einer Zeitdauer, mit einem momentanen Zeitpunkt widerspricht.

An einem einfachen Beispiel eines Signals y(t) = A cos(ωt) mit einer kontinuierlichen
Schwingung mit einer konstanten Frequenz ω kann leicht gezeigt werden, dass der Pha-
senwinkel φ(t) linear mit der Zeit zunimmt.

φ(t) = arg (y(t) + jσ(t)) = arctan
(
σ(t)
y(t)

)
= arctan

(
sin(ωt)
cos(ωt)

)
= ωt (2.11)

Wonach sich nach der Definition (2.8), als Ableitung der Phase φ(t) über die Zeit, die
Kreisfrequenz ω ergibt. Anhand eines zweiten Beispiel wird die Berechnung der Mo-
mentanfrequenz von einem Signal, dass sich als Summe zweier sinusförmiger Größen mit
unterschiedlichen Frequenzen ω1 und ω2 zusammensetzt, betrachtet. Die Summe zweier
Kosinusfunktionen kann auch als Produkt ausgedrückt werden.

y(t) = cos(ω1t) + cos(ω2t) = 2 cos
(
ω1+ω2

2 t
)

cos
(
ω1−ω2

2 t
)

(2.12)

Das vermeintlich einfache Signal y(t) aus (2.12) kann auf zwei verschiedene Arten mit
unterschiedlichen Frequenzen beschrieben werden (siehe Anhang A.1). Nach der Definition
(2.8) wird jedoch nur eine Frequenz bestimmt, es stellt sich für die Momentanfrequenz
die Mittenfrequenz ω = ω1+ω2

2 ein.
Betrachtet man zum Beispiel zwei nahe beieinander liegende Frequenzen ω1 = 21

100 2π
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und ω2 = 19
100 2π ergibt sich ein AM Signal, wie in Abbildung 2.10 a. Diese Tatsache ist

in der Literatur als Schwebung bzw. Beats Effekt zu finden. Sind zusätzlich die beiden
Amplituden des Signals y(t) = a cos(ω1t) + b cos(ω2t) unterschiedlich, stellt sich trotz
zweier konstanten Frequenzen ω1 und ω2 eine zeitlich veränderliche Frequenz ein, die
zwischen den beiden Frequenzen variiert [22, 23].

t

y(t)

0 20 40 60 80 100
−3
−2
−1

0
1
2

(a) ω1 ≈ ω2

t

y(t)

0 20 40 60 80 100
−3
−2
−1

0
1
2

(b) ω1 >> ω2

Abbildung 2.10: Summe zweier sinusförmiger Schwingungen mit unterschiedlichen
Frequenzen: (a) ω1 ≈ ω2 (Beats Effekt); (b) ω1 >> ω2

Werden jedoch zwei auseinander liegende Frequenzen ω1 = 21
100 2π und ω2 = 2

100 2π ge-
wählt, stellt sich ein Signal wie in Abbildung 2.10 b ein. Für die Momentanfrequenz ergibt
sich wiederum die Mittenfrequenz, wobei ersichtlich ist, dass die höhere Frequenzkompo-
nente ω1 das Signals definiert.

Bei Signalen mit mehreren Frequenzkomponenten wird somit die Aussage der Momentan-
frequenz nach der Definition von Ville bedeutungslos. Im Rahmen dieser Arbeit werden
Methoden betrachtet, die u.A. abweichend zur Definition (2.8) die Momentanfrequenz
schätzen.





Kapitel 3

Methoden zur Analyse der
momentanen Frequenz

Zum Erreichen des in der Motivation der Arbeit angestrebten Ziels, werden im Vorfeld
einige Ansätze beschrieben und erläutert. In der Literatur existiert eine Vielzahl von
Ansätzen zur Schätzung und Darstellung der momentanen Frequenz eines Signals [20, 23–
26]. Eine generelle Einteilung der Methoden ist keine triviale Aufgabe. In den folgenden
Kapitel wird versucht, diese grob in offline und online Verfahren zu unterteilen. Wobei
online Methoden die Frequenz zur Laufzeit bestimmen. Im Gegensatz dazu treffen offline
Verfahren im Anschluss der Simulation eine Aussage über die momentane Frequenz, da
sie die gesamte bzw. eine große Signalinformation benötigen.

3.1 Offline Untersuchungen

In diesem Abschnitt wird auf offline Methoden zur Schätzung der Momentanfrequenz
eingegangen. Zu Beginn werden kurz die klassischen Vertreter der Frequenzbestimmung
wie die Fourier-Transformation und die Kurzzeit-Fourier-Transformation beleuchtet, die
unter anderem auch das Spektrum in die Frequenzbetrachtung mit einfließen lassen. Zu-
sätzlich wird auch die Hilbert-Huang-Transformation beschrieben, die das Signal vor der
Analyse empirisch zerlegt.

3.1.1 Fourier-Transformation

Im Vorfeld wird eine Betrachtung zur grundlegenden Untersuchungen von Signalen im
Frequenzbereich durchgeführt. In diesem Zusammenhang ist die Fourier-Transformation
eine der bekanntesten Methoden, um die Frequenzinformation eines Signals zu erhalten
[27–30].

Y (ω) = Fω {y(t)} =
∞∫
−∞

y(t)e−jωtdt =
〈
y(t), ejωt

〉
t

(3.1)

17
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Die Fourier-Transformation in (3.1) kann auch als ein Innenprodukt1 dargestellt werden,
womit die Ähnlichkeit zwischen dem Signal y(t) und der komplexen Schwingung ejωt

dargestellt werden kann. Das Ergebnis der Fourier-Transformation Y (ω) kann somit als
Ähnlichkeitsmaß zwischen y(t) und der komplexen Schwingung mit der Frequenz ω inter-
pretiert werden. Nach dem Satz von Parseval2, der besagt, dass sich die Energie durch die
Fourier-Transformation nicht ändert, gilt diese Betrachtung sowohl für den Zeitbereich,
wie auch für den Frequenzbereich [27].

Durch die Fourier-Transformation erhält man Information über das Verhalten eines Si-
gnals y(t) im Frequenzbereich. Es ist klar ersichtlich, dass das Ergebnis aus (3.1) von
der Frequenz ω, aber nicht von der Zeit t abhängig ist. Somit lassen sich zwar Aussagen
über die Frequenzen eines Signals y(t) anstellen, jedoch nicht zu welchem Zeitpunkt diese
Frequenzen auftreten.

3.1.2 Kurzzeit-Fourier-Transformation

Einer der wohl bekanntesten Methoden zur Bestimmung der momentanen Frequenz ist
die zeitabhängige Fourier-Transformation bzw. Kurzzeit Fourier-Transformation, auch
bekannt unter der englischen Bezeichnung Short Time Fourier-Transformation (STFT)
[13, 27–29].
Betrachtet man ein Spektrum mit langsam veränderlichen Frequenzkomponenten über
eine lange Periode hinweg, wie zum Beispiel das Sonnenlicht im Laufe eines Tages, unter-
scheidet sich dieses im Vergleich zu einem kurzen Beobachtungszeitraum, wie die letzten
paar Minuten vor dem Sonnenuntergang. Würde man das Spektrum des Lichtes über den
Tag mit einem Zeitfenster von ein paar Minuten betrachten, das sich über den ganzen
Verlauf des Tages schiebt, bekommt man, solange sich die Frequenz in diesem Fenster
nicht schnell ändert, einen guten Eindruck welche Frequenzkomponenten zu welchen Zeit-
punkt auftreten.
Mit anderen Worten wird zu jedem Zeitpunkt nur ein gewisser Bereich des Signals y(t),
abhängig von der Fensterform w(t), analysiert. Dieses Fenster wird kontinuierlich über
das Signal geschoben, es entsteht somit ein zeitabhängiges Frequenzspektrum Y (ω, t):

Y (ω, t) = Fω {y(τ)w(τ − t)} =
∞∫
−∞

y(τ)w(τ − t)e−jωτdτ =
〈
y(τ), w(t− τ)ejωτ

〉
τ

(3.2)

Es ist naheliegend, dass die Form und Länge der Fensterfunktion w(t) eine direkte Aus-
wirkung auf das Spektrum Y (ω, t) besitzt, nicht unter anderem deswegen, da die Multipli-
kation eines Signals y(t) mit einer Fensterfunktion w(t) einer Faltung im Frequenzbereich

1Das Innenprodukt kann als Maß für die Ähnlichkeit zweier Funktionen verstanden werden.
2Satz von Parseval: Wenn ein Signal y(t) sowie sein Betragsquadrat im Intervall (−∞,∞) integrierbar

sind, dann gilt:
∞∫
−∞
|y(t)|2dt = 1

2π

∞∫
−∞
|Y (ω)|2dω.
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entspricht und somit eine Glättung der Frequenzspitzen mit sich führt [2].
Diese Tatsache wird deutlicher, wenn die STFT auf eine andere Art betrachtet wird.
Wird die Multiplikation der Fensterfunktion als Faltung im Zeitbereich von y(t)e−jωt mit
der Fensterfunktion w(−t), wie in (3.3), interpretiert, entspricht das Ergebnis der STFT
Y (ω, t) der inversen Fourier-Transformation, bezüglich der Frequenz ν, einer Multiplikati-
on im Frequenzbereich des transformierten Signals Y (ν+ω) verschoben um die Frequenz
ω und der Fensterfunktion W (ν) = Fν {w(t)} [27, S. 73].

Y (ω, t) =
∞∫
−∞

y(τ)e−jωτw(−(t− τ))dτ = y(t)e−jωt ∗ w(−t) = F−1
ν {Y (ν + ω) ·W (ν)}

(3.3)
Da die Mittenfrequenz des Fensters W (ν) Null ist, besitzt dieses Fenster einen Tiefpass-
charakter, wodurch es zu einer Dämpfung kommt.

Die Fensterlänge bestimmt die Auflösung im Zeit- und im Frequenzbereich. Gemäß der
Unschärferelation bewirkt eine große Fensterlänge eine gute Frequenzauflösung, aber eine
schlechte zeitliche Auflösung und umgekehrt. In diesem Zusammenhang kann die stan-
dard Fourier-Transformation als ein Spezialfall der STFT verstanden werden, bei der die
Fensterlänge unendlich ausgeprägt ist.

Unschärferelation

Unabhängig von der Länge des Fensters w(t) definiert allein die Form des Fensters die Un-
schärferelation zwischen der zeitlichen Auflösung und der Auflösung im Frequenzbereich.
Die Relation, auch bezeichnet als Heisenbergsche Unschärferelation, wird als Zeitdauer-
Bandbreite-Produkt des Fensters ∆t∆ω dargestellt. Die Schwierigkeit der Bestimmung
der aktuellen Frequenz beruht auf der Unschärferelation zwischen Zeit und Frequenz. Bei
einem größer werdenden Zeitfenster ∆t erhält man ein schmäler werdendes Frequenzband
∆ω und somit eine genauere Frequenzauflösung. Umgekehrt erhält man bei einem breiten
Frequenzfenster eine gute Auflösung im Zeitbereich. Die Relation zwischen der zeitlichen
Auflösung und der Auflösung im Frequenzbereich lässt sich über die Ungleichung

∆t∆ω ≥ 1
2 (3.4)

beschreiben (Herleitung siehe A.2). Bei der Momentanfrequenz möchte man beides errei-
chen, eine gute Frequenzauflösung sowie auch eine gute Zeitauflösung. Diese sind jedoch
über die Unschärferelation in (3.4) begrenzt. So besitzt zum Beispiel ein Rechteckfens-
ter eine Unschärferelation von ∆t∆ω = 3.73 und das HANN Fenster von ∆t∆ω = 0.52.
Die beste mögliche Relation von ∆t∆ω = 0.5 erhält man mit einem GAUSS - Fens-
ter. Das in der Zeit-Frequenzebene aufgespannte Fenster, wie in Abbildung 3.1, wird als
Heisenberg-Box bezeichnet [27, 30]. Die Fensterfunktion w(t) ist über das gesamte Be-
obachtungsintervall konstant, d.h., dass unabhängig von der auftretenden Frequenz das
gleiche Analysefenster verwendet wird (siehe Abbildung 3.1). Dies führt dazu, dass die
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·ω1
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t

Abbildung 3.1: Phasenraumgebiet STFT

zeitliche Auflösung sowie auch die Frequenzauflösung für niedrige und hohe Frequenzen
unterschiedlich gut ist. Bei einem großen Beobachtungsfenster leidet die zeitlich Auflösung
für höhere Frequenzen relativ zu niedrigeren Frequenzen. Umgekehrt leidet die Frequenz-
auflösung für niedrige Frequenzen bei einem zu klein gewählten Beobachtungsfenster. Es
muss ein Kompromiss getroffen werden, der sowohl für hohe als auch niedrige Frequenzen
eine zufriedenstellende Lösung liefert.

Der Hauptanwendungsbereich der STFT stellen Signale mit langsam veränderlichen Fre-
quenzen dar, da schnelle Änderungen im Frequenzbereich, die zum Beispiel durch Sprünge
im Zeitbereich verursacht werden, durch die konstante Fenstergröße unscharf detektiert
werden.

Das Ergebnis der STFT wird oft in sogenannten Spektrogramm S(ω, t) dargestellt, wobei
der quadratische Betrag der STFT zur Berechnung verwendet wird:

S(ω, t) =

∣∣∣∣∣∣
∞∫
−∞

y(τ)w(τ − t)e−jωtdτ

∣∣∣∣∣∣
2

(3.5)

Die Energie in einem Spektrogramm entspricht der Signalenergie ||y(t)||2 [27].

3.1.3 Wavelet-Transformation

Eine weitere Betrachtung, ähnlich der zur STFT, bietet die Wavelet-Transformation
[27, 28, 30]. Wie die STFT besitzt die Wavelet-Transformation eine Fensterfunktion, die
über das Signal y(t) geschoben wird, jedoch verändert sich das Signalfenster in Abhängig-
keit der Frequenz. So werden niedrige Frequenzen mit einem größeren zeitlichen Analy-
sefenster und hohe Frequenzen mit einem schmalen zeitlichen Analysefenster betrachtet.
Der Kompromiss zwischen guter Frequenzauflösung und guter zeitlicher Auflösung, wie
bei der STFT, fällt somit weg. Besonders kurzlebige hohe Frequenzen, verursacht durch
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Sprünge oder Schalteffekte im Zeitbereich, können dadurch besser analysiert werden.

Y Ψ(a, b) = 1√
|a|

∞∫
−∞

y(t)Ψ
(
t− b
a

)
dt (3.6)

Bei der STFT wird das Analysefenster kontinuierlich über den Zeitfrequenzbereich ver-
schoben (siehe Abbildung 3.1). Im Gegensatz dazu wird bei der Wavelet-Transformation
das Fenster in der zeitlichen Ebene verschoben und skaliert (siehe Abbildung 3.2). Das
sogenannte Wavelet Ψa,b(t) besteht aus dem Mother-Wavelet Ψ(t), das mit b zeitlich ver-
schoben und mit a skaliert wird. Um sicher zustellen, dass die Signalenergie des Wavelets
durch den Skalierungsfaktor a konstant bleibt, wird das Wavelet zusätzlich mit einem
Vorfaktor |a|− 1

2 multipliziert.

Ψa,b(t) = 1√
|a|

Ψ
(
t− b
a

)
(3.7)

Das Mother-Wavelet muss, damit die Skalierung eine Änderung der mittleren Frequenz
ωΨ und Bandbreite bewirkt, mittelwertfrei sein und eine mittlere Frequenz ωΨ 6= 0 besit-
zen. Es kann als Fensterfunktion w(t) mit einer mittleren Frequenz von Null und einer
Verschiebung im Frequenzbereich um die Frequenz ωΨ betrachtet werden.

Ψ(t) = w(t)ejωΨt (3.8)

Bei der Wavelet-Transformation verändert sich zwar das zeitliche Analysefenster und die
Bandbreite, die Signalenergie bleibt jedoch gleich. Mit anderen Worten, es ändern sich
zwar die Proportionen der Heisenberg-Box, doch die aufgespannte Fläche und somit die
Unschärferelation bleiben konstant. Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 3.2 darge-
stellt. Die Flächen der beiden Heisenberg-Boxen in der Zeit-Frequenzebene sind gleich,
wobei sich die Form der Analysefenster in Abhängigkeit der Frequenz ändern.

·ω1

t1

∆ω,1

∆t,1

·ω2

t2

∆ω,2

∆t,2ω

t

Abbildung 3.2: Phasenraumgebiet Wavelet

Die Wavelet-Transformation liefert, ähnlich wie die STFT, die Energiedichten der Fre-
quenzsignale, dabei muss jedoch die Orthogonalität des Wavelets gewährleistet sein [27,
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31]. Weiters hat die Wahl des Filters Auswirkungen auf das Ergebnis. Bei der Verwen-
dung von beispielsweise einem HAAR Fenster werden die Frequenzen scharf identifiziert,
so sind auch Frequenzsprünge gut erkennbar und auslesbar [2, 30].
Das Ergebnis der Wavelet-Transformation wird in sogenannten Skalogrammen dargestellt.
Analog zum Spektrogramm der STFT wird dabei das Quadrat des Betrags der Wavelet-
Transformierten analysiert.

S(a, b) =

∣∣∣∣∣∣ 1√
|a|

∞∫
−∞

y(t)Ψ
(
t− b
a

)
dt

∣∣∣∣∣∣
2

(3.9)

Die Frequenz ω ergibt sich aus dem Zusammenhang zwischen der Skalierung a und der
Frequenzverschiebung ωΨ:

ω = ωΨ

a
(3.10)

3.1.4 Phasenableitung und Phasendifferenz

Im zeitkontinuierlichen Fall ist die Momentanfrequenz (siehe (2.8)) durch die Ableitung
des Phasenwinkels eines analytischen Signal über die Zeit definiert [17]. Um bei einem
gegebenen reelen Signal y(t) dessen analytisches Äquivalent zu erhalten, wird die Hilbert-
Transformation verwendet [19]. In diesem Abschnitt wird auf die Ermittlung der Momen-
tanfrequenz unter Verwendung der Hilbert-Transformation eingegangen [17, 24, 25, 32].

Hilbert-Transformation

Die Hilbert-Transformation gehört zu den wohl bekanntesten Transformationen [17, 19,
21, 24, 27]. Gabor [19] war im Jahr 1946 der erste, der die Hilbert-Transformation zur
Bestimmung eines komplexen Signalanteils eines reellen Signals heranzog. Die Hilbert-
Transformation ermöglicht es, ein analytisches Signal z(t) aus einer reellen zeitlichen
Funktion y(t) zu generieren, indem das Ergebnis der Transformation σ(t) komplex zum
reellen Signal y(t) addiert wird [21]:

z(t) = y(t) + jH {y(t)} = y(t) + jσ(t) = a(t)ejφ(t) (3.11)

Die zeitkontinuierliche Hilbert-Transformation ergibt sich aus [21, S.203]

H {y(t)} = σ(t) = 1
π

∞∫
−∞

y(τ)
t− τ

dτ. (3.12)

Die momentane Phase φ(t) und die momentane Amplitude a(t) ergeben sich, wie im
Verlauf aus Abbildung 2.9 ersichtlich, aus

φ(t) = arctan σ(t)
y(t) und a(t) =

√
y2(t) + σ2(t). (3.13)
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In der zeitdiskreten Anwendung wird die Hilbert-Transformierte σ[k] als Faltung des re-
ellen Signals y[k] mit der Impulsantwort h[k] ermittelt [13, S.792].

H {y[k]} = σ[k] = h[k] ∗ y[k] =
∞∑

n=−∞
h[n]y[k − n] =

∞∑
m=−∞

2
π

y[k −m]
m

(3.14)

wobei m = 2n − 1, d.h. nur ungerade Zahlen und n ∈ Z0 beinhaltet. Die Impulsantwort
h[k] entspricht einem 90 ◦ Phasenschiebers, der Form

h[k] =
{

2
π

sin2(πk/2)
k

, k 6= 0,
0 , k = 0.

(3.15)

Die diskrete Momentanfrequenz ω[k] wird als Faltung eines diskreten Differenzierers mit
einer endlichen Impulsantwort g[k] mit der Signalphase φ[k] definiert [13, 32]:

ω[k] = φ[k] ∗ g[k] (3.16)

Als eine gute Annäherung zur Definition (3.16) kann auch die Phasendifferenz herange-
zogen werden. Eine einfache Lösung zur Bestimmung der diskreten Momentanfrequenz
bilden die vorwärts Differenz (forward finit difference, FFD) mit ωf [k] aus (3.17) und die
rückwärts Differenz (backward finit difference, BFD) mit ωb[k] aus (3.18), wobei sich die
Phase aus der Hilbert-Transformation nach (3.13) ergibt.

ωf [k] = φ[k + 1]− φ[k] (3.17)
ωb[k] = φ[k]− φ[k − 1] (3.18)

Eine weitere Möglichkeit ist die Schätzung der Frequenz ωc[k] durch die mittlere Pha-
sendifferenz (central finit difference, CFD). Diese wird als Differenz des vorherigen Pha-
senwerts mit dem nachfolgenden Phasenwert ermittelt. Diese Schätzung entspricht dem
Mittelwert der FFD aus (3.17) und der BFD aus (3.18):

ωc[k] = 1
2 (φ[k + 1]− φ[k − 1]) (3.19)

Im Gegensatz zu FFD und BFD ist die CFD erwartungstreu für stationäre und lineare
Frequenzänderung. Um auch die Erwartungstreue höhere Ordnung M zu erhalten, bietet
sich ein verallgemeinerter Ansatz wie in (3.20) an [25]:

ωM [k +M/2] =
M∑
m=0

bmφ[k +m] (3.20)

Tabelle 3.1 zeigt die Koeffizienten bm für den verallgemeinerten Ansatz der Phasendif-
ferenz bei verschiedenen Ordnungen M [25]. Es ist leicht ersichtlich, dass diese Ansätze
stark auf Rauschen reagieren. Um die Sensitivität gegenüber Rauschen zu reduzieren exis-
tieren mehrere Ansätze, wie zum Beispiel die gewichtete Phasendifferenz (weighted phase
difference) von Kay [33]. Weitere Ansätze zum Reduzieren des Rauschens sind in [25, 32]
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Tabelle 3.1: Koeffizenten zur Momentanfrequenzschätzung der Phasendifferenz mit
höherer Ordnung M

M b0 b1 b2 b3 b4

1 -1 1
2 -1/2 0 1/2
3 -1/3 -1/2 1 -1/6
4 -1/12 -2/3 0 2/3 -1/12

zu finden. Es wird hier nicht weiter darauf eingegangen, da im Kontext dieser Arbeit
Rauschen als ein zu übertragendes Signal interpretiert wird.

3.1.5 Analyse der Nulldurchgänge

Die wohl naheliegendste Variante eine Frequenz zu bestimmen ergibt sich über die Lage
der Nulldurchgänge eines Signals. Ausgehend von einem rauschfreien und mittelwertfreien
sinusförmigen Signal mit konstanter Frequenz y(t) = A sin(ωt) kann über die Perioden-
dauer T auf die Frequenz geschlossen werden. Die Periodendauer T entspricht dem dop-
pelten zeitlichen Intervall Tz zweier aufeinanderfolgenden Nulldurchgängen [24, 25, 32].

ω = 2π
T

= π

Tz
(3.21)

Legt man diesen Zusammenhang zwischen Frequenz und Periodendauer auf ein Signal
mit einer zeitlich veränderlichen Frequenz ω(t) um, verändert sich die Frequenz in Ab-
hängigkeit der Position der Nulldurchgänge. Eine Änderung der Frequenz kann somit nur
an den Nulldurchgängen ermittelt werden. Zwischen den Nullstellen wird die Frequenz als
konstant angenommen.
Die ermittelte Frequenz zwischen zwei Nulldurchgängen entspricht der mittleren Frequenz
der FFD aus Kapitel 3.1.4. Ausgangspunkt der Überlegung ist ein diskretes Signal yk =
A cos(ωck + ϕ), wobei zwischen zwei Nulldurchgängen N Stützstellen liegen und beide
Nulldurchgänge selbst zweier Stützstellen y0 = yN−1 = 0 entsprechen. Bei der Mittelung
der Frequenz nach der FFD aus (3.17) über die N Stützstellen ergibt sich

ωk = 1
N

N−1∑
k=0

φk+1 − φk = 1
N

(φN − φ0)︸ ︷︷ ︸
π

= π

N
, (3.22)

wobei die Phasendifferenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nulldurchgängen eines si-
nusförmigen Signals π beträgt. Das selbe Ergebnis ergibt sich bei der Berechnung der
Frequenz auf Basis der Nulldurchgänge aus (3.21), da die Zeitdauer zwischen den beiden
Nulldurchgängen N beträgt. Die Berechnung der Frequenz mittels der Nulldurchgänge
entspricht somit dem Mittelwert der Frequenz zwischen zwei Nulldurchgängen mit der
FFD, dies gilt auch, wenn die Nulldurchgänge keine Stützstellen darstellen [25].
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3.1.6 Hilbert-Huang-Transformation

Die Hilbert-Huang-Transformation wurde von Huang et al. im Jahr 1996 [34] veröffent-
licht. Bei dieser Methode wird das Eingangsignal y(t) mittels eines empirischen Ansatzes,
der sogenannten Empirical Mode Decomposition (EMD), in Signalkomponenten aufgeteilt.
Diese werden als Intrinsic Mode Function (IMF) bezeichnet. Die IMF wird anschließend
zur Bestimmung der Momentanfrequenz herangezogen.
Anstoß für die Überlegungen von Huang war unter anderem die Tatsache, dass viele Me-
thoden ein stationäres Signal voraussetzen, dies ist jedoch i. A. nicht der Fall.

Intrinsic Mode Function

Damit ein Signal einer IMF entspricht, muss dieses zwei wesentliche Eigenschaften erfüllen:

• Die Differenz zwischen der Anzahl der Extremwerte und der Anzahl der Nullstellen
über den gesamt betrachteten Zeitraum muss kleiner oder gleich Eins sein.

• Der Mittelwert bzw. die Summe der Hüllkurve entlang der Maxima und der Hüll-
kurven entlang der Minima muss zu jedem Zeitpunkt Null ergeben.

Mit anderen Worten muss die IMF unter anderem ein stationäres Verhalten aufweisen.

Empirical Mode Decomposition

Die Aufgabe der EMD ist es ein (nicht stationäres, nicht lineares) Signal y(t) in eine
bzw. mehrere Signalkomponenten aufzuteilen, die den Kriterien der IMF genügen. Der
Prozess der EMD wird auch Sifting genannt, damit wird das herausfiltern (sieben) einer
Signalkomponente aus einem Signal y(t) beschrieben.
Die Ermittlung der IMF durch das Verfahren der EMD, lässt sich in wenigen Schritten
erläutern. Zur Veranschaulichung wird eine Iteration des Sifting-Prozesses an einem Bei-
spiel dargestellt. Das betrachtete Signal y(t) wurde an Anlehnung eines Beispiels aus [2]
entnommen und mit einem Offset erweitert. Die Frequenzen der einzelnen Komponenten
des Signals y(t) sind mit ω1 = 0.628 und ω2 = 0.418 konstant angenommen. Der Verlauf
ist in Abbildung 3.3 a dargestellt. Es sei hier erwähnt, dass die einzelnen Schritte der EMD
an einem zeitkontinuierlichen Signal y(t) dargestellt werden. Selbige Schritte gelten auch
für den zeitdiskreten Fall.

y(t) =



1.0 sin(ω1t) + 1 0 ≤ t < 10
2.0 sin(ω2t) + 1 10 ≤ t < 25
1.5 sin(ω2t) + 1 25 ≤ t < 40
1.0 sin(ω1t) + 1 40 ≤ t < 50
1.5 sin(ω1t) + 1 50 ≤ t < 60

(3.23)

Betrachtet wird ein Signal h〈p,q〉(t) mit den Indizes q und p, wobei der Index q = 1, ..., Q
den Sifting-Prozess bezeichnet und der Index p = 1, ..., P repräsentativ für die Iteration
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innerhalb eines sifting steht. Zu Beginn jedes Sifting-Prozesses q wird

h〈1,q〉(t) = r〈q〉(t) (3.24)

gewählt, wobei für das Initalsignal r〈1〉(t) = y(t) gilt. Die EMD umfasst i. A. folgende
Schritte:

1. Zu Beginn jeder Iteration innerhalb eines Sifting-Prozesses werden die Minima
h
〈p,q〉
m,i (ti) und Maxima h〈p,q〉M,j (tj) des Signals h〈p,q〉(t), wie in Abbildung 3.3 b, ermittelt.

Die Fußnote m soll in diesem Zusammenhang als Identifikation für ein Minimum
verstanden werden und der Buchstabe i als Index für die einzelnen Minima. Analog
dazu gilt die Fußnote M als Zeichen für ein Maximum mit dem Index j.

2. Die Minima und Maxima werden anschließend herangezogen, um die Einhüllende zu
bilden. So ergibt sich die Einhüllende h〈p,q〉m (t) als Interpolation der Minima h〈p,q〉m,i (ti)
und Analog die Hüllkurve h〈p,q〉M (t) als Interpolation der Maxima h〈p,q〉M,j (tj), wie in
Abbildung 3.3 c dargestellt.

3. Die Einhüllende der Maxima h〈p,q〉M (t) und die Einhüllende der Minima h〈p,q〉m (t) wer-
den anschließend zur Bildung der mittleren Hüllkurve m〈p,q〉(t) herangezogen (siehe
Abbildung 3.3 d).

m〈p,q〉(t) = h
〈p,q〉
M (t) + h〈p,q〉m (t)

2 (3.25)

4. Der berechnete Mittelwert m〈p,q〉(t) der einhüllenden Kurven aus (3.25) wird an-
schließend vom Signal h〈p,q〉(t) abgezogen. Der Verlauf ist in Abbildung 3.3 e darge-
stellt. Das daraus resultierende Signal wird für den nächsten Iterationsschritt p+ 1
im Sifting-Prozess als Eingangsignal h〈p+1,q〉(t) zur Verfügung gestellt.

h〈p+1,q〉(t) = h〈p,q〉(t)−m〈p,q〉(t) (3.26)

Die Schritte 1-4 werden solange wiederholt bis das Abbruchkriterium erfüllt ist. Dies ist
der Fall, wenn das Signal h〈p,q〉(t) den Kriterien der IMF genügen. Es ergibt sich für die
Mode cq(t) = h〈P,q〉(t) und der q’te Sifting-Prozess ist somit abgeschlossen. Der nächste
Sifting-Prozess beginnt mit der Ermittlung der Initialfunktion

r〈q+1〉(t) = r〈q〉(t)− h〈P,q〉(t). (3.27)

Die Anzahl der resultierenden Moden und somit die Anzahl der Sifting-Prozesse hängt
vom Verlauf des Eingangssignals y(t) und daraus folgend von r〈q〉(t) bzw. von dessen Ex-
tremwerten ab. Besitzt r〈q〉(t) keine bzw. nur noch einen Extremwert, können die Einhül-
lenden nicht mehr gebildet werden und somit der Sifting-Prozess nicht mehr durchgeführt
werden. Der verbleibende Verlauf r〈Q〉(t) wird als Residuum bezeichnet. Für das Signal
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y(t) gilt somit:

y(t) =
Q∑
q=1

cq(t) + r〈Q〉(t) (3.28)

Es geht bei der Anwendung der EMD keine Information verloren, da das ursprüngliche
Signal y(t) aus der Summe der einzelnen Moden und dem Residuum rekonstruiert werden
kann.
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Abbildung 3.3: Schritte der EMD: (a) zu untersuchendes Signal h〈p,q〉(t); (b) Er-
mittlung der Extremwerte; (c) Hüllkurve über die Minima und Ma-
xima; (d) Mittelwert der Hüllkurvenm〈p,q〉(t); (e) Differenz zwischen
h〈p,q〉(t) und m〈p,q〉(t) als Ergebnis nach dem ersten Durchlauf

Die bisherige Betrachtung der EMD bezog sich auf ein zeitkontinuierliches Signal y(t).
Für eine reale Anwendung im zeitdiskreten Fall sind manche Annahmen verfälscht bzw.
so nicht einzuhalten. Das Abbruchkriterium der EMD ist durch die zwei Eigenschaften der
IMF gekennzeichnet. Es ist naheliegend, dass die Differenz der Einhüllenden aus numeri-
schen Gründen, nicht zu jedem Zeitpunkt Null ergeben kann und dadurch diese Bedingung
mittels einer Unsicherheitsumgebung ε um Null entschärft wird. Für die Berechnung des
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Fehlers lässt sich z.B. die Standardabweichung

ε =
T∑
t=0

|h〈p−1,q〉(t)− h〈p,q〉(t)|2

(h〈p−1,q〉(t))2 dt (3.29)

ermitteln [34]. Die Abweichung ε wurde von Huang im Bereich von 0.1 vorgeschlagen [34].
Es wurde jedoch angedacht, diese Schranke in Abhängigkeit des Signals zu variieren [35].

Die Ergebnisse der EMD hängen i.W. von den Hüllkurven ab, diese werden grundlegend
von drei Faktoren bestimmt:

• Lage der Maxima und Minima

• Annahme der Randwerte

• Interpolation der Extremwerte

In den folgenden Abschnitten wird näher auf die unterschiedlichen Punkte eingegangen.

Lokalisierung der Extrema

Die Interpolation der Extremwerte ist die Grundlage der EMD. Es ist naheliegend, dass
die Lage der Maxima und Minima das Ergebnis signifikant beeinflussen. Daher ist es umso
wichtiger, die genaue Position und den genauen Wert der Extrema zu kennen. Durch die
Tatsache, dass ein zeitdiskretes Signal vorliegt, lässt sich ein Extrema nicht eindeutig
lokalisieren.

y(ti) y(ti+1)

y(ti+2)

ŷp

y(t)
yp(t)

t
ti ti+1 ti+2t̂p

Abbildung 3.4: Schätzen des Extremwertes durch interpolieren eines Polynoms

Abbildung 3.4 zeigt ein Signal y(t) welches zu den Zeitpunkten ti, ti+1 und ti+2 abgetas-
tet ist. Bei reiner Betrachtung der Stützstellen ist y(ti+1) das Maximum, es ist jedoch
ersichtlich, dass sich das tatsächliche Maximum ŷ zwischen den Zeitpunkten ti und ti+1

befindet.
Rato schlug in diesem Zusammenhang vor ein Polynom zweiter Ordnung yp(t) in alle drei
aufeinander folgenden Stützstellen y(ti), y(ti+1) und y(ti+2) zu interpolieren [36].

yp(t) = a t2 + b t+ c (3.30)
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Das geschätzte Maximum ŷp ergibt sich durch das Ableiten und Null setzen des Polynoms
(3.30). Der Extremwert kann allgemein angeschrieben werden als

ŷp = b

2 t̂p + c mit t̂p = − b

2 a. (3.31)

Durch das Lösen des Polynoms erspart man sich unter anderem die Abfrage nach einem
Maximum oder Minimum, da die Lösung des Polynoms Aufschluss darüber liefert. Der
Koeffizient a spielt hierbei die tragende Rolle. Ist der Koeffizient positiv handelt es sich
um ein Minimum, ist der Koeffizient kleiner Null, so liegt ein Maximum. Liefert die Inter-
polation des Polynoms für den Koeffizienten a = 0 existiert kein Extremwert. Zusätzlich
dazu darf nach [37] das geschätzte Extremum ŷp nur innerhalb eines halben Abtastschritt
von ti+1 entfernt liegen, für variable Abtastschrittweiten folgt somit die Bedingung:

ti+1 −
ti+1 − ti

2 = ti+1 + ti
2 < t̂p <

ti+2 + ti−1

2 = ti+1 + ti+2 − ti−1

2 (3.32)

Randwertproblem

Bei der Bildung der einhüllenden Kurve mittels Minima und Maxima ergibt sich, außer
der genauen Lokalisation der Extremwerte, noch eine weiter Problematik bezüglich des
Verhaltens der Hüllkurve an den Rändern des Beobachtungsfensters. Der Verlauf der
einhüllenden Kurve hat einen inhärenten Einfluss auf die Berechnung und auf das Ergebnis
der EMD. Es stellt sich somit die Frage, wie die Eigenschaft der einhüllenden Kurve am
Beginn und am Ende des Beobachtungsfensters bestmöglich gewählt werden kann. Dies
wird umso mehr von Bedeutung wenn der Beobachtungszeitraum klein ist bzw. die Anzahl
der Extremwerte des vorliegenden Signals gering ist.
Abbildung 3.5 zeigt das Verhalten der Hüllkurven mit den dazugehörigen Minima und
Maxima bei unterschiedlichen Betrachtungen am Rand. Das Zeitintervall t ∈ [0, 60] stellt
den Beobachtungsbereich für die Berechnung dar. Der Verlauf außerhalb dieses Bereichs
soll den weiteren Verlauf der Hüllkurven zeigen und dient zur Veranschaulichung der Ein-
flüsse verschiedener angenommenen Randwerte. Die Berechnung der einhüllenden Kurven
ohne Einfluss des Verhaltens am Rand, wie in Abbildung 3.5 a dargestellt, hat geringe Be-
deutung, da sie, wie unschwer zu erkennen ist, keinerlei Aussagen am Rand besitzt. Das
direkte setzen der Randwerte auf einen fixen Wert wie in Abbildung 3.5 b auf Null bzw.
in Abbildung 3.5 c auf den Wert des Signals y(t) am Rand erzielen zwar bessere Lösungen
aber keine Lösung, die generell eingesetzten werden kann.
Vernünftige Lösungen bieten die Spiegelung der Extremwerte [35]. Dabei wird jeweils das
dem Rand nächste Minimum und Maximum außerhalb des Beobachtungsintervall gespie-
gelt (Abbildung 3.5 e). Eine quasi schiefsymmetrische Spiegelung ist in Abbildung 3.5 f
dargestellt. Dabei wird das erste Maximum h<p,q>M,1 zum Zeitpunkt tM,1 um den Zeitpunkt
des ersten Minimum h<p,q>m,1 zum Zeitpunkt tm,1 zu einem fiktiven Maximummit der Ampli-
tude h<p,q>M,1 zum Zeitpunkt −tm,1 gespiegelt. Äquivalent ergibt sich ein fiktives Minimum
mit der Amplitude h<p,q>m,1 zum Zeitpunkt −tM,1 [37].
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Abbildung 3.5: Verhalten der Hüllkurve bei verschiedenen Randbedingungen: (a)
ohne Randwerte; (b) Randwert auf Null; (c) Randwert auf Endwert;
(d) Randwert auf Rand dazugehörigen Extremwert; (e) Spiegelung
der Extrempunkte; (d) Schiefsymmetrische Spiegelung der Extrem-
punkte

Ansätze mit einem fixen Randwert, wie in Abbildung 3.5 b und Abbildung 3.5 c besitzen
den großen Nachteil, dass bei einem dem Rand naheliegenden Maxima ungewollte Schwin-
gungen in das Signal interpretiert werden, die schlussendlich als große Signalkomponenten
aufscheinen. In der Regel liefern Ansätze mit direktem Einfluss der Position der Extre-
ma (z.B. Spiegelung) die besseren Lösungen, insbesondere bei periodischen Signalen. Bei
einer abgeschlossenen Sequenz, die vor und nach der Sequenz einen stationären Zustand
besitzt, ist ein fixer Randwert jedoch besser als die Lösung mit den Spiegelungen.

Interpolation

Ein weiterer Diskussionspunkt zur EMD stellt die Interpolation der Extremwerte dar.
Diese zeigt neben den Randwerten einen großen Einfluss auf die Lösungen der EMD. Im
folgenden Abschnitt werden unterschiedliche Methoden zur Interpolation diskutiert [38].
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Polynominterpolation
Eine Hauptgruppe der Interpolationsmethoden bilden die Polynominterpolationen, dabei
wird ein Polynom N ’ter Ordnung in die Stützstellen hineingelegt. Die Ordnung des Po-
lynoms N ist von den Anzahl der zu interpolierenden Stützstellen M = N + 1 abhängig
[39].

yP (t) = cN t
N + cN−1t

N−1 + · · ·+ c1t+ c0 (3.33)

Bei steigender Anzahl von Stützstellen treten bei dieser Art der Interpolation erhebliche
Nachteile auf. Die Approximation des Signal verschlechtert sich mit größer werdenden N .
Es treten an den Intervallgrenzen starke Schwingungen mit großer Amplitude auf. Diese
Erscheinung ist in der Literatur als Runge-Phänomen bekannt [39]. Veranschaulichen
lässt sich dieses Phänomen mit der gleichnamigen Runge-Funktion yR(t) = 1/(1 + t2), die
in Abbildung 3.6 dargestellt ist und zum einen mit M = 5 bzw. M = 10 Stützstellen
interpoliert wird.
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Abbildung 3.6: Interpolation der Runge-Funktion yR(t) mittels polynominellen An-
satz yP (t) und mittels Splines yS(t), bei: (a) 5 Stützstellen; (b) 10
Stützstellen

Es ist ersichtlich, dass die Interpolation yP (t) in Abbildung 3.6 b mit M = 10 Stützstel-
len um t = 0 sich besser an die ursprüngliche Runge-Funktion yR(t) anschmiegt, als bei
M = 5 Stützstellen in Abbildung 3.6 a, jedoch sind die Schwingungen an den äußeren
Stützstellen stärker ausgebildet. Mit steigenden Stützstellen steigt auch die Amplitude
der Interpolation yP (t) an den äußeren Stützstellen, wodurch sich die Polynominterpola-
tion für die EMD definitiv nicht eignet.

Splines
Eine weitere weitverbreitete Möglichkeit der Interpolation stellen sogenannten Splines3

dar. Im Gegensatz zur Polynominterpolation wird bei der Spline-Interpolation ein Poly-
nom der Ordnung N zwischen zwei Stützstellen hineingelegt. Dabei müssen die einzelnen
Interpolationen nicht nur an den Stützstellen dessen Wert besitzen. Zusätzlich müssen in

3Spline ist die englische Bezeichnung für eine Straklatte, eine gebogene Holz- bzw. Kunststofflatte, die
ihren Hauptverwendungszweck im Schiffsbau findet.
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Abhängigkeit der Ordnung der Splines ihre Ableitungen in den Stützstellen übereinstim-
men [39–41].

Kubische Splines
Bei der Anwendung für die EMD sind kubische Splines weit verbreitet [34, 35, 37, 42].
Es wird zwischen jeder Stützstelle yi und yi+1 ein Polynom yS,i(t) der Ordnung N = 3
hineingelegt [41].

yS,i(t) = ai t
3 + bi t

2 + ci t+ di für ti ≤ t ≤ ti+1 (3.34)

Das Ende eines jeden Splines yS,i−1(ti) und der Anfang des nächsten Splines yS,i(ti) müssen
dem Wert der jeweiligen Stützstelle yi entsprechen. Es gilt somit

yS,i−1(ti) = yS,i(ti) = yi (3.35)

mit i = 1...M , wobei M der Anzahl der Stützstellen entspricht. Zusätzlich müssen die
erste Ableitung der Splines

ẏS,i−1(ti) = ẏS,i(ti) (3.36)

und die zweite Ableitung
ÿS,i−1(ti) = ÿS,i(ti) (3.37)

in den Stützstellen übereinstimmen. Damit ist sichergestellt, dass die Interpolation stetig
differenzierbar ist. An den Rändern werden typischerweise natural Splines verwendet,
wobei die zweite Ableitung an diesen Punkten ÿS,i−1(ti) = ÿS,i(ti) = 0 gesetzt wird [41].
Abbildung 3.6 zeigt den Vergleich der Interpolationsansätze mittels Splines yS(t) und
Polynominterpolation yP (t). Während bei geringen Stützstellen M = 5 (siehe Abbil-
dung 3.6 a) die beiden Interpolationsmethoden noch ähnliches Verhalten besitzen, zeigen
sich die Vorteile der Splines in Abbildung 3.6 b recht deutlich. Die Spline-Interpolation
passt sich fast perfekt an die Runge-Funktion an, während die Polynominterpolation stark
abweicht.

Kubische Hermite-Splines
Die Hermite-Splines besitzen ein ähnliches Verhalten wie die kubischen Splines, mit dem
Unterschied, dass die erste Ableitung durch die lokale Ableitung ẏS,i a priori vorgegeben
wird [43]. Dadurch wirken diese Splines lokal und beeinflussen vorangegangene Splines
im Gegensatz zu klassischen Splines nicht. Ein kubisch hermiter Spline zwischen zwei
Stützstellen y(ti) und y(ti+1) ergibt sich wie folgt:

yS,i(τ) = 3Tiτ 2 − 2τ 3

T 3
i

y(ti+1) + T 3
i − 3Tiτ 2 + 2τ 3

T 3
i

y(ti) + τ 2(τ − Ti)
T 2
i

ẏS,i+1 + τ(τ − Ti)2

T 2
i

ẏS,i,

wobei 0 ≤ τ ≤ Ti gilt und Ti = ti+1 − ti entspricht. Zur Beschreibung jedes Splines
sind lediglich die Werte der Stützstellen y(ti) und y(ti+1) und die Ableitung ẏS,i bzw.
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ẏS,i+1 erforderlich. Eine genauere Betrachtung der hermiten Splines ist im Anhang A.4
dargestellt.

ẏS,i = 2 δiδi−1

δi + δi−1
mit δi = y(ti+1)− y(ti)

ti+1 − ti
(3.38)

Um die differentielle Stetigkeit der Splines zu gewährleisten muss, zusätzlich zu den Stütz-
stellenwert, die Steigung in den Stützstellen gleich sein. Eine Möglichkeit die lokale Stei-
gung zu bestimmen ist in (3.38) dargestellt [38].
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Abbildung 3.7: Verlauf der Spline Interpolation yS,1..5(t) mit 5 Stützstellen y1, ..., y5
( ) und Spline Interpolation yS,1..6(t) mit 6 Stützstellen y1, ..., y6
( ): (a) mit kubische Splines; (b) mit Hermite-Splines

In Abbildung 3.7 sind die Stützstellen und die Hüllkurve der Maxima des Signals des obi-
gen Beispiels dargestellt (vgl. Abbildung 3.5). Die Berechnung der Hüllkurve erfolgte zum
einen mittels kubischer Splines (Abbildung 3.7 a) und auf der anderen Seite mit Hermite-
Splines (Abbildung 3.7 b). Im ersten Schritt wird die Interpolation mit 5 Stützstellen
berechnet und in einem zweiten Schritt wird angenommen, dass eine neue Stützstelle hin-
zukommt. Durch das Hinzufügen einer neuen Stützstelle y6 (hier: Maximum) verändert
sich die Interpolation mittels kubischer Splines bis zu der ersten Stützstelle y1 (siehe Ab-
bildung 3.7 a). Im Vergleich verändert sich die Interpolation mit Hermite-Splines nur bis
zur Stützstelle y4. Durch diese Tatsache, gegeben durch die lokale Betrachtung der Ab-
leitung der Splines, wird eine stückweise Betrachtung der EMD möglich gemacht (siehe
Kapitel 4) [43].

Analyse des Trends

Mit Hilfe der EMD werden somit die einzelnen Moden eines Signal extrahiert, die an-
schließend, wie von Huang vorgeschlagen, mit der Hilbert-Transformation (HT) auf ihre
Frequenzkomponenten analysiert werden können [34]. Der nicht-stationäre Anteil des Si-
gnals verbleibt im Trend bzw. im Residuum. Der Trend kann in der Regel wegen seiner
nicht-stationären Eigenschaften nicht auf die momentane Frequenz untersucht werden.
Dies führt insbesondere bei Signalen, die aufgrund einer geringen Anzahl von Extremwer-
ten nicht mit der EMD zerlegt werden können und somit im Trend verschwinden, zu einer
möglichen Problematik. Ein Beispiel für diesen Fall stellen Sprünge dar, diese besitzen
zwar hohe Frequenzen, jedoch können sie nicht mit der Hilbert-Huang-Transformation
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analysiert werden, da keine Moden extrahiert werden können und die Sprünge im Trend
verbleiben.

r(t)
+

s(t) = sin(ωt)

ỹ(t)
EMD

r̃(t)

c̃(t)

−
ĉ(t)

HT
ω(t)

Abbildung 3.8: Extrahieren der Frequenz aus dem Trend

Um eine Aussage über mögliche Frequenzen im Trend anstellen zu können, wird an dieser
Stelle vorgeschlagen den Trend r(t), wie in Abbildung 3.8 dargestellt, mit einer sinusför-
migen Schwingung s(t) mit konstanter Frequenz ω zu beaufschlagen. Die Schwingung s(t)
ist im weiten Sinn stationär und besitzt selbst die Eigenschaften einer IMF, wodurch sie
den Trend nicht beeinflusst. Das resultierende Signal

ỹ(t) = r(t) + s(t) = r(t) + sin(ωt) (3.39)

wird anschließend mit der EMD zerlegt. Aufgrund der Tatsache, dass das Signal ỹ(t)
aus einem nicht zerlegbaren Signal r(t) und einer Schwingung s(t) besteht, ergibt sich
lediglich eine Mode c̃(t) und der dazugehörige Trend r̃(t). Für die Weiterverarbeitung wird
jedoch nicht die Mode sondern der Trend r̃(t) betrachtet. Dieser wird vom ursprünglichen
Residuum r(t) abgezogen und das Ergebnis ĉ(t) wird auf mögliche Frequenzen untersucht.

Diese Vorgehensweise kann an einem einfachen Fall-Beispiel leicht erörtert werden. Besitzt
ein Signal bzw. das Residuum r(t) keine Frequenzanteile, ergibt sich nach der Analyse mit
der EMD für den Trend r̃(t) = r(t), da die aufaddierte Schwingung s(t) als Mode c̃(t)
extrahiert wird. Somit ergibt sich für die zusätzliche entstehende Mode ĉ(t) = r(t)−r̃(t) =
0 und es wird keine Frequenz detektiert.
Befinden sich jedoch im Trend hohe Frequenzen, wie im Fall eines Sprunges (siehe Ab-
bildung 3.9 a), ergibt sich nach der Untersuchung mit der EMD ein Residuum r̃(t) wie
in Abbildung 3.9 b dargestellt. Der Sprung und dessen hohe Frequenzanteile sind in der
resultierenden Mode c̃(t) in Abbildung 3.9 c und im Trend r̃(t) ersichtlich. Subtrahiert
man den Trend r̃(t) vom ursprünglichen Signal r(t) ergibt sich für das Ergebnis ein Ver-
lauf wie in Abbildung 3.9 d. Die hohen Frequenzanteile des Sprunges sind klar ersichtlich,
ohne, dass die Frequenz der aufaddierten Schwingung das Signal beeinflussen. Die künst-
lich erzeugte Mode ĉ(t) kann aufgrund der Tatsache, dass sie im Gegensatz zum Trend
stationär ist, auf ihre Frequenzen untersucht werden.
Durch hinzufügen von einem künstlichen Signal, ist es möglich Signale, die in erster Linie
nicht mit der EMD untersuchbar sind, zu zerlegen und somit ihre Frequenz zu bestimmen.
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Abbildung 3.9: Extrahieren einer Mode aus einem Sprung im Trend: (a) Trend mit
Sprung r(t); (b) Sprung mit aufaddierter Schwingung s(t) und dar-
aus resultierender Trend r̃(t); (c) resultierender Verlauf der Mode
c̃(t); (d) resultierende Mode ĉ(t) des Signals r(t)

3.2 Online Untersuchungen

Im folgendem Kapitel werden Methoden und Ansätze zum Schätzen der Momentanfre-
quenz beleuchtet, die eine Möglichkeit bieten während der Simulationslaufzeit Aussagen
über die aktuelle Frequenz zu treffen. Es werden zwei Ansätze zum signalbasierten Schät-
zen dargestellt, sowie auf zwei weitere Ansätze von modellbasierten Schätzmethoden ein-
gegangen.

3.2.1 Steigungsbasierte Analyse

Der Ansatz der steigungsbasierten Analyse beruht auf einem Vorschlag zur Schrittweiten-
steuerung für die Co-Simulation [2]. Der Grundgedanke basiert auf der Steigungsänderung
∆y,i zwischen drei aufeinanderfolgenden Stützstellen. Eine hohe Steigung geht mit einer
hohen Frequenz und/oder Amplitude einher. Die Steigungsdifferenz ∆y,i ergibt sich aus

∆y,i = δy,i+1 − δy,i
yi

, (3.40)

wobei die einzelne Steigungen
δy,i = yi − yi−1

ti − ti−1
(3.41)

sich aus der lokalen Differenz der Änderung des Signals durch die Änderung der Zeit
ergeben. Abbildung 3.10 zeigt einen Ausschnitt einer Schwingung mit drei Stützstellen yi,
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yi−1 und yi+1, wobei die Stützstelle yi am Maximum des Signals ist. Es ist nachvollziehbar,
dass die maximale Steigungsänderung eines sinusförmigen Signal bei den Extrema zu
finden ist. Um den Einfluss der Amplitude auf die Änderung der Steigung zu beseitigen,
wird durch den Wert der Stützstelle yi dividiert.

ttiti−1 ti+1

yi

yi+1yi−1

∆y,i

y(t)

Abbildung 3.10: Maximale Steigungsänderung ∆y,i eines abgetasteten Sinussignals
y(t) [2]

Rollt man die Überlegung von einer anderen Seite auf, ausgehen von einem sinusförmigen
Signal mit konstanter Frequenz ω und konstanter Amplitude A ergibt sich für die Be-
trachtung eines kontinuierlichen Signals y(t) für äquidistante diskrete Zeitpunkte t = kT

mit der Periodendauer T

y(t) = A sin(ωt+ ϕ) = yk. (3.42)

Die erste Ableitung ẏ(t) und zweite Ableitung ÿ(t) von y(t) wird in (3.43) näherungsweise
als lokale Differenz der Stützstellen beschrieben.

ẏ(t) = Aω cos(ωt+ ϕ) ≈ yk−yk−1
T

ÿ(t) = −Aω2 sin(ωt+ ϕ) ≈ (yk+1−yk)−(yk−yk−1)
T 2

(3.43)

Durch die Division der zweiten Ableitung ÿ(t) mit dem Signals y(t) erhält man eine
Schätzung der Frequenz ω.

ω2 = − ÿ(t)
y(t) ≈

(yk+1 − yk)− (yk − yk−1)
T 2 yk

(3.44)

Aus dem Vergleich von (3.40) und (3.44) ist erkennbar, dass das Ergebnis der Steigungs-
änderung ∆y,i dem Quadrat der Frequenz ω skaliert mit der Abtastzeit T entspricht.

∆y,k = ω2T (3.45)

Bezogen auf ein abgetastetes Signal bedeutet dieser Zusammenhang, dass lediglich drei
Stützstellen yi, yi−1 und yi+1 benötigt werden um eine Aussage über die momentane
Frequenz zu erhalten.
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Steigungsbasierte Analyse bei FM-AM Signalen

Bei der Erläuterung der Grundgedanken der steigungsbasierten Frequenzanalyse wurde
von einer sinusförmigen Schwingung mit konstanter Amplitude und Frequenz ausgegan-
gen. Im folgenden Abschnitt soll das Verhalten der Methode bei einem FM-AM Signal
der Form

y(t) = a(t) cosφ(t) (3.46)

mit einer zeitvariablen Amplitude a(t) und einer zeitvariablen Phase φ(t) betrachtet wer-
den. Die Schätzung der Momentanfrequenz bei der steigungsbasierte Analyse basiert auf
dem Quotienten der zweiten Ableitung ÿ(t) und des Grundsignals y(t) aus (3.44). Aus
Grund der Übersichtlichkeit wird für die folgende Betrachtung die Abhängigkeit der Zeit
t nicht explizit angeführt.

ÿ

y
=
ä cosφ−

(
2ȧφ̇+ aφ̈

)
sinφ− aφ̇2 cosφ

a cosφ

= −φ̈2

︸ ︷︷ ︸
D

+ ä

a
− 2ȧφ̇+ aφ̈

a

sinφ
cosφ︸ ︷︷ ︸

E

(3.47)

Der nach dem Einsetzen und Umformen resultierende Term D entspricht dem erwartetem
Wert aus (3.44). Der Term E stellt die Unsicherheit der Frequenzschätzung verursacht
durch die Ableitungen der Frequenz bzw. der Amplitude dar. Der mathematische Schätz-
fehler

E = ä

a
− 2ȧφ̇+ aφ̈

a
tanφ (3.48)

ist mit dem oszillierenden Term tanφ gewichtet, der in Abhängigkeit der Phase φ und
somit über die Zeit variiert. Der auftretende Fehler schwankt zwischen E = (−∞,∞) und
stellt somit einen nicht zu vernachlässigbare Unsicherheit der Frequenzschätzung dar.

3.2.2 Schätzung mittels Energieoperator

In diesem Abschnitt wird auf einige Methoden zur Schätzung der Frequenz mit Hilfe
des Teager-Kaiser Operators eingegangen, die im zeitdiskreten Fall unter der englischen
Bezeichnung Discrete Time Energy Separation Alorithm (DESA) in der Literatur zu fin-
de sind. Aufbauenden darauf wird ein Algorithmus unter Verwendung des Higher Order
Differential Energy Operator (HODEO) gezeigt [44–46].

Teager-Kaiser Energieoperator

Üblicherweise ist die Energie eines Signals y(t) in der Literatur mit E =
∞∫
−∞
|y(t)|2 dt

dargestellt [27]. Eine andere Möglichkeit die Energie eines Signales zu interpretieren zeigt



38 3. Methoden zur Analyse der momentanen Frequenz

der Teager-Kaiser Energieoperator, dessen Vorarbeit aus den kryptischen Beobachtungen
von Teager aus dem Jahr 1980 [47] stammt und schließlich von Kaiser 1990 [48] aufge-
griffen und veröffentlicht wurde. Der Grundgedanke basiert auf der Betrachtung eines
Feder-Masse-Systems, wie in Abbildung 3.11 dargestellt, mit einer Masse m und einer
Federkonstante k.

y

m

k

Abbildung 3.11: Feder-Masse-System

Ausgehend von der Differentialgleichung zweiter Ordnung des Feder-Masse-Systems ohne
äußerlich wirkende Kräfte

d2y

dt2
+ k

m
y = 0 (3.49)

ergibt sich die Energie E des Systems in (3.50) aus der potentiellen Energie der Feder
und der kinetischen Energie der Masse m:

E = 1
2k y

2 + 1
2m ẏ2 = 1

2mω2A2 (3.50)

Durch Einsetzen der homogenen Lösung der Differentialgleichung y(t) = A cos(ωt + ϕ)
in (3.50), wobei A die konstante Amplitude, ϕ die Phasenverschiebung und ω die kon-
stante Frequenz repräsentieren, die sich aus ω =

√
k
m

ergibt, zeigt sich, dass die Energie
E proportional dem Produkt aus dem Quadrat der Frequenz ω und dem Quadrat der
Amplitude A ist:

E ∝ ω2A2 (3.51)

Der Zusammenhang in (3.51) kann auch durch die Bildung des Quadrats der ersten Ab-
leitung ẏ = −Aω sin(ω t+ϕ) weniger dem Produkt des Signals y = A cos(ω t+ϕ) mit der
zweiten Ableitung ÿ = −Aω2 sin(ω t + ϕ) gebildet werden. Es lässt sich somit aus einem
Signal y(t) und dessen ersten und zweiten Ableitung eine dem Quadrat der Frequenz und
Amplitude proportionale Energie des Signals berechnen. Die in (3.52) dargestellte Be-
trachtung der Energie wird in der Literatur als Teager-Kaiser Energieoperator Ψc {y(t)}
bezeichnet.

Ψc {y(t)} = ẏ2(t)− y(t)ÿ(t) = ω2A2 (3.52)

Eine allgemeiner Betrachtung des Energieoperators erlaubt die Verwendung mehrerer Va-
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riablen [49, 50]. Die Erweiterung

Ψc{x, y} = ẋẏ − xÿ (3.53)

ermöglicht die Analyse der Energie höherer Ordnungen. Wenn in (3.53) für x = ẏ gewählt
wird, ergibt sich der Energieoperator für die Geschwindigkeit bzw. für die Wahl von x = ÿ

ergibt sich der Energieoperator bezüglich der Beschleunigung von y(t).

Ψc{y, ẏ} = ẏÿ − yy(3) bzw. Ψc{y, ÿ} = ẏy(3) − yy(4) (3.54)

Der generalisierte Energieoperator höherer Ordnung lässt sich somit wie folgt anschreiben:

Γc,k {y(t)} = Ψc{y(t), y(k)(t)} = ẏ(t)y(k−1)(t)− y(t)y(k)(t), (3.55)

wobei k die Ordnung des Operators repräsentiert [45, 46]. Es gilt somit, dass der gene-
ralisierte Energieoperator Γc,2 {y(t)} mit der Ordnung k = 2 dem Teager-Kaiser Energie-
operator Ψc {y(t)} entspricht.

Frequenzschätzung mittels Energieoperator

Der Teager-Kaiser Energieoperator kann schließlich zur Bestimmung der Momentanfre-
quenz ω(t) und der momentanen Amplitude a(t) herangezogen werden. Es wird von ei-
ner konstanten Amplitude A und Frequenz ωc ausgegangen, wonach die Frequenz ωc
eines kontinuierlichen sinusförmigen Signals y(t) = A cos(ωc t + ϕ), wie in (3.56) ersicht-
lich, aus der Wurzel des Energieoperators Ψc {ẏ(t)} = A2ω4

c des abgeleiteten Signals
ẏ = −Aωc sin(ωc t + ϕ) durch den Energieoperator des Signals Ψ {y(t)} = A2ω2

c gebildet
wird [44].

ω =

√√√√Ψc {ẏ(t)}
Ψc {y(t)} (3.56)

Auf die gleiche Weise lässt sich auch die Amplitude A des Signales bestimmen.

A =

∣∣∣∣∣∣ Ψc {y(t)}√
Ψc {ẏ(t)}

∣∣∣∣∣∣ (3.57)

Frequenzschätzung mittels Energieoperator höherer Ordnung

Unter der Verwendung des generalisierten Energieoperators aus (3.55) ergibt sich eine
weitere Möglichkeit zum Schätzen der Momentanfrequenz, wobei die Lösung des Energie-
operators Γc,k eines sinusförmigen Signals mit konstanter Amplitude A und Frequenz ω
allgemein als

Γc,k{y(t)} =
{

(−1)1+1/2kA2ωk−2 wenn k = 2, 4, 6, ...,
0 sonst (3.58)
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angeschrieben werden kann [46]. Die Bildung der Frequenz erfolgt aus

ω(t) =

√√√√−Γc,4{y(t)}
Γc,2{y(t)} bzw. i. A. ω(t) =

√√√√−Γc,k+2{y(t)}
Γc,k{y(t)} , (3.59)

wobei im allgemeinen Fall k die Ordnung des energiebasierten Lösungsverfahrens angibt
[45]. Es genügt somit im zeitkontinuierlichen Fall, die aktuellen Ableitungen eines Signals
zu kennen um auf dessen Frequenz schließen zu können.

Für abgetastete Signale verhält sich der Energieoperator und die Bestimmung der momen-
tanen Frequenz ähnlich. Es bedarf lediglich 4 Stützstellen um die momentane Frequenz
zu schätzen (siehe Anhang A.3) [44–46].

Energieoperator bei FM-AM Signalen

Wie auch bei der steigungsbasierten Analyse aus Kapitel 3.2.1 liegt den Überlegungen
der Frequenzschätzung mittels Energieoperator ein sinusförmiges Signal mit konstanter
Frequenz und Amplitude zugrunde, weshalb die Einflüsse von variabler Frequenz und
Amplitude in diesem Abschnitt geklärt werden sollen. Für die Bestimmung des Energie-
operators sind neben dem Signal die ersten beiden Ableitungen erforderlich. Wird ein
FM-AM Signalen y(t) = a(t) cosφ(t) mit zeitlich veränderlicher Amplitude a(t) und zeit-
abhängiger Phase φ(t) betrachtet, ergibt sich der Operator aus (3.52) wie folgt:

Ψc {y} = ẏ2 − yÿ
= ȧ2 cos2 φ+ a2φ̇2 sin2 φ− 2aȧφ̇ cosφ sinφ
− a cosφ

(
ä cosφ− 2ȧφ̇ sinφ− aφ̈ sinφ− aφ̇2 cosφ

)
= a2φ̇2︸ ︷︷ ︸

D

+
(
ȧ2 − aä

)
cos2 φ+ a2φ̈ sinφ cosφ︸ ︷︷ ︸

E

(3.60)

Es wird in diesem Abschnitt wiederum auf das explizite hinweisen auf die Zeit t aus Grund
der Übersichtlichkeit verzichtet. Der Term D entspricht dem erwartetem Term aus (3.52).
Der Term E ist der unerwartete Beitrag, der bei der Betrachtung durch veränderliche
Amplitude und Frequenz entsteht, wobei der Klammerausdruck ȧ2 − aä = Ψc {a} dem
Energieoperator angewandt auf die Amplitude a entspricht.

E = Ψ {a} cos2 φ+ a2φ̈ sinφ cosφ
≤ Ψ {a}+ a2φ̈

(3.61)

Der durch die Modulation verursachte Term E ist in der Regel kleiner als der Erwar-
tungswert E < D wodurch die Berechnung der Momentanfrequenz nach (3.56) eine gu-
te Schätzung für die Frequenz liefert [44]. Die Momentanfrequenz mittels Teager-Kaiser
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Energieoperator Ψc kann somit näherungsweise wie folgt angeschrieben werden:

ω(t) ≈

√√√√Ψc {ẏ(t)}
Ψc {y(t)} . (3.62)

3.2.3 Auto-regressive Frequenzschätzung

In diesem Kapitel wird die Schätzung der Momentanfrequenz mit Hilfe derAuto-Regression
(AR) erläutert. Ausgehend von einem stationären weißen Rauschen νk (Rauschprozess
νk ∝ N (0, σ2

ν)) werden die Parameter eines AR Filters so gewählt, dass das zu untersu-
chende abgetastete Signal yk daraus resultiert. Über die Position der Polstellen pn kann
auf die Polfrequenz bzw. Momentanfrequenz ωk des Signals geschlossen werden [51, 52].

1
A(z)

νk yk

Abbildung 3.12: Blockschaltbild AR-Filter

Das weiße Rauschen repräsentiert per Definition eine stationäre, mittelwertfreie und un-
korrelierte Zufallszahl νk [53, S.93]. Die Autokorrelation

rxx[k] = σ2
νδ[k] (3.63)

liefert einen diskreten Diracimpuls mit der Höhe der quadratischen Varianz des Rau-
schens σ2

ν . Auf Grund der Mittelwertfreiheit ergibt sich für das Leistungsdichterspektrum
ein konstanter Wert von σ2

ν [27]. Mit anderen Worten beinhaltet weißes Rauschen alle
Frequenzkomponenten, womit es möglich ist, mit Hilfe eines Filters jedes beliebige Signal
zu erhalten.

Die Übertragungsfunktion eines AR-Filters lässt sich als

H(z) = 1
A(z) = 1

1 + a1z−1 + a2z−2 + · · ·+ aNz−N
= 1

1 +
N∑
n=1

anz−n
(3.64)

anschreiben. Die Differenzengleichung mit linearen konstanten Koeffizienten lautet:

yk = νk − a1yk−1 − a2yk−2 − · · · − aNyk−N = νk −
N∑
n=1

anyk−n. (3.65)

Aus den Parametern des Filters a = [a1, a2, . . . , aN ]T kann auf die Lage der Polstellen
p = [p1, p2, . . . , pN ]T geschlossen werden:

zN +
N∑
n=1

anz
N−n =

N∏
n=1

(z − pn) (3.66)
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Schlussendlich liefert die Phasenlage der Pole pn eine Information über die Frequenz

ωn = 2π
T

arctan
(
={pn}
< {pn}

)
, (3.67)

wobei n = 1, 2, . . . , N den Index der Pole darstellt. Zur Bestimmung der Parameter gibt
es mehrere Schätzverfahren und Ansätze. Mögliche Wege führen über die Methode der
kleinsten Fehlerquadrate und die Yule-Walker-Gleichung.

Rekursive Methode der kleinsten Fehlerquadrate

Eine Möglichkeit zum Schätzen der Parameter â = [â1, â2, . . . , âN ]T des AR-Modelles
liefert eine rekursive Variante der Methode der kleinsten Fehlerquadrate auch bekannt
unter der englischen Bezeichnung Recursive Least Square (RLS) [27, 52, 54]. Ziel ist es,
ein Modell der Form

ŷ(z) = 1
Â(z)

ν(z) = 1

1 +
N∑
n=1

ânz−n
ν(z) (3.68)

zu erhalten, dessen geschätzte Parameter â = a entsprechen. Für νk = 0 muss der Mo-
dellfehler verschwinden und es muss gelten

ŷk=̂−
N∑
n=1

ânyk−n. (3.69)

Damit ergibt sich der Prädiktionsfehler zu

εk = yk − ŷk = yk + â1yk−1 + â2yk−2 + · · ·+ âNyk−N = yk −mT
k â (3.70)

wobei für mk = [−yk−1,−yk−2, . . . ,−yk−N ]T gilt.

Die Verfahren zur rekursiven Ermittlung der unbekannten Parameter sind in der Literatur
bekannt [52, S.365ff ; 27, S.355ff ]. Die rekursive Schätzung der Parameter âk ergibt
sich aus der Korrektur des vorangehenden Werts âk−1. Die Korrektur erfolgt über den
Korrekturterm kkεk, wobei kk den Korrekturfaktor repräsentiert:

âk = âk−1 + kk
(
yk − âTk−1mk

)
(3.71)

Der Korrekturvektor kk der Dimension N × 1 wird folgendermaßen bestimmt:

kk = Pk−1mk

λ+ mT
k Pk−1mk

(3.72)

Die Aktualisierung der sogenannten Schätzfehlerkovarianz Pk mit der Dimension N ×N
erfolgt über:

Pk =
(
Pk−1 − kkmT

k Pk−1
)
λ−1 (3.73)
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Mit jedem neuem Messpunkt wird die Schätzung besser, in der Schätzfehlerkovarianz-
matrix Pk = [MT

kMk]−1, wobei Mk = [mk,mk−1, · · · ,mk−Q]T , sind alle Q Messpunkte
impliziert. Für veränderliche Frequenzen und somit auch veränderlichen Koeffizienten ai
ist es nicht sinnvoll alle Messpunkte für die Schätzung heranzuziehen. Eine Möglichkeit,
um dies zu Umgehen, ist die zusätzliche Verwendung eines sogenannten Vergessensfaktors
λ der dafür sorgt, dass weiter zurücklegende Messwerte weniger stark in die Schätzung mit
einfließen [52, 54]. Der Vergessensfaktor λ ist kleiner sein als Eins und liegt typischerweise
zwischen 0.98 und 0.995 [52].

Yule-Walker-Gleichung

Eine weitere Möglichkeit zum Schätzen der Filterparameter ân und die wohl weitest ver-
breitete Methode bei AR-Modellen ist die sogenannte Yule-Walker-Gleichung (YWG) [52,
54–56]. Hierfür wird der Erwartungswert aus dem Produkt der Differenzengleichung (3.65)
und der konjugiert komplexen Wertefolge y∗(k − l) gebildet

E
{
yky

∗
k−l

}
= E

{
νky

∗
k−l

}
−

N∑
n=1

anE
{
yk−ny

∗
k−l

}
. (3.74)

Die YWG ergibt sich aus dem Zusammenhang der Autokorrelation cyy,l = E
{
yky

∗
k−l

}
von

einem im weiteren Sinne stationären stochastischen Prozess4, wie folgt:

cyy,l = cνy,l −
N∑
n=1

ancyy,l−n = cνy,l − aTcyy,l = cνy,l − cTyy,la (3.75)

Für den Erwartungswert aus dem Produkt des Rauschens νk und y∗(k − l) gilt,

cνy,l = E
{
νky

∗
k−l

}
=
{
σ2
ν , l = 0

0, l > 0, (3.76)

wobei σ2
ν die Varianz des Rauschens darstellt. Die YWG bietet eine Möglichkeit den

fiktiven Rauschanteil νk aus der Gleichung zu eliminieren. Die YWG ermöglicht eine
Verbindung zwischen der Autokorrelation cyy,l von yk und den Koeffizienten an des AR-
Modells.
Bei der Annahme, dass der Prozess ergodisch5 ist, kann die Autokorrelation

ĉyy,l = 1
L

L∑
k=1

yky
∗
k−l (3.77)

geschätzt werden. Schlussendlich kann die YWG aus (3.75) mit l > N Messpunkten mit
der Methode der kleinsten Fehlerquadrate gelöst werden [55].

4Ein stochastischer Prozess heißt stationär, wenn die statistischen Eigenschaften invariant gegenüber
der Zeit sind.

5Ein stationär stochastischer Prozess ist ergodisch, wenn der zeitliche Mittelwert einer Reaslisation
gleich dem Schar-Mittelwert über die Realisationen entspricht.
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Zeitvariable auto-regressive Frequenzschätzung

Die geschätzten Parameter des AR-Modells basieren auf zeitunabhängigen Parametern
an. Es existieren jedoch auch Ansätze auf Basis von zeitveränderlichen Parametern an,k,
die sogenannte Time-Varying Auto-Regression (TVAR) [55, 57, 58].

an,k = an,0 + an,1k + an,2
k2

2 + . . . (3.78)

Dabei wird ein polynomischer Verlauf der Parameter ak,n in Abhängigkeit der Zeit, wie
in (3.78), angenommen. Der Fokus hierbei liegt jedoch auf dem Verlauf der Parameter
und folglich dem Verlauf Momentanfrequenz innerhalb eines Beobachtungsfenster von
vorangegangen Stützstellen. Es handelt sich somit eher um eine offline Variante der Mo-
mentanfrequenzschätzung und wird in dieser Arbeit nicht näher betrachtet.

3.2.4 Frequenzschätzung mittels Kalman-Filter

In diesem Abschnitt wird die Frequenzschätzung mit Hilfe des Extended Kalman-Filters
(EKF) erörtert [59, 60]. Das Kalman-Filter schätzt die Parameter eines Signalmodells mit
variabler Amplitude und Frequenz.

Extended Kalman-Filters

Das Kalman-Filter ist ein Werkzeug zum Schätzen von Systemzuständen. Das Modell des
Extended Kalman-Filters besitzt im Gegensatz zum üblichen Kalman-Filter nichtlineare
Eigenschaften. In der Literatur ist das Kalman-Filter weit verbreitet und ausführlich
diskutiert [27, 52–54, 61, 62], es wird im folgenden Abschnitt kurz auf die wesentlichen
Gesichtspunkte des EKF’s eingegangen. Ausgangspunkt des EKF’s ist ein nichtlineares
diskretes Zustandsraummodell der Form

xk+1 = f(xk) + wk

yk = h(xk) + vk
(3.79)

mit dem Zustandsvektor xk = [x1,k, x2,k, · · · , xN,k]T mit N Zustandsgrößen und dem
Ausgangsvektor yk = [y1,k, y2,k, · · · , yP,k]T . Zusätzlich beinhaltet das Modell ein System-
rauschen wk und ein Messrauschen vk, wobei es sich bei beiden Rauschquellen um ein
normalverteiltes weißes Rauschen handelt, die unkorreliert zueinander und zu den An-
fangszuständen x0 des Systems sind. Der Erwartungswert der beiden Rauschquellen ist
E {wk} = E {vk} = 0 und es gilt, dass

E
{
wkwT

n

}
= Qδk−n und E

{
vkvTn

}
= Rδk−n (3.80)

sind, wobei die Kovarianzmatrizen Q und R positiv semidefinite Diagonalmatrizen sind
[27]. Für die Berechnung des EKF werden zusätzlich die partiellen Ableitungen von f(xk)
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und h(xk) benötigt:

Fk = ∂f(x)
∂x

∣∣∣∣∣
x=x̂k

und Hk = ∂h(x)
∂x

∣∣∣∣∣
x=x̂−

k

(3.81)

Im Vorfeld zur Berechnung müssen zum Zeitpunkt k = 0 die geschätzten Zustandsgrößen
x̂0 = E {x0} und die Kovarianzmatrix P0 = (E {x0 − E {x0}})(E {x0 − E {x0}})T initia-
lisiert werden [61]. Die Prädiktion der Zustände x̂−k ergibt sich aus der Zustandsgleichung
(3.79) und dem vorangegangenen Schätzwert x̂k−1:

x̂−k = f(x̂k−1) (3.82)

Analog dazu ergibt sich die Prädiktion der Kovarianzmatrix P−k aus

P−k = FkPk−1FT
k + Q (3.83)

Die Kalman-Verstärkung Kk ergibt sich aus der Prädiktion der Kovarianzmatrix P−k , der
partiellen Ableitung der Ausgangsgleichung Hk und der Kovarianzmatrix Q des Messrau-
schens vk wie folgt:

Kk = P−k HT
k

(
HkP−k HT

k + R
)−1

(3.84)

Die Schätzung der Zustände x̂k für jeden Zeitschritt k berechnen sich aus der Zustands-
gleichung (3.79) mit dem durch den Kalman-Verstärkung Kk gewichteten Schätzfehler
εk.

x̂k = x̂−k + Kk

(
yk −Hkf(x̂−k )

)
︸ ︷︷ ︸

εk

(3.85)

Das Aktualisieren der Kovarianzmatrix Pk ergibt sich aus der sogenannten Riccati-Gleichung:

Pk = P−k −KkHkP−k (3.86)

Modellansatz

Ausgangspunkt für das Modell des Kalman-Filters ist ein AM-FM Signal yk mit Messrau-
schen vk:

yk = Ak cos(ωk k + ϕ)︸ ︷︷ ︸
sk

+vk (3.87)

Für die Ermittelung des Modells werden in einem ersten Schritt die Änderung des Signals
nach einer Iteration k+1 betrachtet. Mit der Anwendung des Summensatzes cos(a+ b) =
cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b) ergibt sich für das AM-FM Signal

sk+1 = Ak+1 cos(ωk+1 (k + 1) + ϕ)
= Ak+1 [cos(ωk+1 k + ϕ) cos(ωk+1)− sin(ωk+1 k + ϕ) sin(ωk+1)]

(3.88)
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In einem zweiten Schritt wird angenommen, dass sich die Frequenz ωk innerhalb eines
Schrittes nicht ändert [60], es gilt somit

ωk+1 = ωk, (3.89)

zusätzlich wird angenommen, dass sich die Amplitude Ak innerhalb eines Schrittes um
den Faktor αk ändert. Dies erlaubt eine getrennt Betrachtung der Amplitude und daraus
folgend eine schnelle Signaländerung [59].

Ak+1 = αkAk. (3.90)

Setzt man die beiden Annahmen aus (3.89) und (3.90) in die Gleichung (3.88) ein, ergibt
sich sk+1 wie folgt:

sk+1 =
x4,k︷︸︸︷
αk

(
Ak cos(ωk+1 k + ϕ)︸ ︷︷ ︸

x1,k

cos(
x3,k︷︸︸︷
ωk )− Ak sin(ωk+1 k + ϕ)︸ ︷︷ ︸

x2,k

sin(ωk)
)

(3.91)

Die Zustandsgrößen xk = [x1,k, x2,k, x3,k, x4,k]T des Modells werden auf Basis von (3.91)
wie folgt definiert:

x1,k = Ak cos(ωk k + ϕ) = sk

x2,k = Ak sin(ωk k + ϕ)
x3,k = ωk

x4,k = αk

(3.92)

Das Zustandsraum-Modell kann somit wie folgt angeschrieben werden

x1,k+1 = x4,k [x1,k cos(x3,k)− x2,k sin(x3,k)]
x2,k+1 = x4,k [x1,k sin(x3,k) + x2,k cos(x3,k)]
x3,k+1 = x3,k + w3,k

x4,k+1 = x4,k + w4,k

(3.93)

mit dem Zustandsrauschen w3,k und w4,k. Die Frequenz ωk stellt selbst eine Zustandsgröße
dar. Die Ausgangsgleichung ergibt sich aus (3.87) und der Zustandsgrößen x1,k.

yk = x1,k + vk (3.94)

Zusammengefasst und umgeschrieben auf die Systembeschreibung aus (3.79) ergibt sich
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für die Ausgangsfunktion h(xk) = x1,k und die Systemfunktion

f(xk) =


x4,k [x1,k cos(x3,k)− x2,k sin(x3,k)]
x4,k [x1,k sin(x3,k) + x2,k cos(x3,k)]

x3,k

x4,k

 (3.95)

mit dem Systemrauschen wk = [0, 0, w3,k, w4,k]T und dem skalaren Messrauschen vk.

Das Kalman-Filter stellt eine Möglichkeit dar, die Momentanfrequenz eines verrauschten
Signals zu schätzen. Es wird jedoch in dieser Arbeit in Bezug auf die Co-Simulation von
rauschfreien Signalen ausgegangen, wodurch der Vorteil des Kalman-Filters im Umgang
mit Rauschen wegfällt. Trotzdem wird das Kalman-Filter als eine Methode zum Schätzen
der Momentanfrequenz in dieser Arbeit betrachtet.





Kapitel 4

Signalaufbereitung und
Vorberechnung

Die im Vorfeld behandelten Methoden basieren auf der Analyse mittelwertfreier Signa-
le, dies trifft allgemein jedoch nicht auf Simulationssignale und Koppelsignale zu. Im
folgenden Kapitel wird auf eine allgemeine Betrachtung von Signalen und möglichen Vor-
berechnungen zur korrekten Identifikation der Momentanfrequenz eingegangen.

4.1 Allgemein

In der vorhergehenden Beschreibung der Methoden wurden unterschiedliche Ansätze zur
Bestimmung der Momentanfrequenz erläutert. Der Ausgangspunkt der meisten Methoden
ist ein frequenz- und amplitudemoduliertes Signal der Form:

y(t) = a(t) cos(ω(t)t+ ϕ) (4.1)

Der Grund für diese Annahme ist der Anwendungszweck, der meist aus der Kommunika-
tionstechnik stammt bzw. in der Spracherkennung zu finden ist [16, 17, 24].
Für eine generelle Betrachtung von Signalen, ist dieser Ansatz nicht ausreichend. Im
Allgemeinen kann nicht davon ausgehen werden, dass der Mittelwert eines Signals y(t)
über die Zeit Null ist. Eine Erweiterung auf

y(t) = a(t) cos(ω(t)t+ ϕ) + d(t) (4.2)

ist die logische Konsequenz. Ansätze wie DESA, HODEO und die steigungsbasierte Ana-
lyse skalieren ihr Ergebnis mit dem aktuellen Signalwert, wodurch sie das Ergebnis durch
den Offset verfälschen. Es ist also erstrebenswert das Signal ohne Offset zu betrachten.
Für die generelle Annahme ist es jedoch erforderlich den Offset nicht als Konstante son-
dern als zeitvariable Funktion zu interpretieren. Es wird für den Ansatz eines im weiteren
Sinn nicht stationäres Signal gewählt [63]. Dabei wird davon ausgegangen, dass der Term
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d(t) einem polynominalen Ansatz folgt:

d(t) = d0 + d1t+ d2t
2 + · · · (4.3)

Der Ansatz nach (4.2) erschwert jedoch die Bestimmung der Momentanfrequenz. Die
Auswirkungen eines Signals mit zeitvariablem Offset d(t) soll an einem Beispiel veran-
schaulicht werden. Abbildung 4.1 zeigt den Verlauf zweier sinusförmiger Signale y(t) und
yh(t), mit und ohne einem Term d(t). Die Schwingung könnte unter anderem ein Resul-

t

y(t)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
−2

0

2

4
y(t)

yh(t)

d(t) = d1 t

d(t) = 0

Abbildung 4.1: Sinusförmige Schwingung mit linearem Offset

tat eines einfachen Feder-Masse-Schwingers, mit einer linearen einwirkenden Kraft, wie
in Abbildung 4.2, sein. Bei diesem Beispiel wird ein Feder-Masse-System mit einer Masse
m und einer Federkonstante k, das mit einem Motor über eine Umlenkrolle verbunden
ist, angeregt. Die von außen einwirkende Kraft u nimmt dabei linear zu. Die Lösung der

y

m

k

u

Abbildung 4.2: Feder-Masse-System über Seilwinde

Differenzialgleichung ÿm + ky = u(t) des Feder-Masse-Systems in (4.4) ergibt sich aus
einer Schwingung (homogener Anteil) und einer linearen Funktion (partikulärer Anteil).

y(t) = A sin(ωt)︸ ︷︷ ︸
homogene
Lösung

+ d0 + d1 t︸ ︷︷ ︸
partikuläre
Lösung

wobei ω =
√
k

m
(4.4)

Der lineare bzw. affine Offset beinhaltet keine Information bezüglich der Frequenz und
somit entspricht die erwartete Frequenz gleich ω. Bei Betrachtung des Frequenzverlaufs
des Signals y(t), ist jedoch ein markanter Einfluss ersichtlich.
Abbildung 4.3 zeigt den Betragsgang der Fourier-Transformation der Signale mit und ohne
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Offset. Während bei der reinen sinusförmigen Schwingung yh(t) ohne Offset im Spektrum
nur eine Frequenz ausgeprägt ist, sind bei dem Signal y(t) mit Offset sämtliche Frequenzen
des Spektrums vertreten. Diese Tatsache ist nicht erstaunlich, da der lineare Offset einem

ω

|Y (ω)|

0 5 10 15 20
0

1

2
|Y (ω)|

|Yh(ω)|

Abbildung 4.3: Betragsgang zweier Sinusschwingungen

Integrator entspricht, und die Fourier-Transformation des Offsets d1t d t d1
jω

folgt. Es
zeigt sich, dass selbst bei einem vermeintlich einfachen Beispiel, wie dem Feder-Masse-
System aus Abbildung 4.2, die Schätzung der Momentanfrequenz keine triviale Aufgabe
darstellt.
Eine Lösung für diese Problematik wäre einerseits die Verwendung von geeigneten Schätz-
methoden, die auf Signalen mit variablen Offset basieren oder die Zerlegung des Signals
in Signalkomponenten und die anschließende Analyse derer bzw. eine im Vorfeld der Fre-
quenzschätzung angestellte Signalaufbereitung.
In den folgenden Kapiteln werden unterschiedliche Möglichkeiten zum Analysieren der
Frequenz eines nicht-stationären Signals untersucht.

4.2 Filterung

Eine naheliegende Überlegung ist die Filterung des Signals y(t). Mittels eines Hochpass-
filters, wäre es möglich einen konstanten Mittelwert d aus der Gleichung zu eliminieren.

Ỹ (ω) = HHP (ω)Y (ω) (4.5)

Eine Schwierigkeit entsteht einerseits jedoch bei der Wahl der richtigen Grenzfrequenz,
damit das Filter keine Auswirkungen auf die zu schätzenden Frequenzen aufweist. Bei
zeitvariablen Offset-Termen ist jedoch eine geeignete Filterung, ohne der Kenntnis der
gewünschten Frequenz nicht möglich, da wie in Abbildung 4.3 ersichtlich ist, der Einfluss
des Offsets sich über den ganzen Frequenzbereich erstreckt.

4.3 Ableitung

Durch Bildung der zeitlichen Ableitung eines Signals verschwindet der konstante Anteil
des Signals. Der frequenzmodulierte Anteil bleibt bis auf die Phasenverschiebung konsis-
tent, nur die Amplitude verändert sich zu ã(t) =

√
ȧ2(t) + (a(t)ω̇(t)t+ a(t)ω(t))2.
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ỹ(t) = d

dt
y(t) = ȧ(t) cos(ω(t) t+ ϕ)− a(t)(ω̇(t) t+ ω) sin(ω(t) t+ ϕ)

= ã(t) cos(ω(t) t+ ϕ̃)
(4.6)

Das abgeleitete Signal kann als neues sinusförmiges Signal interpretiert werden. Bei An-
nahme eines linearen Offsets bzw. eines Offsets höherer Ordnung müsste das Signal
dementsprechend öfter abgeleitet werden um sämtliche Einflüsse des Offsets zu elimi-
nieren. Die Schwierigkeit entsteht in der Ermittlung der Häufigkeit der Ableitung.

4.4 Signalzerlegung

Eine weitere Möglichkeit bietet die in Kapitel 3.1.6 beschriebene Empirical Mode Decom-
position. Durch die Forderung der IMF, dass die Differenz der Hüllkurve der Maxima und
Minima des Signals zu jedem Zeitpunkt Null ergeben muss, sind die einzelnen Moden per
Formulierung mittelwertfrei und stationär. Der Offset des Signals ist schlussendlich im
Trend bzw. Residuum enthalten.
Die bisherige Betrachtung der EMD erlaubt jedoch eine Zerlegung des Signals erst am En-
de der Simulation. Es existieren jedoch Ansätze, die es erlauben die EMD auch während
der Laufzeit zu verwenden [35, 37, 64]. Im folgenden Abschnitt wird die online bzw. stück-
weise EMD näher erläutert und eine im Zuge dieser Arbeit entwickelte online Methode
dargestellt.

4.4.1 Online EMD

Im Kapitel 3.1.6 wurde bereits auf die EMD auf der Grundlage von Huang eingegangen
[34]. Bei dieser Betrachtung wird das gesamte zu separierende Signal verwendet, um die
Moden und den Trend zu extrahieren. Dies stellt zusätzlich zur a posteriori Frequenzer-
mittlung insbesondere bei großen Datensätzen einen immensen Rechenaufwand dar. Es
ist somit naheliegend, nicht das gesamte Signal für die Analyse zu betrachten. Bei der
stückweise bzw. online EMD werden nur Teile des zu untersuchenden Signals betrachtet,
um die Moden und schlussendlich die Frequenzen zu bestimmen. Anders als bei der STFT,
die auch einen zeitlichen Ausschnitt für die Analyse benötigt, ist das Beobachtungsfenster
abhängig von der Lage der letzten Minima und Maxima des Signals, wodurch die Fens-
terlänge von Signal zu Signal und von Extremwert zu Extremwert unterschiedlich lang
sein kann.

Analyse Fenster

Die Anzahl der zu betrachtenden Extremwerte hängt von der Art der Interpolation des
Signals ab. In Kapitel 3.1.6 wurde bereits auf die Unterschiede verschiedener Möglichkei-
ten zur Interpolationen eingegangen. Die Verwendung der hermiteschen kubischen Splines
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bietet aufgrund der Tatsache, dass die Interpolation im Gegensatz zu herkömmlichen Spli-
nes lokale Eigenschaften besitzt, eine Grundvoraussetzung für die Verwendung der EMD
während der Laufzeit [38, 43, 64]. Durch die Verwendung der lokalen Ableitung zum Bil-
den der Splines beschränkt sich der Einflussbereich auf die benachbarten Stützstellen.
Somit können die Splines getrennt von einander berechnet werden. Es reichen in der Re-
gel 3 Maxima bzw. 3 Minima zum Generieren der jeweiligen Hüllkurve aus. Diese Maxima
bzw. Minima definieren daraus folgend die Fensterlänge.

Die Funktionsweise der stückweisen EMD und die Veränderung des notwendigen Beobach-
tungsintervall soll Anhand eines Beispiels näher erläutert werden. Ausgangspunkt ist ein
zu untersuchendes Signal h<1,q>(t), dargestellt in Abbildung 4.4 a. Im aktuellen Beobach-
tungsintervall von tj bis ti−1 befinden sich zwei Maxima hM,1 und hM,2 und zwei Minima
hm,1 und hm,2. Zum Zeitpunkt ti wird ein neues Minima hm,3 detektiert. Es ist nun mög-
lich die Einhüllende zwischen hm,1 und hm,2 eindeutig zu bilden, da die lokale Ableitung
im Punkt hm,2 durch das neue Minima berechnet werden kann. Anschließend kann der
klassische Algorithmus der EMD nach der Beschreibung in Kapitel 3.1.6 zur Berechnung
des Signals von tj bis ti verwendet werden. Wie in Abbildung 4.4 b dargestellt wird jedoch
nicht die gesamte ermittelte Mode c(t) als Ergebnis herangezogen, sondern nur die Zeit-
spanne von tj bis zum nächsten Extremwert (hier Maximum: hM,1), da die Einhüllende
der Maxima über den Zeitpunkt tj+1 hinaus nicht eindeutig beschrieben werden kann und
vom zukünftigen Extremwert abhängig ist.

ti−1 titj+1tj

h<1,q>(t)
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hm,2
hm,3
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Abbildung 4.4: Änderung des Beobachtungshorizontes der online EMD bei einem
neuen Extremwert: (a) aktuelles Beobachtungsintervall des Ein-
gangssignal y(t); (b) Teilresultat der ersten Mode c(t)

Das Beobachtungsintervall schrumpft nach der Berechnung der Mode von tj auf tj+1 und
wächst bis zum nächsten ermittelten Extremwert mit jeder neuen Stützstelle wieder an.

Online Randwertproblem

Abgesehen von dem reduzierten Signal und der Verwendung von hermiteschen Splines
handelt es sich bei den bisherigen Betrachtung um die herkömmliche EMD aus Kapi-
tel 3.1.6, die unabhängig von einander berechnet werden. Die unabhängige Berechnung
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der einzelnen Moden führt, unter anderem durch den Einfluss der Randbedingungen auf
Signale mit wenigen Extremwerten, zu Unstetigkeiten im Resultat. Zwar sind, wie in Ab-
bildung 4.5 a dargestellt, die stückweise berechneten Teilmoden für sich stetig, jedoch sind
die Übergang zwischen den Teilmoden nicht stetig. Die Unstetigkeiten finden sich nicht
nur in der berechneten Mode cq(t) sondern auch im Residuum wieder r<q+1>(t) (siehe
Abbildung 4.5 b) und liefern bei der Berechnung der Momentanfrequenz unerwünschte
hohe Frequenzen.
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Abbildung 4.5: Stückweise EMD mit gewöhnlichen Randbedingungen (schief sym-
metrisch): (a) erste Mode c(t); (b) Residuum nach der ersten Mode
r(t)

Um die Stetigkeit der gesamten Teilmoden zu gewährleisten muss die EMD zum Teil
modifiziert werden. Im Gegensatz zur klassischen EMD ergeben sich Unterschiede be-
züglich der Randwerte. Der Verlauf der Einhüllenden auf der rechten Seite des Beobach-
tungsintervall ist weiterhin unbekannt und wird z.B. mittels Spiegelung der Extremwerte
geschätzt, jedoch werden die Randwerte auf der linken Seite des Beobachtungsfensters
durch vorangegangene bereits bekannte Extremwerte definiert. Die Verwendung der In-
formation von bereits zurückliegenden Extremwerten für die Berechnung der Hüllkurven
ist eine Notwendigkeit für die Stetigkeit des Signals. Um die Stetigkeit zu gewährleisten,
muss zusätzlich das Verhalten jeder Iteration am (linken) Rand innerhalb eines Sifting-
Prozesses vorgegeben werden. Da unterschiedliche Signale i. A. unterschiedliche Anzahl an
Iterationsschritten mit sich führen, muss eine generelle Iterationstiefe vorgegeben werden.
Dadurch kann es jedoch passieren, dass die ermittelte Mode durch eine zu klein gewählte
Anzahl an Iterationen nicht den Kriterien der IMF entspricht.

Diese Problematik lässt sich umgehen, wenn das Verhalten der Einhüllenden am Rand
des Beobachtungsfensters nicht über zurückliegende Extremwerte, sondern über die Eigen-
schaften der Einhüllenden am Rand beschrieben werden. Ausgangspunkt dieser Überle-
gung ist die Berechnung der Mode cq(t). Diese wird über das zu separierende Signal r<q>(t)
und der Summe aller mittleren Einhüllenden m<p,q> innerhalb eines Sifting-Prozesses q,
wie in (4.7), definiert. Mit der Annahme, dass das Signal r<q>(t) stetig ist, folgt aus der
Forderung das cq(t) stetig sein soll, dass die Summe aller m<p,q>(t) stetig sein muss. Diese
Bedingung gilt folglich auch für die Summe der Einhüllenden der Maxima HM(t) und die
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Summe der Einhüllenden der Minima Hm(t).

cq(t) = r<q>(t)−
P∑
p=1

m<p,q>(t) = r<q>(t)−
(1

2

P∑
p=1

h<p,q>M (t)︸ ︷︷ ︸
HM (t)

+1
2

P∑
p=1

h<p,q>m (t)︸ ︷︷ ︸
Hm(t)

)
(4.7)

Das Beobachtungsfenster wird jeweils um die Position eines Extremwertes weitergescho-
ben, wodurch das Verhalten der Einhüllenden HM(tj) und Hm(tj) durch die Berechnung
der vorhergehenden Teilmode bekannt ist. Um die Stetigkeit der Mode zu gewährleis-
ten müssen die Summen der Einhüllenden HM(t) und Hm(t) an den Intervallsgrenzen tj
identisch sein. Dies kann unter anderem dadurch erreicht werden, dass im ersten Iterati-
onsschritt p = 1 die Hüllkurve der Maxima h<1,q>

M (tj) = HM(tj) und die Hüllkurve der Mi-
nima hm(tj)<1,q> = Hm(tj) gesetzt werden. Damit besitzen die Teilmoden nach der ersten
Iteration den gleichen Wert, wodurch für die weiteren Iterationsschritte hM(tj)<p+1,q> = 0
und hm(tj)<p+1,q> = 0 gelten muss. Die Anzahl der Iterationen innerhalb eines Sifting-
Prozesses ist somit irrelevant, da die Stetigkeit der Mode nach der ersten Iteration ge-
währleistet ist.

Dieser Vorschlag lässt sich mithilfe von Splines einfach realisieren, indem zu den interpo-
lierenden Extremwerten hm,i und hM,j jeweils ein zusätzlicher Extremwert hm,0 bzw. hM,0

vorangestellt wird. Diese besitzen ein Verhalten wie folgt:

hM,0 =
{
HM(tj) , p = 1

0 , sonst und hm,0 =
{
Hm(tj) , p = 1

0 , sonst. (4.8)

Zusätzlich muss die differenzielle Stetigkeit der Mode und folglich die Ableitung der Ein-
hüllenden an der Intervallgrenze gewährleistet werden. Dies erfolgt durch die Vorgabe der
lokalen Ableitung der hermiteschen Splines. Analog zu den Werten wird die Ableitung
am linken Rand wie folgt beschrieben:

ḣM,0 =


d

dt
HM(t)

∣∣∣∣
t=tj

, p = 1

0 , sonst
und ḣm,0 =


d

dt
Hm(t)

∣∣∣∣
t=tj

, p = 1

0 , sonst.
(4.9)

Die neu definierten Randwerte sind in Abbildung 4.6 dargestellt. Im ersten Iterationschritt
p = 1 in Abbildung 4.6 a werden sowohl die Werte hM,0 bzw. hm,0 als auch die Ableitungen
ḣM,0 bzw. ḣm,0 durch die Einhüllenden der vorherigen Teilmode definiert. Ab der zweiten
Iteration, wie in Abbildung 4.6 b ersichtlich, werden die Werte wie auch die Ableitung der
Einhüllenden auf Null gesetzt.

Abbildung 4.7 zeigt die zusammengesetzte Mode wie auch das Residuum der stückwei-
sen EMD mit den vorgeschlagenen Randwerten. Es ist klar ersichtlich, dass trotz der
stückweisen Berechnung der EMD keine Unstetigkeiten im Signal vorkommen (vgl. Ab-
bildung 4.5).
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Abbildung 4.6: Randbedingung der linken Intervallgrenze: (a) erste Iteration des
Sifting-Prozesses; (b) zweite Iteration des Sifting-Prozesses
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Abbildung 4.7: Stückweise EMD mit neuen Randbedingungen: (a) erste Mode; (b)
Residuum nach der ersten Mode

Schwankungsbereich der EMD

Die Berechnung der EMD ist, wie im vorangegangen Kapitel erläutert, erst nach den
letzten vier Extremwerten eindeutig beschreibbar. Im folgenden Abschnitt wird kurz er-
läutert, wie stark die Einflüsse nachfolgender Extremwerte auf den Verlauf der Mode c(t)
und des Trends r(t) sind.
Um dies Darzustellen wird das Signal y(t) aus Abbildung 4.8 a mit einem Sprung u =
±5σ(tu) zum Zeitpunkt tu = 60s beaufschlagt. Wobei in einem ersten Schritt der Sprung
positiv yu(t) = y(t) + 5σ(tu) und anschließend negativ yl(t) = y(t) − 5σ(tu) auf addiert
wird und jeweils die erste Mode cl(t) und cu(t) bzw. der Trend rl(t) und ru(t) mit der
EMD berechnet wird.
Abbildung 4.8 b zeigt den Verlauf der ersten Mode c(t) mit den Verläufen der Mode cu(t)
bei einem positiven Sprung und mit cl(t) bei einem negativen Sprung. Die aufgespannte
Fläche der beiden Moden cu(t) und cl(t) kann als Unsicherheit des Verlaufs der Mode
in Bezug auf künftige Extremwerte verstanden werden, wobei die Grenzen, da sie als
Sprünge im Signal angenommen sind, als Extremfälle gelten. Es ist ersichtlich, dass die
Unsicherheit selbst bei Sprüngen relativ gering ist, besonders durch die Tatsache, dass
die Frequenz der Moden sich kaum unterscheiden. Diese Erkenntnis ist sofern nicht ver-
wunderlich, da zukünftige Ereignisse keine Auswirkungen auf die aktuelle Frequenz haben
sollen.
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Abbildung 4.8: Schwankungsbereich der EMD bei Einfluss eines nachfolgenden
Sprungs: (a) Schwankung des ersten Residuums; (b) Schwankung
der ersten detektierten Mode

Im Zusammenhang der Ermittlung der Moden mittels der EMD wurden in diesem Kapi-
tel sowohl der Begriff online als auch stückweise verwendet. Die bisherige Betrachtung
beschränkte sich alleinig auf die stückweise EMD. Um die EMD auch online verwenden zu
können und somit mit jeder neuen Stützstelle eine aktuelle Auskunft über die momentane
Frequenz zu erhalten, wäre es möglich die EMD mit jedem neuen Wert neu zu berechnen.
Der im Verhältnis hohe Berechnungsaufwand spricht jedoch dagegen. Sinnvoller wäre es
den Trend als eigentliches Ergebnis der Separation zu betrachten und diesen bis zur De-
tektion eines neuen Extremwerts zu extrapolieren. Dadurch entsteht eine Schätzung für
die Frequenz, die mit jedem Extremwert aktualisiert wird.

4.5 Erweiterung des EKF Modells

Die bisherigen Betrachtungen zur Analyse der Momentanfrequenz von nicht-stationären
Signalen ging mit der Notwendigkeit von einer Verarbeitung des Signals im Vorfeld einher,
wie z.B. die Signalseparation mit der EMD oder die Bildung der Ableitung des Signals. Im
folgenden Abschnitt wird eine Methode ohne nötiger Vorberechnung vorgestellt. Basis für
die Überlegung liefert das Modell der EKF zur Schätzung der Frequenz aus Kapitel 3.2.4.
Der Ansatz wird um einen nicht-stationären Anteil erweitert, damit ist es möglich nicht-
stationären Anteile des Signals mit dem Term dk zu schätzen.

yk = Ak cos(ωk k + ϕ) + dk + vk (4.10)

Die Zustandsgrößen sind äquivalent zu denen in Kapitel 3.2.4 mit der Erweiterung eines
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zusätzlichen Zustands x5,k = dk.

x1,k = Ak cos(ωk k + ϕ)
x2,k = Ak sin(ωk k + ϕ)
x3,k = ωk

x4,k = αk

x5,k = dk

(4.11)

Das Zustandsmodell xk+1 = f(xk)+wk ergibt mit dem Zustandsverktor xk = [x1, x2, x3, x4, x5]T
somit zu

f(xk) =



x4,k [x1,k cos(x3,k)− x2,k sin(x3,k)]
x4,k [x1,k sin(x3,k) + x2,k cos(x3,k)]

x3,k

x4,k

x5,k

 , (4.12)

wobei die Ausgangsgleichung yk = h(xk) + vk über

h(xk) = x1,k + x5,k (4.13)

beschrieben wird. Die Größen wk und vk beschreiben wie im Kapitel 3.2.4 das Zustands-
rauschen und das Messrauschen des Modells. Mit der Erweiterung des Modells um den
Faktor dk ist es möglich, den Verlauf des Trends des Signals zu schätzen und somit die
Frequenz ohne dessen Einfluss zu ermitteln.

Mit den betrachteten Methoden, wie der Signalzerlegung mit Hilfe der EMD oder mittels
EKF mit einer Erweiterung des Modells um einen Offset-Term, ist es somit möglich nicht-
stationäre Signale auf ihre momentane Frequenz zu untersuchen.



Kapitel 5

Anwendungsbeispiele

Im folgenden Kapitel werden die Funktionalität und die Eigenschaften der Methoden zum
Schätzen der Momentanfrequenz anhand von einigen Beispielen gezeigt. Zu Beginn wird
das Verhalten an einer stationären sinusförmigen Schwingung mit unterschiedlichen Fre-
quenzen dargestellt, zu diesem Zweck wird die Frequenz als konstant und als linear bzw.
quadratisch wachsend mit der Zeit angenommen.
An einem zweiten Beispiel wird das Verhalten der Methoden an einem Signal mit zwei
Schwingungen untersucht. Zusätzlich zum eigentlichen Signal wird die modulierte Schwin-
gung nach einer Signalaufbereitung untersucht, dazu wird zum einen das Signal abgeleitet
und zum anderen wird die erste Mode der EMD betrachtet.
Im dritten Beispiel wird das Verhalten einer nicht-stationären Schwingung untersucht, da-
bei handelt es sich um eine sinusförmige Schwingung mit konstanter Frequenz die einem
linear steigendem Trend überlagert ist.
In einem weiteren Beispiel wird die Auswirkungen der Wahl der Koppelschrittweite bei
der Co-Simulation dargestellt. Hierzu wird ein Standardregelkreis in zwei Teilsysteme
aufgeteilt und mittels Co-Simulation gekoppelt. Mittels der Frequenzschätzung wird die
günstige Wahl der Koppelschrittweite evaluiert.
Für die betrachteten Beispiele werden die folgenden Methoden zur Analyse der Momen-
tanfrequenz verwendet:

• Kurzzeit-Fourier-Transformation (STFT)

• Wavelet-Transformation (WT)

• Analyse der Nulldurchgänge (ZC)

• Hilbert-Transformation bzw. Phasendifferenz (HT)

• Steigungsbasierte Analyse (SB)

• Diskreter Energieoperator (DESA-1a)

• Auto-regressive Frequenzschätzung (AR)

• Frequenzschätzung mittels extended Kalman-Filter (EKF)

59
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5.1 Schwingung mit unterschiedlichen Frequenzen

Im ersten Beispiel werden die Eigenschaften der einzelnen Methoden zum Schätzen der
Momentanfrequenz an einem stationären sinusförmigen Signal untersucht. Dabei wird zu-
nächst die Frequenz konstant angenommen. Weiters wird eine linear steigende Frequenz
betrachtet und abschließend steigt die Frequenz der sinusförmigen Schwingung quadra-
tisch mit der Zeit an.
Ausgangspunkt für die Untersuchungen bildet eine sinusförmige Schwingung y(t) der Form

y(t) = sin
 t∫

0

ω(τ)dτ
 , (5.1)

wobei das Argument der Schwingung dem Integral der Momentanfrequenz ω(t) über die
Zeit entspricht. Dabei werden für die Frequenz unterschiedliche Verhalten definiert:

• Schwingung mit konstanter Frequenz ω(t < 50 s) = 0.5 rad/s und zusätzlichem
Frequenzsprung auf ω(t > 50 s) = 1.5 rad/s.

• Schwingung mit linear steigender Frequenz ω(t) = 0.5 + 1.5/100 t.

• Schwingung mit quadratisch steigender Frequenz ω(t) = 0.5 + 1.5/(100)2 t2.

Die Signale werden über einen Zeitraum von t = 0...100 s betrachtet und besitzen eine
äquidistante Abtastschrittweite von Ta = 20ms. Die Verläufe der Signale sind in Ab-
bildung 5.1 dargestellt. In Abbildung 5.1 a ist die Schwingung mit konstanter Frequenz
von ω = 0.5 rad/s aufgetragen, bei t = 50 s springt die Frequenz auf ω = 1.5 rad/s. Ab-
bildung 5.1 b zeigt einen sinusförmigen Verlauf mit linear ansteigender Frequenz. Dabei
besitzt die Schwingung bei t = 0 s eine Frequenz von ω = 0.5 rad/s und steigt bis zu
t = 100 s auf ω = 2 rad/s an. Analog dazu beginnt die Schwingung mit quadratisch stei-
gender Frequenz in Abbildung 5.1 c bei t = 0 s mit ω = 0.5 rad/s und endet bei t = 100 s
mit einer Frequenz von ω = 2 rad/s.
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Abb. 5.1: Verlauf eines stationären Sinussignals mit konstanter Amplitude: (a) kon-
stante Frequenz und Frequenzsprung; (b) linear steigende Frequenz; (c)
quadratisch steigende Frequenz
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Abb. 5.2: Offline Frequenzschätzung einer Schwingung mit verschiedenen Frequenz-
verhalten: (links) konstante Frequenz; (Mitte) linear steigende Fre-
quenz; (rechts) quadratisch steigende Frequenz; (a-c) Kurzzeit-Fourier-
Transformation; (d-f) Wavelet-Transformation; (g-i) Analyse der Null-
durchgänge; (j-l) Hilbert-Transformation
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Abb. 5.3: Relativer Fehler der offline Frequenzschätzungen an einer Schwingung
mit verschiedenen Frequenzverhalten: (links) konstante Frequenz; (Mit-
te) linear steigende Frequenz; (rechts) quadratisch steigende Frequenz;
(a-c) Kurzzeit-Fourier-Transformation; (d-f) Wavelet-Transformation; (g-
i) Analyse der Nulldurchgänge; (j-l) Hilbert-Transformation
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Abbildung 5.2 und Abbildung 5.4 zeigen die Ergebnisse der Frequenzschätzung an dem
Beispiel der Sinusschwingungen mit unterschiedlichen Frequenzverhalten, wobei in Abbil-
dung 5.2 die offline Verfahren gezeigt werden und in Abbildung 5.4 die online Methoden
zur Momentanfrequenzschätzung aufgetragen sind. Jede Zeile der Abbildungen stellt die
Ergebnisse eines Frequenzschätzverfahren an den Beispielen in Abbildung 5.1 dar.

Die relativen Fehler ε(t) der Frequenzschätzmethoden sind in Abbildung 5.3 und Ab-
bildung 5.5 dargestellt. Wobei in Abbildung 5.3 die relativen Schätzfehler der offline
Schätzverfahren aus Abbildung 5.2 aufgetragen sind. Abbildung 5.5 zeigt die relativen
Schätzfehler der online Verfahren aus Abbildung 5.5. Der relative Fehler ergibt sich im
allgemeinen als

ε(t) = ωs(t)− ω(t)
ωs(t)

100% (5.2)

wobei ωs(t) die erwartete Frequenz darstellt und ω(t) der geschätzten Frequenz entspricht.
Bei den klassischen Analyseverfahren STFT und Wavelet-Transformation ist im Gegen-
satz zu den restlichen Verfahren der relative Fehler in Oberflächendiagramme aufgetragen,
wobei die Farbe (Intensität) ein Maß für die Wahrscheinlichkeit des relativen Fehlers ist.

Die ersten drei Grafiken in Abbildung 5.2 a - c stellen die Periodogramme der Kurzzeit-
Fourier-Transformation dar. Es sind die Frequenzverläufe der drei Beispiele ersichtlich
bzw. erahnbar. Die nicht eindeutige Zuordnung zwischen der Frequenz und dessen zeitli-
chen Auftretens aufgrund der Heisenberg’schen Unschärferelation ist deutlich zu erkennen.
Betrachtet man die Wahrscheinlichkeit des relativen Fehlers in Abbildung 5.3 a - c ist zu
erkennen, dass bei hoher Frequenz der Bereich des relativen Fehlers geringer wird.

Analog dazu stellen die Abbildung 5.2 d - 5.2 f die Analyse der Frequenz mittels der
Wavelet-Transformation in Skalogrammen dar. Wie auch bei der STFT ist ein eindeuti-
ger Zusammenhang zwischen Frequenz und dessen zeitlichen Auftretens nicht möglich.

Andere Schätzmethoden, wie z.B. die Analyse der Nulldurchgänge in den Abbildun-
gen 5.2 g bis 5.2 i, ermöglichen eine definitive und strikte Zuordnung der Frequenz und
der Zeit. Charakteristisch bei dieser Methode sind die rechteckigen Sprünge, die aufgrund
der nicht eindeutigen Lokalisation der Nulldurchgänge auftreten. Bei der Analyse der
Nulldurchgänge wird, wie in Kapitel 3.1.5 erläutert, die Dauer zwischen zwei Nulldurch-
gängen für die Berechnung der Frequenz herangezogen. Da bei diskreten Eingangsfolgen
die Nulldurchgänge in der Regel nicht mit der Abtastzeit einhergehen, ist das zeitliche
Auftreten der Nulldurchgänge nicht eindeutig zuweisbar. Dadurch schwankt das Ergeb-
nis um die tatsächliche Frequenz. Die Höhe des Schwankung ist unteranderem von der
Abtastfrequenz und von der Signalfrequenz abhängig. Dieser Effekt wird bei steigender
Frequenz größer. Grund dafür ist die im Gegensatz zu Frequenz gleichbleibende Ungenau-
igkeit ε des Nulldurchgangs. Erweitert man die Gleichung (3.21) aus Kapitel 3.1.5 um die
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Ungenauigkeit ε ≤ 2πfA ergibt sich für die Frequenz

ω(t) = π

Tz
± ε = π

Tz
± 2πfA. (5.3)

Mit steigender Frequenz bzw. sinkender Periodendauer und somit sinkendem Tz wirkt sich
die Ungenauigkeit immer mehr aus. Dies ist beim relativen Fehler ε(t) in Abbildung 5.3 d
gut zuerkennen. Bei einer konstanten Frequenz von 0.5 rad/ s liegt die geschätzte Frequenz
im Bereich von ±1 % um die erwartete Frequenz, jedoch liegt die Ungenauigkeit ε bei ca.
±5 % bei einer Frequenz von ω = 1.5 rad/s.

In der letzten Zeile in Abbildung 5.2 ist die Frequenzschätzung mit Hilfe der Hilbert-
Transformation dargestellt. Im Speziellen zeigt die Abbildung 5.2 j - l die Ergebnisse der
Phasendifferenz (forward finite difference (FFD)) aus Kapitel 3.1.4. Die Schwingungen
am Anfang bzw. am Ende der Verläufe ergeben sich durch das zeitlich limitierten Beob-
achtungsfenster.

Der im Kapitel 3.1.5 besprochene Zusammenhang zwischen der Analyse der Nulldurch-
gänge und der Phasendifferenz, wonach die Analyse der Nulldurchgänge als Mittelwert
über eine halbe Periode der FFD interpretiert werden kann, ist im Vergleich der Ergeb-
nisse ersichtlich. Dies ist insbesondere am Rand der Simulationen, wie auch beim Sprung
der Frequenz in Abbildung 5.2 g bzw. Abbildung 5.2 j erkennbar.

In Abbildung 5.4 a - c sind die Ergebnisse mit Hilfe der steigungsbasierten Analyse darge-
stellt. Während bei konstanter Frequenz die Schätzung ein solides Ergebnis liefert, zeigt
die Methode bei veränderlicher Frequenz Singularitäten. Dies ist aufgrund des in Ka-
pitel 3.2.1 beschriebenen Schätzfehlers bei veränderlicher Frequenz und Amplitude. Der
Schätzfehler verhält sich proportional dem Tangens der Phase des Signals, wodurch die
Schätzung sowohl hohe positive wie negative Fehler aufweist. Dies ist besonders deutlich
bei den relativen Fehlern in Abbildung 5.5 a - c erkennbar. Bei konstanter Frequenz (und
Amplitude) wird die Frequenz gut geschätzt, im Gegensatz ergibt sich bei linear und qua-
dratisch steigender Frequenz ein Fehler von mehr als ±10 %.

Die Schätzung mittels Teager-Kaiser Energieoperator bzw. mittels DESA ist in Abbil-
dung 5.4 d - f darstellt. Wie auch bei der steigunsgbasierte Analyse liefert die Schätzung
der DESA bei konstant bleibender Frequenz ein solides Ergebnis. Bei linear bzw. qua-
dratische steigender Frequenz sind geringe Schwankungen der Schätzung ersichtlich, diese
werden ebenso durch die veränderliche Frequenz verursacht. Im Gegensatz zur steigungs-
basiserten Analyse ist die Größe des Fehlers beschränkt und im Verhältnis zur Frequenz
klein und liegen wie in Abbildung 5.5 e und f unter 2 %.

In Abbildung 5.4 g - i sind die resultierenden Frequenzen mittels eines AR-Modells darge-
stellt. Wie auch beim vorhergehenden Verfahren sind die Frequenzen klar ersichtlich. Die
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Abb. 5.4: Online Frequenzschätzung einer Schwingung mit verschiedenen Frequenz-
verhalten: (links) konstante Frequenz; (Mitte) linear steigende Frequenz;
(rechts) quadratisch steigende Frequenz; (a-c) Steigungsbasierte Analyse
(SB); (d-f) Energieoperator (DESA-1a); (g-i) Auto-regressive Frequenz-
schätzung (AR); (j-l) Kalman-Filter (EKF)
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Abb. 5.5: Relativer Fehler der online Frequenzschätzungen an einer Schwingung mit
verschiedenen Frequenzverhalten: (links) konstante Frequenz; (Mitte) li-
near steigende Frequenz; (rechts) quadratisch steigende Frequenz; (a-c)
Steigungsbasierte Analyse (SB); (d-f) Energieoperator (DESA-1a); (g-i)
Auto-regressive Frequenzschätzung (AR); (j-l) Kalman-Filter (EKF)
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Ergebnisse zeigen ein ähnliches Verhalten wie die Resultate der DESA.

Die Ergebnisse der Frequenzschätzung auf Basis eines erweiterten Kalman-Filters (EKF)
sind in Abbildung 5.4 j - l aufgetragen. Die Ergebnisse weisen zu Beginn der Simulation
Unsicherheiten auf, dies liegt daran, dass eine gewissen Anzahl von Stützstellen vorhanden
sein muss, um die Frequenz zu bestimmen.
In der ersten Spalte der relativen Fehler der online Verfahren in Abbildung 5.5 sowie bei
der Analyse der Nulldurchgänge in Abbildung 5.3 g und der Hilbert-Transformation in
Abbildung 5.3 j ist jeweils ein großer Fehler bei t = 50 s ersichtlich. Zu diesem Zeitpunkt
wird zwischen der Frequenz ω = 0.5 rad/s und ω = 1.5 rad/s umgeschaltet. Das Signal
y(t) ist an dieser Stelle zwar stetig aber nicht stetig differenzierbar, wodurch eine hohe
Frequenz resultiert.

Die erwarteten Frequenzen sind bei den unterschiedlichen Konzepten und Methoden zur
Schätzung der Momentanfrequenz in den Abbildungen 5.2 und 5.4 erkennbar. Die online
Verfahren zeigen mit Ausnahme der steigungsbasierten Analyse einen geringen relativen
Fehler, der nach eine bestimmten Einschwingphase kleiner ±5 % beträgt.
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5.2 Schwingung mit zwei Frequenzen

In einem zweiten Beispiel soll das Verhalten der Schätzmethoden an einem Signal mit
mehreren Frequenzkomponenten untersucht werden. Das betrachtete Signal besteht aus
zwei Sinusschwingungen mit gleicher Amplitude aber unterschiedlichen, konstanten Fre-
quenzen ω1 = 21

100 2π = 1.31 rad/s und ω2 = 2
100 2π = 0.126 rad/s.

y(t) = sin(ω1t) + sin(ω2t) (5.4)

Für die Berechnung der Momentanfrequenz wird nicht nur das Signal y(t) herangezogen,
sondern es wird zusätzlich die erste Ableitung des Signals ẏ(t) und die erste Mode des
Signals c1(t) betrachtet. Es werden in diesem Beispiel somit drei Signale auf ihre Frequenz
untersucht:

• das original Signals y(t) = sin(ω1t) + sin(ω2t)

• die ersten Ableitung ẏ(t) = ω1 cos(ω1t) + ω2 cos(ω2t)

• die erste Mode c1(t) des Signals y(t)

Die drei zu analysierenden Signale sind in Abbildung 5.6 dargestellt. Abbildung 5.6 a zeigt
das original Signal y(t). Die Ableitung des Signals ẏ(t) ist in Abbildung 5.6 b dargestellt.
Im Gegensatz zum original Signal y(t), bei dem die Amplituden der beiden Schwingungen
gleich groß sind, sind die Amplituden des abgeleiteten Signals mit deren Frequenz ge-
wichtet. Dieses Signal kann als Amplituden und Frequenz Modulation betrachtet werden,
wobei sowohl die Frequenz als auch die Amplituden in einem kleinem Bereich schwanken.
In Abbildung 5.6 c ist die erste Mode c1(t) mittels EMD dargestellt. Die extrahierte Mode
entspricht der Schwingung mit der Frequenz ω1.
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Abb. 5.6: Summe zweier Sinusschwingungen: (a) ursprüngliches Signal; (b) erste
Ableitung; (c) erste Mode mittels EMD

Die Resultate der Frequenzschätzung sind in den Abbildung 5.7 und Abbildung 5.9 dar-
gestellt, wobei Abbildung 5.7 die Ergebnisse der offline Verfahren und Abbildung 5.9 die
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Abb. 5.7: Offline Frequenzschätzung zweier Sinusschwingungen: (links) ursprüngli-
ches Signal; (Mitte) erste Ableitung; (rechts) erste Mode mittels EMD;
(a-c) Kurzzeit-Fourier-Transformation; (d-f) Wavelet-Transformation; (g-
i) Analyse der Nulldurchgänge; (j-l) Hilbert-Transformation



70 5. Anwendungsbeispiele
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Abb. 5.8: Relativer Fehler der offline Frequenzschätzung zweier Sinusschwingun-
gen: (links) ursprüngliches Signal; (Mitte) erste Ableitung; (rechts)
erste Mode mittels EMD; (a-c) Kurzzeit-Fourier-Transformation; (d-f)
Wavelet-Transformation; (g-i) Analyse der Nulldurchgänge; (j-l) Hilbert-
Transformation
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Ergebnisse der online Verfahren zeigt.

Abbildung 5.8 und Abbildung 5.10 zeigen den relativen Fehler der einzelnen Schätzmetho-
de, wobei in Abbildung 5.8 die relativen Fehler der offline Verfahren aus Abbildung 5.7
dargestellt sind und Abbildung 5.10 die relativen Fehler der online Methoden aus Ab-
bildung 5.9 zeigt. Als erwartende Frequenz ωs wurde die größer der beiden Frequenzen
herangezogen, es gilt somit ωs = ω1 = 1.31 rad/s.

In der ersten Spalte in Abbildung 5.7 sind die Resultate der offline Verfahren des ori-
ginal Signals y(t) dargestellt. Das analysierte Signal y(t) besitzt zwei Frequenzen ω1 =
1.31 rad/s und ω2 = 0.126 rad/s. Bei der STFT in Abbildung 5.7 a und der Wavelet-
Transformation in Abbildung 5.7 d ist zumindest die höhere Frequenzkomponente ersicht-
lich. Auch die kleiner Frequenzkomponente lässt sich in beiden Fällen zumindest erahnen.

Das Ergebnis der Analyse der Nulldurchgänge ist in Abbildung 5.7 g dargestellt. Da dieses
Verfahren die Nulldurchgänge als frequenzbestimmende Größe heranzieht, sind überlager-
te Signale mit unterschiedlichen Frequenz, wie in Abbildung 5.6 a, nicht korrekt analysier-
bar. Dies zeigt sich auch im relativen Fehler im Bereich ±70 % in Abbildung 5.8 g. Auch
Verfahren auf Basis der Hilbert-Transformation, wie in Abbildung 5.7 j, zeigen Schwierig-
keiten mit mehren Frequenzen. Bei Signalen mit gleicher Amplitude aber unterschiedlicher
Frequenz wird, wie in Kapitel 2.2 gezeigt, die mittlere Frequenz ω1+ω2

2 = 0.718 rad/s er-
mittelt.

Ähnlich zu den beiden Verfahren, zeigen auch die online Verfahren in der linken Spalte
in Abbildung 5.9 Schwierigkeiten mit Signalen mit mehreren Frequenzen. Grund dafür ist
zumeist der Trend des Signals. Bezieht man das Signal auf die Frequenz ω1 ist das Signal
nicht mittelwertfrei und somit auf die meisten Methoden nicht anwendbar.

Bessere Ergebnisse werden jedoch erzielt wenn das Signal im Vorfeld aufbereitet wird.
Die mittlere Spalte in Abbildung 5.7 und Abbildung 5.9 zeigen die Resultate der Schätz-
methoden nach Ableitung des Signals y(t). Der relative Fehler ε der offline Methoden in
der mittleren Spalte der Abbildung 5.8 reduzierte sich auf einen Bereich von ±10 %. Bei
den online Verfahren liegt der relative Schätzfehler ε im Bereich ±5 % (siehe mittleren
Spalte Abbildung 5.10). Ausnahme ist steigungsbasierte Analyse in Abbildung 5.9 b, da
der Schätzfehler stark von Änderungen der Amplitude abhängig ist.

Noch bessere Ergebnisse können erzielt werden wenn das Signal y(t) mittels EMD in seine
Signalkomponenten zerlegt wird. Wie in Abbildung 5.6 c enthält die erste Mode nur ein
Verhalten der höheren Frequenzkomponente. Dies zeigt sich auch in den Resultaten in der
rechten Spalte der Abbildung 5.7 und Abbildung 5.9. Der relative Fehler der online Analy-
severfahren in der rechten Spalte der Abbildung 5.10 sowie bei der Hilbert-Transformation
in Abbildung 5.8 l ist deutlich unter ±1 %.
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Abb. 5.9: Online Frequenzschätzung zweier Sinusschwingungen: (links) ursprüngli-
ches Signal; (Mitte) erste Ableitung; (rechts) erste Mode mittels EMD;
(a-c) Steigungsbasierte Analyse (SB); (d-f) Energieoperator (DESA-1a);
(g-i) Auto-regressive Frequenzschätzung (AR); (j-l) Kalman-Filter (EKF)
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Abb. 5.10: Relativer Fehler der online Frequenzschätzung zweier Sinusschwingun-
gen: (links) ursprüngliches Signal; (Mitte) erste Ableitung; (rechts) erste
Mode mittels EMD; (a-c) Steigungsbasierte Analyse (SB); (d-f) Ener-
gieoperator (DESA-1a); (g-i) Auto-regressive Frequenzschätzung (AR);
(j-l) Kalman-Filter (EKF)
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Dieses Beispiel hat gezeigt, dass mit Ausnahme der klassischen STFT und Wavelet-
Transformation sämtliche Methoden Schwierigkeiten zeigen die Frequenz eines Signals mit
mehreren Frequenzkomponenten zu bestimmen. Eine Aufbereitung des Signals im Vorfeld
ist somit eine Notwendigkeit, um gültige Ergebnisse zu erhalten. Mit der Analyse des ab-
geleiteten Signals werden im Vergleich bessere Ergebnisse erzielt. Unsicherheiten aufgrund
der zweiten Frequenzkomponente sind jedoch immer noch vorhanden. Die Zerlegung des
Signals in seine Frequenzkomponenten mittels EMD erzielt die besten Resultate. In Kom-
bination mit der Hilbert-Transformation bzw. mit der DESA lässt sich die Frequenz der
höheren Frequenz eindeutig bestimmten. Da in Anwendung auf die Co-Simulation nur
die Information der höchsten Frequenzkomponenten relevant ist, genügt die Analyse der
ersten ermittelten Mode der EMD, falls keine Unstetigkeiten im Trend existieren.
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5.3 Schwingung mit linearem Trend

Es wurde an den vorherigen Beispielen das Verhalten der Methoden zur Schätzung der
Momentanfrequenz an einem Signal mit unterschiedlichen Frequenzverhalten und an ei-
nem Signal mit mehreren Frequenzkomponenten gezeigt. An einem dritten Beispiel soll
das Verhalten an einem nicht-stationären Signal gezeigt werden. Dabei handelt es sich
um eine Schwingung mit konstanter Frequenz und einem linear steigenden bzw. fallenden
Trend.

y(t) =
{

0.25 sin(ω1t) + 0.1 t+ 2 , für 0 ≤ t < 50 s
0.25 sin(ω1t)− 0.1 t+ 2 , für 50 s ≤ t < 100 s (5.5)

Es werden zusätzlich zu dem Signal y(t) mit der konstanten Frequenz von ω1 = 1 rad/s
die erste Ableitung ẏ(t) und die erste Mode des Signals c1(t) betrachtet. Daraus ergeben
sich drei Signale, die auf ihre Frequenz untersucht werden:

• das originale Signal y(t)

• die erste Ableitung ẏ(t)

• die erste Mode c1(t) des Signals y(t)

Die Verläufe der Signale sind in Abbildung 5.11 dargestellt. Abbildung 5.11 a zeigt das
ursprüngliche Signale. Der unterlagerte Trend des Signals beginnt bei 2V und steigt li-
near auf 7V bei t = 50 s. Anschließend sinkt der Trend wieder mit gleicher, negativer
Steigung. Dem Trend ist eine sinusförmige Schwingung mit einer Frequenz ω1 = 1 rad/s
und einer Amplitude von 0.25V überlagert. In der Abbildung 5.11 b ist die Ableitung des
Signals ẏ(t) dargestellt. Die Ableitung des linearen Trends verursacht einen Offset des
Signals, der bei t = 50 s von 0.1V/s auf −0.1V/s springt. Die erste Mode der EMD ist
in Abbildung 5.11 c dargestellt.
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Abb. 5.11: Schwingung mit linearem Trend: (a) ursprüngliches Signal; (b) erste Ab-
leitung; (c) erste Mode mittels EMD
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Abb. 5.12: Offline Frequenzschätzung der Schwingung mit linearem Trend: (links)
ursprüngliches Signal; (Mitte) erste Ableitung; (rechts) erste Mode
mittels EMD; (a-c) Kurzzeit-Fourier-Transformation; (d-f) Wavelet-
Transformation; (g-i) Analyse der Nulldurchgänge; (j-l) Hilbert-
Transformation
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Abb. 5.13: Relativer Fehler der offline Frequenzschätzung einer Schwingung mit
linearem Trend: (links) ursprüngliches Signal; (Mitte) erste Ab-
leitung; (rechts) erste Mode mittels EMD; (a-c) Kurzzeit-Fourier-
Transformation; (d-f) Wavelet-Transformation; (g-i) Analyse der Null-
durchgänge; (j-l) Hilbert-Transformation
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Die Resultate der Frequenzschätzung sind in Abbildung 5.12 und Abbildung 5.14 darge-
stellt, wobei die offline Verfahren in Abbildung 5.12 und die Verfahren der online Fre-
quenzschätzung in Abbildung 5.14 gezeigt werden.

Die relativen Fehler ε(t) der Frequenzschätzmethoden sind in Abbildung 5.13 und Ab-
bildung 5.15 dargestellt, wobei die Schätzfehler der offline Analysemethoden aus Abbil-
dung 5.12 in Abbildung 5.13 aufgetragen sind. Abbildung 5.15 zeigt die relativen Fehler
der online Momentanfrequenzschätzer aus Abbildung 5.14.

Die Ergebnisse der Analyse des originalen Signals y(t) sind in der ersten Spalte der Ab-
bildung 5.12 und Abbildung 5.14 dargestellt. Die Frequenz ω1 der Schwingung y(t) ist
selbst mit den klassischen Analysemethode, der STFT, in Abbildung 5.12 a bzw. mit
der Wavelet-Transformation in Abbildung 5.12 d kaum zu erkennen. Da aufgrund des
Trends das Signal keine Nulldurchgänge aufweist, ist die Schätzung der Frequenz auf
Basis der Nulldurchgänge sinnfrei (siehe Abbildung 5.12 g). Das Ergebnis der Hilbert-
Transformation in Abbildung 5.12 j ist ebenso bedeutungslos, da zur Bildung des benö-
tigten analytischen Signals die Mittelwertfreiheit von y(t) Voraussetzung ist. Ähnliche
Verhalten zeigen die Ergebnisse der online Analysemethoden in der linken Spalte der Ab-
bildung 5.14. Die steigungsbasierte Analyse in Abbildung 5.14 a und die Analyse mittels
Energieoperator in Abbildung 5.14 d normieren die Ergebnisse mit dem Signal, wodurch
ein großer Offset bzw. ein steigender Trend zu starken Verfälschungen führt. Auch die
Analyse mit Hilfe des auto-regressiven Filters in Abbildung 5.14 g bzw. die Schätzung der
Frequenz mittels EKF in Abbildung 5.14 j liefern keine brauchbaren Resultate. Dies zeigt
sich auch den relativen Fehlern in linken Spalte der Abbildung 5.13 und Abbildung 5.15.

Die Untersuchung der Frequenz des abgeleiteten Signals ẏ(t) in der mittleren Spalte in
Abbildung 5.12 und Abbildung 5.14 zeigen zwar bessere Ergebnisse als die Analyse des
ursprünglichen Signals y(t). Dennoch ist der relative Fehler ε(t) in der mittleren Spalte der
Abbildung 5.13 und Abbildung 5.15 größer als ±20 %. Diese Unsicherheit rührt Großteils
immer noch von dem im Signal vorhandenen Offset her, der trotz Ableitung im Signal
verbleibt. Lediglich die Schätzung mittels EKF in Abbildung 5.14 k zeigt eine konstante
Frequenz und einen relativen Fehler ε(t) in Abbildung 5.15 k der gegen Null strebt. Grund
dafür ist die Berücksichtigung des Offsets im Modell des Filters.

Die Ergebnisse der Untersuchung der ersten Mode des Signals c1(t) sind in der dritten
Spalte der Abbildung 5.12 und Abbildung 5.14 aufgetragen. Die relativen Fehler der online
Schätzverfahren in der rechten Spalte der Abbildung 5.15 sowie der relative Fehler ε der
Analyse der Nulldurchgänge in Abbildung 5.13 i und der Hilbert-Transformation in Abbil-
dung 5.13 l liegen unter 10 % mit Ausnahme an den Grenzen des Beobachtungsintervalls
und um den Zeitpunkt t = 50 s. Die Unsicherheiten an den Intervallgrenzen sind durch
die Schätzung des Verhaltens am Rande durch die EMD verursacht. Die Unsicherheit bei
t = 50 s ist aufgrund der differentiellen Unstetigkeit durch den unterlagerten Trend.
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Abb. 5.14: Online Frequenzschätzung der Schwingung mit linearem Trend: (links)
ursprüngliches Signal; (Mitte) erste Ableitung; (rechts) erste Mode
mittels EMD; (a-c) Steigungsbasierte Analyse (SB); (d-f) Energieope-
rator (DESA-1a); (g-i) Auto-regressive Frequenzschätzung (AR); (j-l)
Kalman-Filter (EKF)
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(b) ẏ(t) mit SB

0 20 40 60 80 100
−20

−10

0

10

20
(c) c1(t) mit SB

0 20 40 60 80 100
−100

−50

0

50

100

ε
[%

]

(d) y(t) mit DESA-1a

0 20 40 60 80 100
−50

−25

0

25

50
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Abb. 5.15: Relativer Fehler der online Frequenzschätzung einer Schwingung mit li-
nearem Trend: (links) ursprüngliches Signal; (Mitte) erste Ableitung;
(rechts) erste Mode mittels EMD; (a-c) Steigungsbasierte Analyse (SB);
(d-f) Energieoperator (DESA-1a); (g-i) Auto-regressive Frequenzschät-
zung (AR); (j-l) Kalman-Filter (EKF)
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Die Aussage über die Momentanfrequenz von Signalen mit einem unterlagertem Trend
sind von den meisten Methoden nicht gültig, eine Aufbereitung des Signals ist somit not-
wendig. Anhand dieses Beispieles hat sich gezeigt, dass selbst die Bildung der Ableitung
nicht die gewünschten Ergebnisse erzielen, da der lineare Anteil des Trends als Offset im
Signal verbleibt. Dennoch kann die Analyse des abgeleiteten Signals aufgrund ihres gerin-
gen Mehraufwands als grobe Schätzung herangezogen werden. Um eine definitive Aussage
über die Frequenz treffen zu können, ist die Zerlegung des Signal in ihre Signalkompo-
nenten, z.B. mittels EMD, sinnvoll. Der nicht-stationäre Anteil des Trends fällt bei der
Zerlegung weg. Unstetigkeiten im Signal sind, sofern die EMD einsetzbar ist, auch in der
Mode ersichtlich.
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5.4 Co-Simulation eines Regelkreises

Im folgenden Abschnitt wird die Schätzung der Momentanfrequenz und deren Anwen-
dung an einem Co-Simulation Beispiel mit zwei Teilsystemen, welche sequentiell und
nicht-iterativ gekoppelt werden, gezeigt. Ausgangspunkt des Beispiels ist ein Standard-
regelkreis mit einer Strecke P (s) und einem Regler R(s), wie in Abbildung 5.16 dargestellt.

r(t)
+
−

R(s)
u(t)

P (s)
y(t)

Abbildung 5.16: Schematische Darstellung eines Standardregelkreises

Das Ausgangssignal y(t) der Strecke P (s) wird zurückgeführt und bildet, als Differenz
mit dem Referenzsignal r(t), die Eingangsgröße für den Regler R(s). Die Stellgröße u(t)
des Regelkreises wird der Strecke P (s) als Eingangsgröße zur Verfügung gestellt. Die
Übertragungsfunktionen der beiden Systeme sind mit

P (s) = 1
(s+ 0.2)(s+ 1) und R(s) = s+ 1

s
(5.6)

angenommen. Die resultierende Übertragungsfunktion des geschlossenen Kreises T (s) er-
gibt sich wie folgt:

T (s) = P (s)R(s)
1 + P (s)R(s) = 1

s2 + 0.2s+ 1 . (5.7)

Es handelt sich dabei um ein schwingungsfähiges System 2.Ordnung, mit einer Frequenz
ω = 1 rad/s. Der Regelkreis wird, wie in Abbildung 5.17, in zwei Teilsysteme aufgeteilt,
wobei die Strecke P (s) das Teilmodell S2 mit der Stellgröße des Reglers u(t) als Eingangs-
signal und der Ausgangsgröße y(t) darstellt. Der Regler stellt mit der Rückkopplung das
Teilsystem S1 mit der Eingangsgröße y(t) und der Ausgangsgröße u(t) dar.

Teilsystem S1

r(t)
+− R(s)

u(t)

Teilsystem S2

P (s)
y(t)

Extrapolations-
Technik, Zoh

T∆

ŷ(t) y(t)

Abbildung 5.17: Schematische Darstellung der Kopplung der Teilmodelle

Das Teilsystem S1 (Regler) wird in der Simulationsabfolge zuerst gerechnet, wodurch die
Extrapolation der Ausgangsgröße y(t) notwendig ist. Diese wird mittels Zoh über die
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Koppelschrittweite T∆ geschätzt.
Die aus der Co-Simulation resultierende Sprungantwort y(t) ist mit unterschiedlichen
Koppelschrittweiten T∆ = [0.02 s, 0.05 s, 0.1 s] in Abbildung 5.18 dargestellt. Es ergeben
sich für unterschiedliche T∆ Unterschiede in den Simulationsergebnissen, wobei die Ein-
stellungen der einzelnen Teilsysteme unverändert sind.
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Abbildung 5.18: Sprungantwort des Regelkreises bei unterschiedlichen Koppel-
schrittweiten: T∆ = 0.02 s; T∆ = 0.05 s;
T∆ = 0.1 s

Zu Beginn der Simulation ist die Stellgröße u(t) und die Ausgangsgröße y(t) gleich Null.
Bei t = 10 s wird ein Sprung auf das System geschaltet, wobei der Regler R(s) versucht
die Position nachzuführen. In Abhängigkeit der gewählten Koppelschrittweiten T∆ stellt
sich nach endlicher Zeit ein stationärer Wert am Ausgang ein. Im Verlauf der Sprun-
gantwort y(t) in Abbildung 5.18 nimmt die Amplitude der Schwingung mit steigender
Koppelschrittweite T∆ zu.
Es zeigt sich, dass die Wahl der Koppelschrittweite T∆ einen direkten Einfluss auf das
Ergebnis y(t) hat. Ist die Schrittweite klein genug gewählt, entspricht das Ergebnis dem
Resultat der Mono-Simulation1. Mit Hilfe der Momentanfrequenzschätzung soll nun ge-
zeigt werden, welche der Ergebnisse gültig sind. Da das Koppelsignal y(t) einer abklin-
genden Schwingung mit Offset entspricht, wird vor der Analyse der Frequenz die erste
Mode c1(t) des Signals mittels EMD bestimmt. Die Mode c1(t) der Sprungantwort ist in
Abbildung 5.19 dargestellt.
Abbildung 5.20 zeigt den Verlauf der Momentanfrequenz der ersten Mode c1(t) der Kop-
pelgröße. Beim Sprung wird eine hohe Frequenz identifiziert und anschließend stellt sich
eine konstante Frequenz von ω(t) = 1 rad/s ein. Bis zum Sprung bei t = 10 s sollte keine
Frequenz identifiziert werden, da das Signal y(t) bis zu diesem Zeitpunkt Null ist. Durch
die Verwendung der EMD wird jedoch eine langsame Schwingung in die Mode interpre-
tiert. Diese Tatsache ist jedoch nicht weiter problematisch, da die detektierte Frequenz
im Verhältnis zur Signalfrequenz klein ist.
Auf der rechten Seite der Abbildung 5.20 befindet sich eine zusätzliche Skalierung der
Ordinate. Diese repräsentiert die maximale Koppelschrittweiten nach Tabelle 2.1 aus Ka-

1Die Mono-Simulation ist die geschlossene Simulation eines geschlossenen Modells (siehe Abbil-
dung 2.1).
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Abbildung 5.19: Verlauf der ersten Mode des Ausgangssignals des Regelkreises:
T∆ = 0.02 s; T∆ = 0.05 s; T∆ = 0.1 s
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Abbildung 5.20: Momentanfrequenz und korrespondierende Koppelschrittweite

pitel 2.1.2, wonach sich die maximal zulässige Koppelschrittweite T∆ in Abhängigkeit
der Momentanfrequenz ω(t) und der Art der Kopplung angeben lässt [2]. Anhand dieses
Beispiels mit einer Kopplung mittels Zoh ergibt sich, dass

ω(t)T∆ ≤ 0.05 bzw. T∆ ≤
0.05
ω(t) (5.8)

gelten muss, um die Gültigkeit der Ergebnisse der Kopplung einer Co-Simulation zu ge-
währleisten. Mit dieser Kenntnis zeigt sich deutlich, dass eine Kopplung mit T∆ = 0.1 s
eine maximal zulässige Frequenz von ω = 0.5 rad/s zulässt, wonach bei einer Signal-
frequenz von ω(t) = 1 rad/s die Koppelschrittweite zu groß gewählt wurde. Die daraus
resultierende überhöhte Amplitude der Schwingung lässt sich mit der durch das Extrapo-
laktionsfilter verursachten Totzeit erklären.

Die maximal zulässige Frequenz ω = 2.5 rad/s bei einer Koppelschrittweite T∆ = 0.02 s
liegt deutlich über der detektierten Frequenz ω(t). Es zeigt sich, dass die Ergebnisse der
Co-Simulation mit dieser Koppelschrittweite der Mono-Simulation entspricht und somit
ein gültiges Ergebnis liefert.

Anders als bei T∆ = 0.1 s und T∆ = 0.02 s liegt die Koppelschrittweite T∆ = 0.05 s exakt
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auf Grenze der Ungleichung (5.8). Jedoch entspricht das Ergebnis nicht dem Resultat der
Mono-Simulation. Grund dafür ist, dass eine einmalige Frequenzüberhöhung, wie beim
Sprung bei t = 10 s einen Fehler verursacht, der sich mit dieser Art der Kopplung nicht
kompensieren lässt. Abhilfe kann hier ein Verfahren zur Fehlerkompensation schaffen [2].





Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Im abschließenden Kapitel wird die Momentanfrequenzschätzung als Evaluierungsmög-
lichkeit der Kopplung einer Co-Simulation und dessen notwendige Herangehensweise zu-
sammengefasst und zusätzlich wird ein Ausblick auf mögliche aufbauende Arbeiten gege-
ben.

6.1 Zusammenfassung

Die Co-Simulation ist ein Simulationsansatz, welcher aufgrund der unzähligen Anwen-
dungsmöglichkeiten immer mehr an Bedeutung gewinnt. Die Kombination von verschiede-
nen Simulationswerkzeugen ermöglicht es auch, große und komplexe Aufgabenstellungen
lösen zu können. Es zeigt sich, insbesondere bei der nicht-iterativen Co-Simulation, dass
die Wahl der Koppelschrittweiten T∆ durchaus eine Herausforderung darstellt. Die Mo-
mentanfrequenzschätzung wird aufbauend darauf als Evaluierungsmöglichkeit der Kop-
pelschrittweite verwendet. In dieser Arbeit wurden verschiedene Methoden zum Schätzen
der Momentanfrequenz gezeigt. Diese setzen in den meisten Fällen stationäre mittelwert-
freie Signale voraus, weshalb zusätzlich Verfahren betrachtet wurden, die es ermöglichen
auch nicht-stationäre Signale zu analysieren.

6.2 Schlussfolgerung

Für die Evaluierung der Kopplung einer Co-Simulation während der Laufzeit bieten sich
einfache signalbasierte Methoden zur Schätzung der Momentanfrequenz, wie z.B. Schät-
zung mittels Teager-Kaiser Energieoperator oder die steigungsbasierte Analyse, an. Diese
Methoden zeigen ihre größte Stärke darin, dass sie nur eine geringe Anzahl an Stützstellen
benötigen, um eine Aussage über die aktuelle Frequenz des Signals zu geben. Sie setzen
jedoch ein im weiteren Sinne stationäres und mittelwertfreies Signal voraus. Diese Annah-
me trifft jedoch in der Regel nicht auf Simulationsergebnisse und somit auf Koppelsignale
zu, wodurch ihr Einsatz nur eingeschränkt möglich ist.
Abhilfe für diese Einschränkung bietet zum einen die lokale Ableitung des Signals vor der
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Analyse, wodurch der Offset des Signals verschwindet, der nicht-stationäre Anteil bleibt
jedoch in der Regel bestehen.
Eine weiter Möglichkeit stellt die Anwendung der EMD dar. Sie zerlegt ein Signal in ih-
re Komponenten, in sogenannte Moden, die stationär und mittelwertfrei sind. Mit der
Anwendung der EMD ist es somit zu Gänze möglich, nicht-stationäre Signale zu analy-
sieren. In ihrer ursprünglichen Form benötigt die EMD jedoch das gesamte Signal für die
Ermittlung der Moden, wodurch der große Vorteil von online Schätzmethoden verloren
geht.
In dieser Arbeit wurde eine Möglichkeit aufgezeigt, die EMD stetig und stückweise zu
berechnen. Es ist lediglich ein Signalfenster über die letzten vier Extremwerte notwendig,
um eine Mode zu ermitteln. Mit diesem Ansatz ist es während der Laufzeit möglich ein
stationäres und mittelwertfreies Signal zu erhalten und daraus mit Hilfe von einfachen
Schätzmethoden eine Aussage über die Momentanfrequenz zu treffen.
Es wurde bei den Untersuchungen in dieser Arbeit von rauschfreien Signalen ausgegangen.
Dieser Ansatz ist durchaus legitim, da im Zusammenhang der Co-Simulation Rauschen
als zu übertragendes Informationssignal interpretiert werden kann. Ist jedoch Rauschen
unerwünscht, wäre eine vorab Filterung bzw. der Einsatz modellbasierter Schätzmethoden
(z.B.: EKF) den signalbasierten Methoden vorzuziehen, da diese Methode das Rauschen
bei der Ermittlung der Momentanfrequenz berücksichtigen können.

6.3 Ausblick

Die Momentanfrequenz bietet unabhängig von den Teilmodellen der Co-Simulation eine
Möglichkeit eine Aussage über die Gültigkeit der Koppelschrittweite zu treffen. Ist die
Koppelschrittweite im Bezug auf die Frequenz zu groß gewählt, lässt sich dies mit der
Momentanfrequenz in Erfahrung bringen. Mit der Analyse der Momentanfrequenz ist es
jedoch nicht möglich die Auswirkungen einer zu groß gewählten Koppelschrittweite bzw.
die Auswirkungen zu hoher Frequenzen im System zu ermitteln, da dies Systemwissen
der Teilmodelle voraussetzt und die Schätzung der Momentanfrequenz nur auf Basis des
Koppelsignals fungiert. Dies bedeutet, dass hohen Frequenzen nicht zwangsläufig zu Kop-
pelfehlern und somit zu Fehlern in der Simulation führen müssen. Um dies in Erfahrung
zu bringen müssten die dynamischen Eigenschaften des nachfolgenden bzw. des gesamten
Systems untersucht werden.



Anhang A

Ergänzende mathematische
Zusammenhänge

A.1 Analytische Berechnung der Momentanfrequenz

Im folgenden Abschnitt wird die analytische Berechnung der Momentanfrequenz eines
zeitkontinuierlichen Signals bestehend aus zwei Schwingungen mit unterschiedlicher Fre-
quenz nach der Definition von Ville (2.8) erläutert.

y(t) = cos(ω1t) + cos(ω2t)
= cos

(
ω1t+ 1

2 ω2t− 1
2 ω2t

)
+ cos

(
ω2t+ 1

2 ω1t− 1
2 ω1t

)
= cos

(
ω1+ω2

2 t+ ω1−ω2
2 t

)
+ cos

(
ω1+ω2

2 t− ω1−ω2
2 t

) (A.1)

Durch Anwendung des Summensatzes cos(a + b) = cos(a) cos(b) − sin(a) sin(b) kommt
man auf die Form

y(t) = cos
(
ω1+ω2

2 t
)

cos
(
ω1−ω2

2 t
)
− sin

(
ω1+ω2

2 t
)

sin
(
ω1−ω2

2 t
)

+ cos
(
ω1+ω2

2 t
)

cos
(
−ω1−ω2

2 t
)
− sin

(
ω1+ω2

2 t
)

sin
(
−ω1−ω2

2 t
)

= 2 cos
(
ω1+ω2

2 t
)

cos
(
ω1−ω2

2 t
)
.

(A.2)

Äquivalent dazu gilt für σ(t) = H {s(t)}

σ(t) = sin (ω1t) + sin (ω2t) = 2 sin
(
ω1+ω2

2 t
)

cos
(
ω1−ω2

2 t
)
. (A.3)

Der Phasenwinkel ergibt sich aus dem Arkustangens der Hilbert-Transformierten σ(t)
durch das Signal y(t), wie folgt:

φ(t) = arg (s(t) + jσ(t)) = arctan
 sin

(
ω1+ω2

2 t

)
cos
(
ω1+ω2

2 t

) = ω1 + ω2

2 t (A.4)
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Nach der Ableitung des Phasenwinkels φ(t) ergibt sich für die Frequenz zweier Sinus-
schwingungen mit unterschiedlicher Frequenz die mittlere Frequenz der beiden Frequenzen
ω = ω1+ω2

2 .

A.2 Herleitung der Zeit-Frequenz Unschärferelation

Im folgenden Abschnitt wird die Herleitung der Unschärferelation zwischen der zeitli-
chen Auflösung ∆t und der Frequenzauflösung ∆ω gezeigt [27]. Mit dem Zusammenhang
w(t) d tW (f) und der Bandbreite des Fourierspektrums ∆2

f und der Zeitdauer eines
Energiesignals ∆2

t ergibt sich

∆2
t∆2

f =
∞∫
−∞

t2
|w(t)|2

||w(t)||2
dt

∞∫
−∞

f 2 |W (f)|2

||W (f)||2
df. (A.5)

Wobei gilt, dass 1
j2π

d
dt
x(t) d t fX(f) ist. Mit dem Satz von Parseval

∞∫
−∞
|x(t)|2 dt =

∞∫
−∞
|X(f)|2 df = E, wonach die Energie E sowohl im Frequenzbereich als auch im Zeitbe-

reich gleich ist.

∆2
t∆2

f = 1
4π2E2

∞∫
−∞

t2 |w(t)|2 dt
∞∫
−∞

∣∣∣∣∣ ddtw(t)
∣∣∣∣∣
2

dt

≥ 1
4π2E2

∣∣∣∣∣∣
∞∫
−∞

(
t2w(t)

) ( d
dt
w(t)dt

)∣∣∣∣∣∣
2 (A.6)

Durch die Schwarze-Regel, die besagt, dass |
b∫
−a
x(t)y∗(t)dt |2 ≤

b∫
a
|x(t)|2 dt

b∫
a
|y(t)|2 dt ist,

ergibt sich die Ungleichung in (A.6). Anschließend werden die Fensterfunktionen zusam-
mengeführt und die Gleichung partiell integriert.

∆2
t∆2

f ≥
1

4π2E2

∣∣∣∣∣∣
∞∫
−∞

t2
1
2
d

dt
w2(t)dt
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2

≥ 1
16π2E2

 t w(t)2
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−∞︸ ︷︷ ︸

0

−
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−∞

w(t)2dt
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E

2

= 1
16π2

(A.7)

Der erste Teil der partiellen Integration in (A.7) fällt aufgrund der geraden Fensterfunktion
w(t) weg. Das verbleibende Integral entspricht der Energie des Signals E. Bei anschlie-
ßenden ziehen der Wurzel ergibt sich für die Relation

∆t∆f ≥
1

4π bzw. ∆t∆ω ≥
1
2 . (A.8)
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Es wurde somit gezeigt, dass die günstigste Relation, die erreicht werden kann, ∆t∆ω = 0.5
beträgt.

A.3 Herleitung des diskreten Teager-Kaiser Energie-
operators

Der Teager-Kaiser Energieoperator liefert eine der Energie des Signales proportionales
Ergebnis [47, 48]. Im zeitdiskreten Fall mit äquidistanten Abtastzeitschritten t = kT wird
für die Berechnung des Energieoperators Ψd die Stützstelle y[k] und dessen benachbarten
Samples y[k−1] und y[k+1] benötigt. Für die Überlegungen wird ein sinusförmiges Signal

y[k] = A cos(kΩ + ϕ) (A.9)

mit einer konstanten Amplitude A, einer konstanten Frequenz Ω und einer Phasenver-
schiebung ϕ angenommen. Wobei die Frequenz Ω mit der Abtastzeit T normiert ist.

y[k + 1] = A cos([k + 1]Ω + ϕ)
y[k − 1] = A cos([k − 1]Ω + ϕ)

(A.10)

Der Ansatz des diskreten Energieoperators ist analog zum zeitkontinuierlichen Operator
Ψc aus (3.52) in Kapitel 3.2.2.

Ψ{y[k]} = y2[k]− y[k − 1]y[k + 1]
= A2 cos2(kΩ + ϕ)− A2 cos((k − 1)Ω + ϕ) cos((k + 1)Ω + ϕ)

(A.11)

Der Ausdruck

y[k − 1]y[k + 1] = A2 cos([k − 1]Ω + ϕ) cos([k + 1]Ω + ϕ) (A.12)

lässt sich mit Hilfe des Summensatzes cos(a + b) cos(a − b) = 1
2(cos(2a) + cos(2b)) und

cos(2a) = 1− 2 sin2(a) umformen auf

y[k − 1]y[k + 1] = A2 1
2 (cos(2kΩ + 2ϕ) + cos(2Ω))

= A2 1
2
(
1− 2 sin2(kΩ + ϕ) + 1− 2 sin2(Ω)

)
= A2 cos2(kΩ + ϕ)− A2 sin2(Ω).

(A.13)

Eingesetzt in den diskreten Energieoperator ergibt sich für diesen der Zusammenhang
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zwischen Amplitude A und Frequenz Q.

Ψ{x[n]} = x2[n]− x[n− 1]x[n+ 1]
= A2 cos2(nΩ + ϕ)−

(
A2 cos2(nΩ + ϕ)− A2 sin2(Ω)

)
= A2 sin2(Ω) ≈ A2Ω2.

(A.14)

Zusammengefasst ergibt sich der zeitdiskrete Teager-Kaiser Energieoperator aus der Stütz-
stelle y[k] und dessen benachbarten Stützstellen y[k − 1] und y[k + 1]. Es werden somit
zur Berechnung der Energie zu einem Zeitpunkt k nur drei Stützstellen benötigt.

Ψd{x[n]} = x2[n]− x[n+ 1]x[n− 1] = A2 sin2(Ω) ≈ A2Ω2 (A.15)

Der diskrete Energieoperator Ψd {:} kann mit der Energie A2Ω2 angenähert werden, so-
lange die Abtastrate um das achtfache größer ist als die auftretende Frequenz des Signals
[48].
Für die generelle Betrachtung des Energieoperators im zeitdiskreten Fall gilt:

Γd,n {x[k]} = x[k]x[k + n− 2]− x[k − 1]x[k + n− 1]. (A.16)

A.3.1 Zeitdiskrete Analyse mit konstanter Frequenz und Am-
plitude

Für die Berechnung der Momentanfrequenz im zeitdiskreten Fall wird von einem Signal
y[k] = A cos(kΩ+ϕ) mit einer konstanten Amplitude A und konstanter Frequenz Ω ausge-
gangen [65]. Analog zum zeitkontinuierlichen Signal aus (3.52) wird anstatt der zeitlichen
Ableitung der Energieoperator auf die Differenz Ψd{y[k]− y[k − 1]} angewandt. Mit Zu-
hilfenahme des mathematischen Zusammenhangs cos(a) − cos(b) = 2 sin

(
a+b

2

)
sin

(
a−b

2

)
erhält man die Differenz y[k] − y[k − 1] zweier sinusförmiger Größen gleicher und kon-
stanter Frequenz Ω und Amplitude A. Diese ist wiederum ein sinusförmiges Signal mit
konstanter Amplitude Ã und Frequenz.

y[k]− y[k − 1] = A cos(kΩ + ϕ)− A cos([k − 1]Ω + ϕ)
= 2A sin

(
kΩ + ϕ− Ω

2

)
sin

(
Ω
2

)
= Ã sin(kΩ + ϕ)

(A.17)

Es ergibt sich daraus für den diskreten Operator Ψd{y[k] − y[k − 1]} ein sinusförmiges
Signal nach (A.15)

Ψd{y[k]− y[k − 1]} = Ã2 sin2 (Ω) = 4A2 sin2
(

1
2 Ω

)
sin2 (Ω) . (A.18)

Anschließend wird der Term Ψd{y[k]−y[k−1]} mit dem Energieoperator Ψd{y[k]} durch
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dividiert.
Ψd{y[k]− y[k − 1]}

2Ψd{y[k]} =
4A2 sin2

(
1
2 Ω

)
sin2 (Ω)

2A2 sin(Ω) = 2 sin2
(

1
2 Ω

)
(A.19)

Die Frequenz Ωc ergibt sich danach mit dem mathematischen Zusammenhang 2 sin2
(
a
2

)
=

1− cos(a) schließlich zu

Ωc = arccos
(

1− Ψd {y[k]− y[k − 1]}
2Ψd {y[k]}

)
. (A.20)

Die Amplitude A ergibt sich aus (A.15) und (A.20) zu

|A| =

√√√√Ψd {y[k]}
sin2 (Ωc)

. (A.21)

Damit ergibt sich ein Schätzung der Frequenz mittels Discrete Time Energy Separation
Alorithm, in der Literatur wird dieser Formalismus als 1DESA-1a bezeichnet.
Um eine symmetrische Differenz zu bilden wird der Mittelwert aus Ψd {y[k]− y[k − 1]}
und Ψd {y[k + 1]− y[k]} gebildet, es ergibt sich daraus die DESA-1.

Ω[k] ≈ arccos
(

1− Ψd {y[k]− y[k − 1]}+ Ψd {y[k + 1]− y[k]}
4Ψd {y[k]}

)
(A.22)

Eine weitere Möglichkeit die Ableitung ẏ(t) mittels symmetrischer Differenz abzuschätzen
ist, im Gegensatz zu DESA-1, die Bildung des Mittelwerts der Steigungen des Samples
y[k] bevor der Energieoperator angewandt wird. Die daraus ergeben Abschätzung der
Momentanfrequenz wird als DESA-2 bezeichnet.

Ω[k] ≈ 1
2 arccos

(
1− Ψd {y[k + 1]− y[k − 1]}

2Ψd {y[k]}

)
(A.23)

A.4 Kubische hermitesche Splines

Im folgenden Abschnitt wird näher auf die Bedeutung und Herleitung der hermiten ku-
bischen Splines eingegangen. Ausgangspunkt der Betrachtung ist folgende Gleichung:

yS(τ) = 3Tkτ 2 − 2τ 3

T 3
k

yk+1︸ ︷︷ ︸
p1(τ)

+ T 3
k − 3Tkτ 2 + 2τ 3

T 3
k

yk︸ ︷︷ ︸
p2(τ)

+ τ 2(τ − Tk)
T 2
k

dk+1︸ ︷︷ ︸
p3(τ)

+ τ(τ − Tk)2

T 2
k

dk︸ ︷︷ ︸
p4(τ)

.

(A.24)

1Die Ziffer bezeichnet den Grad der geschätzten Ableitung und der Buchstabe a steht für die Verwen-
dung der asymmetrische Differenz zur Schätzung der Ableitung.
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Die Gleichung (A.24) besteht aus vier Termen p1(τ) bis p4(τ), wobei jede für sich aus
einem Polynom 3. Ordnung basiert.

p1(τ)
p2(τ) yk+1

τ

p(τ)

0 Tk

0

yk

(a) Polynom p1(τ) und p2(τ)

p4(τ)

p3(τ)

dk

dk+1

τ

p(τ)

0 Tk

0

(b) Polynom p3(τ) und p4(τ)

Abbildung A.1: Darstellung der Polynome der hermitischen kubischen Splines: (a)
Definition des Endwerts yk + 1 und Anfangswerts yk; (b) Definition
der Steigung des Endwerts dk+1 und des Anfangswerts dk

Die Verläufe der einzelnen Polynome sind in Abbildung A.1 dargestellt. Der Definitions-
bereich der Polynome liegt zwischen τ = 0...Tk, wobei Tk = t(k + 1)− t(k) entspricht.

Tabelle A.1: Charakteristische Eigenschaften der vier kubischen Polynome von her-
miteschen Splines

i = 1..4 p1(τ) p2(τ) p3(τ) p4(τ)
pi(0) 0 yk 0 0
pi(Tk) yk+1 0 0 0
ṗi(0) 0 0 0 dk
ṗi(Tk) 0 0 dk+1 0

Die Koeffizienten der Polynome ergeben sich aus den Charakteristika der einzelnen Ver-
läufe. Jede der Kurve beschreibt eine fundamentale Eigenschaft des Splines. Während
p1(t) und p2(t) den Anfangs- bzw. den Endwert vorgeben, bestimmen p3(t) und p4(t) die
Steigung des Splines an den Intervallgrenzen. Die charakteristischen Eigenschaften zur
Bestimmung der Koeffizienten der Polynome sind in Tabelle A.1 aufgelistet.
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