L§ 11. Beurtheilung der Messungen beider Theile der Grundlinie. 43

§ 11. Beurtheilung der Messungen beider Theile -der Grundlinie.

Es konnen drei von einander getrennte Fehlerursachen auf die Be-
stimmung der Linge der Grundlinie einwirken, nimlich: Fehler in der Ver-
gleichung der Melsstangen unter einander; Fehler in der Bestimmung ihrer
Léinge, und endlich Fehler, welche bei der Messung der Grundlinie selbst
begangen worden sind. Es muls daher untersucht werden, wie grofs der
Einflufs einer jeden Fehlerursache auf die Linge der Grundlinie anzuschla-
gen ist.

Nach dem vorigen §. erhilt man, im Mittel aus den wiederholten Mes-
sungen, den Ausdruck des siidlichen Theils der Grundlinie wie folgt:

74 34 Th 34 73 14 73 2 4 329,473 — 92,2330 m? — 99,4171 m# — 92,7470 m — 95,5107 mv
den Ausdruck des nordlichen Theils:
77 3476 14 76 104+ 76 1+ 67,1573 — 95,“172 m! — 100,%499 m# — 94,593 m# — 97,4478 mwv

Setzt man zuerst in beiden Ausdriicken fiir N, A, A", A~ mach §. 1.
die Werthe L 4 o/, L+ 2" .... und fithrt dann fiir L seinen, aus der Ver-
gleichung der Melsstange Ve 1. mit der Toise gefundenen WVerth, nimlich

L — 172750062 — & 15405 ™
in die obigen Gleichungen ein, so erhilt man die Ausdriicke, welche den Ein-
flufls der Grélsen o, 2, 2", z~, m/, m’, n'”, m* auf die Lénge der beiden Theile
der Grundlinie ausdriicken, und zwar
fir den siidlichen Theil:
— 990 - Th 2 - T3 2l 4T3 v - 360,°577 m! — 99,2171 m# — 92,7470 m# — 95,°107 m;
fiir den nordlichen Theil:

— 998 2/ 76 2 + 76 2! 476 2 + 374,681 m! — 100,£499 m* — 94,7593 m" — 97,7478 m.

Der mittlere Fehler eines jeden Ausdruckes ist zugleich der mittlere
Fehler des zugehorigen Theils der Grundlinie, welcher aus der Vergleichung
der Mefsstangen unter einander hervorgegangen ist.

Der mittlere Fehler F eines solchen Ausdruckes wird aber aus dem
Gewicht P dieses Ausdruckes, und dem mittleren Fehler & der Vergleichung
der Mefsstangen unter einander gefunden wie folgt:

F:s‘/%,
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Da ¢ bereits bekannt und nach §. 4. = O,LOO432 ist, so kéommt es
blos darauf an, das Gewicht P eines jeden der obigen Ausdriicke zu suchen,
um den mittleren Fehler desselben bestimmen zu kénnen.

Wenn unbekannte Grilsen z, y, z .... durch Gleichungén, wie

(an) = (aa) x —+ (ab) y + (ac) z 4 ....
(bn) = (ab) x + (bb) y ~+ (be) z + ...
(en) = (ac) x + (be) y -+ (ce) z + ...

gegeben sind, und man das Gewicht P eines aus denselben zusammengesetz-

ten Ausdrucks
ax 4 By 4+ yz -4 ...

sucht, so findet man es durch die Formel

%: ad + BB -+ fyc—f-
in welcher 4, B, C .... Grilsen sind, die den folgenden Gleichungen Geniige
leisten, und aus denselben gefunden werden kénnen:
a = (aa). 4 + (ab) B + (ac) C + ....
B = (ab) 4 + (bb) B + (be) C + ....
v = (ac) A + (be) B + (ce) C + ....
.8 Wl M s W,

Im vorliegenden Fall lassen sich zur Bestimmung von 4, B, C'.... aus den
Gleichungen des §. 4. nach dem obigen Schema leicht die erforderlichen Glei-
chungen bilden; denn o ist der Coeffizient von 2/, 8 der Coeffizient von 2 etc.,
in den vorhin aus den Messungen der Grundlinie abgeleiteten Ausdriicken.

Auf diese Weise erhilt man fiir beide Theile der Grundlinie die fol-
genden beiden Systeme von Gleichungen :

—9220 = 84 — 881876 E ++ 310727 F + 297395 G + 297052 b : R
+ 74 = 8B + 293961 E — 932177 F + 297395 G + 297052 H = 4 76
+ 73 = 8C + 293961 £ + 3,10727 F — 892180 G + 297052 H — + 76
+ 73 8= 8D + 293961 E + 310727 F + 297355 G — 891152 H = + 76
+ 360,577 = — 11,7583 4 +-13,76481 £ — 4,64469 F — 4509390 G — 432496 H — -+ 374,618
— 99,171 =— 12,4200 B — 464469 & +15,29860 F' — 458980 G — 475987 H — — 100,499
— 92,470 =— 11,8957 C — 450930 £ — 4,58989 F +14,03738 G — 453502 H — — 94,593
— 95,107 =—11,8820 D — 432496 £ — 4,75987 F — 453592 G 1424174 H — — 97,478

Die erste Vertikalreihe bildet mit den Gréfsen rechts des Gleichheits-
zeichens, das System der Gleichungen fiir den siidlichen Theil der Grundlinie.
Die letzte Vertikalreihe, mit denselben Grofsen links des Gleichheitszeichens,
das System der Gleichungen fiir den nérdlichen Theil.
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Die Auflésungen beider Systeme von Gleichungen geben die VVerthe
A, B, C .... fiir beide Theile der Grundlinie wie folgt:

Fiir den siidlichen | Fiir den nordlichen
Theil. Theil.
—T g, | T N
Log. 4 = 0,13280 = 9,86564 — 10
. = 0,64220 = 0,64217
C = 0,84376 = 0,91196
D= 1,10464 ,, = 1,12342 ,
E = 1,73039 = 1,75986
Sl s 1,46459 = 1,50939
« s 1,50894 = 1,55995
& H= 1,27994 = 1,34048
Hiermit findet man: | % = 113007 ' 2 = 195137 I
und den mittleren Fehler: I = + 0,%459 | = + 0,%4s83 |

Dies sind die mittleren Fehler, welche lediglich aus der Vergleichung
der Mefsstangen unter einander fiir beide Theile der Grundlinie hervorgehen.
Es bleibt daher noch die Untersuchung iiber die beiden anderen Fehlerursa-
chen iibrig.

Der mittlere Fehler einer Vergleichung von L mit der Toise ist in
§ 8= 0,003748 gefunden worden. Da nun die Bestimmung von L aut
10 Messungen beruht, und der siidliche Theil der Grundlinie durch eine
294malige, der nérdliche durch eine 305malige Vervielfiltigung von L gemes-
sen wurde, so ist der mittlere Fehler, der aus der Vergleichung der Mefs-

stange J¥¢ I mit der Toise hervorgeht, fiir den siidlichen Theil der Grundlinie

— 4 0003748 = + 04349
e V1—0 ) — s

fir den nordlichen Theil der Grundlinie
305

= Tig * 000748 = & 0,362
Der dritte Einflufs, der zufilligen Fehler, die bei dem Messen der
Grundlinie selbst begangen wurden, kann nur nach den Unterschieden, wel-
che die wiederholten Messungen im vorigen §. ergeben haben, geschiitzt werden.
Fiir den siidlichen Theil der Grundlinie ist
fir die ersten 160 Stangen der Unterschied — 1,L207
- - zweiten 134 — - — = 0,138
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Man erhiilt daher das Quadrat des mittleren Fehlers, welcher bei ei-
ner Messung zu fiirchten ist
_ 294 {(1,207)2 4 (©.138)°
2 160 134
Da aber die Messung zweimal gemacht wurde, so ist dasselbe noch durch 2
‘zu dividiren. Man erhilt daher diesen mittleren Fehler des siidlichen Theils

der Grundlinie

204 294
=3 \/ gm (1,207)° + 52 (0,138)’§ =+ 0,%82

Fiir den nérdlichen Theil der Grundlinie ist ;
fiir die ersten 160 Stangen der Unterschied — 0,930
- - zweiten 1456 — - — =0,144
Hieraus ergiebt sich der mittlere Fehler

305 30
=4 \/ {T‘% (0,930)® + -ﬁ—: (0,144)=§ =+ 0,%650

Vereinigt man jetzt die aus den drei getrennten Ursachen hervorge-
gangenen partiellen Fehler, so erhilt man die summarischen mittleren Fehler

1) fiir den siidlichen Theil der Grundlinie
% V—{—(o,459)= + (0,349)7 + (0,824)*} = =+ 1,"006
oder == e erLinge,
2) Fiir den nérdlichen Theil der Grundlinie
== V{(0483)* + 0362 + (0,650)°} =+ 0,"887
oder — ;4o der Linge.
Der erste Fehler betriigt auf 100 Preuflsische Meilen etwa 43 Fuls;
der zweite Fehler nur 4 Fuls.
Der mittlere Fehler beider Theile, oder der ganzen gemessenen Linie ist
= V{5,006 F 0:887)° =+ 1,%341
oder — yypiyyp der Linge.
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