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3.

(Göttz'ngr’sche gelehrte Anzeigen. 1826, September 25.)

Am 16. September überreichte der Herr Hofr. Gauss der Königl.

Societät eine Vorlesung:

Supplementum Theorz'ae combinatz'om's observatz'anum erroribus

mim"mis obnom'ae.

Bei allen früheren Arbeiten über die Anwendung der_Wahrschein-

lichkeitsrechnung auf die zweckmässigste Benutzung der Beob-

achtungen, und namentlich auch in der Behandlung dieses Gegen—

standes im fünften Bande der Commentationes recentz'ores, liegt in

Beziehung auf die Form der Hauptaufgabe eine bestimmte Vor-

aussetzung zu Grunde, die allerdings den meisten in der Aus-

übung vorkommenden Fällen angemessen ist. Diese Voraussetzung

besteht darin, dass die beobachteten Grössen auf eine bekannte

Art von gewissen unbekannten Grössen (Elementen) abhängen,

d. i. bekannte Funktionen dieser Elemente sind. Die Anzahl dieser

Elemente muss, damit die Aufgabe überhaupt hierher gehöre,

kleiner sein, als die Anzahl der beobachteten Grössen, also diese

selbst abhängig von einander. ‚

Inzwischen sind doch auch die Fälle nicht selten, wo die ge- -

dachte Voraussetzung nicht unmittelbar stattfindet, d. i. wo die

beobachteten Grössen noch nicht in der Form von bekannten Funk-

tionen gewisser unbekannter Elemente gegeben sind, und wo man

auch nicht sogleich sieht, wie jene sich in eine solche Form bringen

lassen; wo hingegen zum Ersatz die gegenseitige Abhängigkeit der

beobachteten Grössen (die natürlich auf irgend eine Weise gegeben

sein muss) durch gewisse Bedingungsgleichungen gegeben ist, wel-

chen die wahren Werthe von jenen, der Natur der Sache nach,

nothwendig genau Genüge leisten müssen. Zwar sieht man bei

näherer Betrachtung bald ein, dass dieser Fall von dem anderen

nicht wesentlich, sondern bloss in der Form verschieden ist, und

sich wirklich der Theorie nach leicht auf denselben zurückführen

lässt: allein häufig bleibt dies doch ein uunatürlicher Umweg, der

in der Anwendung Viel beschwerlichere Rechnungen herbeifiihrt,

als eine eigene der ursprünglichen Gestalt der Aufgabe besonders

angemessene Auflösung. Diese ist daher der Gegenstand der gegen—

wärtigen Abhandlung, und die Auflösung der Aufgabe, welche sie

als ein selbständiges von der früheren Abhandlung unabhängiges
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Ganze giebt, hat ihrerseits eine solche Geschmeidigkeit, dass es

sogar in manchen Fällen vortheilhaft sein kann, sie selbst da an-

zuwenden, wo die bei der älteren Methode zu Grunde liegende Vor-

aussetzung schon von selbst erfüllt war.

Die Hauptaufgabe stellt sich hier nun unter folgender Ge-

stalt dar. Wenn von den Grössen @, v', 1)" etc., zwischen welchen

ein durch eine oder mehrere Bedingungsgleichungen gegebener

Zusammenhang stattfindet, eine andere auf irgend eine Art ab-

hängig ist, z. B. durch die Funktion % ausgedrückt werden kann,

so wird eben dieselbe auch auf unendlich viele andere Arten aus

jener bestimmt, oder durch unendlich viele andere Funktionen, statt

u, ausgedrückt werden können, die aber natürlich alle einerlei

Resultate geben, insofern die wahren Werthe von v, v’, @” etc.,

welche allen Bedingungsgleichungen G—enüge leisten, substituirt

werden. Hat man aber nur genäherte Werthe von v, v', @" etc.,

wie sie Beobachtungen von beschränkter Genauigkeit immer nur

liefern können, so können auch die daraus abgeleiteten Grössen auf

keine absolute Richtigkeit Anspruch machen: die verschiedenen für

u angewandten Funktionen werden, allgemein zu reden, ungleiche,

aber was die Hauptsache ist, ungleich zuverlässige Resultate geben.

Die Aufgabe ist nun, aus der unendlichen Mannigfaltigkeit von

Funktionen, durch welche die unbekannte Grösse ausgedrückt

werden kann, diejenige auszuwählen, bei deren Resultat die möglich

kleinste Unzuverlässigkeit zu befürchten bleibt.

Die Abhandlung giebt eigentlich zwei Auflösungen dieser Auf-

gabe. Die erste Auflösung erreicht das Ziel auf dem kürzesten

Wege, wenn wirklich nur eine unbekannte von den Beobachtungen

auf eine vorgeschriebene Art abhängige Grösse abzuleiten ist.

Allein die nähere Betrachtung dieser Auflösung führt zugleich auf

das merkwürdige Theorem, dass man für die unbekannte Grösse

genau denselben Werth, welcher aus der zweckmässigsten Combi

nation der Beobachtungen folgt, erhält, wenn man an die Beob-

achtungen gewisse nach bestimmten Regeln berechnete Verän-

derungen anbringt, und sie dann in irgend eine beliebige Funktion,

welche die unbekannte Grösse ausdrückt, substituirt. Diese Ver-

änderungen haben neben der Eigenschaft, dass sie allen Bedingungs-

gleichungen Genüge leisten, noch die, dass unter allen denkbaren

Systemen, welche dasselbe thun, die Summe ihrer Quadrate (inso—

fern die Beobachtungen als gleich zuverlässig vorausgesetzt wurden)
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die möglich kleinste ist. Man sieht also, dass hierdurch zugleich

eine neue Begründung der Methode der kleinsten Quadrate gewonnen

wird, und dass diese von der Funktion % ganz unabhängige Aus-

gleichzmg der Beobachtungen eine zweite Auflösungsart abgiebt,

die vor der ersten einen grossen Vorzug hat, wenn mehr als eine

unbekannte Grösse aus den Beobachtungen auf die zweckmässigste

Art abzuleiten ist: in der That werden die Beobachtungen dadurch

zu jeder von ihnen zu machenden Anwendung fertig vorbereitet.

Nur musste bei dieser zweiten Auflösung noch eine besondere An-

leitung hinzukommen, den Grad der Genauigkeit, der bei jeder

einzelnen Anwendung erreicht wird, zu bestimmen. Für dies alles

enthält die Abhandlung vollständige und nach Möglichkeit einfache

Vorschriften, die natürlich hier keines Auszuges fähig sind. Eben-

so wenig können wir hier in Beziehung auf die, nach der Ent-

wickelung der Hauptaufgaben, noch ausgeführten anderweitigen

Untersuchungen, welche mit dem Gegenstande in innigem Zusam-

menhange stehen, uns in das Einzelne einlassen, Nur das eine

merkwürdige Theorem führen wir hier an, dass die Vorschriften

zur vollständigen Ausgleichung der Beobachtungen immer einerlei

Resultat geben, sie mögen auf die ur5prünglichen Beobachtungen

selbst, oder auf die bereits einstweilen mwollständz'g ausgeglichenen

Beobachtungen angewandt werden, insofern dieser Begriff in der

in der Abhandlung näher bestimmten Bedeutung genommen wird,

unter welcher, als specieller Fall, derjenige begriffen ist, wo mit

den Beobachtungen schon eine zwar vorschriftsmä.ssig ausgeführte,

aber nur einen Theil der Bedingungsgleichungen berücksichtigende

Ausgleichung vorgenommen war.

Den letzten Theil der Abhandlung machen ein paar mit Sorg—

falt ausgearbeitete Beispiele der Anwendung der Methode aus, die

theils von den geodätischen Messungen des Generals von Kragenho/7,

theils von der vom Verfasser selbst im Königreich Hannover aus-

geführten Triangulirung entlehnt sind, und die dazu dienen können,

sowohl die Anwendung dieser Theorie mehr zu erläutern, als auch

manche dergleichen Messungen betrefi°ende Umstände überhaupt in

ein helleres Licht zu stellen.

Die trigonometrischen Messungen gehören ganz besonders in

das Feld, WO die Wahrscheinliclikeitsrechnung Anwendung findet,

und namentlich in derjenigen Form Anwendung findet, die in der

gegenwärtigen Abhandlung entwickelt ist. Gerade hier ist es
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Regel, dass mehr beobachtet wird, als unumgänglich nöthig ist,

und dass so die Messungen einander vielfältig contiolliren. Nur

durch die Benutzung der strengen Grundsätze der Wahrscheinlich-

keitsrechnung kann man von diesem Umstande den Vortheil ganz

ziehen, der sich davon ziehen lässt, und den Resultaten die grösste

Genauigkeit geben, deren sie fähig sind. Ausserdem aber geben

jene Grundsätze zugleich das Mittel, die Genauigkeit der Messun-

gen selbst, und die Zulässigkeit der darauf gegründeten Resultate

zu bestimmen. Endlich dienen sie dazu, bei der Anordnung des

Dreieckssystems, aus mehreren, unter denen man vielleicht die Wahl

hat, das zweckmässigste auszuwählen. Und alles dieses nach festen

sicheren Regeln, mit Ausschliessung aller Willkürlichkeiten. Allein

sowohl die sichere Würdigung, als die vollkommenste Benutzung

der Messungen ist nur dann möglich, wenn sie in reiner Autenthi-

cität und Vollständigkeit vorliegen, und es wäre daher sehr zu

wünschen, dass alle grösseren auf besondere Genauigkeit Anspruch

machenden Messungen dieser Art immer mit aller nöthigen Aus-

führlichkeit bekannt gemacht werden möchten. Nur zu gewöhnlich

ist das Gegentheil, wo nur Endresultate für die einzelnen gemesse-

nen Winkel mitgetheilt werden. Wenn solche Endresultate nach

richtigen Grundsätzen gebildet werden, indem man durchaus alle

einzelnen Beobachtungsreihen, die nicht einen durchaus unstatt-

haften Fehler gewiss enthalten, dazu concurriren lässt, so ist der

Nachtheil freilich lange nicht so gross, als wenn man etwa nur

diejenigen Reihen beibehält, die am besten zu den nahe liegenden

Prüfungsmitteln passen, welche die Summen der Winkel jedes Drei-

ecks und die Summen der Horizontalwinkel um jeden Punkt herum

darbieten. Wo dies durchaus verwerfiiche Verfahren angewandt

ist, sei es aus Unbekanntschaft mit den wahren Grundsätzen einer -

richtigen Theorie, oder aus dem geheimen Wunsche, den Messungen

das Ansehen grösserer Genauigkeit zu geben, geht der Maassstab

zu einer gerechten Würdigung der Beobachtungen und der aus

ihnen abzuleitenden Resultate verloren; die gewöhnliche Prüfung

nach den Winkelsummen in den einzelnen Dreiecken und bei den

Punkten, wo die gemessenen Winkel den ganzen Horizont um-

fassen, scheint dann eine Genauigkeit der Messungen zu beweisen,

von der sie vielleicht sehr weit entfernt sind, und wenn andere

Prüfungsmittel, durch die Seitenverhältnisse in geschlossenen Poly-

gonen oder durch Diagonalrichtungen, vorhanden sind, werden diese



204 Anzeigen.

die Gewissheit des Daseins von viel grösseren Fehlern verrathen.

Umgekehrt aber, wenn die zuletzt erwähnte Voraussetzung statt—

findet, und das Ausgleichen der Beobachtungen in Beziehung auf

die Prüfungsmittel ohne die sicheren Vorschriften der Wahrschein—

lichkeitsrechnung versucht ist, wo es immer ein Herumtappen im

Dunkeln bleiben muss, und grössere, oft viel grössere, Correctionen

herbeiführt, als nöthig sind, kann leicht dadurch ein zu nngünstiges

Urtheil über die Messungen veranlasst werden. Diese Bemerkungen

zeigen die Wichtigkeit sowohl einer hinl'ätnglich ausführlichen Be—

kanntmachung, als einer auf strenge Principien gegründeten mathe-

matischen Combination der geodätischen Messungen: sie gelten aber

offenbar mehr oder weniger bei Beobachtungen jeder Art, astrono-

mischen, physikalischen u. s. w., die sich auf das Quantitative be—

ziehen, insofern die Mannigfaltigkeit der dabei stattfindenden Um-

stände zu wechselseitigen Controllen Mittel darbietet.

4.

(Göttingische gelehrle Anzeigen. 1809, Junius 17.)

Theoria motst corporum coelestium in sectiom'bus com'cis Salem ambientium.

Auctore Carolo Frid. Gauss. Hamburgi, 1809. Sumtibus Frid. Perthes et

J. H. Besser. XII S. Vorrede, 228 S. Text und 20 S. Tabellen nebst einer

Kupfertafel. gr. Quart.

Zu der schärferen Ausfeilung der Elemente eines Himmels-

körpers hat man nicht die möglich kleinste Zahl von Beobachtun-

gen, sondern so viele, als nur zu Gebote stehen, anzuwenden. Wie

man sich dabei zu verhalten habe, lehrt der dritte Abschnitt. Hier

war der Ort, die Haupt-Momente von einer für jede Anwendung

der Mathematik auf die Körperwelt höchst wichtigen Frage zu

entwickeln, wie Beobachtungen und Messungen, die bei der Un-

vollkommenheit unserer Sinne und Werkzeuge unvermeidlich immer

mit Fehlern, wenn auch noch so geringen, behaftet sind, am zweck-

mässigsten zur Festsetzung von Resultaten zu combiniren sind.

Die Grundsätze, welche hier ausgeführt werden, und. welche von

dem Verfasser schon seit 14 Jahren angewandt, und von dem-

selben schon vor geraumer Zeit mehreren seiner astronomischen

Freunde mitgetheilt waren, führen zu derjenigen Methode, welche

auch Legenrlre in seinem Werke: Nouvelles méthodes pour la déter-


